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zp̊usobem a ve srovnatelném rozsahu, jako je zpř́ıstupněn zdrojový kód Dı́la.
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Fakulta informačńıch technologíı
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Abstrakt

Tato práce se zabývá vytvořeńım algoritmických podklad̊u pro tzv. dronový
displej, kde jednotlivé pixely jsou tvořeny světélkuj́ıćımi drony. Tyto drony
mohou měnit jak barvu, tak polohu v prostoru. Ćılem této práce je plánováńı
pohybu dron̊u s ohledem na uživatelsky zvolená kritéria a požadovaný vizuálńı
efekt.

K řešeńı problému byl přizp̊usoben známý algoritmus CBS (Conflict Based
Search) problému multi-agentńıho hledáńı cest. Část algoritmu, která řeš́ı na-
lezeńı konflikt̊u, využ́ıvá toho, že prostor displeje je rozdělen na stejně velké
krychle. Dı́ky tomu algoritmus může zkontrolovat, zda r̊uzné drony svým
objemem nevstoupily do stejné části displeje ve stejný časový okamžik. K
hledáńı cest se využ́ıvá velmi upravený algoritmus A*. Hustotu propojeńı pi-
xel̊u předepisuje zobecněné 2k sousedstv́ı do prostoru. Drony se pohybuj́ı mezi
pixely bud’ př́ımo nebo po trajektori definované pomoćı interpolačńıch křivek
v prostoru. Algoritmus také bere v úvahu maximálńı rychlost a akceleraci
dron̊u i jejich momentum.

Výsledkem této práce je nový algoritmus zvaný CSPT CBS (Continuous
Spacetime Conflict Based Search) a simulačńı program, ve kterém je možné
navolit umı́stěńı a barvy pixel̊u a následně shlédnout vizualizaci pohybu dron̊u.

Kĺıčová slova dronový vzdušný displej, AED, 3D, multi-agentńı hledáńı
cest, MAPF, 2k sousedstv́ı, zobecněné 2k sousedstv́ı v prostoru, CBS, CSPT CBS,
hledáńı pomoćı konflikt̊u ve spojitém čase a prostoru, A*, interpolačńı křivky
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Abstract

This thesis deals with the creation of an algorithm for so called drone display
where individual pixels are created by luminous drones. The drones can change
their color as well as position in space. The goal of this thesis is a planning
of the drones movement taking into account user defined criteria and required
visual effect.

A well known algorithm called CBS (Conflict Based Search) that solves a
problem of multi-agent path finding was adjusted for this cause. The conflict
search part of the algorithm utilizes the fact that the display is split into cubes.
Thus the algorithm can check if various drones occupy the same cube area at
the same time. An adapted A* algorithm is used for the path finding part
of the CBS. Generalized 2k neighborhood in space describes a connectivity of
neighboring pixels. The drones move between pixels utilizing either straight
paths or trajectories defined by spacial interpolating curves. The algorithm
also takes into account drones maximum speed, their acceleration and their
momentum.

A new algorithm called CSPT CBS (Continuous Spacetime Conflict Based
Search) and a simulating program are conceived as the results of this thesis.
In the simulating program one can choose placement and colors of individual
pixels and then see a visualisation of the drones movement.

Keywords drone aerial display, AED, 3D, multi-agent path finding, MAPF,
2k neighborhood, generalized 2k neighborhood in space, CBS, CSPT CBS,
Continuous Spacetime Conflict Based Search, A*, interpolating curves
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Úvod

Displeje jsou v dnešńı době všude kolem nás. Jsou zaintegrované v r̊uzných
př́ıstroj́ıch jako mobilńı telefony, přenosné poč́ıtače, monitory, chytré hodinky,
digitálńı čtečky knih, bilboardy a daľśı. Dokonce i tuto práci si s vysokou
pravěpodobnost́ı čtete na jednom z těchto př́ıstroj̊u. Všechny tyto obvyklé
př́ıstroje maj́ı ale společnou jednu vlastnost. Tou vlastnost́ı mám na mysli,
že jejich obrazovka prezentuje informace na ploše. Oproti tomu tato práce
si dává za ćıl vyzkoumat, jak rozš́ı̌rit obrazovou prezentaci do prostoru. Jedńım
z možných řešeńı, kterým se tato práce zabývá, je implementace pomoćı
větš́ıho množstv́ı světélkuj́ıćıch dron̊u. Hlavńım ćılem této práce je přij́ıt s po-
stupem, který zaruč́ı plynulé přeskupeńı dron̊u bez srážek mezi jednotlivými
sekvencemi umı́stěńı pixel̊u.

V prvńı části literárńı rešerše zkoumáme, jaké podobné projekty již existuj́ı
a jaké využ́ıvaj́ı postupy. V druhé části literárńı rešerše rozeb́ıráme již existuj́ıćı
algoritmy a teoretické konstrukce, které se týkaj́ı dané problematiky.

Na základě rešerše formulujeme matematickou verzi problému dronového
displeje. Pro tento problém vzápět́ı definujeme algoritmus, který daný problém
řeš́ı. Následuje experimentálńı část, ve které vyhodnot́ıme výkon našeho algo-
ritmu.

Na samotném konci této práce se zabýváme t́ım, jaká je struktura a jak
funguje vizualizačńıho programu, který jsme vytvořili jako součást této práce.
V této části představ́ıme ukázku „drone art”, jednoho z možných využit́ı dro-
nového displeje.
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Kapitola 1
Ćıl práce

Ćılem práce je vytvořeńı softwarového prototypu, který demonstruje provedi-
telnost dronového displeje.

Dı́lč́ı ćıle jsou následuj́ıćı:

1. Vytvořit matematickou definici popisuj́ıćı problém dronového displeje.

2. K tomuto problému vymyslet a popsat algoritmus s využit́ım adaptace
existuj́ıćıch algoritmů multi-agentńıho hledáńı cest.

3. Implementovat nový algoritmus v jazyce C++ a integrovat jej v rámci
vizualizačńıho programu, který zobraźı pohyb dron̊u v prostoru.

4. Změřit výkonnost algoritmu.
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Kapitola 2
Podobné koncepty

Na úvod práce představ́ıme v této kapitole několik obdobných koncept̊u.

2.1 iSphere - Světelný sférický dronový displej

Tato práce [1] se zabývá možnost́ı vytvořeńı sférického displeje za pomoci
dronu. Základńı architektura (viz obr. 2.1) se skládá ze tř́ı část́ı:

1. Dron, který dodává schopnost létáńı displeji.

2. POV displej, který vytvář́ı sférický obraz.

3. Ochranný obal, který vytvář́ı bariéru, aby displej nebo vrtule nemohly
narazit do věćı nebo do lid́ı.

POV displej se skládá z několika rotuj́ıćıch LED pásek a k vytvořeńı obrazu
využ́ıvá nedokonalosti vńımáńı lidského oka. Tato nedokonalost spoč́ıvá v tom,
že očńı čočka zachytává na krátký okamžik př́ıchoźı světlo. Pokud LED pásky
rotuj́ı dostatečně rychle, vytvář́ı to iluzi spojitého obrazu.

Autoři této práce diskutuj́ı o možnostech využit́ı tohoto displeje a vid́ı po-
tenciál využit́ı při záchranných operaćıch, pro zobrazováńı informaćı větš́ımu
množstv́ı lid́ı, anebo pro videohovory. Svoji teoretickou práci zakončuj́ı vy-
tvořeńım funkčńıho prototypu.

2.2 BitDrones interaktivńı levitujićı drony

Daľśı práce [2] se zabývá vytvořeńım zcela nového zp̊usobu interakce s poč́ıta-
čem, kde mı́sto standartńı myši nebo klávesnice autoři použ́ıvaj́ı sadu létaj́ıćıch
dron̊u s ćılem ponořit uživatele do prostorového rozhrańı.

Tento př́ıstup zvalidovali vytvořeńım prototypu, ve kterém jde využ́ıt až 12
dron̊u v prostoru 4×4×3 metr̊u. Drony se ovládaj́ı bud’ jednoručně (např́ıklad
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2. Podobné koncepty

Obrázek 2.1: Hrubý náčrt iSphere architektury. Dron veprostřed je spojen
s LED páskami (zeleně), které se toč́ı ve směru šipky. Celá konstrukce je
vsazena do ochranného obalu vyznačeného modrou barvou.

dotekem, táhnut́ım, házeńım a daľśımi zp̊usoby), obouručně (např́ıklad táhnut́ım,
odtažeńım dvou dron̊u od sebe) nebo pomoćı gest (např́ıklad následováńı
uživatele dronem). Tento zp̊usob ovládáńı lze využ́ıt např́ıklad při modelováńı
v 3D kanvasu.

2.3 Crazyswarm

Autoři projektu Crazyswarm [3] vyvinuli architekturu pro provoz větš́ıho množ-
stv́ı mini-kvadrakoptér ve vnitřńıch prostorách. Podle jejich př́ıstupu takto
dokáž́ı operovat až s 49 drony Crazyflie 2.0 [4].

Celá architektura se skládá z několika část́ı:

1. Základńı stanice - poč́ıtač se serverem.

2. Sledovaćı systém VICON - předává své výstupy do základńı stanice.

3. Rádiový vyśılač - umožňuje broadcast př́ıkaz̊u od základńı stanice směrem
k dron̊um.

4. Kvadrakoptéry - využ́ıvaj́ı sv̊uj výpočetńı výkon k navigaci v prostoru.

Systém funguje d́ıky těmto krok̊um. Nejprve základńı stanice vypoč́ıtá tra-
jektorie všem kvadrakoptérám. Trasa se plánuje pro úseky spojené po částech
polynomiálńımi křivkami s alespoň 4. spojitou derivaćı.
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2.3. Crazyswarm

Kvadrakoptéry jsou pečlivě umı́stěny na předem daná mı́sta na zemi a před
vzletem se základńı stanice sesynchronizuje se všemi kvadrakoptérami. Násled-
ně vydá hromadný př́ıkaz ke vzletu. Během letu základńı stanice přepośılá
jednotlivým kvadrakoptérám jejich pozice. Kvadrakoptéry těchto informaćı
využ́ıvaj́ı a samy si vypoč́ıtávaj́ı korekce trasy.

Pro účely tohoto projektu byl navržen nový komunikačńı protokol, který
je tolerantńı k výpadk̊um paket̊u (využ́ıvá se toho, že celý plán je uložen
v paměti všech kvadrakoptér) a je idempotentńı v̊uči duplikaćım paket̊u.

Byly provedeny experimenty, které prověřili funkčnost a robustnost tohoto
systému v prostoru 6× 6× 3 metr̊u s 24 sledovaćımi kamerami VICON.
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Kapitola 3
Teoretická východiska

V této kapitole představ́ıme potřebná teoretická východiska týkaj́ıćı se multi-
agentńıho hledáńı cest, která nám pomohou definovat problém displeje v daľśı
kapitole.

3.1 Multi-agentńı hledáńı cest

Problém multi-agentńıho hledáńı [5] spoč́ıvá v tom, že máme sadu agent̊u,
kteř́ı se pohybuj́ı v daném prostřed́ı reprezentovaném grafem, vyhýbaj́ı se
překážkám a maj́ı startovńı a finálńı umı́stěńı. Ćılem je naj́ıt bezkonfliktńı
(během konkrétńıho okamžiku nejsou př́ıtomni ve stejném vrcholu) cesty a-
gent̊u tak, aby každý agent dorazil do ćıle. Někdy se také vyžaduje, aby agenti
necestovali po totožné hraně ve stejný časový okamžik. Obrázek 3.1 ilustruje
řešeńı MAPF instance pro 3 agenty.

Definice (Problém multi-agentńıho hledáńı cest). Necht’ máme graf G =
(V,E) reprezentuj́ıćı dané prostřed́ı a necht’ existuj́ı agenti A = (a1, a2, ..., an).
Necht’ je dáno prosté počátečńı umı́stěńı agent̊u ϕs : A → V a prosté finálńı
umı́stěńı ϕf : A → V . Problémem multi-agentńıho hledáńı cest je naj́ıt č́ıslo
m ∈ N a umı́stěńı (ϕs = ϕ0, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm = ϕf ) za splněńı těchto podmı́nek:

∀i ∈ m̂,∀a, b ∈ A :ϕi(a) = ϕi(b)⇒ a = b (3.1)
∀i ∈ (0, 1, 2, ...,m− 1), ∀a ∈ A :ϕi(a) = ϕi+1(a) ∨ {ϕi(a), ϕi+1(a)} ∈ E (3.2)

Podmı́nka 3.1 znač́ı, že v každém umı́stěńı nedojde k tomu, aby dva r̊uzńı
agenti obsadili stejný vrchol, tedy nedojde ke konfliktu. Druhá podmı́nka 3.2
znamená, že agenti mezi umı́stěńımi bud’ čekaj́ı na mı́stě, nebo se pohybuj́ı
po hranách grafu.

Je dokázáno, že verze MAPF problému s optimalizačńım kritériem na co
nejmenš́ı m (tedy co nejkratš́ı cesty) je NP-úplná. Důkaz tohoto tvrzeńı je
ovšem obsáhleǰśı, proto se na něj pouze odkáži [6].
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3. Teoretická východiska

Obrázek 3.1: Ilustračńı př́ıklad multi-agentńıho hledáńı cest. Např́ıklad tyto
cesty jsou validńım řešeńım MAPF instance:
Agent 1: (e, f, b, b)
Agent 2: (c, c, f, f)
Agent 3: (a, b, c, d)

3.1.1 Bibox

V reálném světě docháźı k tomu, že chceme vyřešit MAPF instance na ploše
nebo v prostoru. Grafy reprezentuj́ıćı dané prostřed́ı jsou obvykle 2-souvislé.
Toho využ́ıvá algoritmus Bibox [5], který umı́ spoč́ıtat řešeńı pro 2-souvislé
grafy. Dı́ky vlastnostem těchto graf̊u a relaxaci optimalizačńıho kritéria (nevy-
žadujeme nejkratš́ı možné řešeńı) dokáže tento algoritmus naj́ıt řešeńı multi-
agentńıho hledáńı cest v čase O(|V (G)|3).

Pro popis ideje tohoto algoritmu zadefinujme nejprve pojmy týkaj́ıćı se
2-souvislosti graf̊u.

Definice (2-souvislost graf̊u). Bud’ dán graf G = (V,E), |V (G)| ≥ 3. Graf
G je 2-souvislý, pokud plat́ı ∀(u, v, w) ∈ V (G)3, u 6= v ∧ u 6= w ∧ v 6= w pak
existuje cesta mezi vrcholy u,w i v grafu G \ v.

Definice (Ucho). Necht’ G = (V,E) je 2-souvislý graf. Ucho je cesta U =
(u1, u2, ..., uk). Přidáńım ucha ř́ıkáme operaci sjednoceńı graf̊u G a U tak, že
vrcholy u1 a uk se namapuj́ı na existuj́ıćı vrcholy x, y ∈ V (G) : x 6= y.

Kĺıčová je i následuj́ıćı známá věta o dekompozici 2-souvislých graf̊u.

Věta (Dekompozice 2-souvislých graf̊u). Každý 2-souvislý graf lze sestrojit z
počátečńıho cyklu pomoćı operace přidáváńı uš́ı.

Nyńı přejdeme k hlavńı myšlence algoritmu. Dı́ky větě o dekompozici graf̊u
3.1.1 dokážeme rozdělit graf G na iniciálńı cyklus C0 a ucha C1, C2, ..., Ck.
Označme C(Ci) jako indukovaný podgraf G obsahuj́ıćı všechny vrcholy z
iniciálńıho cyklu a uch C0, C1, ..., Ci (viz obrázek 3.2a). Dále předpokládejme,
že robot̊u je přesně n− 2 (o dva méně než je počet vrchol̊u v grafu) a finálńı
umı́stěńı volných mı́st se nacháźı v cyklu C1.
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3.1. Multi-agentńı hledáńı cest

Algoritmus Bibox funguje ve dvou fáźıch. V té prvńı algoritmus iteruje
přes podgrafy C(Ck) až C(C1) - tedy velikost problému se s každou iteraćı
postupně zmenšuje. V rámci každé i-té iterace algoritmus řeš́ı jedno ucho.
Zvolme orientaci ucha a označme jeho vrcholy (ui,0, ui,1, ..., ui,s−1), kde s je
počet vrchol̊u daného ucha. Nejprve budeme řešit agenta ai,s−1 (v i-té iteraci
algoritmu Bibox patř́ı na pozici ucha ui,s). Protože je graf 2-souvislý a skládá se
z cykl̊u (daných uchy a jejich nejkratš́ı spojnićı), můžeme rotovat těmito cykly
tak, že dostaneme robota ai,s z libovolného mı́sta do vrcholu ui,0 (speciálńı
př́ıpad je, když tento robot se již nacháźı v daném cyklu; i to ale umı́ algoritmus
vyřešit). Poté orotujeme cyklus s uchem o jedno mı́sto (robot se pak nacháźı
na pozici ui,1). Tento př́ıpad je ilustrován na obrázku 3.2b. Takto to algoritmus
zopakuje pro agenty ai,s−2 až ai,0. Po s opakováńıch máme správné řešeńı pro
ucho v dané iteraci.

Ve druhé fázi algoritmus řeš́ı počátečńı cyklus, ve kterém je potřeba zvolit
jiný př́ıstup. Dı́ky tomu, že máme v počátečńım cyklu C0 2 volné vrcholy, lze
pomoćı interakćı s daľśımi cykly prohodit 2 libovolné roboty. Z toho plyne,
že je možné uspořádat roboty v tomto cyklu do správné finálńı permutace,
kterou algoritmus nakonec dorotuje do správných pozic.

Toto byl hrubý nástin algoritmu Bibox, který hled́ı hlavně na rychlost
výpočtu, který najde v polynomiálńım čase. Nemá ovšem žádnou garanci kva-
lity řešeńı. Výše popsaný algoritmus má ve své čiré formě zásadńı omezeńı
na počet agent̊u a jejich umı́stěńı. Toto omezeńı se dá ovšem překonat jedno-
duchými úpravami, které jsou popsány v p̊uvodńım článku.

3.1.2 M* algoritmus

M* algoritmus [7] je optimálńı algoritmus založený na p̊uvodńım algoritmu A*
[8] pro jednoho agenta. Dokonce je možné využ́ıt algoritmus A* pro výpočet
MAPF instanćı. Ten však prohledává celý konfiguračńı prostor instance, který
roste exponenciálně s počtem robot̊u. Proto podle měřeńı autor̊u článku i pro
malý počet agent̊u algoritmus A* přestane poskytovat výsledky v rozumném
čase. Oproti tomu M* má to vylepšeńı, že neprohledává celý konfiguračńı pro-
stor, ale ořezává jej podle toho, kteř́ı agenti spolu mohou interagovat. Agenty,
jejichž cesty se nemohou potkat, řeš́ı algoritmus M* samostatně.

Nyńı představ́ıme d̊uležité pojmy pro tento algoritmus. Pro každého agenta
ai ∈ n̂ necht’ máme orientovaný graf Gi = (V i, Ei) představuj́ıćı prostřed́ı pro
konkrétného agenta s počátečńım vrcholem vI

i a s finálńım vrcholem vF
i.

Necht’ ϕi(v) je funkce, která agentu ai přǐrad́ı nejkratš́ı cestu z libovolného
vrcholu v ∈ V i do ćıle vF i.

Prostřed́ı pro všechny agenty definujme jako graf vytvořený kartézským
součinem graf̊u: G = ∏

i∈n̂G
i. Takový graf umožńı transformovat MAPF in-

stanci na hledáńı cesty v grafu, na který můžeme použ́ıt algoritmus založený
na A*. Ještě definujme počátečńı vrchol jako vI a ćılový vrchol jako vF . Heuris-
tickou funkci na odhad zbývaj́ıćı ceny h : v → r, v ∈ G(V ), r ∈ R zadefinujme
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(a) Ilustrace dekompozice grafu.
Na obrázku je vidět iniciálńı cyklus
C0, který je identický s grafem C(C0)
a uchy C1 a C2. Složené závorky
ilustruj́ı grafy C(C1) a C(C2).

(b) Ilustrace umı́stěńı robota r2,2
na vrchol u2,1 pomoćı rotaćı cykl̊u.
V ukázce se po směru hodinových
ručiček otoč́ı cyklus C0, poté cyklus
tvořený uchem C1 a jeho nejkratš́ı
spojnićı 3x a poté jedńım otočeńım
cyklu C2 se robot dostane na pozici
u2,0. Po vyřešeńı robot̊u r2,1 a r2,0 se
robot přesune na správnou pozici u2,2.

Obrázek 3.2: Algoritmus Bibox

jako součet cen pro jednotlivé agenty: h(v) : ∑
i∈n̂ h(vi), vi ∈ G(V i). Notace

Ψ(v) označuje set agent̊u, kteř́ı jsou ve vrcholu v v konfliktu.
Algoritmus M* se od A* lǐśı pouze v drobnostech. Tou prvńı je, že každý

vrchol vk ∈ V (G) obsahuje konfliktńı set Ck. Hlavńı rozd́ıl oproti A* je v tom,
že M* neexpanduje všechny sousedy libovolného vrcholu vk, ale pouze jejich
podmnožinu danou t́ımto předpisem: V̂k = {vl : ∀i ∈ n̂ : (i ∈ Ck ∧ eik,l ∈
Ei)∨ (i /∈ Ck)∧ vil = ϕi(vil)} . Množina je daná bud’ funkćı ϕi pro optimálńı
trajektorii (pokud neńı agent v konfliktu), nebo sousedy vrcholu vk. Pro každý
vrchol si ukládáme set předchoźıch vrchol̊u. Aktualizace konfliktńıho setu
se pak dělá přes zpětnou propagaci konflikt̊u přes zpětné sety. Při zpětné
propagaci může doj́ıt k tomu, že některé vrcholy bude potřeba kv̊uli změně
konfliktńıho setu znovu otevř́ıt.

K ujasněńı předchoźıho textu ještě předvedeme pseudokód algoritmu M*
(viz algoritmus 1).

Algoritmus je kompletńı, optimálńı vzhledem k celkové ceně a vypoč́ıtá
výsledky v exponenciálńım čase vzhledem k počtu agent̊u.

3.1.3 Varianty M*

Stejný článek [7] dále popisuje možnosti, jak dosáhnout zrychleńı algoritmu
M*. Jednoduchý zp̊usob, jakým zrychlit algoritmus, je použit́ı již existuj́ıćı
techniky pro algoritmus A* zvané nafouknutá heuristika (anglicky inflated
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Algorithm 1 Algoritmus M*
1: function backpropagate(vrchol vk, set Cl, fronta open)
2: if Ck 6⊂ Cl then
3: Ck ← Ck ∪ Cl
4: if vk /∈ open then
5: open.add(vk)
6: end if
7: for all vm ∈ vk.backset do
8: backpropagate(vm, Ck, open)
9: end for

10: end if
11: end function
12:
13: function M*(graf G)
14: for all vk ∈ V (G) do
15: vk.cost← inf
16: Ck ← Ø
17: end for
18: vI .cost← 0
19: vI .previous← Ø
20: open← {vI} . Prioritńı fronta podle v.cost+ h(v)
21: while true do
22: vk ← open.pop()
23: if vk = vF then
24: return backtrack(vk)
25: end if
26: if Ψ(vk) 6= Ø then . Neprocháźıme stavy s konflikty
27: continue
28: end if
29: for all vl ∈ V̂k do
30: vl.backset.append(vk)
31: Cl ← Cl ∪Ψ(vk)
32: open.add(vl)
33: backpropagate(vk, Cl, open)
34: if vk.cost+ f(ek,l) < vl.cost then . Našli jsme lepš́ı řešeńı
35: vl.cost = vk.cost+ f(ek,l)
36: vl.previous = vk
37: end if
38: end for
39: end while
40: end function
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heuristic). Tato technika spoč́ıvá v tom, že hodnotu heuristiky h(v) pro nějaký
vrchol v ∈ V (G) přenásob́ıme konstantou ε > 1. To zp̊usob́ı, že cena nale-
zeného řešeńı nebude horš́ı než ε-násobek ceny optimálńıho řešeńı.

Daľśı zlepšeńı algoritmu autoři nalezli v modifikaci zp̊usobu, jakým docháźı
ke zpracováńı konfliktńıch set̊u. Např́ıklad když konfliktńı set Ck obsahuje
agenty {1, 2, 3, 4, 5}, nemuśı to nutně znamenat, že všichni agenti spolu inter-
aguj́ı. To se může stát, když v konfliktu jsou např́ıklad dvojice agent̊u (1, 2),
(2, 3), (4, 5). Varianta zvaná rekurzivńı M* (rM*) tento problém vyřeš́ı rozdě-
leńım na největš́ı disjunktńı sety, které pak řeš́ı separátně. V našem př́ıkladě
by se konfliktńı set Ck změnil na Ck = {{1, 2, 3}, {4, 5}}.

Obě tyto varianty dokáž́ı dle experimentálńıho vyhodnoceńı autor̊u zrych-
lit algoritmus a umožnit praktický výpočet pro větš́ı množstv́ı agent̊u ve
stejném čase.

3.1.4 Conflict Based Search

CBS [9] (hledáńı pomoćı konflikt̊u) je optimálńı algoritmus multi-agentńıho
hledáńı cest, který řeš́ı problém tak, že řeš́ı cesty jednotlivých agent̊u in-
dividuálně. To je rychlé, nebot’ cesta individuálńıho agenta se dá naj́ıt v
lineárńım čase vzhledem k velikosti grafu. Při individuálńım plánováńı ovšem
může nastat až exponenciálně mnoho konflikt̊u. Algoritmus se skládá ze dvou
část́ı: vysokoúrovňová a ńızkoúrovňová. Poṕı̌seme postupně obě dvě.

Nejprve zadefinujeme několik pojmů. Termı́n cesta se použije pouze v kon-
textu jednoho agenta, pro všechny agenty se použije termı́n řešeńı. Omezeńı
je trojice (ai, v, t), která určuje agentu ai, že v čase t nesmı́ vstoupit do vr-
cholu v. Konzistentńı cesta je taková cesta, která neporušuje žádné omezeńı.
Obdobně se definuje konzistentńı řešeńı, což je takové řešeńı, kde každý agent
dodržuje všechna omezeńı. Konflikt je čtveřice (ai, aj , v, t) , kde ai a aj jsou
2 r̊uzńı agenti (ai 6= aj) a v je vrchol, který oba agenti okupuj́ı v čase t.

Hlavńı myšlenka výsokoúrovňové části algoritmu tkv́ı v tom, že algorit-
mus v každém kroku zkontroluje nalezené konzistentńı řešeńı a při nalezeńı
konfliktu jej přidá jako omezeńı agent̊um ai a aj . Pro účel algoritmu rozeṕı̌si,
z jakých část́ı se skládá řešeńı S. Prvńı část́ı jsou cesty jednotlivých agent̊u,
znač́ı se N .paths. Daľśı část́ı, která se znač́ı N .cost, je myšlena suma jed-
notlivých cen. Posledńı část je N .constrains. To je konfliktńı tabulka, která
každému agentu přǐrazuje omezeńı. Nyńı předvedeme celou vysokoúrovňovou
část algoritmu.
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Algorithm 2 CBS - Vysokoúrovňové hledáńı
1: function cbs(MAPF instance)
2: S.constrains← ∅
3: S.cost = 0
4: for all agent do
5: S.paths[agent]← low level search(agent, ∅) . Inicializace cest.
6: S.cost += S.paths[agent].cost
7: end for
8: OPEN ← {} . Prioritńı fronta
9: OPEN.push(S)

10: while OPEN neńı prázdná do
11: P ← OPEN.pop() . Řešeńı s nejnižš́ı cenou
12: C ← find first conflict(P ) . Prvńı nalezený konflikt
13: if C = ∅ then
14: return P
15: end if
16: D ← duplicate(P ) . Zduplikuj stávaj́ıćı řešeńı
17: . Vyřeš prvńıho agenta
18: P.constrains += (C.a1, C.v, C.t)
19: P.cost −= P.paths[C.a1].cost
20: P.paths[C.a1]← low lewel search(C.a1, P.constrains)
21: P.cost += P.paths[C.a1].cost
22: Q.push(P )

. Vyřeš druhého agenta
23: D.constrains += (C.a2, C.v, C.t)
24: D.cost −= D.paths[C.a2].cost
25: D.paths[C.a2]← low lewel search(C.a2, P.constrains)
26: D.cost += P.paths[C.a2].cost
27: Q.push(D)
28: end while
29: end function

Zaj́ımavou myšlenkou je, co se stane, když je v konfliktu v́ıce agent̊u než 2.
To se dá řešit dvěma zp̊usoby. Prvńı zp̊usob je, že se berou v potaz pouze prvńı
dva agenti. To bude fungovat, protože daľśı konflikty algoritmus nalezne v
daľśıch kroćıch. Tento zp̊usob jsme využili i v ukázce algoritmu. Druhý zp̊usob
je, že algoritmus vezme v potaz všechny agenty a vygeneruje pro každého z
nich řešeńı, ve kterém ostatńım přidá omezeńı. Toho by šlo dosáhnout lehkou
úpravou předvedeného algoritmu.

Nyńı probereme ńızkoúrovňové hledáńı. T́ım může být jakýkoli algoritmus
hledáńı cest, který nalezne cestu pro jednotlivého agenta při dodržeńı jednot-
livých omezeńı. Autoři CBS použili ve svých experimentech známý algoritmus
A* [8].
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(a) Konflikt červeného a žlutého agenta
v čase 2 při běhu CBS.

(b) Konflikt červeného a žlutého agenta při
běhu CCBS.

Obrázek 3.3: Konflikty agent̊u v r̊uzných variantách CBS.

3.1.5 CBS se spojitým časem

Důležitým rozš́ı̌reńım CBS je CCBS [10] algoritmus, který umožňuje vyhledat
konflikty agent̊u ve spojitém čase. Rozd́ıly poṕı̌si v následuj́ıćıch odstavćıch.

Detekce konflikt̊u ve standartńım CBS prob́ıhá tak, že algoritmus zkon-
troluje, zda v́ıce agent̊u neokupuje stejný vrchol ve stejný časový okamžik. Při
spojitém času ovšem může docházat k tomu, že agenti mohou dorazit do vr-
cholu grafu v jiný časový okamžik. Mimo jiné CCBS narozd́ıl od CBS uvažuje
geometrický tvar agent̊u a jejich rychlost, a to může vést ke konfliktu, i pokud
2 r̊uzńı agenti se pohybuj́ı po jiných vrcholech nebo hranách. Proto je nutné
změnit definici konfliktu:

CCBS konflikt je definován jako čtveřice (ai, ti, aj , tj), která označuje, že
pokud agent i vykoná akci ai (akćı označujeme bud’ pohyb po hraně grafu
nebo čekáńı ve vrcholu) v čase ti a pokud agent j vykoná akci aj v čase tj ,
dojde ke konfliktu.

Autoři CCBS ve svých experimentech zjistili, že detekce konflikt̊u zab́ırá
velké množstv́ı času při běhu algoritmu. Pro zkráceńı tohoto času navrhuj́ı
heuristiku, která se mı́sto přesné detekce konflikt̊u omeźı na to, zda je možné,
aby se agenti srazili při provedeńı akćı v určitých časech. Tato heuristika
přidává v́ıce falešně pozitivńıch konflikt̊u za cenu jejich rychleǰśı detekce.

Řešeńı konflikt̊u je podobné CBS. Stejně jako v CBS, algoritmus najde
prvńı konflikt a poté aplikuje omezeńı na zúčastněné agenty. Omezeńı v CCBS
má podobu trojice (i, ai, [t1, t2)), která znač́ı, že i-tý agent nemůže vykonat
akci ai v časovém intervalu [t1, t2).

Nı́zkoúrovňový algoritmus muśı poč́ıtat se spojitým časem. Z tohoto
d̊uvodu autoři doporučuj́ı algoritmus SIPP [11], který umı́ naj́ıt cestu jednot-
livému agentovi s dynamickými překážkami. Hlavńı myšlenka SIPP je detekce
interval̊u bez koliźı pro každý vrchol, č́ımž dojde k rozděleńı na časové úseky,
a to umožńı použit́ı diskrétńıho algoritmu. SIPP vrát́ı sekvenci akćı, která
umožńı agentovi doj́ıt do ćıle.
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3.1.6 Suboptimálńı CBS

Standartńı verze CBS algoritmu vraćı optimálńı výsledky, a to znamená,
že tento algoritmus je ve svém základu NP-úplný. Někdy př́ılǐs nezálež́ı na kva-
litě výsledku, anebo zálež́ı pouze do určité mı́ry. Článek o suboptimálńıch vari-
antách CBS [12] pojednává o několika zp̊usobech, jakými zrychlit vykonáváńı
CBS algoritmu, a o tom, jaké d̊usledky maj́ı na kvalitu výsledku.

3.1.6.1 Hladová varianta

Prvńı suboptimálńı varianta se nazývá GCBS, neboli hladová. Tato varianta
v základu nezaručuje jakoukoli garanci kvality výsledku. Lze ji ale poupravit,
aby hledala pouze ta řešeńı, jejichž cena je menš́ı nebo rovna danému k.

GCBS přidává heuristiky, které se snaž́ı minimalizovat počet konflikt̊u.
Tyto heuristiky jsou d̊uležité zejména ve vysokoúrovňové části CBS, ale i pro
ńızkoúrovňovou část algoritmu.

Autoři diskutuj́ı o několika vysokoúrovňových heuristikách a to:

• h1: počet konflikt̊u – heuristika, která preferuje řešeńı s nejmenš́ım
množstv́ım konflikt̊u.

• h2: počet konfliktńıch agent̊u – preferuje řešeńı s co nejmenš́ım množ-
stv́ım agent̊u, který maj́ı alespoň jeden konflikt.

• h3: počet pár̊u konfliktńıch agent̊u – poč́ıtá každou dvojici agent̊u,
které maj́ı alespoň 1 konflikt. Preferuje řešeńı s nejmenš́ım množstv́ım
těchto dvojic.

• h4: vrcholové pokryt́ı – definuje konfliktńı graf, kde vrcholy předsta-
vuj́ı konfliktńı agenty (mohou být identifikovány pomoćı h2) a hrany jsou
konflikty mezi agenty (mohou být identifikovány pomoćı h3). Heuristika
h4 poté pracuje s vrcholovým pokryt́ım tohoto grafu.

• h5: alternuj́ıćı – použit́ı v́ıce heuristik, v každém kroce se vybere jiná,
a to pomoćı metody round robin.

Podle provedených experiment̊u bylo zjǐstěno, že h5 je nejrychleǰśı. Je
ovšem také nejtěžš́ı na implementaci, protože vyžaduje naimplementováńı
ostatńıch a údržbu struktur, které ostatńı heuristiky použ́ıvaj́ı. Heuristika h4
vraćı lepš́ı výsledky než ostatńı, bohužel na úkor větš́ı složitosti algoritmu,
a je pomaleǰśı. Heuristika h2 funguje rychle na některých instanćıch, pomalu
na jiných. Prvńı heuristika h1 funguje v pr̊uměru rychleji než heuristika h3.
Heuristika h3 ovšem funguje robustněji než h1 a h2. Autoři článku doporučuj́ı
heuristiku h3 jako dobrý kompromis mezi rychlost́ı algoritmu a jednoduchost́ı
implementace.

Daľśım zp̊usobem, jakým zrychlit výpočet algoritmu, je zaměřit se na ńı-
zkoúrovňovou část algoritmu. Jedńım z teoreticky možných řešeńı je využit́ı
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rychleǰśıho algoritmu, který může naj́ıt horš́ı cestu, ovšem rychleji. Autoři
zmiňuj́ı algoritmus WA* [13]. Při měřeńı ovšem došli k závěru, že WA* nacháźı
deľśı cesty, u kterých je větš́ı pravděpodobnost, že dojde ke kolizi, a proto je
ve skutečnosti výpočetńı doba deľśı.

Ukázalo se, že lepš́ım zp̊usobem úpravy ńızkoúrovňového algoritmu je ta-
kový, který se při plánováńı pohybu agenta aktivně vyhýbá jiným agent̊um
i přesto, že výsledná cesta může být mnohem deľśı. Mimo konfliktńı vrcholy
ovšem algoritmus plánuje nejkratš́ı možnou cestu. Př́ıkladem může být, že když
algoritmus najde cestu přes vrcholy (S1, A,B, S2) pro agenta a1, při daľśım
běhu pro agenta a2 algoritmus preferuje cesty, které se v čase t = 1 se vyhýbaj́ı
vrcholu A a v čase t = 2 vyhýbaj́ı vrcholu B. Při výpočtu množstv́ı konflikt̊u
algoritmus použ́ıvá stejnou heuristickou funkci jako v předchoźım př́ıpadě.

3.1.6.2 Ohraničená varianta

BCBS je prvńı varianta CBS algoritmu, která garantuje, že nalezené řešeńı ne-
bude horš́ı než daný w-násobek optimálńı ceny. Důležitým konceptem BCBS je
tzv. focal search. Tento koncept upravuje zp̊usob, jakým funguje hledaćı algo-
ritmus, a dá se aplikovat na obě úrovně CBS algoritmu. Focal search požaduje
existenci funkćı f1 a f2 a váhový faktor w. Funkce f1 představuje cenovou
funkci cest. Kromě standartńı prioritńı fronty zvané OPEN existuje druhá
prioritńı fronta navaná FOCAL, která použ́ıvá heuristickou funkci f2. FOCAL
fronta obsahuje pouze část otevřených stav̊u. Bud’ f1min stav s minimálńı ce-
nou podle funkce f1. Potom FOCAL fronta obsahuje všechny stavy n, pro
které plat́ı f1(n) ≤ w ∗ f1min , tedy že jejich cena je maximálně w-násobkem
minimálńı ceny.

Algoritmus BCBS ve vysokoúrovňovém hledáńı aplikuje focal search s tě-
mito funkcemi: f1 je p̊uvodńı cenová funkce algoritmu CBS, f2 je konfliktńı
heuristická funkce z algoritmu GCBS. Obdobně na ńızké úrovni f1 je cenová
funkce A* algoritmu a f2 je opět stejná heuristická funkce jako na vysoké
úrovni.

BCBS(wh, wl) označuje algoritmus, který použ́ıvá focal search s váhou
wh na vyšš́ı úrovni a focal search s váhou wl na nižš́ı úrovni. Následuj́ıćı věta
ukazuje, jaký vliv má volba wh a wl na kvalitu celkového řešeńı.

Věta. Bud’ C∗ cena optimálńıho řešeńı MAPF instance. Pro daná wh, wl ≥ 1
vrát́ı algoritmus BCBS(wh, wl) řešeńı s maximálńı cenou wh · wl · C∗.

Pro požadovanou kvalitu s cenou maximálně w-násobku optimálńıho lze
zvolit libovolná č́ısla wl, wh, pro která plat́ı wh ∗ wl = w. Je ale těžké vybrat
správnou kombinaci těchto č́ısel a bylo změřeno, že pro dané hodnoty rychlost
algoritmu záviśı na konkrétńıch instanćıch. Kv̊uli tomu nelze obecně určit,
jak rozdistribuovat hodnoty wh a wl. Proto autoři přǐsli s daľśım vylepšeným
algoritmem, ve kterém je potřeba pouze parametr w.
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3.1.6.3 Vylepšená varianta

ECBS je daľśı varianta CBS algoritmu, která má garanci w-násobku op-
timálńı ceny. Na ńızké úrovni se opět využ́ıvá focal search, a to s váhou rovné
w. Standartně ńızká úroveň vraćı pro každého agenta ai pouze cestu a cenu
řešeńı. V př́ıpadě ECBS vraćı i nejmenš́ı cenu stavu z fronty OPEN značenou
ai.lower bound. Určitě plat́ı ai.lower bound ≤ ai.cost ≤ w ∗ ai.lower bound.

Každé řešeńı s v konfliktńım stromu CBS má definováno
LB(s) := ∑n

i=1 ai.lower bound. Dolńı odhad na cenu optimálńıho řešeńı C∗
je definován LB := mins∈OPEN LB(s). Nyńı lze definovat obsah fronty FO-
CAL jako všechny stavy, jejichž cena je maximálně w-násobek dolńıho obsahu.
Formálně FOCAL := {∀s ∈ OPEN : s.cost ≤ w ∗ LB}. Nyńı lze zadefino-
vat ECBS(w) jako běh algoritmu ECBS s váhou w ≥ 1 a nějakou implicitńı
konfliktńı heuristikou z předchoźıch odstavc̊u.

Věta. Bud’ C∗ cena optimálńıho řešeńı MAPF instance. Potom pro danou
váhu w ≥ 1 vrát́ı algoritmus ECBS(w) řešeńı s maximálńı cenou w ∗ C∗.

D̊ukaz. Protože LB je dolńı odhad na optimálńı cenu, muśı platit LB ≤ C∗.
A protože algoritmus procháźı pouze ty stavy, jejichž cena je maximálně w-
násobek dolńıho odhadu, muśı pro cenu nalezeného řešeńı Cres platit tento
vztah: Cres ≤ w · LB ≤ w · C∗.

Algoritmus ECBS vrát́ı řešeńı s požadovanou kvalitou. Autoři algoritmu
experimentálně ověřili, že v praxi algoritmus ECBS běž́ı rychleji v porovnáńı
s BCBS.

3.2 Rozlǐsené a nerozlǐsené plánováńı

Výše představený problém multi-agentńıho hledáńı cest 3.1 je nazván rozlǐsený.
Důvod je, že každý agent má známou výchoźı i ćılovou polohu. Nerozlǐsený
problém, představený v článku [14], se lǐśı t́ım, že ćılové pozice nemaj́ı určené
konkrétńı agenty.

Definice (Nerozlǐsený problém multi-agentńıho hledáńı cest). Necht’ máme
graf G = (V,E) reprezentuj́ıćı dané prostřed́ı a necht’ existuj́ı agenti A =
(a1, a2, ..., an). Necht’ je dána prostá funkce reprezentuj́ıćı počátečńı umı́stěńı
agent̊u ϕs : A → V a ćılové pozice F = (f1, f2, ..., fn)|∀i, j ∈ n̂ : fi, fj ∈
V ∧ fi = fj ⇒ i = j. Problémem nerozlǐseného multi-agentńıho hledáńı cest
je naj́ıt č́ıslo m ∈ N a umı́stěńı (ϕs = ϕ0, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm) za splněńı těchto
podmı́nek:

∀i ∈ m̂,∀a, b ∈ A :ϕi(a) = ϕi(b)⇒ a = b (3.3)
∀i ∈ (0, 1, 2, ...,m− 1), ∀a ∈ A :ϕi(a) = ϕi+1(a) ∨ {ϕi(a), ϕi+1(a)} ∈ E (3.4)

ϕm(A) =F (3.5)
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Podmı́nky 3.3 3.4 jsou stejné jako v nerozlǐseném př́ıpadě. Nav́ıc podmı́nka
3.5 zaruč́ı správné finálńı umı́stěńı agent̊u.

3.2.1 Śıt’ový algoritmus

Pro zaj́ımavost uvedu rozhoduj́ıćı verzi diskrétńıho algoritmu [15], která pro da-
né K rozhodne, zda existuje řešeńı nerozlǐseného problému multi-agentńıho
hledáńı cest. Předpokládejme nyńı hrany s uniformńı cenovou funkćı
c : E ⇒ R,∀e ∈ E(G) : c(e) = 1. Článek, který pojednává o plánováńı trajek-
toríı [14] zmiňuje, že vhodný graf prostřed́ı lze vygenerovat např́ıklad pomoćı
algoritmu SPARS [16].

Śıt’ový algoritmus využ́ıvá dynamicky generovanou śıt’, která pro daný graf
G = (V,E) obsahuje celkem T · |V (G)| vrchol̊u.

Definice (Časově rozš́ı̌rená śıt’). Necht’ je zadána instance multi-agentńıho
vyhledáváńı cest 3.1 a dáno č́ıslo T ∈ N. Časově rozš́ıřená śıt’ S obsahuje
(T+1)∗V (G) vrchol̊u. Pro každý časový okamžik t okoṕırujeme všechny vrcholy
vi : i ∈ |V (G)| z p̊uvodńıho grafu G a označ́ıme v′it : i ∈ (1, ..., |V (G)|), t ∈ T̂ .
Hranu přidáme do śıtě S právě tehdy, pokud byla v p̊uvodńım grafu a v novém
grafu vede mezi dvěma časovými okamžiky. Formálně:

∀i, j ∈ (1, 2, ..., |V (G)|), t ∈ (0, 1, 2, ..., T − 1) :
(v′it, v′jt+1) ∈ V (S)⇔ (vi, vj) ∈ V (G) ∨ i = j

Cenová funkce je uniformńı, formálně plat́ı: ∀e ∈ E(S) : c(e) = 1. Zadefi-
nujme nyńı superzdroj S+ jako sadu vrchol̊u o celkové velikosti |A|, kde každý
vrchol z ∈ S+ představuj́ıćı agenta ai, i ∈ (1, 2, ..., |A|) je umı́stěn na vrchol
v′j1, j ∈ (1, 2, ..., |V (G)|) právě tehdy, je-li jeho počátačńı pozice na vrcholu
vj. Dále zadefinujme superstok S− jako set vrchol̊u, kde každý vrchol s ∈ S−
odpov́ıdá finálńımu umı́stěńı agenta. Tedy každý vrchol v′ij :
∀i ∈ (1, 2, ..., |A|), j ∈ (0, 1, 2, ..., |T |) je stokovým vrcholem právě tehdy, je-li
vi finálńım umı́stěńım.

Edmonson̊uv-Karp̊uv algoritmus [17] dokáže pomoćı časově rozš́ı̌reného
grafu určit, zda lze naj́ıt cestu v dané instanci v maximálńım čase T .

3.2.2 Lineárńı součtové přǐrazeńı

Alternativně se dá nerozlǐsený problém multi-agentńıho plánováńı cest řešit
aproximativně t́ım, že se nejprve přǐrad́ı finálńı umı́stěńı agent̊u [14] a poté se
spust́ı klasický algoritmus vyhledáváńı cest v rozlǐsené verzi tohoto problému.

Finálńı umı́stěńı agent̊u se dá naj́ıt vyřešeńım problému lineárńıho součto-
vého přǐrazeńı (LSAP), který představ́ıme v následuj́ıćı definici [18].
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(a) Instance nerozlǐseného multi-agentńıho hledáńı cest. Ze startovńıch vrchol̊u vy-
značených zelenou barvou se agenti 1 a 2 muśı dostat do ćılových vrchol̊u vyznačených
modrou barvou.

(b) Časově rozš́ı̌rená śıt’ stejné instance jako 3.4a s časovým parametrem T = 2.
Všechny hrany i vrcholy maj́ı jednotkovou kapacitu.

Obrázek 3.4: Nerozlǐsený MAPF a časově rozš́ı̌rená śıt’

Definice (Problém lineárńıho součtové přǐrazeńı). Necht’ je dána matice
C ∈ R+n×n. Problémem lineárńıho součtového přiřazeńı nazýváme nalezeńı n
prvk̊u matice C tak, aby z každého řádku i každého sloupce matice byl vybrán
právě jeden prvek a aby celková suma těchto prvk̊u byla co nejmenš́ı možná.

Pojd’me si představit i alternativńı definici tohoto problému. Tuto alter-
nativńı definici využ́ıvá ńıže uvedený Mad’arský algoritmus.

Definice (Alternativńı definice problému lineárńıho součtového přǐrazeńı).
Bud’ na vstupu dána matice C ∈ R+n×n. Nyńı definujme bipartitńı graf s
partitami U = (u1, u2, ..., un) a V = (v1, v2, ..., vn) představuj́ıćımi řádky a
sloupce. Dále pro každou dvojici (i, j) : i ∈ n̂, j ∈ n̂ necht’ existuje hrana v
bipartitńım grafu (ui, vj) s váhou ci,j. Cı́lem lineárńıho součtového přiřazeńı
je nalézt takové perfektńı párováńı mezi partitami U, V tak, aby celková váha
všech hran byla co nejmenš́ı.
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3.2.2.1 Mad’arský algoritmus

Jedńım z algoritmů řeš́ıćıch problém LSAP s časovou komplexitou O(n3) je
Mad’arský algoritmus [18], který nyńı představ́ıme.

Mad’arský algoritmus se skládá ze tř́ı funkćı. Prvńı funkce neńı specifická
př́ımo pro Mad’arský algoritmus, ale použ́ıvá se u většiny LSAP algoritmů
k předzpracováńı vstupńı matice a nalezeńı částečného řešeńı.

Algorithm 3 Preprocessing matice C
1: function lsap preprocessing(Matice C)
2: C̄ ← [0]n×n . Nulová matice n× n
3: rowred ← colred ← [0]n
4: rowass, colass = [−1]n
5: for all i ∈ n̂ do
6: rowred[i]← min{ci,j : j ∈ n̂}
7: end for
8: for all j ∈ n̂ do
9: colred[j]← min{ci,j − rowred[i] : i ∈ n̂}

10: end for
11: for all i ∈ n̂ do . Částečné řešeńı
12: for all j ∈ n̂ do
13: c̄i,j ← ci,j − rowred[i]− colred[j]
14: if rowass[j] = −1 ∧ c̄i,j = 0 then
15: rowass[j] = i
16: end if
17: end for
18: end for
19: for all j ∈ n̂ do
20: for all i ∈ n̂ do
21: if colass[i] = −1 ∧ c̄i,j = 0 then
22: colass[i] = j
23: end if
24: end for
25: end for
26: return (rowred, rowass, colred, colass)
27: end function

C =


3 3 10 3
2 5 6 6
5 2 5 2
3 5 10 4

 C̄ =


0 0 4 0
0 3 1 4
3 0 0 0
0 2 4 1


V př́ıpadě uvedené matice C vycháźı výše uvedená redukovaná matice

C̄ s těmito daľśımi proměnnými. Výsledek vektoru pro redukci matice C po
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řádćıch rowred vycháźı [3, 2, 2, 3], redukce po sloupćıch colred vycháźı [0, 0, 3, 0].
Částečné řešeńı (vyznačené v matici Ĉ podtrženými tučnými č́ısly) rowass
pro řádky je [0, 2,−1,−1], pro slouce vycháźı rowcol = [0,−1, 1,−1].

Daľśı funkce Mad’arského algoritmu se nazývá Augmentace. Tato funkce
se volá v každém kroku Mad’arského algoritmu k rozš́ı̌reńı známého řešeńı
o jeden vrchol.

Algorithm 4 Augmentace stromu daného kořenem row vertex

1: function hungarian augment(row vertex, Matice C, rowred, rowass,
colass, predecessors)

2: min labeled cost← [∞]n
3: labeled cols ← labeled unscanned cols ← scanned rows ←
scanned cols← Ø

4: unlabeled cols← n̂ . Indexová množina n̂
5:
6: sink ← −1
7: i← row vertex
8: while sink < 0 do
9: scanned rows += i

10: for all col ∈ unlabeled cols do
11: reduced cost← ci,col − rowred[i]− colred[col]
12: if reduced cost < min labeled cost[col] then
13: predecessors[col]← i
14: min labeled cost[col]← reduced cost
15: if reduced cost = 0 then
16: labeled cols += col
17: labeled unscanned cols += col
18: unlabeled cols −= col
19: end if
20: end if
21: end for

Nejprve algoritmus popisuje inicializaci proměnných. Důležitěǰśı je ovšem
cyklus while. V něm docháźı k detekci předch̊udc̊u pro jednotlivé sloupce a
označeńı sloupce, pokud c̄i,j = 0.
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22: if labeled unscanned cols = Ø then
23: δ ← min(min labeled cols[i] : ∀i ∈ unlabeled cols)
24: for all row ∈ scanned rows do
25: rowred += δ
26: end for
27: for all col ∈ scanned cols do
28: colred −= δ
29: end for
30: for all unlabeled ∈ unlabeled cols do
31: min labeled cost[unlabeled] −= δ
32: if min labeled cost[unlabeled] = 0 then
33: labeled cols += unlabeled
34: labeled unscanned cols += unlabeled
35: unlabeled cols −= unlabeled
36: end if
37: end for
38: end if
39: any col← col ∈ labeled unscanned cols . Náhodný prvek
40: scanned cols += any col
41: labeled unscanned cols −= any col
42: if rowass[any col] < 0 then
43: sink ← any col
44: else
45: i← rowass[any col]
46: end if
47: end while

return sink
48: end function

V druhé části funkce Augment se nejdř́ıve zjist́ı, zda stále existuj́ı označené
nezpracované sloupce. Pokud ne, přidaj́ı se. Na závěr cyklu while se vybere
náhodný prvek z označených a ještě nezpracovaných prvk̊u. Pokud zjist́ıme,
že rowass pro tento sloupec neńı ještě definován, funkce konč́ı a vrát́ı tento
sloupec. V opačném př́ıpadě cyklus while pokračuje.

S předchoźımi dvěma funkcemi můžeme nyńı představit celý algoritmus.
Mad’arský algoritmus nejprve zavolá funkci lsap preprocessing, která vypoč́ıtá
redukci řádk̊u a sloupc̊u, které transformuj́ı matici C na jednodušš́ı matici C̄
a částečné řešeńı. Poté pro každý nepřǐrazený sloupec zavolá funkci hunga-
rian augment, která obohat́ı výsledný strom řešeńı o daný sloupec.

24
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Algorithm 5 Mad’arský algoritmus s komplexitou O(n3)
1: function hungarian lsap(Matice C)
2: partial results← lsap preprocessing(C)
3: pred = [−1]n . Pole předch̊udc̊u
4: unassigned← {∀i ∈ n̂ : colass[i] < 0} . Sloupce bez přǐrazených

řádk̊u
5: while |unassigned| > 0 do
6: row vertex← row vertex ∈ unassigned . Náhodný prvek
7: unassigned −= row vertex
8: sink ← hungarian augment(row vertex,C, partial results, pred)
9: col← sink

10: repeat . Projdi celý strom přes pole předch̊udc̊u
11: row ← pred[col]
12: partial results.rowass ← row
13: tmp← partial results.colass[row]
14: partial results.colass[row] = col
15: col← tmp
16: until row 6= row vertex
17: end while
18: return partial results.rowass
19: end function

3.3 Propojeńı vrchol̊u graf̊u

Důležitou část́ı teoretické př́ıpravy je diskuze o tom, jakým zp̊usobem propojit
vrcholy prostorového grafu, aby byl zajǐstěn kompromis mezi propojenost́ı
grafu (č́ım větš́ı propojenost, t́ım lepš́ı můžeme źıskat výsledky) a složitost́ı
(č́ım v́ıce hran mezi vrcholy, t́ım obecně multi-agentńı algoritmy hledáńı cest
mohou trvat déle na výpočet).

3.3.1 2k sousedstv́ı

2k sousedstv́ı [19] je zp̊usob, jakým propojit vrcholy grafu v rovinné mř́ıžce
(viz obr. 3.5). Tento zp̊usob zobecňuje klasické propojeńı s čtyřmi (obr. 3.5a)
nebo osmi (obr. 3.6) sousedy. Sousedstv́ı N2k pro k ≥ 2 je definováno pomoćı
kvadrant̊u Qk−2. Kvadrant Q0 je určen takto: Q0 := 〈(1, 0), (0, 1)〉. Necht’
pro ∀i ∈ N0 : Qi = 〈a0, a1, ..., an〉. Qi+1 := 〈b0, b1, ..., b2n〉 je formálně zkon-
struováno takto: ∀j ∈ n̂ :

b2j := aj

b2j+1 := aj + aj+1

Ukázka několika prvńıch kvadrant̊u:
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Q0 = 〈(1, 0), (0, 1)〉
Q1 = 〈(1, 0), (1, 1), (0, 1)〉
Q2 = 〈(1, 0), (2, 1), (1, 1), (1, 2), (0, 1)〉
Q3 = 〈(1, 0), (3, 1), (2, 1), (3, 2), (1, 1), (2, 3), (1, 2), (1, 3), (0, 1)〉

(a) 4 - sousedstv́ı (k = 2) (b) 8 - sousedstv́ı (k = 3) (c) 16 - sousedstv́ı (k = 4)

Obrázek 3.5: Různé hodnoty 2k sousedstv́ı

3.3.2 Interpolačńı křivky

Po částech polynomiálńı interpolačńı křivky [20] se často využ́ıvaj́ı při pláno-
váńı dronových trajektoríı [14] [3]. Specificky kubické splajnové křivky s para-
metrem tn mezi body v prostoru k se směrovým vektorem ~vk a l se směrovým
vektorem ~vl pro ∀t ∈ R : 0 ≤ t ≤ tn s nulovými druhými derivacemi jsou
pro i-tou souřadnici prostoru určeny takto:

xi(t) = ai + bit+ cit
2 + dit

3 (3.6)
ai = ki (3.7)
bi = vki

(3.8)

ci = 3 li − ki
tn2 − 2vki

+ vli
tn

(3.9)

di = 2ki − li
tn3 + vki

+ vli
tn2 (3.10)

Daným předpisem jsou splněny také následuj́ıćı podmı́nky:

xi(0) = ki (3.11)
xi(tn) = li (3.12)
xi
′(0) = vki

(3.13)
xi
′(tn) = vli (3.14)

xi
′′(0) = xi

′′(tn) = 0 (3.15)
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Obrázek 3.6: Ukázka interpolačńı křivky mezi body k a l se směrovými vektory
~vk a ~vl
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Kapitola 4
Vlastńı p̌ŕınos

Předchoźı kapitola se zabývá zejména rozborem již existuj́ıćı literatury na př́ı-
buzná témata. Oproti tomu v této kapitole již zadefinujeme problém dro-
nového displeje, předvedeme zcela nové vylepšeńı algoritmu CBS a na závěr
této kapitoly provedeme experimentálńı vyhodnoceńı tohoto algoritmu.

4.1 Definice problému

V této sekci poṕı̌seme všechny nutné předpoklady, které potřebujeme k definici
problému.

4.1.1 Zobecněné 2k sousedstv́ı

Abychom mohli zadefinovat displej, potřebujeme nejprve zobecnit 2k soused-
stv́ı do 3-dimenzionálńıho prostoru. Stejně jako v př́ıpadě 2k sousedstv́ı nejprve
zadefinujeme problém pro jeden kvadrant a poté zobecńıme pro celý prostor.

Definice (Zobecněné 2k sousedstv́ı). Definujme kvadrant Q0 jako set trojic
Q0 := {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Potom pro každé i ∈ N definujme kvadrant
Qi jako Qi := {i ⊕ j : ∀(i, j) ∈ Qi−1 × Qi−1}, kde operace ⊕ znač́ı sč́ıtáńı
po složkách.

Zobecněné sousedstv́ı Nk : k ∈ N ∧ k ≥ 2 definujeme pomoćı kvadrant̊u
Qk−2, tedy Nk := ⋃

m∈Mm⊗Qk−2 : M := ⋃
(a,b,c) : a, b, c ∈ {1,−1}. Množinu

M jsme zadefinovali jako všechny možné 3-složkové kombinace č́ısel
1 a -1. V tomto kontextu znamená operace ⊗, že prvńı operand (trojice č́ısel)
přenásob́ı po složkách všechny prvky množiny (druhý operand).

Ilustrujme si nyńı, jakých hodnot nabývá několik prvńıch kvadrant̊u. Kvad-
ranty Q0 4.1a a Q1 4.1b jsou pro lepš́ı představu představeny na obrázćıch.
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(a) Zobecněné sousedstv́ı pro kvadrant Q0 (b) Zobecněné sousedstv́ı pro kvadrant Q1

Obrázek 4.1: Zobecněné 2k sousedstv́ı

Q0 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
Q1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 2, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1),

(2, 0, 0)}
Q2 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 2, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1),

(2, 0, 0), (0, 3, 0), (2, 0, 2), (0, 2, 1), (1, 1, 1), (0, 0, 4), (2, 1, 0), (1, 0, 3),
(3, 0, 0), (0, 1, 2), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (1, 0, 2), (0, 0, 3), (3, 1, 0), (0, 2, 2),
(0, 1, 3), (3, 0, 1), (4, 0, 0), (1, 1, 2), (0, 4, 0), (1, 2, 1), (1, 3, 0), (0, 3, 1),
(2, 2, 0), (2, 1, 1)}

Jak je vidět, počet soused̊u pro zobecněné 2k sousedstv́ı roste rychle. Zmı́-
ńıme, že pro Q0 máme 3 sousedy na kvadrant, v Q1 jich je 9, v Q2 34. Daľśı
tři kvadranty Q3, Q4, Q5 maj́ı 164, 968 a 6544 soused̊u. Hlavńım smyslem
2k sousedstv́ı je naj́ıt rovnováhu mezi počtem soused̊u každého grafu a rych-
lost́ı algoritmu. Větš́ı sousedstv́ı obecně pomáhá nalézt kratš́ı řešeńı, č́ımž
potenciálně může přispět k rychleǰśımu algoritmu s lepš́ımi výsledky. Pokud
je ale soused̊u př́ılǐs mnoho, může se stát, že algoritmus muśı proj́ıt velkým
množstv́ım hran a to může algoritmus zpomalit. Proto v praktických př́ıpadech
je dobré zvolit menš́ı k jako parameter. Vliv volby k na kvalitu a dobu běhu
změř́ıme v experimentálńı části této práce.

Dále zmı́ńıme, že narozd́ıl od klasického 2k sousedstv́ı (sekce 3.3.1) tato
definice obsahuje i lineárně závislé souřadnice (např́ıklad (1, 0, 0) a (2, 0, 0)
v kvadrantu Q1). Pro definici tohoto problému nám to nevad́ı.

4.1.2 Displej

V tuto chv́ıli máme již zadefinovaný a vysvětlený zp̊usob propojeńı vrchol̊u.
Toho využijeme při následuj́ıćı definici displeje.

Definice (Displej). Displej je graf D = (V, E), který definujeme pomoćı trojice
č́ısel (l, w, h) ∈ N3 (trojice znač́ı délku, š́ırku a výšku), parametru k ∈ N
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∧ k ≥ 2 a parametru d. Trojice (l, w, h) znač́ı celkovou délku, š́ıřku a výšku
displeje. Každý vrchol je jednoznačně určen pomoćı souřadnic (x, y, z) ∈ N3 :
x < l, y < w, z < h. Hrany mezi vrcholy jsou určeny pomoćı zobecněného 2k
sousedstv́ı daného parametrem k. Vzdálenost mezi vrcholy, kde se právě jedna
souřadnicová složka lǐśı přesně o 1, je rovna d.

Displej si můžeme představit jako l×w×h krychliček v prostoru, kde délka
strany krychličky je rovna d a vrcholy se nacháźı uprostřed těchto krychĺı.
Jinými slovy tyto krychličky představuj́ı prostorové pixely.

4.1.3 Obarveńı vrchol̊u

Aby tyto pixely byly užitečné, měli bychom zajistit jejich obarveńı. Toho
dosáhneme pomoćı několika následuj́ıćıch definic.

Definice (Rámec). Bud’ dán graf displeje D = (V,E). Definujme funkci ϕ :
Vn → C kde Vn ⊆ V (D) : |Vn| = n je podmnožina vrchol̊u displeje o velikosti
n. Množina C := N

⋃
{⊥} obsahuje množinu všech přirozených č́ısel a znak ⊥,

který znač́ı chyběj́ıćı prvek. Tato množina C představuje množinu všech barev.
Této funkci ř́ıkáme rámec displeje D.

Jelikož jsou pixely v našem displeji reprezentovány pomoćı dron̊u (alias
agent̊u), hod́ı se nám definovat funkci pro přǐrazeńı agent̊u k pixel̊um. Vši-
mneme si, že v naš́ı definici nepožadujeme striktně přǐrazeńı všech agent̊u (až
na nějaké výjimky, které vyjasńıme později).

Definice (Přǐrazeńı agent̊u k pixel̊um). Necht’ je dána množina agent̊u
A = (a0, a1, a2, ..., an−1) a necht’ je dán rámec displeje ϕ : Vn → C. Dále mějme
graf displeje D = (V,E). Dále mějme dánu podmnožinu agent̊u A ⊆ A. Potom
definujme funkci přiřazeńı agent̊u k pixel̊um jako ψ : A → Vn.

Nás předevš́ım zaj́ımá, jak se pixely měńı v čase. K tomuto účelu zadefinu-
jeme tzv. sekvenci rámc̊u, která nám ř́ıká, jak se měńı umı́stěńı pixel̊u a dron̊u
v čase.

Definice (Sekvence rámc̊u). Necht’ je dán graf displeje D = (V,E) a množina
agent̊u A o velikosti |A| = n a necht’ je dáno m rámc̊u a funkćı přiřazuj́ıćıch
agenty k pixel̊um. Potom sekvenci dvojic F := 〈(ϕ0, ψ0), (ϕ1, ψ1), ...,
(ϕm−1, ψm−1)〉 nazýváme sekvenćı rámc̊u při splněńı těchto podmı́nek:

∀i ∈ m̂ : Fi = (ϕi : Vn,i → C, ψi : Ai → Vn,i) : Vn,i ⊆ V (D) ∧ |Vn,i| = n,Ai ⊆ A
(4.1)

∀i ∈ {0,m− 1} : Vn,i ⊆ {V (D) : (x, y, 0) ∈ V (D)} (4.2)
|A0| = |A| = n (4.3)

Rámec F0 nazýváme iniciálńı rámec a rámec Fm−1 nazýváme finálńı rámec.
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Rozeberme nyńı jednotlivé podmı́nky. Podmı́nka 4.1 pouze upřesňuje, jak
vypadaj́ı jednotlivé rámce Fi a definuje, že rámec ϕi a přǐrazeńı ψi použ́ıvaj́ı
stejnou podmnožinu vrchol̊u Vn,i.

Daľśı podmı́nka 4.2 znač́ı, že pro iniciálńı a finálńı umı́stěńı se všichni
agenti muśı vměstnat do vrchol̊u s nulovou z-souřadnićı. Tento požadavek je
uzp̊usobený tomu, že použ́ıváme drony jako agenty, které musej́ı vzlétnout
z podlahy a na konci přistát. Tato podmı́nka nám tak nepř́ımo dává horńı
limit na počet agent̊u: n ≤ w · l. Nutno podotknout, že pokud bychom chtěli
použ́ıt menš́ı displej s v́ıce drony než je možné, dá se tento požadavek obej́ıt
t́ım, že zajist́ıme větš́ı prostor na podlaze (neboli zvětš́ıme délku nebo š́ı̌rku
displeje) a p̊uvodńı chtěný displej bude ve skutečnosti podčást tohoto větš́ıho
displeje.

Posledńı podmı́nka 4.3 požaduje, aby počátečńı umı́stěńı zahrnovalo všech-
ny agenty, a t́ım pádem abychom mohli rozlǐsit jednotlivé drony. Mimoto
dále zmı́ńıme, že v praktickém př́ıpadě je dobré nastavit |Ai| = 0 : i > 0.
T́ım de facto zaruč́ıme, že t́ım budeme řešit nerozlǐsenou verzi MAPF in-
stance a necháme algoritmus sám se rozhodnout, jakým zp̊usobem nejlépe
určit přǐrazeńı vzhledem k celkové vzdálenosti.

4.1.4 MAPF problém ve spojitém čase a prostoru

Posledńı věc, kterou potřebujeme vyřešit před definićı problému dronového
vzdušného displeje je úprava definice MAPF pro spojitý čas a prostor. Ačkoli
problém multi-agentńıho vyhledáváńı cest byl již definován jinými autory
pro spojitý čas [10], je naše úprava specifická, a proto ji definujeme v této
kapitole.

Definice (MAPF problém ve spojitém čase a prostoru). Necht’ je dán graf
prostřed́ı G = (V,E), vzdálenostńı funkce λ : E(G) → R+ a necht’ exis-
tuj́ı zobrazeńı γv : V (G) → R3 a γe : E(G) → R3, která mapuj́ı vrcholy
a hrany grafu do 3-rozměrného prostoru. Dále necht’ je dána množina agent̊u
A = {a0, a1, ..., an} a trojice (rl, rw, rh), které znač́ı poloměry ochranného elip-
soidu kolem každého agenta. Necht’ je dáno č́ıslo αmax, které znač́ı maximálńı
akceleraci agenta a necht’ je dána maximálńı rychlost vmax ∈ R. Necht’ je
dáno prosté počátečńı umı́stěńı agent̊u ϕs : A → V a prosté finálńı umı́stěńı
ϕf : A→ V . Označme vi,u ∈ R jako vstupńı rychlost do vrcholu u ∈ V (G) pro
agenta ai : i ∈ n̂.

Každý agent ai m̊uže vykonávat tyto aktivity:

1. Čekat po určitou dobu v libovolném vrcholu u, pokud vstupńı rychlost je
nulová vi,u = 0.

2. Akcelerovat nebo brzdit s akceleraćı α ∈ 〈−αmax, αmax〉.

3. Pokračovat po trajektorii konstantńı rychlost́ı v.
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Označme Ei = (e0, e1, ..., ek−1) jako sekvenci akćı, kterou vykonává agent ai
a necht’ pro každou akci ej : j ∈ k̂ existuje jej́ı časová složka, kterou označ́ıme
ej .time a pro kterou plat́ı: ej .time ∈ R+. Dále označme Pi = (v0, v1, ..., vl−1) :
∀j ∈ l̂ : vj ∈ V (G) ∧ ∀j ∈ l̂\{l − 1} : (vj , vj+1) ∈ E(G) jako trajektorii agenta
ai. Funkce γa : (t,Pi, Ei) → (x, y, z) ∈ R3 : x2

rl
2 + y2

rw
2 + z2

rh
2 = 1, kde t ∈

R0
+ znač́ı okupaci prostoru agentem ai v čase t. Označme vi,t jako okamžitou

rychlost agenta v čase t. Definujme počátečńı rychlost agent̊u vi,0 := 0 : i ∈ n̂.
Problémem multi-agentńıho hledáńı ve spojitém čase a prostoru cest je

naj́ıt umı́stěńı agent̊u (ϕs = ϕ0, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm = ϕf ) (které se dá transfor-
movat na množinu trajektoríı jednotlivých agent̊u Φ = {P0,P1, ...,Pn−1}),
množinu sekvenćı akćı pro každého agenta σ = {E0, E1, ..., En−1} a čas
τ := max∀i∈n̂(∑∀ej∈Ei

ej .time), za splněńı podmı́nek:

∀t ∈ 〈0, τ〉,∀i, j ∈ n̂ :γa(t,Pi, Ei)
⋂
γa(t,Pj , Ej) 6= Ø⇒ i = j (4.4)

∀i ∈ n̂ :vi,τ = 0 (4.5)
∀i ∈ n̂, ∀t ∈ 〈0, τ〉 :0 ≤ vi,t ≤ vmax (4.6)

Jinými slovy jde o nalezeńı cest pro v́ıcero agent̊u, když bereme v potaz
jejich spojitý čas, velikost agent̊u a nutnost zrychleńı či zpomaleńı při změně
rychlosti agent̊u.

Poṕı̌seme dopodrobna podmı́nky, které muśı problém multi-agentńıho vy-
hledáváńı ve spojitém čase a prostoru splňovat. Podmı́nka 4.4 zajǐst’uje, že
žádńı dva r̊uzńı agenti ve stejnou dobu neokupuj́ı stejnou část prostoru, a tedy
nedocháźı ke srážkám. Daľśı podmı́nka 4.5 je podmı́nka zastavuj́ıćı, která nut́ı
agenty, aby ve své finálńı pozici setrvali a měli nulovou rychlost. Posledńı
podmı́nka 4.6 znemožňuje agent̊um překročit nejvyšš́ı povolenou rychlost.

4.1.5 Problém dronového vzdušného displeje

Nyńı máme všechny potřebné informace k tomu, abychom mohli zadefinovat
problém displeje.

Definice (Problém dronového displeje). Necht’ je dán graf displeje D = (V,E),
parameter d znač́ıćı vzdálenost soused́ıćıch vrchol̊u, množina agent̊u (dron̊u)
A = {a0, a1, ..., an−1} a sekvence rámc̊u F = 〈f0, f1, ..., fm−1〉. Dále budǐz
dány vlastnosti dron̊u - č́ıslo αmax, které znač́ı nejvyšš́ı možnou akceleraci,
a trojice (rl, rw, rh) ∈ N3 ∧ ∀r ∈ {rl, rw, rh} : r ≤ d

2 , která označuje poloměr
agent̊u (délka, š́ıřka a výška). Bud’ dán časový parametr prodlevy τ ∈ R+

(počet sekund), který znač́ı, jak dlouho maj́ı drony z̊ustat na pozici.
Problém dronového displeje je následuj́ıćı:

1. Naj́ıt pro následné dvojice rámc̊u (f0, f1), (f1, f2), ..., (fm−2, fm−1) řešeńı
MAPF instance ve spojitém čase a prostoru (které reflektuj́ı přiřazená
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mı́sta agent̊u k pixel̊um, pokud je přiřazeńı dáno) a časy t0, t1, ..., tm−2,
kde ∀i ∈ (0, 1, ...,m−2) je ti celkový čas řešeńı MAPF instance pro dvo-
jici rámc̊u (fi, fi+1).

2. Určit pro každou dvojici ∀i ∈ (0, 1, ...,m− 2) : (fi, fi+1) funkci
ρi : (A, t)→ C pro t ∈ (0, ti), C ∈ N

⋃
{⊥}.

3. Z předchoźıch dvou výsledk̊u určit pro každého agenta časový plán, který
reflektuje nalezená řešeńı a po dosažeńı každého rámce vyčká po dobu
τ na mı́stě. Během doby čekáńı agent barvu neměńı a barva odpov́ıdá
požadované barvě dané zadáńım pro konkrétńı rámec a pozici pixelu,
který v daný okamžik agent představuje.

Aby bylo možné si tento problém lépe představit, připravili jsme opět
obrázky s př́ıkladem. Obrázek 4.2a ukazuje možné zadáńı úlohy uživatelem.
Displej zač́ıná rámcem f0, kde máme určeného žlutého agenta a červeného
agenta, kteř́ı maj́ı nulovou z-tovou souřadnici. Rámce f1 a f2 již mohou využ́ıvat
pixely z celého displeje a neńı potřeba manuálně určovat pozice agent̊u. Rámec
f3 je finálńı, agenti muśı opět skončit na nulové z-tové souřadnici.

Ilustrace řešeńı problému dronového displeje se nacháźı v obrázku 4.2b.
Na něm vid́ıme, že algoritmus našel řešeńı a agent̊um a0 a a1 přǐradil pi-
xely a našel bezkolizńı cestu. Během přesunu se barva agenta postupně měńı.
Agenti po dané trajektorii i zrychluj́ı a zpomaluj́ı - toto ovšem neńı na ilustraci
zachyceno.

4.2 Řešeńı problému

Problém dronového displeje byl již zadán, zbývá již jen ho vyřešit. Proto v této
sekci představ́ıme nový algoritmus, který je založený na Conflict Based Search
algoritmu. Náš algoritmus má v́ıce abstraktńıch vrstev, které poṕı̌seme shora
dol̊u. Tato sekce popisuje zejména část problému, která řeš́ı výpočet cesty
mezi rámci. Nalezeńı barevného přechodu a individuálńıho plánu pro agenta
popisujeme zejména v následuj́ıćı kapitole o vizualizaci dronového displeje.

4.2.1 Algoritmus dronového displeje - nejvyšš́ı úroveň

Nejvyšš́ı vrstva algoritmu je jednoduchá a zabývá se předevš́ım převáděńım
nerozlǐsených instanćı multi-agentńıho vyhledáváńı cest na rozlǐsené a opako-
vaným spouštěńım algoritmu hledáńım cest pro každý rámec.

Algoritmus je popsaný ve funkci display solve 6. Na vstupu je dána definice
displeje, rámce s pixely, sada agent̊u. Ostatńı parametry jako rozměry agent̊u,
maximálńı rychlost i akcelerace a jiné jsme označili pod souhrnným názvem
display constraints.

Pokud neńı určeno finálńı umı́stěńı agent̊u pro jednotlivé rámce, tak během
iteraćı voláme mad’arský algoritmus na určeńı chyběj́ıćıch pozic. Jak už jsme
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4.2. Řešeńı problému

(a) Tento obrázek popisuje možné uživatelské zadáńı dronového displeje pro F =
(f0, f1, f2, f3) a agenty A = (a0, a1). Rozměry displeje jsou 3 × 3 × 3. V počátečńım
rámci jsou agenti určeni jednoznačně, v daľśıch rámćıch je určeńı agent̊u nepovinné,
v tomto př́ıpadě úplně chyb́ı.

(b) Na obrázku popisujeme řešeńı instance problému dronového displeje dané
obrázkem 4.2a pro agenty a0 a a1. Algoritmus našel přǐrazeńı pixel̊u jednotlivým
agent̊um a cestu mezi těmito pixely. Při pohybu se barva postupně měńı. Akceleraci
agent̊u tento obrázek nezobrazuje.

Obrázek 4.2: Problém dronového displeje 35
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zmı́nili v předchoźı kapitole, tento postup nám umožňuje aproximativně převést
nerozlǐsený problém MAPF na rozlǐsený. Dı́ky tomu umı́me kombinovat nejen
rozlǐsené a nerozlǐsené hledáńı v rámci jedné instance (nebo dokonce rámce)
problému dronového displeje, ale též můžeme využ́ıt nové varianty algoritmu
CBS popsané v daľśıch sekćıch.

Algorithm 6 Algoritmus řeš́ıćı problém dronového displeje
1: function display solve(displej D = (V,E), rámce F , agenti A,
display constraints)

2: res← []
3: ψ ← ψ0 . Počátečńı přǐrazeńı agent̊u
4: for i← 1 to n− 1 do
5: Am ← A\Ai . Nepřǐrazeńı agenti
6: if Am 6= Ø then . Vypočte přǐrazeńı agent̊u
7: C = [0][|Am|×|Am|]
8: row ← 0
9: for all vI ∈ ψAm do

10: col← 0
11: for all vF ∈ Vi,n\ψi(A) do
12: Crow,col ← euclidian distance(vI , vF )
13: col← col + 1
14: end for
15: row ← row + 1
16: end for
17: rowass ← hungarian lsap(C)
18: ψnext ← merge assignments(ψi, rowass) . Vytvoř́ı přǐrazeńı

všech agent̊u k daľśım pixel̊um
19: else
20: ψnext ← ψi
21: end if
22: res.append(cspt cbs(D, display constraints, ψ, ψnext))
23: ψ ← ψnext
24: end for
25: return res
26: end function

4.2.2 Continuous Spacetime Conflict Based Search

Od této sekce dál popisujeme de facto novou variantu algoritmu CBS, kte-
rou nazýváme anglicky Continuous Spacetime Conflict Based Search, český
překlad je Hledáńı pomoćı konflikt̊u ve spojitém času a prostoru. Zkratkou jej
nazýváme CSPT CBS.
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Stejně jako algoritmus CBS má i varianta CSPT CBS úroveň algoritmu,
která pracuje na abstraktněǰśı úrovni. V rámci teoretické př́ıpravy této části
ř́ıkáme vysokoúrovňová 2. Tato část je totožná s originálńı verźı CBS, proto
se již na ńı pouze odkážeme.

4.2.3 Hledáńı konflikt̊u

V klasickém CBS algoritmu prob́ıhá detekce konflikt̊u tak, že algoritmus pro-
jde po kroćıch cesty jednotlivých agent̊u a porovná, zda ve stejném kroku
2 agenti nejsou př́ıtomni ve stejném vrcholu (př́ıpadně hraně, pokud toto
zadáńı vyžaduje). Ve spojitém CSPT CBS algoritmu muśıme využ́ıt jiný zp̊u-
sob. Hlavńı finta spoč́ıvá v tom, že pro účely hledáńı konflikt̊u diskretizujeme
spojitý prostor displeje na 3-dimenzionálńı mř́ıžku. Tato mř́ıžka se skládá
z krychĺı a vrcholy displeje se nacháźı uprostřed každé této krychle.

Při hledáńı konflikt̊u algoritmus procháźı trajektorie jednotlivých agent̊u.
Nejprve urč́ıme, jakými krychlemi trajektorie agenta procháźı a také si drž́ıme
informaci, v jakém časovém intervalu tyto krychle okupuje. Algoritmus pro kaž-
dý vrchol drž́ı setř́ıděnou mapu výskyt̊u těchto časových interval̊u. Pokud do-
jde k tomu, že se dvěma r̊uzným agent̊um protne časový interval v nějaké
krychli, dostaneme kandidáta na konflikt.

Přesné hledáńı konflikt̊u je možné, ale neńı kritické. Podle autor̊u po-
dobného algoritmu CCBS [10] trvá detekce konflikt̊u signifikantńı porci času.
Pro jednodušš́ı implementaci a rychleǰśı algoritmus jsme si oproti problému
dronového displeje dovolili udělat tato zjednodušeńı:

1. Mı́sto ochranného elipsoidu obklopujeme agenty ochranným kvádrem
se stejnými poloměry stran jako u požadovaných elipsoid̊u. Tyto kvádry
využ́ıváme pro detekci pr̊uniku s mř́ıžkovými krychlemi.

2. Kandidáta na konflikt rovnou považujeme za konflikt, i když konfliktem
být nemuśı.

Upřesněńı hledáńı konflikt̊u a hledáńı vztah̊u mezi lepš́ı kvalitou výsledku
a délkou výpočtu je předmětem daľśıho zkoumáńı. Implementace přesněǰśı
detekce je možná bud’ analyticky, kde je nutné brát v potaz pozice, rychlost,
zrychleńı a čas, anebo přibližně pomoćı numerických metod.

Jakmile dojde k nalezeńı konfliktu, stejně jako v př́ıpadě CBS jej přidáme
do množiny konflikt̊u a zapamatujeme si, v jakém časovém intervalu, v jaké
části mř́ıžky a mezi kterými agenty došlo ke srážce.

Celý algoritmus je popsán ńıže (viz 7).

4.2.4 Hledáńı cest

Daľśı modifikovanou část́ı algoritmu je hledáńı cest. Protože tato modifikace je
komplikovaněǰśı, podrozděĺıme si tuto sekci na 2 části, kde prvńı část se zabývá
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Algorithm 7 CSPT CBS detekce konflikt̊u
1: function cspt find first conflict(displej D = (V,E), agenti A, tra-

jektorie agent̊u P, akce agent̊u E)
2: conflict map← {}
3: for all pi ∈ P do . Pro každou část trajektorie pi agenta ai
4: node map← conflict map[pi.coordinates]
5: (I, ac) ←find intersecting time interval(node map,
pi.time interval) . Najdi prot́ınaj́ıćı interval a agenta, se kterým se
tento interval prot́ıná

6: if I = Ø then
7: node map[pi.time interval]← ai
8: else
9: return (ai, ac, I, pi.coordinates) . Konflikt mezi agenty ai, ac

v časové intervalu I v krychli o souřadnićıch pi.coordinates
10: end if
11: end for
12: end function

zejména modifikaćı trajektoríı mezi sousedńımi vrcholy vzhledem k pohybu
agenta a ta druhá se v́ıc zabývá samotným algoritmem.

4.2.4.1 Vliv pohybu agenta na dostupné sousedy

V našem algoritmu jsme zakomponovali vliv momenta agenta na trajekto-
rie mezi sousedńımi vrcholy. Tento vliv je namodelován velmi zjednodušeně,
a to tak, že nastává právě jeden ze dvou př́ıpad̊u, a to v závislosti na vstupńı
rychlosti vIu agenta a na vstupńım směru ~su do nějakého vrcholu u.

• Pokud vstupńı rychlost vIu je nulová (agent čeká) (viz ilustrace 4.3a),
agent si může vybrat, jakého souseda w navšt́ıv́ı v př́ı̌st́ım tahu a z jakého
směru ~sw doraźı do vrcholu w.

• Pokud je vstupńı rychlost vIu kladná (viz ilustrace 4.3b), nemá agent
na vybranou a muśı pokračovat ve zvoleném směru. Může si ovšem vy-
brat, z jakého směru ~sw doraźı do vrcholu w.

Daľśı úprava ohledně křivky trajektorie záviśı na vstupńı rychlosti vIw
do následuj́ıćıho vrcholu w.

• Jestli brzd́ıme na nulovou rychlost vI z vrcholu u do vrcholu w, tak
se agent pohybuje po př́ımce.

• Naopak když agent pokračuje z vrcholu w dál, je trajektorie dána po čás-
tech polynomiálńı interpolačńı křivkou (viz sekce 3.3.2). Parametr tn je
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4.2. Řešeńı problému

(a) Možné volby soused̊u při nulové rych-
losti vI u.

(b) Možné volby trajektorie při nenulové
rychlosti vI u.

Obrázek 4.3: Vliv vstupńı rychlosti na trajektorie agent̊u a dostupnost sou-
sed̊u pro vrchol u a vstupńı směr ~su = (1, 0). Pro zjednodušeńı jsme pohyb
ilustrovali v 2-dimenzionálńı mř́ıžce.

dán uživatelem na vstupu. V této práci jej označujeme pod názvem
curvature. Tato metoda nám vrát́ı předpis křivky v prostoru. My však
potřebujeme znát i jej́ı délku – k tomu se hod́ı daľśı uživatelem defino-
vaný parametr zvaný precision. Ten ř́ıká, na kolik část́ı máme křivku
rozdělit, poté délku křivky aproximujeme sumou vzdálenost́ı mezi jed-
notlivými body.

4.2.4.2 Algoritmus hledáńı cest v CSPT CBS

V této sekci poṕı̌seme pseudokód algoritmu hledáńı cest (viz algoritmus 8).
Tento kód je sice založený na algoritmu A*, jinak se ale dramaticky lǐśı.
Co maj́ı zcela jistě společné, je existence heuristické funkce h(node), u které
plat́ı, že cena cesty z vrcholu node je alespoň h(node). My definujeme funkci
h(node) := ε ∗ ||node.next||vmax

+ ε ∗ goal distance
vmax

, kde ε ∈ R0
+ je inflačńı para-

metr, ||node.next|| ∈ R0
+ je vzdálenost př́ı̌st́ıho vrcholu od současného (ten

v našem algoritmu známe dopředu, viz předchoźı sekce), goal distance ∈ R0
+

je euklidovská vzdálenost následuj́ıćıho vrcholu k ćılovému.
Algoritmus procháźı jednotlivé nody v hlavńım cyklu while a v každé

iteraci vybere z fronty ten, kde součet aktuálńı ceny a odhadované ceny je
nejmenš́ı. Na začátku každé iterace se zavolá funkce find neighborhood. Ta
najde sousedńı vrcholy v závislosti na momentu a aktuálńı rychlosti. Mecha-
nismus výběru soused̊u jsme si již nast́ınili v předchoźı sekci.

Algoritmus dále pokračuje for cyklem, kde se nejprve snaž́ıme naj́ıt zrych-
leńı po dané trajektorii, aby agent dorazil do následuj́ıćıho vrcholu co nejrych-
leji. T́ım se zabývá funkce adjust acceleration. Ta předpokládá, že agent se
pokuśı zrychlit až na nejvyšš́ı možnou rychlost a pokud brzd́ıme, tak ke konci
zastav́ı na nulu. Pokud dojde ke kolizi, pokuśı se zpomalit. Když by došlo ke
kolizi agent̊u na stejném mı́stě, algoritmus snahu ukonč́ı a vrát́ı konflikt. Dále
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stoj́ı za zmı́nku, že tato funkce má specifický kus kódu, pokud řeš́ıme i za-
staveńı. Zde uvedeme př́ıkladem, že se může stát, že kdyby agent akceleroval
moc dlouho, nebude mı́t dostatečně dlouhou brzdnou dráhu. To řeš́ıme tak,
že spočteme maximálńı délku akcelerace, aby byla brzdná dráha dostatečně
dlouhá k zastaveńı. Veškeré vzorečky v této funkci jsou odvozeny z Newto-
nových zákon̊u akcelerace.

Hlavńı smyčka dále pokračuje řešeńım nastalého konfliktu, na který rea-
gujeme zejména tehdy, když se agent teprve zač́ıná pohybovat z nulové rych-
losti - tehdy totiž můžeme agentovi nakázat, aby ještě chv́ıli počkal na mı́stě.
V opačném př́ıpadě daný node zahod́ıme a nebudeme se j́ım již dále zabývat.
Abychom neměli př́ılǐs mnoho nod̊u ve frontě, které čekaj́ı ve stejném vrcholu,
děláme ještě to, že vždy vybereme pouze ten nejkratš́ı čas (viz řádky 19-24
v algoritmu). Nody, ve kterých agenti čekaj́ı, přidáme do fronty až pouze
po zpracováńı všech soused̊u současného nodu.

Nakonec přicháźı na řadu ošetřeńı finálńıho vrcholu a přidáńı daľśıho vr-
cholu do fronty. V klasickém A* algoritmu se d́ıváme, zda již do vrcholu exis-
tuje nějaká cesta a pokud ano, tak node do fronty nepřidáváme. V našem
algoritmu jsme tuto podmı́nku trochu upravili – přidali jsme výjimku, že když
jsme souseda nalezli v této iteraci, můžeme jej přidat do fronty znova. To je
proto, že t́ımto zp̊usobem můžeme do sousedńıho vrcholu dorazit po jiné tra-
jektorii a v daľśıch iteraćıch algoritmu máme r̊uzné možnosti toho, kudy se dál
vydat.

4.2.5 Dávková heuristika

Během vzletu a přistáńı docháźı k tomu, že větš́ı množstv́ı agent̊u, kteř́ı jsou
jinak rozprostřeńı v prostoru, se může nacházet ve stěsnaném prostoru. To pak
může ovlivňovat výkon algoritmu kv̊uli velkému množstv́ı koliduj́ıćıch agent̊u.
Abychom zmı́rnili tento problém, naimplementovali jsme tzv. dávkovou heu-
ristiku.

Tato heuristika, kterou znač́ıme hb, spoč́ıvá v tom, že během těchto kri-
tických přechod̊u spust́ıme najednou menš́ı množstv́ı agent̊u. Dávková heuris-
tika je parametrizovaná pomoćı parametr̊u hbc ∈ N, hb∆t ∈ R+ a hbd ∈ R+.
Takto popořadě tyto parametry ovlivňuj́ı maximálńı počet agent̊u v dávce,
zpožděńı dávky a minimálńı povolenou vzdálenost mezi agenty u startovńıch
a ćılových pozic.

Řekněme také, že pro displej D = (V,E) je S : (u, v)→ O, kde u, v ∈ V (D)
a O ∈ {true, false} je řad́ıćı funkćı. Označme pro libovolný vrchol w ∈
V (D) trojici (zw, yw, xw), která reprezentuje výškovou, š́ı̌rkovou a délkovou
souřadnici vrcholu w. Pro vzlet voĺıme řad́ıćı funkci S := (zu, yu, xu) < (zv, yv, xv)
(odshora dolu), pro přistáńı naopak S := (zu, yu, xu) > (zv, yv, xv) (zdola na-
horu).

Nyńı v bodech zhruba představ́ıme postup heuristiky:
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Algorithm 8 CSPT CBS hledáńı cest
1: function cspt find first path(displej D = (V,E), počátečńı umı́stěńı
ϕi, finálńı umı́stěńı ϕf , konfliktńı set C)

2: queue← {node(ϕi)} . Seřazeno podle node.cost + h(node)
3: visited← {ϕi}
4: while queue 6= Ø do
5: node← queue.pop()
6: new visited← {}
7: wait map← {}
8: neighborhood← find neighborhood(node)
9:

10: for all neighbor ∈ neighborhood do
11: neigh node← node(neighbor.coord)
12: neigh node.prev ← node
13: conflict ← adjust acceleration(node, neighbor,

neigh node, C)
14:
15: if conflict 6= Ø then . Řešeńı konfliktu
16: if node.vI = 0 ∧ conflict.∆t <∞∧ node.coord 6= ϕi then
17: wait node← wait map[neighbor.coord]
18: time← node.cost+ conflict.∆t
19: if wait node = Ø ∨ time < wait node.cost then
20: wait node← node(node.coord)
21: wait node.prev ← node
22: wait node.cost← time
23: wait map[neighbor.coord]← wait node
24: end if
25: end if
26: continue
27: end if
28:
29: if neighbor = ϕf then . Dorazili jsme do ćıle
30: if neighbor.stop then
31: return neigh node
32: end if
33: continue
34: end if
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35: if visited[neighbor.coord] = Ø∨new visited[neighbor.coord] 6=
Ø then . Přidáńı nodu do fronty

36: visited.insert(neighbor.coord)
37: new visited.insert(neighbor.coord)
38: queue.insert(neigh node)
39: end if
40: end for
41:
42: for all ( , node) ∈ wait map do . Čekáńı přidáme do fronty
43: queue.insert(node)
44: end for
45: end while
46: end function
47:
48: function adjust acceleration(node, neighbor, neighbor node,

conflict set)
49: neigh node.acc← (0, αmax) . Dvojice doba trváńı a hodnota
50: neigh node.deacc← (0,−αmax)
51: if neighbor.stop then
52: neigh node.vI ← 0
53: else
54: neigh node.vI ← vmax
55: end if
56: rest speed← vmax . Rychlost po skončeńı akcelerace
57: conflict coords← Ø
58: repeat
59: neigh node.acc.time← rest speed−node.vI

acc.acceleration
60: if neighbor node.stop then
61: neigh node.deacc.time← − rest speed

neigh node.deacc.acceleleration
62: acc dist← acc dist(neigh node.acc, node.vI)
63: deacc dist← acc dist(neigh node.deacc, rest speed)
64: rest time← neighbor.dist−acc dist−deacc dist

rest speed
65: if rest time < 0 then . Neńı dostatek času k zrychleńı
66: neigh node.acc.time ← acc duration(node, neighbor,

neigh node)
67: rest speed ← neigh node.acc.time ·

neigh node.acc.acceleration+ node.vI
68: end if
69: end if
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70: trajectory ← find trajectory(node, neighbor, neigh node)
71: conflict← Ø
72:
73: for all box ∈ trajectory do
74: new conflict ← find conflict duration(conflict set,

box.coord, box.time interval)
75: if new conflict.duration > conflict.duration then
76: conflict← new conflict
77: end if
78: end for
79:
80: if conflict 6= Ø then . Úprava akcelerace
81: new conflict← conflict coords.contains(conflict.coord)
82: conflict coords.insert(conflict.coord)
83: conflict.∆t← conflict.time interval.to− node.cost
84: neigh node.acc.acceleleration← 2·(conflict.∆t−node.vI ·conflict.∆t)

conflict.∆t2
85: rest speed ← neigh node.acc.acceleleration · conflict.∆t +

node.vI
86: end if
87: until conflict 6= Ø ∧ new conflict
88: return conflict
89: end function
90:
91: function acc dist(acc, vI)
92: return 1

2 · (acc.time2 · acc.acceleleration+ 2 · vI · acc.time)
93: end function
94:
95: function acc duration(node, neighbor, neighbor node)
96: acc← node.acc.acceleleration
97: deacc← node.deacc.acceleleration
98: a← acc · deacc− acc2

99: b← 2 · node.vI · acc2− 2 · node.vI · acc1
100: c← −node.vI2 − 2 · neighbor.dist · deacc
101: D ← b2 − 4 · a · c
102: return max{−b±

√
D

2·a }
103: end function
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1. Setř́ıd́ıme agenty podle jejich ćıle ϕf a řad́ıćı funkce S.

2. Dokud máme agenty s nepřǐrazeným zdržeńım, tak pro i = 0, 1, 2, ...
opakuj následuj́ıćı kroky pro dávky indexované č́ıslem i.

a) Dokud je aktuálńı dávka nenaplněná, projdi zbývaj́ıćı agenty.
i. Zkontroluj, zda euklidovská vzdálenost aktuálně procházeného

agenta od všech ostatńıch v dávce je při startu a v ćıli větš́ı
než hbd.

ii. Pokud ne, přeskoč aktuálńıho agenta.
iii. Přǐrad’ agentovi zdržeńı i · hb∆t.

4.3 Experimentálńı vyhodnoceńı

Výše zmı́něný algoritmus jsme implementovali v jazyce C++, který jsme otes-
tovali na datech vygenerovaných náhodným generátorem. Algoritmus je do-
stupný na fakultńı stránce gitlabu [21]. Vygenerovaná data jsou ve formátu
CFG, algoritmus tento formát umı́ zpracovat a obohat́ı vygenerovaný kon-
figuračńı soubor o výsledky, které lze zobrazit ve vizualizačńım programu.
Ke konfiguraci algoritmu je potřeba znát velké množstv́ı možných parametr̊u.
Než přejdeme k samotnému měřeńı, představ́ıme si jejich kompletńı seznam.

4.3.1 Parametry algoritmu a náhodného generátoru

Nyńı představ́ıme všechny parametry algoritmu:

• length – představuje počet pixel̊u, které se vejdou do displeje na délku.

• width – představuje počet pixel̊u, které se vejdou do displeje na š́ı̌rku.

• height – představuje počet pixel̊u, které se vejdou do displeje na výšku.

• k – je parametr do algoritmu zobecněného 2k sousedstv́ı, které určuje
mı́ru propojeńı jednotlivých pixel̊u. Požadujeme, aby parametr k ≥ 2.

• precision – je parametr pro numerický výpočet délek křivek mezi vr-
choly. Výpočet je aproximován pomoćı sumy vzdálenost́ı mezi body
na křivce, jejichž počet je dán t́ımto parametrem. Č́ım větš́ı je č́ıslo,
t́ım větš́ı je přesnost.

• curvature – je č́ıselný parametr, který ovlivňuje, jak vypadaj́ı křivky
mezi vrcholy.

• grid size – t́ımto parametrem označujeme vzdálenost mezi jednotlivými
vrcholy dronového grafu. Tento parametr se uvád́ı v milimetrech [mm].
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• drone count – je počet dron̊u, které se pohybuj́ı v každém rámci.

• maximum speed – označuje maximálńı rychlost dron̊u v jednotkách
[m · s−1].

• maximum acceleration – označuje maximálńı akceleraci nebo bržděńı
dron̊u v jednotkách [m · s−2].

• drone length radius – je délkový poloměr dronu v milimetrech [mm].
Hodnota nesmı́ být větš́ı než je polovina délky velikosti mř́ıžky.

• drone width radius – je š́ı̌rkový poloměr dronu v milimetrech [mm].
Hodnota nesmı́ být větš́ı než je polovina délky velikosti mř́ıžky.

• drone height radius – je výškový poloměr dronu v milimetrech [mm].
Hodnota nesmı́ být větš́ı než je polovina délky velikosti mř́ıžky.

• stop penalty – pokud je nastaven na kladnou hodnotu, algoritmus
penalizuje zastaveńı agenta na mı́stě daným počtem milisekund [ms].

• wait time – znač́ı, po jakou dobu maj́ı drony z̊ustat na mı́stě, jakmile
doraźı na mı́sto určeńı, v milisekundách [ms].

• distance multiplier – je hyperparametr pro ńızkoúrovňové hledáńı
cest. Násob́ı hodnotu heuristiky pro odhad vzdálenosti daným č́ıslem.
Č́ım větš́ı č́ıslo, t́ım v́ıce algoritmus preferuje expandováńı vrchol̊u, které
jsou bĺıže k ćıli.

• batch size – pokud má tento hyperparametr kladnou hodnotu, prob́ıhá
vzlet a přistáńı dron̊u po dávkách s maximálńım počtem dron̊u daných
t́ımto parametrem.

• batch delay – je časový parametr v milisekundách [mm], který zpožd’uje
jednotlivé dávky dron̊u.

• batch distance – určuje, že v dané dávce nemaj́ı startovat drony, jejichž
startovńı nebo ćılová vzdálenost je menš́ı než dané č́ıslo.

Podobně jako algoritmus dronového displeje lze parametrizovat hodnoty i
u generátoru náhodných dat:

• frames count – parametr, který určuje počet rámc̊u, pro které se vy-
generuje náhodné umı́stěńı pixel̊u.

• drone density – je parametr mezi 0 až 1, který určuje, jaká je hustota
vygenerovaných dron̊u. Hodnota 0 znač́ı, že umı́stěńı barevných pixel̊u
je rozeseto rovnoměrně po celém displeji, hodnota 1 znač́ı, že drony jsou
umı́stěné bĺızko sebe v centru displeje.

• fixed drones – znač́ı, kolik dron̊u má přesně určenou pozici v rámćıch.
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4.3.2 Měřeńı rychlosti algoritmu a kvality výsledku

V této sekci poṕı̌seme, jaké jsou naměřené hodnoty pro zvolené hodnoty para-
metr̊u. Upřesńıme, že na výpočet každé úlohy byl alokovaný maximálńı čas 3
minuty a velikost paměti 6 GB. Testováńı prob́ıhalo paralelně na v́ıcejádrovém
poč́ıtači (jedno jádro na úlohu) na operačńım systému Ubuntu 20.04. Rychlost
procesorového jádra byla 2.6 GHz.

Úlohy jsme měřili tak, že jsme hýbali jedńım parametrem a všechny ostatńı
jsme zafixovali. Každou hodnotu jsme měřili na 30 r̊uzných náhodných in-
stanćıch. Pokud dále nebude uvedeno jinak, zvolili jsme tyto hodnoty para-
metr̊u: rozměry displeje 30× 30× 15, k = 3, precision = 100, curvature = 1,
velikost mř́ıžky 1 metr, 50 dron̊u, rychlost 4m · s−1, akcelerace 0.01m · s−2.
Poloměry dronu jsou 0, 3× 0, 3× 0, 4 metr̊u. Penalizace za zastaveńı na mı́stě
je 100 milisekund, čekáńı na pozićıch mezi rámci jsou 3 sekundy. Inflačńı hy-
perparametr (distance multiplier) je nastavený na 10, dávkový parametr vy-
pnutý. Rámc̊u bylo 12 (z toho 10 prostorových + 2 vzlet a přistáńı), hustota
0 a zafixovaných dron̊u 0.

4.3.2.1 Počet dron̊u

Prvńı metriku, kterou jsme vyzkoušeli, byl vliv počtu dron̊u na výkonnost al-
goritmu. Zároveň jsme chtěli porovnat vliv dávkové heuristiky na výkonnost
a kvalitu. Heuristiku jsme vyzkoušeli na stejném datasetu s nastaveńım veli-
kosti dávky na 30, zpožděńım dávky na 3 sekundy a vzdálenost́ı rovnou 2.

V tabulce 4.1 se nacháźı změřené údaje pro tuto metriku. Levý slou-
pec obsahuje měřené hodnoty o počtech dron̊u. Následuj́ı dva slouce, které
udávaj́ı pr̊uměrnou dobu běhu na instanci pro úspěšně vypočtené instance.
Velké ṕısmeno H znač́ı, že udávaná hodnota byla naměřena pro variantu s
heuristikou. Daľśı dva sloupce zač́ınaj́ıćı na ṕısmenka SR udávaj́ı success rate
pro obě varianty instanćı. To znač́ı poměr úspěšně spočtených instanćı oproti
celkovému počtu. Posledńı sloupec je poměr, který ř́ıká, kolikrát je heuristické
řešeńı v pr̊uměru horš́ı než řešeńı nalezené bez heuristiky. V této hodnotě
měř́ıme sumu cen všech agent̊u.

Tabulka 4.1: Závislost doby běhu na počtu dron̊u

# Doba běhu Doba běhu H SR SRH Poměr kvality
10 0,30 s x 100,00 % x x
25 0,70 s x 100,00 % x x
50 1,47 s 1,67 s 100,00 % 100,00 % 1,45
100 4,41 s 3,48 s 96,67 % 100,00 % 2,34
150 17,99 s 5,16 s 100,00 % 100,00 % 3,31
200 59,46 s 7,27 s 63,33 % 100,00 % 4,37
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Pro prvńı dva parametry jsme tuto heuristiku nepoužili. To je proto,
že pro takto malé instance by ze své podstaty dávkováńı neuplatnilo. Jak
vid́ıme podle naměřených hodnot, pr̊uměrná doba pro větš́ı instance drama-
ticky stoupá. Pro opravdu velké instance máme i velký propad úspěšnosti
algoritmu. Tato negativa můžeme zmı́rnit pomoćı heuristiky, zaplat́ıme ale
násobně dražš́ım řešeńım.

4.3.2.2 Konektivita

Daľśı parametr, který jsme zkoumali, je konektivita vrchol̊u grafu displeje.
Údaje z těchto běh̊u jsme zanesli do tabulky 4.2.

Tato tabulka obsahuje čtyři sloupce: hodnota konektivity, pr̊uměrná doba
běhu, úspěšnost (success rate) a poměr kvality. Poměr kvality znač́ı kolikrát
je kvalita pr̊uměrně horš́ı oproti hodnotě na prvńım řádku. Pokud je hodnota
menš́ı než jedna, máme ve skutečnosti lepš́ı výsledek než předt́ım.

Tabulka 4.2: Závislost doby běhu na zvolené konektivitě vrchol̊u

K Doba běhu Success rate Poměr kvality
2 0,24 s 96,67 % 1,00
3 1,64 s 96,67 % 0,81
4 1,62 s 96,67 % 0,81
5 1,62 s 96,67 % 0,81
6 1,75 s 96,67 % 0,81

Podle naměřených dat na našich instanćıch došlo ke změně pouze mezi
konektivitou 2 a konektivitou 3. Konektivita 2 vypočte řešeńı rychle, ovšem
řešeńı je lehce horš́ı než s konektivitou 3. Změny v daľśıch hodnotách jsou
pouze marginálńı a nedošlo ke zlepšeńı výsledku. Zdá se, že pro velikost 6
mı́rně zač́ıná opět r̊ust exekučńı čas.

4.3.2.3 Hustota dron̊u

Třet́ım zkoumaným parametrem je vliv hustoty dron̊u na dobu výpočtu algo-
ritmu. V tabulce 4.3 najdeme naměřené hodnoty pro sloupce hustoty, pr̊uměrné
doby běhu a úspěšnosti (success rate).
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Tabulka 4.3: Závislost doby běhu na hustotě dron̊u

Hustota Doba běhu Success rate
0,1 1,60 s 100,00 %
0,2 1,64 s 100,00 %
0,3 1,60 s 100,00 %
0,4 1,67 s 100,00 %
0,5 1,72 s 100,00 %
0,6 1,80 s 100,00 %
0,7 2,20 s 100,00 %
0,8 5,70 s 96,67 %
0,9 41,64 s 70,00 %
1,0 68,39 s 16,67 %

Naměřili jsme, že pro hustš́ı instance strmě stoupá exekučńı čas a stejně
tak rychle klesá úspěšnost algoritmu.

4.3.2.4 Fixované drony

Posledńı sledovaný parametr určuje, kolika dron̊um jsme v každém rámci
uložili přǐrazené mı́sto. Tabulka 4.4 obsahuje opět 3 sloupce. V prvńım je
hodnota parametru, následuje pr̊uměrná doba běhu a úspěšnost. Nejlepš́ıch
výsledk̊u dle tabulky dosahuje hodnota parametru 0.

Tabulka 4.4: Závislost doby běhu na počtu fixovaných dron̊u

Zafixované drony Doba běhu Success rate
0 1,71 s 100,00 %
5 5,67 s 86,67 %
10 28,07 s 86,67 %
15 19,33 s 76,67 %

4.3.3 Interpretace výsledku

Z naměřených dat vyplývá, že se jedná o kvalitńı algoritmus, který řeš́ı sériově
několik instanćı multi-agentńıho hledáńı cest pro nemalé množstv́ı agent̊u. Je
ovšem nutné vźıt v potaz povahu dat – náhodná data pravděpodobně nebudou
vypadat jako reálné konfigurace. Takovým př́ıkladem může být instance o 105
dronech, které dohromady vytvářej́ı obraz draka. Náhled takové instance je
k dispozici v př́ı̌st́ı kapitole. Bez správně nastavených hyperparametr̊u tato
instance neskonč́ı v časovém limitu 3 minuty a 6 GB. Bohužel tato instance
na testovaném poč́ıtači neskonč́ı ani v časovém limitu 20 minut a veškeré
paměti poč́ıtače (32 GB). Se správně zadanými hyperparametry ovšem algo-
ritmus vrát́ı řešeńı za 0,3 sekundy.
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Věř́ıme ovšem, že lze k těmto statistikám přihlédnout a všimnout si, co
pozitivně a negativně ovlivnilo výkonnost algoritmu. Velkým problémem jsou
zcela jistě husté instance. Tam docháźı k tomu, že jak jsou droni k sobě v́ıc
nahustěńı, je větš́ı pravděpodobnost konfliktu. Obdobný vliv má zvětšováńı
počtu dron̊u v instanci, zde však neńı nár̊ust tak vysoký jako v předchoźım
př́ıpadě. Dále nedoporučujeme fixovat drony na pozice.

Překvapeńım pro nás bylo, že až na č́ısla 2 a 3 neměla jinak volba konek-
tivity prakticky vliv na rychlost a přesnost výsledku. To je možná t́ım, že di-
menze displeje nebyly dostatečně rozsáhlé, aby se změna projevila. Každopádně
i tak doporuč́ıme zvolit velikost 2 nebo 3 – menš́ı č́ısla maj́ı přinejmenš́ım menš́ı
pamět’ové nároky a jak je vidět, v praxi to stač́ı.

Potěšilo nás, že naše dávková heuristika má signifikantńı vliv na rychlost
algoritmu a umožňuje spoč́ıtat instance, které klasickým zp̊usobem spoč́ıtat
nejdou. Z toho také vyplývá, že naše hypotéza, která tvrd́ı, že algoritmus tráv́ı
podstatnou část výpočtem vzletu a přistáńı, je správná. Urychleńım této části
se drasticky zrychĺı celý algoritmus, zejména pro instance s větš́ım počtem
dron̊u.
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Kapitola 5
Vizualizačńı část

V této kapitole poṕı̌seme program Vizualizér dronového displeje. Tento pro-
gram umožňuje simulovat pohyb dron̊u v prostoru pomoćı algoritmu dro-
nového displeje.

5.1 Architektura

V této sekci poṕı̌seme architektonické schéma programu. Pro zobrazeńı ob-
jekt̊u v 3-dimenzionálńım prostoru jsme použili technologii Godot Engine
[22]. Godot Engine je open-source framework, který bežně umožňuje zdarma
vyv́ıjet 2D nebo 3D hry. Zvolili jsme ho i proto, že umožňuje vyv́ıjet a kompilo-
vat projekty pro r̊uzné operačńı systémy. V předchoźı kapitole jsme představili
algoritmus dronového displeje, který jsme naimplementovali v jazyce C++.
Tento framework nám nav́ıc umožňuje takto napsaný kód přepouž́ıt v rámci
knihovny pro náš projekt.

Nyńı již ke schématu, které představ́ıme na ilustraci 5.1. V následuj́ıćıch
bodech poṕı̌seme jednotlivé moduly.

• Godot Engine runtime - Jak jsme již zmı́nili, náš program využ́ıvá
framework Godot Engine, který umožňuje rozhýbat a zobrazit celý dis-
plej. Tento runtime běž́ı po celou dobu na pozad́ı. Godot umožňuje in-
tegraci pomoćı statických scén a skript̊u, které naopak umožňuj́ı napro-
gramovat interaktivńı část aplikace. Skriptovat v Godotu se dá několika
r̊uznými zp̊usoby: pomoćı jazyka GDScript (vlastńı jazyk inspirovaný
Pythonem), jazyka C#, VisualScript a umožňuje integraci C a C++
knihoven pomoćı mechanismu GDNative. Tyto jazyky se v rámci pro-
jektu daj́ı kombinovat.

• Vizualizér - Vizualizér je náš modul obsahuj́ıćı scény a skripty pro
Godot Engine. Tato část definuje, jak vypadá prostřed́ı, poskytuje u-
živatelské rozhrańı k nač́ıtáńı a ukládáńı a editaci konfigurace displeje,
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5. Vizualizačńı část

Obrázek 5.1: Schéma popisuj́ıćı Vizualizér dronového displeje. Součást́ı pro-
gramu je knihovna libaed, kterou modul Vizualizér využ́ıvá pro výpočet tra-
jektoríı. Veškeré části běž́ı v rámci Godot Enginu.

kterou ukládá do konfiguračńıho souboru. Zobrazuje pohyb dron̊u a je-
jich barvy. Pro výpočet problému dronového displeje se obraćı přes API
libaed knihovny.

• Knihovna libaed umožňuje integraci vizualizačńı části s výpočetńım
algoritmem. Navenek vystavuje API, které jde zavolat z Godot skript̊u.
Vnitřně se pak tato knihovna stará o překlad datových struktur, které
použ́ıvá Godot do interńıch struktur algoritmu dronového displeje, který
poté zavolá. Po výpočtu transformuje výsledky algoritmu a sestav́ı plán
trajektorie každému agentu.

5.2 Uživatelské rozhrańı

Tato sekce popisuje možnosti uživatelského rozhrańı. Ukážeme, jak se program
použ́ıvá a představ́ıme ukázky.
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Obrázek 5.2: Ukázka úvodńıho menu po spuštěńı programu.

5.2.1 Úvodńı menu

Úvodńı menu 5.2 obsahuje 3 tlač́ıtka:

• New Simulation - otevře dialog k vytvořeńı a editaci simulace nového
displeje.

• Load Simulation - otevře dialog k načteńı simulace.

• Exit - ukonč́ı program.

5.2.2 Nastaveńı displeje

Po vytvořeńı nové simulace nebo po načteńı existuj́ıćı uživatel uvid́ı uživatelské
rozhrańı pro editaci displeje. Toto rozhrańı je rozděleno do dvou tab̊u, mezi
kterými může uživatel přeṕınat.

Prvńı tab zvaný Display Settings 5.3a se zabývá nastaveńım parametr̊u.
Parametry jsou seskupeny podle kategoríı, které v bodech vysvětĺıme. Popis
všech parametr̊u lze nalézt v předchoźı kapitole v sekci experimentálńım vy-
hodnoceńı algoritmu 4.3.

• Graph - umožňuje konfigurovat hodnoty samotného displeje, např́ıklad
jeho dimenze, propojeńı vrchol̊u nebo velikost mř́ıžky.
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• Drones - obsahuje nastaveńı dron̊u, jako jejich počet, velikost a daľśı
vlastnosti.

• Frames - obsahuje jedinou hodnotu k nastaveńı, a to množstv́ı času,
po které budou droni čekat v rámci, než dojde k přesunu do daľśıho
rámce. Zbylé nastaveńı se nacháźı v daľśım tabu.

• Hyper parameters - jsou parametry, jejichž správným nastaveńım lze
zajistit rychleǰśı výpočet výsledku.

Druhý tab se jmenuje Frames a slouž́ı k nastaveńı rámc̊u a obrazového
výstupu. Tento tab obsahuje tyto prvky:

• Horńı lǐsta – horńı lǐsta obsahuje ovládaćı prvky k manipulaci se sa-
motnými rámci. Popořadě zleva doprava zde nalezneme prvky k přeṕı-
náńı aktuálńıho rámce, vyčǐstěńı, duplikaci a smazáńı aktuálńıho rámce.
Dále zde nalezneme tlač́ıtka k vložeńı nových rámc̊u před a za aktuálńı
rámec.

• Levá část – zde nalezneme také několik ovládaćıch nebo informačńıch
prvk̊u. Nejprve zde máme ukazovátko, které informuje uživatele o počtu
aktuálně nastavených pixel̊u a kolik je jich třeba celkem nastavit v daném
rámci. Levé části ovšem dominuje 2-dimenzionálńı mř́ıžka, která umož-
ňuje vyb́ırat konkrétńı umı́stěńı. Ovšem mř́ıžka displeje je 3-dimenzio-
nálńı, tedy ukázaná mř́ıžka je pouze řez z jedné dimenze. Na tento řez
si můžeme vybrat libovolnou dimenzi. Aby šly nastavit všechny pixely
v rámci, máme zde i přeṕınátko, které umožňuje vybrat si souřadnici
řezu.

• Pravá část – pravá část je rozdělena na tři řádky. Prvńı je informačńı,
ukazuje souřadnici vybraného pixelu, připadně zobrazuje informaci, že žá-
dný pixel neńı vybraný. V druhém řádku nalezneme ovládaćı prvky
umožňuj́ıćı smazáńı barvy, vypnut́ı barvy a nastaveńı agenta, který má
být př́ıtomen v prostoru pro daný pixel. Zbytek pravé části vyplňuje se-
lektor barev, který umožňuje výběr libovolné barvy. Tyto barvy si i umı́
uložit do palety, aby uživatel nemusel použit́ı stejné barvy naklikávat
v́ıcekrát.

Oba taby maj́ı společnou spodńı lǐstu, která obsahuje tlač́ıtka k navrá-
ceńı do hlavńıho menu, tlač́ıtko uložeńı a tlač́ıtko spuštěńı programu. Je zde
i přeṕınátko, které určuje, zda se má s konfiguraćı displeje uložit i výsledek.
Tento výsledek lze v př́ı̌st́ım běhu nač́ıst i s konfiguraćı, a pokud se konfigurace
mezit́ım nezměńı, Vizualizér nebude tento výsledek znovu poč́ıtat.
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5.2. Uživatelské rozhrańı

(a) Nastaveńı parametr̊u a hyperparametr̊u dronového displeje.

(b) Konfigurace pixel̊u
Uživatelské rozhrańı pro konfiguraci pixel̊u dronového displeje. Vlevo obsahuje
mř́ıžku pro výběr pixelu, vpravo obsahuje selektor pro výběr barvy.

Obrázek 5.3: Různé možnosti nastaveńı displeje
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5.2.3 Displej

Po stisknut́ı tlač́ıtka Run dojde ke spuštěńı simulace. V té se můžeme pohy-
bovat pomoćı šipek a záběr kamery lze upravit pomoćı pohybu myši doleva
a doprava. Jednotlivé drony jsou reprezentovány pomoćı b́ılého pr̊uhledného
elipsoidu, jehož poloměry byly nastaveny v sekci nastaveńı dron̊u. Simulaci
lze ukončit stisknut́ım tlač́ıtka escape. Po stisknut́ı vyskoč́ı opět nastaveńı si-
mulace. Opětovným stisknut́ım tlač́ıtka Run dosáhneme znovuspuštěńı stejné
simulace.

Pro představu, jak taková simulace vypadá, jsme si připravili rovnou dvě
ukázky (obě lze nalézt v elektronické př́ıloze této práce k samostatnému vy-
zkoušeńı). V prvńı ukázce docháźı ke změně nápis̊u, kde se drony přeskuṕı
z nápisu FIT 5.4a do nápisu CTU 5.4b. V té druhé jsme si připravili vizua-
lizaci draka, na který je potřeba 105 dron̊u. Ten jsme zachytili zepředu 5.5a
a také ze strany 5.5b, kde je lépe vidět prostorový rozměr draka.
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5.2. Uživatelské rozhrańı

(a) Nápis FIT složený z 14 dron̊u.

(b) Nápis CTU, který vznikl transformaćı dron̊u z předchoźıho obrázku 5.4a.

Obrázek 5.4: Ukázka s měńıćım se nápisem
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(a) Obrázek draka, který se skládá z celkem 105 dron̊u.

(b) Obrázek stejného draka jako v obrázku 5.5a z boku. Na této ilustraci je lépe vidět
prostorové rozmı́stěńı dron̊u, které znázorňuj́ı oheň.

Obrázek 5.5: Ukázka displeje s postavou draka
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Závěr

Ćılem práce bylo vytvořeńı softwarového prototypu, který demonstruje pro-
veditelnost dronového displeje. Tento a všechny d́ılč́ı ćıle se podařilo splnit.

V rámci práce jsme se zabývali algoritmickými i jinými teoretickými pod-
klady, které nám pomohly k vytvořeńı definice problému dronového displeje.
K vyřešeńı problému jsme adaptovali existuj́ıćı algoritmus pro hledáńı multi-
agentńıch cest zvaný CBS (Conflict Based Search) a vymysleli jsme jeho novou
variantu CSPT CBS (Continuous Spacetime Conflict Based Search). Tato va-
rianta se lǐśı oproti originálńımu algoritmu v tom, že bere v potaz spojitý
prostor a čas, zrychluj́ıćı i brzd́ıćı agenty a také částečně jejich momentum.
V rámci algoritmu dronového displeje jsme také využili existuj́ıćı Mad’arský
algoritmus. Pro algoritmus jsme dále vymysleli základńı heuristiky zrychluj́ıćı
čas výpočtu. Následně jsme algoritmus experimentálně vyhodnotili. V závěru
této práce jsme představili vizualizačńı program s ukázkami, který simuluje
drony v displeji.

V budoucnu bychom rádi využili tento algoritmus k demonstraci reálného
dronového displeje. Vid́ıme zde ovšem i potenciál daľśıch vylepšeńı algoritmu,
na které se z časových d̊uvod̊u nedostalo. Jedńım z takových vylepšeńı je
např́ıklad implementace přesného kolizńıho mechanismu a změřeńı jeho vlivu
na výkonnost algoritmu. Daľśı zlepšeńı vid́ıme ve vymyšleńı jiných heuristik,
které zrychĺı výpočet algoritmu, př́ıpadně již existuj́ıćıch CBS mechanismů pro
rychleǰśı výpočet. Pozornost si jistě zaslouž́ı část hledáńı cest, kde jsme nebrali
v potaz, zda jsou nastolené trajektorie realisticky dosažitelné. Zp̊usob, jakým
jsme zakomponovali momentum do algoritmu, je zcela jistě naivńı a také si
zaslouž́ı vylepšeńı.
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ročńık 33, 01 2014: s. 18–47, doi:10.1177/0278364913498292.

[17] Edmonds, J.; Karp, R.: Theoretical Improvement in Algorithmic Effici-
ency for Network Flow Problems. Journal of the ACM, ročńık 19, 01 2003:
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek a

pojmů

BCBS Bounded Conflict Based Search (ohraničené hledáńı pomoćı konflikt̊u)

CBS Conflict Based Search (hledáńı pomoćı konflikt̊u)

CCBS Continuous Conflict Based Search (hledáńı pomoćı konflikt̊u se spo-
jitým časem)

CSPT CBS Continuous Spacetime Conflict Based Search (hledáńı pomoćı
konflikt̊u ve spojitém čase a prostoru)

GCBS Greedy Conflict Based Search (hladové hledáńı pomoćı konflikt̊u)

LSAP Linear Sum Assignment Problem (lineárńı součtové přǐrazeńı)

MAPF Multi-agent Path Finding (multi-agentńı hledáńı cest)

iSphere Self-Luminous Spherical Drone Display (Světelný sférický dronový
displej)

SIPP Safe Interval Path Planning (plánováńı cest pomoćı bezpečných inter-
val̊u)

POV Persistence of Vision (vytrvalost viděńı)
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Př́ıloha B
Obsah p̌riloženého CD

README.md....................................stručný popis obsahu CD
bin

cmd.............................obsahuje aplikaci př́ıkazového řádku
linux..................................adresář s linuxovou verźı
win.................................adresář s verźı pro Windows

visualiser...........................obsahuje vizualizačńı aplikaci
linux..................................adresář s linuxovou verźı
win.................................adresář s verźı pro Windows

data..............................složka uložených konfiguraćı displej̊u
src

impl...................................zdrojové kódy implementace
README.md............detailněǰśı popis struktury zdrojového kódu

thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX
thesis.pdf................................ text práce ve formátu PDF
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