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Uvod

Linedrni harmonicky oscilator (LHO) je dilezitym modelem nejen v klasické, ale
i v kvantové mechanice. V klasické mechanice popisuje v ur¢itém priblizeni nékolik fy-
zikélnich problému, jako téleso na pruziné nebo matematické kyvadlo. [1]

V kvantové mechanice je LHO o to dtlezitéjsi, ze jako jeden z mala modell je ana-
lyticky resitelnym. Kromé toho mé nékolik dalsich vyznamnych vlastnosti: ¢isté bodové,
nedegenerované spektrum, jez lze odvodit algebraicky, vlastni vektory tvori ortonorméalni
(ON), spocetnou bézi Hilbertova prostoru. [2]

Dilezitost kvadratického potencidlu spoc¢iva v jeho univerzalité. Jakykoli hladky po-
tencidl se dd v okoli jeho lokalniho minima aproximovat pravé potencidlem LHO, totiz
jeho Taylorovym rozvojem do 2. fadu.

Energie LHO je dana kinetickou a potencidlni energii. Kinetickd energie hmotného
bodu je: T = %, kde p je hybnost hmotného bodu a M jeho hmotnost. Potencidlni energie
je kvadraticka v poloze, mé tvar: V = %ka = %Mw2x2, zde k udéva tuhost pruziny, w je
thlova frekvence LHO. Tento potencidl mizeme rtiznymi zptisoby modifikovat.

Prvni zkoumanou modifikaci je oddaleni pusobeni potencidlu od nuly, to znamena
vytvoreni symetrického okoli nuly, kde dodefinujeme potencial nulou a jinde definujeme
spojité, kvadraticky. Dalsi apravou je riznd hodnota frekvence w pro kladné a zdporné
polohy. Tento pripad by se mohl naptiklad vyuzit pro popis spektra elektromagnetické
interakce v [3]. Muzeme také zazit kvadraticky potencidl na koneény interval a na zbytku
realnych cisel polozit roven nekonecnu.

FMw?2?;  |z| <z

+oo; T <
Vi(z) = ’ .
+oo; x| > o

%Mw%z; T > T Vir(w) = {
Spektra Hamiltonidna s potencidly V7, Vi nalezneme v [4]. Nekoneény potencial se rea-
lizuje volbou Hilbertova prostoru spolu s Dirichletovu podminkou v hrani¢nich bodech.
Dalsi moznosti je periodicky rozsirit potencial mimo zakladni interval, tim se zabyvame
dale v této praci. Periodicky potencial muze simulovat napriklad krystal. Kromé jiz zminé-
nych aplikaci modeloval LHO také elektrony dielektrika v Lorenzové teorii interakce pevné
latky se zarenim, a to uz pred vznikem kvantové mechaniky. Také energii zafeni ve vakuu
1ze formalné popsat souborem neinteragujicich LHO. [5]






Kapitola 1

Fragmenty operatorové analyzy

Moznymi hodnotami pozorovatelnych v kvantové mechanice jsou elementy spektra
samosdruzeného operatoru na Hilbertové prostoru, z tohoto diivodu je operatorova analyza
(zejména spektralni analyza) dilezitym matematickym aparatem kvantové mechaniky. Zde

vvvvvv

v této praci.

1.1 Zakladni definice a véty

Definice 1.1.1 (Sdruzeny operétor). Necht A je linedrni operator na Hilbertové prostoru
A, pak 1 € Dom A* prave, kdyz existuje ¢* € A takové, ze Vo € <1/1‘flcp> = (¢V*|p).
Potom ¢* = A*q/} a A* jek A sdruzeny.

A* se znadi také AT.

Definice 1.1.2 (Symetricky operator). A linedrni operdtor na J je symetricky pravé
tehdy, kdyz Dom A C Dom A* a A = A* na Dom A.

Definice 1.1.3 (Samosdruzeny operator). A linedrni operdtor na J# je samosdruzeny
pravé tehdy, kdyz A je symetricky a Dom A = Dom A*.

Definice 1.1.4 (Spektrum operédtoru). Spektrum operatoru fl, je mnozina
c(A)={reC| (A=)t ¢ B(x).
Spektrum délime na 3 disjunktni ¢asti:
o(A) = 0,(A) Ua.(A) Uo,(A)
1. Bodové spektrum:
A € 0,(A) & (A — M) nenf injektivni.
2. Spojité spektrum:
X € 0.(A) & (A — \) je injektivni, ale nenf surjektivni a Ran(A — \) = 7.
3. Rezidualni spektrum:
A € 0,.(A) & (A— X) je injektivni, ale nen{ surjektivni a Ran(A — ) # 2.
Tvrzeni 1. Spektrum je uzaviend mnozina.

3



4 Kapitola 1. Fragmenty operatorové analyzy

Diikaz. Nalezneme jako v [2, véta 3.6.7]. O
Tvrzeni 2. Rezidualni ¢ast spektra je prazdnd u samosdruzenych operatoru.

Diikaz. Viz v [2, véta 5.6.2]. O

A

Tvrzeni 3. Necht A je samosdruzeny (121 = A*) linedrni operator na J¢.
Pak o(A) C R.

Diikaz. Viz [6, véta 3.3.6], piipadné [2]. O

Definice 1.1.5 (Esencidlni a diskrétn{ spektrum). Esencidln{ spektrum samosdruzeného
operatoru A (znaceno oess.) je spektrum A bez izolovanych vlastnich hodnot koneéné
nasobnosti.

Diskrétni spektrum je tvoreno izolovanymi vlastnimi hodnotami konecné nasobnosti.

Spektrum je tedy disjunktnim sjednocenim esencidlniho a diskrétniho spektra. Ozna-
¢ime:

U(t1, .. 1n) = {¢ € Dom (A)

| = 1;9 € span{¢y, ...,Q,Z)n}L}

Tvrzeni 4 (Min-Max). Necht A je samosdruzeny operator se zdola omezenou kvadratickou
formou. F1 < Fy < F3 < ... < inf 0¢ss.(A). Potom pro tyto hodnoty diskrétniho spektra

plati R
En :wl,s,% 1¢€U(¢11r,lf,wn 1) <¢‘A¢>-

Diikaz. Viz [7, Theorem 4.10] O

Definice 1.1.6 (Relativni omezenost). Operédtor H = Hy + H' je relativné omezeny
s relativni mezi a pravé tehdy, kdyz Dom Hy C Dom H' a existuji a,b > 0 takové, Ze
(V¢ € Dom Hy)

|| < afow||” + bliwl?

Tvrzeni 5 (Kato Rellich). Necht Hy samosdruzeny operator H symetricky, relativné
omezeny viiéi Hy s relativni mezf mensf nez 1. Potom H = Hy + H' je samosdruzeny na
Dom Ho

Diikaz. Nalezneme v [7, Theorem 6.4.] nebo také v [8]. O

1.2 Blochova teorie

Blochova teorie se zabyvé operétory S periodickou Casti — Hamiltoniény s periodickym

vvvvv

Harnlltoman tvaru:

H=———+V(

kde V je redlné periodicka funkce s periodou L.
Vie+L)=V(z); VreR

Definujeme operator posunuti:

A

Lyp(z) = ¢(x+ L)



1.2. Blochova teorie )

H komutuje s L.
Hyp = M\ (1.1)

Vztah na vlastni ¢isla Hamiltonidanu (1.1) jako diferencialni rovnice mé 2 linedrné nezavisla
feseni v C2(R). Prostor feSeni je invariantni viiéi zobrazeni L. Lze tedy najit bazi tohoto
prostoru jako vlastni funkce L. Vztah na vlastni &sla L je tvaru:

Pz + L) = pp(x)

Vlastni ¢islo 4 miizeme psat ve tvaru

p=e

pro jisté p € C. Z toho uz lze odvodit, ze vlastni funkce Hamiltonianu jsou tvaru:

77/}('%') = eipxup(x)’

kde u,, je jistd funkce L-periodicka, p je kvazihybnost, fyzikdlné se da interpretovat jako
krystalové vlnové ¢islo. Tento tvar nazyvame Blochovou vinou (funkei). Protoze [8, The-
orem 2.1] plati pravé tehdy, kdyz |u| = 1, parametr p muZzeme uvazovat pouze realny

z intervalu p € (=7, T]. Po zvoleni konkretm béze vlastnich funkei H (y1,s) lze sestavit

takzvanou matici monodromie M, coz je maticové vyjadieni operdtoru L pravé v bazi
(y1,y2). Z Liouvillovy véty vime, ze det Ml = 1 nezavisle na A\. Muzeme sestavit charakte-
ristickou rovnici na vlastni ¢isla M:

p? = 2DNpu+1=0 D()\) = %Tr(M)

A predpokladame pouze redlné a tudiz muzou nastat pouze 2 moznosti reseni:
Lopr,pe € Rapipg =1, p # £1 = pg # £1

2. =7z a || = |pe =1

Ale pouze funkce s u spliujicim 2. bod prispéji do iplného ortogonalniho systému. Odtud:
H1,2 = D()\) + \/DZ()\) -1
Podminka 2 je splnéna, pokud |D(A)| < 1. Plati tedy:
o(H) C {A[ID)] <1} (1.2)

Dokonce, jak se ukaze v [8], pravé mnozina (1.2) bude pfimo spektrum Hamiltonidnu.
7 poruchové teorie vime, ze H je samosdruzeny na definicnim oboru volného operatoru.
8]






Kapitola 2

Linearni harmonicky oscilator
v klasické mechanice

Linearni harmonicky oscilator (LHO) modeluje v klasické mechanice napiiklad téleso
na pruziné, kyvadlo nebo RLC obvod. Jedna se o systém blizky k rovnovazné poloze pod
vlivem sily, ktera se ho do této rovnovazné polohy snazi dostat. Tato sila mé tvar:

F = —k7,

kde k je tuhost pruziny, pripadné jinak fyzikalné interpretovatelnd realnd konstanta.

2.1 ResSeni 2. Newtonova zakona

7 2. Newtonova zadkona mé pohybova rovnice tvar:

d2z R
Pro kazdou slozku polohy i € 3 fesime:
ma; + kz; =0 (2.1)

Jednd se o obycejnou linearni diferencialni rovnici 2. fadu s charakteristickym polynomem:

m\ 4+ k=0

| k
A=Fi —
m

Obecné Teseni diferencidlni rovnice (2.1) je:

x;(t) = Alei\/gt + Byet mt = Agsin (\/ kt) + By cos <1/ kt) = Ajcos (\/ Et + g00>
m m m

Tedy sinusoidové kmitani s thlovou frekvenci w = \/%. 7 pocatecnich podminek vychazi
konstanty As - amplituda kmita a g - po¢atecni faze.

Jeho Teseni je:

7



8 Kapitola 2. Linearni harmonicky oscilator v klasické mechanice

2.2 Hamiltonuv formalismus

Hamiltonova funkce:

2
p L, 9
H=—+-k 2.2
om 2" (22)
Oznacime-li derivaci podle ¢asu teckou nad funkei, maji pohybové (Hamiltonovy) rovnice
tvar:
._oH _p . OH L
r= - = — = —— = — KX
dp m b ox

Prvni Hamiltova rovnice je definice klasické hybnosti p = mv = mi. Druha Hamiltonova
rovnice je ekvivalentni 2. Newtonovu zdkonu: p = mi& = —kx. [1] Pohyb LHO ve fazovém
prostoru je zobrazen na obrazku 2.1 vlevo nahore.
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Obrazek 2.1: Pohyb LHO ve fazovém prostoru

Zdroj: Wolfram Demonstrations

Prechod ke kvantové mechanice zaridi takzvany princip korespondence. Hamiltonidn
v kvantové mechanice je linedrni operator na Hilbertové prostoru.

A N A . a
= H(P,0) - H (—haxaz)

Tedy stejna funkce H jako v klasické mechanice, kde dosadime za p; operator hybnosti
P= —ih% a za @; operator nasobeni danou souradnici x;.

i



Kapitola 3

Linearni harmonicky oscilator
v kvantové mechanice

Vyjdeme-li z Hamiltonovy funkce pro klasicky LHO (2.2), vyuzijeme principu kore-

spondence a za parametr k jiz dosadime k = Mw? dostaneme Hamiltonian:

N P2 1 A R a2 1

Hpyo = o— + S Mw?Q* = ——— + - Muw?¢%

fv= = gpp T MW oM de 2 ¢

Takto vypadd Hamiltonidan jednodimenziondlntho LHO v kvantové mechanice. Jednd se o
jednu ¢éstici na redlné pifmce, pracujeme tedy na prostoru L?(R,dz). Tento prostor mé
spocetnou ON bézi, napriklad Hermitovy polynomy ndsobené exponencialou.

A = L*(R,dz) = span {wn | Yn(z) = Hn(:c)eg}; H,(z) = (—1)”6"’62d—neﬂ”2

dx”

Mw
:L’:\/Tf (3.1)

se 1ze zbavit fyzikalnich konstant. Tato substituce se realizuje unitarni transformaci U.
h h
U = {f— —
OO =\ 37? (\/ wa)

Takovato transformace bezcasové Schrodingerovy rovnice znamena

Substituci

huw

- H= U-'H;,.U,

tj. ze H a Hyy, jsou unitarné ekvivalentni az na nasobeni konstantou % 7 toho vime, ze
maji stejnd spektra az na nasobeni touto konstantou a jsou samosdruzené pravé soucasné
na Dom H = Dom(Hy,.U)
~ hw A
_ -1
nyz — 7UHU

Fyzikdlni Hamiltonidn lze napsat jako jednoduchou unitarni transformaci operatoru H,
ktery ma jednoduchy tvar a budeme ho pouzivat déle.

H=——_+2° (3.2)



10 Kapitola 3. Lineirni harmonicky oscilator v kvantové mechanice

Pro spréavné energie F (feseni rovnice v proménné £) musime feseni A rovnice s Hamilto-

nidnem v proménné z, tj. (3.2), vynasobit faktorem %‘"
hw
E=—\
2

Pokud % je vlastni funkce Hk )\, pak U ¥ je vlastni funkce H fyz kK E.
Tento operator patii do rodiny Schrodingerovskych operatort, tj. ma v jednodimen-
~ 2
zionalnim piipadé tvar H = —% + V(z). Pro takové operétory s potencidlem spliiujicim

lim V(z)=+o0

|z| =400

existuje spocetnd ON baze Hilbertova prostoru L?(R, dz) tvofena jeho vlastnimi vektory,
tedy ma pouze diskrétni spektrum. [8, Theorem 3.1]

3.1 Spektrum a vlastni funkce Hamiltonianu

Zacénéme hledat mozné vlastni ¢isla a vlastni stavy Hamiltonidnu, k jeho samosdrze-
nosti se dostaneme poté. Staciondrni Schrédingerova rovnice:

. 9% 1
Hppy = E S N VT >
fusth = BY ot gz TR e =Y
Po pouziti substituce (3.1) pocitame:
A
Y -2+ =0 (3.3)

Hleddme fegeni v L? (¢ € L?(R",dx)), proto ve tvaru:

22

P(z) = u(z)e™ >

Funkci v hleddme jako mocninou radu: (s € Ny, ag # 0)
—+o00
u(x) = x° Z apa®
k=0

Dosazenim fady jakozto funkce u do rovnice (3.3) vede na podminky:

2(k+s)+1—A
m+s+2)(m+s+1)

s(s—=1)=0 s(s+1)a; =0 Qft2 = ( ag

z2
Aby fada u rostla pomaleji nez e = a tedy ¢ € L?, musi IN € Ny tak, ze Vn > N; a, =0,
to nastane pravé tehdy, kdyz N je sudé a

A
a1 =0 2(IN+s)+1——=0
w
Potom je funkce u polynom, deg(u) = N + s = n. Pro A a E to znamena podminky:

1 1 1
A= w(@n+ 1) B = hh= sho(n+1) = ho (n + 2) (3.4)

Vlastni cisla ﬁfyz jsou tedy E, = hw (n + %) , n € Np, to jsou mozné hodnoty energie
oscilatoru. Vlastni vektory (funkce) Hamiltonidnu jsou:

sy - (M)t [Mw |

Takto jsou 1, jiz normalizované k 1 v L? normé. Kazda energeticka hladina je nedegene-
rovand, tj. dimenze podprostoru s fixni energii je 1, proto jsou mnozina vlastnich funkci
jakozto i spektrum spocetné. Celkem mnozina vlastnich funkef tvoif ON bazi L2. [9]
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3.2 Samosdruzenost Hamiltonianu

Hamiltonidn musi byt kvantové-mechanickou pozorovatelnou (energie), tzn. musi byt
samosdruzenym operatorem.

Tvrzeni 6. Hamiltonian H je samosdruzeny na:

“+o00

>

n=0

Dom(H) = {w € L*(R,dx)

(Wb} (n+3)

2
< —i—oo} (3.6)

Dikaz. [7) Bud {¢,, | n € No} ON baze L, tedy (Vi) € L2)(¢ = 3252 (1]thn) ).
Kazdému prvku L? je jednozna¢né piifazena posloupnost ((¢|¢n>);§% € 2. Toto zob-

razeni nazveme U : L2 — 12, kde U (1) = ((¢1h,)); 25 je unitarn{ (izometrické, bijektivni).

Novy Hamiltonién H = U AU = diag (n + %) je unitarné ekvivalentni H, tj. H=
H* & H = H*. H je samosdruzeny na Dom(H) = {a, € I | ay, (n + %) €’}
Dokazme, ze H = H*:

1. HC H*:

(afib) = S (2 ) b= 3 a (2 ) = (A1)

n=0 n=0

2. H* C H:
Pro kazdé b € Dom H* hledame c € [? tak, aby:

(va € Dom 1) ((b|Ha) = (c|a))

+oo L 1 +oo
an (n+2> ap = Z@an
n=0 n=0

Zvolme fixné m:

Ekvivalentné se tento definiéni obor samosdruzenosti da zapsat takto [2]:

N d2
Dom(H) = {1/1 € L*(R) ‘w,w’ jsou absolutné spojité a <_d:z:2 + x2> € LQ(R)}

Z tohoto a z nerovnosti (4.1) l1ze vyvodit, ze tato mnozina nezavisi na frekvenci w # 0.
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3.3 Obecné reseni bezcasové Schrodingerovy rovnice

Obecné Teseni rovnice (3.3) je:

wa? 1 Al wa? 3 A3
U(x)=Ae” 2 1F) <4 T 27wx2) + Bxe 2 1 F} <4 T 2760332) (3.7)

Zde 1 F} jsou zobecnéné hypergeometrické (Kummerovy) funkce. [10]

+o0 n n—1 n—1
Qp 2
1F1(a,b,z): E bfﬁ Ap = H(a+k) bn: H(b+k)
n=0 """ k=0 k=0

Aby vlastni funkce (3.7) byla kvadraticky integrabilni, musi zobecnéné hypergeometrické
funkce ptejit v (Hermitovy) polynomy, to nastane, pokud jejich 1. argument je roven
celému nekladnému ¢islu. To jest, ze pro n € Ny nastane pravé 1 z moznosti:

1A 3 A

= n =
4 4w 4 4w
Coz presné odpovidd jiz vypocitanému energetickému spektru (3.4). Hypergeometrické
funkce 1 F1 maji tvar mocninné fady, jak jsme predpokladali vyse. [2]
Déle se v textu budeme zabyvat v ivodu zminénymi modifikacemi potencidlu V.



Kapitola 4

Kvantovy LHO s platem okolo
nuly

Prvni modifikaci bude vytvoreni plata okolo nuly. Polozme potencidl roven nule na
symetrickém okoli nuly (—a, a), kde a je kladny redlny parametr. Mimo tento interval ne-
chame kvadraticky potencial jako LHO. Potencial V je tedy po ¢astech definovana funkce:

IMw*(z+a)? z<-a
V(iz)=< 0; |z|<a
IMwi(z—a)?, z>a

Obrazek 4.1: Tvar potencialu s platem okolo nuly pro w =1,a = 1.

V dalsi ¢asti se oprostime od konstant A a M, polozme M = h = 2, toho lze docilit
substituci (3.1).

13
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4.1 Samosdruzenost Hamiltonianu

Hamiltonian s potencidlem V' lze chapat jako Hamiltonian LHO (znac¢ime Hy) s uréi-
tou poruchou (zna¢ime H').

H=Hy+H
. d?
Hy=—— +w?2?
0 dx?
2wlax + w?a?;, T < —a
H ={ —w?z? |z|]<a
—2w?ar +w?a?;, x>a

K dokézan{ samosdruzenosti poruseného Hamiltonidnu H vyuzijeme Kato-Rellichav teo-
rém, Tvrzeni 5. V ditkazu nebudou hrat roli fyzikalni konstanty, proto zde A vypustime.
Podobné jako [2, Nerovnost (7.6)]):

(P + (wQ)*)* = P' + (wQ)' + w?(P?Q* + Q*P?) = P + (wQ)" +w*(PQ*P — 2I)
V poslednim rovnitku jsme pouzili komutacni relace:
Q"5 P = niQ"!
—2I = [P;[P; Q7] = P*Q* + Q*P* - 2PQ*P
Odtud jiz pro kazdé ¢ ze Schwartzova prostoru plyne nerovnost:
|2 + @] < [P + @] + 2wl (4.1)

Nyni ovérime predpoklad Kato-Rellichova teorému. S pouzitim Youngovy nerovnosti od-
hadneme Vz € R:

’ﬁ'w‘(aj) < (‘ZwQam’ + ‘w2a2D |(x)] < <5m2 + é(w2a)2 + ‘w2a2‘> |9 (z)]
Oznacime C; = %w4a2 + w?a?. Déale odhadujeme
el = |,

2, 1 a9, 29\’ 2. 2 2 2
S/R(E.%' —i-gw a” +w a) [ ()] dx—/R(sx + Co)*|(x)|"de <

ﬁ’zbf(x) dz <

<22 [ a'@) do+262 [ @) de = fffH(mz)?wHQ +202|1¢]1° <
< 2 (Jworol] + 2ol + ezt < 2 ol + (2e2+ 35 ) b

kde v posledni nerovnosti jsme pouzili nerovnost (4.1). € lze volit tak, aby 20%42 < 1, potom
lze pouzit Tvrzeni 5. Poruseny Hamiltonidn H je tedy samosdruzeny, a to na stejném
defini¢nim oboru jako ptvodni Hamiltonian LHO.

4.2 ResSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice a spektrum
Hamiltonianu

Pocitejme tedy spektrum Hamiltonidnu H = —% + V(x), kde
Wwi(r+a)? < -—a
V(z)=4¢ 0; |z|]<a

Wiz —a)?, x>a
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Reseni hleddme v zavislosti na kladnych redlnych parametrech a,w. Resime bezcasovou
Schrédingerovu rovnici:

Hy = X\
Rovnici fesime zvlast na intervalech:
I. (—o0,—a)
II. (—a,a)
III. (a,+o0)

Na intervalech I a III vypada Schrédingerova rovnice takto:
" 2 2 2 A
Pl —w |z t2ax+a” — — Y =0
w

Obecné feseni diferencidlni rovnice je analogické k FeSeni rovnice (3.3), tedy podobny
vysledek jako (3.7). Konkrétné vypada:

_w(eta)? I A1 _elxa)? 3 A 3
P(z) = cre 2 R (1_@ > w(z + a) )+cz(:cia) 1Fy (1—E,§,w(mia)2)
Reseni na intervalech je tedy:
_wzta)® 1 A1 _w(@ta)® 3 X 3
vl(z) = Are R (Z DL w(z + a) ) + As(z +a)e z 1k (Z_ E,Q,w(m—i—a)z)
wla—a)® 1 a1 we—a)? 3 A3
Y™ (z) = Die” 1Fy (Z_ L w(z —a) ) + Da(x —a)e” 1F1 (Z_ E,g,w(x—a)Q)

Na intervalu IT neni zadny potencial, jde tedy o volnou ¢astici. Resent je:

v =B cos(ﬁx) + Csin(ﬁa:)

4.2.1 Kvadraticka integrabilita vlastnich funkci

Podminky na kvadratickou integrabilitu ziskdme z asymptotického chovani 1! resp.
P v —o0 resp. +00.

2

—WwT

Pz~ —00) ~ Ajae s —I—Alﬁe —|—A2'ye 2 +A256 z

kde vyrazy «,~ maji takovyto tvar:

S—1 /1 A 3 A
o= 1\/7?)\ w—%—ﬁx—%—% (Z_‘_@)"('Z—i_ 4w)”w—n$—2n
Iz —4) n=0 n
S—1 /3 A 1 A
N v s o~ G an(Gt e o con
3 A
(3 — 4) =0 n!

Funkce 1! je kvadraticky integrabilni, kdyz se ode¢tou piispévky s e “3~. Tato podminka
ma tvar:

A
Aja+ Ay =0« 1_—1
As «

Takze vysledna funkce na intervalu I. vypada:

1A
o= A (20w 0-0) =4 (T ) 40
4 4w
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kde
_w(ta)® 1 X1
fe(x) =€ 2 1 F (4—40‘1,2,w(a::|:a)2)
_w(@Ea)? 3 A3
g+(z)=(rta)e” 2 1F; (4—400,2,W(SU:|:CL)2>

Analogicky pro III. interval:

—w12

¢IH(3: ~ +00) ~ Dijae 2 + D1ffe” 2 + Daye 2 + Dode™ 2

S—l(l Ay (3, A
o=ttt Y G
A C ) n=0 v
S—1(3 , A A
S L D Db L Rk
2I(3 = 45) n=0 "

Wsz—DQgﬁmmwAm):D(
Funkee 1, 9! jsou kvadraticky integrabilni. [10, 11]

4.2.2 Podminky napojeni feSeni na hranicich intervalt

Vyslednd vlastni funkce musi byt C!(R), takze spojité diferencovatelné napojme
! ! T v bodech +a. To jsou 4 rovnice o 4 neznamych konstantach A, B, C, D.

Soustava rovnic bez pravé strany ma netrivialni feSeni pravé tehdy, kdyz det Ml = 0.

Vi) —ufl(-a) —ufl(-a) 0
det M = v (O—a) _111((:5) _2U<(_a?> ¢119(a) =
0 —ill(a)  —yil(a) @!(a)
% cos (ﬁa) —sin (ﬁa) 0
=K F<i—w%) \F/\Sin(ﬁa) ACOS(\F/\G) " =0
0 cos (ﬁa) sin (\Aa) @
o VRn(Vaa) Vies(vi) e

4.3 Rovnice na spektrum Hamiltonianu

Tato podminka na nulovost determinantu je podminkou na mozné hodnoty A. Jde o
implicitni funkci A = A(a) s parametrem w zadana rovnici ®(a, A(a)) = 0.

®(a, A(a)) = v =~ A 4}0\0)} sin(2\f)\a) + T Vw - cos(Zﬁa) =0]| (4.2)

i-w)rG
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4.4 Vlastnosti spektra

Zde uvedeme nékolik pozorovani z rovnice (4.2).

d A ] sin(%&a) + VAw ) cos (2\5&) = 0}

Pi-&) G- G- 206

Spektrum zkoumaného Hamiltonidnu je dano rovnici (4.2) a je ¢isté bodové. Mozn4 ¢isla
A jsou nezépornd. A = 0 sice je FeSenim rovnice (4.2), ale neni fyzikalné spravné, protoze se
v tomto pripadé zméni tvar Schrédingerovy rovnice na intervalu I1, tedy i jeji feseni a pod-
minky napojeni. Pro A = 0 vypada obecné feseni na prostfednim intervalu nésledovneé:
! (z) = Bx 4 C. Proto mame pro determinant jiny tvar.

o(H) = {)\ eRY

=

1

e —a 1 0
Ve 10 0
T 2
det M = | T I 3\@1 <0 Va0,
0 a 1 2r(2) F(z)r(z) ()
e
N TE

A

tj. (Ya > 0)(0 ¢ o(H)). Pfipad a = 0 by mél odpovidat modelu LHO bez modifikace, tj.
spektru (3.4). Rovnice (4.2) pfechazi v:

Vaw

L3 — 20 — 1)

Funkce A lze spojité dodefinovat v bodé a = 0 limitou

=0=>A=w2n+1); neN

1
lim =0; VneNy

v——n F(l/)
.7 é 2 2 v/ v/
. Frekvence ve specidlnim tvaru w = kag ik € Z primo patii do spektra.

A

A=weo(H).

4.5 Poruchova teorie

Rovnice (4.2) udava dokonce celou posloupnost implicitnich funkei A, = A, (a) do-
definovanych limitou (?7): A\, (0) = w(2n 4 1). Funkce jsou indexovany n € Ny, parametr
vynechavame tam, kde pracujeme se vSemi témito funkcemi. Muzeme se zajimat o Taylo-
rav rozvoj funkce A, na pravém okoli nuly.

4.5.1 Taylortv rozvoj do 1. radu

Odvodime z derivace ®:

0P 0P
=®'(a, \ = N+ —
0= (0, \a) = SN + 5
%7@
/ a
A=~
oA
Taylortav rozvoj do 1. radu je:
9%
An(a) ~ Ti(a) = M\ (0) — X (0)a = A\, (0) — g—g a

O la=0; =w(2n+1)
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S pomoci Wolfram Mathematica je vysledny Taylortav rozvoj:

277 (20 + 1)w2 [—AT2(3 — 2) 4 (2n + 1)I2(=2)]
T(—n)2—22n+ 1) 2+ 2(2n + DO (—n)] ©

3

An(a) ~w(2n+1) —

=w(2n+1)— an%a, (4.3)
kde 1 je digama funkce, logaritmické derivace Eulerovy gama funkce, tzn. 9 (z) =

11:’((;:))‘ Tady je ukdzka nékolika konstant a,:

27 15 65 35 595 315 1323
10 <f 19 09 59 9Jo olo
(an)no—< 40,6 e T 3 128)
Pro zéakladni hladinu plati:

2wy/w
Ao(a) ~w — a 4.4
o(a) o (44)
Graf 4.2 ukazuje porovnéani funkci \g(a) v numerickém vypocétu rovnice (4.2) — modra
a pravé zminéném Taylorovu rozvoji 1. fddu — oranzova, parametr w = 1.

Obrazek 4.2: porovnani funkce Ag(a) numerickym vypoctem a Taylorovym rozvojem do 1. fadu
prow =1

1.0 A —— Numerika
) Porucha/Taylor
0.9 A

0.8

0.7 1

Eo

0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4.5.2 Taylorav rozvoj funkce do 2. radu

Odvozeni 2. derivace A:

2e 920 92d 920 9
o' — _ 9 / IE N _
a2z "o P2t taxe Tt 7Y

1 [02® 2p 252
N ) 2y B Vi ) !
9% \ Oa Jdao )\ o\
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Odtud je Taylortv rozvoj 2. fadu:

1
(@) ~ To(a) = A, (0) — 92 a+ 5)\;;(0)0,2
X la=0;2=w(2n+1)
Vysledek A (0) lze nalézt v priloze A, ¥»®) je polygamma funkce, tj. k-t4 derivace digamma
funkce.
Pro nultou hladinu vypadd Tayloriv rozvoj do 2. fadu:

1.0 — Mumerika
Taylor
0.9 4

0.8

0.7 1

Eo

0.6

0.5 1

0.4 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Obréazek 4.3: porovnan{ funkce Ag(a) numerickym vypoctem a Taylorovym rozvojem do 2. fddu
prow =1
Pro dalsi hodnoty w jsou grafy k nalezeni v priloze B.

4.5.3 Porucha jako stredni hodnota poruchy Hamiltonianu

Pro malé hodnoty parametru a lze pocitat tento priklad pomoci kvantové poruchové
teorie. Hamiltonian si rozepiSeme jako v kapitole 4.1, kde spektrum Hj jiz zname. Potom
za jistych podminek (ovéfenych jiz v ¢asti 4.5.1) se energie dané hladiny da zapsat jako
rada

A= A0 1AM 2@ (4.5)

kde AS)) = 2w (n + %), coz je energie LHO, a porucha 1. fadu mé tvar (4.6).

Poruchovy pocet do 1. radu

A = Gl B ) = (B = | Bul@lH'u(a) da (4.6)
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Stredni hodnota Hamiltonidnu na vlastnf funkei hladiny n spliuje )\n = (Y |H M) =
(H)jny = Jr o (2)H'ty, () dzz. Tento vyraz miizeme déle upravit:

2 —a
AD = @2 [/ (2az + az)H2(x)e*“""“"2 dz —
n ﬁ n

—0o0
“ 2.2 —wz? oo 2\ 772 —wz?
—/ x*Hj(z)e " dl’+/ (—2az + a*)H;(z)e” " dx},
—a a
kde H, oznacujeme n-té Hermitovy polynomy. Pro nultou hladinu plati:
X = (ol H [t} =

r r—a a +o0
= / (2az + a)e ™" dx — / 22e " dw + / (—2az + a?)e " dx} =

LJ —O0 —a

& |

—a 5 “+00 5 5 a 5
= 2a/ ze T d:c—2a/ e v dm+a2/ e v dx—/ e v d| =
—00 a R\(—a;a) —a

_wr [ 2 T2 2 3] +O(d?
I W \/;a 3" Ola’)
An ~ A0 42D = 20 (n + ;) + (Vn| H' [thn)

9 2
N N

e %

e %

N

Do 1. fadu tedy:

Poruchovy pocet do 2. fadu

Porucha do 2. fadu je teorii déna jako suma stfednich hodnot nediagonalnich ¢lent
Hamiltonidnu délend rozdilem energii. [12]

. 2
o | H )|
Ay = Z A\ — M\
[ S
Pro nultou hladinu:
. 2
i| H' o)
) ‘<¢J| 0 / - ‘
Ay = — = o Hj( d

0 gé;) Ao — Aj QW\Fz:lj j'23 ¢

+/a+oo ( ?jg +a )Hj(f ¢ df’ “ﬁ J.roo ,7‘712] - ije*% d¢ 2 O(a4) o

3
w2

_ QZ 2m—1 ((—1)m2F1(1;—m7§v2)>2+0(a4)

Porucha do 2. radu:

3 m — _1\ym 1
2“% W? Z 2 D <( ) ZFIS! ’2’2)> (4.7)

)\()Nw—



Kapitola 5

Potencial s ruznou frekvenci na
poloosach

V této kapitole zkoumejme systém, kde frekvence w je po ¢astech konstantni funkce.

wy; x>0
w(m):{wi_' z <0

Potencial pak ma tvar (5.1).

Lag 2 2
sMw”x®;, x<0
Viz) = { ngixQ; x>0 (5.1)
Potencidl pro w_ =1 a wy = 2 je vidét na obrazku (5.1).

Obrazek 5.1: Zkoumany potencidl V(z), prow_ =1 a wy =2

50 %

40 +

Jiz z kapitoly 3.2 jsme vidéli, Ze mnozina, na které je H samosdruzeny, nezavisi na w. Z
tohoto divodu je zde H samosdruzeny na stejné mnozing, tj. (3.6).
5.1 Fyzikalni motivace

V nanofyzice, napr. v Ginzburg-Landauovo modelu supravodivosti nebo pri kvan-
tovém transportu dvoudimenziondlnim elektronovym plynem, se vyskytuji magnetické
pole B na R? zavisejici pouze na soufadnici . P¥islusny vektorovy potencidl méa tvar

21
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A= ( 0 > Hamiltonidn je dan
. 0? 0 2
— 2 _ :
H=(P-AP=-14 (—may - Ay(:v)) .
Zde vyuzijeme castec¢nou Fourierovu transformaci vlnovych funkeci:
P(z,y) / () eV dk
A tedy:

Hi(w.y) = —/ [ o ( %fy—Ayu)ﬂ ()it dk =

= == [ (2@ + (= A, @))€ ak

To je rozklad operdtoru H na pusobeni operatoru Hy, = f—;(/@ — A,(x))?. Pro B po &stech
konstantni na polorovinidch x < 0 a x > 0 odpovida operator Hy presné Hamiltonianu
zavedeném na zac¢atku této kapitoly. [13]

5.2 Spektralni analyza

VlInové funkce se odvodi analogicky jako v kapitole 4, po kontrole integrability maji
tvar:

) VO D
w_<x>:A(—Zf(w_>+g(w_)):A( e f(w_>—g<w_>)

P(i— )

4wy

2, /W+F(% — ﬁ)

va@) = B (-2 fws) + glor) ) = B ( flewi) - g<w+>) ,

kde funkce f a g jsou funkce fi a g4 z kapitoly 4 takové, ze a = 0 a w — w+. Podminky
napojeni vedou na:

A
B
M C =0
D
det M =0
31 X - ! X
L(y—2-) ar(2—2)
qotar = |70
F(i_ﬁ) F(4 3+)

Vyslednd rovnice omezujici spektrum Hamiltonidnu mé podobny tvar jako u potencidlu
s platem a vychazi (5.2).

det M = Vo + Vo =0 (5.2)
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23
Spektrum Hamiltonidnu s potencidlem (5.1) je tedy mnozina (5.3).
A /W w_
oH)=AERf | =—5—F 7+ —5—— -7 =0 (5.3)
A - NG -7 20— PG —20)
Ptipad wy = w_ odpovidd LHO. Zde uvddim numerické feSeni této rovnice jako graf
zévislosti A\g(w4 ), pro w— =1 je to obrézek 5.2.

Dalsi grafy, pro jiné hodnoty w_ zahrnuty v ptiloze C.
Obrazek 5.2: graf zdvislosti A(w4 ), prow_ =1

UJ_=1
Ap







Kapitola 6
Periodicky potencial

Zde se zabyvame potencidlem
V() =w?2? |z|<a

periodicky rozsitfeném na celou redlnou osu, pro jisté a > 0 w > 0. Stéle pokladame
h=2M=2.

Pomoci Kato-Rellichova teorému (5) ukazeme, zZe je tento Hamiltonidn samosdruzeny
na stejné mnoziné jako volny Hamiltonidn (Laplacetuv operator), tj. Soboleviv prostor
H?(R). Potencidl V je omezeny, V < sup,cp |V ()| < +o0. TakZe plati:

|V < sup v()vl
TzeR

Takze konstanta a z Kato-Rellichova teorému je nula.

Tento periodicky potencidl se vyskytuje v teorii pevnych latek a muze modelovat
krystal. V nasem, jednorozmérném, pripadé modeluje fetizek atomu. [14]

Bezcasova Schrodingerova rovnice ma nésledujici tvar:

Y+ (—w?® NP =0

Obecné feseni této rovnice vypada jako:

(x) = Ae 5 F) ( - i, ,wx2> + Bxe™ 2 1Fy (3 -, 3,%2) = Af(z) + Bg(z),

4 4w’ 2 4 4w’ 2

kde opét funkce f a g jsou funkce f+ a g+ z kapitoly 4 takové, ze a = 0. Zde poznamenejme,
ze f a g jsou sudé a déle Ze g a f’ jsou liché.
6.1 Spektralni analyza

V této sekei fesime spektrum postupem z [15] popsanym v 1.2. PouZijeme Blochuv
teorém: obecné feseni berme na intervalu (—a, a), jinde je ve tvaru:

g(x) = € ug(w),

kde u4 je periodicka s periodou 2a (stejné jako potencidl V). ¢ je redlny parametr, fyzikalné
interpretovany jako kvazihybnost (krystalové vinové ¢islo).

¢q(l‘ o 2&) _ eiq(x—2a)uq (l‘ - 2@) _ eiqxe—%aquq(l,) _ eiqxe—%aqwq (:L_)e—iqx _ 6—2iaqwq (SC)
Odtud mizeme odvodit vinovou funkci na sousednim intervalu, jakozto:

Pe(z) = e%“ql/)(a: —2a); z € (a,3a)

25
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Spojité a spojité diferencovatelné napojeni v bodé a dava podminku

M (g) _ (6.1)

na konstanty A, B. Tato podminka v bodé a je ekvivalentni podmince v kazdém bodé
napojeni a 4+ 2aZ, tudiz je poté vlnova funkce spojita a spojité diferencovatelna vsude.

Aby soustava (6.1) méla feSeni, tak musi determinant matice byt 0. Déle skryté po-
¢itame se zavislosti na A ve funkcich f i g, ale explicitné ji v zapisu neuvadime.

fa) ~ 2o f(~a)  gla) — Xg(~a) | _,

detMi=1 2 0) — e2iaafi(—q) g'(a) — e2aag/(—a)

Zde mizeme ze viech ¢lenti vytknout nenulovy ¢len e’®? a piepsat zbytek na goniometrické
funkce. Vyuzijeme také parity funkci f a g.

2if(a)sin(aq) 2g(a)cos(aq)

/ 2 / 2 —
2f’(a) cos(aq) 2ig’ (I) sin(aq) ~ f(a)g (a) sin (GQ) + f (a’)g(a) Cos (GQ) =0

det M ~

Vinkami jsme oznadili ipravu s vypusténim nenulové konstanty. Posledni rovnost lze pre-
psat na (6.2).

sy L @)gfa)
00 = g 02

Odtud lze vyjadrit funkci (), kterd je redlnd za podminky (6.3), Ze prava strana (6.2) je
nezaporna.

f'(a)g(a)
flag(a =" (03
Funkce ¢, pak ma tvar (6.4).
q(N) p arctg m (6.4)

g [ OB bed) [ G bl £ 206 2]
@ 1B (f - 45w

Funkce A(q) je jen inverze k této funkci, kterd nelze explicitné napsat, ale lze zobrazit jeji

graf, coz vidime na obréazku 6.1.[15]
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a=1.5

Obréazek 6.1: Graf zavislosti energie A(¢q) na kvazihybnosti ¢ pro a = 1,5

Grafy pro vyssi hodnotu a je v piiloze D. Tam je vidét zizeni pasi a tim chovani
blize LHO.
Spektrum je potom obor hodnot funkei v obrazku 6.1.

6.1.1 Zavislost parametri a,w

Lze redukovat pocet parametri potencidlu V7?7 Predpokladame a # 0. Provedeme
substituci:

T
E=— Wy = a“w A = a?)
a

Potencidl a Hamiltonidn jsou ted na zakladnim intervalu, tj. £ € (—1;1):

1
V(¢) gwfg
L1 d?

Nyni mame novy Hamiltonian K = a?H, pro ktery plati stejné vysledky jako vyse, jenom
se zménou:

W — Wy r— & A= Ay
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6.1.2 Derivace vysledné funkce energie

Méjme funkei A(q) danou implicitné (det M[)(A, g) = 0.

Odet M
r Jq
A= OdetM
o\

N =0 pokud je ¢itatel roven 0, to jest:

DI — 4 ()9 (@) ~ I @(a)) sin(2aq) =0
Musi to vynulovat alespon jeden ze Clenii:
sin(2aq) =0+ q = ];—Z; k € Ny (6.5)
A(N) = B()) (6.6)
a=0 (6.7)

Moznost (6.5) 1ze pozorovat na grafech. Moznost (6.6) nemize nastat a (6.7) je pripad
standardniho LHO.

6.2 Alternativni postup hledani spektra

Zde pouzijeme Blochovu teorii z kapitoly 1.2 podle [8]. Bézi vlastnich funkei L zvolime
funkce y1, yo, které splnuji:

y1(—a) =1
yi(—a) =0
y2(—a) =0
yo(—a) =1
Takové funkce jsou:
)= g'(a)f + f'(a)g
fla)g'(a) — f'(a)g(a)
g(a)f + f(a)g

Matice monodromie bude vypadat:
. yi(a) y2(a)
L=M(\) =
W (mm>ya@
Zajima nés, jak bude vypadat stopa této matice M(\), protoze spektrum je:
o(H) = {\[ID\)] < 1}

P = § Ty = LT

A je ze spektra Hamiltonianu prave, kdyz splnuje:

f(@)g/(a) + f'(@)g(a) f(@)g(a) + [(@)g(a)| _ |1+ Furite
F@g'(@ — Flag(a) Fla)g' (@) = Flaygla)| ~ |1 Loy =

To plati pravé tehdy, kdyz:
f'(a)g(a)
f(a)g'(a)

To je presné nerovnost (6.3). Spektrum je tedy déno stejné obéma metodami. [8]

<0



Z.aver

V této praci jsme predstavili model linedrniho harmonického oscildatoru v klasické
mechanice a principem korespondence prenesli do mechaniky kvantové. Pomoci zminénych
matematickych nastroji jsme nasledné tento model analyticky vytesili. Hlavni ¢ast prace
pak podobnym zplisobem postupné zkoumala 3 rizné modifikace zakladniho modelu. Vzdy
se oveérilo, ze jejich limitni ptipad splyva se zakladnim LHO. Narazili jsme na rtzné dalsi
vlastnosti téchto model a popsali je.

U vsech modelu byla nakonec vysledkem podminka na spektrum Hamiltonidnu, to
byla rovnice na mozné energie systému. Tato energie zavisi také na poruchovém parame-
tru, ktery vyjadruje do jaké miry jsme se odchylili od standardniho LHO. Tyto rovnice
nelze Tesit analyticky, z toho diivodu jsme se pokusili je vyresit alespon numericky pro vy-
brané hodnoty poruchového parametru a u prvniho modelu také provedli poruchovou teorii
a Tayloriv rozvoj. U prvnich dvou modeli jsme nasli spektrum bodové a u periodického
potencidlu pasovou strukturu, jak se da ocekavat podle teorie.

Jak jiz bylo zminéno, periodicky rozsifeny kvadraticky potencidl simuluje retizek
atomu. [14] Modifikace z kapitoly 5 se objevuje pri Ginzburg-Landauové spektralni analyze
magnetického Hamiltonidnu.

Rozsitenim v tomto sméru miize byt zkouméni dalsich modifikaci kvadratického po-
tencidlu nebo blizsi urceni zde zminénych fenoménd. Vypocteni poruchovych poctt do
vyssich faddu by byl dalsi krok vpred ke zjisténi dalsich zdkonitosti. [3]

29






Bibliografie

1. STOLL, Ivan. Klasickd teoretickd fyzika. Praha: Univerzita Karlova, nakladatelstvi
Karolinum, 2017. 1sBN 9788024635453.

2. BLANK, Jit{; EXNER, Pavel; HAVLICEK, Miloslav. Linedrni operdtory v kvantové
fyzice. Praha: Karolinum, 1993. 1sBN 80-7066-586-6.

3. FIALOVA, Marie. Spectral analysis of the Dirac operator as a tool for studying Gra-
phene. Czech Technical University in Prague, 2016.

4. DEAN, P. The constrained quantum mechanical harmonic oscillator. Mathematical
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society. 1966, roc¢. 62, ¢. 2, s. 277-286.
Dostupné z DOI: 10.1017/30305004100039840.

5. KLIMA, Jan; VELICKY, Bedfich. Kvantovd mechanika I. Univerzita Karlova v
Praze, nakladatelstvi Karolinum, 2016. 1SBN 9788024629377.

6. HERIBAN, Lukas. Aprozimace jednorozmeérnijch relativistickych bodovych interakct
pomoci nelokdlnich potencidlud. 2020.

7. TESCHL, Gerald. Mathematical methods in quantum mechanics: with applications to
Schrodinger operators. Providence, R.I: American Mathematical Society, 2009. ISBN
9780821846605.

8. BEREZIN, Feliks Aleksanarovich; SHUBIN, Mikhail Aleksandrovich. The Schrédin-
ger Equation. Dordrecht: Springer Netherlands, 1991. 1SBN 978-94-010-5391-4.

9. HLAVATY, Ladislav; STEFANAK, Martin. Slabikdf kvantové mechaniky. 2018.

10. ABRAMOWITZ, Milton; STEGUN, Irene A. Handbook of Mathematical Functions
with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. Journal of the American Statistical
Association. 1964, ro¢. 59, ¢. 308, s. 1324. Dostupné z DOI: 10.2307/2282672.

11. ERDELYI, Arthur; SWANSON, C. A. Asymptotic forms of Whittaker’s confluent
hypergeometric functions. Memoirs of the American Mathematical Society. 1957, ¢.
25. Dostupné z DOI: 10.1090/memo/0025.

12. STRAUSS, Vladimir; WINKLMEIER, Monika. On the one-dimensional harmonic
oscillator with a singular perturbation. 2015. Dostupné z arXiv: 1506.06264 [math.FA].

13. HISLOP, Peter D.; POPOFF, Nicolas; RAYMOND, Nicolas; SUNDQVIST, Mikael.
Band functions in presence of magnetic steps. Mathematical Models and Methods
in Applied Sciences. 2016, roc¢. 26, ¢. 1, s. 161-184. Dostupné z pDOI: 10. 1142/
S50218202516500056.

14. ABDURROUF, A.; NURHUDA, M.; WIYONO. Modelling one-dimensional crystal
by using harmonic oscillator potential. IOP Conference Series: Materials Science and
Engineering. 2019, roc¢. 546, s. 052001. Dostupné z DOI: 10.1088/1757-899X/546/
5/052001.

15. STEFANAK, Matrin. Potencidl tvaru delta funkce, Diracuv hieben. In: Cviceni z
kvantové mechaniky 2. Praha, 2021, s. 8-16.

31


https://doi.org/10.1017/S0305004100039840
https://doi.org/10.2307/2282672
https://doi.org/10.1090/memo/0025
https://arxiv.org/abs/1506.06264
https://doi.org/10.1142/S0218202516500056
https://doi.org/10.1142/S0218202516500056
https://doi.org/10.1088/1757-899X/546/5/052001
https://doi.org/10.1088/1757-899X/546/5/052001




Prilohy

A Koeficient X (0,w(2n + 1)) v Taylorové rozvoji 2. fadu z
kapitoly 4.5.2

" _ 272"73(27’?’ + 1) 2 1 n\*
An(0,w(Zn 4 1)) = — S o on T 17108 (2) + (An £ 2@ () 727 2T (5 - 5) '

: ((2n+ 1)y (% - g)Q —32n+1)%p©@ (Z)2> -

- (72(211 +1)%p® (% - g) @ (,g) —42n+ 12 (—n) — 8(2n + 1)y ® (,g) - 12) -

— 4" 3 (2n + 1)w’T(—n)>-

- (=16n(n+ D)9 (=n) — 4 (—n) + 3) + 4(2n + 1)* (log(2) — vV (—n))*) +

+2(2nw + w)’T <7§) .
1 n

. (3(2n + 170 (5 - 5)2 + (20 +1)%p® (fg) —4(2n + 1)2w<1>(n)>

_ (8(2n + 1)@ (—g) —2(2n + 1) © (% - g) ((Zn + 1)y © (—g) + 8) - 28)
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B Porovnani funkce )\ z kapitoly 4 numerickym vypoctem
a Taylorovym rozvojem do 2. radu pro rtzné hodnoty w
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C. Graf zavislosti A(w4) z kapitoly 5, pro rizné hodnoty w_ 35

C Graf zavislosti \(w,) z kapitoly 5, pro rtizné hodnoty w_
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D Graf zavislosti energie \(q) z kapitoly 6 na kvazihybnosti
q pro hodnotu a =7,5

a=7,5
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