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Uvod

Couranttv algebroid je dilezitou matematickou strukturou, kterd nachazi uplat-
néni naptiklad v symplektické nebo Poissonové geometrii [2], ale také pri popisu kla-
sické mechaniky s vazbami nebo supergravitace [4]. V této praci budeme chtit ukazat,
ze tyto struktury lze sdruzovat do tzv. kategorii, tj. specialnich kolekci objektii a je-
jich morfizmi. Abychom vsak mohli definovat Couranttiv algebroid a studovat jeho
vlastnosti, je v prvni fadé nutné vybudovat prislusny matematicky aparat.

V prvni kapitole si tedy nejprve predstavime vektorové fibrované prostory (vek-
torové bandly). Jednd se o matematickou strukturu, kterd sestava z podkladové
variety M a kolekce vektorovych prostorti. Kazdému bodu z M je pritazen jeden
z téchto prostoru tak, aby finalni struktura vypadala lokdlné jako kartézsky soucin
M s R™. Globélné vSak tato vlastnost nemusi platit. Z uvedenych prikladd pro nas
bude dilezity predevsim tecny vektorovy bandl. Nakonec se podivame na vektorovy
podbandl a produktovy bandl, které vyuzijeme pti budovani morfizmu mezi algebro-
idy. Zpusob vystavby a jednotliva tvrzeni byla do této kapitoly prevazné prevzata
z [11].

Ve druhé kapitole se jiz seznamime se samotnym pojmem algebroid, tedy vekto-
rovym bandlem s néjakou dodate¢nou strukturou (kotva, zdvorka, povlaknova me-
trika), a jeho zdkladnimi tfemi formami: Leibniztv, Lieiv a Courantiv. Déle si
ukazeme specialni ttidu tzv. exaktnich Courantovych algebroidii a na zavér také
jak vypadd izomorfizmus Courantovych algebroidii. Jako podklad pro tuto kapitolu
poslouzila prace [12].

Treti kapitola je vénovana involutivnim strukturam, jejichz pochopeni je velmi
dtlezité pro zavedeni morfizmu mezi Courantovymi algebroidy. Postupné zde roze-
bereme podminky izotropie, kompatibility kotvy a involutivity, které musi vektorovy
podbandl spliiovat, aby mohl tvorit involutivni strukturu. Jako zdroj byl vyuzit ¢la-
nek [13].

V posledni kapitole se postupné od zavedeni produktového Courantova alge-
broidu pres vlastnosti grafu morfizmu vektorového bandlu dopracujeme az k defi-
nici morfizmu Courantovych algebroidi. Ten byl piivodné definovan jako Diracova
struktura (maximalné izotropni podbandl) nad grafem hladkého zobrazeni variet
a to pouze mezi algebroidy s neutrdlni signaturou povlaknové metriky [1]. Tento
pozadavek na signaturu byl pozdéji v praci [3] vynechan. Lze vsak ukézat, ze takto
zkonstruované morfizmy obecné nelze skladat. V této praci proto budeme morfizmus
definovat podle [8] jako involutivni strukturu nad grafem hladkého zobrazeni variet.
Nésledné ukazeme ekvivalentni podminky, které musi zobrazeni mezi algebroidy spl-
novat, aby mohla byt jejich morfizmy, a konkrétni pripady, ve kterych lze tyto slozité
vztahy vyrazné zjednodusit. Nakonec dokazeme, ze lze takto definované morfizmy
skladat a ze spolu s Courantovymi algebroidy opravdu tvori kategorii.






Kapitola 1

Vektorovy bandl

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1.1. Necht E, M jsou hladké variety a zobrazeni 7: £ — M je hladka
surjekce. Rekneme, Ze (E, 7, M) je vektorovy bandl hodnosti r, pravé kdyz pro
kazdy bod p € M plati:

1. Mnozina E, := 7~ !(p) je redlny vektorovy prostor dimenze r.

2. Existuje oteviené okoli U bodu p a difeomorfizmus ¢y : 7= 1(U) — U x R” tak,
ze m 0 ¢y =, kde m: U x R" = U je projekce, a jehoz zzeni ¢y|g, : E, —
{p} x R" je linedrni izomorfizmus.

Varieta E se nazyva totalni prostor, varieta M bazicky prostor a vektorovy
prostor £, vlakno nad bodem p. Zobrazeni ¢y nazyvame lokalni trivializaci
7 1(U).

Pro obecnou konstrukci vektorového bandlu se s vyhodou uziva nasledujiciho
tvrzeni:

Tvrzeni 1.1.2. Nechf plati:
1. M je n-rozmérnd hladka varieta.

2. FE je mnozina, ktera spolu se surjekci 7: £ — M splnuje, ze pro kazdé p € M
je E, :== 7 !(p) vektorovy prostor dimenze r € Ny.

3. {Us}aer je oteviené pokryti M a ¢,: 71 (U,) — U, x R" jsou bijekce. Navic
pro kazdé a € [ je myo ¢, = 7, kde m1: Uy X R" — U, je projekce, a pro kazdé
p € U, je zzeni ¢q|g, : E, — {p} x R" linearni.

4. Pro mnoziny U,, Us s neprazdnym priinikem je definovano prechodové zobra-
zeni gop: Uy N Uz — GL(1, R) takto:

9ap(P)]z = m2(¢a(d5' (p,2))), = €R', peUanUs,

kde my: U, x R” — R" je projekce a GL(r,R) je mnozina vsech reguldrnich
matic rozméru r X r s hladkou strukturou na oteviené podmnoziné R™". Tato
zobrazeni g, jsou hladka.

11



12 Kapitola 1. Vektorovy bandl

Potom Ize na E jednoznacné definovat topologii a hladkou strukturu tak, ze
zobrazen{ m: E — M je hladké a pro kazdé a € I jsou ¢ : 71 (U,) — Uy X R”
difeomorfizmy a tudiz (E, 7w, M) vektorovy bandl nad M.

Diikaz. Lze nalézt v [6]. O

Definice 1.1.3. Necht (Ey,7p,, M) a (Ey, 7g,, Ms) jsou vektorové bandly. Rek-
neme, ze dvojice hladkych zobrazeni (F : Ey — Es, ¢ : My — M,) je hladky
morfizmus bandli, pravé kdyz plati:

1. diagram
B, 1> B,
| |= (1.1)
M, T> M,y
komutuje,

2. pro kazdé p € M je ztzeni Fp,: Ey|, = Es|yp) linedrni zobrazeni.

Pod timto nazvem se casto rozumi samotné zobrazeni F: E; — FEs.

Specialné, pokud 7, i mg, zobrazuji do M a ¢ je identické zobrazeni I, na-
zyvame dvojici (F : Ey — Es, ;) morfizmus bandla nad M. Existuje-li navic
morfizmus bandli G : Ey, — E; nad M takovy, ze F oG = g, a Go F = I,
nazyvame F izomorfizmus bandla nad M a bandly (Ey, g, M), (E2, 7g,, M)
izomorfni bandly nad M.

Definice 1.1.4. Rekneme, 7e vektorovy bandl (E,7g, M) je trividlni, prave kdyz
je izomorfni s bandlem (M x R" 7, M).

Priklad 1 (Produktovy bandl). Necht V' je vektorovy prostor dimenze r, M je
hladka varieta a zobrazeni m: M x V — M je projekce na prvni slozku. Potom
(M xV,m, M) tvori vektorovy bandl hodnosti 7 a nazyvame jej produktovy bandl.

Priklad 2 (Mobitiv bandl). Necht S* je kruZnice a E Mébiova paska, kterou ziskdme
jako kvocient prostoru (0,1) x R zavedenim ekvivalence

0,4 ~ [1, —].

Necht 71 : (0,1) x R — (0,1) je projekce na prvni slozku, ¢: (0,1) x R — F je
faktorové zobrazeni a necht ¢: (0,1) — S*, ¢(0) = (1), je hladkd parametrizace
S1. Definujme projekci m: E — St tak, aby graf

0,)xR 2= FE

|
(0,1) — St
komutoval.
Zkonstruujme nyni lokalni trivializace. Méjme dvé oteviend okoli Uy, U, € S*,
ktera pokryvaji S a zaroven splituji:
Ur = {p(7)|r € (ar,01)},
Up ={3(7)|7 € (az,b2)},
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kde ¢: (0,1) — S! je jina hladkd parametrizace S'. Definujme déle nové faktorové
zobrazeni ¢ tak, aby ztstala projekce 7 pfi zdméné q <> ¢, ¢ <> ¢ stejnd. Lokdlni
trivializace pak ziskame takto:

Sv,(r) = (n(r),2), r=q(§2)en (Uh), (§x)€e (Uh) xR,
Sup(r) = (n(r),2), r=4q(§2) €n(Ua), ()€ @™ (U) xR

Potom (E,m, S') tvori vektorovy bandl a nazyvdme jej Mobitv bandl.

Priklad 3 (Te¢ny bandl). Necht M je n-rozmérna hladké varieta. Definujme mno-
zinu vSech tecnych vektori k M takto:

T™ = | | T,M, (1.2)

peEM

kde T, M je tecny vektorovy prostor k varieté M v bodé p. Dale definujme projekci
7:TM — M:v— p, veT,M Na M zvolme atlas {Uy, ¥ taer @ 0zna¢me pro
kazdé o € I (x%a), s x?a)) soubor soutadnic piislusny dvojici (U,, 14). Protoze pro
kazdé v € 7 1(U,) existuje jednozna¢ny rozklad v = via%“(v), muzeme definovat

(@
zobrazeni ¢o: 71 (U,) — U, x R™ takto:

Zuzeni ¢o |1, 1 je ziejmé linedrni. Nakonec pro kazdé p € U, N Ug a kazdé (v*, ..., v™)T
€ R" plati:

-0 Oxja P
%l(p, (v, ..., v™) g _ i ()

=V o = 55— (P) 5
O O~ Oy

-

92(g)
zobrazeni g.5: Uy NUs — GL(n,R) je hladké. Tim jsou splnény vSechny pozadavky
tvrzeni 1.1.2 a soubor (T'M, 7, M) proto tvoii vektorovy bandl. Nazyvame jej tecny
bandl k M.

Funkce (p) jsou hladké a tvoif prvky reguldrni matice g,g. Odtud plyne, ze

1.2 Vektorovy prostor rezi

Definice 1.2.1. Necht (E,m, M) je vektorovy bandl a U je oteviena podmnozina
M. Rekneme, Ze zobrazeni o: U — E je Fez vektorového bandlu (E, 7, M) nad
U, prave kdyz mo o = .

Mnozinu vsech hladkych fezu vektorového bandlu (E, 7, M) nad U oznac¢ujeme
[(U, E) nebo T'y(E). Je-li U celd varieta M, zkracujeme zépis ['(M, E') pouze na
I'(E).

Pozndmka 1. Pro kazdé f € C*(U) a o € I'(U, E) definujeme fez fo:
(fo)p) = f(p)o(p) € Ep, pel. (1.3)

Potom je i fo € I'(U, E) a snadno se ovéri, ze I'(U, E) tvoii modul nad okruhem
C>(U).
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Definice 1.2.2. Necht (Fy,7g,, M) a (Es2, mg,, M) jsou vektorové bandly nad M
a necht zobrazeni F : E; — FE,, ¢ = I, splnuji pozadavky definice 1.1.3, kromé

hladkosti. Definujeme zobrazeni F z prostoru fezu bandlu (E, 7z, M) do prostoru
fezu bandlu (F, g, M) takto:

Fu(o):=Foo. (1.4)
Pozndmka 2. Toto zobrazeni je C°°(M )-linearni, nebot pro kazdé f € C°(M) plati:

(Fx(fo)(p) = (Fo(fo))p) = F(f(p)o(p) =
= () (Foalp) = (fFy(0)(p), peM

Pozndmka 3. Pozdéji budeme symbol # u zobrazeni Fu casto vynechavat, nebot
bude z kontextu jasné, o které zobrazeni se jedna. V této kapitole ho vsak pro
prehlednost budeme diisledné vypisovat.

Lemma 1.2.3. Zobrazeni F : Ey — F, z definice 1.2.2 je hladké, pravé kdyz

Tvrzeni 1.2.4. Necht (E, 7, M) je hladky vektorovy bandl a o € T'(U, E), kde U
je oteviend podmnozina M. Potom pro kazdé p € U a kazdé jeho okoli W, které
spltiuje W C U, existuje fez ¢ € I'(E) tak, Ze se s fezem o shoduje na okoli W.

Zobrazeni mezi prostory fezi dvou vektorovych bandli pro nas budou velmi
dilezité. Prozkoumejme tedy nyni nékteré jejich vlastnosti.

Definice 1.2.5. Necht (Ey,7g,, M), (Es, mg,, M) jsou vektorové bandly a necht
a: T(E)) — I'(E,) je R-linearni zobrazeni. Rekneme, Ze zobrazeni o je lokalni
operator, pravé kdyz pro kazdé oteviené okoli U C M, na kterém je ez o nulovy,
jeifez a(o) nulovy. Rekneme, Ze zobrazeni o je bodovy operator, prave kdy# pro
kazdy bod p € M, ve kterém je fez o nulovy, je i fez a(o) nulovy.

Tvrzeni 1.2.6. Necht (Ey, 7g,, M), (Es, mg,, M) jsou vektorové bandly. Je-li zob-
razeni a: ['(Ey) — T'(Ey) C°°(M)-linearni, potom je to lokalni operator.

Véta 1.2.7. Necht (Ey,7g,, M), (E2, mg,, M) jsou vektorové bandly, zobrazeni «:
I'(Ey) — I'(E») je lokalni operdtor a o € I'(E}) je globalni fez. Potom ke kazdé
oteviené podmnoziné U C M existuje pravé jedno linedrni zobrazeni ay : T'(U, Ey) —
['(U, E,) tak, ze

ay(olv) = alo)v. (1.5)

Zobrazeni ay nazyvame zazeni a na U.

Diikaz. Necht U je oteviend podmnozina M, p € U a o € I'(U, Ey). Podle tvrzeni
1.2.4 existuje globalni fez ¢ € T'(E}), ktery se shoduje se o na néjakém okoli W
bodu p. Definujme ay (o) na W takto:

(au(9))(q) = (a(@))(q), qeW.

Necht & € T'(F;) je jiny tez, ktery se se o a ¢ shoduje na okoli W. ProtoZze «
je lokéalni operdtor, plati a(o)|lw = a(d)|w a tedy (ay(0))(g) je dobfe definovano,
nebot nezavisi na vybéru a. Z definice déle rovnou plyne, ze oy (o) je hladké, jakozto
tez (B, mp,, M).
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Necht je nyni ¢ € I'(E}) globalni fez. Zjevné ¢ tvoii globalni prodlouzeni 9|y .
Potom pro kazdé p € U plati:

(aw (¥[v))(p) = (a(¥))(p),

neboli ay(Y|y) = a(¥)|v. O

Tvrzeni 1.2.8. Necht (Ey,7g,, M), (E2, mg,, M) jsou vektorové bandly, zobrazeni
a: ['(E,) — I'(Ey) je lokalni operdtor, U je oteviend podmnozina M. Je-li a C*(M)-
linedrni, potom je ziuzeni ay: I'(U, E) — I'(U, F') C*°(U)-linearni.

Pti popisu vektorovych prostori casto vyuzivame jejich béaze. Obecné nelze

podobnou strukturu zavést na celém vektorovém bandlu, ale lokalné mtizeme pomoci
fezi definovat tzv. rdam, ktery nad kazdym bodem tvori bazi prislusného vlakna.

Definice 1.2.9. Necht (E, 7w, M) je vektorovy bandl hodnosti r a U je oteviena pod-
mnozina M. Rekneme, Ze soubor fezii (o1, ..., 0,) bandlu (E, 7, M) nad U je lokéalni
ram vektorového bandlu (E,x, M), pravé kdyz pro kazdé p € U tvori soubor
(01(p), ..., 0+(p)) bézi prostoru E,. (01, ..., 0,) nazveme globalni ram vektorového
bandlu (E, 7, M), pravé kdyz U tvori celé M.

Pozndmka 4. 7 definice vektorového bandlu plyne, ze pro kazdy bod m € M existuje
néjaké okoli, na némz lze sestrojit lokalni ram.

Tvrzeni 1.2.10. Vektorovy bandl (E,w, M) je trividlni, pravé kdyz ma globalni
ram.

Lemma 1.2.11. C*°(M)-linedrni zobrazeni a:: I'(E}) — I'(Es) je bodovy operétor.

Diikaz. Chceme ukézat, ze pro kazdy fez o € I'(Ey) a bod p € M, plati:

op) =0 = (af0))(p) =0.

7, poznamky 4 vime, ze existuje okoli U bodu p, na némz existuje lokalni ram.
Oznaéme jej (071, ...,0,). Rez 0 miZeme tedy na okoli U zapsat ve tvaru

oly =ad'o;, a' € C™().

Je-li nyni o(p) = 0, potom nutné viechna a’(p) = 0. S vyuzitim 1.2.6, 1.2.7 a 1.2.8
potom muzeme psat:

(a(0))(p) = (alu(olv))(p) = (elv(a'e:)(p) = @' (p)(a(0:))(p) = 0.

Lokalni ram lIze také vyuzit pro dikaz nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 1.2.12. Necht a: I'(Ey) — I'(Es) je C°(M)-linedrni. Potom pro kazdé
p € M existuje jednoznacné linedrni zobrazeni F,: Ei|, — Es|, tak, Ze pro kazdé
o€ F(El),

Fp(o(p)) = alo)(p). (1.6)
Véta 1.2.13. Necht {F} je mnozina vSech morfizmi bandlia Fy a Ey nad M a {a}

mnozina vSech C*°(M)-linearnich zobrazeni z I'(E;) do I'(E,). Potom existuje vza-
jemné jednoznacné prirazeni

{F} <= {a}.
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Diikaz. Ukazeme nejprve surjektivitu. Méjme C*°(M)-linedrni zobrazeni o: I'(Ey) —
I'(Ey). Z tvrzeni 1.2.12 vime, ze pro kazdé p € M a o € I'(E}) existuje linedrni zob-
razeni F,: Ei|, — Es|, spliujici vztah F,(o(p)) = a(o)(p). Definujme zobrazeni
F: Ey — E, pro kazdé e € E,|, takto:

Fle) = Fyle).
Potom pro libovolné p € M a o € I'(E}) plati:

(F(0)(p) = Fla(p)) = Fplo(p)) = a(0)(p),

coz dokazuje o = Fy. Protoze Fu: I'(E;) — I'(Ey), je zobrazeni F: Ey — E, podle
lemmatu 1.2.3 hladké. Navic pro kazdé p € M a e € E;|, plati:

(7, 0 F)(e) = 7, (Fp(€)) = mmy(€') = p =7, (€), € € Ealy.

F je tedy podle definice morfizmus vektorovych bandli.

Ukazme dale injektivitu. Necht F,G : E; — FEs jsou dva morfizmy bandli
takové, ze Fy = Gy = a: I'(Ey) — ['(Es). Pro libovolné e € E,|, vezmeme Tez
o € I'(F,) tak, aby o(p) = e. Potom plati:

(F4(0)(p) = (Gx(0))(p) =

B
S
|
B
2
=
I

tedy F =G. n

Tvrzeni 1.2.14. Necht (E;, 7y, M), i € {1, ...k}, (Eo, 7g,, M) jsou vektorové ban-
dly a necht zobrazeni a: I'(E}) X ... x I'(Ey) — ['(Ep) je C(M)-linedrni v kazdém
argumentu. Potom pro kazdé p € M existuje zobrazeni F,: E1|, X ... X Eg|, — Eolp,
které je R-linearni v kazdém argumentu a pro vsechna o; € I'(E;) spliuje:

Fp(01(p), - o(p)) = (a1, ., 0%)) (P)-

1.3 Operace na vektorovych bandlech

Definice 1.3.1. Rekneme, 7e vektorovy bandl (L, 71, M) je podbandl vektorového
bandlu (E,7g, M), pravé kdyz plati:

1. Prostor L je regularni (vloZend) podvarieta variety F.
2. Vlozeni i: L — F je hladky morfizmus bandli nad M.

Definice 1.3.2. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl a zobrazeni ¢ : N — M je
hladké zobrazeni variet. Definujme mnozinu ¢*E, projekci 7' : ¢*E — N a zobrazeni
¢: ¢p*E — E nasledovné:

P E={(n,e) € N x E[p(n) =m(e)},
w(n,e) :=n,

o(n,e) = e.

Trojici (p*E, 7', N) nazveme pullback bandl vektorového bandlu (E, 7, M).
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Pozndmka 5. Pullback bandl tedy spliiuje nasledujici komutativni diagram:

WE —» [

N —— M.
(%2}

Pozndmka 6. Ke kazdému fezu o € I'(E) lze definovat pullback fez p*o € I'(¢*E),
ktery kazdému n € N pritazuje bod (n,e) € ¢*E tak, aby platilo:

Tvrzeni 1.3.3. Pullback bandl (¢*E, 7', N) m4 strukturu vektorového bandlu nad
N.

Diikaz. Opét vyuzijeme tvrzeni 1.1.2. Prvni dva pozadavky tohoto tvrzeni jsou
zjevné splnény. Protoze (E,m, M) je vektorovy bandl, existuje soubor {U,, ¢4 }ac7,
kde {U,} je oteviené pokryti M a ¢,: 771 (U,) — U, x R” jsou lokélni trivializace.
Pomoci zobrazeni ¢ muzeme zavést pokryti {V,,} variety N, kde

Vo = ¢ H(U,).

Toto pokryti je diky hladkosti ¢ opét oteviené. Definujme nyni zobrazeni 1, :
VL) = Vi X R

Ya(n, €) := (n,m2(ale))).

Z definice V,, a ¢*E je pro vSechna (n,e) € W!_I(Va), e € 7 1(U,). Zjevné plati,
7e m o, = T, a z linearity ba|E, je pro viechna n € N i ¥y|(pp), : (9" E)y —
{n} x R" linearni. UkaZme, Ze je toto zobrazeni bijektivni. Definujme zobrazeni ¢, *
pro vsechna (n,z) € V, x R" takto:

o' (n,7) = (n, 05" (p(n), ).

Potom plati:

(Yo 093 (n, ) = va(n, @5 (9(n), 7)) = (n, m2(p(n), 7)) = (n, ),
(Yo' 0 Pa)(n,€) =15 (n,ma(da(€)) = (n, &5 ' (7(€), ma(¢ale)))) = (n,€).

Nakonec je tteba ukazat hladkost prechodovych zobrazeni. Pro libovolna dvé okoli
Va, Vj s neprazdnym prinikem a pro kazdé n € V,, N Vj plati:
9as(n)]z = (e (V5 (n,2))) = ma(valn, 65" (¢(n), 7)) =
= ma(¢a(95 ' (2(n), 2))) = [gas(0(n))],

kde gns znaci pfechodovd zobrazeni na (E,m, M). Vidime, Ze g5 = gap © ¢. Z hlad-
kosti gas a ¢ plyne hladkost gis a (¢*E, @', N) tedy tvoii vektorovy bandl. O

Véta 1.3.4 (univerzalni vlastnost pullback bandlu). Necht (Ey, 7g,, M), (E2, 7g,, N)
jsou vektorové bandly, (F: Fy — Ej,¢: N — M) je morfizmus bandli a necht



18 Kapitola 1. Vektorovy bandl

(¢*Ey, 7', N) je pullback bandl. Potom existuje pravé jeden morfizmus vektorovych
bandlu (F: Ey — ¢*Eq, Iy) tak, ze nasledujici diagram komutuje:

Diikaz. Jednozna¢nost plyne primo z diagramu (1.7), nebot pro kazdé q € E; je

nutné F(q) = (g, (), F(q))- Navic (g, (9)) = 78, (F(q)) a proto (r,(q), F(q)) €
@*E. Protoze F je linearni po Vlaknech je i zobrazen{ F linedrni po vlaknech.

7 hladkosti 7g,, F dostavame hladkost F.Fj je tedy morfizmus bandli nad N. [

Priklad 4 (Restrikce vektorového bandlu). Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl,
S C M je podvarieta a i: S — M jeji vloZeni do M. Oznaéme E|g := 7 1(S) a 7g
zizeni m na E|g. Z definice pullback bandlu a vlozeni ¢ plati:

i"E={(s,e) € Sx El|i(s) =7(e)} ={(s,e) € sx E|s=m(e)}.

Prostor i*E lze tedy ztotoznit s E|s a projekce ©': i*E — S s 5. (E|g,7s,S) proto
ma strukturu vektorového bandlu a nazyvame jej restrikce vektorového bandlu
(E, 7, M).

Definice 1.3.5. Necht (Ey,7ng,, M), (E2, 7g,, M) jsou vektorové bandly obecné
ruzné hodnosti. Direktni soucet totalnich prostoru Ei, Fy definujme jako mnozinu

E1 D E2 = |_| E1|p D E2|p.

peEM

Dale definujme projekci 7 : Ey @& Ey — M pro kazdy bod (e,e’) € Ei|, ® Esf,
prirozené jako

7((e,€')) :==p.

Trojici (Ey & Es, m, M) nazveme direktni soucet vektorovych bandlu (Ey, 7g,, M),
(EQ, TEy M)

Pozndmka 7. Na tomto direktnim souctu lze pomoci vlastnosti vektorovych bandli
(B, mg,, M), (Ey, 7g,, M) opét zavést strukturu vektorového bandlu.



Kapitola 2

Leibnizovy, Lieovy a Courantovy

algebroidy

2.1 Leibnizovy algebroidy

Definice 2.1.1 (Leibnizuv algebroid). Necht (E,m, M) je vektorovy bandl, dvojice
(p: E — TM, 1) hladky morfizmus bandli nad M a necht [-,-]|g : T(E) x I'(E) —
['(E) je R-bilinearni zobrazeni. Rekneme, Ze trojice (E, p, |-, |r) je Leibniziv al-

gebroid, praveé kdyz plati:
1. Pro kazdé 0,0’ € I'(E) a f € C*(M) plati Leibnizovo pravidlo:
[0, fo'le = flo, o'l + (p(o) f)o"

2. Pro kazdé o,0',0"” € T'(F) spliuje zobrazeni [, -|g Leibnizovu identitu:
[07 [0/7 UII]E]E = [[Uv Jl]E’ UH]E + [0/’ [07 U”]E]E'
Zobrazeni p nazyvame kotva Leibnizova algebroidu.
Pozndmka 8. Necht 0,0',0" € I'(E) a f € C®°(M). Z (2.2) dostavame:
[07 [0,7 fo_”]E]E = Haa OJ}EH fo—”]E + [0/7 [0_7 fo_”]E]E'

VsSechny t1i vyrazy upravime pomoci Leibnizova pravidla:

[07 [0/7 fUII]E]E = [07 f[alv UU]E + (p(oj)f)gn]E = f[o‘, [0,/’ UU}E]E +
+ (p(0)N)lo’, 0”& + (p(a") f)lo, 0"l + (p(o)(p(c”) f))o”,

[[07 Ul]Ev fU/,]E = f[[O', O-I]Ev OJ,]E + (p([()‘, U,]E)f>0’

[UI, o, fJH]E]E = [0/> flo, U”]E + (P(U)ﬁaﬁ]E = f[U/: [, U”]E]E +
+ (p(a") o, 0"e + (p(o) o’ "]k + (p(a)(p(0) f))o".

Dosazenim do (2.3) ziskdvame:

(p(a")(p(a) )" + (p([o, 0'p) flo" = (p(a)(p(0) £))o"

A konecné z definice komutatoru [+, -|:

p(lo,0'lg) = [p(o), p(a")].

Zobrazeni p je tedy zavorkovy homomorfizmus.

19
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Priklad 5. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl a necht pro kazdé m € M existuje
R-bilinedrni zobrazeni [-, -], : E, X E,, — E,, spliujici Leibnizovu identitu. Déle
definujme pro kazdé 0,0’ € T'(FE) zobrazeni [-,] : '(E) x I'(E) — I'(E) takto:

[0, 0'|(m) := [o(m), o’ (m)]m, m € M.
Potom pro vSechny f € C*°(M) plati
[0 fo'] = flo, 0]

a zobrazeni [-, -] navic spliuje Leibnizovu identitu. (E,0,[-,]) tedy tvori Leibnizuv
algebroid.

Poznamka 9. Jedna se o priklad tzv. 4dpiné netranzitivniho Leibnizova algebroidu
(p=0).

Priklad 6. Necht £ = TM ®APT*M, kde p > 0. Potom tezy E ozna¢ime X +¢&, kde
X e X(M)ag e Qr(M). Kotvu p definujeme jako projekci na T'M, tj. p(X+¢&) := X,
a zavorku [-;-]p (nazyvanou Dorfmanové zavorka) definujeme pro vsSechny rezy
X +&, Y 4+ne'(E) nasledovne:

(X +&Y +nlp = [X, Y]+ Lxn — iydE.
Ukazme nyni, ze [-,-|p spliiuje Leibnizovo pravidlo.

X+ &S +0)lp =X+ & fY + fnlp = [X, fY] + Lx(fn) +ipyd =
= X(JY) = fYX + fLxn+ Lx(f)n — fivd§ =
= fXY +(XN)Y = fYX + fLxn+ (X f)n — fivd§ =
= fIX. Y]+ fLxn — fiyd§ + X f(Y +n) =
= fIX+&Y +nlp+ (p(X + /)Y +n)

Déle chceme ukazat, ze [-,-|p splnuje i Leibnizovu identitu, tj. ze plati

[X+€>[Y+777Z+T]D]D: [[X+€>Y+U]D7Z+T]D+
+ Y +n,[X+& Z+7]plp.

Ekvivalentné pomoci definice [-,-|p

[X, [K Z]] + ﬁx(ﬁyT - sz’)?) - i[yyz]dg = HX, Y]Z] + ;C[XyY]T - sz(ﬁxn - Zyd&) +
+ [V, [X, Z]] + Ly (LxT —izd€) — ijx zdn.

Protoze pro komutator a Lieovu derivaci plati

[X> [Yv Z” = HX’ Y]’Z] + [Ya [X7 ZH?
Lixy)=LxLy — LyLx,

staci ukazat nasledujici rovnost

—Lx (izdn) —iyy,z1dé = —izd(Lxn) +izd(iyd§) — Ly (izd§) — ix,z1dn.  (2.5)
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Pro vnitini soucin, Lieovu derivaci a vnéjsi derivaci dale plati nasledujici identity
(vizte [5]):

ixy) = Lxiy —iyLx, (2.6)
Lx =ixd+dix, (2.7)
Lxd=dLy. (2.8)

Upravime (2.5) a dostavame

izﬁydg = —izd(ﬁ){?ﬁ + sz<2yd£) + izﬁxdn,
iz(iyd + diy)d§ = izd(iydE)

Tato rovnost je jiz splnéna, nebot dd = 0. Trojice (F, p, [-,-|p) tedy tvoii Leibniztv
algebroid.

Definujme nyni jesté zobrazeni £F jako analogii Lieovy derivace na tenzorové
algebte T (E), které je indukované zavorkou [-, ] g.

Definice 2.1.2. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl a dale necht 0,0’ € T'(FE),
Y e I'(E*) a f € C®°(M). Potom na prostoru hladkych tenzorovych poli typu Z)
definujeme zobrazeni L : TP(E) — TP(E) takto:

1. Pro TX(E) X C®(M), LEf = p(o)f.
2. Pro T3 (E)
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I'(E), LEo' = [0,0']E.

3. Pro TX(E) 2 T'(E*), definujeme £+ pomoci kontrakce
(Lo, o) = p(o) (W, 0") = (¥, [0,0"]).

4. Pro obecny tenzor 7 € TP(E) definujeme L7 takto:

(ﬁUET)(ol,...,aq;l/)l,...,wp) =plo)r(o1,...,0001, ..., ¢) —
—T(EgEal,...,Uq;l/zl,...,wp)—...
...—7'(01,...,aq;wl,...,ﬁflpp),

pro vSechny o4, ...,0, € I'(E), ¢1,...,¢, € I'(E*).

2.2 Lieovy algebroidy

Definice 2.2.1 (Lietv algebroid). Necht (L,[,[-,-]1) je Leibniztv algebroid. Rek-

neme, ze trojice (L, 1, [-,]1) je Lieav algebroid, pravé kdyz [-, -], je antisymetrické
zobrazeni. |-, -] nazyvame Lieova zavorka a Leibnizovu identitu Jacobiho iden-
tita.

Priklad 7. Necht (T'M, 7, M) je te¢ny bandl k M a [-, -] je komutator vektorovych
poli. Potom (T'M,Irpy, [+, -]) tvori Lietv algebroid.

Priklad 8. Necht M = {p} a (V,[-,+]) je Lieova algebra. Potom (V. 0, [-,-]) je Lietv
algebroid nad bodem p.
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Priklad 9. Necht IT € X*(M) je antisymetricky bivektor na M a L = T*M. Pro
kazdé o, B € Q' (M) definujme kotvu p a zavorku [, -] takto:

pla) :==(a, ),
[, Bl = EH(&,.)@) — i, do.

Ukazme, ze zavorka je antisymetricka a spliuje Leibnizovo pravidlo.
(o, fBln = Lo,y (fB) — ingrp,yda =

= [Ln(a,)B + (e, ) [)B — fineg, do =
= fla, 8] + (p(a) f)B

[, Bl + (8, afn = Lo, — ings,ydo+ Lus,) = iniga,)d8 =
= Z'H(aj.)dﬁ + din(aj.)ﬂ - Z'H(/B,.)doz +
+ in(gj.)da + dz’n(gv.)a — iH(a,-)dﬁ =0,
kde jsme pro tpravu druhého vztahu vyuzili identity (2.7) a antisymetrie bivektoru
II. Ur¢it, za jakych podminek splnuje zavorka Jacobiho identitu je obtiznéjsi. Lze

vsak ukazat, Ze to nastane praveé kdyz II je Poissoniiv bivektor, tj. pravé kdyz vztah
{f, g} = (df,dg) definuje Poissonovu zavorku na M [12].

2.3 Courantovy algebroidy

Definice 2.3.1. Necht (E, w, M) je vektorovy bandl. Symetrickou C*°(M)-bilinedrni
formu (-, ) g: T(E)xT'(E) — C*(M), kterd v kazdém bodé p € M indukuje skalarni
soucin (-, -),, nazyvame povlaknova metrika (parovani) na E.

Pozndamka 10. Je-li z kontextu jasné, nad kterym bodem z M uvazujeme skalarni
soucin, a je-li tfeba rozlisit metriku podle totalniho prostoru, piSeme v dolnim indexu
pouze oznaceni prostoru, bod vynechavame.

Definice 2.3.2 (Courantuv algebroid podle Roytenberga [9]). Necht (E,p, [, ]r)
je Leibniztiv algebroid a (-,-)z je povlaknova metrika na E. Rekneme, Ze ¢tvefice
(E,p, (-, )E, |, ]r) je Courantuv algebroid, pravé kdyz plati:

1. Pro vSechny o,0’,0" € T'(E),
plo)lo’, 0" g = (lo,0']p,0")p + (0, [0,0"]E) - (2.9)

2. Pro vSechny 0,0’ € I'(E),

([0,015,0') = 50(0") (0,0 5 (2.10)

Formu (-, -)g nazyvdme Courantova metrika.

Pozndmka 11. Oznatme gg, € Ty (E) tenzorové pole odpovidajici formé (-,-)p.
Potom lze podminku (2.9) prepsat takto:
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Na tenzorové pole g, mizeme také nahlizet jako na zobrazeni gpy : I'(E) — I'(E*),
kterému lze diky vété 1.2.13 jednoznacné pritadit morfizmus bandli gg: E — E*.
Z definice (-,-)g navic plyne, Ze se jedné o izomorfizmus bandli nad M. Ozna¢me
dale p” : T*M — E* transpozici kotvy p. SloZeni gz o p” definuje nové uzitecné
zobrazen{ p*: T*M — E, které pro kazdé a € Q'(M) a o € T'(F) spliiuje podminku

(@), 0) = (@, p(a)). (2.11)

Nakonec definujme zobrazeni D: C*°(M) — I'(E) jako D := p* o d, kde d je vnéjsi
derivace. D je tedy zavedeno vztahem

(Df,0)p = plo)f, (2.12)
pro kazdé f € C*°(M) a e € T'(F). Podminka (2.10) lze potom pfepsat do tvaru
(0, 0] = ;D<a, o)p, (2.13)
coz muzeme dale upravit na
lo0,0'|g = —[0',0]lg + D{o,0')E. (2.14)

Pozndmka 12. Vztah (2.14) nyni umoznuje odvozeni Leibnizova pravidla v prvnim
argumentu:

[fo,0le = flo.0']e = (p(o”) f)o + (0,0 D/, (2.15)
pro vSechny 0,0’ € I'(E), f € C*(M).
Pozndmka 13. Ke kazdému Courantovu algebroidu (E,p,(-,*)g, [-,|r) pfirozené

existuje algebroid (F, p, —(-, ) g, [, |£), ktery ozna¢ujeme F.

Definice 2.3.3. Rekneme, ze Couranttv algebroid (E, p, (-,-)g, [, -]£) je exaktni,
prave kdyz je kratka posloupnost vektorovych bandla

0 — T"°M 25 B —" 5 TM — 0 (2.16)
exaktni.

Od zobrazeni p*, p tedy pozadujeme, aby p* bylo injektivni, p surjektivni
a Im p* = ker p.

Tvrzeni 2.3.4. Inkluze Im p* C ker p plati obecné pro vsechny Courantovy alge-
broidy.

Diikaz. K dikazu vyuzijeme Leibnizova pravidla pro prvni i druhy argument. Nej-
prve zapusobime zobrazenim p na vztah (2.1), kde zaménime o <> ¢’. Po upravé
dostavame identitu

(p(a") f)p(o) = 0.

Déle zaptuisobime zobrazenim p na vztah (2.15). Opét upravime a dostavame

(p(a") f)p(o) = (o, 0" ) ep(Df),
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coz po vyuziti prvni odvozené identity prepiSeme jako

(0,0 Yep(Df) =0,

pro vsechna 0,0’ € I'(E) a f € C*(M). Protoze je pro kazdé p € M skalarni
soudin, ktery indukuje povldknova metrika nedegenerovany, lze volit fezy o, o’ tak,
aby (o, 0")g(p) bylo nenulové. Tim obdrzime obecny vztah pro zobrazeni p a D:

poD=0. (2.17)

Nakonec vyuzijeme toho, Ze kazdé o € Q' (M) lze lokalné psat jako diferencidl néjaké
funkce f € C>(M). O

Priklad 10. Necht E = TM&T*M a (E, p,[,-]p) je Leibnizuv algebroid z prikladu
6 pro p = 1. Definujme kanonické parovani (-, -)g pro kazdé X + &Y +n e I'(F) =
X(M) @ QY(M) takto:

(X+&Y +me = Y)+(nX).

Toto parovani indukuje kanonicky izomorfismus E a E*, ktery zde ptsobi jako iden-
tita. Z toho plyne, Ze zobrazeni D puisobi na libovolnou funkei f € C°(M) jednoduse
jako

Df =0+ df.
Potom pro vSechna X + ¢ € I'(E) plati

X 46X + €]p = [X, X] 4 L€ — iyde = 0+ dix€ = Dlixé) = DIE, X)
_ ;D<X+£,X+£>E

a pro vSechna X + &, Y +1n,Z 4+ 7 € T'(E) plati:

PX+ OV +n,Z+7)p=X((n.Z) +(1.Y)) = Lx((n. Z) + (1.Y)) =
= (Lxn, Z) + (n, [X, Z]) + (Lx7,Y) + (7, [X, Y]) —iziyd —iyizd{ =
= (1, [X,Y]) + (Lxn —iyd{, Z) + (n, [X, Z]) + (LxT —izd€,Y) =
((X,Y]+ Lxn—iydé, Z +71)p + (Y +0,[X, Z| + LxT —izd)p =
=((X+&Y +np, Z+ 1)+ +n0,[X+&Z+7|p)E,

kde jsme vyuzili identitu

iyty +1zty = 0.

(E,p,(-,)E, |, ]p) tedy tvori Courantiv algebroid. Upravme nyni jesté zavorku
[-,-]p nésledujicim zptisobem. Necht H € Q3(M) je 3-forma na M. Definujme no-
vou zdvorku [-,-]%, zvanou H-twistovand Dorfmanové zavorka, pro vsechna

X +&Y +nel(E) takto:

X +&Y +np=[X+&Y +nlp— HX,Y,).
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Protoze H je C*°(M)-linedrni a iplné antisymetrickd, je splnéni axiomu (2.1), (2.9),
(2.10) zachovéano. Otézkou zustava, za jakych podminek je splnéna i Leibnizova iden-
tita. Dosadime tedy do vztahu (2.2) a vyuzijeme toho, ze pro klasickou Dorfmanové
zavorku je vztah splnén. Obdrzime néasledujici rovnost:

LxH(Y,Z, )+ H(X,[Y,Z],") = —izd(H(X,Y,")) + H(X,Y],Z,") +
+ LyH(X,Z, )+ H(Y,[X, Z], ).

Vyrazy upravime pomoci vnitiniho sou¢inu ¢ a prevedeme na jednu stranu:
LxiziyH + Z'[y7z]ixﬂ +igdivixH — iZi[X,Z}H — LyizgixH — Z'[XZ]Z'yH = 0.

Treti vyraz upravime pomoci identity (2.7) tak, abychom dostali vnéjsi derivaci
az k formé H, a operatory i rozlozime pomoci vztahu (2.6). Potom pro kazdé
X,Y,Z € X(M) dostavame

1ztyixdH = 0.

Forma H tedy musi byt uzaviend. V takovém pifpadé tvoii (E, p, (-, ) g, [, -]%) Cou-
rantuv algebroid.

Definice 2.3.5. Necht (Eu, p1, (-, Vs [ E), (B2, p2, (4 ) By |1 | E,) jsou Couran-
tovy algebroidy nad varietou M a necht zobrazeni F : E; — F je izomorfizmus
bandli nad M. Rekneme, ze F je izomorfizmus Courantovych algebroidi,
pravé kdyz pro vSechna 0,0’ € I'(E) plati:

L pa(F(0)) = pi(0),
2. (Flo), F(o'))p, = (0,0 ),
3. [‘F(U)v‘F(U,)]E2 :f<[0', 0/]E1)'

Tvrzeni 2.3.6 (Severa [10]). Kazdy exaktni Courantiiv algebroid je izomorfni Cou-
rantovu algebroidu vybavenému H-twistovanou Dorfmanové zavorkou.






Kapitola 3

Involutivni struktury

3.1 Izotropni podbandl

Definice 3.1.1. Necht (E,m, M) je vektorovy bandl a S je podvarieta M. Rek-
neme, ze (L, 7, S) je podbandl nad S, pravé kdyz (L, 7, S) je podbandl restrikce
(E‘S, s, S)

Méjme nyni na bandlu (F,mw, M) definovanou povldknovou metriku (-, -)g. Ta
indukuje povldknovou metriku na E|s (pro jednoduchost ji budeme znacit stejné).
V kazdém bodé p € M tedy mame definovany skaldrni soucin (-,-),. Pomoci néj
mizeme k podbandlu (L, 7y, S) nad S sestrojit ortogondlni podbandl (L*, 7y, S)
nad S. Vldkno L} nad bodem s € S definujeme nésledovné:

Lt ={veE,|{vl),=0,VIc L},
kde Ly je vlakno ptvodniho podbandlu L nad S.

Definice 3.1.2. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl s povldknovou metrikou (-, ) g
a necht (L, 7, S) je jeho podbandl nad S. Rekneme, Ze L je

1. izotropni vzhledem k (-, -)p, pravé kdyz L C L+,
2. koizotropni vzhledem k (-,-) g, pravé kdyz L+ C L.
Mnozinu vSech fezii L izotropnich vzhledem k (-, -) g oznacujeme I'°(L), tj.
(L) :={o € (L) |{0,0)r = 0}. (3.1)
Lemma 3.1.3. Podbandl (L, 7, S) nad S je izotropni, pravé kdyz I'(L) = T°(L).

Definice 3.1.4. Necht (V, (-, -)) je kvadraticky vektorovy prostor a W je jeho pod-
prostor. Rekneme, ze W je maximalné izotropni, pravé kdyz je izotropni a neni
vlastni podmnozinou jiného izotropniho podprostoru.

Definice 3.1.5. Podbandl (L, 7, .S) nad S nazveme maximélné izotropni, pravé
kdyz je pro kazdy bod s € S vldkno L, maximéalné izotropni podprostor kvadratic-
kého prostoru (E, (-, -)s)-

27
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Tvrzeni 3.1.6. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl s povldknovou metrikou (-, )
a necht (L, 7, S) je jeho podbandl nad S. Oznac¢me (r,s) signaturu formy (-, -)g.
Potom jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

1. L je maximalné izotropni.
2. rank(L) = min{r, s}.
3. T(L) =TO(LY).

Definice 3.1.7. Necht (E,m, M) je vektorovy bandl, na kterém je definovanda kotva
p, a necht (L,7,S) je jeho podbandl nad S. Rekneme, 7e L je kompatibilni
s kotvou p, pravé kdyz p(L) C TS.

Pro ucely dalsich tvrzeni ozna¢me symbolem I'(E; L) mnoZinu vSech fezt ban-
dlu (E, 7, M), jejichz zizeni na podvarietu S C M jsou fezy podbandlu (L, 7w, S)
nad S, tj.

D(E;L) == {0 € T(E)|o|s € T(L)}.

Lemma 3.1.8. Necht (E,mw, M) je vektorovy bandl s povldknovou metrikou (-, -) g
a kotvou p a necht (L,7,S) je jeho podbandl nad S kompatibilni s p. Potom pro
vSechna ¢ € T'(E; L) a f € C*°(M) plati:

p(ls)(fls) = (p()f)ls- (3.2)
Obecnéji, pro kazdé o € I'(L) a f € C*(M) plati:
p(o)(fls) = (Df)ls; o) e (3:3)

Diikaz. Ukazme nejprve, ze vztah (3.2) plyne pfimo z (3.3) dosazenim o := 9|s:

p(Wls)(fls) = (Df)ls: ¥ls)e = (Df, ) els = (df, p(¥))]s = p(¥) )]s

V dikazu vztahu (3.3) budeme postupovat zprava doleva:

(Dhls, o) = (p*ls(df)ls, o) e = ((df)]s, p(o)) = (d(fls), p(a)) = p(o)(f]5)-
0

Lemma 3.1.9. Necht S je vloZend podvarieta M a X € X(M). Potom X|g € X(.5),
pravé kdyz pro kazdé f € C*(M) takové, ze f|s =0, je X f|s = 0.

Tvrzeni 3.1.10. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl s povlaknovou metrikou (-, -) g
a kotvou p a necht (L, 7y, .S) je jeho podbandl nad S. Potom je (L, 7y, S) kompati-
bilni s kotvou p, pravé kdyz pro kazdou funkci f € C*°(M) plati implikace:

fls=0 = (Df)ls € I°(L).

Diikaz. Ze se jedna o nutnou podminku plyne pifmo z lemmatu 3.1.8, konkrétné
ze vztahu (3.3), a z toho, Ze pro viechna f € C*(M) je Df € T'%(E) (vizte (2.11)
a (2.17)). Pro dikaz obracené implikace méjme libovolny bod s € S a k nému
| € L. Sestrojme tez o € I'y(E; L) prochazejici bodem [. Z predpokladu plyne, ze
pro kazdou funkci f € C*°(M) spliujici f|s = 0 plati:

(p(@)())(s) = (plals)(fs))(s) = {(DPf)ls, ols)e(s) = 0.

To uz ale podle lemmatu 3.1.9 znamend, ze p(L) C T'S. O
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Tvrzeni 3.1.11. Necht (L, 7y, S) je podbandl E nad S kompatibilni s kotvou. Necht
o €T(E;L)ac’ € T(E) tak, ze o'|s = 0. Potom [0, 0'|g|s = 0 a [0/, 0|g|s € T°(L1).

Diikaz. Ozna¢me n = rank(FE). Mé&me libovolny bod s € S a k nému na néjakém
jeho okoli U C M lokalni rdm (o4, ...,0,). Ozna¢me déle S’ = SN U. Na okoli U
tedy miizeme psat o/ = fio;, kde fi|gs = 0 pro viechna i € {1,....,n}. S vyuZitim
Leibnizova pravidla (2.1) a vztahu (3.2) potom dostéavame:

0,06l = f'lsi[o, 0ilpls + (p(0)(f)|sails = (plols)(f]sr))oilsr = 0.

Tento vztah plati pro kazdé s € S a tudiz plati [0, 0’| g|s = 0. Této identity zdrovern
vyuzijeme spolu se vztahem (2.14) k dikazu druhé ¢dsti tvrzeni:

[0-/7 U]ElS - _[Ua U/]E|S + D<0Ja U>E|S = D<OJ7 0->E|S-

Navic (¢/,0)g|ls = (0¢'|s,ols)r = 0, nebot o¢’'|s = 0. Z tvrzeni 3.1.10 tedy plyne, zZe
[0, 0]rls € TO(LY). O

3.2 Involutivni podbandl

Definice 3.2.1. Necht (E,mw, M) je vektorovy bandl vybaveny Courantovou za-
vorkou [+, -]p a necht (L, 7, S) je jeho podbandl nad S. Rekneme, Ze (L, 7y, S) je
involutivni, pravé kdyz pro kazdé 0,0’ € I'(E; L) je [0,0'|g € T'(E; L).

Rekneme, 7e (L, 7, S) je lokalné involutivni na otevieném okoli U C M,
pravé kdyz pro kazdé 0,0’ € T'y(E; L) je [o,0'|g € Ty(E; L).

Lemma 3.2.2. Necht (E, 7, M) je vektorovy bandl a (L, 7y, S) je jeho podbandl nad
S. Pak (L, 7, S) je involutivni, pravé kdyz je lokalné involutivni na kazdé oteviené
podmnoziné U C M. Navic plati, Ze pro libovolné oteviené pokryti {U, }aer mnoziny
S je (L,7r,S) je involutivni, pokud je lokéalné involutivni na kazdém U,.

Definice 3.2.3. Necht (E,p, (-,")g, [, |r) je Courantiv algebroid a L je podband]l
F nad S. Rekneme, 7e L je témé&F involutivni struktura nad S, pravé kdyz plati:

1. L je izotropni vzhledem k (-, ) g,
2. L+ je kompatibilni s kotvou p.

Slovo témer vynechavame, prave kdyz je L involutivni. Témér involutivni strukturu
nad S nazyvame témér Diracova struktura nad S, pravé kdyz je L maximalné
izotropni.

Tvrzeni 3.2.4. Necht (E,m, M) je vektorovy bandl s kotvou p a zavorkou [, |g
a necht (L, my,S) je jeho involutivni podbandl nad S. Potom plati:

1. Je-li L # E|g, pak je L kompatibilni s kotvou.
2. Je-li L # 0|s, pak je L+ kompatibilni s kotvou.
3. Prokazdé o € I'(E; L), ¢ € T(E; L*) je i [o,9]p € T(E; Lh).

Pozndmka 14. Z tohoto tvrzeni je tedy vidét, Ze pro netrivialni podbandl (L, 7y, S)
nad S je kompatibilita L+ s kotvou nutnou podminkou involutivity L.
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Lemma 3.2.5. Necht L je témér involutivni struktura nad S a necht o, 0’1, €
['(E; L) jsou Tezy spliujici o|s = ¢|s a 0'|s = ¢'|s. Potom plati:

[0,0'lgls €T(L) <= [¥,¢]g|ls € T(L).

Diikaz. 7 definice téméf involutivni struktury vime, Ze L+ je kompatibilni s kotvou.
Protoze L C L+, jei I'(E; L) C T'(E; L*Y). Z tvrzen{ 3.1.11 potom dostdvame:

[0,0'|ls — [0, ¢']Bls = [0 — ¥, 0'|pls — [0, ¢ — o']gls = [0 — ¥, 0']pls € T(L).
O

Tvrzeni 3.2.6. Necht L je témér involutivni struktura nad S s hodnosti n. Necht
pro kazdé s € S existuje okoli V' a nad nim lokélni ram (o7, ..., 0,) bandlu L. Déle
necht {¢1,...,1¥,} € Ty(F), kde V' C U, je mnozina fezu takovych, ze ¥;|y = o]y
pro vsechna i € {1,....,n} a [¢;,¢;]g € ['(E; L) pro vSechna 4, j € {1,...,n}. Potom
je L involutivni struktura nad S.

Diikaz. Méjme dva tezy ¥, € I'(E; L) a oznaéme o = |y, 0’ = ¢'|y jejich ziuzeni
na okoli V. Tyto Tezy lze rozepsat pomoci funkei f1, ..., f* g', ..., g" € C=(V) jako
o = fio;, 0’ = gio;. K témto existuje okoli W € U v M a funkee f1, ..., f, 3%, ..., 3" €
Co(W) tak, 2e W NS =V a fi|y = fi,5|y = ¢, pro viechna i € {1,...,n}.
Definujme dale fezy ¢, ¢’ € Ty (E; L) jako ¢ = fih;, ¢/ = §'ab;. Potom z Leibnizova
pravidla pro prvni a druhy argument dostavame:

16,85 = F'§7 [0 ¥ile + (p(0)37)0; — (p(&) [)thi + (i, &) g DS (3.4)

Podivejme se nyni na zizeni pravé strany vztahu (3.4) na V. (f9/ [, ¢;]e)lv =
I ¢ [i, ¥;lelv € Ty (L) podle pfedpokladu. 2. a 3. ¢len jsou také z I'y(L), nebot
Y,y = o;. Protoze L je izotropni, plati, ze (¢;, ¢')gly = (0s,0)r = 0. Odtud tedy
[0, |r € Tw(E;L). Vyuzijeme-li nyni lemma 3.2.5, dostavame, ze i [¢, ¢'|glw €
['w(E; L). Protoze s € S bylo voleno libovolné, plati [¢,¢'|p € T'(E; L) a L je tedy
involutivni. O]



Kapitola 4

Morfizmus Courantovych
algebroidu

Cilem této kapitoly je zadefinovat pojem morfizmu Courantovych algebroidi
a ukazat, ze Courantovy algebroidy tvori spolu s timto morfizmem kategorii. Nez
k tomu vsak pristoupime, je klicové zkonstruovat produktovy Courantiiv algebroid
E; x F5 (analogické produktovému Lieovu algebroidu, jehoz konstrukei lze nalézt
v [7]) a pfedev$im ukdzat, ze graf morfizmu vektorovych bandla F: Ey — Es nad
@: M; — My tvoii podbandl E; x E5 nad grafem ¢.

4.1 Produktovy Courantiv algebroid

Méjme dva Courantovy algebroidy (E1, p1, (-, )&y, [ 1)y (B2, p2, (5 ) By [+ 52)
zkonstruované nad vektorovymi bandly (Ey, mg,, My), (E2, Tg,, Ms). Z téchto ban-
dli 1ze sestrojit novy vektorovy bandl (E,w, M), kde E = Ey X Ey, M = My x M,
am = Tg X Tg,. Zavedme nyni na (E,m, M) strukturu Courantova algebroidu.
K tomu se nam bude hodit skutec¢nost, ze na tento bandl lze nahlizet jako na vekto-
rovy bandl s totalnim prostorem 7j Ey @ 75 Fs, kde m: M — My, mo: M — M, jsou
projekce. VSechny fezy tohoto bandlu 1ze potom lokalné vyjadrit pomoci pullbackt
puvodnich fezl na E;, F5. Diky tomu staci konstruovat struktury Courantova alge-
broidu pouze na téchto pullback fezech a definice prirozené prenést na vsechny tezy
E.

Pfenesme tedy fezy o, € I'(E)) a 0o € T'(Es) pullbacky 77 a 75 do I'(E).
Pomoci 75 (01), m5(02) (vizte pozndmku 6) nyni definujme postupné kotvu, parovani
a zavorku na F.

Kotvu p: E — T'M definujme takto:

p(i(01)) =77 (pr(0n)),
p(3(02)) := 73 (p2(02)),

kde 7', 73" jsou opét pullbacky, tentokrat ale na teénych prostorech TM; a T M,
tj. 7' X(M;) — X(M). Déle definujme péarovani (-, -)g: I'(E) x T'(E) — C>(M):

(m1(01), 71 (o)) B = (01, 01) B, © 71,

(73(02), m3(02)) & = (02, 05) B, © T2,
0.

E .
E .

3

—_
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Nakonec definujme zavorku [-,-]g: ['(E) x I'(E) — ['(E):

[7?;(01)777-1((0-3)]15 = ﬂ-ﬂalagﬂEu
> O-é)]E = W;[U%Ué]Ez?

1), T3 (02)] g == 0.

=
Do
Q
N
3
[N}

B
—_
Q

Pro vSechny definice je 01,07 € I'(E}) a 09,04 € I'(Es).

V sekci o Courantovych algebroidech jsme vztahem (2.12) zadefinovali na E
zobrazeni D: C*°(M) — I'(E). Ozna¢me D, resp. Dy, takto zavedend zobrazeni na
algebroidech E71, resp. Es. Pomoci nich 1ze snadno vyjadrit pisobeni D na pullbacky
funkci na M7 a M,, jak ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 4.1.1. Pro kazdé zobrazeni f; € C*(M;), kde ¢ € {1,2}, plati:
D(fiom;) =m; (Difs)- (4.1)
Diikaz. Pro vSechny fezy o1 € I'(E7) plati:

(D(from), (1)) = p(ri(01))(from) = (77 (p1(o1))) (from) =
= ((pr(o1)) f1) om = (D1 f,01)p, 0™ =
= (m{(D1f1), 71 (01))E-

Déle pro vSechny Tezy oy € I'(Es) plati:

(D(fiom),m5(02)) e = p(m3(02))(fi o m) = 0 = (7] (D1f1), 73(02)) -

Totozna tvrzeni plati i pfi zdméné indexi 1 < 2. O
Tvrzeni 4.1.2. Necht 01,0} € T'(E}) a f € C*°(M;). Potom plati:

p(ri(for)) = (f o m)p(mi(o1)), (4.2)
(mi(01), w1 (for))e = (f o m)(wi(01), 7} (07)) &- (4.3)

Diikaz. Tvrzeni dokézeme piimo z definic zobrazeni p, (-, -) g a z vlastnosti zobrazeni
p1, -,y g, na puvodnich Courantovych algebroidech:

p(ri(far)) =1 (pi(for)) = w1 (fpi(o1)) = (f o mi)p(mi(a1)),
<7T>1k<0-1)77r>1k(f0-/1)>E = <01>f0-1>E1 o = <f<0-170-1>E1) oMM =
= (fom)({o1,01)p, 0 m) = (f o m)(ni(01), 7] (01)) -

]

Pozndamka 15. Ze symetrie definic plyne, ze plati obdobné vztahy pro fezy o9, 0 €
['(Esy) a funkci g € C°(M,).

Lemma 4.1.3. Zavorka [, -| g spliiuje spolu s parovanim (-, ) g a kotvou p Leibnizovo
pravidlo v prvnim i druhém argumentu.
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Diikaz. Ovérime tyto vlastnosti na pullback fezech 7j(0q), 7i(0]), kde 01,0}
['(E;), a funkcich pfenesenych pullbackem. Pro vSechna f; € C®(M;) a f, €
C>°(M,) plati:

M

(75 (01), (fr o m)mi(07)] e = [71(00), 71 (fro)]e = 7i[ow, fioile, =
= mi(filor, o1]m + (pi(o1) f1)oy) =
= (from)[mi(o1), 71 (d)]e + ((pr(01) f1) o mi) 71 (o) =
= (fiom)[ri(o1), 71 (01)]E + (p(7i(01))(fi 0 m1))77 (o),

[7T>1k(0—1)7 (f? o WQ)W;(O—Q)]E = [7T>1k(0'1),71';(f20'2)]E =0=
= (f20m)[mi(01), 73(02)] + (p(m1(01))(f2 0 72)) w3 (02),

[(fr om)mi(o1), 71 (0))]E = [7] (fro1), 71 (0)]e = T [fro1, 018, =
= 1 (filor, di]e, — (pi(oy) fr)or) + (o1, 010) 5, Dif1) =
= (fiom)[mi(a1), 7 (0))]E — (p(77(07))(fi 0 1))y (00) +
+ (77 (01), 71 (1)) ED(f1 0 1),

[(fi o m)mi(o1), m3(02)]e = [m1(f101), 73(02)]p = 0 = (f1 o m1)[7}(01), 73(02)]p —
— (p(m3(02))(f1 0 m)) 7y (01) + (77 (01), 75(02)) ED(f1 © T1).
O
Lemma 4.1.4. Zavorka |-, -] spliuje Leibnizovu identitu.

Diikaz. Opét ovérime tuto vlastnost pouze na pullback fezech:

[71(on), [1 (1), 7 (0e))]ele = [71(01), mi[oy, o1k ]E = 7ilow, (01, 0]k ]E =

= WT(HO-M ai]EN Uil]El + [0-17 [017 UﬂEl]El =

= [[7i(o1), 71 (o1)]e, 71 (07)]E +

+ [mi(01), [71(01), 71 (01)]E] R,
kde 01,01, 07 € T'(Ey). Pokud by byl kterykoliv z pullback fezi 7} (o1), 7 (01), 7} (07
nahrazen néjakym pullback fezem 75(02), kde oy € I'(Es), byly by z definice |-, |
vSechny t1i ¢leny v Leibnizové identité rovny nule a tedy opét plati. O]
Tvrzeni 4.1.5. (E,p, (-, )&, [-,]g) tvori Courantuv algebroid.
Diikaz. Zbyva ukazat, ze plati vztahy (2.9), (2.10) z definice Courantova algebroidu.
Obdobné jako v predchozich lemmatech ovérime tuto vlastnost na pullback fezech

s vyuzitim definic struktur Courantova algebroidu na E. Pro kazdé o1, 07,07 € T'(E;)
plati:

p(mi (o)) {7y (01), 75 (7)) & = 7Y pr(01) ({0, 01) g, 0 ™) = (pr(01) ({07, 00) k) 0 M1 =
<<[017 Ui]E1701>E1 <017 [U 01/]E1>E1) 0T =
([m7(01), WT(U1)]E>771(01)>E

(m1 (o), [T (o), 71 (0))]E) e,
SDilor, o)) =
1 1 . «
= §D(<01a01>El om) = §D<7T1(01)aﬂ1(01)>137

+

[m1(01), 71 (01)] e = 71 o1, 01] B, = i (
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kde jsme vyuzili vztah (4.1). Tim je dikaz ukoncen. O

(E,p,(-,")E, |, "]r) nazyvame produktovy Courantuv algebroid.

Pozndmka 16. Pro zapis Tfezu 7} (01)+75(02) € I'(E) budeme déle vyuzivat zkrdceny
zapis (o1, 03).

4.2 Graf morfizmu vektorového bandlu

Lemma 4.2.1. Necht ¢: M — N je hladké zobrazeni variet. Potom graf tohoto
zobrazeni gr(y) = {(m,p(m))|m € M} je uzaviena vlozena podvarieta variety
M x N difeomorfni M.

Diikaz. Oznacme r := dim(M). Dale definujme zobrazeni j,: M — M x N tak,
aby j,(M) = gr(yp), tj. pro vSechna p € M, j,(p) := (p,¢(p)). Ziejmeé j, je prosté.
Navic je odtud jiz vidét, Ze v Jacobiho matici J;, je jednotkovy blok r X r a jedna
se tedy o injektivni vnoreni. ProtoZe m; i j, jsou spojité a plati, Zze m o j, = Iy
a Jp © Tilar(e) = lar(y), je zobrazeni j, homeomorfizmus na svij obraz a (M, j,)
vloZend podvarieta. Mé&me dédle konvergentni posloupnost (y,)52; C gr(p), kterd
konverguje k né¢jakému bodu (z,y). Potom posloupnost (x,,)>2, C M, x,, := m1(yn),
konverguje k bodu . Ze spojitosti ¢ je y = p(x) a tedy (z,y) € gr(p). ]

Mgjme nyni dva vektorové bandly (Ey, mg,, My), (B, mg,, M3) a hladké zobra-
zeni ¢: My — M, a zkoumejme restrikci vektorového bandlu (E; X Es)|g(e)-

Lemma 4.2.2. Necht (E, 7, M), (E', 7', M) jsou vektorové bandly a ¢: N — M,
w: S — N hladka zobrazeni variet. Potom plati:

1. Existuje kanonicky izomorfizmus (p o w)*E = w*(¢*E).
2. Existuje kanonicky izomorfizmus ¢*(E @ E') = o*E @ ¢*E'.

Diikaz. Dokazme prvni tvrzeni. Z konstrukce pullback bandli mame komutativni
diagram:

w*(p*E) — o*FE 5 E
§— > N—— M.

Navic dostdvame morfizmus vektorovych bandli (o w, ¢ o w). Z univerzalni vlast-
nosti pullback bandlu vime, Ze existuje pravé jeden morfizmus bandlu (F,Lg) tak,
ze nasledujici diagram komutuje:

w*(¢"E)
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Protoze ¢ o @ je po vlaknech bijektivni, je i morfizmus F po vldknech bijektivni. To
uz ale znamend, ze F je izomorfizmus bandli. Obdobné lze ukézat i druhé tvrzeni.

[
Tvrzeni 4.2.3. Existuje kanonicky izomorfizmus j7(FEy x Ep) = By @ (¢*Es).

Diikaz. Nejprve pripomenme, zZe je vyhodné na bandl E; x E5 nahlizet jako na bandl
(r1E1) @ (75 E2). Potom pomoci predchoziho lemmatu dostavame:

Jo(Er X Ey) = jo((mEy) © (m3E2)) = (jo(mi E1)) © (ji(m5Ey)) =
= ((m10J,)" E1) @ ((m20 J,)" Ea) = By @ (0" Ea),

kde jsme vyuzili, ze m o j, = Iy, & m 0 j, = . ]

Necht (F, ¢) je morfizmus bandlu (Ey, 7g,, My), (Es, 7g,, Ms). Zkoumejme nyni
graf gr(F) C By X Ey. Z komutativniho diagramu

ElLEQ

TEy l l”Ez

M1TM2

lze snadno vidét, ze pro kazdy bod (e1, F(e1)) € gr(F) plati:

m((er, Fler))) = (me (e1), 7, (Fer)) = (g, (1), p(mp, (€1))) € gr(p).

Vidime tedy, ze gr(F) C (E1X E2)|gr(y)- Z univerzalni vlastnosti pullback bandlu dale
vime, Ze existuje morfizmus bandli (F, Iy, ) tak, Ze po F = F, kde F: By — ¢*E,
a @: p*Ey — FE,. Tohoto morfizmu vyuzijeme k tomu, abychom ukazali, ze graf
gr(F) je podbandl restrikce (Ey X E3)|gr(p)-

A

Lemma 4.2.4. Graf gr(F) lze ztotoznit s grafem gr(F).

Diikaz. Méjme libovolny bod (e1,e2) € (E1 X Eb)|gry), ti- @(mE,(e1)) = g, (e2).
Tento bod mizeme identifikovat s bodem (eq, (7, (€1),e2)) € (E1 @ (¢*Es)). Potom
kazdy bod (e, F(e1)) € gr(F) lze identifikovat s bodem (ey, (7g, (e1), F(e1))) =

A

(e1, Fler)) € gr(F). O
Tvrzeni 4.2.5. Graf gr(F) C (Ey X E3)|g(e) je podbandl izomorfni E.

Diikaz. Podle predchoziho lemmatu je toto tvrzeni ekvivalentni tomu, ze graf F

A

gr(F) C (Ey @ (¢*Es)) je podbandl izomorfni E;. Uvazujme nyni morfizmus bandli

A

(J#, I, ), kde Tz + By — (Ey @ (p*E3)) : e1 — (e1,F(e1)). Toto zobrazeni je
hladké a plati, ze Im(Jz) = gr(F). Na kazdém vlakné je navic prosté. To uz ale
dokazuje tvrzeni, nebot plati, Ze obraz po vlaknech prostého morfizmu nad identitou

je podbandl izomorfni jeho vzoru [6]. O

Nyni jiz mame vse pripraveno k tomu, abychom mohli definovat pojem morfizmu
Courantovych algebroida.
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4.3 Morfizmus Courantovych algebroidu

Definice 4.3.1. Necht (Eq, p1, (-, Ve [ )5 )s (Eo, p2, (-, ) By, [, | E,) jsou Couran-
tovy algebroidy zkonstruované nad vektorovymi bandly (Ey, 7g,, M1), (Eq, 7g,, M>)
a necht (F, ) je morfizmus téchto bandlii. Rekneme, 7e F je morfizmus Couran-
tovych algebroida E,, Fy, pravé kdy?# tvoif podbandl gr(F) C F; X Ey involutivni
strukturu nad gr(p).

Definice 4.3.2. Necht podbandl R C E; x Ey nad S C M; x M, tvoii involutivn{
strukturu. Dale necht o € T'(E}), 0y € T(Ey) a fi € C°(M,), fo € C®(M>). Rezy
01,09 nazveme R-pribuzné, znacime oy ~p 09, praveé kdyz (o1, 09) € T'(E; x Ey; R).
PiSeme f1 ~g f2, pravé kdyz fi(s1) = f2(s2) pro vSechny body (si,s2) € S.

Lemma 4.3.3. Necht (Ebpla <" '>E1> ['? ']E1)7 (EQ? P2, <'7 '>E2a ['7 ]Ez) Jsou Couran-
tovy algebroidy, podbandl R C E; x Es nad S C M; x M, je involutivn{ struktura
a necht fezy oq,0] € I'(E}), 09, 0h € T'(FEy) spliuji:

/ /
01 ~R 02, 0 ~RO0y.
Potom pro zavorku a parovani plati:

[O-la O-i]El ~R [0-27 O-é]Egv

<01> U/1>E1 ~Ss <02> O-é>E2'

Diikaz. 7 piedpokladi vime, Ze (01, 09), (0, 0%) € T'(E; x Ey; R). Potom z involuti-
vity R plyne:

[(0-1’ 02)7 (0/17 Ué)]EleQ = ([0-1’ UﬂEU [0-270;]152) € F(El X EQ; R)?

a tedy [o1,01|g, ~gr [02,05]E,. Podobné z izotropie pro kazdy bod (s1,s2) € S
dostavame:

((01,09), (0/1705»1;1@2(31732) = (01,01) B, (1) — (02, 05) ,(52) = 0.

Plati tedy, ze (o1,07)g,(s1) = (092,05) g, (S2) pro vSechna (s1,s2) € S. To je dle
definice presné (o1, 01) g, ~s (02,05) B, O

Pozndmka 17. Nechf o1 € I'(Ey), 0o € I'(E;). Potom 01 ~gr) 02, pravé kdyz
F(o1(my)) = o2(p(my)) pro kazdé m; € M, tj. diagram

E1L>E2

M17>M2

komutuje. Tyto fezy nazyvame zkracené F-pribuzné a znacime o, ~x 0.

Ve zbytku oddilu si ukazeme presné podminky, které musi zobrazeni F spliovat,
aby se jednalo o morfizmus Courantovych algebroidi. Tyto se objevily jiz v praci
Popescua [8].
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Lemma 4.3.4. Necht dvojice (F, ) je morfizmus vektorovych bandla (Ey, 7, , M),
(Es, mg,, Ms), na kterych jsou definovand povlaknova parovani (-, -)g,, (-, )g,. Po-
tom je podbandl gr(F) C E; x E, izotropni vzhledem k povldknovému parovani
(") B, xB,» Prave kdyz pro kazdy bod m; € M; a kazdou dvojici bodti e, €] € (E1)m,
plati:

(er, ) e, = (Fler), F(e1)) - (4.4)

V takovém piipadé je F po vldknech prosté. Necht dale (rq, s1), resp. (rg, s2), znaci
signatury parovani (-, -)g,, resp. (-, ")g,. Potom je graf gr(F) C F; x E5 maximélné
izotropni vzhledem k povldknovému parovani (-,-); . 7,, pravé kdyz r; = ry nebo

S1 = So.

Diikaz. Pro kazdy bod e € (E1)m, je F(e1) € (E2)pm,)- Podbandl gr(F) je izot-
ropni vici (-, ) p. . 5,, Pravé kdyz pro vsechny body m, € M, a (ey, F(e1)), (e, F(e)))
€ gr(F), kde ey, €] € (E1)m,, plati:

<(617I(61))7 (6,17‘7(6,1))>E1><E2 = <61’6/1>E1 - <F(61>’F<6/1)>E2 =0.

Tim dostavame presné (4.4). Z tohoto vztahu déle plyne, ze je-li F(e;) = 0 pro
néjaké mj € My, pak (e1,e})p, = 0 pro kazdé e} € (E1)u. Z nedegenerovanosti
(,-)p, potom plyne, ze e; = 0. F je tedy po vldknech prosté. Signatura parovani
;) B xB, je (11 + 82,51 +72). Z lemmatu 3.1.6 dale vime, ze gr(F) je maximdlné
izotropni, prave kdyz plati:

rank(gr(F)) = ry + s; = min{r; + s2, 81 + r2},
tedy r1 = ro nebo s = ss. O

Lemma 4.3.5. Necht dvojice (F, ¢) je morfizmus vektorovych bandla (Ey, 7, , M),
(Ey, mg,, Ms), na kterych jsou definované kotvy p1, ps. Potom je podbandl gr(F) C
E; x E, kompatibilni s kotvou p na ) x Es, pravé kdyz nasledujici graf komutuje:

Ey L) Es

N »

TM, —— TM,.
T()

Podbandl gr(F)t C E; x E, je kompatibilni s kotvou p, pravé kdyZ pro kazdé
fa € C®°(Ms) a kazdé my € M; plati:

F((D1(fz2 0 9))(m1)) = (Da(f2)) (p(m1))- (4.6)

Diikaz. Méjme bod (e1, F(ey)) € gr(F). Z definice kotvy p vime, p((e1, F(e1))) =
(p1(e1), p2(F(eyr))). Navic plati, ze T(gr(y)) = gr(T(p)). Kompatibilita s kotvou je
tedy ekvivalentni vztahu pao(F(e1)) = (T(v))(p1(e1)). To neznamena ale nic jiného,
nez ze diagram (4.5) komutuje.

Méjme dale izomorfizmy vektorovych bandli ¢, : By — Ef, g2 : Ey — EJ
indukované prislusnymi povldknovymi parovanimi. Pomoci nich definujme zobrazeni
Fli By = By, Fl = g;'oFTogs. Bod (e, ¢') grafu gr(F)* musi pro viechna e, € F;
splnovat nasledujici vztah:

<(617F(61))7 (676/)>E1><Ez = <€17 6>E1 - <f(61>76/>E2 - <6176>E1 - <€17FT(6/)>E1 -
= (e1,e — Fi(€))g, = 0.
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Plati tedy, 7ze e = Fi(¢/) a proto gr(F)t = {(Fl(ez),e2)|e2 € Ep}. Z prvni
casti dikazu potom plyne, Ze je tento podbandl kompatibilni s kotvou, pravé kdyz
pa(ea) = (T())(p1(F'(ez))). Ekvivalentnd lze psat, Ze pro kazdé ap € T * M, plati:

pi(az(p(m1))) = Fpi(¢"(az(e(mr))))). (4.7)

Zvolime-li ay = dfy, kde fo € C*(M,), dostavame vztah (4.6). Naopak, plati-li
vztah (4.6) na lokalnich soutadnicovych funkcich okoli bodu ¢(my), plati (4.7) pro
jejich vnéjsi derivaci a tedy z linearity pro vSechny as. O

V predchozim oddilu jsme si ukézali, ze existuje pravé jedno zobrazeni F :
E; — ¢*Ey, které tvori spolu s identitou na M; morfizmus vektorovych bandli.
Toto zobrazeni bude uziteéné k vyjadieni podminky pro involutivitu podbandlu
gr(F) C E; x Ey. K tomu vyuZijeme faktu, ze kazdy lokalni fez oy € (U, Es)
indukuje na ¢*Fy lokalni pullback Yez o € (¢~ (U), p* Ey), pro ktery plati:

o3(m1) = oa(p(m1)),
pro kazdé my € o 1(U).

Tvrzeni 4.3.6. Necht dvojice (F, ¢) je morfizmus vektorovych bandlu (Ey, g, , M),
(Esy, mg,, M) a necht podbandl gr(F) C E; X Fj tvor{ téméf involutivni strukturu
nad gr(e). Déle necht o1, 0! € T(Ey) a (42" je lokdlnf rdm F, nad U C M.
Potom je gr(F) involutivni, pravé kdyz na ¢~'(U) plati:

Fllovo1le) = £19' Wi, ), + (p1(00)g) )05 — (pr (o) f)0] +
+ (07, F(0))) () F (D), (4.8)

kde fi, g7 € C*®(o 1(U)) tak, ze f(ol) = fif a .7:"(01) = gjwj.

Diikaz. Predpokladejme, Ze gr(F) je involutivni. Definujme U= o Y (U) x U afezy
0,0 € Ty (Ey x Eq; gr(F)) takto:

a(my,my) := (o1(ma1), fi(m1)¢i(m2))7 (4.9)
o' (my,ma) == (a1 (ma), ¢’ (m1);(m2)), (4.10)

pro kazdy bod (my,ms) € U. Potom z definice involutivity vime, Ze i [0, 0’] ByxB, €
[y (Ey x Ey;gr(F)). Konkrétné dosazenim za o, o’ dostavame:

o, U,]El s (M1, p(my)) =

= [ (00) + (fom)ms (vn), mi(0}) + (¢ 0 m)T5(8))] gy, (ma, () =

= (mi[o1, 0] + [75(01), (¢ © m)T3(05)] gy, + [(FF 0 T)T3(0), 75 (0] gy, +

+[(f1 0 m)m3 (), (97 0 m) T3 ()], ,) (i, p(m)) =
= (mi[o1, 0], + (p(mi (o)) (g7 0 ™)) (1) — (p(m} (01)) (F 0 1)) (i) +
+ (f o m)(¢’ o m) (Wi, ¥5]m, — (97 0 m1) (¥, 95) B, © ma) 7y (D1f)) (ma, p(ma)) =
= ([o1, 1], (1) = (7, F(01)) o1 (D1 £)) ()
(

(F19 (i W13, ) (ma) + ((pa(01) g )) (ma) = ((pa(04) )7 (ma))-
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Tento bod je z gr(F), a proto musi byt obraz prvni slozky zobrazenim F roven druhé
slozce. Totéz dostavame vyjadienim (4.8) v bodé m;.

Abychom ukazali obracenou implikaci, vyuzijeme lemma 3.2.2. Pro libovolny

bod (my,¢(my)) € gr(y) vezméme libovolny lokalni ram (Q/Ji)ﬁflk(EQ) prostoru Ej

nad U C My, kde p(m;) € U. Méjme fezy 01,07 € ['y-17y(£1) a oznac¢me opét U :=
¢~ (U) xU. Potom lze ziskat fezy v [, (g1(F)) restrikei fezii 0,0" € T(E) x E3)
definovanych jako v (4.9), (4.10). Protoze pro oy, o} plati podminka (4.8) a z prvni
¢éasti dikazu vime, Ze je to ekvivalentni podmince [0, 0] 5, € Iy (E1 X Ea; gr(F)),
je gr(F) lokalng involutivni na U. Nakonec diky tomu, Ze (my, p(m1)) byl libovolny
bod z gr(y), lze timto postupem sestrojit pokryti {ﬁa}aez tak, ze gr(F) je lokdlné
involutivn{ na kazdém U,. Tim je tvrzeni dokdzané. m

Pozndmka 18. Necht F je morfizmus Courantovych algebroidu a fezy oy, 0} € I'(Ey),
09,05 € T'(Ey) necht spliuji oy ~r 092 a 0] ~x o). Potom piimo z lemmatu
4.3.3 dostavame, ze [01,01]p, ~F [02,05]E,. Pokud tedy pro kazdé m; € M; plati
Flor(mi)) = oa(p(ma)), Fo1(m1)) = ay(p(mi)), potom:

F(lo1,01] 5, (1)) = [02, 05] 5, (0(m1)).

Je-li navic ¢ difeomorfizmus, mtzeme definovat zobrazeni Fy : I'(E;) — I'(E,) :
Fy(oy) = Fooyog ! Potom ziejmé o1 ~7 Fyu(o1) a o) ~r Fyu(o]) a mizeme
tedy psat:

Fy(lor, oley) = [Fy(01), F(0))] e, (4.11)

Necht nyni plati podminka (4.11). Ukazme, ze pak je gr(F) involutivni. Mé&me dva
fezy (01,03), (01, 05) € T(E) x Ey;gr(F)). Potom plati:

F(lo, o1l (m)) = Fp(lor, o1m) (p(ma)) = [Fy(o), Fg(o)]e (0(m1)) =
= [UQvaé]Ez((p(ml))’

nebot pro vsechna m;, € M;

(01,09) € T(Ey X Eg;gr(F)) <= Fylon)(p(mi)) = F(or(mi)) =
(01,05) € T(Ey X Eg;gr(F)) <= Fyu(oy)(p(mi)) = F(oy(m)) =

Podbandl gr(F) je tedy involutivni.

Poznamka 19. Uvazujme nyni morfizmus Courantovych algebroidii F nad identitou,
tj. » = L. Podminka (4.4) se potom zjednodusi do tvaru:

(01,01) 5, = (Fy(on), Fulo))) b,
pro vSechny tezy 01,0} € I'(E}). Ze vztahu (4.7) déle ziskavame:
ph=TFopl, (4.12)
coz muzeme ekvivalentné prepsat jako:
p1oFl = p,. (4.13)
Protoze pro vSechna my € M; a ey, e} € Ey plati

(FIF)(er), 1) m, = (Fler), Feh)) = (e1, €1,
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a tedy F1F =1, dostdvame pomoci (4.13) pro viechna oy € I'(E;) vztah

pr(01) = pa(Fy(o1)). (4.14)

Z podminek (4.11), (4.12) a (4.14) jiz vidime, ze morfizmus Courantovych algebro-
ida F nad identitou odpovidd nasi definici izomorfizmu Courantovych algebroidi
za predpokladu, ze F je izomorfizmus vektorovych bandli (vizte definici 2.3.5).

4.4 Kategorie Courantovych algebroidi

V poslednim oddile budeme chtit ukézat, ze Courantovy algebroidy tvori spolu
s jejich morfizmy kategorii. K tomu je nutné ovérit, ze je trida téchto morfizmu
uzaviend na skladani. Nejprve vSak uvedme definici kategorie.

Definice 4.4.1. Kolekei K tiidy objekti ob(K) a tfidy morfizmia Hom(K) nazveme
kategorie, pravé kdyz plati nasledujici podminky:

1. Ke kazdé dvojici objektti A, B existuje mnozina morfizmu Hom(A, B).
2. Kazdy morfizmus kategorie K patii do pravé jedné mnoziny Hom(A, B).

3. Je ddna operace (zna¢ime o) sklddani dvou morfizmu o: A — B, 5: C — D,
pravé kdyz B = C. V takovém piipadé je 5o a € Hom(A, D).

4. Pro kazdé tii morfizmy a: A - B, 3: B — C ay: C'— D je operace skladani
asociativni, tj. yo (Boa) = (yo ) oa.

5. Kazdd mnozina Hom(A, A) obsahuje morfizmus I zvany identita, ktery pro
vSechny objekty X,Y € ob(K) a morfizmy a: X — A, f: A — Y spliuje:
[poa=a, folly =p.

Snadno vidime, Ze roli identity nad libovolnym algebroidem (E, p, (-, ), [, "|)
nad M hraje trividlni izomorfizmus (Ig, Iy;).

Tvrzeni 4.4.2. Slozeni dvou morfizmt Courantovych algebroidi je opét morfizmus
Courantovych algebroidi.

Diikaz. MéJme Courantovy algebrOidy (Eb P1, <'7 '>E17 [" ']E1)7 (E27 P2, <'7 '>E27 ['7 ]Ez)
a <E37p37<'7'>E37['7']E3> a JeJICh morﬁzmy (‘Fa ()0)7 (g,W), kde F : El — E27 G:
Ey — Esap: My — My, w: My — Mj. Potom pro vSechna my € My, my € Mo,
e1,€) € (Ey)m,, €2,€5 € (Ea)my, fo € C®(Ms) a fs € C™(Ms;) plati:

(er, €))m = (Fler), F(e1)) s, (4.15)
(2, €5) By = (G(€2), G(€2)) 5 (4.16)
F((Pifz2 0 9))(ma)) = (Da(f2)) (¢ (ma)), (4.17)
G(Ds(fs 0 w))(ma)) = (Ds(fs))(w(ma)). (4.18)

Oznac¢me dale (¢, ..., 9,) lokalni rAm Fs nad néjakym okolim Us bodu ¢(my) € Ms
a (¢1,...,0q) lokdlni rdm E5 nad néjakym okolim Us bodu w(ms) € Ms. Potom
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existuje sada funkci f% g7 € C°(Uy) a hi, k7 € C>(Us) tak, 7e plati:

F(lon, o1le, (m1)) = (f'¢”) (ma) [, 5] s, (9(m1)) + (p1(a1)g” ) (ma) i (0 (ma)) —
( 1(0) 1) (ma)i(p(ma)) +

9 (ma) (i, ¥;) , (9(ma)) F (D1 f* (ma)), (4.19)
G([o2, 05) (mz)) (W'K?) (ma) (¢4, B5] iy (w(ma)) + (pa(02)K7) (ma) b (w(ma)) —

— (pa(0h) ") (ma)di(w(ma)) +
+ K (M) (¢, ¢) 2 (w(m2))G (Do’ (1)), (4.20)

kde F(oy) = fiur, F(o)) = g'vf, Glow) = hi¢r a G(oh) = k'¢r. Dosazenim ey =
F(e1) € (E2)pim), €5 = F(€]) € (E2)pmy) do (4.16) dostavame s vyuzitim (4.15)

(er,e1)m = ((G o F)(er), (G o F)(eh)) b, (4.21)

Zapusobime-li zobrazenim G na (4.17), kde f» = f3 o w, a dosadime-li my = p(m)
do (4.18), ziskavame

(G o F)(Di(fs o (wo)))(mi)) = (Ds(fs))((w o @)(ma)). (4.22)

Nakonec musime ukazat podminku involutivity. Tu hleddme v nésledujicim tvaru:

(G o F)([o1, 01] (m1)) = a' (ma)b™ (m1)[¢1, ], ((w © 0) (ma)) +
+ (p1(01)b™) (M) ((w 0 ) (1)) —

— (pr(ah)a") (m1)di((w 0 @) (ma)) +

+ 0™ (1) (b1, Pm) 5 (@ © ) (M1))(G 0 F)(Dyd' (my)),

kde (G o F)(01(m1)) = a'(m1)di((w o ¢)(mu)) a (G o F)(o7(ma)) = 0" (m1)dm((w o
©)(my)). Pokud zaptisobime zobrazenim G na (4.19) a vyuzijeme-li vztahu (4.20)
pro o9 = 15, 04 = 1; a my = p(my), obdrzime vztah

1
!
0y

(G 0 F)([o1, 01]m (m1)) = (F7g7) (m) (BE) (9 (ma)) (1, bin] iy (w0 © 0) () +
+ (p2(a) K7 (0(1m1)) (w0 0) (1)) = (p2() i) (9 (m1) ) di((w © ) (ma)) +
+ K" (m2) (1, S 5 (w(i0(m1))) G (DA (1)) ) +

+ (p1(01)g”) (m1)G (W;(e(ma))) — (pr(oh) f)(m1)G (Wi (p(m1))) +
+ g7 (m1) (Wi, ¥;) 1, (0(m1))G © F(D1 f*(my)),

kde G(vhi(p(m1))) = hi(p(mi))di((wop)(m1)) a G(;(w(m1))) =k (@(m1)) dm((wo
©)(my)). Odtud hned vidime, zZe

(G o F)(o1(ma)) = f'(ma)hi(o(ma))du((w © @) (m1)),
(G o F)(o1(ma)) = ¢ (ma) k" (0(m1)) g ((w © @) (1)),

a porovnanim s hledanym tvarem dostdvame vztah pro funkce a’, b™:

- f’(hﬁ o p), (4.23)
b =g’ (K" o ). (4.24)
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Nyni miizeme pomoci Leibnizova pravidla rozepsat vyrazy obsahujici kotvu p;:

(pr(ap)a’) (ma)du((w o @) (m1)) = (p1(07) 1) (ma)hi(p(ma))du((w o ) (m1)) +
+ 1 (ma)(p1(a1) (g 0 ) (ma)du((w © ) (ma)),
(p1(a1)b™) (m1) P ((w © @) (m1)) = (pr(01)g”) (M) K] ((m1)) P ((w © ) (1)) +
+ g7 (ma) (p(01) (K] © ) (ma) g ((w 0 @) (m1)),

Rl
hl

kde déle s vyuzitim (4.5) plati:

FHma)(pr(a1) (bl o)) (ma) = f’(ml)(P2(]:(0§(m1)))h§(90(m1)) =
= (f'g”)(m1)(p2(¥;)hL) (o(m1)),
g’ (m1)(pr(01) (k] 0 ) (mq) = ( 1) (p2(F(o1(ma)) k] (p(ma)) =
(m1) )

= (f'9") (ma) (pa (i) K"

Na zavér musime vytesit ¢leny obsahujici povlaknové parovani:

0™ (ma){1, Gm) 4 ((w 0 ) (m1))(G © F) (D1 (ma)) =

= (') (m1) k5" (@ (m1))(G1, bm) b2 (w 0 0) (m1)(G © F)(Di(h 0 @) (m)) +
+ g7 (my)k] (9 (ma) i (p(ma) )1, Gm) 4 (w 0 9) (m1) (G 0 F)(Dif (ma))
= (f"gj)(ml)kf(so(ml))@z, Om) s (w © ) (M1)G (D2hi(p(m1))) +
g (m1) (¥, 15) b, ((ma) )(G © F)(Drf* (ma)),

kde jsme vyuzili vztaht (4.16) a (4.17). Zobrazeni G o F tedy skuteéné tvori morfi-
zmus Courantovych algebroidi Fy a Ej. m

Courantovy algebroidy spolu s jejich morfizmy tedy tvori kategorii. Pro mor-
fizmy nad obecnym hladkym zobrazenim (ne nutné difeomorfizmem) jsou uvedené
podminky bohuzel velice restriktivni a neni snadné najit priklad netrivialniho morfi-
zmu. Pokud bychom uvazovali morfizmy pouze jako involutivni struktury v E; x E
nad S C M; x My, kde S je grafem ¢: M; — M, dostaneme bohatsi tiidu zobrazeni
mezi Courantovymi algebroidy. Takto zkonstruované morfizmy vsak nelze obecné
sklddat a tedy nemohou tvorit spolu s Courantovymi algebroidy kategorii (pres-
nou definici vyse uvedeného morfizmu véetné konkrétniho protiptrikladu uzavienosti
jejich sklddani lze nalézt v [13]).



Zaver

Cilem této préace bylo predstavit Courantovy algebroidy a jejich morfizmy a uka-
zat, ze tvori kategorii.

V 1uvodni kapitole vénované vektorovym bandlim jsme ukézali, Ze prostor je-
jich Tezt lze lokélné popsat pomoci tzv. lokalniho rdmu, a odvodili jsme diilezitou
vlastnost, ze kazdému morfizmu bandli F: Fy — Es nad M lze jednoznacné prira-
dit C°°(M)-linedrni zobrazeni fezt Fy : ['(Ey) — I'(E,). Predstavili jsme koncept
podbandlu, produktového a pullback bandlu a zptisob, jakym na nich lze zavést fezy.

V dalsi casti jsme zadefinovali Courantovy algebroidy, a sice jako vektorové
bandly s néjakou dodatecnou strukturou. Tu tvori konkrétné zobrazeni zvané kotva,
dale zavorka a povlaknova metrika, které spolu spliuji urcité specialni pozadavky.
Detailné jsme rozebrali nékolik priklada téchto algebroidi a zavedli pojem izomor-
fizmu Courantovych algebroidi.

Pro definici morfizmu Courantovych algebroidi, bylo tfeba se seznamit s invo-
lutivnimi strukturami. Zde jsme nejprve definovali ortogonalni podbandl vzhledem
k povlaknové metrice a pomoci néj pojem izotropie. Ukazali jsem, co to znamena,
kdyz je podbandl kompatibilni s kotvou a zavedli jsme samotné involutivni struk-
tury.

Poté co jsme zkonstruovali produktovy Couranttiiv algebroid E; x E, jsme se
zabyvali nékterymi vlastnostmi grafu morfizmu bandli F. Konkrétné jsme ukazali,
ze gr(F) C (E1 % E3)|a(y) je podbandl izomorfni bandlu E;. Nésledné jiz bylo mozné
zavést morfizmus Courantovych algebroidi F: Fy — FE», a to jako morfizmus vek-
torovych bandlu (Ey, 7g,, M), (Ey, 7g,, M), jehoz graf tvori involutivni strukturu
v E; x Ey nad grafem p: M; — M,. Ukéazali jsme, jaké podminky musi v takovém
pripadé zobrazeni F splnovat a ve kterych pripadech 1ze tyto zjednodusit. Nako-
nec jsme provedli dikaz uzavienosti t¥idy téchto morfizmt na skladani a tim dosli
k zaveru, ze spolu s Courantovymi algebroidy opravdu tvoii kategorii.
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