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Abstrakt

Bakalá°ská práce se zabývá numerickými simulacemi strati�kovaného proud¥ní. Sou-
£ástí práce je odvození základních rovnic popisujících proud¥ní. V rámci práce se °e²í
numerické simulace t°í odli²ných dvourozm¥rných p°ípad· z nichº jeden slouºí k validaci
pouºitého postupu a zbylé dva se zabývají strati�kovaným proud¥ním na naklon¥né
desce a kolem p°ekáºky. P°ípady jsou simulovány numerickými °e²eními zaloºenými
na metod¥ kone£ných diferencí. Pouºity jsou £ty°i r·zné varianty °e²ení, které vyuºí-
vají odli²ných schémat a tvar· rovnic. Tato °e²ení jsou zárove¬ ve v²ech t°ech úlohách
porovnávána z hlediska p°esnosti a rychlosti výpo£tu.

Klí£ová slova: numerická simulace, strati�kované proud¥ní, prom¥nná hustota, me-
toda kone£ných diferencí, diskretizace

Abstract

The Bachelor work deals with numerical simulations of strati�ed �ows. Part of the work
is derivation of basic equations describing the �uid �ows. This work contains numerical
solutions of three di�erent two-dimensional cases. One of which is used for validation
of the used numerical methods and the other two deal with strati�ed �ows on an inc-
lined plane and around an obstacle. All of the cases are simulated with four di�erent
variants of numerical solutions which are based on �nite diference method. These so-
lutions are in all three cases compared in terms of accuracy and speed of the simulation.

Keywords: numerical simulation, strati�ed �ow, variable density, �nite diference me-
thod, discretization
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Seznam symbol·

C1, C2 integra£ní konstanty
D tenzor rychlosti deformace
E2 Euklidovský prostor dimenze 2
f hustota objemových sil
F výslednice v²ech sil
FV objemové síly
FS povrchové síly
g gravita£ní zrychlení
Gp gradient tlaku
h vý²ka p°ekáºky
H vý²ka výpo£etní oblasti
H moment hybnosti
I jednotkový tenzor
K konstanta pro odvození analytického °e²ení
L délka výpo£etní oblasti
m hmotnost
n vektor normály
nt po£et £asových krok·
nx, ny po£et dílk· sít¥ ve sm¥ru os x, y
O chyba diskretizace
p tlak
p0 základní £ást tlaku
p′ poruchová £ást tlaku
pin vstupní hodnota tlaku
pout výstupní hodnota tlaku
qm hmotnostní tok
Qm hustota hmotnostního toku
Re Reynoldsovo £íslo
S hranice objemu V
t £as
tit £as výpo£tu vztaºený na 1 iteraci
T tenzor nap¥tí
u = (u, v, w) rychlost
umax maximální hodnota rychlosti
uroz norma rozdílu rychlostí
ustr st°ední hodnota rychlosti
V objem
x, y, z sloºky sou°adnicového systému



α úhel naklon¥ní desky
β koe�cient um¥lé stla£itelnosti
γ vektor hustotního zvrstvení
δ konstanta pro stanovení stability numerického schématu
∆ Laplace·v operátor
∇ Hamilton·v operátor
ζ koe�cient Lax-Friedrichsova schématu
κ difúzní koe�cient
λ objemová viskozita
µ dynamická viskozita
ν kinematická viskozita
ρ hustota
ρ0 základní £ást hustoty
ρ′ poruchová £ást hustoty
ρ∗ charakteristická hodnota hustoty
ρroz norma rozdílu hustot
ϕ obecná veli£ina



Úvod

Bakalá°ská práce se v¥nuje numerickému modelování se zam¥°ením na téma strati�-
kovaného proud¥ní. V rámci této práce se konkrétn¥ jedná o hustotn¥ strati�kované
(neboli zvrstvené) proud¥ní, jeº se projevuje tím, ºe tekutina se ve zkoumané oblasti
vyskytuje ve vrstvách s rozdílnou hustotou. I malé zm¥ny hustoty mezi jednotlivými
vrstvami mají za následek velký vliv gravita£ního zrychlení na charakter proud¥ní. Tyto
jevy se b¥ºn¥ vyskytují v mezní vrstv¥ atmosféry, kde mají neopomenutelný význam
nap°íklad p°i proud¥ní vzduchu p°es horskou oblast. Dále se strati�kované proudy na-
cházejí také nap°íklad v místech mísení sladké a mo°ské vody, £i v oceánech v d·sledku
teplotního zvrstvení.

Zmín¥né jevy mají nepochybn¥ vliv na lidskou £innost a je tedy d·leºité se této
problematice v¥novat. Reálná m¥°ení strati�kovaných proud· jsou v²ak velmi kom-
plikovaná a obtíºn¥ realizovatelná. Pro výzkum se tak vyuºívá nap°íklad fyzikálního
modelování, kdy je vyroben zmen²ený model pozorované oblasti a ten je následn¥ testo-
ván v aerodynamickém tunelu. Av²ak i takovéto experimenty mohou být zna£n¥ sloºité
a cenov¥ nákladné. Z tohoto d·vodu se pro zkoumání strati�kovaného proud¥ní hojn¥
vyuºívá matematického modelování, které spo£ívá v matematickém popisu probíhají-
cích fyzikálních jev·, jehoº °e²ení se realizuje aplikací numerické matematiky s vyuºitím
výpo£etní techniky.

Primárním cílem této práce bylo získat základní p°ehled o matematických modelech
proud¥ní tekutin a rozvinutí znalostí v oblasti numerické matematiky a algoritmizace
pro navazující magisterské studium.

V kapitole 1 je uvedeno odvození rovnic popisujících proud¥ní a p°edstavení jed-
notlivých úloh, na které jsou následn¥ tyto rovnice aplikovány. První úloha p°edstavuje
problém proud¥ní bez strati�kace, jeº má známé analytické °e²ení a je vyuºita pro vali-
daci nov¥ vyvinutého kódu. Následn¥ je pak program pouºit na dal²í dv¥ úlohy v¥nující
se strati�kovanému proud¥ní.

Pro konkrétní °e²ení rovnic jsou v této práci vyuºita numerická schémata zaloºená
na metod¥ kone£ných diferencí. Tato numerická metoda je p°edstavena v druhé kapitole
spole£n¥ s vybranými schématy a metodou um¥lé stla£itelnosti vyuºívanou ve v²ech
variantách °e²ení.

Ve t°etí kapitole jsou následn¥ uvedeny gra�cky zpracované výsledky z numerických
°e²ení. Nejprve je p°edstavena první úloha, v rámci které je diskutována volba výchozích
parametr·, jejich vliv na °e²ení a celkov¥ p°esnost numerických °e²ení ve srovnání s do-
stupným analytickým °e²ení. Dále v druhé úloze °e²ící strati�kované proud¥ní na na-
klon¥né desce je uvedeno srovnání s analytickým °e²ením pro validaci postupu i pro
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odli²ný fyzikální p°ípad a r·zné varianty numerických °e²ení. Ke konci této kapitoly je
zpracována t°etí úloha zabývající se strati�kovaným proud¥ním kolem p°ekáºky, kde
je op¥t p°edvedeno srovnání konkrétních variant °e²ení. P°edev²ím je zde v²ak vedena
diskuze vlivu strati�kace, kdy byla tato úloha simulována s konstantní i prom¥nnou
hustotou za cílem demonstrace neopominutelného vlivu strati�kovaného proud¥ní.

V záv¥ru práce jsou poté shrnuty ve²keré poznatky získané z provedených simulací,
zhodnocení uvedených postup· pro ú£ely budoucího zkoumání uvedených fyzikálních
jev· za pomocí matematického modelování. V neposlední °ad¥ jsou v záv¥ru p°edsta-
veny moºnosti vylep²ení a rozvinutí této práce.
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Kapitola 1

Matematicko-fyzikální popis

1.1 Fyzikální popis strati�kovaného proud¥ní

Hustotn¥ strati�kovaná tekutina je zvrstvená tekutina s m¥nící se hustotou ve sm¥ru
p·sobení gravitace. V d·sledku p·sobení gravita£ní síly je tedy v rovnováºném stavu
vºdy hust²í vrstva tekutiny pod vrstvou s niº²í hustotou. P°i proud¥ní tekutiny p°es p°e-
káºku nebo za p·sobení vn¥j²ích sil dochází k naru²ení ustáleného proudu a vzniku
vln. [12] Ve strati�kované tekutin¥ v²ak m·ºe docházet k naru²ení toku i mezi jed-
notlivými vrstvami a docházet tak ke gravita£ním vlnám uvnit° tekutiny. Tyto vnit°ní
vlny se na rozdíl od povrchových vln ²í°í vertikáln¥ i horizontáln¥. Mohou p°ená²et
hybnost, energii a dokonce i hmotnost, pokud jsou zahrnuty i viskózní síly, coº má ne-
zanedbatelný význam nap°. v distribuci ºivin a teploty ve vnitrozemských a pob°eºních
vodách. [7]

Z hlediska p°enosu hmoty jsou strati�kované tekutiny významné i v geologii. Vliv
strati�kace se projevuje v kapalinou napln¥ných prasklinách, kde je hustotní gradient
zp·sobován rozdílnými teplotami nebo rozpu²t¥nými solemi. Obzvlá²´ jsou-li praskliny
tém¥° horizontální dochází ke zvý²enému pohybu tekutiny a transport podél praskliny
solí je znateln¥ vy²²í neº p°i b¥ºné difúzi. [14]

Dle [18] strati�kace v d·sledku mísení sladké a mo°ské vody v oblasti Fjord· na po-
b°eºí Norska zp·sobuje fenomén nazývaný "mrtvá voda". Ten výrazn¥ komplikuje po-
hyb plavidl·m na vod¥, jelikoº záb¥r pohonu plavidel pono°ený ve vrstv¥ leh£í sladké
vody zp·sobuje primárn¥ rozvln¥ní vody - vnit°ní vlny - na hranici s hust²í slanou
vrstvou vody pod ní.

Strati�kované proudy hrají velkou roli i p°i proud¥ní vzduchu p°es horské oblasti.
Hory a údolí tvo°ící p°írodní p°ekáºky zp·sobují velké zm¥ny proud·, které zna£n¥
ovliv¬ují meteorologické podmínky v dané oblasti. Schopnost predikce pov¥trnostních
podmínek je významná v rozsáhlých oblastech inºenýrských aplikací. Rozsáhlá expe-
rimentální m¥°ení zacílená na strati�kované proud¥ní v horských pásmech probíhala
nap°íklad v poho°í Sierra Nevada v Kalifornii. Poznatky z tohoto výzkumu lze na-
lézt v [1].

V souvislosti se strati�kovaným proud¥ním v okolí hor je i jev zvaný katabatický
vítr. Jedná se o sestupný proud t¥ºkého studeného vzduchu z vrcholu hor do níºe
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poloºených míst s leh£ím teplej²ím vzduchem. Katabatický vítr je £astý a nejvíce roz-
vinutý v oblastech Grónska, Antarktidy. [2] Vyskytuje se v²ak i v okolí Jaderského
mo°e, £i dokonce i v Kru²ných horách. Jak uvádí [15], v zimních obdobích v p°ípad¥
dlouhodobého vysokého tlaku m·ºe nad £eským územím nahromadit t¥ºký studený
vzduch, který následn¥ vane od Kru²ných hor sm¥rem do údolí v oblasti Saska.

Strati�kované proud¥ní neodmysliteln¥ pat°í k b¥ºným p°írodním jev·m, které vý-
znamn¥ zasahují do °ady lidských £inností. Dále v této práci jsou p°edstaveny úlohy,
které ve zjednodu²ené podob¥ simulují n¥které zmín¥né p°írodní jevy.

1.2 Rovnice popisující proud¥ní

Pro popis proud¥ní se nej£ast¥ji pouºívají parciální diferenciální rovnice. V rámci této
práce budou uºity rovnice odvozené ze zákon· zachování hmoty a hybnosti. Pro p°ípad
strati�kovaného proud¥ní je uºito nestla£itelného, vazkého modelu tekutiny. Veli£iny
charakterizující proud tekutiny jsou funkcemi £asu a t°írozm¥rného prostoru.

1.2.1 Rovnice kontinuity

Bilanci hmoty v proud¥ní tekutiny popisuje tzv. rovnice kontinuity. P°i jejím odvození
budeme vycházet z [4].

Nech´ hustota je funkce ρ = ρ(x, t), kde t ∈ (0, T ), u = u(x, t) vektor rychlosti
a V je libovoln¥ zvolený kontrolní objem tekutiny. Následn¥ je moºno de�novat hmot-
nost tekutiny v kontrolním objemu jako:

m(V, t) =

∫
V

ρ(x, t) dx. (1.1)

Uvaºujme nyní libovolný £asový okamºik t0 ∈ (0, T ) a pohybující se £ást tekutiny,
tvo°enou v kaºdém £asovém okamºiku stejnými £ásticemi, zapl¬ující kontrolní ob-
jem V . Ozna£me V (t) oblast zapln¥nou zmín¥nou £ástí tekutiny v £ase t ∈ (t1, t2),
kde (t1, t2) je dostate£n¥ malý £asový úsek obsahující t0.

Jelikoº je v²ak oblast V (t) tvo°ena stejnými £ásticemi v kaºdém £asovém okamºiku,
tj. V (t) = V , je moºno formulovat zachování hmoty zp·sobem, ºe hmota £ásti tekutiny
reprezentovaná kontrolním objemem V (t) nezávisí na £ase t. Toto tvrzení lze vyjád°it
rovnicí:

dm(V (t), t)

dt
= 0, t ∈ (t1, t2). (1.2)

Je navíc moºno psát (1.1) ve form¥

m(V (t), t) =

∫
V (t)

ρ(x, t) dx. (1.3)
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Spojením vztah· (1.2) a (1.3) m·ºeme upravovat

dm

dt
=

d

dt

∫
V (t)

ρdx (1.4)

=

∫
V (t)

[
∂ρ

∂t
+ u · grad ρ+ ρ divu

]
dx

=

∫
V (t)

[
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

]
dx.

D·kaz platnosti této úpravy lze nalézt v [4]. Uspo°ádáním získáme vztah∫
V

[
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

]
dx = 0, (1.5)

jehoº následnou derivací dostaneme diferenciální tvar rovnice kontinuity:

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0. (1.6)

Uvaºujeme-li nestla£itelný model tekutiny s konstantní hustotou, redukuje se po-
slední zmín¥ný vztah na

div u = 0. (1.7)

1.2.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

Pohyb tekutin je popisován rovnicemi vycházejícími ze zákonu zachování hybnosti. Pro
odvození pohybových rovnic budeme op¥t vycházet z [4]. Navíc op¥t uvaºujeme obecný
model stla£itelné tekutiny.

Zákon zachování hybnosti je moºno formulovat takto: Rychlost zm¥ny celkové hyb-
nosti £ásti tekutiny o objemu V v £ase t je rovna sou£tu v²ech vn¥j²ích sil p·sobících
na £ástice zapl¬ující objem V . Celkový moment hybnosti £ástic v objemu V je

H(V (t)) =

∫
V (t)

ρ(x, t)u(x, t) dx. (1.8)

Ozna£me F(V (t)) výslednicí sil p·sobící na kontrolní objem V (t). Poté je moºno psát

dH(V (t))

dt
= F(V (t)), t ∈ (t1, t2). (1.9)

Tento výraz lze obdobn¥ jako (1.4) upravit na∫
V (t)

[
∂

∂t

(
ρu
)

+ div
(
ρu⊗ u

)]
dx = F(V (t)). (1.10)

Výslednici sil F(V (t)) tvo°í dva druhy sil: objemové (vn¥j²í) FV a povrchové (vnit°ní)
FS . Objemové jsou síly p·sobící na £ástice obsaºené v kontrolním objemu V , zatímco
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vnit°ní síly vyjad°ují ú£inky okolní tekutiny na hranici kontrolního objemu S = ∂V .
Ozna£íme-li f = f(x, t) hustotu objemových sil, lze zapsat objemové síly ve tvaru

FV(V, t) =

∫
V

ρf dx. (1.11)

Povrchové síly m·ºeme vyjád°it pomocí tenzoru nap¥tí T

FS(V, t) =

∫
S

T (x, t,n(x)) dS, (1.12)

kde n(x) je vektor normály k S v bod¥ x. Sloºkový zápis tenzoru nap¥tí vypadá takto:

T =

τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33

 . (1.13)

Tudíº pro jednotlivé sloºky lze psát

Ti(x, t,n) =
3∑
j=1

τji(x, t)nj, i = 1, 2, 3. (1.14)

Dosazením vyjád°ení objemových a povrchových sil do rovnice (1.10) dostaneme∫
V (t)

[
∂

∂t

(
ρu
)

+ div
(
ρu⊗ u

)]
dx = (1.15)

=

∫
V

ρf dx+

∫
S

3∑
j=1

τjinj dS, i = 1, 2, 3.

Pouºitím Greenovy v¥ty a derivací rovnice (1.15) získáme diferenciální formu pohybové
rovnice obecné tekutiny:

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u) = ρf +

3∑
j=1

∂τji
∂xj

, i = 1, 2, 3, (1.16)

která lze p°epsat na

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u) = ρf + divT . (1.17)

Vztahy mezi tenzorem nap¥tí a rychlostí tekutiny (potaºmo jejími derivacemi) popisuje
tzv. reologická rovnice:

T = −pI + T ′. (1.18)

T ′ zna£í nap¥tí zp·sobené viskozitou tekutiny a £len pI ozna£uje te£né nap¥tí (tlakové
síly), kde p je tlak a I jednotkový tenzor:

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (1.19)
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�len T ′ je spojitou funkcí tenzoru rychlosti deformace D = D(u)

T ′ = 2µD(u), (1.20)

jehoº sloºky mají tvar

di,j =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, i, j = 1, 2, 3. (1.21)

�len µ se nazývá dynamická viskozita. Pro dal²í ú£ely této práce zavedeme je²t¥ kine-
matickou viskozitu ν. Tyto dv¥ veli£iny jsou spojeny vztahem

ν =
µ

ρ
(1.22)

Dále pro Newtonské tekutiny platí vztah:

T = (−p+ λ divu)I + 2µD(u), (1.23)

kde λ je objemová viskozita. Obecn¥ jsou koe�cienty µ, λ funkcí hustoty a teploty.
V rámci této práce v²ak uvaºujeme pouze Newtonské tekutiny, tudíº m·ºeme dle [11]
povaºovat tyto parametry za konstantní, tj. nezávislé na hustot¥ ani teplot¥. Za pod-
mínek spojitosti první i druhé derivace rychlosti u lze po dosazení (1.23) do (1.17)
psát:

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u) = ρf − grad p+ grad(λ divu) + div(2µD(u)). (1.24)

Zavedením operátoru ∇ =

(
∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

)
, tj.:

∇f = gradf, ∇ · f = divf ,

je moºno (1.23) p°eformulovat na

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u) = ρf −∇p+

3∑
j=1

µ
∂

∂xj

(
∂u

∂xj
+∇uj

)
+ λ∇divu. (1.25)

Dále je²t¥ po zavedení Laplaceova operátoru

∆ =
3∑
j=1

∂2

∂x2
j

a úprav¥ vztahu (1.25) m·ºeme psát

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u) = ρf −∇p+ µ∆u+ (µ+ λ)∇divu. (1.26)
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Poté lze dle [11], za pouºití rovnice kontinuity (1.7) rovnici upravit na

ρ

(
∂u

∂t
+ div(u⊗ u)

)
= ρf −∇p+ µ∆u. (1.27)

Tímto byly získány Navierovy-Stokesovy rovnice v konzervativním tvaru, které po-
pisují pohyb nestla£itelné tekutiny. Vektor f vyjad°uje ú£inky obecné síly p·sobící
na tekutinu. V rámci této práce v²ak budeme uvaºovat pouze p·sobení gravitace. Dále
tedy budeme pohybové rovnice uvád¥t s vektorem gravita£ního zrychlení g namísto
obecného f :

ρ

(
∂u

∂t
+ div(u⊗ u)

)
= ρg −∇p+ µ∆u (1.28)

Pouºitím pravidla o derivaci sloºené funkce lze upravit £len na levé stran¥ rovnice
(1.28) jako:

div(u⊗ u) = (u · ∇)u+ u∇ · u (1.29)

Následn¥ op¥tovným aplikováním rovnice kontinuity (1.7) získáme nekonzervativní
Navierovy-Stokesovy rovnice:

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= ρg −∇p+ µ∆u. (1.30)

1.2.3 Boussinesquova aproximace

Ve strati�kovaném proud¥ní není moºno povaºovat hustotu za konstantní. Je tedy
pot°eba do jiº uvedeného systému rovnic za°adit popis chování prom¥nné hustoty.
Pro viskózní nestla£itelnou tekutinu je pro tento ú£el moºno psát rovnici kontinuity
ve tvaru

∂ρ

∂t
+ ρ div(ρu) = Qm, (1.31)

kde Qm [kg ·m−3 · s−1] je hustota hmotnostního toku. A£koliv do kontrolního objemu
globáln¥ nep°ibývá ºádná hmota, tak v d·sledku r·zných hustot v rámci tekutiny do-
chází k difúzi hmoty p°es hranici kontrolního objemu. Tento difúzní p°enos lze vyjád°it
pomocí tzv. Fickova zákona:

Qm = −div qm. (1.32)

Hmotnostní tok qm je zde dán

qm = −κ∇ρ, (1.33)

kde κ zna£í difúzní koe�cient. Rovnice (1.32) tak lze p°eformulovat na konzervativní
tvar

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = κ∆ρ, (1.34)

15



pop°ípad¥ na nekonzervativní tvar
∂ρ

∂t
+ u · grad ρ = κ∆ρ, (1.35)

Pro moºnost °e²ení komplexního systému rovnic strati�kovaného proud¥ní pouºi-
jeme Boussinequovu aproximaci. Její zavedení vychází z [17].

Tlak a hustotu, jeº se ve strati�kovaném proud¥ní m¥ní, m·ºeme rozd¥lit na zá-
kladní v £ase konstantní £ást zna£enou indexem 0 a £asov¥ prom¥nnou poruchovou
£ást:

p(x, t) =p0(x) + p′(x, t) (1.36)
ρ(x, t) =ρ0(x) + ρ′(x, t). (1.37)

Platí, ºe základní sloºka se m¥ní pouze ve vertikálním sm¥ru a odchylky jsou oproti ne-
m¥nné £ásti výrazn¥ men²í. Dále uvaºujeme, ºe základní sloºky spl¬ují hydrostatickou
rovnováhu:

∇p0 = ρ0 g. (1.38)

Dosazením vztahu (1.37) do rovnice (1.35) dostaneme

∂ρ0

∂t
+
∂ρ′

∂t
+ u · grad ρ0 + u · grad ρ′ = κ∆ρ0 + κ∆ρ′. (1.39)

Jelikoº je základní sloºka £asov¥ nem¥nná, tak je první £len na levé stran¥ nulový.
Zárove¬ z d·vodu prom¥nlivosti ρ0 pouze ve vertikálním sm¥ru se rovnice zredukuje
na

∂ρ′

∂t
+ u · grad ρ0 + u · grad ρ′ = κ∆ρ′. (1.40)

Ozna£íme-li navíc γ = −grad ρ0 konstantní vektor ve vertikálním sm¥ru, m·ºeme psát

∂ρ′

∂t
+ u · grad ρ′ = κ∆ρ′ + u · γ. (1.41)

Dále pouºijeme tuto aproximaci i pro pohybovou rovnici. Dosazením vztah· (1.37)
a (1.38) do Navierových-Stokesových rovnic (1.30) získáme

(ρ0 + ρ′)

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= ρ0f + ρ′f −∇p0 −∇p′ + µ∆u. (1.42)

Následn¥ vyuºijeme je²t¥ vztah (1.38), £ímº se zbavíme dvou £len· na pravé stran¥.
Poslední aproximace je v podob¥ nahrazení výrazu (ρ0 + ρ′) na levé stran¥ charak-
teristickou nebo st°ední hodnotou hustoty ρ∗. Posléze po vyd¥lení celé rovnice touto
hodnotou a uºití vztahu (1.22) m·ºeme psát

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p

′

ρ∗
+ ν∆u+

ρ′

ρ∗
g. (1.43)

V p°ípad¥ konzervativního tvaru by byl postup totoºný a výsledná rovnice by vy-
padala následovn¥:

∂u

∂t
+ div(u⊗ u) = −∇p

′

ρ∗
+ ν∆u+

ρ′

ρ∗
g. (1.44)
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1.3 P°edstavení úloh

Pro ú£ely této práce byly zvoleny t°i r·zné p°ípady proud¥ní. U prvních dvou existují
dokonce i analytická °e²ení, která jsou pozd¥ji porovnávána ve 3. kapitole s výsledky
numerických simulací. Na v²ech úlohách byly pouºity systémy rovnic v konzervativní
i nekonzervativní podob¥ a r·zná numerická schémata. Vliv t¥chto odli²ných p°ístup·
k °e²ení je rovn¥º diskutován ve 3. kapitole.

1.3.1 Úloha 1 - Nestrati�kované proud¥ní kanálem

První úloha byla navrºena £ist¥ pro veri�kaci nov¥ vyvinutého kódu, jelikoº má známé
analytické °e²ení. Jedná se o p°ípad proud¥ní nestla£itelné vazké tekutiny mezi dv¥ma
paralelními deskami p°i zanedbání gravita£ního p·sobení. Geometrie této úlohy je zob-
razena na obr.1, kde je ²ediv¥ vyzna£ena výpo£etní oblast o délce L a vý²ce H. Vzhle-
dem k nem¥nnosti ve sm¥ru jedné prostorové sou°adnice je moºno úlohu povaºovat
za dvoudimenzionální. V tomto p°ípad¥ je hustota zcela konstantní, nejedná se tedy
o strati�kované proud¥ní.

Obr. 1: Geometrie úlohy 1

Pro °e²ení této úlohy je pouºita rovnice kontinuity (1.7) a Navierovy-Stokesovy
rovnice ve tvaru (1.44) a (1.43). Rozepsáním do sloºek, uplatn¥ním zjednodu²ení daných
podstatou úlohy a p°eskupením £len· dostaneme systém rovnic v konzervativním tvaru:

0 =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.45)

∂u

∂t
= −∂(uu)

∂x
− ∂(uv)

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(1.46)

∂v

∂t
= −∂(uv)

∂x
− ∂(vv)

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
, (1.47)
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respektive v nekonzervativní podob¥:

0 =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.48)

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v ∂u

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(1.49)

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v ∂v

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
. (1.50)

Zkoumanou oblastí je omezená mnoºina v E2. Hranici této oblasti je nutno de�-
novat okrajovými podmínkami pro tlak p, horizontální sloºku rychlosti u a vertikální
sloºku rychlosti v. Na levé vstupní hranici je pro sloºky rychlosti p°edepsána homogenní
Neumannova okrajová podmínka a pro tlak zvolená hodnota vstupního tlaku:

∂u

∂x
= 0,

∂v

∂x
= 0, p = pin.

Na pravé výstupní hranici je pro sloºky rychlosti op¥t realizována homogenní Neuman-
nova podmínka a pro tlak rovn¥º zvolená hodnota výstupního tlaku:

∂u

∂x
= 0,

∂v

∂x
= 0, p = pout.

Na horní i dolní hranici oblasti jsou v této úloze okrajové podmínky stejné. Pro sloºky
rychlosti je p°edepsána tzv. no slip condition, která p°edepisuje nulovou rychlost v·£i
hranici. Homogenní Neumannova podmínka se zde naopak uplat¬uje pro tlak:

u = 0, v = 0,
∂p

∂y
= 0.

1.3.2 Úloha 2 - Strati�kované proud¥ní na naklon¥né desce

Druhou úlohou je p°ípad strati�kovaného proud¥ní na nekone£né naklon¥né desce.
I pro tento p°ípad existuje analytické °e²ení, které je dále v textu porovnáváno s vý-
sledky numerických °e²ení. Zm¥ny v tomto zjednodu²eném p°ípad¥ op¥t nastávají pouze
ve dvou prostorových sou°adnicích, tudíº t°etí dále nebudeme uvaºovat.

Pro snaz²í popis p°ípadu jsou fyzikální sou°adnice ve vertikálním a horizontál-
ním sm¥ru transformovány o úhel naklon¥ní desky α. Sou°adnice x je tak rovno-
b¥ºná s deskou, orientovaná ve sm¥ru proud¥ní a sou°adnice y je orientována kolmo
na desku. Gravita£ní zrychlení následn¥ rozloºíme podle nových transformovaných sou-
°adnic na g = (g1, g2, g3) = (g sinα,−g cosα, 0). Stejným zp·sobem je pot°eba rozloºit
i vektor, jeº je paralelní ke gravita£nímu zrychlení a popisuje míru strati�kace, tj.
γ = (−γ sinα, γ cosα, 0). P°ehledn¥ vý²e popsané zobrazuje obr.2, na n¥mº je ²ediv¥
vyzna£ena oblast o délce L a vý²ce H, kde probíhá výpo£et a je zde vyobrazen také
vektor gravita£ního zrychlení g i s orientací jeho sloºek.

K °e²ení úlohy je op¥t pouºita rovnice kontinuity (1.7) a Navierovy-Stokesovy rov-
nice s uplatn¥ním Boussinesquovy aproximace (1.44), respektive (1.43). K t¥mto rov-
nicím v²ak je²t¥ pouºijeme vztah (1.41) pro výpo£et hustoty. Po p°eskupení £len·
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Obr. 2: Geometrie úlohy 2

dostaneme ve sloºkovém tvaru konzervativní formu systému rovnic:

0 =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.51)

∂ρ′

∂t
= −∂(ρ′u)

∂x
− ∂(ρ′v)

∂y
+ κ

(
∂2ρ′

∂x2
+
∂2ρ′

∂y2

)
− uγ sinα + vγ cosα (1.52)

∂u

∂t
= −∂(u)

∂x
− ∂(uv)

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+
ρ′

ρ∗
g sinα (1.53)

∂v

∂t
= −∂(uv)

∂x
− ∂(vv)

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
− ρ′

ρ∗
g cosα, (1.54)

respektive v nekonzervativním tvaru:

0 =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.55)

∂ρ′

∂t
= −u∂ρ

′

∂x
− v∂ρ

′

∂y
+ κ

(
∂2ρ′

∂x2
+
∂2ρ′

∂y2

)
− uγ sinα + vγ cosα (1.56)

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v ∂u

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+
ρ′

ρ∗
g sinα (1.57)

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v ∂v

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
− ρ′

ρ∗
g cosα. (1.58)

Výpo£etní oblastí v této úloze je op¥t ohrani£ená mnoºina v E2. Oproti p°edchozímu
p°ípadu je v²ak navíc nutno stanovit okrajové podmínky i pro hustotu. Na vstupní
i výstupní hranici je na v²echny veli£iny uplatn¥na homogenní Neumannova okrajová
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podmínka:

∂u

∂x
= 0,

∂v

∂x
= 0,

∂p

∂x
= 0,

∂ρ′

∂x
= 0.

Pro dolní hranici jsou op¥t hodnoty sloºek rychlostí nulové, pro hustotu je p°edepsána
základní hustota na st¥n¥ a hodnota tlaku na této hranici je realizována extrapolací:

u = 0, v = 0, pi,j = 3 · pi,j+1 − 3 · pi,j+2 + pi,j+3, ρ′ = ρwall.

Pro ob¥ sloºky rychlosti a hustotu je na horním okraj uplatn¥na homogenní Neumanova
podmínka. Tlak je na této hranici nastaven jako nulový:

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂y
= 0, p = 0,

∂ρ′

∂y
= 0.

1.3.3 Úloha 3 - Strati�kované proud¥ní na rovinné plo²e s p°e-
káºkou

T°etí p°ípad se zabývá strati�kovaným proud¥ním obtékajícím p°ekáºku, která má si-
mulovat p°írodní p°ekáºku v podob¥ kopce. Pro zjednodu²ení uvaºujeme úlohu op¥t
pouze jako dvoudimenzionální. Geometrie úlohy, poloha a velikost p°ekáºky jsou de-
monstrovány na následujícím obrázku.

Obr. 3: Geometrie úlohy 3

Výpo£etní oblast o délce L a vý²ce H je zde vyzna£ena ²edivou barvou. Tvar p°e-
káºky je zde realizován jako £ást kruhu. Rozm¥ry oblasti a lokace kopce jsou uvedeny
v kontextu k maximální vý²ce p°ekáºky h.

Rovnice pouºité k popisu úlohy jsou obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ (1.7),
(1.41) a (1.44), respektive (1.43). Vektory g a γ se zde v²ak vyskytují pouze ve ver-
tikálním sm¥ru osy y: g = (0,−g, 0),γ = (0, γ, 0). Soustava rovnic poté po vyjád°ení
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veli£in ve sloºkách vypadá v konzervativním zápisu následovn¥:

0 =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.59)

∂ρ′

∂t
= −∂(ρ′u)

∂x
− ∂(ρ′v)

∂y
+ κ

(
∂2ρ′

∂x2
+
∂2ρ′

∂y2

)
+ v γ (1.60)

∂u

∂t
= −∂(uu)

∂x
− ∂(uv)

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(1.61)

∂v

∂t
= −∂(uv)

∂x
− ∂(vv)

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
− ρ′

ρ∗
g, (1.62)

respektive v nekonzervativním zápisu:

0 =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.63)

∂ρ′

∂t
= −u · ∂ρ

′

∂x
− v · ∂ρ

′

∂y
+ κ

(
∂2ρ′

∂x2
+
∂2ρ′

∂y2

)
+ v γ (1.64)

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v ∂u

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
(1.65)

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v ∂v

∂y
− 1

ρ∗
∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
− ρ′

ρ∗
g. (1.66)

Zkoumaná oblast a po£ítané veli£iny se shodují s p°edchozím p°ípadem. Z povahy
úlohy je v²ak nutné p°edepsat jiné okrajové podmínky. Na vstupní hranici je pro hori-
zontální sloºku rychlosti zadán rychlostní pro�l, který vychází z exaktního °e²ení první
úlohy a bude dále konkrétn¥ uveden v kapitole 3. Vertikální sloºka rychlosti a hus-
tota jsou p°edepsány nulové a na tlak je uplatn¥na homogenní Neumannova okrajová
podmínka:

u = uprofil, v = 0,
∂p

∂x
= 0, ρ′ = 0.

Na výstupní hranici je pro tlak zadána zvolená hodnota výstupního tlaku a na zbylé
veli£iny je uplatn¥na homogenní Neumannova podmínka:

∂u

∂x
= 0,

∂v

∂x
= 0, p = pout,

∂ρ′

∂x
= 0

Dolní hranice je realizována obdobn¥ jako v p°edchozí úloze, kdy sloºky rychlosti jsou
nulové v·£i hranici a tlak s hustotou podléhají homogenní Neumannov¥ okrajové pod-
mínce:

u = 0, v = 0,
∂p

∂y
= 0,

∂ρ′

∂y
= 0.

Horní okraj je povaºován za otev°enou hranici, tudíº je na v²echny veli£iny uplatn¥na
homogenní Neumanova podmínka:

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂y
= 0,

∂p

∂y
= 0,

∂ρ′

∂y
= 0.
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Kapitola 2

Numerické metody

V této kapitole je popsán p°ístup, jakým jsou numericky °e²eny vý²e uvedené rovnice
ve v²ech t°ech úlohách.

Parciální diferenciální rovnice vyjad°uje poºadavek rovnosti mezi jistými funkcemi
a jejich derivacemi na daných oblastech. Taková rovnice tudíº vlastn¥ p°edstavuje ne-
kone£n¥ mnoho rovnic pro nekone£n¥ mnoho neznámých funk£ních hodnot. Na po£íta£i
m·ºeme v²ak modelovat pouze °e²ení takových úloh, u nichº je soubor vstupních a vý-
stupních dat kone£ný. Proto pro °e²ení konstruujeme kone£ný systém rovnic pro ko-
ne£ný po£et neznámých, jehoº vy°e²ením pak dospíváme k hledanému p°ibliºnému
°e²ení. Procesu takové konstrukce °íkáme diskretizace diferenciální úlohy. [13]

Pro diskretizaci diferenciálních rovnic proud¥ní v rámci této práce byla zvolena me-
toda kone£ných diferencí. Zárove¬ u této metody byly pouºity dv¥ odli²ná numerická
schémata, tj. dva odli²né zp·soby aproximace p°esného °e²ení. Ta byla pouºita na kon-
zervativní i nekonzervativní tvary rovnic. Jejich odli²nosti, vliv na rychlost a p°esnost
výpo£t· jsou pozd¥ji diskutovány v kapitole 3.

2.1 Metoda kone£ných diferencí

Metoda kone£ných diferencí, ob£as také nazývaná metodou sítí, je metodou diferen£ní.
Jak uvádí [13], jde o metodu, která aproximuje p·vodní diferenciální úlohu samot-
nou. Výsledkem diskretizace je soustava algebraických rovnic pro hodnoty p°ibliºného
°e²ení v kone£né síti bod· x0, x1, ..., xn. Konstrukce rovnic je provedena nahrazením
derivací v diferenciálních rovnicích a okrajových podmínkách vhodnými pom¥rnými
diferencemi.

Princip numerického °e²ení úlohy metodou kone£ných diferencí vysv¥tlíme na jed-
nodu²²ím p°íklad¥. Obdobn¥ jako je popisováno v [3], budeme uvaºovat úlohu popsanou
rovnicí vedení tepla

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t), (2.1)

jejíº °e²ení je de�nováno v kaºdém bod¥ x ∈ 〈0;X〉, t ∈ 〈0;T 〉. Pro jednodu²²í zápis je²t¥
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zavedeme ozna£ení

ut =
∂u

∂t
, ux =

∂u

∂x
, uxx =

∂2u

∂x2
.

Rovnici (2.1) tak m·ºeme p°epsat na

ut = a2uxx + f(x, t). (2.2)

Pro diskretizaci úlohy diferen£ní metodou je nutno nahradit spojité oblasti diskrétní
mnoºinou bod·. Tato mnoºina bod· se nazývá sí´ a jednotlivé body sít¥ se n¥kdy
v literatu°e nazývají uzly sít¥. Sí´ je vytvo°ena rozd¥lením interval· na I, respektive
N £ástí, pomocí ekvidistatn¥ zvolených bod·. Matematicky toto lze zapsat jako:

xi = i∆x, i = 0, 1, 2, ..., I,

∆x = xi+1 − xi, ∆x > 0,

respektive

tn = n∆t, n = 0, 1, 2, ..., N,

∆t = tn+1 − tn, ∆t > 0.

Dále je nutno nahradit derivace v uzlech sít¥ pom¥rnými diferencemi. V metod¥
kone£ných diferencí vychází tato náhrada z Taylorova rozvoje. Obecn¥ m·ºeme pro
funkci u = u(x, t), u níº p°edpokládáme dostate£nou hladkost, psát

u(x, t+ ∆t) = u(x, t) + ut(x, t)∆t+ utt(x, t)
∆t2

2!
+ uttt(x, t)

∆t3

3!
+ ... (2.3)

Vyjád°ením první derivace dostaneme:

ut(x, t) =
u(x, t+ ∆t)− u(x, t)

∆t
− utt(x, t)

∆t2

2!
− uttt(x, t)

∆t3

3!
− ..., (2.4)

ut(x, t) =
u(x, t+ ∆t)− u(x, t)

∆t
+O(∆t), (2.5)

kde O(∆t) ozna£uje chybu aproximace. Ta, jelikoº je závislá na ∆t, se sniºuje zmen²e-
ním (v tomto p°ípad¥) £asového kroku. P°i nahrazování spojitých derivací diferencemi
práv¥ tento £len zanedbáváme a získáváme

ut(x, t) ≈
un+1
i − uni

∆t
. (2.6)

Stejným zp·sobem lze nahradit i prostorovou derivaci:

ux(x, t) ≈
uni+1 − uni

∆x
. (2.7)
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Nahrazení druhé derivace lze op¥tovn¥ odvodit uºitím Taylorova rozvoje. Rozepí²eme-li

u(x+ ∆x, t) = u(x, t) + ux(x, t)∆x+ uxx(x, t)
∆x2

2!
+

+ uxxx(x, t)
∆x3

3!
+ uxxxx(x, t)

∆x4

4!
+ ... (2.8)

u(x−∆x, t) = u(x, t)− ux(x, t)∆x+ uxx(x, t)
∆x2

2!
+

− uxxx(x, t)
∆x3

3!
+ uxxxx(x, t)

∆x4

4!
− ... (2.9)

a následn¥ tyto dv¥ rovnice (2.8) a (2.9) se£teme, dostaneme:

u(x+ ∆x, t) + u(x−∆x, t) = 2u(x, t) + uxx(x, t)∆x
2 + 2uxxxx(x, t)

∆x4

4!
+ ... (2.10)

Druhou derivaci tak m·ºeme psát jako

uxx(x, t) =
u(x+ ∆x, t)− 2u(x, t) + u(x−∆x, t)

∆x2
+O(∆x2). (2.11)

Po zanedbání chyby je moºno uvést aproximaci druhé prostorové derivace:

uxx(x, t) ≈
uni+1 − 2u2

i + uni−1

∆x2
. (2.12)

Uplatníme-li uvedené aproximace (2.6) a (2:12) na zmín¥nou úlohu (2.2), získáme rov-
nici:

un+1
i − uni

∆t
= a2 ·

uni+1 − 2u2
i + uni−1

∆x2
+ fni . (2.13)

Jak se uvádí v pramenu [3], tak vztah (2.12) se ozna£uje jako diferen£ní schéma
(pop°. diferen£ní vzorec) a tento zp·sob numerického °e²ení má smysl jenom tehdy,
pokud hodnoty uni velmi dob°e nahradí °e²ení u(xi, tn), tj. kdyº O(∆t)→ 0 p°i ∆t→ 0.
Souhrnn¥ m·ºeme nap°íklad dle [13] zapsat druhy nahrazení derivací a zavést ozna£ení:

1. dop°edná diference

ux(x, t) ≈
uni+1 − uni

∆x
(2.14)

1. zp¥tná diference

ux(x, t) ≈
uni − uni−1

∆x
(2.15)

1. centrální diference

ux(x, t) ≈
uni+1 − uni−1

2∆x
(2.16)

2. centrální diference

uxx(x, t) ≈
uni+1 − 2uni + uni−1

∆x2
(2.17)
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2.2 Vybraná numerická schémata

V této práci byla zvolena dv¥ odli²ná diferen£ní schémata, jeº jsou dále aplikována
na v²echny t°i úlohy a je diskutován jejich vliv na p°esnost a rychlost výpo£t·. Tato
podkapitola podává p°edstavení zmín¥ných schémat a rovn¥º ukazuje jejich aplikaci
na jednoduché úloze.

2.2.1 Lax-Friedrichsovo schéma

Lax-Friedrichsovo schéma nesoucí jména autor· Petera Laxe a Kurta U. Friedrischse je
explicitní, tj. k výpo£tu následující £asové vrstvy uºívá pouze hodnot z p°edchozí £asové
vrstvy. Toto schéma vyuºívá pro prostorovou diskretizaci centrální diference. �asová
derivace je aproximována dop°ednou diferencí, av²ak £len uni je nahrazen pr·m¥rem
okolních hodnot daného bodu. Jedná se o aproximaci prvního °ádu v £ase a druhého
prostorové sou°adnici. [3]

Kdyº aplikujeme toto schéma na rovnici vedení tepla (2.2), dostaneme vzorec vý-
po£et následující £asové vrstvy ve tvaru

un+1
i =

1

2
(uni+1 + uni−1) + a2∆t

uni+1 − 2u2
i + uni−1

∆x2
+ fni . (2.18)

Stabilitu schématu odvodíme zp·sobem uvedeným nap°. v [8]. Nutnou podmínkou
stability diferen£ního schématu je tzv. spektrální kritérium. Pro vy²et°ení vyuºíváme
Fourierovy analýzy pro un. Volíme

unk = λneikα, (2.19)

dosadíme do diferen£ního schématu a poºadujeme, aby

max
α
|λ| ≤ 1. (2.20)

Dosadíme-li (2.19) do (2.18) a zanedbáme fni , pak dostaneme

λn+1eikα − λneikα

∆t
=λna2 e

i(k+1)α − 2eikα + ei(k−1)α

∆x2

λ− 1 =a2 ∆t

∆x2
(eiα − 2 + e−iα)

λ =1− 2a2 ∆t

∆x2
(1− cosα)

λ =1− 2δ(1− cosα), δ = a2 ∆t

∆x2
. (2.21)

Pro stabilitu schématu musí platit vztah (2.20), tj.

−2 ≤ −2δ(1− cosα)

1 ≥ δ(1− cosα). (2.22)
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Protoºe max |δ(1− cosα)| = 2δ, pak

δ ≤ 1

2
, (2.23)

tj.

∆t ≤ ∆x2

2a2
. (2.24)

2.2.2 MacCormackovo schéma

Druhou variantou numerického °e²ení v této práci je uºití - rovn¥º explicitního - Mac-
Cormackova schématu, poprvé publikovaného v roce 1969. Jedná se o jednu z variant
schémat typu Laxe-Wendro�a. MacCormackova metoda je realizována ve dvou krocích
ve form¥ prediktor-korektor, coº je zvlá²t¥ výhodné pro p°ípad nelineární rovnice. [9]

Schémata typu Laxe-Wendro�a vyuºívají aproximace pomocí centrálních diferencí.
MacCormackova varianta spo£ívá v rozloºení t¥chto nahrazení centrálními diferencemi
do dvou krok·. Vyjdeme z [8] a budeme uvaºovat rovnici

ut + aux = νuxx

a následn¥ na ni aplikujeme MacCormackovo schéma. Výsledkem bude
prediktor:

u
n+1/2
i = unk −∆t

(
a
unk+1 − unk

∆x
− ν

unk+1 − 2unk + unk−1

∆x2

)
(2.25)

korektor:

un+1
i =

1

2
(unk + u

n+1/2
k )− ∆t

2

(
a
u
n+1/2
k − un+1/2

k−1

∆x
− ν

unk+1 − 2unk + unk−1

∆x2

)
. (2.26)

Tato metoda je druhého °ádu p°esnosti O(∆t2,∆x2). Podmínku stability je moºno
odvodit nap°. dle [5]. Uºijeme-li spektrálního kritéria stability, pak dostaneme

λ1 =1− σ(eIα − 1)− 2δ(1− cosα),

λ =
1

2
(1 + λ1)− 1

2
λ1[σ(1− e−Iα) + 2δ(1− cosα)], (2.27)

kde

σ = a
∆t

∆x
, δ = ν

∆t

∆x2
, I =

√
−1.

Po úprav¥ pak

λ = 1− σ2(1− cosα)− 2νδ(1− cosα)[1− δ(1− cosα)]+

+Iσ sinα[−1 + 2δ(1− cosα)]. (2.28)

Aby |λ| ≤ 1, musí platit
(
∆t ≤ ∆x2

2ν

)
∧
(
∆t ≤ ∆x

|a|

)
, coº bude spln¥no nap°. p°i

∆t ≤ 1
|a|
∆x

+ 2ν
∆x2

, (2.29)

coº je posta£ující podmínka pro stabilitu.
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2.3 Metoda um¥lé stla£itelnosti

Rovnice uvedené v kapitole 1 popisují proud¥ní vazké nestla£itelné Newtonské tekutiny.
Pro jejich numerické °e²ení je v²ak pot°eba je²t¥ dal²í vztah. V této práci bude vyuºívat
metodu um¥lé stla£itelnosti, která byla publikována v [6]. Základem této metody je
roz²í°ení rovnice kontinuity pro moºnost výpo£tu tlaku. Ve vektorovém zápisu má tato
rovnice podobu:

1

β2

∂p

∂t
+∇ · u = 0, (2.30)

kde β je koe�cient um¥lé stla£itelnosti, který má rozm¥r rychlosti a ob£as je také
nazýván um¥lou rychlostí zvuku. Koe�cient β volíme tak, aby rychlost ustalování byla
co nejvy²²í, zárove¬ z d·vodu robustnosti je doporu£ováno volit β konstantní v celé
oblasti °e²ení. [10] Vliv tohoto volitelného parametru na výpo£ty je diskutován pozd¥ji.

Aplikováním metody um¥lé stla£itelnosti na vý²e zmín¥né úlohy dostaneme pro
v²echny p°ípady rovnici ve sloºkovém tvaru:

1

β2

∂p

∂t
+
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (2.31)

Následn¥ pro ve²keré výpo£ty tlaku v rámci této práce je pouºita tato podoba rovnice
kontinuity.
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Kapitola 3

Numerické experimenty

V této kapitole je na t°ech úlohách, p°edstavených v kapitole 1, prezentováno jejich
numerické °e²ení realizované pomocí metod uvedených v kapitole 2. �e²ení jsou prove-
dena v programu Matlab. V úvodní úloze 1, slouºící p°edev²ím k veri�kaci pouºitého
postupu a napsaného kódu, je porovnáváno numerické °e²ení se známým analytickým
°e²ením, jeº je v této kapitole rovn¥º odvozeno. V úloze 2, která jiº °e²í strati�ko-
vané proud¥ní, je taktéº existující analytické °e²ení, které je dále podrobn¥ji popsáno
a diskutováno ve srovnání s numerickou simulací. Pro t°etí úlohu strati�kovaného prou-
d¥ní s p°ekáºkou neexistuje analytické °e²ení. Je zde v²ak diskutován vliv strati�kace
proud¥ní v rámci srovnání s proud¥ním bez prom¥nné hustoty.

Pro kaºdou úlohu byla provedena realizace numerického °e²ení prakticky ve £ty°ech
variantách. Z d·vodu v¥t²í p°ehlednosti zavedeme zkrácené ozna£ení t¥chto variant:

LF-N = uºití Lax-Friedrichsova schématu na nekonzervativní tvary rovnic,

LF-K = uºití Lax-Friedrichsova schématu na konzervativní tvary rovnic,

MC-N = uºití MacCormackova schématu na nekonzervativní tvary rovnic,

MC-K = uºití MacCormackova schématu na konzervativní tvary rovnic.

Rozdíly mezi variantami se krom¥ p°esnosti °e²ení li²í také rychlostí výpo£t·. To z d·-
vodu, ºe odli²ná schémata mají odli²nou náro£nost na provedení jedné iterace a r·zné
tvary rovnic umoº¬ují r·zné velikosti £asového kroku. Odli²nosti t¥chto jednotlivých
p°ístup· k °e²ení jsou dále diskutovány v rámci kaºdé úlohy.

P°ed kaºdou simulací je v Matlabu výpo£tem ur£eno také Reynoldsovo £íslo. To je
de�nováno jako Re = ustrH

ν
. Na základ¥ tohoto podobnostního £ísla, lze stanovit povaha

proud¥ní, kdy pro Re < 2300 jde o laminární proud¥ní. [16] Modely aplikované v této
práci, jsou pouze pro laminární proud¥ní, proto je zavedena tato kontrola vstupních
parametr·.

3.1 Úloha 1 - Nestrati�kované proud¥ní kanálem

Úloha je p°ípadem proud¥ní nestla£itelné vazké tekutiny v kanále, které ve dvouroz-
m¥rném zjednodu²ení p°edstavuje proud¥ní mezi dv¥ma paralelními deskami. Nejprve
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bude p°edvedeno exaktní °e²ení, následn¥ nastavení numerického °e²ení a na záv¥r bu-
dou prezentovány výstupy z provedených simulací a diskuze výsledk·.

3.1.1 Analytické °e²ení

Analytické °e²ení lze odvodit na základ¥ rovnic (1.7) a (1.30), jeº byly v první kapi-
tole vyvozeny ze zákon· zachování hmoty a hybnosti. Ve sloºkovém zápisu je m·ºeme
rozepsat jako

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (3.1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ g1 (3.2)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
= −1

ρ

∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
+ g2 (3.3)

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
= −1

ρ

∂p

∂z
+ ν

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
+ g3. (3.4)

P°edpokladem u tohoto p°ípadu je jednorozm¥rné proud¥ní:

u 6= 0, v = 0, w = 0

∂u

∂z
= 0,

∂2u

∂z2
= 0,

£asov¥ ustálené proud¥ní, tj.:
∂u

∂t
= 0,

nestla£itelnost tekutiny s nem¥nnou hustotou

ρ = konst.,

a gravita£ní zrychlení

g = (0, g, 0).

Po uplatn¥ní zmín¥ných p°edpoklad· se soustava zredukuje pouze na rovnice (3.1)
a (3.2) ve tvaru

∂u

∂x
= 0 (3.5)

u
∂u

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
. (3.6)
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Uplatn¥ním vztahu (3.5) na (3.6) a vynásobením hustotou se rovnice je²t¥ zjednodu²í
na následující rovnici:

∂p

∂x
= µ

∂2u

∂y2
. (3.7)

V této úloze uvaºujeme kanál o délce L, kde na vstupu (tj. x = 0) je tlak pin a výstupu
(x = L) tlak pout. V tomto nastavení je moºno p°epsat (3.7) do podoby

pout − pin
L

1

µ
=
∂2u

∂y2
. (3.8)

Levá strana rovnice (3.8) je tedy konstantní. Zavedeme-li ozna£ení K = pout−pin
L

1
µ
,

tak následn¥ po první a druhé integraci dostaneme

∂u

∂y
= Ky + C1 (3.9)

u(y) = K
y2

2
+ C1y + C2. (3.10)

Pro tento p°ípad platí, ºe rychlost proud¥ní na st¥n¥ je nulová. Takováto okrajová
podmínka lze zapsat jako:

u(y = 0) = 0, u(y = H) = 0.

Dosazením t¥chto podmínek do (3.10) získáme hodnoty integra£ních konstant

C2 = 0, C1 = −KH

2
.

Rovnice horizontální sloºky rychlosti u má tudíº tvar

u(y) =
pout − pin

L

y2 − yH
2µ

. (3.11)

Je patrné, ºe rychlostní pro�l tohoto pln¥ vyvinutého proud¥ní je parabolický a má tedy
maximum uprost°ed mezi deskami. Maximální hodnotu rychlosti tak m·ºeme zapsat

umax = u

(
H

2

)
=
pout − pin

L

H2

4
− H2

2

2µ
= −pout − pin

L

1

2µ

H2

4
. (3.12)

Z (3.11) a (3.12) je patrné, ºe rychlostní pro�l lze vyjád°it pomocí maximální rychlosti:

u(y) =
−4umax
H2

(y2 − yH). (3.13)

Ze vztahu (3.11), resp. (3.12) lze rovn¥º vyjád°it gradient tlaku:

Gp =
pout − pin

L
=

2µu(z)

y2 − yH
, (3.14)

respektive

Gp =
−8umaxµ

H2
. (3.15)
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3.1.2 Numerické °e²ení

Pro numerické °e²ení nejprve uvedeme nastavení geometrie úlohy, hodnoty vstupních
parametr· a následn¥ p°esnou podobu rovnic v r·zných provedeních, jeº jsou pouºity
ve výpo£etním kódu v Matlabu. Poté jsou prezentovány gra�cké výstupy jednotlivých
p°ístup· °e²ení.

Geometrické nastavení

Jak jiº bylo uvedeno, tak úloha je zjednodu²ena na dvourozm¥rný problém. Tato sku-
te£nost bude v úloze realizována v sou°adném systému x − y, ve kterém je popsána
kartézská sí´ s po£tem bun¥k nx, ny na oblasti o délce L a vý²ce H. Kroky (vzdálenosti)
mezi jednotlivými uzly sít¥ jsou tudíº dány ∆x = L

nx
,∆y = H

ny
. Konkrétn¥ v této úloze

je uºito t°ech následujících nastavení:

Hrubá sí´:

nx1 = 10 ny1 = 50

L = 2 H = 1

∆x1 = 0, 02 ∆y1 = 0, 02

St°ední sí´:

nx2 = 20 ny2 = 100

L = 2 H = 1

∆x2 = 0, 01 ∆y2 = 0, 01

Jemná sí´:

nx3 = 40 ny3 = 200

L = 2 H = 1

∆x3 = 0, 005 ∆y3 = 0, 005

Ve sm¥ru osy x je volen jen nízký po£et uzl·, jelikoº se v tomto sm¥ru pro�l rychlosti
nem¥ní. Z hlediska zhodnocení vlivu r·zné jemnosti sít¥ byla tyto 3 r·zná nastavení
sít¥ testována variantou °e²ení LF-N. Pro zbylé varianty je následn¥ pouºita uº jen
st°ední sí´.

Nastavení výchozích parametr·

Tato úloha slouºí k validaci sestaveného programu, výchozí parametry tak nevyjad°ují
ºádný p°ímý fyzikální význam. Je na n¥ kladena pouze podmínka laminárního prou-
d¥ní vyjád°ená Reynoldsovým £íslem Re < 2300. Nastavení programu je takové, ºe p°i
zade�nování vhodných vstupních hodnot spl¬ujících tuto podmínku a po£áte£ních pod-
mínek rychlostí a tlaku, provádí simulaci bez dal²ího zásahu. Výpo£et vºdy b¥ºí aº do
dosaºení p°edepsaného po£tu £asových krok· nt. Ten je nastaven tak, aby simulace
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zcela z°ejm¥ dosáhla ustáleného stavu. Kv·li p°ehlednému zhodnocení vlivu metodik
a ostatních výchozích parametr· je v této úloze zvolen konstantní £asový krok ∆t a
po£et £asových krok· nt tak, aby byla zaru£ena stabilita a konvergence v²ech variant.

V²eobecné nastavení výchozích hodnot pro tuto úlohu je následující:

� ρ = 1000 kg ·m−3

� ν = 1 · 10−3 m2 · s−1

� β = 5m · s−1

� pin = 10 Pa

� pout = 0 Pa

� ∆t = 5 · 10−3

� nt = 5 · 106

� ζ = 1 · 10−5,

kde ζ je volitelný parametr pro modi�kované Lax-Friedrichsovo schéma, jehoº vliv
na výpo£et je dále diskutován. Po£áte£ní podmínky po£ítaných veli£in jsou zvoleny
zp·sobem

u = 0, v = 0, p = pin.

�asový krok je v základním nastavení volen ∆t = 5 · 10−3. V rámci vyhodnocení je
prezentován i dopad volby £asového kroku na pr·b¥h simulace.

Disktretizace systém· rovnic

Diskretizací zp·sobem LF-N, tj. uºitím Lax-Friedrichsova schématu, pro jehoº stabili-
zaci byla pouºita modi�kace obsahující volitelný parametr ζ, lze upravit rovnice (2.31),
(1.49) a (1.50) do tvaru:
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pn+1
i,j =(1− ζ) · pni,j + ζ · 1

4
(pni−1,j + pni+1,j + pni,j−1 + pni,j+1)+ (3.16)

− β2∆t

(
uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 − vni,j−1

2∆y

)
un+1
i,j =(1− ζ) · uni,j + ζ · 1

4
(uni−1,j + uni+1,j + uni,j−1 + uni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni−1,j

2∆x
+ uni,j

uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+ vni,j

uni,j+1 − uni,j−1

2∆y
+ (3.17)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =(1− ζ) · vni,j + ζ · 1

4
(vni−1,j + vni+1,j + vni,j−1 + vni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j−1

2∆y
+ uni,j

vni+1,j − vni−1,j

2∆x
+ vni,j

vni,j+1 − vni,j−1

2∆y
+ (3.18)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)]
.

Diskretizace metodou LF-K (tj. rovnic (2.31), (1.46) a (1.47)) vypadá:

pn+1
i,j =(1− ζ) · pni,j + ζ · 1

4
(pni−1,j + pni+1,j + pni,j−1 + pni,j+1)+ (3.19)

− β2∆t

(
uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 − vni,j−1

2∆y

)
un+1
i,j =(1− ζ) · uni,j + ζ · 1

4
(uni−1,j + uni+1,j + uni,j−1 + uni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni−1,j

2∆x
+ (3.20)

+
uni+1,j · uni+1,j − uni−1,j · uni−1,j

2∆x
+
uni,j+1 · vni,j+1 − uni,j−1 · vni,j−1

2∆y
+

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =(1− ζ) · vni,j + ζ · 1

4
(vni−1,j + vni+1,j + vni,j−1 + vni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j−1

2∆y
+ (3.21)

+
uni+1,j · vni+1,j − uni−1,j · vni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 · vni,j+1 − vni,j−1 · vni,j−1

2∆y
+

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)]
.
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Diskretizace p°i pouºití MacCormackova schématu probíhá ve dvou krocích, kdy
se nejd°íve napo£ítá prediktor a následn¥ je je²t¥ aplikován korektor. Pro variantu
MC-N vypadá nahrazení rovnic (2.31), (1.49) a (1.50) následovn¥

Prediktor:

p
n+1/2
i,j =pni,j − β2∆t

(
uni+1,j − uni,j

∆x
+
vni,j+1 − vni,j

∆y

)
(3.22)

u
n+1/2
i,j =uni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni,j

∆x
+ uni,j

uni+1,j − uni,j
∆x

+ vni,j
uni,j+1 − uni,j

∆y
+ (3.23)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
v
n+1/2
i,j =vni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j

∆y
+ uni,j

vni+1,j − vni,j
∆x

+ vni,j
vni,j+1 − vni,j

∆y
+ (3.24)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)]
,

Korektor:

pn+1
i,j =

pni,j + p
n+1/2
i,j

2
− β2 ∆t

2

(
u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y

)
(3.25)

un+1
i,j =

uni,j + u
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i−1,j

∆x
+

+ u
n+1/2
i,j

u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

u
n+1/2
i,j − un+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.26)

− ν
(
u
n+1/2
i−1,j − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
u
n+1/2
i,j−1 − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =

vni,j + v
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i,j−1

∆y
+

+ u
n+1/2
i,j

v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.27)

− ν
(
v
n+1/2
i−1,j − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
v
n+1/2
i,j−1 − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i,j+1

∆y2

)]
.
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Pouºití MC-K, tj. diskretizace rovnic (2.31), (1.46) a (1.47), lze psát:

Prediktor:

p
n+1/2
i,j =pni,j − β2∆t

(
uni+1,j − uni,j

∆x
+
vni,j+1 − vni,j

∆y

)
(3.28)

u
n+1/2
i,j =uni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni,j

∆x
+

+
uni+,j · uni+1,j − uni,j · uni,j

∆x
+
uni,j+1 · vni,j+1 − uni,j · vni,j

∆y
+ (3.29)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
v
n+1/2
i,j =vni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j

∆y
+

+
uni+1,j · vni+1,j − uni,j · vni,j

∆x
+
vni,j+1 · vni,j+1 − vni,j · vni,j

∆y
+ (3.30)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)]
,

Korektor:

pn+1
i,j =

pni,j + p
n+1/2
i,j

2
− β2 ∆t

2

(
u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y

)
(3.31)

un+1
i,j =

uni,j + u
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i−1,j

∆x
+

+
u
n+1/2
i,j · un+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · u

n+1/2
i−1,j

∆x
+
u
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − un+1/2
i,j−1 · v

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.32)

− ν
(
u
n+1/2
i−1,j − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
u
n+1/2
i,j−1 − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =

vni,j + v
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i,j−1

∆y
+

+
u
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · v

n+1/2
i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − vn+1/2
i,j−1 · v

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.33)

− ν
(
v
n+1/2
i−1,j − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
v
n+1/2
i,j−1 − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i,j+1

∆y2

)]
.
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3.1.3 Zhodnocení

V gra�ckém zpracování porovnávající analytické a numerické °e²ení jsou nejprve pre-
zentována pole veli£in rychlosti a tlaku a pro�l horizontální sloºky rychlosti. Posléze je
podle dále de�novaných veli£in nejprve zhodnocen vliv po£tu uzl· sít¥ a vliv parametr·
ζ, β na p°esnost výsledk· ve variant¥ LN-N. Následn¥ jsou porovnány v²echny 4 vari-
anty numerického °e²ení z hlediska p°esnosti, rychlosti konvergence a £asové náro£nosti
výpo£tu.

Nejprve uvedeme pole po£ítaných veli£in p°i zvolených vstupních parametrech, uve-
dených na za£átku kapitoly, numerické °e²ení realizované metodou LF-N aplikovanou
na st°ední sí´. Obr.4(a) znázor¬uje tlak, který lineárn¥ klesá od vstupu k výstupu
kanálu. Na obr.4(b) je zobrazeno pole horizontální sloºky rychlosti, jeº p°edstavuje
dominantní sloºku. Naproti tomu obr.4(c) prezentuje vertikální sloºku rychlosti, je-
jíº hodnoty se blíºí nule. Na obr.4(d) je pro úplnost zobrazeno pole celkové rychlosti
stanovené jako:

‖qi,j‖2 =
√
u2
i,j + v2

i,j. (3.34)

(a) Tlak (b) Horizontální sloºka rychlosti

(c) Vertikální sloºka rychlosti (d) Celková rychlost

Obr. 4: Pole veli£in - numerické °e²ení
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V tomto p°ípad¥ není mezi celkovou rychlostí a horizontální sloºkou ºádný patrný
rozdíl, jelikoº jsou hodnoty vertikální sloºky zanedbatelné. Nicmén¥ pro ú£ely pozd¥j-
²ích úloh, kde jsou odli²nosti výrazn¥j²í, je tato veli£ina pro porovnání úloh a konzis-
tenci práce uvedena i zde.

Totoºné zobrazení pole veli£in tlaku a rychlostí tentokrát v²ak z analytického °e²ení
je na obr.5. Z toho je patrné, ºe o£ekávaná hodnota vertikální sloºky rychlosti je nulová.
U numerického °e²ení hodnoty jsou této sloºky rychlosti nenulové, pohybují se v²ak
maximáln¥ v °ádu 10−15. Z d·vodu, ºe tyto odchylky od analytického °e²ení, pravd¥-
podobn¥ zp·sobené aproximací p°i diskretizaci rovnic, nabývají tak nízkých hodnot,
lze numerickou metodu povaºovat za odpovídající a její výsledky za relevantní. Pole
tlaku, horizontální sloºky rychlosti a celkové rychlosti z obou °e²ení jsou k nerozeznání.

(a) Tlak (b) Horizontální sloºka rychlosti

(c) Vertikální sloºka rychlosti (d) Celková rychlost

Obr. 5: Pole veli£in - analytické °e²ení
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Následující obr.6 znázor¬uje pro�l horizontální sloºky rychlosti u. Podle p°edpov¥di
z analytického °e²ení (obr.6(b)) se jedná o parabolický rychlostní pro�l. Numerické
°e²ení je zobrazeno na obr.6(a), kde jsou vyzna£eny jednotlivé body pole rychlosti
v míst¥ uprost°ed kanálu. Porovnání analytického a numerického °e²ení p°edstavuje
obr.6(c). V tomto zobrazení jsou v²ak ob¥ °e²ení natolik shodná, ºe se zcela p°ekrývají.

(a) Numerické °e²ení (b) Analytické °e²ení

(c) Porovnání numerického a exaktního °e²ení

Obr. 6: Pro�l rychlosti u(y)
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Z d·vodu absence z°ejmých rozdíl· v základním zobrazení po£ítaných veli£in zave-
deme dal²í parametry, které lépe a podrobn¥ji znázor¬ují odchylky mezi jednotlivými
°e²eními.

M¥°ítkem pro kontrolu p°esnosti výpo£tu je v této práci Euklidovská norma rozdílu
horizontální sloºky rychlosti numerického a exaktního °e²ení vztaºená na velikost sít¥.
Realizace výpo£tu tohoto kritéria v programu vypadá následovn¥:

uroz =
‖uexakt − u‖2

nx · ny
. (3.35)

Pro zhodnocení pr·b¥hu numerického výpo£tu a p°edev²ím rychlosti ustálení °e²ení
jsou dále zaznamenávány pr·b¥hy reziduí tlaku a jednotlivých sloºek rychlosti. Stacio-
nární rezidua jsou v této práci po£etn¥ ur£ena jako Euklidovská norma rozdílu veli£iny
ve dvou po sob¥ jdoucích iteracích vztaºená na velikost sít¥, coº lze matematicky vy-
jád°it jako:

rezϕn =
‖ϕn+1 − ϕn‖2

nx · ny
, (3.36)

kde ϕ ozna£uje obecnou veli£inu.
Zmín¥né veli£iny hodnotící pr·b¥h výpo£tu jsou výstupem z numerického °e²ení

realizovaného metodou LF-N a jsou prezentovány na obr.7. Norma rozdílu rychlosti
a rezidua jsou vyná²eny v logaritmickém m¥°ítku v závislosti na po£tu iterací.

(a) Norma rozdílu rychlosti (b) Rezidua

Obr. 7: P°esnost numerického °e²ení v pr·b¥hu výpo£tu

Nyní p°ichází na °adu zhodnocení výpo£t· z hlediska volby výchozího nastavení.
Nejprve je ukázáno srovnání výstup· v závislosti na jemnosti sít¥. V gra�ckém zpraco-
vání na obr.8 jsou znázorn¥na rezidua po£ítaných veli£in a obr.9 p°edstavuje srovnání
norem rozdílu horizontální sloºky rychlosti. Vy£íslené hodnoty gra�cky znázorn¥ných
norem rozdílu a £asová náro£nost výpo£t· vztaºená na 1 iteraci jsou poté shrnuty
v tabulce 3.1.
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(a) Hrubá sí´ (b) St°ední sí´

(c) Jemná sí´

Obr. 8: Srovnání reziduí v závislosti na jemnosti sít¥

Z hlediska konvergence je z obr.8 patrné, ºe rychlost ustálení °e²ení prakticky tém¥°
nezávisí na volb¥ sít¥. Rozdíly jsou v tomto p°ípadn¥ jen velmi nepatrné.

Naproti tomu, jak je moºno vid¥t z obr.9, jemnost sít¥ zcela z°ejm¥ ovliv¬uje p°es-
nost numericky dopo£tené hodnoty rychlosti. Úm¥rn¥ k dvojnásobnému po£tu uzl·
dochází k navý²ení p°esnosti o jeden °ád.

Vy£íslení hodnot v tabulce 3.1 potvrzuje zmín¥né záv¥ry ohledn¥ p°esnosti. St°ední
sí´ v²ak lze povaºovat za dostate£n¥ p°esnou, jiº po 1 milionu iterací se odchylka od p°es-
ného °e²ení pohybuje v °ádu 10−7. Zárove¬ je realizace výpo£tu na této síti daleko mén¥
£asov¥ náro£ná. Doba výpo£tu na jednu iteraci, jak uvádí tabulka níºe, vzr·stá se zv¥t-
²ujícím se po£tem uzl· více jak dvojnásobn¥. Na základ¥ tohoto bude u v²ech dal²ích
výpo£t· v rámci této úlohy uºívána sí´ se st°edním po£tem uzl·.
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Obr. 9: Srovnání norem rozdílu rychlostí v závislosti na jemnosti sít¥

sí´ uroz tit
hrubá 4, 28 · 10−6 2, 64 · 10−4

st°ední 5, 29 · 10−7 5, 56 · 10−4

jemná 6, 46 · 10−8 1, 22 · 10−3

Tabulka 3.1: Srovnání p°esnosti a rychlosti °e²ení v závislosti na volb¥ sít¥

Pro numerická °e²ení, jeº vyuºívají Lax-Friedrichsova schématu je rovn¥º d·leºitý
parametr ζ, který m·ºe zna£n¥ ovliv¬ovat výpo£et - p°edev²ím jeho p°esnost a rychlost
konvergence. Z d·vodu volby nejvhodn¥j²í výchozí hodnoty parametru ζ do základního
nastavení ukáºeme porovnání gra�ckých výstup· pro r·zné hodnoty tohoto parame-
tru. Porovnání bylo provedeno pro 6 hodnot od ζ = 0, 1, p°es vºdy 10-krát zmen²ené
hodnoty aº po nejniº²í hodnotu ζ = 1 · 10−6. Pro v²echny volby parametru byl zvolen
konstantní £asový krok 5 · 10−3. Na obr.10 jsou uvedena rezidua po£ítaných veli£in
a obr.11 zobrazuje srovnání norem rozdílu horizontální sloºky rychlostí analytického
a numerického °e²ení. Vy£íslené hodnoty t¥chto norem uvádí tabulka 3.2 spole£n¥ s ma-
ximálními hodnotami horizontální sloºky rychlosti, ke kterým numerická °e²ení dosp¥jí
p°i zvoleném ζ.

Jak ukazuje obr.10, tak pro první £ty°i hodnoty ζ (obr.10(a)-(d)) je rychlost kon-
vergence prakticky identická. P°i dal²ím sníºení dochází k ustálení °e²ení po zna£n¥
v¥t²ím po£tu iterací. Nicmén¥ výpo£et v p°ípad¥ volby ζ = 1 · 10−4 a vy²²í vede
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(a) ζ = 1 · 10−1 (b) ζ = 1 · 10−2

(c) ζ = 1 · 10−3 (d) ζ = 1 · 10−4

(e) ζ = 1 · 10−5 (f) ζ = 1 · 10−6

Obr. 10: Srovnání reziduí na základ¥ volby ζ

k nep°esnému °e²ení. Z gra�ckého zobrazení na obr.11 a tabulky 3.2 je zcela patrné,
ºe zvolení niº²í hodnoty ζ vede na p°esn¥j²í °e²ení. Zvolíme-li v²ak p°íli² malou hod-
notu ζ, tak ve zvoleném nastavení nedochází k ustálení °e²ení, jak je moºno pozorovat
na obr.10(f). Pro následující výpo£ty realizované modi�kovaným Lax-Friedrichsovým
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Obr. 11: Srovnání norem rozdílu rychlostí na základ¥ volby ζ

ζ umax uroz
1 · 10−1 0, 4167 3, 48 · 10−3

1 · 10−2 0, 5952 4, 98 · 10−4

1 · 10−3 0, 6219 5, 20 · 10−5

1 · 10−4 0, 6250 5, 23 · 10−6

1 · 10−5 0, 6250 5, 29 · 10−7

1 · 10−6 0, 6250 7, 03 · 10−8

exakt 0, 6250 0

Tabulka 3.2: Srovnání p°esnosti °e²ení v závislosti na volb¥ ζ

schématem tak volíme parametr ζ = 1·10−5, jelikoº takové nastavení vede k ustálenému
°e²ení s dostate£nou p°esností.

Dal²ím volitelným parametrem, který m·ºe výrazn¥ ovlivnit pr·b¥h výpo£tu, re-
spektive p°edev²ím rychlost konvergence a p°esnost °e²ení, je koe�cient um¥lé stla£i-
telnosti β. Zvý²ení jeho hodnoty obecn¥ vede k rychlej²ímu ustálení °e²ení, av²ak p°i
p°íli²ném zvý²ení m·ºe dojít k nezanedbatelnému sníºení p°esnosti °e²ení, pop°ípad¥
k nutnosti sníºení £asového kroku. Men²í £asový krok má v²ak za následek prodlouºení
doby nutné na výpo£et a v d·sledku tak m·ºe být vy²²í koe�cient β kontraproduktivní.

Pro zhodnocení vlivu velikosti koe�cientu um¥lé stla£itelnosti β na výpo£et bylo
zvoleno 6 r·zných hodnot. Aby se ukázal potenciál zvolení ur£ité hodnoty tohoto
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koe�cientu, tak pro kaºdou testovanou hodnotu byl nalezen nejvy²²í moºný konstantní
£asový krok pro stabilní ustálené °e²ení. Následující gra�cké zobrazení na obr.12 uka-
zuje rezidua po£ítaných veli£in na základ¥ volby parametru β. U kaºdého jednotlivého
vyobrazení je krom¥ konkrétní hodnoty koe�cientu β uveden i pouºitý £asový krok ∆t.

(a) β = 0, 1 ∆t = 1 · 10−2 (b) β = 0, 5 ∆t = 1 · 10−2

(c) β = 1 ∆t = 1 · 10−2 (d) β = 5 ∆t = 1 · 10−2

(e) β = 10 ∆t = 5 · 10−3 (f) β = 50 ∆t = 4, 75 · 10−4

Obr. 12: Srovnání reziduí na základ¥ volby β
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Z obr.12 lze pozorovat, ºe zvý²ení hodnoty β má opravdu za následek rychlej²í kon-
vergenci °e²ení. Pro nejniº²í hodnotu β = 0, 1 je²t¥ ani zdaleka nedochází ani po 5 mili-
onech iterací k ustálení °e²ení, jelikoº rezidua klesají velmi pomalu. Po dal²ím zvy²ování
β lze p°i stejném s kroku pozorovat (obr.12(b),(c),(d)) stále d°íve ustálená °e²ení. Pro
hodnotu β = 10 jiº bylo nutno sníºit £asový krok na polovinu, £ímº se vliv dvojnásob-
ného zvý²ení um¥lé stla£itelnosti oproti p°edchozímu p°ípadu neprojevil a konvergence
°e²ení je tak velice obdobná. V posledním testovaném p°ípad¥ - na obr.12(f), je vid¥t
velmi brzké ustálení °e²ení v d·sledku vysoké hodnoty β = 50. Nicmén¥ jiº znateln¥
vy²²í hodnoty reziduí po£ítaných veli£in nazna£ují nezanedbatelné sníºení p°esnosti
°e²ení.

Hledisko p°esnosti °e²ení v závislosti na volb¥ parametru β je vyobrazeno na obr.13.
Na tomto gra�ckém výstupu je zaznamenáno srovnání pr·b¥h· normy rozdílu analy-
ticky a numericky ur£ené hodnoty horizontální sloºky rychlosti u, jeº je op¥t stanovena
dle vztahu (3.35).

Obr. 13: Srovnání norem rozdílu rychlostí na základ¥ volby β

Z uvedeného gra�ckého výstupu je op¥t patrné, ºe p°i volb¥ β = 0, 1 zdaleka nedo²lo
k ustálení °e²ení a zárove¬ jsou hodnoty uroz neºádoucím zp·sobem vysoké. U násle-
dujících dvou hodnot β = 0, 5 a β = 1 dochází po po£áte£ní oscilaci k ustálení rozdílu
mezi numerickým a p°esným °e²ení v °ádu 10−7. V p°ípad¥ volby β = 5 se norma
rozdílu ustálí na stejn¥ nízké hodnot¥ b¥hem prvního milionu iterací, av²ak k poklesu
hodnoty dochází d°íve a pozvoln¥. Pozvolný pokles bez oscilací se objevuje i p°i hod-
not¥ β = 10, av²ak norma rozdílu se ustálí na vy²²í hodnot¥. Obdobn¥ je to i s volbou
β = 50, kde je v²ak niº²í p°esnost °e²ení je²t¥ více patrná.

45



Pro vyzna£ení rozdíl· v p°esnosti na základ¥ volby β je dále uvedena tabulka,
jeº uvádí vy£íslené hodnoty normy rozdílu a maximální hodnoty horizontální sloºky
rychlosti po dokon£ení 5 milion· iterací pro v²ech 6 testovaných hodnot parametru
um¥lé stla£itelnosti.

β umax uroz
0, 1 0, 6790 9, 01 · 10−4

0, 5 0, 6250 2, 61 · 10−7

1 0, 6250 2, 61 · 10−7

5 0, 6250 2, 61 · 10−7

10 0, 6250 5, 23 · 10−7

50 0, 6247 5, 50 · 10−6

exakt 0, 6250 0

Tabulka 3.3: Srovnání p°esnosti °e²ení v závislosti na volb¥ β

Souhrn vy£íslených hodnot v tabulce 3.3 názorn¥ potvrzuje vý²e zmín¥né záv¥ry.
�e²ení s nejniº²í hodnotou β se ani po velkém po£tu iterací neblíºí p°esnému °e²ení
a nemá smysl tedy o této volb¥ dále uvaºovat. Pro hodnoty koe�cientu um¥lé stla£i-
telnosti 0, 5; 1; 5 dostáváme stejnou hodnotu vysoké p°esnosti. Dal²í zvý²ení na β = 10
uº vykazuje zvy²ování rozdílu mezi numerickým a analytickým °e²ením. Pro β = 50
je odchylka od p°esného °e²ení je²t¥ znateln¥ v¥t²í, a tak rovn¥º poslední dv¥ volby
parametru β nebudeme jiº nadále uvaºovat.

Z d·vodu je²t¥ lep²ího popsání chování, jeº je ovlivn¥né um¥lou stla£itelností p°ed-
stavíme porovnání maximálních hodnot horizontální sloºky rychlosti mezi analytickým
a numerickými °e²eními. Ob¥ maxima jsou ur£ena následovn¥:

umax = max ‖u‖.

Gra�cké zpracování pr·b¥hu maxima horizontální sloºky rychlosti u numerického °e²ení
ve srovnání s analytickým °e²ením v závislosti na po£tu iterací je zobrazeno na obr.14.

Jak jiº bylo zmín¥no, tak v²echny t°i volby parametru β vedou k ustálenému p°es-
nému °e²ení. Ze srovnání pr·b¥hu maximálních hodnot rychlosti je v²ak ihned z°ejmá
odli²nost mezi jednotlivými variantami. �e²ení s nejniº²í hodnotou β = 0, 5 se ustálí
aº po 1,5 milionu iterací, kdy do té doby nejprve maximální hodnota viditeln¥ osciluje
kolem p°esného °e²ení. P°i volb¥ β = 1 dojde k ustálení na p°esné hodnot¥ znateln¥
d°íve - zhruba o 1 milion iterací. I zde je v²ak v po£átku stále patrné kmitání okolo
ºádané hodnoty. Nejvhodn¥j²í volbou se tak jeví β = 5. Jelikoº pr·b¥h maximální
rychlosti p°i této hodnot¥ parametru β ukazuje nejrychlej²í ustálení na p°esné hod-
not¥, které je navíc dosaºeno pozvolným zp·sobem.
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Obr. 14: Srovnání maximálních rychlostí na základ¥ volby β

Po zhodnocení nejvhodn¥j²í volby parametr· simulací je na °ad¥ srovnání jednotli-
vých variant numerického °e²ení. V následujícím gra�ckém výstupu je zobrazeno srov-
nání v²ech 4 variant numerických °e²ení. Nejprve jsou na obr.15 uvedena rezidua v zá-
vislosti na po£tu iterací a následn¥ na obr.16 srovnání norem rozdílu horizontální sloºky
rychlosti. Vy£íslení hodnot norem rozdílu rychlostí a £asových náro£ností výpo£t· navíc
shrnuje tabulka 3.4.

V p°ípad¥ reziduí je vid¥t, ºe hodnoty varianty LF-N se ustálí na mírn¥ niº²ích
hodnotách neº v p°ípad¥ LF-K, av²ak k ustálenému °e²ení s mírnými �uktuacemi
dosp¥jí ob¥ varianty po stejné dob¥. Hodnoty reziduí v²ech variant jsou stejného °ádu,
nicmén¥ uºití MacCormackova schématu vede k výrazn¥ rychlej²ímu ustálení °e²ení.
U variant s uºitím konzervativních tvar· rovnic je navíc vid¥t, ºe rezidua mén¥ kolísají.
V²echny £ty°i varianty vykazují v¥t²í rezidua tlaku neº rezidua sloºek rychlostí. K tomu
dochází z d·vodu jiné povahy rovnic pro tlak a pro rychlost.

Ze srovnání p°esnosti z hlediska norem rozdílu horizontální sloºky rychlostí na obr.16
je patrné, ºe v p°ípad¥ Lax-Friedrichsova schématu se p°esnost hodnoty rychlosti ustálí
zhruba po 750 000 iteraci °ádov¥ na hodnot¥ 10−7 a není ºádný markantní rozdíl mezi
uºitím rovnic v konzervativním, £i nekonzervativním tvaru. U schématu dle MacCor-
macka je hodnota výrazn¥ p°esn¥j²í - v °ádu 10−7, kdy nejvy²²í p°esnosti je dosaºeno p°i
aplikaci tohoto schématu na konzervativní tvar rovnic. �íseln¥ tyto záv¥ry potvrzuje
tabulka 3.4. V p°ípad¥ MC-K je v²ak vid¥t neustálé mírné kolísání hodnot, kdeºto
v p°ípad¥ varianty MC-N dochází k ustálení op¥t kolem 750 000 iterace.
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(a) LF-N (b) LF-K

(c) MC-N (d) MC-K

Obr. 15: Srovnání reziduí 4 metod

Varianta uroz tit
LF-N 5, 29 · 10−7 5, 56 · 10−4

LF-K 5, 29 · 10−7 5, 54 · 10−4

MC-N 8, 27 · 10−15 7, 19 · 10−4

MC-K 1, 10 · 10−15 7, 12 · 10−4

Tabulka 3.4: Srovnání p°esnosti a rychlosti pouºitých metod
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Obr. 16: Srovnání norem rozdílu rychlostí 4 metod

V této úloze do²lo k validaci zhotoveného programu pro simulaci nestrati�kova-
ného proud¥ní. Bylo ukázáno, ºe zvolený zp·sob výpo£tu odpovídá analytickému °e-
²ení a bylo nalezeno vhodné geometrické a parametrické nastavení. V takovém nastavení
byly prezentovány 4 zp·soby numerického °e²ení a jejich odli²nosti. V²echny vyhovují
dostate£né p°esnosti hledaného °e²ení a v rámci této úlohy se ukázalo jako vhodn¥j²í
pouºití schématu dle MacCormacka. Pro následující úlohy v²ak bude nadálo uºito obou
schémat a budou nadále porovnávány i v jiném nastavení.
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3.2 Úloha 2 - Strati�kované proud¥ní na naklon¥né
desce

V této úloze je °e²en problém strati�kovaného proud¥ní na naklon¥né desce ve 2D.
Obdobn¥ jako v p°edchozí sekci bude p°edvedeno analytické °e²ení, poté nastavení
úlohy, diskretizace pouºitého systému rovnic a nakonec budou prezentovány výstupy
z numerických simulací, jeº budou diskutovány ve srovnání s exaktn¥ dopo£ítanými
výsledky.

3.2.1 Analytické °e²ení

Analytické °e²ení v následujícím textu vychází z úvah uvedených v [14]. Pro odvo-
zení uºijeme rovnice v nekonzervativní form¥. Konkrétn¥ vyjdeme z rovnice kontinuity
ve tvaru (1.35) a pohybových rovnic (1.30). Ve sloºkovém zápisu m·ºeme soustavu
zapsat následovn¥:

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
+ w

∂ρ

∂z
= κ

(
∂2ρ

∂x2
+
∂2ρ

∂y2
+
∂2ρ

∂z2

)
(3.37)

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ ρg1 (3.38)

ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
+ ρg2 (3.39)

ρ

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
+ ρg3. (3.40)

P°edpokládáme pouze 2D p°ípad, tj.:

w = 0,
∂u

∂z
=
∂ρ

∂z
= 0,

∂2u

∂z2
=
∂2ρ

∂z2
= 0.

Dále uvaºujeme £asov¥ ustálené proud¥ní, tj.:

∂u

∂t
=
∂ρ

∂t
= 0

pln¥ vyvinuté proud¥ní:

v = 0,
∂u

∂x
= 0,

∂2u

∂x2
= 0

uskute£¬ující se v gravita£ním poli

g = (g sinα,−g cosα, 0).
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Po uplatn¥ní zmín¥ných p°edpoklad· se soustava zredukuje na

u
∂ρ

∂x
=κ

(
∂2ρ

∂x2
+
∂2ρ

∂y2

)
(3.41)

0 =− ∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂y2

)
+ ρg sinα (3.42)

0 =− ∂p

∂y
− g cosα. (3.43)

Dále uvaºujeme, ºe tekutina je lineárn¥ hustotn¥ strati�kovaná ve vertikálním sm¥ru.
Hustotu tak m·ºeme zapsat jako:

ρ(x, y) = ρ0(x, y) + ρ′(y) = ρ∗ + γx sinα− γy cosα + ρ′(y), (3.44)

kde ρ∗ je referen£ní hustota, γ = − grad ρ0 a ρ′ poruchová £ást hustoty. Dosadíme-li
rozloºení hustoty do rovnic (3.41), (3.42) a (3.43), získáme

γu(y) sinα =κ
∂2ρ′(y)

∂y2
(3.45)

∂p

∂x
=µ

∂2u(y)

∂y2
+ ρ∗g sinα + γgx sin2 α− γgy sinα cosα + g sinαρ′(y) (3.46)

∂p

∂y
=ρ∗g cosα− γgx sinα cosα + γgy cos2 α− g cosαρ′(y). (3.47)

Za cílem vylou£ení tlakového £lenu v rovnicích (3.46) a (3.47), tyto rovnice k°íºov¥
zderivujeme podle druhé prostorové sou°adnice a dostaneme:

∂

∂y

(
∂p

∂x

)
=µ

∂3u(y)

∂y3
− γg sinα cosα + g sinα

∂ρ′(y)

∂y
(3.48)

∂

∂x

(
∂p

∂y

)
=− γg sinα cosα. (3.49)

Porovnáním pravých stran obou rovnic dojdeme k

µ
∂3u(y)

∂y3
= g sinα

∂ρ′(y)

∂y
, (3.50)

coº lze zjednodu²it na

µ
∂2u(y)

∂y2
= g sinαρ′(y). (3.51)

Soustava rovnic se tudíº p°ede²lými úpravami zjednodu²ila na 2 oby£ejné diferenciální
rovnice druhého °ádu:

κ
∂2ρ′(y)

∂y2
=γ sinαu(y) (3.52)

µ
∂2u(y)

∂y2
=g sinαρ′(y). (3.53)
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Následn¥ dvakrát zderivujeme rovnici (3.52) a dosadíme do (3.53). Výsledkem je
pouze jedna diferenciální rovnice 4. °ádu:

∂4ρ′(y)

∂y4
+
gγ sin2 α

µκ
ρ′(y) = 0. (3.54)

Zavedeme okrajové podmínky

u(0) = 0, ρ′(0) = ρw

u(∞) = 0, ρ′(∞) = 0.

Jejich uplatn¥ní v (3.51) vede na analytické °e²ení:

ρ′(y) = ρw exp

(
− y

l

)
cos

(
y

l

)
, (3.55)

kde délka l je

l = 4

√
4µκ

gγ sin2 α
(3.56)

Rovnici rychlostního pro�lu m·ºeme získat dosazením druhé derivace (3.55) do (3.52).
Výsledkem této operace je:

u(y) = ρw

√
gκ

γµ
exp

(
− y

l

)
cos

(
y

l

)
. (3.57)

3.2.2 Numerické °e²ení

Obdobn¥ jako v p°edchozí úloze je v této sekci p°edstaveno nastavení geometrie a vý-
chozích parametr·, následn¥ diskretizované systémy rovnic a posléze gra�cké výstupy
a zhodnocení výsledk· v²ech variant °e²ení.

Geometrické nastavení

Dvourozm¥rná úloha je popsána v sou°adném systému x − y, ve kterém je popsána
rovn¥º kartézská sí´ s po£tem bun¥k nx, ny na oblasti o délce L a vý²ce H s kroky mezi
jednotlivými uzly sít¥ ∆x,∆y. V tomto p°ípad¥ strati�kovaného proud¥ní na naklon¥né
desce je proud¥ní nem¥nné podél osy x. z tohoto d·vodu p°esné numerické °e²ení
nevyºaduje hustou sí´ ve sm¥ru této osy. Pro tento p°ípad je tedy uºito následujícího
nastavení:

nx1 = 10 ny1 = 100

L = 3 H = 1

∆x1 = 0, 3 ∆y1 = 0, 01
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Nastavení výchozích parametr·

Oproti p°edchozí úloze je v tomto p°ípad¥ nutno zade�novat je²t¥ dal²í výchozí para-
metry, kterými jsou: gravita£ní zrychlení g, sklon desky α, gradient hustoty γ a difúzní
sou£initel κ. Dále je nutno p°edepsat po£áte£ní podmínky pro sloºky hustoty ρ0 a ρ′.
Posléze program op¥t provádí simulaci bez dal²ího zásahu. Výpo£et vºdy b¥ºí aº do do-
saºení p°edepsaného po£tu £asových krok· nt.

Nastavení výchozích parametr· pro tuto úlohu je následující:

� ρ = 1 kg ·m−3

� ν = 1 · 10−3 m2 · s−1

� β = 15m · s−1

� pin = 0 Pa

� pout = 0 Pa

� ζ = 1 · 10−5

� g = 10m · s−2

� α = 30◦

� γ = 1, 0 · 10−2

� κ = 1, 0 · 10−3

kde ζ je volitelný parametr pro modi�kované Lax-Friedrichsovo schéma. Po£áte£ní
podmínky po£ítaných veli£in jsou zvoleny zp·sobem

u = 0, v = 0, p = pin, ρ′ = 0, ρ0 = ρ+ γx sinα− γy cosα.
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Disktretizace systém· rovnic

Pro p°ípad strati�kovaného proud¥ní na naklon¥né desce vyuºíváme popis rovnicí kon-
tinuity (2.31), na níº je uplat¬ována metoda um¥lé stla£itelnosti, a pohybové rovnice.
V nekonzervativním tvaru jsou to konkrétn¥ rovnice (1.56), (1.57) a (1.58). Uplatn¥ním
LF-N dostaneme

pn+1
i,j =(1− ζ) · pni,j + ζ · 1

4
(pni−1,j + pni+1,j + pni,j−1 + pni,j+1)+ (3.58)

− β2∆t

(
uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 − vni,j−1

2∆y

)
ρn+1
i,j =(1− ζ) · ρni,j + ζ · 1

4
(ρni−1,j + ρni+1,j + ρni,j−1 + ρni,j+1)+

−∆t

[
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2∆x
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2∆y
+ (3.59)
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(
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∆x2
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∆y2

)
+

+ uni,j · γ sinα− vni,j · γ cosα

]
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i,j =(1− ζ) · uni,j + ζ · 1

4
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1

ρ∗
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2∆x
+ uni,j
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2∆x
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uni,j+1 − uni,j−1

2∆y
+ (3.60)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)
+

− g sinα ·
ρni,j
ρ∗

]
vn+1
i,j =(1− ζ) · vni,j + ζ · 1

4
(vni−1,j + vni+1,j + vni,j−1 + vni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j−1

2∆y
+ uni,j

vni+1,j − vni−1,j

2∆x
+ vni,j

vni,j+1 − vni,j−1

2∆y
+ (3.61)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+

+ g cosα ·
ρni,j
ρ∗

]
.
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Diskretizace pomocí LF-K, tj. rovnic (1.52), (1.53) a (1.54), pak vypadá následovn¥:

pn+1
i,j =(1− ζ) · pni,j + ζ · 1

4
(pni−1,j + pni+1,j + pni,j−1 + pni,j+1)+ (3.62)

− β2∆t

(
uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 − vni,j−1

2∆y

)
ρn+1
i,j =(1− ζ) · ρni,j + ζ · 1

4
(ρni−1,j + ρni+1,j + ρni,j−1 + ρni,j+1)+

−∆t

[
uni+1,j · ρni+1,j − uni−1,j · ρni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 · ρni,j+1 − vni,j−1 · ρni,j−1

2∆y
+ (3.63)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

+ uni,j · γ sinα− vni,j · γ cosα

]
un+1
i,j =(1− ζ) · uni,j + ζ · 1

4
(uni−1,j + uni+1,j + uni,j−1 + uni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni−1,j

2∆x
+ (3.64)

+
uni+1,j · uni+1,j − uni−1,j · uni−1,j

2∆x
+
uni,j+1 · vni,j+1 − uni,j−1 · vni,j−1

2∆y
+

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)
+

− g sinα ·
ρni,j
ρ∗

]
vn+1
i,j =(1− ζ) · vni,j + ζ · 1

4
(vni−1,j + vni+1,j + vni,j−1 + vni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j−1

2∆y
+ (3.65)

+
uni+1,j · vni+1,j − uni−1,j · vni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 · vni,j+1 − vni,j−1 · vni,j−1

2∆y
+

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+

+ g cosα ·
ρni,j
ρ∗

]
.
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Aplikováním dvoukrokové metody MC-N na (2.31), (1.56), (1.57) a (1.58) získáme
soustavu:

Prediktor:

p
n+1/2
i,j =pni,j − β2∆t

(
uni+1,j − uni,j

∆x
+
vni,j+1 − vni,j

∆y

)
(3.66)

ρ
n+1/2
i,j =ρni,j −∆t

[
uni,j

ρni+1,j − ρni,j
∆x

+ vni,j
ρni,j+1 − ρni,j

∆y
+ (3.67)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

+ uni,j · γ sinα− vni,j · γ cosα

]
u
n+1/2
i,j =uni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni,j

∆x
+ uni,j

uni+1,j − uni,j
∆x

+ vni,j
uni,j+1 − uni,j

∆y
+ (3.68)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)
+

− g sinα ·
ρni,j
ρ∗

]
v
n+1/2
i,j =vni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j

∆y
+ uni,j

vni+1,j − vni,j
∆x

+ vni,j
vni,j+1 − vni,j

∆y
+ (3.69)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+

+ g cosα ·
ρni,j
ρ∗

]
,
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Korektor:

pn+1
i,j =

pni,j + p
n+1/2
i,j

2
− β2 ∆t

2

(
u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

2∆x
+
v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

2∆y

)
(3.70)

ρn+1
i,j =

ρni,j + ρ
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
u
n+1/2
i,j

ρ
n+1/2
i,j − ρn+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

ρ
n+1/2
i,j − ρn+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.71)

− κ
(
ρ
n+1/2
i−1,j − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
ρ
n+1/2
i,j−1 − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

+ uni,j · γ sinα− vni,j · γ cosα

]
un+1
i,j =

uni,j + u
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i−1,j

∆x
+

+ u
n+1/2
i,j

u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

u
n+1/2
i,j − un+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.72)

− ν
(
u
n+1/2
i−1,j − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
u
n+1/2
i,j−1 − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

− g sinα ·
ρ
n+1/2
i,j

ρ∗

]
vn+1
i,j =

vni,j + v
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i,j−1

∆y
+

+ u
n+1/2
i,j

v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.73)

− ν
(
v
n+1/2
i−1,j − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
v
n+1/2
i,j−1 − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

+ g cosα ·
ρ
n+1/2
i,j

ρ∗

]
.
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Posléze po pouºití MC-K, tj. (2.31), (1.52), (1.53) a (1.54), má soustava tvar

Prediktor:

p
n+1/2
i,j =pni,j − β2∆t

(
uni+1,j − uni,j

∆x
+
vni,j+1 − vni,j

∆y

)
(3.74)

ρ
n+1/2
i,j =ρni,j −∆t

[
uni+1,j · ρni+1,j − uni,j · ρni,j

∆x
+
vni,j+1 · ρni,j+1 − vni,j · ρni,j

∆y
+ (3.75)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

+ uni,j · γ sinα− vni,j · γ cosα

]
u
n+1/2
i,j =uni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni,j

∆x
+

+
uni+,j · uni+1,j − uni,j · uni,j

∆x
+
uni,j+1 · vni,j+1 − uni,j · vni,j

∆y
+ (3.76)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)
− g sinα ·

ρni,j
ρ∗

]
v
n+1/2
i,j =vni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j

∆y
+

+
uni+1,j · vni+1,j − uni,j · vni,j

∆x
+
vni,j+1 · vni,j+1 − vni,j · vni,j

∆y
+ (3.77)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+ g cosα ·

ρni,j
ρ∗

]
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Korektor:

pn+1
i,j =

pni,j + p
n+1/2
i,j

2
− β2 ∆t

2

(
u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

2∆x
+
v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

2∆y

)
(3.78)

ρn+1
i,j =

ρni,j + ρ
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
u
n+1/2
i,j · ρn+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · ρ

n+1/2
i−1,j

∆x
+

+
v
n+1/2
i,j · ρn+1/2

i,j − vn+1/2
i,j−1 · ρ

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.79)

− κ
(
ρ
n+1/2
i−1,j − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
ρ
n+1/2
i,j−1 − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

+ uni,j · γ sinα− vni,j · γ cosα

]
un+1
i,j =

uni,j + u
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i−1,j

∆x
+

+
u
n+1/2
i,j · un+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · u

n+1/2
i−1,j

∆x
+
u
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − un+1/2
i,j−1 · v

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.80)

− ν
(
u
n+1/2
i−1,j − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
u
n+1/2
i,j−1 − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

− g sinα ·
ρ
n+1/2
i,j

ρ∗

]
vn+1
i,j =

vni,j + v
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i,j−1

∆y
+

+
u
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · v

n+1/2
i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − vn+1/2
i,j−1 · v

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.81)

− ν
(
v
n+1/2
i−1,j − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
v
n+1/2
i,j−1 − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

+ g cosα ·
ρ
n+1/2
i,j

ρ∗

]
.
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3.2.3 Zhodnocení

Obdobn¥ jako v p°edchozí úloze jsou nejprve p°edstavena pole a pro�ly po£ítaných
veli£in z analytického i numerického °e²ení. Dále je uvedeno srovnání výsledk· ze v²ech
£ty° variant numerického °e²ení u nichº je diskutována rychlost konvergence výpo£tu
a p°esnost ve srovnání s p°esným °e²ením.

Na obr.17 jsou uvedena pole veli£in horizontální sloºky rychlosti a hustoty, u nichº
dochází v pr·b¥hu strati�kovaného proud¥ní na naklon¥né desce k signi�kantnímu pr·-
b¥hu ve sm¥ru osy y. Toto gra�cké zobrazení rovn¥º obsahuje pro�ly t¥chto dvou veli£in
v závislosti na poloze. Pro v²echny £ty°i díl£í obrázky platí, ºe jsou výstupem nume-
rického °e²ení LF-N a vertikální osa je zde pokaºdé v logaritmickém m¥°ítku.

(a) Pole horizontální sloºky rychlosti (b) Pole hustoty

(c) Pro�l horizontální sloºky rychlosti (d) pro�l hustoty

Obr. 17: Pole a pro�ly veli£in - numerické °e²ení

Na následujícím obr.18 jsou totoºná gra�cká zobrazení polí a pro�l· tentokráte
z analytického °e²ení. Z uvedených výstup· na obr.17 a 18 je patrné, ºe si takto zobra-
zená pole, respektive pro�ly veli£in rychlosti a tlaku z numerického a analytického °e²ení
odpovídají. Pro p°esn¥j²í porovnání jsou je²t¥ promítnuty pro�ly rychlosti a hustoty
z numerického a analytického °e²ení do jednoho obrázku. Gra�cké znázorn¥ní na obr.19
potvrzuje shodu obou °e²ení.

60



(a) Pole horizontální sloºky rychlosti (b) Pole hustoty

(c) Pro�l horizontální sloºky rychlosti (d) Pro�l hustoty

Obr. 18: Pole a pro�ly veli£in - analytické °e²ení

(a) Pro�l horizontální sloºky rychlosti (b) Pro�l hustoty

Obr. 19: Porovnání pro�l· veli£in

Toto zobrazení nazna£uje hledanou p°esnost numerického °e²ení. Nicmén¥ pro de-
tailn¥j²í porovnání jednotlivých variant °e²ení zavedeme, obdobn¥ jako v úloze 1, dal²í
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veli£iny na kterých budou více patrné konkrétní odli²nosti. Jedná se op¥t o stacionární
rezidua zhodnocující konvergenci výpo£tu, jeº se ur£í podle:

rezϕn =
‖ϕn+1 − ϕn‖2

nx · ny
, (3.82)

kde ϕ ozna£uje obecnou veli£inu.
M¥°ítkem p°esnosti zde rovn¥º bude Euklidovská norma rozdílu rychlosti numeric-

kého a exaktního °e²ení vztaºená na velikost sít¥ a k tomu i stejná norma pro rozdíl
hustoty. Výpo£et t¥chto kritérií je v programu proveden následujícím zp·sobem:

uroz =
‖uexakt − u‖2

nx · ny
, (3.83)

ρroz =
‖ρexakt − ρ‖2

nx · ny
. (3.84)

Pro demonstrování konkrétní chování daného °e²ení navíc pouºijeme znázorn¥ní
pr·b¥hu maximální hodnoty rychlosti u numerického °e²ení v závislosti na po£tu iterací
ve srovnání s analytickým °e²ením. Maximum je ur£eno jako:

umax = max ‖u‖. (3.85)

Jednotlivé varianty °e²ení v podob¥ uºití Lax-Friedrichsova, pop°ípad¥ MacCor-
mackova schématu na nekonzervativní £i konzervativní tvary rovnic v tomto p°ípad¥
umoº¬ují pom¥rn¥ odli²né hodnoty maximálního moºného £asového kroku ∆t, jeº vý-
razn¥ ovliv¬uje °e²ení. z tohoto d·vodu bylo v této úloze uºito pokaºdé maximálního
moºného £asového kroku pro danou variantu.

Navíc bylo p°i výpo£tech zji²t¥no, ºe v p°ípad¥ uºití Lax-Friedrichsova schématu je
vhodné provést výpo£et hodnot tlaku v osamoceném cyklu p°ed výpo£tem ostatních
hodnot. Pro výpo£et hustoty a sloºek rychlosti jsou poté pouºity jiº nové hodnoty,
namísto hodnot z p°edchozí iterace. Tato úprava vede na moºnost volby zna£n¥ vy²²ího
£asového kroku, tj. aº o t°i °ády. Tím je pr·b¥h výpo£tu znateln¥ rychlej²í a dochází
d°íve ke konvergenci °e²ení. Pro ozna£ení této varianty s odli²ným zp·sobem stanovení
hodnot tlaku je v popisku vºdy uvedena koncovka −p.

Na následujícím gra�ckém výstupu je uvedeno srovnání reziduí jednotlivých °e²ení.
Díl£í obrázky reziduí jednotlivých °e²ení jsou se°azeny podle velikosti maximálního
moºného £asového kroku od nejv¥t²ího po nejmen²í. Hodnota uºitého kroku je pro
p°ehlednost uvedena u kaºdého díl£ího zobrazení.

Nejvy²²í £asový krok bylo moºné pouºít u LF-N-p, tj. aplikace Lax-Friedrichsova
schématu p°i zmín¥ném postupu výpo£tu tlaku p°ednostn¥ p°ed ostatními veli£inami.
Tato úprava výpo£tu se v²ak projevila p°ízniv¥ pouze p°i pouºití rovnic v nekonzer-
vativním tvaru. Pro konzervativní tvar rovnic nem¥la tato úprava kódu ºádný vliv.
Uºití MacCormackova schématu vedlo k volb¥ polovi£ního kroku oproti první variant¥.
Zbylé varianty s pouºitím Lax-Friedrichsova schématu vyºadovaly významn¥ niº²í £a-
sový krok, coº zp·sobilo velmi pomalou konvergenci °e²ení.
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(a) LF-N-p ∆t = 1 · 10−3 (b) MC-N ∆t = 5 · 10−4

(c) MC-K ∆t = 5 · 10−4 (d) LF-K-p ∆t = 1 · 10−6

(e) LF-N ∆t = 1 · 10−6 (f) LF-K ∆t = 1 · 10−6

Obr. 20: Srovnání reziduí pouºitých °e²ení

Na obr.20 lze pozorovat, ºe konvergence °e²ení je jednozna£n¥ ovlivn¥na volbou £a-
sového krok, která je st¥ºejní pro ustálení reziduí. Jsou zde vyobrazeny hodnoty reziduí
v závislosti na po£tu iterací aº do 15 milion· cykl·. Pouze v prvním p°ípad¥ uvedeném
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�e²ení ∆t umax umin uroz ρroz
Exaktní − 10, 1929 −0, 4405 0 0
LF-N-p 1 · 10−3 10, 1823 −0, 4381 1, 27 · 10−4 3, 61 · 10−6

MC-N 5 · 10−4 10, 2249 −0, 4468 6, 04 · 10−4 1, 55 · 10−5

MC-K 5 · 10−4 10, 2226 −0, 4466 5, 69 · 10−4 1, 48 · 10−5

LF-K-p 1 · 10−6 10, 9296 −3 · 10−5 4, 11 · 10−2 1, 80 · 10−3

LF-N 1 · 10−6 10, 9337 −3 · 10−5 4, 11 · 10−2 1, 80 · 10−3

LF-K 1 · 10−6 10, 9296 −3 · 10−5 4, 11 · 10−2 1, 80 · 10−3

Tabulka 3.5: Srovnání p°esností °e²ení

na obr.20(a) p°i uºití nejvy²²ího kroku (tj. varianty LF-N-p) dojde k ustálení reziduí.
P°i aplikaci MacCormackova schématu - obr.20(b),(c), je patrný stálý pokles hodnot
reziduí pro v²echny veli£iny, nicmén¥ ani po výrazném po£tu iterací nedochází k ustá-
lení. Ve zbylých p°ípadech je £asový krok natolik malý, ºe není viditelný ani malý
pokles reziduí za celou dobu výpo£tu.

Pro zhodnocení p°esnosti jednotlivých °e²ení je na následujícím obr.21 uvedeno
gra�cké znázorn¥ní norem rozdílu rychlostí a hustot vztaºených na velikost sítí, jejichº
výpo£et je realizován dle vztah· (3.83) a (3.84). Z d·vodu p°ehledn¥j²ího znázorn¥ní
rozdíl· jsou hodnoty od v²ech °e²ení zobrazeny v jednom grafu v závislosti na po£tu
iterací. P°esné hodnoty t¥chto norem rozdílu ale také maximální a minimální hodnoty
rychlosti, kterých je dosaºeno p°i jednotlivých °e²eních po 15 milionech iterací, jsou
shrnuty v tabulce 3.5.

(a) Normy rozdílu rychlostí (b) Normy rozdílu hustot

Obr. 21: Srovnání p°esností °e²ení
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Z tabulky 3.5 ale rovn¥º z obr.21 je patrná jednozna£ná souvislost mezi p°esností
°e²ení a volbou £asového kroku. Naopak nepanují ºádné rozdíly mezi uºitím konzer-
vativního £i nekonzervativního tvaru rovnic. Nejlep²í shodu s exaktním °e²ením tak
nabízí varianta LF-N-p s maximálním moºným £asovým krokem ∆t = 1 · 10−3. Vari-
anty MC-N a MC-K s moºností kroku ∆t = 5 · 10−4 ale stále nabízejí rovn¥º p°esné
°e²ení. U zbylých variant v²ak rozhodn¥ není moºné hovo°it o p°esném °e²ení. V t¥chto
p°ípadech totiº zdaleka nedo²lo k ustálení a proto se hodnoty veli£in znateln¥ li²í od
analytického °e²ení.

Pro porovnání chování p°esných numerických °e²ení je uveden následující obrázek
znázor¬ující vývoj maximální hodnoty rychlosti v závislosti na po£tu iterací.

Obr. 22: Srovnání maxim rychlostí jednotlivých °e²ení

Toto gra�cké znázorn¥ní ukazuje, ºe na po£átku výpo£t· dochází k oscilaci. U °e²ení
za pomocí Lax-Friedrichsova schématu je oscilace jen velmi mírná a brzy dochází k
ustálení maximální hodnoty rychlosti nepatrn¥ pod hodnotou z exaktního °e²ení. P°i
uºití MacCormackova schématu lze vid¥t v¥t²í oscilaci po jejímº odezn¥ní se hodnota
maxima rychlosti ustálí mírn¥ nad exaktní hodnotou.

Záv¥rem tak lze °íci, ºe jednozna£n¥ nejvhodn¥j²í metodou numerického °e²ení úlohy
strati�kovaného proud¥ní na naklon¥né desce je pouºití Lax-Friedrichsova schématu
s modi�kovanou realizací výpo£tu s p°ednostním stanovením hodnot tlaku p°ed ostat-
ními veli£inami.
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3.3 Úloha 3 - Strati�kované proud¥ní na rovinné plo²e
s p°ekáºkou

Tato úloha op¥t °e²í p°ípad strati�kovaného proud¥ní. Tentokrát je v²ak úst°edním bo-
dem zkoumání proud¥ní kolem p°ekáºky. Jedná se o p°ekáºku v podob¥ kopce na jinak
rovinné oblasti v otev°eném prostoru. Tato úloha má za cíl zjednodu²en¥ simulovat
problematiku strati�kovaného proud¥ní, které se m·ºe vyskytovat v horských oblas-
tech.

Jelikoº je úloha zkomplikována p°ekáºkou, tak v tomto p°ípad¥ není k dispozici
analytické °e²ení, jímº by se daly ov¥°ovat výsledky z numerických simulací. Nicmén¥
v p°edchozích dvou úlohách byl jiº dostate£n¥ validován pouºitý postup. V rámci této
úlohy s p°ekáºkou tak budou porovnávána dv¥ numerická °e²ení.

Primárn¥ jde o numerické °e²ení strati�kovaného proud¥ní, jeº vyuºívá rovnic z druhé
úlohy, nyní je v²ak aplikováno na jiné geometrické nastavení. Toto °e²ení pak bude
porovnáváno s proud¥ním bez vlivu strati�kace. U toho se jedná o pouºití postupu °e-
²ení z první úlohy pouze s odli²nými okrajovými podmínkami a geometrií úlohy. Tato
úloha je tedy kombinací jiº validovaných postup· v p°edchozích úlohách a budou zde
demonstrovány a popsány fyzikální rozdíly mezi strati�kovaným a nestrati�kovaným
proud¥ním kolem p°ekáºky.

Nejprve je v této kapitole p°edstaveno nastavení °e²ení v podob¥ vstupních parame-
tr·, po£áte£ních podmínek a geometrie úlohy. Dále jsou prezentovány výstupy z prove-
dených numerických °e²ení za pouºití odli²ných numerických schémat a na záv¥r jsou
diskutovány rozdíly mezi tímto p°ípadem strati�kovaného proud¥ní kolem p°ekáºky
a obdobným p°ípadem na základ¥ první úlohy, kde se jednalo o proud¥ní bez hustotní
strati�kace.

3.3.1 Numerické °e²ení

Analogicky jako v p°edchozí úloze je i v tomto p°ípad¥ provedeno numerické °e²ení
v n¥kolika variantách za ponechání stejných vstupních parametr·. Nejprve je v této
sekci p°edepsáno geometrické nastavení, následn¥ uvedeny hodnoty vstupních para-
metr· a po£áte£ní podmínky. Poté jsou op¥t vypsány systémy rovnic po diskretizaci
v konzervativním i nekonzervativním tvaru a nakonec je uvedeno zhodnocení prob¥h-
lých výpo£t·.

Geometrické nastavení

Úloha je op¥t brána zjednodu²en¥ jako dvourozm¥rná a je rovn¥º realizována v sou-
°adném systému x − y, ve kterém je popsána i kartézská sí´ s po£tem bun¥k nx, ny
na oblasti o délce L a vý²ce H s kroky mezi jednotlivými uzly sít¥ ∆x,∆y.

V této úloze strati�kovaného proud¥ní s p°ekáºkou dochází k odli²ným zm¥nám
v proud¥ní oproti p°edchozím p°ípad·m a je tak nutno pouºít hust²í sí´ i ve sm¥ru osy x.
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Konkrétn¥ je uºito následujícího nastavení:

nx1 = 300 ny1 = 100

L = 3 H = 1

∆x1 = 0, 01 ∆y1 = 0, 01

Nastavení výchozích parametr·

Výchozí parametry jsou v této úloze zavedeny velmi podobn¥ jako v p°edchozí úloze.
Jen jiº není pot°eba de�novat úhel naklon¥ní. Oproti tomu je v²ak nutno zavést rych-
lostí pro�l na vstupu. Dále je op¥t nezbytné p°edepsat po£áte£ní podmínky pro sloºky
hustoty ρ0 a ρ′, jeº se budou mírn¥ li²it. Odli²né je zde i nastavení okrajových podmínek,
kde nejv¥t²í pozornost vyºaduje p°edepsání rychlostního pro�lu na levé vstupní hranici
výpo£etní oblasti, jak jiº bylo avizováno v kapitole 1. Rychlostní pro�l na vstupu je
p°edepsán následovn¥:

u(y) =
−4umax
H2

(y2 − y ·H), pro y ∈
〈

0,
H

2

)
(3.86)

u(y) = umax, pro y ∈
〈
H

2
, H

〉
, (3.87)

kde vztah (3.86) vychází z analytického °e²ení úlohy 1 a umax je maximální hodnota
rychlosti, jeº je zadána jako vstupní parametr.

Konkrétní nastavení vstupních hodnot pro tuto úlohu je:

� ρ = 1000 kg ·m−3

� ν = 1 · 10−3 m2 · s−1

� β = 15m · s−1

� pin = 10 Pa

� pout = 0 Pa

� ζ = 1 · 10−3

� g = 10m · s−2

� γ = 100

� κ = 1, 0 · 10−3

� ∆t = 1 · 10−3

� umax = 0, 25m · s−1

Po£áte£ní podmínky po£ítaných veli£in jsou zvoleny zp·sobem:

u = 0, v = 0, p = pin, ρ′ = 0, ρ0 = ρ− γy.
S tímto nastavením program op¥t provádí simulaci bez dal²ího zásahu. Výpo£et

vºdy b¥ºí aº do dosaºení p°edepsaného po£tu £asových krok· nt.
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Diskretizace systém· rovnic

Jelikoº se jedná o problém strati�kovaného proud¥ní, tak pro jeho °e²ení op¥t pouºijeme
rovnici kontinuity s pouºitím metody um¥lé stla£itelnosti (2.31) a k tomu Navierovi-
Stokesovi pohybové rovnice. Konkrétn¥ v nekonzervativním tvaru se jedná o rovnice
(1.64), (1.65) a (1.66). Aplikujeme-li na n¥ Lax-Friedrichosovo schéma, tak získáme
systém rovnic:

pn+1
i,j =(1− ζ) · pni,j + ζ · 1

4
(pni−1,j + pni+1,j + pni,j−1 + pni,j+1)+ (3.88)

− β2∆t

(
uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 − vni,j−1

2∆y

)
ρn+1
i,j =(1− ζ) · ρni,j + ζ · 1

4
(ρni−1,j + ρni+1,j + ρni,j−1 + ρni,j+1)+

−∆t

[
uni,j

ρni+1,j − ρni−1,j

2∆x
+ vni,j

ρni,j+1 − ρni,j−1

2∆y
+ (3.89)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

− vni,j · γ
]

un+1
i,j =(1− ζ) · uni,j + ζ · 1

4
(uni−1,j + uni+1,j + uni,j−1 + uni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni−1,j

2∆x
+ uni,j

uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+ vni,j

uni,j+1 − uni,j−1

2∆y
+ (3.90)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =(1− ζ) · vni,j + ζ · 1

4
(vni−1,j + vni+1,j + vni,j−1 + vni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j−1

2∆y
+ uni,j

vni+1,j − vni−1,j

2∆x
+ vni,j

vni,j+1 − vni,j−1

2∆y
+ (3.91)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+

+ g ·
ρni,j
ρ∗

]
.
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Diskretizace rovnic v konzervativním tvaru (tj. rovnic (1.60), (1.61) a (1.62)) pomocí
modi�kovaného LF schématu:

pn+1
i,j =(1− ζ) · pni,j + ζ · 1

4
(pni−1,j + pni+1,j + pni,j−1 + pni,j+1)+ (3.92)

− β2∆t

(
uni+1,j − uni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 − vni,j−1

2∆y

)
ρn+1
i,j =(1− ζ) · ρni,j + ζ · 1

4
(ρni−1,j + ρni+1,j + ρni,j−1 + ρni,j+1)+

−∆t

[
uni+1,j · ρni+1,j − uni−1,j · ρni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 · ρni,j+1 − vni,j−1 · ρni,j−1

2∆y
+ (3.93)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

− vni,j · γ
]

un+1
i,j =(1− ζ) · uni,j + ζ · 1

4
(uni−1,j + uni+1,j + uni,j−1 + uni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni−1,j

2∆x
+ (3.94)

+
uni+1,j · uni+1,j − uni−1,j · uni−1,j

2∆x
+
uni,j+1 · vni,j+1 − uni,j−1 · vni,j−1

2∆y
+

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =(1− ζ) · vni,j + ζ · 1

4
(vni−1,j + vni+1,j + vni,j−1 + vni,j+1)+

−∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j−1

2∆y
+ (3.95)

+
uni+1,j · vni+1,j − uni−1,j · vni−1,j

2∆x
+
vni,j+1 · vni,j+1 − vni,j−1 · vni,j−1

2∆y
+

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+

+ g ·
ρni,j
ρ∗

]
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Diskretizace uºití MacCormackova schématu probíhá ve dvou krocích, kdy se nejd°íve
napo£ítá prediktor a následn¥ je je²t¥ aplikován korektor. Pro nekonzervativní tvary
rovnic vypadá úprava následovn¥.

Prediktor:

p
n+1/2
i,j =pni,j − β2∆t

(
uni+1,j − uni,j

∆x
+
vni,j+1 − vni,j

∆y

)
(3.96)

ρ
n+1/2
i,j =ρni,j −∆t

[
uni,j

ρni+1,j − ρni,j
∆x

+ vni,j
ρni,j+1 − ρni,j

∆y
+ (3.97)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

− vni,j · γ
]

u
n+1/2
i,j =uni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni,j

∆x
+ uni,j

uni+1,j − uni,j
∆x

+ vni,j
uni,j+1 − uni,j

∆y
+ (3.98)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
v
n+1/2
i,j =vni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j

∆y
+ uni,j

vni+1,j − vni,j
∆x

+ vni,j
vni,j+1 − vni,j

∆y
+ (3.99)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+

+ g ·
ρni,j
ρ∗

]
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Korektor:

pn+1
i,j =

pni,j + p
n+1/2
i,j

2
− β2 ∆t

2

(
u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y

)
(3.100)

ρn+1
i,j =

ρni,j + ρ
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
u
n+1/2
i,j

ρ
n+1/2
i,j − ρn+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

ρ
n+1/2
i,j − ρn+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.101)

− κ
(
ρ
n+1/2
i−1,j − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
ρ
n+1/2
i,j−1 − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

− vni,j · γ
]

un+1
i,j =

uni,j + u
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i−1,j

∆x
+

+ u
n+1/2
i,j

u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

u
n+1/2
i,j − un+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.102)

− ν
(
u
n+1/2
i−1,j − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
u
n+1/2
i,j−1 − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =

vni,j + v
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i,j−1

∆y
+

+ u
n+1/2
i,j

v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i−1,j

∆x
+ v

n+1/2
i,j

v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y
+ (3.103)

− ν
(
v
n+1/2
i−1,j − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
v
n+1/2
i,j−1 − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

+ g ·
ρ
n+1/2
i,j

ρ∗

]
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Pouºití MacCormackova schématu na konzervativní tvar rovnic.

Prediktor:

p
n+1/2
i,j =pni,j − β2∆t

(
uni+1,j − uni,j

∆x
+
vni,j+1 − vni,j

∆y

)
(3.104)

ρ
n+1/2
i,j =ρni,j −∆t

[
uni+1,j · ρni+1,j − uni,j · ρni,j

∆x
+
vni,j+1 · ρni,j+1 − vni,j · ρni,j

∆y
+ (3.105)

− κ
(
ρni−1,j − 2ρni,j + ρni+1,j

∆x2
+
ρni,j−1 − 2ρni,j + ρni,j+1

∆y2

)
+

− vni,j · γ
]

u
n+1/2
i,j =uni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni+1,j − pni,j

∆x
+

+
uni+,j · uni+1,j − uni,j · uni,j

∆x
+
uni,j+1 · vni,j+1 − uni,j · vni,j

∆y
+ (3.106)

− ν
(
uni−1,j − 2uni,j + uni+1,j

∆x2
+
uni,j−1 − 2uni,j + uni,j+1

∆y2

)]
v
n+1/2
i,j =vni,j −∆t

[
1

ρ∗
pni,j+1 − pni,j

∆y
+

+
uni+1,j · vni+1,j − uni,j · vni,j

∆x
+
vni,j+1 · vni,j+1 − vni,j · vni,j

∆y
+ (3.107)

− ν
(
vni−1,j − 2vni,j + vni+1,j

∆x2
+
vni,j−1 − 2vni,j + vni,j+1

∆y2

)
+ g ·

ρni,j
ρ∗

]
Korektor:
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pn+1
i,j =

pni,j + p
n+1/2
i,j

2
− β2 ∆t

2

(
u
n+1/2
i,j − un+1/2

i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j − vn+1/2

i,j−1

∆y

)
(3.108)

ρn+1
i,j =

ρni,j + ρ
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
u
n+1/2
i,j · ρn+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · ρ

n+1/2
i−1,j

∆x
+

+
v
n+1/2
i,j · ρn+1/2

i,j − vn+1/2
i,j−1 · ρ

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.109)

− κ
(
ρ
n+1/2
i−1,j − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
ρ
n+1/2
i,j−1 − 2ρ

n+1/2
i,j + ρ

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

− vni,j · γ
]

un+1
i,j =

uni,j + u
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i−1,j

∆x
+

+
u
n+1/2
i,j · un+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · u

n+1/2
i−1,j

∆x
+
u
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − un+1/2
i,j−1 · v

n+1/2
i,j−1

∆y
+

(3.110)

− ν
(
u
n+1/2
i−1,j − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
u
n+1/2
i,j−1 − 2u

n+1/2
i,j + u

n+1/2
i,j+1

∆y2

)]
vn+1
i,j =

vni,j + v
n+1/2
i,j

2
− ∆t

2

[
1

ρ∗
p
n+1/2
i,j − pn+1/2

i,j−1

∆y
+

+
u
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − un+1/2
i−1,j · v

n+1/2
i−1,j

∆x
+
v
n+1/2
i,j · vn+1/2

i,j − vn+1/2
i,j−1 · v

n+1/2
i,j−1

∆y
+ (3.111)

− ν
(
v
n+1/2
i−1,j − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i+1,j

∆x2
+
v
n+1/2
i,j−1 − 2v

n+1/2
i,j + v

n+1/2
i,j+1

∆y2

)
+

+ g ·
ρ
n+1/2
i,j

ρ∗

]
.

3.3.2 Zhodnocení

Nejd°íve jsou zde uvedeny obecné výstupy ze simulací strati�kovaného proud¥ní v po-
dob¥ polí veli£in rychlosti, tlaku a hustoty. Následuje diskuze r·zných variant nume-
rického °e²ení obdobn¥ jako v p°edchozích úlohách, k £emuº slouºí p°edev²ím gra�cké
znázorn¥ní reziduí v závislosti na po£tu iterací. Poté je v záv¥ru rozebrán vliv strati�-
kace p°i proud¥ní kolem p°ekáºky v podob¥ srovnání úloh s a bez prom¥nné hustoty.

Následující gra�cké znázorn¥ní uvádí pole veli£in tlaku, jednotlivých sloºek rychlosti
a hustoty, jeº jsou výstupem numerické simulace realizovanou pomocí LF-N.
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(a) Tlak (b) Horizontální sloºka rychlosti

(c) Vertikální sloºka rychlosti (d) Celková rychlost

(e) Prom¥nná £ást hustoty

Obr. 23: Pole veli£in - strati�kované proud¥ní

Na prvním díl£ím obrázku zobrazujícím pole tlaku lze pozorovat, ºe dochází ke zvý-
²ení tlaku p°ímo p°ed p°ekáºkou a naopak sníºení tlaku za p°ekáºkou. Podobn¥ je
to i u hustoty, kde je viditeln¥ nejvy²²í hodnota hustoty p°ed p°ekáºkou a nejniº²í
za ní. Na obr.23(c), kde je vykresleno pole vertikální sloºky rychlosti je viditelné st°í-
dání sm¥ru této sloºky rychlosti, jeº má za následek celkové vln¥ní proud¥ní, coº je
mírn¥ patrno na obr.23(b),(d).
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Pro lep²í demonstraci charakteru proud¥ní je uveden následující obr.24, na n¥mº je
zobrazen rychlostní pro�l horizontální sloºky a také vyobrazené proudnice. Na proud-

(a) Pro�l horizontální sloºky rychlosti (b) Proudnice

Obr. 24: Charakter strati�kovaného proud¥ní

nicích je zde lépe vid¥t zmín¥né zvln¥ní zp·sobené strati�kovaným proud¥ním p°es p°e-
káºku. Pro�l rychlosti se vyzna£uje parabolickým pr·b¥hem do poloviny vý²ky oblasti
a ve zbytku se rychlost pohybuje v d·sledku rozvln¥ní mírn¥ pod maximální hodnotou.

V p°ípad¥ provedení výpo£tu ostatními variantami nelze pozorovat ºádné významné
odli²nosti v polích veli£in, pop°ípad¥ rychlostním pro�lu £i proudnicích, jeº jsou zob-
razeny na obr.23, 24. Rozdíly se v²ak vyskytují ve zp·sobu a rychlosti konvergence.
Z tohoto d·vodu je uveden následující gra�cký výstup, jeº zobrazuje rezidua v²ech £ty°
pouºitých variant. Stacionární rezidua jsou i v tomto p°ípad¥ ur£ena jako Euklidovská
norma rozdílu veli£iny ve dvou po sob¥ jdoucích iteracích vztaºená na velikost sít¥:

rezϕn =
‖ϕn+1 − ϕn‖2

nx · ny
, (3.112)

kde ϕ ozna£uje obecnou veli£inu.
Na p°iloºeném obr.25 je viditelné, ºe v této úloze nejsou v simulacích ºádné rozdíly

v °e²ení p°i aplikaci numerických schémat na nekonzervativní £i konzervativní tvary
rovnic. Mezi uºitím schématu Lax-Fridriechse a MacCormacka v²ak jiº rozdíl patrný
je. U variant LF-N,K, zobrazených na obr.25(a),(b) dochází k rychlej²í konvergerci
°e²ení. Av²ak p°estoºe u MC-N,K °e²ení konverguje pomaleji, tak se rezidua ustálí
na viditeln¥ niº²í hodnot¥.
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(a) LF-N (b) LF-K

(c) MC-N (d) MC-K

Obr. 25: Srovnání reziduí pouºitých °e²ení

Jak jiº bylo demonstrováno v p°edchozích úlohách, tak niº²í hodnota reziduí po ustá-
lení p°ímo úm¥rn¥ odpovídá vy²²í p°esnosti °e²ení. z hlediska p°esnosti provád¥né si-
mulace je tak vhodn¥j²í vyuºít schématu dle MacCormacka. Na druhou stranu se ale
p°i výpo£tech ukázala daleko v¥t²í £asová náro£nost tohoto schématu.

Rozdíly z hlediska p°esnosti a £asové náro£nosti jsou vy£ísleny v následující ta-
bulce 3.6, kde jsou uvedeny hodnoty reziduí horizontální sloºky rychlosti po 5 milionech
iterací a £asová náro£nost výpo£tu tit vztaºená na 1 iteraci.

Z tabulky 3.6 je patrná jednak jiº zmín¥ná vy²²í p°esnost MacCormackova schématu
a také rychlej²í pr·b¥h výpo£tu p°i aplikování numerického °e²ení na nekonzervativní
tvar rovnic. Obecn¥ lze °íci, ºe p°i provád¥ní v¥t²ího mnoºství výpo£t· by z hlediska
£asové náro£nosti bylo vhodné pouºít variantu LF-N, jeº disponuje nejrychlej²ím pr·-
b¥hem výpo£tu a zárove¬ je p°esnost °e²ení dostate£ná. Av²ak pro srovnání s nestra-
ti�kovanou variantou této úlohy je pouºita varianta MC-N, jelikoº je nejp°esn¥j²í
a výpo£et je proveden pouze jednou.
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�e²ení urez tit
LF-N 3, 59 · 10−3 3, 97 · 10−16

LF-K 5, 78 · 10−3 3, 97 · 10−16

MC-N 6, 90 · 10−3 2, 91 · 10−20

MC-K 1, 44 · 10−2 2, 91 · 10−20

Tabulka 3.6: Srovnání p°esností a rychlostí °e²ení

Jak jiº bylo uvedeno vý²e, varianta této úlohy bez prom¥nné hustoty je zaloºena
na °e²ení z první úlohy. K výpo£tu jsou tedy pouºity rovnice (3.22-27) diskretizované
pomocí MacCormackova schématu s tím, ºe jsou aplikované na geometrii a nastavení
této úlohy.

Následující obrázek zobrazuje pole veli£in tohoto °e²ení nestrati�kovaného proud¥ní
kolem p°ekáºky. Poté jsou taktéº stejným zp·sobem jako v p°edchozí variant¥ uvedeny
charakteristiky proud¥ní v podob¥ rychlostního pro�lu a proudnic.

(a) Tlak (b) Horizontální sloºka rychlosti

(c) Vertikální sloºka rychlosti (d) Celková rychlost

Obr. 26: Pole veli£in - bez strati�kace
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(a) Pro�l horizontální sloºky rychlosti (b) Proudnice

Obr. 27: Charakter nestrati�kovaného proud¥ní

Z výstup· na obr.26, 27 je ihned z°ejmý odli²ný charakter proud¥ní zap°í£in¥ný
konstantní hustotou. Tlak se zde vyzna£uje stejnou tendencí zvý²ení p°ed a sníºení
za p°ekáºkou, nicmén¥ rozdíly jsou znateln¥ men²í neº u strati�kovaného proud¥ní.
Taktéº zde není p°ítomno ºádné zvln¥ní, pouze mírný výkyv proud· v d·sledku obté-
kání p°ekáºky.

Pro lep²í srovnání vlivu strati�kace je na obr.28 uvedeno porovnání nejvíce se od-
li²ujících charakteristik obou °e²ení, kde na levé stran¥ je vºdy uveden výstup z °e²ení
strati�kovaného proud¥ní a nestrati�kovaného na stran¥ pravé.
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(a) u - strati�kované proud¥ní (b) u - nestrati�kované proud¥ní

(c) v - strati�kované proud¥ní (d) v - nestrati�kované proud¥ní

(e) Proudnice - strati�kované proud¥ní (f) Proudnice - nestrati�kované proud¥ní

Obr. 28: Srovnání vlivu strati�kace

Uvedené gra�cké zpracování na obr.28 jen podtrhuje jiº zmín¥né záv¥ry. Je zde
jasn¥ viditelný vliv strati�kace na charakter proud¥ní, dochází ke znatelnému zvln¥ní
proud·, p°estoºe obtékaná p°ekáºka je relativn¥ malá. Na základ¥ provedených simulací
a jejich zpracování je z°ejmé, ºe vliv prom¥nné hustoty zcela jist¥ nelze zanedbávat.
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Záv¥r

V rámci práce zam¥°ené na numerické simulace strati�kovaného proud¥ní byly nume-
ricky °e²eny celkem t°i odli²né p°ípady. Samotným výstup·m z numerických experi-
ment· p°edcházela teoretická £ást obsahující odvození a p°edstavení pouºitých rovnic,
numerických schémat a metod. Jednotlivé kapitoly se od sebe znateln¥ li²í, tudíº je
následné shrnutí a zhodnocení napln¥ní cíl· práce diskutováno práv¥ po t¥chto sekcích.

V první kapitole byl p°edstaven fyzikální význam strati�kovaného proud¥ní a dále
odvozen matematický popis tohoto proud¥ní. Z bilance hmoty byla odvozena rovnice
kontinuity a ze zákon· zachování hybnosti Navierovy-Stokesovy rovnice pohybu. Od-
vození prob¥hlo s £erpáním informací a postup· z ov¥°ených odborných publikací s pa-
t°i£nou citací. Pro tyto rovnice byly následn¥ formulovány t°i úlohy. První z nich re-
�ektovala hojn¥ popisovaný p°ípad nestrati�kovaného proud¥ní nestla£itelné tekutiny
a dal²í dv¥ se v¥novali r·zným p°ípad·m strati�kovaného proud¥ní. U jednotlivých
úloh byly uvedeny pouºité okrajové podmínky a pro p°ehlednost také souhrn rovnic
v konkrétní podob¥ pro konkrétní p°ípad, na n¥º bylo dále v textu zp¥tn¥ odkazováno.

Druhá kapitola se v¥novala zvoleným numerickým metodám. Obecn¥ v ní byla p°ed-
stavena metoda kone£ných diferencí, z nichº v²echna pouºitá °e²ení vycházejí. Dále
byla popsána dv¥ vybraná numerická schémata - Lax-Friedrichsovo a MacCormackovo,
jeº byla ob¥ aplikována ve v²ech t°ech úlohách. V neposlední °ad¥ byla v této kapi-
tole popsána metoda um¥lé stla£itelnosti, jeº upravuje rovnici kontinuity pro moºnost
výpo£tu tlaku v rámci numerického °e²ení.

Ve t°etí kapitole byly uvedeny výstupy z provedených numerických simulací. Simu-
lace byly provedeny nov¥ vyvinutým kódem v programu Matlab, jeº realizoval nume-
rická schémata a metody p°edstavené v druhé kapitole. Nejprve byl výpo£et nastaven
konkrétn¥ na první úlohu, která poslouºila pro ov¥°ení správnosti kódu a následn¥ byl
men²ími úpravami p°etvo°en pro °e²ení následujících úloh. Pro kaºdou z úloh bylo po-
psáno výchozí nastavení parametr·, geometrie a v p°ípad¥ prvních dvou úloh i dostupné
analytické °e²ení.

V rámci první úlohy byla provedena veri�kace simulací porovnáním výstup· z nu-
merického a analytického °e²ení pro v²echny varianty °e²ení. Navíc byl v rámci této
úlohy diskutován vliv volby r·zných hodnot výchozích parametr· na p°esnost a rych-
lost výpo£tu. Byly tak napln¥ny cíle v podob¥ ov¥°ení správnosti pouºitého postupu
a nalezení nejvhodn¥j²ího nastavení parametr· pro následující p°ípady.

Druhá úloha jiº °e²ila problematiku strati�kovaného proud¥ní a to konkrétn¥ na na-
klon¥né desce. Op¥t se ve zhodnocení úlohy nacházelo porovnání v²ech variant nume-
rického °e²ení, vyuºívajících dvou numerických schémat v kombinaci s konzervativními
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a nekonzervativními tvary rovnic, z hlediska p°esnosti ve srovnání s analytickým °e²e-
ním. Mimo to byl navíc p°edstaven odli²ný zp·sob výpo£tu v podob¥ ur£ení hodnot
tlaku v samostatné výpo£etní smy£ce p°ed výpo£tem ostatních veli£in, p°i kterém je
následn¥ vyuºíváno hodnot tlaku z následující £asové vrstvy. V p°ípad¥ pouºití tohoto
postupu na °e²ení realizované Lax-Friedrichsových schématem na nekonzervativní tvar
rovnic do²lo k výraznému zvý²ení p°esnosti a zrychlení výpo£tu. V této úloze tak rovn¥º
do²lo k napln¥ní cíl· v podob¥ validace programu i v odli²ném fyzikálním p°ípad¥ stra-
ti�kovaného proud¥ní. Zárove¬ byl navíc realizován odli²ný p°ístup k výpo£tu, který
p°edstavuje zvý²ený potenciál pro budoucí navazující práce.

T°etí úloha se zabývala strati�kovaným proud¥ním kolem p°ekáºky v podob¥ kopce.
Rovn¥º i v tomto p°ípad¥ byla diskutována p°esnost, rychlost konvergence a rychlost vý-
po£tu v²ech £ty° variant numerického °e²ení. I v tomto p°ípad¥ se obdobn¥ jako v p°ed-
chozích úlohách prokázala vy²²í p°esnost MacCormackova schématu oproti schématu
dle Lax-Friedrichse. Jedná se o o£ekávaný výstup, jelikoº jak bylo uvedeno v kapitole 2,
tak schéma dle MacCormacka je vy²²ího °ádu p°esnosti. Dále byl tento fyzikální p°ípad
proud¥ní kolem p°ekáºky diskutován p°edev²ím z hlediska vlivu strati�kace. Ve stej-
ném nastavení byly provedeny simulace strati�kovaného i nestrati�kovaného proud¥ní.
Uvedené gra�cké výstupy jednozna£n¥ znázornily nezanedbatelný vliv prom¥nné hus-
toty na charakter proud¥ní. Charakteristické zvln¥ní proud· m¥nící povahu proud¥ní
bylo patrné i v relativn¥ velké vzdálenosti od p°ekáºky. Stejn¥ jako v p°edchozích úlo-
hách tudíº do²lo k napln¥ní cíl· v podob¥ srovnání jednotlivých numerických postup·
a p°edev²ím demonstrace významného vlivu strati�kovaného proud¥ní.

Z vý²e uvedeného shrnutí vyplývá, ºe bylo dosaºeno spln¥ní v²ech cíl· práce. Nicmén¥
téma matematického modelování strati�kovaného proud¥ní zcela jist¥ není tímto tex-
tem vy£erpáno. Nadále by se tato práce dala rozvinout nap°íklad dal²ími variantami
p°ekáºek s r·zným umíst¥ním ve výpo£tové oblasti, roz²í°ením úloh do 3D, sledová-
ním bilance objemového toku v jednotlivých úlohách £i ²ir²ím rozpracováním odli²ného
p°ístupu výpo£tu v podob¥ p°ednostního výpo£tu tlaku, jeº je pouºit v druhé úloze.
Pop°ípad¥ by bylo moºné na práci navázat odli²ným zp·sobem zpracování v podob¥ po-
uºití jiných numerických metod £i zvolením jiného programovacího jazyka pro realizaci
simulací za ú£elem zefektivn¥ní výpo£tu.
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