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Abstrakt: Krystalizace je formou fázového p°echodu z kapalného do pevného skupen-
ství, p°i které se atomy uspo°ádají do krystalové m°íºky. Stefanova úloha zkoumá
£asový vývoj rozhraní mezi kapalnou a pevnou fází p°i p°edpokladu ostrého rozhraní
- dochází zde ke skokové nespojitosti termodynamických veli£in. Tato práce se zabývá
p°edev²ím modelem fázového pole vycházejícího z my²lenky pozvolného p°echodu
jedné fáze v druhou na tenké vrstv¥. Analytické °e²ení modelu fázového pole neexis-
tuje, proto je pouºito numerické °e²ení metodou kone£ných diferencí. Praktická £ást
je v¥nována výpo£etní studii pomocí programu implementovaného v jazyce C/C++.
Cílem numerických simulací je porozum¥t vlivu jednotlivých parametr· na chování
modelu.
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Abstract: Crystallization is a phase transition from liquid to solid state, in which
the atoms are organized into a regular crystal structure. Stefan problem deals with
the time evolution of the interface between the liquid and solid phases under the
assumption of a sharp interface, i.e., with a step discontinuity of thermodynamic
quantities. This work deals with the phase �eld model based on the idea of a gradual
transition from one phase to another on a thin layer. There is no analytical solution
of the phase �eld model, therefore the �nite di�erence method is used. The practical
part is dedicated to a computational study using a program implemented in C / C
++. Numerical simulations are performed in order to understand the in�uence of
individual parameters on the model behavior.
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Úvod

Krystalizace je velmi d·leºitý proces v n¥kolika technologických oborech - výroba
polovodi£·, optika, výroba kovových díl·, atd., je tedy zajímavé se tímto tématem
zabývat, hlavn¥ ve sm¥rech, které lze v pr·myslu vyuºít. Jedná se o fázový p°e-
chod prvního druhu, p°i kterém látka p°echází z kapalného skupenství do pevného
a zárove¬ utvá°í pravidelnou strukturu, která se m·ºe li²it v závislosti na materi-
álu i podmínkách. Hlavním objektem zájmu p°i studiu tuhnutí je fázové rozhraní
a jeho vývoj v £ase. Ke zkoumání fázového rozhraní podle [1] existují historicky dva
r·zné p°ístupy. Van der Waals·v p°ístup prezentuje fázové rozhraní jako pozvolnou
p°echodovu vrstvu mezi ob¥ma fázemi, zatímco Gibbs·v p°ístup interpretuje fázové
rozhraní jako ostrý p°echod mezi fázemi, na kterém nejsou termodynamické veli£iny
spojité. Z teorie neostré hranice vychází model fázového pole, který je vhodn¥j²í pro
°e²ení pomocí numerických metod.

Cílem této práce je porozum¥t modelu fázového pole a teorii, která k n¥mu vede,
a implementovat v jazyce C/C++ numerické schéma °e²ící dvourozm¥rný model.
S pomocí programu a výpo£etní studie prozkoumat chování modelu a ujasnit si vý-
znam jednotlivých parametr·, na coº poté bude moºné navázat v dal²ích pracích.
Práce je £len¥na do £ty° £ástí. V úvodní kapitole je p°edstaveno fyzikální pozadí
vedoucí k formulaci Stefanovy úlohy uvaºující ostrou hranici mezi fázemi. Také je
odvozen matematický model fázového pole vycházející z p°edpokladu neostré hranice
a uvedena bezrozm¥rná formulace modelu. Je p°edstaveno n¥kolik modi�kací modelu
fázového pole li²ících se tvarem reak£ního £lenu v Allen-Cahnov¥ rovnici a pomocí
jednoduchého zp·sobu je zavedena anizotropie do dvourozm¥rného modelu. Jelikoº
analytické °e²ení modelu fázového pole neexistuje, je druhá £ást v¥nována popisu nu-
merické metody kone£ných diferencí, která je vyuºita k nalezení p°ibliºného °e²ení
modelu. Ve t°etí kapitole je popsán proces implementace a p°edstaven software vyu-
ºitý p°i následné numerické simulaci. Poslední a nejhodnotn¥j²í kapitola této práce je
v¥nována p°edev²ím gra�cké prezentaci výsledk· dosaºených p°i numerické simulaci,
kde je prozkoumán vliv jednotlivých parametr· modelu na výsledný tvar krystalu
a snahou je nalézt nastavení parametr·, které umoºní dendritický r·st krystalu.
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Kapitola 1

Matematický a fyzikální model

Tuhnutí je fázový p°echod prvního druhu, p°i kterém p°echází látka z kapalného
do pevného skupenství. K tomuto jevu dochází, kdyº teplota p°ekro£í teplotu tá-
ní/tuhnutí. Jak ukazují experimenty, toto samotné ov²em k iniciaci tuhnutí nesta£í.
Podle [2] jsme schopni ochladit nap°íklad vodu aº na -40°C (pod bod tuhnutí),
a p°esto nadále z·stává v kapalném stavu. Tento stav se nazývá podchlazení [2].
Dal²í podmínkou pro iniciaci tuhnutí je lehké vybo£ení z rovnováhy. Speciální for-
mou tuhnutí je krystalizace, coº je forma fázového p°echodu, kdy se £ástice uspo°á-
dávají do pravidelné krystalové m°íºky. Krásným a známým p°íkladem krystalizace,
který si asi kaºdý vybaví, jsou sn¥hové vlo£ky (viz obr. 1.1), ale touto formou tuh-
nou t°eba také kovy, které mají ²iroké uplatn¥ní, a proto se vyplatí tento proces
podrobn¥ zkoumat.

Obrázek 1.1: Fotogra�e vlo£ek voln¥ dostupné na adrese
https://snow�akebentley.com

P°i krystalizaci je pot°eba dostatek £asu k vytvo°ení krystalu. Látka netuhne oka-
mºit¥, ale p°i procesu zvaném nukleace se vytvá°ejí krystaliza£ní jádra (místa s niº²í
energií, nap°. atomy jiné látky). Pokud jádro p°ekoná kritickou velikost, za£íná z to-
hoto místa vyr·stat postupn¥ krystal nabalováním dal²ích a dal²ích £ástic. Pokud
je krystaliza£ních jader více, vytvá°ející se zrna se postupem £asu za£nou st°etávat
a vzniká polykrystal. Toto rozhraní mezi zrny m·ºe mít negativní vliv na kvalitu
materiálu, proto se nap°íklad na lopatky turbín, které musí být velmi odolné, pouºí-
vají monokrystaly - krystaly vzniklé pouze z jednoho krystaliza£ního jádra. Dal²ím
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známým vyuºitím monokrystal· je výroba polovodi£· z monokrystalického k°emíku.

Níºe bude odvozen matematický model fázové p°em¥ny mezi kapalnou a pevnou
fází. P°edstavíme dva p°ístupy jakými se m·ºeme k °e²ení tohoto problému posta-
vit. První z nich je Gibbs·v p°ístup, z n¥hoº vychází Stefanova úloha (podkapitola
1.1). Druhým p°ístupem je Van der Waals·v, který v 50. letech rozpracovali Cahn
a Hilliard do modelu fázového pole (podkapitola 1.32), který je hlavním p°edm¥tem
této práce. Neº se budeme podrobn¥ji v¥novat ob¥ma úlohám, popí²eme si základní
rozdíly mezi temito dv¥ma p°ístupy.

Gibbs·v p°ístup

� uvaºuje ostré rozhraní mezi kapalnou a pevnou fází (skok termodynamických
veli£in v míst¥ hranice)

� práce pouze s funkcí teploty

� rozhraní je de�nováno teplotou tání/tuhnutí

Van der Waals·v p°ístup

� uvaºuje rozhraní jako tenkou vrstvu mezi fázemi, kde postupn¥ p°echází jedna
fáze v druhou (termodynamické veli£iny jsou zde spojité)

� zavádí navíc fázovou funkci p nabývající hodnoty z intervalu 〈0, 1〉

1.1 Stefanova úloha

Matematický model ²í°ení tepla, rozloºení teploty a pohybu fázového rozhraní v ho-
mogenním prost°edí b¥hem fázové p°em¥ny kapalina - pevná látka (tedy tání nebo
tuhnutí) nese jméno slovinského fyzika Joºefa Stefana, který jej na konci 19. století
formuloval p°i zkoumání rychlosti tvorby ledu ve vod¥. O 60 let d°íve podobný pro-
blém °e²ili také Clapeyron1 a Lamé2.
V krátkosti uvedeme postup odvození Stefanova problému s povrchovým nap¥tím
popsaným detailn¥ v [3].
M¥jme omezenou oblast Ω ⊂ R2, kde probíhá fázová p°em¥na a £asový interval
J = 〈0, T 〉. V kaºdém £ase t ∈ J si ozna£íme (viz obr. 1.2)

Ωl(t) kapalnou podoblast Ω,

Ωs(t) pevnou podoblast Ω,

Γ(t) = Ωl(t) ∩ Ωs(t) fázové rozhraní.

1Benoît Paul Émile Clapeyron (1799-1864), francouzský inºenýr a fyzik
2Gabriel Lamé (1795-1870), francouzký matematik
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Ω

nΓ

Ωs(t)

Ωl(t)Γ(t)

n∂Ω

Obrázek 1.2: Zavedené zna£ení pro popis oblasti v Stefanov¥ úloze

Dále p°ehledn¥ sepí²eme zna£ení funkcí a konstant, které bude pouºito p°i popisu
úlohy:

u teplota,
u∗ teplota fázového p°echodu,
λs, λl tepelná vodivost v pevné a kapalné podoblasti,
ρ hustota materiálu,
c tepelná kapacita materiálu,
L latentní teplo fázového p°echodu,
σ povrchové nap¥tí,
∆s rozdíl entropie mezi fázemi,
α koe�cient p°ipojovací kinetiky na hranici,
nΓ normálový vektor k fázovému rozhraní Γ(t) sm¥°ující ven z Ωs,

n∂Ω vn¥j²í normálový vektor k ∂Ω,

vΓ normálová rychlost fázového rozhraní Γ(t),

g tepelný tok p°es hranici oblasti ∂Ω,

κΓ = ∇ · nΓ st°ední k°ivost nadplochy Γ(t).

Teplotní pole de�nované na J ×Ω ozna£íme u. De�nujme pro jednotlivé fáze funk-
cionály

Hj = Hj(u) entalpie na jednotku objemu,
Sj = Sj(u) entropie na jednotku objemu,
Fj = Fj(u) = Hj(u)− uSj(u) volná energie na jednotku objemu,
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kde index j ∈ {l, s} zna£í funkci de�novanou na kapalné nebo pevné podoblasti.
Dále de�nujeme funkce na fázovém rozhraní Γ(t) = Ωl(t) ∩ Ωs(t)

e = e(u) plo²ná hustota energie rozhraní,
s = s(u) plo²ná hustota entropie rozhraní,
f = f(u) = e(u)− us(u) plo²ná hustota volné energie rozhraní.

Nyní m·ºeme ozna£it u∗ teplotu fázové p°em¥ny, jenº je ur£ena z rovnosti volné
energie pevné a kapalné fáze

Fl(u
∗) = Fs(u

∗).

Pomocí teploty u∗ m·ºeme de�novat latentní teplo na jednotku objemu jako zm¥nu
entalpie p°i fázovém p°echodu beze zm¥ny teploty

L = Hl(u
∗)−Hs(u

∗).

Systém rovnic fázového p°echodu s podmínkou volné hranice má podle [3] tvar:

∂Hs(u)

∂t
= −∇qs v Ωs(t), (1.1a)

∂Hl(u)

∂t
= −∇ql v Ωl(t), (1.1b)

u =
Hl −Hs − κe
Sl − Ss − κs

na Γ(t), (1.1c)

(ql − qs)nΓ = vΓ(Hl −Hs)− vΓκe−
∂e

∂t
na Γ(t), (1.1d)

vΓnΓ · n∂Ω = 0 na ∂Ω ∩ Γ(t), (1.1e)

kde pouºijeme Fourier·v zákon pro kapalnou i pevnou podoblast qs = −λs(u)∇u
a ql = −λl(u)∇u.
Abychom mohli zapsat Stefanovu úlohu s povrchovým nap¥tím de�nujeme

entalpii Hl(u) =

∫ u

0

ρl(u)cl(u) du+ L,

Hs(u) =

∫ u

0

ρs(u)cs(u) du,

rozdíl entropií na jendnotku objemu ∆s = Sl − Ss.

Pro zjednodu²ení systému rovnic musíme podle [4] vyslovit také následující pod-
statné p°edpoklady:

� ²kálování su
∗

L
� 1

� prázdný pr·nik hranice a fázového rozhraní ∂Ω ∩ Γ(t) = ∅,∀t ∈ J
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� λl = λs

� p°ítomnost kinetického podchlazení, které upravuje teplotní vztah pro Γ(t)

S t¥mito p°edpoklady m·ºeme zjednodu²it systém rovnic (1.1) a zformulovat Ste-
fanovu úlohu s povrchovým nap¥tím:

ρc
∂u

∂t
= ∇(λ∇u) v Ωs(t)× J ∪ Ωl(t)× J , (1.2a)

λ
∂u

∂nΓ

∣∣∣∣
s

− λ ∂u
∂nΓ

∣∣∣∣
l

= LvΓ na Γ(t), (1.2b)

u− u∗ = − σ

∆s
κΓ − α

σ

∆s
vΓ na Γ(t), (1.2c)

bc(u)|∂Ω = 0 v ∂Ω× J , (1.2d)
Ωs(0) = Ωs,ini (1.2e)
u|t=0 = uini v Ω. (1.2f)

Rovnice

(1.2a) je rovnice vedení tepla, vznikne z obecných rovnic (1.1a), (1.1b) pouze dosa-
zením za £leny qs,ql a pouºitím de�nice entropie,

(1.2b) je Stefanova podmínka, která vyjd°uje nespojistost tepelného toku p°es fázové
rozhraní,

(1.2c) je Gibbsova-Thomsonova podmínka platná na hranici Γ(t) dávající do souvis-
losti normálovovou rychlost fázového rozhraní a jeho k°ivost,

(1.2d) je okrajová podmínka zformulovaná pomocí operátoru bc(u), který m·ºe mít
tvar

bc(u) = u∂Ω Dirichletova okrajová podmínka,
bc(u) = (λ∇u− g) · n∂Ω Neumannova okrajová podmínka,

(1.2e),(1.2f) jsou po£áte£ní podmínky pro po£áte£ní rozloºení pevné fáze a teploty.

Zanedbáním povrchového nap¥tí σ p°ejde úloha (1.2) v p·vodní klasickou Ste-
fanovu úlohu:

ρc
∂u

∂t
= ∇(λ∇u) v Ωs(t)× J ∪ Ωl(t)× J , (1.3a)

λ
∂u

∂nΓ

∣∣∣∣
s

− λ ∂u
∂nΓ

∣∣∣∣
l

= LvΓ na Γ(t), (1.3b)

u = u∗ na Γ(t), (1.3c)
u|∂Ω = u∂Ω v ∂Ω× J , (1.3d)

Ωs(0) = Ωs,ini (1.3e)
u|t=0 = uini v Ω, (1.3f)

kterou nelze povaºovat za dobrý fyzikální model v malém m¥°ítku. Od úlohy s povr-
chovým nap¥tím se li²í úpravou okrajové podmínky (1.3d), kde volíme Dirichlet·v
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tvar. Více podstatné v²ak je, ºe z Gibbsovy-Thompsonovy podmínky se poloºením
σ = 0 stala rovnice (1.3c) vypovídající, ºe kapalná a pevná fáze je, oproti úloze (1.2),
kde vstupují do hry £leny s povrchovým nap¥tím, ur£ena pouze teplotou fázové p°e-
m¥ny. Klasická formulace Stefanova problému proto nezahrnuje dnes uº pom¥rn¥
dob°e prozkoumaný pojem podchlazení a p°eh°átí.

1.2 Model fázového pole

De�nice 1 (Fázové pole). Nech´ Ω ⊂ R je omezená oblast. Potom funkci p ∈ C2(Ω),
p : R × Ω → 〈0, 1〉, takovou, ºe Γ(t) = {x ∈ Ω|p(t,x) = 1

2
} je fázové rozhraní,

lokálnímu kapalnému stavu odpovídají hodnoty blízké nule a lokálnímu pevnému
stavu hodnoty blízké nule, nazveme fázové pole.

Model fázového pole vychází z práce Cahna 3 a Hilliarda 4, kte°í rozpracovali Van
der Waals·v p°ístup uvaºující neostrou hranici mezi fázemi. K popisu fázového p°e-
chodu je zaveden (viz. de�nice 1) dal²í stavový parametr - fázové pole (nebo také
fázová funkce) p, který díky spojitosti nabývá v²ech hodnot z intervalu 〈0, 1〉. Hod-
noty p mezi 0 a 1 de�nují tenkou p°echodovou vrstvu mezi fázemi, kterou ozna£íme
ΩΓ. Vztah parametru p s fázovým rozhraním je ilustrován na obrázku 1.4. Tlou²´ka
p°echodové vrstvy souvisí s parametrem ξ > 0. V souladu s de�nicí fázového pole
m·ºeme fázové rozhraní ve dvou rozm¥rech stejn¥ jako ve Stefanov¥ úloze repre-
zentovat k°ivkou Γ(t) a pevnou a kapalnou podoblast ozna£íme Ωs a Ωl (obr. 1.3).
Oproti klasické Stefanov¥ úloze tedy fázové rozhraní není ur£eno teplotním polem,
£ímº p°ipou²tíme jevy podchlazení a p°eh°átí.

Γ(t)

x

Ωl : p(t,x) < 1
2

Ωs : p(t,x) > 1
2

Obrázek 1.3: Zna£ení oblasti v modelu fázového pole - orientovaná úse£ka x odpovídá
ose v obrázku 1.4

3John W. Cahn (1928-2016), americký v¥dec, vystudoval fyzikální chemii
4John E. Hilliard (1926-1987), britský fyzik, vystudoval metalurgii
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1
2

p

Γ

neostré fázové rozhraní pevná fázekapalná fáze

ΩΓΩl Ωs

x

Obrázek 1.4: P°echodová vrstva, kde jedna fáze spojit¥ p°echází v druhou

P°i následném odvození a popisu bezrozm¥rného matematického modelu fázového
pole budeme £erpat hlavn¥ z [1] a [5].
Nejd°íve ov²em shrneme matematický aparát, který budeme p°i odvození pot°ebo-
vat.

Poznámka 1. Na prostoru funkcí C2(Ω) zavádíme skalární sou£in funkcí
f, g ∈ C2(Ω) jako

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

De�nice 2 (Fréchetova derivace). Nech´ U, V jsou normované prostory, U1 ⊂ U je
otev°ená podmnoºina U a f je zobrazení f : U1 → V . �ekneme, ºe zobrazení f je
diferencovatelné v bod¥ x, pokud existuje omezený lineární operátor A : U → V
tak, ºe

lim
||h||U→0

||f(x+ h)− f(x)− Ah||V
||h||U

= 0. (1.4)

Zobrazení A nazveme totální (Fréchetovou) derivací zobrazení f v bod¥ x.

V¥ta 1 (Gaussova - Ostrogadského v¥ta). Bud' U ⊂ R3 omezená otev°ená oblast,
její hranice ∂U je uzav°ená plocha po £ástech t°ídy C1. Fi ∈ C1(U) a Fi ∈ C(U),
i ∈ {1, 2, 3}. Potom platí ∫

U

∇ · FdV =

∫
∂U

F · ndS,

kde n je vektor vn¥j²í normály k ∂U .
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V¥ta 2 (Greenova v¥ta). Bud' D ⊂ R2 omezená otev°ená oblast, její hranice
∂D je kladn¥ orientovaná Jordanova k°ivka po £ástech t°ídy C1. P,Q ∈ C1(D)
a P,Q ∈ C(D). Potom platí∫

∂D

(Pdx+Qdy) =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

V¥ta 3 (Rieszova v¥ta o reprezentaci). Bu¤ F : H → C spojitý lineární funkcionál
na Hilbertov¥ prostoru H. Pak existuje práv¥ jeden vektor ϕ ∈ H takový, ºe platí

Fx = 〈ϕ, x〉 ∀x ∈ H.

Odvození modelu
Ozna£me dimenzi zkoumané oblasti Ω jako d = dim Ω. Nech´ m ∈ N a F je termo-
dynamická funkce (nap°. volná energie), vyjád°ená pomocí její objemové hustoty,
závisející na sad¥ parametr· {p1, . . . , pm}. Podle [1] má F tvar

F [p1, . . . , pm] =

∫
Ω

(ω(p1, . . . , pm) + T (Dp1, . . . , Dpm))dx. (1.5)

Ve výrazu (2.13) vystupuje objemová hustota ω a funkce gradientu T . Funkce ω se
obvykle volí jako víceminimová s lokálními minimy ve stavech daných hodnotami
parametr· {p1, . . . , pm}. �asový vývoj systému je pak popsán rovnicí modelu A (viz.
[6]).

τi

〈
∂pi
∂t
, v

〉
= −δpiF [p1, . . . , pm]v, ∀v ∈ C2(Ω), i = 1, . . . ,m, (1.6)

kde δpiF je lineární zobrazení - Fréchetova derivace funkcionálu F podle jednotli-
vých prom¥nných pi a τi je relaxa£ní parametr.

V na²em konkrétním p°ípad¥ popisujeme stav systému parametrem p a teplotním
polem u = u(t,x). Stav kapalné fáze má odpovídat hodnotám parametru blízkým
p = 0 a stav pevné fáze hodnotám blízkým p = 1. P°echod mezi fázemi probíhá
na tenké vrstv¥ a je t°eba zahrnout jevy podchlazení a p°eh°átí. S t¥mito poºa-
davky m·ºeme za ω zvolit ω = ω0 + W , kde ω0 je tzv. dvouminimový potenciál
s minimy práv¥ v poºadovaných stavech odpovídajících kapalné a pevné fázi (obr.
1.5) a W = W (u, p) je zatím blíºe nespeci�kovaný £len utvá°ející kompletní tvar
reak£ního £lenu pro jeho r·zné modi�kace (viz. podkapitola 1.2.1). Dvouminimový
potenciál je tvaru

ω0(p) =
a

4

((
p− 1

2

)2

− 1

4

)2

, (1.7)

kde a > 0 je konstanta.
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ω0

10 p

Obrázek 1.5: Dvouminimový potenciál ω0

Budeme uvaºovat Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3}, coº je situace, která nás pro praktické apli-
kace samoz°ejm¥ zajímá nejvíce. Uvidíme, ºe tvar rovnic nebude záviset na dimenzi
a tedy bude stejný i v dvourozm¥rném p°ípad¥, kterým se budeme zabývat p°i nu-
merických simulacích. P°i odvození modelu pro £istou jednosloºkovou látku vyjdeme
z funkcionál· entalpie H a volné energie F ve tvaru

H[u, p] =

∫ u

0

ρ(u′, p)c(u′, p)du′ + L(1− p), (1.8)

F [u, p] =

∫
Ω

(ω(p, u; ξ) + T (∇p; ξ))dx, (1.9)

kde ρ, λ a c jsou materiálové konstanty a L je latentní teplo na jednotku objemu.
q ozna£íme tepelný tok. S pouºitím Fourierova zákona q = −λ∇u p°echází rov-
nice vývoje systému - dosazení funkcionálu (1.9) do rovnice modelu A (1.6) - do
následující soustavy

∂H[u, p]

∂t
= ∇ · (λ(u)∇u), (1.10)

τ

〈
∂p

∂t
, v

〉
= −δpF [u, p]v, (1.11)

kde 〈·, ·〉 je skalární sou£in na C2(Ω).

Pouºitím de�nice Fréchetovy derivace v na²em p°ípad¥ chceme, aby platilo

lim
||δp||→0

F [p+ δp, u; ξ]−F [p, u; ξ]− δpF [p]δp

||δp||
= 0 (1.12)

Proto si rozepí²eme p°ír·stek F v bod¥ p a následn¥ pouºijeme Taylor·v rozvoj
v bod¥ p do prvního °ádu:

F [p+ δp, u; ξ] =

∫
Ω

(
ω(p+ δp, u; ξ) + T (∇(p+ δp); ξ)

)
dx (1.13)

=

∫
Ω

(
ω(p, u; ξ) +

∂ω(p, u; ξ)

∂p
δp+ T (∇p; ξ) +

∂T (∇p; ξ)
∂(∇p)

· ∇δp+ . . .

)
dx,
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kde ∂T
∂(∇p) =

(
∂T
∂y1
, ∂T
∂y2
, ∂T
∂y3

)
a yi jsou sloºky gradientu ∇p.

Pro t°írozm¥rný p°ípad pouºitím Gaussovy v¥ty (v¥ta 1) pro F = ∂T
∂(∇p)δp a ob-

last Ω dostáváme∫
Ω

∂T

∂(∇p)
· ∇δpdx = −

∫
Ω

∇ · ∂T

∂(∇p)
δpdx +

∫
∂Ω

∂T

∂(∇p)
δp · ndS, (1.14)

kde n zna£í vektor vn¥j²í normály k ∂Ω. Ve dvourozm¥rném p°ípad¥ je postup
analogický pomocí Greenovy v¥ty (v¥ta 2). Posta£ující podmínky, aby poslední £len
rovnice (1.14), tedy integrál p°es hranici sledované oblasti byl roven nule, jsou

δp|∂Ω = 0 (1.15)

nebo

∂T (∇p; ξ)
∂(∇p)

· n = 0. (1.16)

Dosazením vztahu (1.14) do rovnice (1.13), vynulováním integrálu p°es ∂Ω a násled-
ným ode£tením F [p, u; ξ] dostáváme

F [p+ δp, u; ξ]−F [p, u; ξ] =

∫
Ω

(
∂ω(p, u; ξ)

∂p
−∇ · ∂T (∇p; ξ)

∂(∇p)
+ . . .

)
δpdx. (1.17)

Zde je vhodné zmínit, ºe provedení Taylorova rozvoje (1.13) pouze do prvního
°ádu bylo dostate£né, jelikoº zbytek rozvoje - ozna£me ho R(p, u; ξ) - se chová jako
O(|δp|2) a tedy v limit¥ (1.4) nemá ºádný vliv

lim
δp→0

∫
Ω
R(p, u; ξ)dx

|δp|
= 0 (1.18)

Pouºitím (1.12) z rovnice (1.17) dostáváme Fréchetovu derivaci jako

δpF [p, u; ξ]δp =

∫
Ω

(
∂ω(p, u; ξ)

∂p
−∇ · ∂T (∇p; ξ)

∂(∇p)

)
δpdx. (1.19)

Díky omezenosti totální derivace lze zobrazení δpF [u, p] z rovnice (1.11) pomocí
Rieszovy v¥ty (v¥ta 3) reprezentovat funkcí ϕ ∈ C2(Ω) ve smyslu, ºe ∀v ∈ C2(Ω)
platí

δpF [u, p]v = 〈ϕ, v〉.

Potom lze ϕ ztotoºnit s δpF [u, p] a rovnice (1.11) bude spln¥na, pokud bude bodov¥
v Ω platit rovnost

τ
∂p

∂t
= −ϕ. (1.20)

Vyuºitím poznámky 1 pak z rovnice (1.19) £teme funkci reprezentující Fréchetovu
derivaci

ϕ(t,x) =

(
∂ω(p, u; ξ)

∂p
−∇ · ∂T (∇p; ξ)

∂(∇p)

)∣∣∣∣
t,x

. (1.21)
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Vyjád°eme si je²t¥ derivaci funkcionáluH podle £asu, kterou pot°ebujeme do rovnice
(1.10)

∂H[u, p]

∂t
=
∂H
∂u

∂u

∂t
+
∂H
∂p

∂p

∂t
= ρ(u)c(u)

∂u

∂t
− L∂p

∂t
(1.22)

a nyní uº m·ºeme (1.21) a (1.22) dosadit do (1.10) a (1.20), £ímº získáme rovnice

ρ(u)c(u)
∂u

∂t
= ∇(λ(u)∇u) + L

∂p

∂t
, (1.23)

τ(ξ)
∂p

∂t
= ∇ · ∂T (∇p; ξ)

∂(∇p)
− ∂ω(p, u; ξ)

∂p
, (1.24)

s okrajovými podmínkami odpovídajícím podmínkám (1.15), (1.16), které mohou
být

� Dirichletova typu

u|∂Ω = u∂Ω, p|∂Ω = p∂Ω, (1.25)

nebo

� Neumannova typu

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂T

∂(∇p)
· n = 0. (1.26)

Rovnice vedení tepla (1.23) spole£n¥ s reak£n¥ difuzní rovnicí (Allenovou-Cahnovou)
(1.24), jednou z okrajových podmínek (1.25), (1.26) a po£áte£ní podmínkou

u|t=0 = u0, p|t=0 = pini, (1.27)

tvo°í systém rovnic fázového pole.

P°ezna£íme reak£ní £len

f(u, p; ξ) :=
∂ω(p, u; ξ)

∂p
. (1.28)

Dle [1] pro izotropní model volíme

T (∇p; ξ) =
ξ2

2
|∇p|2, (1.29)

a tedy po zderivování máme

∂T (∇p; ξ)
∂(∇p)

= ξ2∇p. (1.30)

Dále od modelu poºadujeme, aby rovnice fázového pole (1.24) p°i limitním p°echodu
ξ → 0 p°echázela v Gibbsovu-Thomsonovu podmínku

∆s∆u = −σκΓ − ασvΓ,
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kde zna£íme ∆u = u− u∗. To odpovídá tomu, ºe p°i zten£ování p°echodové vrstvy
p°ejde model fázového pole ve Stefanovu úlohu s povrchovým nap¥tím uvaºující
ostré fázové rozhraní. S od·vodn¥ním v p°ekrývací asymptotické analýze [4] volíme
relaxa£ní parametr

τ(ξ) = αξ2. (1.31)

Pouºitím (1.28), (1.30) a (1.31) m·ºeme na intervalu J a prostorové oblasti Ω model
fázového pole zapsat:

ρc
∂u

∂t
(t,x) = ∇(λ∇u(t,x)) + L

∂p

∂t
(t,x), v Ω× J , (1.32a)

ξ2α
∂p

∂t
(t,x) = ξ2∆p(t,x) + f(u, p; ξ), v Ω× J , (1.32b)

u|t=0 = u0, p|t=0 = pini, v Ω, (1.32c)
u|∂Ω = u∂Ω nebo ∇u · n = 0, v ∂Ω× J , (1.32d)
p|∂Ω = p∂Ω nebo ∇p · n = 0, v ∂Ω× J . (1.32e)

Tabulka 1.1: De�nice veli£in bezrozm¥rné formulace modelu

Veli£ina De�nice Jednotka Význam
L0 nastavitelný m ²kálování prostorové sou°adnice
t0 (ρc/λ)L2

0 s ²kálování £asové sou°adnice
ũ 1 + (u− u∗)/(u∗ − u0) 1 teplota
L̃ L/(ρc(u∗ − u0)) 1 latentní teplo
α̃ (λ/ρc)α 1 koe�cient p°ipojovací kinetiky
β̃ βL0(u∗ − u0) 1
x̃ x/L0 1 prostorová sou°adnice
t̃ t/t0 1 £as

Dle [7] p°ede�nováním veli£in podle tabulky 1.1, kde nové veli£iny ozna£íme vlnkou,
p°ejdeme k bezrozm¥rné formulaci modelu fázového pole (1.33). V²imn¥me
si, ºe bez ohledu na hodnotu u0 je v bezrozm¥rné formulaci ũ0 = 0 a ũ∗ = 1.
Zna£ení s vlnkou budeme pro p°ehlednost dále vynechávat, pracovat budeme pouze
s bezrozm¥rnou formulací a není tedy t°eba ob¥ varianty rozli²ovat.

∂u

∂t
(t,x) = ∆u(t,x) + L

∂p

∂t
(t,x), v Ω× J , (1.33a)

ξ2α
∂p

∂t
(t,x) = ξ2∆p(t,x) + f(u, p; ξ), v Ω× J , (1.33b)

u|t=0 = u0, p|t=0 = pini, v Ω, (1.33c)
u|∂Ω = u∂Ω nebo ∇u · n = 0, v ∂Ω× J , (1.33d)
p|∂Ω = p∂Ω nebo ∇p · n = 0, v ∂Ω× J . (1.33e)
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1.2.1 Varianty reak£ního £lenu

Chování modelu fázového pole ur£uje do zna£né míry reak£ní £len f(u, p; ξ), který
je derivací ω podle p a jak jiº bylo zmín¥no, volíme ω = ω0 + W s dvouminimo-
vým potenciálem (1.7). Derivací ω0 dostáváme základní tvar reak£ního £lenu, který
ozna£íme jako

f0(p) =
∂ω0

∂p
= ap(1− p)

(
p− 1

2

)
. (1.34)

V reak£ním £lenu se otevírá prostor pro r·zné varianty modelu. Pracujeme a mo-
di�kujeme potenciál ω a derivací pak vznikají r·zné varianty reak£ního £lenu f .
Nicmén¥ pro kone£ný tvar modelu a následnou implementaci nás zajímá aº tvar
reak£ního £lenu, a tedy m·ºeme modi�kace provád¥t p°ímo v n¥m. V¥t²ina variant
reak£ního £lenu obsahuje zmín¥nou derivaci dvouminimového potenciálu f0, k níº
je n¥co p°i£teno. P°i tom je t°eba opatrnosti, aby nevhodný tvar reak£ního £lenu
nezp·sobil ztrátu fyzikálního významu modelu. Konkrétn¥ potenciál ω musí mít dv¥
lokální minima odpovídající význa£ným stav·m. Pro reak£ní £len f , který je deri-
vací ω podle p, to pak znamená, ºe musí mít t°i ko°eny. Ukáºeme si zde t°i formy
reak£ního £lenu uvedené v [1].

Model 1

f(p, u; ξ) = f0(p)− bβξ(u− u∗) = ap(1− p)
(
p− 1

2

)
− bβξ(u− u∗), (1.35)

kde a, b, β = ∆s
σ

jsou pozitivní kontanty.
U tohoto reak£ního £lenu musí být pro zachování fyzikálního významu - tedy zacho-
vání t°í ko°en· polynomu - spln¥na podmínka

bβξ(u− u∗) ∈
(
−
√

3

36
a,+

√
3

36
a

)
. (1.36)

Model 2
Model s tímto tvarem reak£ního £lenu je prezentován v [8].

f(p, u; ξ) = ap(1− p)
(
p− 1

2
−M(u− u∗; ξ)

)
, (1.37)

kde

M(u; ξ) = bξ arctan(γ0(u− u∗)), γ0 > 0. (1.38)

Model 3

f(p, u,∇p; ξ) = f0(p) + F (u, p,∇p) = ap(1− p)
(
p− 1

2

)
− bξ2β|∇p|(u− u∗).

(1.39)

V (1.39) si pov²imneme, ºe z d·vodu lep²ích výpo£etních vlastností je do reak£ního
£lenu um¥le p°idána závislost na ∇p. Velikost gradientu fázové funkce vystupující
v reak£ním £lenu je mimo fázové rozhraní zanedbatelná, proto je p°ísp¥vek reak£ního
£lenu mimo fázové rozhraní velmi malý. Zárove¬ díky této vlastnosti nebudeme tak
striktn¥ omezeni podmínkou zachování fyzikálního významu pro parametry b, β a ξ
jako v modelu 1.
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1.2.2 Anizotropie

V této £ásti vneseme do modelu 3 anizotropii, tedy preferenci sm¥r·, kam krystal
roste rychleji. Omezíme se uº pouze na dvourozm¥rný p°ípad, coº nám umoºní zavést
anizotropii pom¥rn¥ jednoduchým zp·sobem. Ve t°ech dimenzích tento zp·sob nelze
pouºít a je t°eba zavést anizotropii sloºit¥ji. Jednou z moºností je vnést anizotropii
pomocí Finslerovy geometrie [9], £emuº se nebudeme v této práci v¥novat, protoºe
cílem je implementovat model fázového pole ve 2D.
Uvaºujme [4] anizotropní Gibbsovu-Thomsonovu podmínku

αvΓ = −g(θ)κ− β(u− u∗), (1.40)

kde g je kladná, omezená funkce prom¥nné θ, coº je úhel mezi horizontální osou
x a gradientem fázové funkce p (tj. normálou k fázovému rozhraní Γ). Funkce g je
obvykle volena ve tvaru

g(θ) = 1− S cos (m(θ − θ0)), (1.41)

kde m ∈ N je £etnost anizotropie, tedy po£et preferovaných sm¥r· r·stu krystalu,
S ∈ 〈0, 1) je síla anizotropie a θ0 je sm¥r hlavní krystalogra�cké orientace. Rovnice
fázového pole s takto zavednou anizotropií p°ejde do tvaru

ξ2α
∂p

∂t
(t,x) = g(θ)[ξ2∆p(t,x) + f0(p)]− bξ2β|∇p|(u− u∗). (1.42)
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Kapitola 2

Numerické schéma

Na²e úloha nemá analytické °e²ení, musíme tedy pouºít numerické metody k nalezení
p°ibliºného °e²ení. V na²em p°ípad¥ k tomu pouºijeme metodu sítí (lze se setkat také
s názvem metoda kone£ných diferencí), jejíº princip spo£ívá v diskretizaci prostorové
oblasti, £asového intervalu, po£áte£ních podmínek a nahrazení derivací tzv. diferen-
cemi. Tím od soustavy parciálních diferenciálních rovnic druhého °ádu p°ejdeme
k soustav¥ algebraických rovnic, kterou jiº snadno vy°e²íme.

2.1 Diskretizace úlohy

P°ipome¬me si konkrétní formulaci úlohy p°evzaté z [10] pro rovnici vedení tepla
a rovnici fázového pole, která bude v práci °e²ena pomocí numerické metody. Zvolíme
si Dirichletovy okrajové podmínky a podobu reak£ního £lenu (1.39) z modelu 3.
Zárove¬ vyuºijeme funkci g(θ) (1.41), která vnese do na²eho modelu anizotropii.
Tedy máme úlohu na oblasti (0, T )× Ω, kde Ω ⊂ R2:

∂u

∂t
(t,x) = ∆u(t,x) + L

∂p

∂t
(t,x), (2.1)

ξ2α
∂p

∂t
(t,x) = g(θ)[ξ2∆p(t,x) + f0(p)] + F (u, p,∇p) (2.2)

s okrajovými podmínkami Dirichletova typu na (0, T )× ∂Ω

u(t, ·)|∂Ω = u∂Ω(t) = 0, p(t, ·)|∂Ω = p∂Ω(t) = 0 (2.3)

a s po£áte£ními podmínkami na Ω

u(0,x) = u0(x) = 0, p(0,x) = pini(x), (2.4)

p°i£emº pouºíváme zna£ení g(θ) = 1 − S cos (m(θ − θ0)), f0(p) = ap(1 − p)(p − 1
2
),

F (u, p,∇p) = −bξ2β|∇p|(u− u∗).
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Diskretizace oblasti (0, T )× Ω
Nyní p°istoupíme k diskretizaci prostorové oblasti a £asového intervalu. Jako prosto-
rovou oblast si pro jednoduchost zvolíme oblast ve tvaru obdélníku (snadno m·ºeme
kaºdou oblast jiného tvaru uzav°ít do obdélníku dostate£né velikosti). �asový inter-
val (0, T ) ekvidistantn¥ rozd¥líme na N + 1 ∈ N £asových vrstev: t0, t1, . . . , tN , kde
t0 = 0 a tN = T . Ozna£íme £asový krok mezi sousedními vrstvami jako

τ =
T

N
.

Pak je z°ejmé, ºe
tk = kτ

pro k ∈ {0, 1, . . . , N}.

Podobn¥ si budeme po£ínat v p°ípad¥ prostorové oblasti Ω = (a1, b1) × (a2, b2),
kterou rozd¥líme na stejné obdélní£ky pomocí ekvidistantního rozd¥lení interval·
v obou sou°adnicích. Ozna£me x0, x1, x2, . . . , xN1 body, které ekvidistatn¥ d¥lí in-
terval (a1, b1) a y0, y1, y2, . . . , yN2 body, které ekvidistantn¥ d¥lí interval (a2, b2).
Proloºíme-li t¥mito body p°ímky kolmé k ose x (resp. y), dostaneme pravoúhlou
sí´ bod·, ve kterých budeme vy£íslovat numericky napo£ítávané funkce u, p v jed-
notlivých £asových krocích. Je z°ejmé, ºe jeden krok v síti ve sm¥ru osy x bude mít
velikost

h1 =
b1 − a1

N1

a krok ve sm¥ru osy y analogicky dostaneme jako

h2 =
b2 − a2

N2

.

Nakonec si p°ehledn¥ ozna£íme (viz. obr. 2.1) v²echny body sít¥ v oblasti
Ω = (a1, b1) × (a2, b2):

xi,j = (a1, a2) + i(h1, 0) + j(0, h2),

kde i ∈ {0, 1, . . . , N1} a j ∈ {0, 1, . . . , N2}.

Diskretizace diferenciálních rovnic
Diskretizaci provedeme tak, ºe derivace funkcí u a p nahradíme aproximacemi -
tzv. diferencemi, které vycházejí z Taylorova rozvoje funkce. Základní pouºívané
diference pro náhradu první derivace v metod¥ sítí jsou:

dop°edná diference
∂f

∂x
(x) =

f(x+ h)− f(x)

h
+O(h), (2.5)

zp¥tná diference
∂f

∂x
(x) =

f(x)− f(x− h)

h
+O(h), (2.6)

centrální diference
∂f

∂x
(x) =

f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2). (2.7)
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x0,0 = (a1, a2)

xN1,N2 = (b1, b2)

xN1,0 = (b1, a2)

x0,N2 = (a1, b2)
h1

h2

x1,1

x1,0

x0,1

Obrázek 2.1: Zna£ení pouºité pro diskretizaci dvourozm¥rné prostorové oblasti

V na²em schématu pouºijeme pro náhradu £asové derivace první z nich - dop°ednou
diferenci. Pro druhou derivaci (pot°ebujeme pro nahrazení Laplaceova operátoru
∆u(t,x) = ∂2u

∂x2
(t,x) + ∂2u

∂y2
(t,x)) vyuºijeme druhou centrální diferenci:

∂2f

∂x2
(x) =

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2). (2.8)

V rovnicích (2.5)-(2.8) vyuºíváme zápisu pomocí Landauovy notace O(h).

De�nice 3. Pro spojitou reálnou funkci g de�novanou na Hx0 ⊂ R a r ∈ R, kde Hx0

je okolí bodu x0 ∈ R, pí²eme g(x) = O(hr), pokud (∃M > 0)(∀ x ∈ Hx0 \ {x0})
(|g(x)

hr
| ≤ M).

Dále je t°eba p°ejít k sí´ovým funkcím, které jsou de�nované pouze v uzlech na²í
sít¥. Ozna£me tedy pro prostorový krok h = (h1, h2) mnoºinu v²ech uzl· sít¥

ωh = {xi,j|i = 0, 1, . . . , N1, j = 0, 1, . . . , N2}

a dále mnoºinu v²ech £asových vrstev p°i kroku τ

ιτ = {tk|k = 0, 1, . . . , N}.

S pomocí t¥chto mnoºin zavedeme prostor sí´ových funkcí s £asovým krokem τ
a prostorovým krokem h

Hτ
h = {wτh|wτh : ιτ × ωh → R}.

Poznámka 2. Pro jednoduchost zápisu budeme pro práci se sí´ovými funkcemi po-
uºívat zna£ení

wki,j := (wτh)ki,j := wτh(tk,xi,j).
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Konkrétn¥ s vyuºitím diferencí budeme v uzlech nahrazovat:

∂u

∂t
(tk,xi,j) ≈

uk+1
i,j − uki,j

τ
,

∆u(tk,xi,j) ≈
uki+1,j − 2uki,j + uki−1,j

h2
1

+
uki,j+1 − 2uki,j + uki,j−1

h2
2

.

Diskretizace po£áte£ních podmínek
Po£áte£ní podmínky jednodu²e diskretizujeme v souladu s na²ím zna£ením vy£ísle-
ním v bodech xi,j pro i ∈ {0, 1, . . . , N1} a j ∈ {0, 1, . . . , N2}

u0
i,j = u0(xi,j),

p0
i,j = pini(xi,j).

Homogenní okrajové podmínky Dirichletova typu (2.3) odpovídají tomu, ºe v modelu
drºíme na hranici oblasti konstantní teplotu (podchlazení) a konstantní fázi. Toho
v numerickém algoritmu docílíme jednodu²e tím, ºe v krajních bodech na²í sít¥
ponecháme konstantní hodnoty z po£áte£ní podmínky pro v²echny £asové hladiny.

2.2 Explicitní schéma

P·vodní úlohu (2.1) nahradíme úlohou diferen£ní dosazením diferencí, které jsme si
p°ipravili a zápisem po£áte£ních a okrajových podmínek ve tvaru pomocí sí´ových
funkcí. V jednotlivých uzlech pak pro k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, i ∈ {1, . . . , N1 − 1}
a j ∈ {1, . . . , N2 − 1} dostáváme:

uk+1
i,j − uki,j

τ
=

(
uki+1,j − 2uki,j + uki−1,j

h2
1

+
uki,j+1 − 2uki,j + uki,j−1

h2
2

)
+ L

pk+1
i,j − pki,j

τ
,

(2.9)

α
pk+1
i,j − pki,j

τ
= gki,j

(
pki+1,j − 2pki,j + pki−1,j

h2
1

+
pki,j+1 − 2pki,j + pki,j−1

h2
2

+
1

ξ2
(f0)ki,j

)
+F k

i,j.

(2.10)
Dále rozepí²eme £leny

(f0)ki,j = apki,j(p
k
i,j −

1

2
)(1− pki,j), (2.11)

gki,j = 1− A cos

(
m

(
arctan

(
δ1p

k
i,j

δ2pki,j

)
− θ0

))
, (2.12)

F k
i,j = −bξ2β

√
(δ1pki,j)

2 + (δ2pki,j)
2(uki,j − u∗), (2.13)
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kde δ1p
k
i,j =

pki+1,j−pki−1,j

2h1
a δ2p

k
i,j =

pki,j+1−pki,j−1

2h2
.

Z tvaru rovnic (2.10) a (2.9) si v²imneme, ºe se v nich nachází pouze jeden £len
p°íslu²né funkce z následující (práv¥ vypo£ítávané) £asové vrstvy k + 1, tedy jsme
schopni ho p°ímo z rovnice vyjád°it pomocí parametr· úlohy a hodnot v p°edchozí
£asové vrstv¥ k, které známe.

uk+1
i,j = uki,j + τ

(
uki+1,j − 2uki,j + uki−1,j

h2
1

+
uki,j+1 − 2uki,j + uki,j−1

h2
2

)
+ L(pk+1

i,j − pki,j),

(2.14)

pk+1
i,j = pki,j+

τ

α
gki,j

(
pki+1,j − 2pki,j + pki−1,j

h2
1

+
pki,j+1 − 2pki,j + pki,j−1

h2
2

+
1

ξ2
(f0)ki,j

)
+
τ

α
F k
i,j.

(2.15)
Taková metoda, kdy jsme £leny z napo£ítávané £asové vrstvy schopni vyjád°it vzor-
cem pouze pomocí p°edchozích £asových vrstev, se nazývá explicitní. Nejprve na-
po£ítáme rovnici (2.15), abychom £len pk+1

i,j mohli pouºít do rovnice (2.14). Pomocí
tohoto p°edpisu jsme schopni vyuºitím po£áte£ní podmínky, která nám dává hod-
noty pro k = 0, napo£ítat hodnoty uki,j a u

k
ij pro v²echny body sít¥ a v²echny £asové

vrstvy. Lze ukázat [11], ºe nutná a posta£ující podmínka stability numerického sché-
matu je

τ

h2
< C, (2.16)

kde C ozna£uje takzvané Courantovo £íslo.
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Kapitola 3

Implementace

Tato kapitola je vyhrazena problematice implementace a softwaru pouºívaného v prak-
tické £ásti práce. Program je implementován v jazyce C/C++. Jelikoº algoritmická
£ást programu je pouze p°epsáním numerického schématu do zdrojového kódu, nebu-
deme se této £ásti více v¥novat a p°edstavíme spí²e jednotlivé £ásti programu, které
mohou být zajímavé jako je paralelizace for cyklu £i výstupní formát pro výsledná
data. Také uvedeme praktické zku²enosti s p°ekládáním programu z p°íkazové °ádky
a spou²t¥ní úloh na výpo£etním klastru HELIOS, který je jako v¥t²ina superpo£í-
ta£· vystav¥n na platform¥ Linux.

Paralelizace - OpenMP
Do programu za£leníme jednoduchou paralelizaci for cykl· pomocí OpenMP [12].
K rozd¥lení práce cyklu mezi více vláken posta£í jednoduchá direktiva (obr. 3.1
vloºená p°ed for cyklus. Kaºdé vlákno poté vykoná £ást iterací tohoto cyklu. Pa-
ralelizovat práci tímto zp·sobem lze z°ejm¥ pouze pro cykly procházející p°es pole
hodnot u £i p odpovídající hodnotám v uzlech sít¥. Cyklus p°es £asové hladiny nelze
rozd¥lit mezi vlákna, jelikoº vºdy hodnoty v následující £asové hladin¥ po£ítáme
pomocí hodnot v p°edchozí hladin¥.

Obrázek 3.1: Paralelizace for cyklu pomocí OpenMP

Zadávání parametr·, p°eklad programu
Zp·sob p°edávání parametr· modelu je v mém programu implementován pomocí sa-
mostatného hlavi£kového souboru (obr. 3.2), kde jsou p°ehledn¥ na jednom míst¥ a je
snadné v²echny p°enastavit podle pot°eb dal²í simulace. Nevýhoda tohoto zp·sobu
nastavování parametr· spo£ívá v tom, ºe vºdy p°i p°epsání parametr· je nutno znovu
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celý program p°eloºit. Tento fakt v na²em p°ípad¥ nep°edstavuje problém, díky ne-
náro£nosti programu trvá p°eklad pouze pár sekund. P°eklad programu provádíme
z p°íkazové °ádky nap°íklad pomocí krátkého shell skriptu (obr. 3.3).

Obrázek 3.2: Hlavi£kový soubor s parametry numerického schématu a modelu fázo-
vého pole

název spustitelného programu bude "BP"

linkování potřebných knihoven

překladač

soubor s kódem

Obrázek 3.3: Shell skript pro p°eklad kódu do spustitelného programu i s popisem
jednotlivých p°íkaz·

Výstup - formát NetCDF
Pro výstup z programu zapisujeme pole hodnot u a p v pravidelných intervalech
(po ur£itém po£tu £asových hladin). K zápisu vyuºíváme soubor knihoven Network
Common Data Form (NetCDF) pro práci s v¥deckými daty. Ukázka funkce zapi-
sující data do souboru formátu NetCDF je na obrázku 3.4. Následnou vizualizaci
provádíme v programu ParaView, který tento formát umí p°e£íst a dokonce pokud
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budeme jednotlivé NetCDF soubory pojmenovávat po °ad¥ "jmenosouboru000.nc",
"jmenosouboru001.nc", atd., p°i otev°ení soubor· na£te ParaView v²echny tyto sou-
bory jako sekvenci snímk· s £asovou návazností a lze ihned spustit animaci, na které
uvidíme £asový vývoj simulace.

Obrázek 3.4: P°íklad funkce vytvá°ející soubor NetCDF a zapisující do n¥j hodnoty
p°edané jí jako argument

HELIOS - spou²t¥ní úloh
Výpo£etní klastr HELIOS na kated°e matematiky FJFI �VUT je vysoce výkonný
systém propojených výpo£etních uzl·, na kterém jsou plánovány a provád¥ny vý-
po£etní úlohy. Pro p°ístup uºivatel· slouºí interaktivní p°ihla²ovací uzel, kde pro-
vádí uºivatelé kompilaci kódu, nastavují parametry úlohy a odesílají úlohy do front.
Pracovat na p°ihla²ovacím uzlu lze vzdálen¥ pomocí p°íkazové °ádky (SSH) nebo
pomocí vzdálené gra�cké plochy (X2Go). Na p°ihla²ovacím uzlu lze provád¥t pouze
nenáro£né výpo£ty, ke sloºit¥j²ím výpo£t·m jsou ur£eny výpo£etní uzly. Ke spu²t¥ní
úlohy na výpo£etním uzlu je t°eba vytvo°it skript pro odeslání úlohy a následné za°a-
zení úlohy do fronty z p°íkazové °ádky pomocí p°íkazu qsub názevskriptu. Ukázka
takového skriptu pro odeslání OpenMP úlohy je na obrázku 3.5. �ádek PBS -l se-
lect=4:mem=16G:ncpus=32:ompthreads=32 je p°íkaz ur£ující zdroje, které
pro b¥h spou²t¥né úlohy poºadujeme. Konkrétn¥ tento skript poºaduje pro úlohu
4 výpo£etní uzly, kaºdý s 32 procesorovými jádry (CPU), 16GB pam¥ti a 32 vlá-
ken na kaºdém uzlu (paralelizace). Samoz°ejm¥ zdroje, které m·ºeme poºadovat
jsou omezeny dostupnými zdroji kaºdé konkrétní fronty a technickými parametry
klastru. Pozornost p°i spou²t¥ní úlohy je t°eba v¥novat parametru walltime. Úlohy
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ve front¥ jsou °azeny pro co nejv¥t²í efektivitu práce a tak nasatavením vysoké hod-
noty v tomto parametru m·ºe být spu²t¥ní úlohy oddáleno ve prosp¥ch úloh jiných.
Také ov²em nelze nastavit walltime p°íli² nízký, protoºe pokud se úloha nestihne
dokon£it ve vymezeném £ase, bude program ukon£en, aniº dob¥hne do konce. Proto
je dobré um¥t odhadnout £as, který bude pro va²i úlohu pot°eba. K tomu mohou
dopomoci tyto p°íkazy ve skriptu - echo 'Job started at: 'date' ' , echo 'Job �-
nished at: 'date' '. Do výstupního souboru s hlá²ením o úloze vypí²í £as, kdy byla
úloha spu²t¥na a kdy byla dokon£ena. To je uºite£né p°i odhadu £asu pot°ebného
pro p°í²tí simulace s podobnými parametry. P°i zjem¬ování sít¥ lze vyuºít vztah
(2.16) k odhadu pot°ebného zmen²ení £asového kroku τ . Z toho lze vyvodit o kolik
p°ibliºn¥ se zm¥ní £as pot°ebný pro simulaci. Nap°íklad pokud zvolíme polovi£ní
prostorový krok h, bude mít sí´ 4x víc uzl· (dvourozm¥rný p°ípa z (2.16) lze vid¥t,
ºe je t°eba 4x zmen²it £asový krok - tedy 4x více £asových hladin. �as pot°ebný
pro simulaci s dvakrát men²ím prostorovým krokem h na stejné oblasti a stejném
£asovém intervalu bude tedy 16x del²í neº pro p·vodní úlohu.
Pro lep²í p°edstavu £asu pot°ebného k simulacím uvádíme, ºe pro úlohu se sítí
o rozm¥rech 600× 600 a 100000 £asových hladin, která je ve výpo£etní studii £asto
vyuºívána, výpo£et trvá p°ibliºn¥ 75 minut na 8 jádrech a 65 minut na 16 jádrech.

Obrázek 3.5: Skript pro za°azení výpo£etní úlohy do fronty na výpo£etním klastru
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Kapitola 4

Výpo£etní studie

Tato £ást práce je v¥nována prozkoumání chování modelu ve vztahu k jednotlivým
parametr·m a gra�ckému znázorn¥ní dosaºených výsledk· pomocí program· Para-
View a úpravou obrázk· v Inkcape. Testování si neklade za cíl v¥novat se reálnému
nastavení fyzikálních materiál·, a proto nelze získáné výsledky identi�kovat s n¥-
jakým materiálem z praxe. Kapitolu rozd¥líme na n¥kolik £ástí podle zkoumaného
parametru a vlivu na výsledný krystal. Nejprve ov²em shrneme nastavení po£á-
te£ních a okrajových podmínek, numerické metody, ukáºeme si zp·sob vizualizace
a barevnou ²kálu, kterou budeme pouºívat pro v¥t²inu numerických simulací.

�asový a prostorový krok
Z d·vodu zachování symetrie ve sm¥rech vodorovné a svislé osy se p°i numeri-
kých simulacích omezíme na £tvercové sít¥ aplikované na £tvercové oblasti typu
(0,M) × (0,M). V °e£i zna£ení z kapitoly 2 pokládáme N1 = N2 = N a zárove¬
h1 = h2 = h. �asovou diskretizaci je díky volb¥ explicitního schématu pot°eba
uzp·sobit velikosti prostorového kroku h tak, aby byla spln¥na podmínka stability.
V opa£ném p°ípad¥ bude schéma divergovat.

Po£áte£ní a okrajové podmínky
Volíme nulové okrajové podmínky Dirichletova typu pro fázové pole p i teplotní pole
u, tj.

u(t, ·)|∂Ω = u∂Ω(t) = 0, p(t, ·)|∂Ω = p∂Ω(t) = 0. (4.1)

V numerickém schématu tedy v krajních uzlech sít¥ získáné dikretizací oblasti bude
hodnota p i u nezávisle na £ase 0. Toho docílíme tak, ºe v krajních uzlech nastavíme
v souladu s po£áte£ní podmínkou pole u i p rovno 0. Tedy p°i zna£ení z kapitoly 2

u0
i,j = 0, p0

i,j = 0, (i ∈ {0, N}, j ∈ {0, 1, . . . , N}) ∨ (j ∈ {0, N}, i ∈ {0, 1, . . . , N}).

Zachování okrajové podmínky v platnosti pro kaºdou £asovou hladinu docílíme v nu-
merickém schématu omezením iterací pouze na vnit°ní uzly sít¥. V krajních uzlech
ponecháme tedy nastavenou po£áte£ní hodnotu po celý pr·b¥h výpo£tu.
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Po£áte£ní podmínku pro u volíme

u(0,x) = u0(x) = 0,

coº odpovídá uniformnímu podchlazení v celé oblasti Ω a zárove¬ je tato volba
v souladu s okrajovou podmínkou pro u.
Volbou po£áte£ní podmínky pro p vkládáme do oblasti krystaliza£ní jádro, ze kterého
m·ºe za£ít krystalický r·st. Jde tedy o ozna£ení podmnoºiny mnoºiny Ω, ve které
nastavíme parametr fázového pole p = 1, coº odpovídá pevné fázi a ve zbytku
oblasti ponecháme hodnotu p = 0. V následujích simulacích (krom¥ poslední £ásti
se simulacemi s více krystaliza£ními jádry) je jako tato podmnoºina volen kruh se
st°edem ve st°edu oblasti (sou°adnice S = [M

2
, M

2
]) a polom¥rem R, který slouºí jako

parametr nastavovaný uºivatelem p°i spou²t¥ní úlohy. Tedy

p(0,x) = pini(x) = χB(S,R),

kde B(S,R) zna£í kruh se st°edem v bod¥ S a polom¥rem R a χU zna£í charakte-
ristickou funkci moºiny U .

Tabulky parametr· a barev
Shrneme si v²echny pouºité parametry úlohy a numerické metody p°ehledn¥ do
tabulky 4.1.

Tabulka 4.1: Nastavitelné parametry simulací tuhnutí £isté látky

Ω prostorová oblast
τ £asový krok
h prostorový krok
R polom¥r krystaliza£ního jádra
a
b
ξ parametr ovliv¬ující tlou²´ku fázového rozhraní
L latentní teplo
α
β parametr ur£ující velikost podchlazení
u∗ teplota tání/tuhnutí
m £etnost anizotropie
S síla anizotropie
θ0 hlavní sm¥r krystalické orientace

V celém pr·b¥hu studie jsou pouºívány následující barevné ²kály pro pole p (obr.
4.1a) a pro pole u (obr. 4.1b), do kterého je pro lep²í orientaci vkresleno £ernou
barvou fázové rozhraní. K obrázk·m je vºdy p°iloºena tabulka parametr·, se kterými
byla simulace spu²t¥na spole£n¥ s informací o £asovém okamºiku, z n¥jº pochází daný
snímek °e²ení.
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(a) t = 0, 005

(b) t = 0, 005

Ω = (0, 1)× (0, 1) h = 0, 001 a = 2 ξ = 0, 002 α = 3 β = 1000 S = 0, 8
τ = 0, 0000001 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 6 θ0 = 0

Obrázek 4.1: Barevné ²kály a tabulka parametr· pouºívané k prezentaci dosaºených
výsledk· v následujícím textu
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4.1 Izotropní model

Nejprve bude zkoumáno chování izotropního modelu - tedy pokládáme sílu anizotro-
pie rovnou nule - a to zejména z pohledu chování modelu pro zv¥t²ující se parametr
β. Proto uvedeme obrázky z n¥kolika simulací s totoºným po£áte£ním nastavením
a budeme zv¥t²ovat β.

t = 0, 03 t = 0, 06 t = 0, 09

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 005 α = 3 β = 300 S = 0
τ = 0, 000001 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.2: β = 300

t = 0, 03 t = 0, 06 t = 0, 09

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 005 α = 3 β = 600 S = 0
τ = 0, 000001 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.3: β = 600

Ze série simulací (obr. 4.2-4.6) pozorujeme, ºe s rostoucím podchlazením zp·sobe-
ným zv¥t²ováním parametru β se zvy²uje tendence krystalu se v¥tvit do více sm¥r·
a vytvá°et sloºit¥j²í strukturu. V poslední simulaci pozorujeme, ºe β uº je p°íli² velké
a krystal nám za£íná r·st i z kraj· oblasti, coº není ºádoucí. Podobný negativní efekt
nastane, kdyº bude parametr ξ ovliv¬ující tlou²´ku rozhraní p°íli² velký vzhledem
k prostorovému kroku. Krystal pak op¥t za£ne r·st od kraje oblasti a zárove¬ se
fázové rozhraní p°íli² rozplyne (obr. 4.7).
Naopak p°íli² malé ξ vzhledem k prostorovému kroku zp·sobí, ºe ºádný r·st krys-
talu neprob¥hne (obr. 4.8). Pro pohyb fázového rozhraní je t°eba, aby nap°í£ ²í°kou
rozhraní bylo alespo¬ n¥kolik uzl· sít¥. P°íli² velké β lze vyváºit zmen²ením ξ, pro-
toºe £ím men²í je ξ, tím v¥t²í β si m·ºeme dovolit bez naru²ení fázového rozhraní
a r·stu krystalu od kraje oblasti. Tuto skute£nost lze vypozorovat i z tvaru rea£ního
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t = 0, 03 t = 0, 06 t = 0, 09

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 005 α = 3 β = 900 S = 0
τ = 0, 000001 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.4: β = 900

t = 0, 03 t = 0, 06 t = 0, 09

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 005 α = 3 β = 1200 S = 0
τ = 0, 000001 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.5: β = 1200

£lenu (1.39) modelu 3. Zmen²ení ξ z vý²e zmín¥ného d·vodu vyºaduje zmen²it také
prostorový krok h, coº kv·li podmínce stability numerického schématu vynucuje
zmen²ení £asového kroku τ . Jemn¥j²í sítí i prostorovou diskretizací sice dostáváme
lep²í aproximaci °e²ení, ale velmi nar·stají nároky na pam¥´ i £asová náro£nost
simulace.
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t = 0, 03 t = 0, 06 t = 0, 09

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 005 α = 3 β = 3000 S = 0
τ = 0, 000001 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.6: β = 3000

t = 0, 0375 t = 0, 075 t = 0, 375

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 005 a = 3 ξ = 0, 01 α = 3 β = 900 S = 0
τ = 0, 0000005 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.7: Vliv p°íli² velkého ξ na chování modelu

(a) t = 0, 0375 (b) t = 0, 375

Ω = (0, 2)× (0, 2) h = 0, 005 a = 3 ξ = 0, 001 α = 3 β = 900 S = 0
τ = 0, 0000005 R = 0, 011 L = 3 b = 1 u∗ = 1 m− θ0−

Obrázek 4.8: Vliv p°íli² malého ξ na chování modelu
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4.2 Anizotropní model

V následující £ásti bude prozkoumán anizotropní model, a to p°edev²ím z pohledu
parametr· S a θ0 z funkce

g(θ) = 1− S cos (m(θ − θ0)) (4.2)

vná²ející anizotropii do 2D modelu. Parametr m ur£ující po£et hlavních sm¥r· r·stu
volíme nej£ast¥ji 4 a 6. V £ásti 4.3 budou prezentovány i n¥které výsledky s p¥ti-
£etnou a osmi£etnou symetrií. Na obrázku 4.9 prezentujeme vliv síly anizotropie na
tvar krystalu. Je snadno pozorovatelné, ºe £ím v¥t²í je parametr S, tím výrazn¥ji
krystalický r·st probíhá hlavními sm¥ry.

S
=

0,
03

t = 0, 12 t = 0, 36 t = 0, 6

S
=

0,
1

t = 0, 06 t = 0, 18 t = 0, 3

S
=

0,
2

t = 0, 09 t = 0, 27 t = 0, 45

Ω = (0, 12)× (0, 12) h = 0, 02 a = 2 ξ = 0, 011 α = 3 β = 450 S r·zné
τ = 0, 000003 R = 0, 04 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 0

Obrázek 4.9: T°i simulace £ty°£etné symetrie s r·znou silou anizotropie - je uvedena
po stran¥ kaºdé série obrázk·
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Zm¥na parametru θ0 zp·sobuje oto£ení preferovaných sm¥r· r·stu práv¥ o úhel θ0.
Na obrázcích 4.10 a 4.11 ilustrujeme vliv tohoto parametru pomocí k°ivek repre-
zentujících fázová rozhraní n¥kolika simulací pro £ty°£etnou a ²esti£etnou symetrii.
Nejvýrazn¥j²í rozdíl nastává pro £ty°£etnou symetrii, kde preferované sm¥ry krystalu
s θ0 = 0 jsou souhlasné s osami numerické sít¥ a proto vznikají bo£ní sekundární
v¥tve krystalu. Oto£ením se tento vztah mezi hlavními sm¥ry krystalu a numerickou
sítí poru²í a krystal se jiº nev¥tví.

t = 0, 15 t = 0, 3 t = 0, 5

Ω = (0, 10)× (0, 10) h = 0, 02 a = 5 ξ = 0, 009 α = 4 β = 450 S = 0, 4
τ = 0, 000005 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 r·zné

Obrázek 4.10: Fázová rozhraní r·zn¥ nato£ených krystal· se stejnými parametry -
£ty°£etná symetrie

t = 0, 15 t = 0, 3 t = 0, 5

Ω = (0, 12)× (0, 12) h = 0, 02 a = 2 ξ = 0, 01 α = 3 β = 600 S = 0, 1
τ = 0, 000005 R = 0, 04 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 6 θ0 r·zné

Obrázek 4.11: Fázová rozhraní r·zn¥ nato£ených krystal· se stejnými parametry -
²esti£etná symetrie
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Cílem pro simulace s anizotropním modelem je nalézt parametry, které umoºní
dendritický r·st krystalu. Dendrit v geologii ozna£uje skupinku malých krystal·
se strukturou fraktálu. Tvarem mohou p°ipomínat nap°íklad v¥tve strom·. Typic-
kým p°íkladem je jiº zmín¥ná sn¥hová vlo£ka.
Pro £ty°£etnou symetrii v¥t²ina pokus· o nastavení správných parametr· skon£ila
tak jako na obrázku 4.12, kde pozorujeme vznik malých náznak·, ºe se krystal roz-
v¥tví z hlavních ramen, ale postupem £asu se tyto "zoubky" zaoblí a bo£ní v¥tev
krystalu nevznikne. Jediná simulace, p°i které pro £ty°£etnou symetrii vznikl krystal

t = 0, 09 t = 0, 18 t = 0, 27

Ω = (0, 10)× (0, 10) h = 0, 005 a = 2 ξ = 0, 015 α = 3 β = 400 S = 0, 18
τ = 0, 000005 R = 0, 015 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 0

Obrázek 4.12: Pokus o simulaci krystalu s dendritickým tvarem - £ty°£etná symetrie

alespo¬ vzdálen¥ p°ipomínající tvar dendritu, je na obrázku 4.13. Parametry této
simulace ov²em nezachovávají fyzikální vlastnosti modelu. Fázové rozhraní je p°íli²
²iroké v d·sledku p°íli² velkého β a ξ vzhledem k protorovému kroku. Zárove¬ síla
anizotropie S = 0, 8 je p°íli² velká a p°i takové hodnot¥ S uº vnesení anizotropie do
modelu pomocí funkce g (4.2) nezachová fyzikální vlastnosti. Pro dendritický r·st
krystalu se £ty°£etnou symetriíí tak nejspí²e bude nutné provést simulaci modelu ve
3D, kde je anizotropie zavedena pomocí Finslerovy metriky.

t = 0, 004 t = 0, 01 t = 0, 016

Ω = (0, 8)× (0, 8) h = 0, 008 a = 2 ξ = 0, 0055 α = 3 β = 1200 S = 0, 8
τ = 0, 0000002 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 0

Obrázek 4.13: Pokus o simulaci krystalu s dendritickým tvarem - £ty°£etná symetrie
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Pro ²esti£etnou symetrii byla tato výpo£etní studie úp¥²n¥j²í a poda°ilo se nalézt
ideální parametry pro vznik dendritické struktury (viz. obr. 4.14). Jevem, který je na
simulaci s ²esti£etnou anizotropií dob°e rozpoznatelný, je vliv sít¥. Dva sm¥ry r·stu
krystalu (nahoru a dol·) jsou viditeln¥ výrazn¥j²í neº ostatní £ty°i. Je to d·sledek
toho, ºe práv¥ tyto dva sm¥ry mají shodnou orientaci s pravoúhlou sítí pouºitou
p°i diskretizci oblasti. Tento vliv numerického schématu je moºné zmen²it volbou
jemn¥j²í sít¥ - men²ího prostorového kroku. Nap°íklad na obrázku 4.1a s jemn¥j²í
sítí uº vypadá v²ech ²est sm¥r· krystalu p°ibliºn¥ stejn¥. Samoz°ejm¥ je pak nutno
zmen²it i £asový krok (podmínka stability) a vzroste £asová náro£nost simulace.

t = 0 t = 0, 05 t = 0, 1

t = 0, 15 t = 0, 2 t = 0, 25

t = 0, 3 t = 0, 4 t = 0, 5

Ω = (0, 12)× (0, 12) h = 0, 02 a = 2 ξ = 0, 01 α = 3 β = 600 S = 0, 1
τ = 0, 000005 R = 0, 04 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 6 θ0 = 0

Obrázek 4.14: �esti£etná symetrie a dendritická struktura
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4.3 Teplotní ²um

V dal²í fázi testování lehce upravíme model a vneseme do n¥j teplotní ²um, tedy
lokální drobné odchylky teploty a prozkoumáme, jaký vliv to bude mít na tvar vý-
sledné simulace. V diskretizované reak£n¥-difuzní rovnici (2.10) p°i zna£ení z kapitoly
2 upravíme p·vodní £len (2.13)

F k
i,j = −bξ2β

√
(δ1pki,j)

2 + (δ2pki,j)
2(uki,j − u∗)

na nový tvar

F k
i,j = −bξ2β

√
(δ1pki,j)

2 + (δ2pki,j)
2(uki,j + Ci,j − u∗)

pro v²echny uzly sít¥ a £asové hladiny. �íslo Ci,j je náhodn¥ generovaná hodnota
z intervalu 〈0, C〉, kde C zna£íme maximální hodnotu teplotního ²umu, coº je pa-
rametr zadávaný p°i spou²t¥ní simulace. Pro niº²í výpo£etní nároky je v kaºdém
konkrétním uzlu sít¥ hodnota Ci,j stejná pro v²echny £asové hladiny, tedy sta£í sí´
náhodných £ísel vygenerovat pouze jednou a ne v kaºdém £asovém kroku. V reálné
situaci se samoz°ejm¥ teplotní ²um s £asem m¥ní a je tedy otázkou do jaké míry je
tato aproximace realistická.

D·sledkem náhodného generování teplotního ²umu je to, ºe p°i kaºdé jednotlivé si-
mulaci se stejnými parametry modelu dostaneme jiný výsledný tvar krystalu. Tuto
skute£nost demonstrujeme na následujícím obrázku 4.15, kde jsou zobrazeny t°i fá-
zová rozhraní krystal· vzniklých p°i simulacích se stejnými po£áte£ními podmínkami
i parametry.

t = 0, 13 t = 0, 26

Ω = (0, 5)× (0, 5) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 01 α = 3 β = 600 S = 0, 05
τ = 0, 000002 R = 0, 025 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 = 0

Obrázek 4.15: Fázová rozhraní ze t°í simulací se stejnými parametry ve dvou £aso-
vých okamºicích s maximální hodnotou ²umu C = 0, 03

Dále také zkoumáme vliv maximální hodnoty ²umu C na zm¥nu tvaru krystalu.
Zárove¬ postupn¥ zv¥t²ujeme C aº do situace, ºe tento p°íli² velký teplotní ²um
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zdeformuje krystal do nep°irozených tvar·, které uº p·vodní krystal p°ipomínají
pouze vzdálen¥. V tabulce 4.2 uvádíme spole£né parametry modelu pro sérii simulací,
ve kterých postupn¥ zv¥t²ujeme ²um a jeho maximální hodnotu uvedeme u kaºdého
obrázku.

Tabulka 4.2: Paramatry modelu pro simulace z obrázku 4.16

Ω = (0, 8)× (0, 8) τ = 0, 000005
h = 0, 02 R = 0, 04
a = 2 b = 1
ξ = 0, 01 L = 2
α = 3 β = 700
u∗ = 1 m = 6
S = 0, 12 θ0 = 0

C = 0 C = 0, 005 C = 0, 01

C = 0, 02 C = 0, 03 C = 0, 05

Obrázek 4.16: Série simulací zobrazených v totoºném £ase t = 0, 15 li²ící se pouze
maximální hodnotou ²umu, jeº je uvedená pod kaºdým jednotlivým obrázkem

Z testování vlivu maximální hodnoty ²umu (obr. 4.16) dojdeme k záv¥ru, ºe pro
lehkou modi�kaci tvaru krystalu a získání zajímavých výsledk· je vhodné volit na-
p°íklad hodnoty C = 0, 01 nebo C = 0, 02. Provedeme tedy studii vlivu ²umu na
výsledný tvar krystalu pro r·zný po£et preferovaných sm¥r· - konkrétn¥ pro £ty°£et-
nou, p¥ti£etnou, ²esti£etnou a osmi£etnou anizotropii. Výsledky budeme prezentovat
následující sérií obrázk·, kde pro porovnání vºdy zobrazíme vývoj tvaru krystalu
s teplotním ²umem a bez n¥j p°i zachování v²ech dal²ích parametr· modelu kon-
stantních (proto je uvedeme pro kaºdý typ symetrie pouze jednou).
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t = 0, 025 t = 0, 05 t = 0, 075

t = 0, 125 t = 0, 175 t = 0, 250

Ω = (0, 5)× (0, 5) h = 0, 01 a = 3 ξ = 0, 01 α = 3 β = 600 S = 0, 05
τ = 0, 000002 R = 0, 025 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 = 0

Obrázek 4.17: �ty°£etná symetrie bez teplotního ²umu

t = 0, 025 t = 0, 05 t = 0, 075

t = 0, 125 t = 0, 175 t = 0, 250

Obrázek 4.18: �ty°£etná symetrie s teplotním ²umem s maximální hodnotou
C = 0, 02
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t = 0, 04 t = 0, 08 t = 0, 12

t = 0, 20 t = 0, 28 t = 0, 36

Ω = (0, 5)× (0, 5) h = 0, 0625 a = 3 ξ = 0, 01 α = 3 β = 600 S = 0, 07
τ = 0, 000003 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 5 θ0 = 0

Obrázek 4.19: P¥ti£etná symetrie bez teplotního ²umu

t = 0, 04 t = 0, 08 t = 0, 12

t = 0, 20 t = 0, 28 t = 0, 36

Obrázek 4.20: P¥ti£etná symetrie s teplotním ²umem s maximální hodnotou
C = 0, 01
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t = 0, 04 t = 0, 08 t = 0, 12

t = 0, 20 t = 0, 28 t = 0, 40

Ω = (0, 5)× (0, 5) h = 0, 0625 a = 3 ξ = 0, 009 α = 3 β = 600 S = 0, 09
τ = 0, 000003 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 6 θ0 = 0

Obrázek 4.21: �esti£etná symetrie bez teplotního ²umu

t = 0, 04 t = 0, 08 t = 0, 12

t = 0, 20 t = 0, 28 t = 0, 40

Obrázek 4.22: �esti£etná symetrie s teplotním ²umem s maximální hodnotou
C = 0, 02
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t = 0, 05 t = 0, 15 t = 0, 25

t = 0, 40 t = 0, 60 t = 0, 80

Ω = (0, 12)× (0, 12) h = 0, 02 a = 2 ξ = 0, 012 α = 3 β = 450 S = 0, 06
τ = 0, 000005 R = 0, 04 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 8 θ0 = 0

Obrázek 4.23: Osmi£etná symetrie bez teplotního ²umu

t = 0, 05 t = 0, 15 t = 0, 25

t = 0, 40 t = 0, 60 t = 0, 80

Obrázek 4.24: Osmi£etná symetrie s teplotním ²umem s maximální hodnotou
C = 0, 01
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4.4 Více krystaliza£ních jader

Na záv¥r prozkoumáme chování více krystal· v jedné oblasti. Zajímat nás bude cho-
vání krystal· zejména v místech, kde by se m¥ly potenciáln¥ b¥hem r·stu st°etnout.
Tuto situaci demonstrujeme pro n¥kolik nastavení parametr· a také pro r·zné po-
£áte£ní polohy krystaliza£ních jader, které umístíme pravideln¥ do sledované oblasti
Ω.
Hlavním jevem viditelným ve v²ech simulacích (obr. 4.25, 4.26, 4.27) je to, ºe jednot-

t = 0, 01 t = 0, 05 t = 0, 1

Ω = (0, 4)× (0, 4) h = 0, 005 a = 3 ξ = 0, 005 α = 3 β = 900 S = 0, 07
τ = 0, 000001 R = 0, 015 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 = 0

Obrázek 4.25: Simulace £. 1 s více krystaliza£ními jádry - porovnání teplotního
a fázového pole

livá krystaliza£ní zrna se nespojí v jeden krystal. Naopak vznikne mezi jednotlivými
zrny z°etelná mezera, ve které uº krystalický r·st dále nepokra£uje. Zajímavé p°i
tom je, ºe v této oblasti mezi jednotlivými zrny tuhnutím uvoln¥né latentní teplo
zvý²í teplotu postupn¥ aº na teplotu tuhnutí. Mezery bychom pozorováním pouze
teplotního pole nebyli schopni odhalit. Pro zacelení t¥chto mezer a spojení krystal·
by bylo t°eba hlub²í podchlazení.
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t = 0, 015 t = 0, 045 t = 0, 0825

Ω = (0, 3)× (0, 3) h = 0, 003 a = 2 ξ = 0, 007 α = 3 β = 400 S = 0, 2
τ = 0, 0000015 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 = 0

Obrázek 4.26: Simulace £. 2 s více krystaliza£ními jádry - porovnání teplotního
a fázového pole

t = 0, 015 t = 0, 045 t = 0, 09

Ω = (0, 3)× (0, 3) h = 0, 003 a = 2 ξ = 0, 007 α = 3 β = 600 S = 0, 15
τ = 0, 0000015 R = 0, 01 L = 2 b = 1 u∗ = 1 m = 4 θ0 = 0

Obrázek 4.27: Simulace £. 3 s více krystaliza£ními jádry - porovnání teplotního
a fázového pole
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Záv¥r

V práci je p°edstaveno fyzikální pozadí fázového p°echodu, popsána Stefanova úloha
a odvozen matematický model fázového pole. Podklady vyuºité v této teoretické
£ásti práce jsou uvedeny v seznamu literatury. Následn¥ je popsáno explicitní nume-
rické schéma aplikované na zmín¥ný model fázového pole ve dvourozm¥rném p°ípad¥
a uvedeno n¥kolik zajímavostí z procesu implementace a p°ístupu k výpo£etnímu
klastru HELIOS . Pomocí programu implementovaného v C/C++ je pro lep²í po-
chopení zkoumáno chování modelu ve vztahu k jednotlivým parametr·m. Gra�cký
výstup z této výpo£etní studie je obsahem poslední kapitoly, která je tedy nej-
hodnotn¥j²í £ástí práce. K vizualizaci dosaºených výsledk· byly pouºity programy
ParaView a Inkscape.

B¥hem tvorby této bakalá°ské práce se mi poda°ilo seznámit se s problémem fázového
p°echodu a porozum¥t rozdílu mezi p°ístupy uvaºující ostré a pozvolné fázové roz-
hraní. Úsp¥²n¥ jsem aplikoval metodu kone£ných diferencí na model fázového pole ve
2D a implementoval program v jazyce C/C++ s vyuºitím paralelizace for cyklu po-
mocí OpenMP. Za velmi p°ínosnou povaºuji výpo£etní studii, a to z d·vodu osvojení
základ· práce s výpo£etním klastrem b¥hem spou²t¥ní úloh a také lep²ího porozu-
m¥ní vlivu jednotlivých parametr· na chování modelu. Z nejhodnotn¥j²ích výsledk·
bych zmínil nalezení parametr· pro dendritický r·st krystalu p°i ²esti£etné symetrii.

Znalosti a zku²enosti získané touto prací lze vyuºít jako podklad k dal²í práci s touto
tematikou a dále jí rozvíjet. Jelikoº pro £ty°£etnou anizotropii se nepoda°ilo nalézt
vhodné parametry umoº¬ující dendritický r·st krystalu, nabízí se vnést do modelu
anizotropii pokro£ilej²ím zp·sobem pomocí Finslerovy metriky s nad¥jí, ºe poté se
to poda°í. Mezi dal²í sm¥ry, kterými lze navázat na tuto práci pat°í zlep²ení nu-
merického schématu, pokro£ilej²í paralelizace, implementace a prozkoumání modelu
s dal²ími variantami reak£ního £lenu, nastavení fyzikáln¥ realistických parametr·
odpovídajících skute£nému materiálu a také p°echod k °e²ení modelu fázového pole
ve 3D.
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