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Abstrakt: Krystalizace je formou fazového prechodu z kapalného do pevného skupen-
stvi, pfi které se atomy usporadaji do krystalové miizky. Stefanova tiloha zkoumé
¢asovy vyvoj rozhrani mezi kapalnou a pevnou fazi pii predpokladu ostrého rozhrani
- dochazi zde ke skokové nespojitosti termodynamickych veli¢in. Tato prace se zabyva
predev§im modelem fazového pole vychazejictho z myslenky pozvolného prechodu
jedné faze v druhou na tenké vrstvé. Analytické feSeni modelu fazového pole neexis-
tuje, proto je pouzito numerické feSeni metodou konec¢nych diferenci. Prakticka ¢ast
je vénovana vypocetni studii pomoci programu implementovaného v jazyce C/C-+-+.
Cilem numerickych simulaci je porozumét vlivu jednotlivych parametrii na chovani
modelu.
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Abstract: Crystallization is a phase transition from liquid to solid state, in which
the atoms are organized into a regular crystal structure. Stefan problem deals with
the time evolution of the interface between the liquid and solid phases under the
assumption of a sharp interface, i.e., with a step discontinuity of thermodynamic
quantities. This work deals with the phase field model based on the idea of a gradual
transition from one phase to another on a thin layer. There is no analytical solution
of the phase field model, therefore the finite difference method is used. The practical
part is dedicated to a computational study using a program implemented in C / C
+-+. Numerical simulations are performed in order to understand the influence of
individual parameters on the model behavior.
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Uvod

Krystalizace je velmi dilezity proces v nékolika technologickych oborech - vyroba
polovodict, optika, vyroba kovovych dili, atd., je tedy zajimavé se timto tématem
zabyvat, hlavné ve smérech, které lze v primyslu vyuzit. Jedna se o fazovy prie-
chod prvniho druhu, pfi kterém latka prechézi z kapalného skupenstvi do pevného
a zaroven utvari pravidelnou strukturu, kterad se mize liSit v zavislosti na materi-
alu i podminkach. Hlavnim objektem zajmu pii studiu tuhnuti je fazové rozhrani
a jeho vyvoj v ¢ase. Ke zkoumani fazového rozhrani podle [1] existuji historicky dva
rizné pristupy. Van der Waalsuv pristup prezentuje fazové rozhrani jako pozvolnou
prechodovu vrstvu mezi obéma fazemi, zatimco Gibbstuv pristup interpretuje fazoveé
rozhrani jako ostry prechod mezi fazemi, na kterém nejsou termodynamické velic¢iny
spojité. Z teorie neostré hranice vychazi model fazového pole, ktery je vhodnéjsi pro
feSeni pomoci numerickych metod.

Cilem této préace je porozumét modelu fazového pole a teorii, kterd k nému vede,
a implementovat v jazyce C/C++ numerické schéma tesici dvourozmérny model.
S pomoci programu a vypocetni studie prozkoumat chovani modelu a ujasnit si vy-
znam jednotlivych parametri, na coz poté bude mozné navazat v dalsich pracich.
Prace je ¢lenéna do ¢ty? casti. V uvodni kapitole je pfedstaveno fyzikalni pozadi
vedouci k formulaci Stefanovy tlohy uvazujici ostrou hranici mezi fazemi. Také je
odvozen matematicky model fazového pole vychazejici z pfedpokladu neostré hranice
a uvedena bezrozmérna formulace modelu. Je predstaveno nékolik modifikaci modelu
fazového pole ligicich se tvarem reakéniho ¢lenu v Allen-Cahnové rovnici a pomoci
jednoduchého zpiisobu je zavedena anizotropie do dvourozmérného modelu. Jelikoz
analytické feseni modelu fazového pole neexistuje, je druha ¢ast vénovana popisu nu-
merické metody konec¢nych diferenci, kterd je vyuzita k nalezeni ptiblizného feSeni
modelu. Ve tfeti kapitole je popsan proces implementace a predstaven software vyu-
zity pri nasledné numerické simulaci. Posledni a nejhodnotnéjsi kapitola této prace je
vénovana predevsim grafické prezentaci vysledki dosazenych pii numerické simulaci,
kde je prozkouman vliv jednotlivych parametri modelu na vysledny tvar krystalu
a snahou je nalézt nastaveni parametrii, které umozni dendriticky rust krystalu.



Kapitola 1

Matematicky a fyzikalni model

Tuhnuti je fazovy pfechod prvniho druhu, pfi kterém prechazi latka z kapalného
do pevného skupenstvi. K tomuto jevu dochézi, kdyz teplota piekroci teplotu ta-
ni/tuhnuti. Jak ukazuji experimenty, toto samotné ov§em k iniciaci tuhnuti nestaci.
Podle [2] jsme schopni ochladit napfiklad vodu az na -40°C (pod bod tuhnuti),
a presto nadale ziistava v kapalném stavu. Tento stav se nazyva podchlazeni [2].
Dalsi podminkou pro iniciaci tuhnuti je lehké vyboceni z rovnovahy. Specialni for-
mou tuhnuti je krystalizace, coz je forma fazového prechodu, kdy se ¢astice uspora-
davaji do pravidelné krystalové miizky. Krasnym a zndmym piikladem krystalizace,
ktery si asi kazdy vybavi, jsou snéhové vlocky (viz obr. 1.1), ale touto formou tuh-
nou treba také kovy, které maji Siroké uplatnéni, a proto se vyplati tento proces
podrobné zkoumat.

Obréazek 1.1: Fotografie vlocek volné dostupné na adrese
https:/ /snowflakebentley.com

P1i krystalizaci je potfeba dostatek casu k vytvoreni krystalu. Latka netuhne oka-
mzité, ale p¥i procesu zvaném nukleace se vytvareji krystaliza¢ni jadra (mista s nizsi
energii, napf. atomy jiné latky). Pokud jadro piekona kritickou velikost, za¢ina z to-
hoto mista vyrustat postupné krystal nabalovanim dalSich a dalSich c¢astic. Pokud
je krystalizac¢nich jader vice, vytvarejici se zrna se postupem c¢asu zac¢nou stietavat
a vznikd polykrystal. Toto rozhrani mezi zrny muze mit negativni vliv na kvalitu
materialu, proto se napiiklad na lopatky turbin, které musi byt velmi odolné, pouzi-
vaji monokrystaly - krystaly vzniklé pouze z jednoho krystaliza¢niho jadra. Dalsim



zndmym vyuzitim monokrystali je vyroba polovodic¢ii z monokrystalického kiemiku.

Nize bude odvozen matematicky model fazové premény mezi kapalnou a pevnou
fazi. Predstavime dva piistupy jakymi se muzeme k feSeni tohoto problému posta-
vit. Prvni z nich je Gibbsuv piistup, z néhoz vychazi Stefanova tloha (podkapitola
1.1). Druhym pristupem je Van der Waalsiv, ktery v 50. letech rozpracovali Cahn
a Hilliard do modelu fazového pole (podkapitola 1.32), ktery je hlavnim pfedmétem
této prace. Nez se budeme podrobnéji vénovat obéma tlohdm, popiSeme si zédkladni
rozdily mezi temito dvéma pristupy.

Gibbstiv pfistup

e uvazuje ostré rozhrani mezi kapalnou a pevnou fazi (skok termodynamickych
veli¢in v misté hranice)

e prace pouze s funkci teploty

e rozhrani je definovano teplotou tani/tuhnuti
Van der Waalsiiv pfistup

e uvazuje rozhrani jako tenkou vrstvu mezi fazemi, kde postupné prechazi jedna
faze v druhou (termodynamické veli¢iny jsou zde spojité)

e zavadi navic fazovou funkci p nabyvajici hodnoty z intervalu (0, 1)

1.1 Stefanova tuloha

Matematicky model sifeni tepla, rozlozeni teploty a pohybu fazového rozhrani v ho-
mogennim prostiedi béhem fazové pfemény kapalina - pevna latka (tedy téani nebo
tuhnuti) nese jméno slovinského fyzika Jozefa Stefana, ktery jej na konci 19. stoleti
formuloval pii zkouméni rychlosti tvorby ledu ve vodé. O 60 let diive podobny pro-
blém fesili také Clapeyron® a Lamé?.

V kratkosti uvedeme postup odvozeni Stefanova problému s povrchovym napétim
popsanym detailné v [3].

Méjme omezenou oblast Q C R2, kde probiha fazova preména a ¢asovy interval
J =(0,T). V kazdém ¢ase t € J si ozna¢ime (viz obr. 1.2)

Q(t) kapalnou podoblast €2,
Qq(t) pevnou podoblast €,
I'(t) = u(t) NQ(2) fazové rozhrani.

IBenoit Paul Emile Clapeyron (1799-1864), francouzsky inZenyr a fyzik
2Gabriel Lamé (1795-1870), francouzky matematik
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Obrazek 1.2: Zavedené znaceni pro popis oblasti v Stefanové tloze

Dale prehledné sepiSeme znaceni funkci a konstant, které bude pouzito pii popisu

tlohy:

NHo

Ur

g

Rp = V- nr

teplota,

teplota fazového prechodu,

tepelnd vodivost v pevné a kapalné podoblasti,
hustota materialu,

tepelna kapacita materialu,

latentni teplo fazového ptechodu,

povrchové napéti,

rozdil entropie mezi fazemi,

koeficient pripojovaci kinetiky na hranici,
normélovy vektor k fazovému rozhrani I'(f) sméfujici ven z €,
vnéjsi normélovy vektor k 0€2,

normalova rychlost fazového rozhrani I'(t),
tepelny tok pfes hranici oblasti 052,

stfedni kiivost nadplochy I'(¢).

Teplotni pole definované na J x €2 ozna¢ime u. Definujme pro jednotlivé faze funk-

cionaly

(u) entalpie na jednotku objemu,

entropie na jednotku objemu,

= H;(u) —uS;(u) volna energie na jednotku objemu,
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kde index j € {l,s} znaci funkci definovanou na kapalné nebo pevné podoblasti.
Déle definujeme funkce na fazovém rozhrani I'(t) = Q(t) N Q4(t)

e=e(u plosna hustota energie rozhrani,

s = s(u plosna hustota entropie rozhrani,

f=flu) =e(u) —us(u) plogna hustota volné energie rozhrani.

Nyni mizeme oznadit u* teplotu fazové premény, jenz je urcena z rovnosti volné
energie pevné a kapalné faze

Pomoci teploty u* mizeme definovat latentni teplo na jednotku objemu jako zménu
entalpie pti fazovém prechodu beze zmény teploty

L = H)(u") — Hg(u").

Systém rovnic fazového prechodu s podminkou volné hranice méa podle [3] tvar:

OH,(u)

TR —Vaqs v Q(t), (1.1a)
0H,
alt(u) = —Vql A% Ql(t), (1.1b)
H,— H, — ke
= —— (¢ 1.1
u= g wa (), (1e)
Oe
(@ — qs)nr = vr(H; — Hy) — vrke — g na I['(t), (1.1d)
vrnr - Ny = 0 na 0Q NI (¢), (1.1e)
kde pouzijeme Fouriertiv zdkon pro kapalnou i pevnou podoblast q; = —As(u)Vu

aq =—N(uVu.
Abychom mohli zapsat Stefanovu tlohu s povrchovym napétim definujeme

entalpii Hi(u) = / pr(u)e(u) du + L,
0

Hy(u) = /Ou ps(u)es(u) du,

rozdil entropii na jendnotku objemu As = 5, — S;.

Pro zjednoduseni systému rovnic musime podle [4] vyslovit také nasledujici pod-
statné predpoklady:

e Skalovani 2% < 1

L

e prazdny priunik hranice a fazového rozhrani 0Q NI'(t) = &, Vt € J

11
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e piitomnost kinetického podchlazeni, které upravuje teplotni vztah pro I'(¢)

S témito predpoklady muzeme zjednodusit systém rovnic (1.1) a zformulovat Ste-
fanovu tlohu s povrchovym napétim:

pc% = V(A\Vu) v Q) x TU(t) x T, (1.2a)
ou ou
— =L r 1.2
Aanp s Aanp l Up na I'(¢), (1.2b)
I
U= U= =Ry — Ay na I'(¢), (1.2¢)
bc(u)|aﬂ =0 v 0§} X j, (1.2(21)
Q5(0) = Qs jn (1.2¢)
Uli=0 = Uini v QL (1.2f)
Rovnice

(1.2a) je rovnice vedeni tepla, vznikne z obecnych rovnic (1.1a), (1.1b) pouze dosa-
zenim za Cleny qs, q; a pouzitim definice entropie,

(1.2b) je Stefanova podminka, ktera vyjdiuje nespojistost tepelného toku pies fazové
rozhranti,

(1.2¢) je Gibbsova-Thomsonova podminka platna na hranici I'(¢) davajici do souvis-
losti normélovovou rychlost fazového rozhrani a jeho kiivost,

(1.2d) je okrajova podminka zformulovana pomoci operatoru b.(u), ktery muze mit
tvar
be(u) = ugn Dirichletova okrajova podminka,

be(u) = (AVu — g) - ngg Neumannova okrajova podminka,
(1.2e),(1.2f) jsou pocatedni podminky pro pocatecni rozloZeni pevné faze a teploty.

Zanedbanim povrchového napéti o piejde tloha (1.2) v puvodni klasickou Ste-
fanovu tlohu:

ou

Peo; = V(AVu) v Q(t) x TUQ(t) x T, (1.3a)

Aaa:p - Aaasp = Lop na I'(t), (1.3b)
u=u" na ['(¢), (1.3¢)

u|@Q = UpN v 0f) X j, (13(1)

Q5(0) = Qg ini (1.3e)

u|t:0 = Uinj v Q, (13f)

kterou nelze povazovat za dobry fyzikalni model v malém méritku. Od dlohy s povr-
chovym napétim se lisi ipravou okrajové podminky (1.3d), kde volime Dirichletiv

12



tvar. Vice podstatné vsak je, ze z Gibbsovy-Thompsonovy podminky se polozenim
o = 0 stala rovnice (1.3¢) vypovidajici, Ze kapalna a pevna faze je, oproti tuloze (1.2),
kde vstupuji do hry ¢leny s povrchovym napétim, urc¢ena pouze teplotou fazové pie-
mény. Klasickd formulace Stefanova problému proto nezahrnuje dnes uz pomeérné
dobte prozkoumany pojem podchlazeni a prehiati.

1.2 Model fazového pole

Definice 1 (Fazové pole). Necht Q C R je omezena oblast. Potom funkei p € C?(9),
p: RxQ — (0,1), takovou, ze I'(t) = {z € Q|p(t,x) = 1} je fazové rozhrani,
lokalnimu kapalnému stavu odpovidaji hodnoty blizké nule a lokadlnimu pevnému
stavu hodnoty blizké nule, nazveme fazové pole.

Model fazového pole vychazi z prace Cahna ? a Hilliarda *, ktefi rozpracovali Van
der Waalstuv piistup uvazujici neostrou hranici mezi fazemi. K popisu fazového pie-
chodu je zaveden (viz. definice 1) dalsi stavovy parametr - fazové pole (nebo také
fazova funkce) p, ktery diky spojitosti nabyva vSech hodnot z intervalu (0, 1). Hod-
noty p mezi 0 a 1 definuji tenkou pfechodovou vrstvu mezi fazemi, kterou oznac¢ime
Qr. Vztah parametru p s fazovym rozhranim je ilustrovan na obrazku 1.4. Tloustka
pirechodové vrstvy souvisi s parametrem & > 0. V souladu s definici fazového pole
muzeme fazové rozhrani ve dvou rozmérech stejné jako ve Stefanové tloze repre-
zentovat kiivkou I'(t) a pevnou a kapalnou podoblast ozna¢ime Qg a ; (obr. 1.3).
Oproti klasické Stefanové tloze tedy fazové rozhrani neni urceno teplotnim polem,
¢imz pripoustime jevy podchlazeni a prehfati.

Obrazek 1.3: Znaceni oblasti v modelu fazového pole - orientovana tsecka x odpovida
ose v obrazku 1.4

3John W. Cahn (1928-2016), americky védec, vystudoval fyzikdlni chemii

b

4John E. Hilliard (1926-1987), britsky fyzik, vystudoval metalurgii

13



kapalna faze  neostré fazové rozhrani pevna faze

Q Qp Q,

r T

Obrazek 1.4: Pirechodova vrstva, kde jedna faze spojité prechazi v druhou

P1i nasledném odvozeni a popisu bezrozmérného matematického modelu fazového
pole budeme ¢erpat hlavné z [1] a [5].

Nejdiive ovSsem shrneme matematicky aparat, ktery budeme pfi odvozeni potiebo-
vat.

Poznamka 1. Na prostoru funkci C*(Q) zavddime skaldrni soucin funkci
f,g € C?*(Q) jako

(f.9) = / F(x)g(x)dx.

Definice 2 (Fréchetova derivace). Necht U,V jsou normované prostory, Uy C U je
oteviend podmnozina U a f je zobrazeni f : Uy — V. Rekneme, Zze zobrazeni f je
diferencovatelné v bodé z, pokud existuje omezeny linearni operator A : U — V
tak, ze

|| f(x+h) — f(x) — Ahllv
||lly—0 |||

—0. (1.4)

Zobrazeni A nazveme totalni (Fréchetovou) derivaci zobrazeni f v bodé z.

Véta 1 (Gaussova - Ostrogadského véta). Bud’ U C R® omezena oteviend oblast,
jeji hranice U je uzaviena plocha po &stech titdy C*. F; € CY(U) a F; € C(U),

i € {1,2,3}. Potom plati
/V-FdV:/ F - ndS,
U au

kde n je vektor vnéjsi normaly k oU.

14



Véta 2 (Greenova véta). Bud” D C R? omezena oteviena oblast, jeji hranice
9D je kladné orientovand Jordanova kfivka po ¢astech titdy C'. P,Q € C'(D)
a P,Q € C(D). Potom plati

(Pdx + Qdy) = 0@ _or dzdy.
oD p \0z 0Oy

Véta 3 (Rieszova véta o reprezentaci). Bud F' : H — C spojity linearni funkcionél
na Hilbertové prostoru H. Pak existuje pravé jeden vektor ¢ € H takovy, zZe plati

Fr={p,x) VreH.

Odvozeni modelu

Oznac¢me dimenzi zkoumané oblasti 2 jako d = dim €. Necht m € N a F je termo-
dynamicka funkce (napt. volna energie), vyjadiena pomoci jeji objemové hustoty,
zévisejici na sadé parametri {pi,...,p,}. Podle [1] ma F tvar

Flp1y- s Pm) = /Q(W(M, o sPm) + T(Dps, ..., Dpy))de. (1.5)

Ve vyrazu (2.13) vystupuje objemova hustota w a funkce gradientu 7. Funkce w se
obvykle voli jako viceminimova s lokdlnimi minimy ve stavech danych hodnotami
parametri {p1, ..., pm}. Casovy vyvoj systému je pak popsan rovnici modelu A (viz.
[6]).

Ti<%,v> = —0,, F[P1,-- -, Pm)v, Yo e C*(Q),i=1,...,m, (1.6)

kde 9,,F je linedrni zobrazeni - Fréchetova derivace funkcionalu F podle jednotli-
vych proménnych p; a 7; je relaxacni parametr.

V nasem konkrétnim pfipadé popisujeme stav systému parametrem p a teplotnim
polem u = u(t,x). Stav kapalné faze méa odpovidat hodnotdm parametru blizkym
p = 0 a stav pevné faze hodnotam blizkym p = 1. Pfechod mezi fazemi probihé
na tenké vrstvé a je tieba zahrnout jevy podchlazeni a prehfati. S témito poza-
davky mzeme za w zvolit w = wy + W, kde wy je tzv. dvouminimovy potencial
s minimy pravé v pozadovanych stavech odpovidajicich kapalné a pevné fazi (obr.
1.5) a W = W (u,p) je zatim bliZe nespecifikovany ¢len utvatejici kompletni tvar
reakéniho ¢lenu pro jeho rizné modifikace (viz. podkapitola 1.2.1). Dvouminimovy

potencial je tvaru
a 1> 1\
= - —=) —= 1.7
ww=5((r-3) -1)- (1.7)

kde a > 0 je konstanta.
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Obrazek 1.5: Dvouminimovy potencial wq

Budeme uvazovat  C R? d € {2,3}, coz je situace, kterd nés pro praktické apli-
kace samoziejmé zajima nejvice. Uvidime, Ze tvar rovnic nebude zaviset na dimenzi
a tedy bude stejny i v dvourozmérném piipadé, kterym se budeme zabyvat pfi nu-
merickych simulacich. P¥i odvozeni modelu pro ¢istou jednoslozkovou latku vyjdeme
z funkciondli entalpie H a volné energie F ve tvaru

Hlu, p] = /Ou p(u, p)e(d, p)du’ + L(1 — p), (1.8)

Flu,p] = / (@(p,u:€) + T(Vp:€))dx, (1.9)

kde p, A a ¢ jsou materidlové konstanty a L je latentni teplo na jednotku objemu.
q oznacime tepelny tok. S pouzitim Fourierova zdkona q = —AVu prechazi rov-
nice vyvoje systému - dosazeni funkcionalu (1.9) do rovnice modelu A (1.6) - do
nasledujici soustavy

OHu,p]
—. =V (Aw)Vu), (1.10)

Op
T<E,U> = —0,F[u, plv, (1.11)

kde (-,-) je skalarni sou¢in na C*(92).
Pouzitim definice Fréchetovy derivace v nasem piipadé chceme, aby platilo

. Flp +0p,u; §] — Flp,u; &] — 0, F[pldp
1m
13p]|—0 |[op|

—0 (1.12)

Proto si rozepiSeme piiristek F v bodé p a néasledné pouzijeme Tayloriv rozvoj
v bodé p do prvniho fadu:

.7-“[p+5p,u;§]:/ﬂ(w(p+5p,u;£)+T(V(p+6p);§))dx (1.13)
T (Vp;§)

A (wtp )+ 222w E) .
—/Q( (p,u; &) + op+T(Vp;§) + )

-Vop+... |d
ap Vop + )X,
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kde 52~ = (2L IL O0T) 4 4, jsou slozky gradientu Vp.

Vp) — \y1’ dy2’ dys
Pro tfirozmérny piipad pouzitim Gaussovy véty (véta 1) pro F = 8(vp 5p a ob-
last €2 dostavame
oT oT oT
| v. Spdx + Jp - ndS, 1.14
IR LY et [, aw )

kde n znac¢i vektor vnéjsi normaly k 0. Ve dvourozmeérném piipadé je postup
analogicky pomoci Greenovy véty (véta 2). Postacujici podminky, aby posledni ¢len
rovnice (1.14), tedy integral pfes hranici sledované oblasti byl roven nule, jsou

oplan =0 (1.15)
nebo
or(Vp;&)
—8(Vp) -n = 0. (1.16)

Dosazenim vztahu (1.14) do rovnice (1.13), vynulovanim integralu pes 02 a nasled-
nym ode¢tenim F|p, u; £] dostavame

f[P+5p,U;€]—f[p7U;§]Z/s?(%ﬁ—v%«“)épdx. (1.17)

Zde je vhodné zminit, ze provedeni Taylorova rozvoje (1.13) pouze do prvniho
fadu bylo dostatecné, jelikoz zbytek rozvoje - oznac¢me ho R(p, u;§) - se chova jako
O(|6p|?) a tedy v limité (1.4) nema zadny vliv

fQ (p,u; &)d
6p—>0 |0p|

=0 (1.18)

Pouzitim (1.12) z rovnice (1.17) dostavame Fréchetovu derivaci jako

0pF[p, u; Elop = /Q <%’;’5) -V %) dpdx. (1.19)

Diky omezenosti totalni derivace lze zobrazeni 0,F[u,p] z rovnice (1.11) pomoci
Rieszovy véty (véta 3) reprezentovat funkei o € C?(Q2) ve smyslu, ze Vv € C?(Q)
plati

SpFlu, plv = (¢, v).

Potom lze ¢ ztotoznit s §,F [u, p] a rovnice (1.11) bude splnéna, pokud bude bodové
v () platit rovnost
_op
5’15

Vyuzitim poznamky 1 pak z rovnice (1.19) ¢teme funkci reprezentujici Fréchetovu
derivaci

= —o. (1.20)

[ Ow(p,u;€) T (Vp; &)
p(t, x) = ( op v d(Vp) )

(1.21)

t,x
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Vyjadreme si jesté derivaci funkcionalu H podle ¢asu, kterou potiebujeme do rovnice
(1.10)

OHu,p] OHOu OHOIp ou Op
o owor Topor  Pwlwg — Ly (1.22)
a nyni uz mizeme (1.21) a (1.22) dosadit do (1.10) a (1.20), ¢imz ziskdme rovnice
p(u)c(u)g—?: = V(A (u)Vu) + L%, (1.23)
Op OT(Vp;§) _ dw(p, u;§)
— =V — 1.24

s okrajovymi podminkami odpovidajicim podminkam (1.15), (1.16), které mohou
byt

e Dirichletova typu

ulpo = Usq,  Plan = Paq, (1.25)
nebo
e Neumannova typu
ou oT
on |y, d(Vp) ( )

Rovnice vedeni tepla (1.23) spole¢né s reakéné difuzni rovnici (Allenovou-Cahnovou)
(1.24), jednou z okrajovych podminek (1.25), (1.26) a pocate¢ni podminkou

uli=o = uo,  Pli=0 = Pini, (1.27)

tvoii systém rovnic fazového pole.

Preznacéime reakéni ¢len

Ow(p, u; §)
flu,p;€) == : 1.28

(i) = 28 (1.28)

Dle [1] pro izotropni model volime
PR

I(Vpi) = SVl (1.29)
a tedy po zderivovani mame

oT (Vp;

9T (Vpi§) _ £2Vp. (1.30)

d(Vp)

Déle od modelu pozadujeme, aby rovnice fazového pole (1.24) p¥i limitnim prechodu
¢ — 0 prechézela v Gibbsovu-Thomsonovu podminku

AsAu = —okr — aovr,
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kde znac¢ime Au = u — u*. To odpovida tomu, Ze pii zten¢ovani prechodové vrstvy
piejde model fazového pole ve Stefanovu tlohu s povrchovym napétim uvazujici
ostré fazové rozhrani. S odivodnénim v piekryvaci asymptotické analyze [4] volime
relaxacni parametr

7(€) = a?. (1.31)

Pouzitim (1.28), (1.30) a (1.31) muZzeme na intervalu J a prostorové oblasti €2 model
fazového pole zapsat:

pc%(zﬁ,x) = V(A\Vu(t,x)) + L%(t,x), vQxJ, (1.32a)
a2 (1,3 = (1) + (. p:6), vOxg. (Ls20)
U\tzo = Uo, p’t:O = Pini, v (2, (1~32C)
u|gn = upg nebo Vu -n =0, v o x J, (1.32d)
p|8Q = Do nebo Vp 1N = O, v 0) X J. (1326)

Tabulka 1.1: Definice veli¢in bezrozmérné formulace modelu

Veli¢ina | Definice Jednotka | Vyznam
Ly nastavitelny m skalovani prostorové souradnice
to (pc/N)LE s skalovani asové souradnice
u L4+ (u—u*)/(u* —up) | 1 teplota
L L/(pe(u* — up)) 1 latentni teplo
a (N pe)a 1 koeficient pFipojovaci kinetiky
I6; BLo(u* — up) 1
X x/ Lo 1 prostorova soutfadnice
t t/to 1 cas

Dle [7] piedefinovanim veli¢in podle tabulky 1.1, kde nové veli¢iny oznac¢ime vinkou,
prejdeme k bezrozmérné formulaci modelu fazového pole (1.33). Vsimnéme
si, ze bez ohledu na hodnotu wug je v bezrozmérné formulaci g = 0 a u* = 1.
Znaceni s vinkou budeme pro piehlednost dale vynechavat, pracovat budeme pouze
s bezrozmérnou formulaci a neni tedy tfeba obé varianty rozliSovat.

ou dp
E(t,x) = Au(t,x) + LE(LX), vQxJ, (1.33a)
0
52aa—f(t,x) = EAp(t,x) + f(u, p; ), v xJ, (1.33b)
ul—o = uo, Pli=0 = Pini, v (), (1.33c)
uloa = usq nebo Vu - n = 0, v o x T, (1.33d)
plag = peq nebo Vp-n =0, v oQx J. (1.33e)
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1.2.1 Varianty reak¢niho ¢lenu

Chovani modelu fazového pole uréuje do znaéné miry reakéni ¢len f(u,p;€), ktery
je derivaci w podle p a jak jiz bylo zminéno, volime w = wy + W s dvouminimo-
vym potencidlem (1.7). Derivaci wy dostavame zakladni tvar reak¢niho ¢lenu, ktery
oznacime jako

folp) = o =ap(1—p)( —%) (1.34)

V reakénim ¢lenu se otevird prostor pro rizné varianty modelu. Pracujeme a mo-
difikujeme potencidl w a derivaci pak vznikaji rizné varianty reakéniho ¢lenu f.
Nicméné pro konecny tvar modelu a néslednou implementaci nas zajima az tvar
reakéniho ¢lenu, a tedy muzeme modifikace provadét primo v ném. Vétsina variant
reakéniho ¢lenu obsahuje zminénou derivaci dvouminimového potencidlu fy, k niz
je néco pricteno. Pri tom je tfeba opatrnosti, aby nevhodny tvar reakcéniho ¢lenu
nezpusobil ztratu fyzikilniho vyznamu modelu. Konkrétné potencial w musi mit dvé
lokalni minima odpovidajici vyznaénym staviim. Pro reakéni ¢len f, ktery je deri-
vaci w podle p, to pak znamena, 7Ze musi mit tfi kofeny. UkdZeme si zde tfi formy
reakéniho ¢lenu uvedené v [1].

Model 1
i) = o) 05600~ w) = ap(t =) (p— 5 ) = VB =), (139

kde a,b, 8 = % jsou pozitivni kontanty.
U tohoto reakéniho ¢lenu musi byt pro zachovéani fyzikalntho vyznamu - tedy zacho-
vani ti{ kofentd polynomu - splnéna podminka

bBE(u —u*) € ( — ga, +\3/—§a). (1.36)
Model 2
Model s timto tvarem reakéniho ¢lenu je prezentovan v [§].
i) = ap(1 =) (- 3 = M- u'59)), (137
kde
M (u; &) = b€ arctan(yo(u — u*)), v > 0. (1.38)
Model 3
f(p,uw, Vp;§) = folp) + F(u,p, Vp) = ap(1 = p) (p - %) — b§*BIVpl(u — ).
(1.39)

V (1.39) si povSimneme, Ze z divodu lepgich vypocetnich vlastnosti je do reakéniho
¢lenu umeéle pridana zavislost na Vp. Velikost gradientu fazové funkce vystupujici
v reakénim ¢lenu je mimo fazové rozhrani zanedbatelné, proto je piispévek reakéniho
¢lenu mimo fazové rozhrani velmi maly. Zaroven diky této vlastnosti nebudeme tak
striktné omezeni podminkou zachovani fyzikalniho vyznamu pro parametry b, 5 a &
jako v modelu 1.
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1.2.2 Anizotropie

V této ¢asti vneseme do modelu 3 anizotropii, tedy preferenci sméri, kam krystal
roste rychleji. Omezime se uz pouze na dvourozmeérny piipad, coz ndm umozni zavést
anizotropii pomérné jednoduchym zpisobem. Ve tfech dimenzich tento zpiisob nelze
pouzit a je tfeba zavést anizotropii slozitéji. Jednou z moznosti je vnést anizotropii
pomoci Finslerovy geometrie [9], ¢emuz se nebudeme v této praci vénovat, protoze
cilem je implementovat model fazového pole ve 2D.

Uvazujme [4] anizotropni Gibbsovu-Thomsonovu podminku
avr = —g(0)k — B(u —u"), (1.40)

kde ¢ je kladna, omezena funkce proménné 6, coz je tihel mezi horizontalni osou
x a gradientem fazové funkce p (tj. normélou k fazovému rozhrani I'). Funkce g je
obvykle volena ve tvaru

g(0) =1 — Scos(m(f — b)), (1.41)

kde m € N je ¢etnost anizotropie, tedy pocet preferovanych sméri rustu krystalu,
S € (0,1) je sila anizotropie a 6y je smér hlavni krystalografické orientace. Rovnice
fazového pole s takto zavednou anizotropii piejde do tvaru

£aP(t%) = O Ap(0) + folp)] —WEBVRw ). (142)
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Kapitola 2

Numerické schéma

Nase tiloha nemé analytické feSeni, musime tedy pouzit numerické metody k nalezeni
ptiblizného feSeni. V nasem piipadé k tomu pouzijeme metodu siti (Ize se setkat také
s nazvem metoda kone¢nych diferenci), jejiz princip spociva v diskretizaci prostorové
oblasti, ¢asového intervalu, poc¢ate¢nich podminek a nahrazeni derivaci tzv. diferen-
cemi. Tim od soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fadu prejdeme
k soustavé algebraickych rovnic, kterou jiz snadno vyitesime.

2.1 Diskretizace tlohy

Pfipomenme si konkrétni formulaci ulohy ptevzaté z [10] pro rovnici vedeni tepla
a rovnici fazového pole, ktera bude v praci feSena pomoci numerické metody. Zvolime
si Dirichletovy okrajové podminky a podobu reakéniho ¢lenu (1.39) z modelu 3.
Zaroven vyuzijeme funkci g(0) (1.41), ktera vnese do naSeho modelu anizotropii.
Tedy mame tlohu na oblasti (0,7) x Q, kde Q C R%:

ou dp
E(t’ x) = Au(t,x) + Lg(t, X), (2.1)
0l (t,%) = g(0)[EDp(t%) + folp)] + Flu,, V) 2.2)

s okrajovymi podminkami Dirichletova typu na (0,7") x 0%

u(t,-)|oa = uaa(t) =0,  p(t,-)|oa = paa(t) =0 (2.3)

a s pocateénimi podminkami na €2
u(0,x) =up(x) =0,  p(0,x) = pimi(x), (2.4)

pfi¢emz pouzivame znaceni g(6) = 1 — Scos (m(0 — 6y)), fo(p) = ap(l —p)(p — %),
F(u,p, Vp) = —b&*B|Vp|(u — u*).
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Diskretizace oblasti (0,7") x

Nyni pristoupime k diskretizaci prostorové oblasti a ¢asového intervalu. Jako prosto-
rovou oblast si pro jednoduchost zvolime oblast ve tvaru obdélniku (snadno muzeme
kazdou oblast jiného tvaru uzaviit do obdélniku dostatecné velikosti). éasovy inter-
val (0,T) ekvidistantné rozdélime na N + 1 € N ¢asovych vrstev: t0 ¢!, ... ¥, kde
t' =0 atY = T. Oznaéime ¢asovy krok mezi sousednimi vrstvami jako

T
T=—.
N
Pak je ziejmé, 7e
tF = kr

pro k€ {0,1,...,N}.

Podobné si budeme pocinat v piipadé prostorové oblasti Q = (ai,b;) X% (ag,bs),
kterou rozdélime na stejné obdélnicky pomoci ekvidistantniho rozdéleni intervalu
v obou soufadnicich. Ozna¢me zg, 1, 22, ..., 2y, body, které ekvidistatné déli in-
terval (a1,b1) a yo,y1,%2,--.,Yn, body, které ekvidistantné déli interval (as,bs).
ProloZime-li témito body p¥imky kolmé k ose x (resp. y), dostaneme pravotihlou
sit bodu, ve kterych budeme vycislovat numericky napocitavané funkce u,p v jed-
notlivych ¢asovych krocich. Je ziejmé, 7e jeden krok v siti ve sméru osy x bude mit
velikost

b1 — aq
By —
1 N,
a krok ve sméru osy y analogicky dostaneme jako
bg — Q9
ho =
2 N

Nakonec si piehledné ozna¢ime (viz. obr. 2.1) v8echny body sité v oblasti
0 = (al,bl) X (ag,bg)l

Xij = (al,ag) + Z(hl,O) ‘|‘](0, hg),

kde i € {0,1,...,N;} aj€{0,1,..., No}.

Diskretizace diferencialnich rovnic

Diskretizaci provedeme tak, Ze derivace funkci w a p nahradime aproximacemi -
tzv. diferencemi, které vychézeji z Taylorova rozvoje funkce. Zakladni pouzivané
diference pro ndhradu prvni derivace v metodé siti jsou:

dopiedn4 diference %(w) = fl+ h})L — /@) + O(h), (2.5)
zpétna diference g—i(x) = J(@) = £(x —h) O(h), (2.6)
centralni diference g—i(x) = J+ h)2—hf(x h) + O(h?). (2.7)
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hy

To,N2 = (flhb2) TN1,N2 = (bl, bz)

ha

To,1 Ty1

T1p zn10 = (b1, az)

T = (a1, az)

Obrazek 2.1: Znaceni pouzité pro diskretizaci dvourozmérné prostorové oblasti

V nasem schématu pouzijeme pro nadhradu ¢asové derivace prvni z nich - dopfednou

diferenci. Pro druhou derivaci (potifebujeme pro nahrazeni Laplaceova operatoru
2 2 oo . P .

Ault,x) = T4 (t, x) + g—yg‘(t, x)) vyuzijeme druhou centralni diferenci:

T 922
Pf oy _ L) =2 () + e = 1)
Ox? h?

V rovnicich (2.5)-(2.8) vyuzivame zapisu pomoci Landauovy notace O(h).

+ O(h?). (2.8)

Definice 3. Pro spojitou redlnou funkei g definovanou na H,, C Rar € R, kde H,,
je okoli bodu zy € R, piseme g(z) = O(h"), pokud (IM > 0)(V = € H,, \ {xo})

(142] < ).

Dale je tieba prejit k sitovym funkcim, které jsou definované pouze v uzlech nasi
sité. Ozna¢me tedy pro prostorovy krok h = (hy, hy) mnozinu vSech uzli sité

wh = {Xi’j|l’:0,1,...,N1,j 20,17...,]\72}
a dale mnozinu vSech Casovych vrstev pii kroku 7
T ={t"lk=0,1,...,N}.

S pomoci téchto mnozin zavedeme prostor sitovych funkci s ¢asovym krokem 7
a prostorovym krokem h

Hy = {wj|wp : 7 x @y, — R},

Poznamka 2. Pro jednoduchost zdpisu budeme pro prdci se sitovymi funkcemi po-
uZivat znaceni
k. Nk ._ T4k
Wy j = (wh)i,j = wy (1%, X 5).
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Konkrétné s vyuzitim diferenci budeme v uzlech nahrazovat:

k 1 k
o i Uiy~ Uiy
—(t* x. ) ~ W
(915( T T ’
k k
Au(tk x ) Uit J 2U + uz 1,5 ui,jJrl 2u + uz] 1
) xg,7) ™ 2 2
h 13

Diskretizace pocéateénich podminek
Pocatecni podminky jednoduse diskretizujeme v souladu s nasim znacenim vycisle-
nim v bodech z; ; proi € {0,1,...,N;} aj e {0,1,..., Ny}

uoj = uo(z45),

),

Py = Pini(Ti;).
Homogenni okrajové podminky Dirichletova typu (2.3) odpovidaji tomu, Ze v modelu
drzime na hranici oblasti konstantni teplotu (podchlazeni) a konstantni fazi. Toho
v numerickém algoritmu docilime jednoduSe tim, Ze v krajnich bodech nasi sité
ponechame konstantni hodnoty z pocateéni podminky pro vSechny c¢asové hladiny.

2.2 Explicitni schéma

Pavodni tlohu (2.1) nahradime tlohou diferenéni dosazenim diferenci, které jsme si
pripravili a zapisem pocatec¢nich a okrajovych podminek ve tvaru pomoci sitovych
funkci. V jednotlivych uzlech pak pro & € {0,1,...,N — 1}, 7 € {1,...,N; — 1}
aje{l,...,Ny— 1} dostavame:

k41 ok kel ok
Uij o — Ui ( P~ 2ub; ug n zg+1 —2u; 4 uf 1) +pr —Di;
- 9

T h% h% T
(2.9)
k+1
PJ — Py (Pl = 2P0 Py n Pijr1 = 21, +pﬁj_1 (f ) FE
T b h3 h3 Ttk
(2.10)
Dale rozepiseme ¢leny
1
(fO)f,j = apf,j(pf,j - 5)(1 _pﬁj)a (2-11)
5P
g, =1— Acos | m | arctan i;] -6y | |, (2.12)
’ 52pi,j
Fly = =062/ (0upk)2 + (02,2l — "), (2.13)
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kde &1pf; = p—fﬂ’g;p?’l’j a dopl . = Piyt1 Pijo

) 1 N 2ho
Z tvaru rovnic (2.10) a (2.9) si vS8imneme, Ze se v nich nachazi pouze jeden ¢len
piislugné funkce z nésledujici (pravé vypocitavané) casové vrstvy k + 1, tedy jsme
schopni ho pfimo z rovnice vyjadrit pomoci parametru tlohy a hodnot v ptedchozi
casové vrstvé k, které zname.

k k k k k k
k k Uiyrj = 2 T Uy U — 2U5 U k k
“J‘l =Uj; T T ( : h%j = h%j : T L(pijl — Dij);
(2.14)
ko opk. koo ko opk gk 1
k1 ok, T k[ Pit1, Dij tPi—1j | Pij+1 Dij T Pij—1 k T -k
Di ; _pi,j+agi,j ( h2 + 12 + 5—2(f0)i,j +a e

(2.15)
Takova metoda, kdy jsme ¢leny z napocitavané ¢asové vrstvy schopni vyjadiit vzor-
cem pouze pomoci pfedchozich ¢asovych vrstev, se nazyva explicitni. Nejprve na-
pocitame rovnici (2.15), abychom ¢len pfi}“l mohli pouzit do rovnice (2.14). Pomoci
tohoto predpisu jsme schopni vyuzitim pocatecni podminky, kterd nam dava hod-
noty pro k = 0, napocitat hodnoty ufj a uf’J pro vSechny body sité a vSechny ¢asové
vrstvy. Lze ukazat [11], Ze nutna a postacujici podminka stability numerického sché-
matu je
-

<, (2.16)

kde C' oznacuje takzvané Courantovo ¢islo.
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Kapitola 3

Implementace

Tato kapitola je vyhrazena problematice implementace a softwaru pouzivaného v prak-
tické ¢asti prace. Program je implementovéan v jazyce C/C++. Jelikoz algoritmicka
¢ast programu je pouze prepsanim numerického schématu do zdrojového kédu, nebu-
deme se této C¢asti vice vénovat a predstavime spiSe jednotlivé ¢asti programu, které
mohou byt zajimavé jako je paralelizace for cyklu ¢i vystupni format pro vysledna
data. Také uvedeme praktické zkuSenosti s prekladanim programu z prikazové radky
a spousténi tloh na vypocetnim klastru HELIOS, ktery je jako vétSina superpodi-
tac¢u vystavén na platformé Linux.

Paralelizace - OpenMP

Do programu zaclenime jednoduchou paralelizaci for cykli pomoci OpenMP [12].
K rozdéleni prace cyklu mezi vice vlaken postaci jednoducha direktiva (obr. 3.1
vlozena pied for cyklus. Kazdé vlakno poté vykond c¢ast iteraci tohoto cyklu. Pa-
ralelizovat praci timto zpisobem lze zfejmé pouze pro cykly prochazejici pres pole
hodnot u ¢i p odpovidajici hodnotam v uzlech sité. Cyklus pres ¢asové hladiny nelze
rozdélit mezi vlakna, jelikoz vzdy hodnoty v nésledujici ¢asové hladiné pocitame
pomoci hodnot v piedchozi hladiné.

#pragma omp parallel for
for (i=0; i<N; i++)

{
.

Obrazek 3.1: Paralelizace for cyklu pomoci OpenMP

Zadavani parametri, pieklad programu

Zptsob predavani parametri modelu je v mém programu implementovan pomoci sa-
mostatného hlavickového souboru (obr. 3.2), kde jsou piehledné na jednom misté a je
snadné vSechny prenastavit podle potieb dalsi simulace. Nevyhoda tohoto zptusobu
nastavovani parametri spoc¢iva v tom, ze vzdy pii prepsani parametru je nutno znovu
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cely program pfelozit. Tento fakt v nasem piipadé nepredstavuje problém, diky ne-
narocnosti programu trva pieklad pouze par sekund. Preklad programu provadime
z piikazové fadky napiiklad pomoci kratkého shell skriptu (obr. 3.3).

/*rozmery oblasti*/

const double X = 2.0;

const double Y = 2.0;

const double R = 0.03; //polomer kr. zrna

/*diskretizace*/

const int M = 600;

const int N = 600;

const double T = 0.0000001; //casovy krok

const int pocetkroku = 100000;

/*konstanty - parametry ulohy*/

const double xi = 0.003;

const double LT = 2.0; //latentni teplo
const double alfa = 3.0;

const double beta = 1000.0;

const double tt = 1.0; //teplota tani/tuhnuti
const double koefpol = 2.0;

const int m = 4; //cetnost symetrie
const double sa = 0.8; //mensi nez 1, sila anizotropie
const double thetaO = 0.0; //parametr anizotropie

Obréazek 3.2: Hlavickovy soubor s parametry numerického schématu a modelu fazo-
vého pole

soubor s kddem

piekladat #!/bin/bash

e

linkovani pottfebnych knihoven

nazev spustitelného programu bude "BP"

Obrazek 3.3: Shell skript pro pieklad kédu do spustitelného programu i s popisem
jednotlivych piikazu

Vystup - format NetCDF

Pro vystup z programu zapisujeme pole hodnot v a p v pravidelnych intervalech
(po urcitém poctu ¢asovych hladin). K zapisu vyuzivime soubor knihoven Network
Common Data Form (NetCDF) pro préaci s védeckymi daty. Ukazka funkce zapi-
sujici data do souboru formétu NetCDF je na obrazku 3.4. Naslednou vizualizaci
provadime v programu ParaView, ktery tento formét umi precist a dokonce pokud
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budeme jednotlivé NetCDF soubory pojmenovavat po fadé "jmenosouboru000.nc",
"jmenosouboru001.nc¢", atd., pfi otevieni soubori na¢te ParaView vSechny tyto sou-
bory jako sekvenci snimki s casovou navaznosti a lze ihned spustit animaci, na které
uvidime c¢asovy vyvoj simulace.

void NetCDFw( char *ncfile, double *u, double *p)
{

int ndims = 2;

int dim1id, dim2id;

int ncid, uid, pid;

int retval;
if((retval = nc_create(ncfile, NC_NETCDF4, &ncid))) { ncError(retval); } //vytvoreni noveho netCDF souboru

if((retval = nc_def_dim(ncid, "dimenzel", M, &dim1id))) { ncError(retval); } //definice dimenzi, M, N jsou rozmery pole (site)
if((retval = nc_def_dim(ncid, "dimenze2", N, &dim2id))) { ncError(retval); }

int dimids[ndims]; //pocet dimenzi datoveho pole

dimids[0] = dim1id; // ulozeni velikosti jednotlivych dimenzi

dimids[1] = dim2id;

if((retval = nc_def_var(ncid, "u", NC_DOUBLE, ndims, dimids, &uid))) { ncError(retval); } //definice promennych u a p
if((retval = nc_def_var(ncid, "p", NC_DOUBLE, ndims, dimids, &pid))) { ncError(retval); }

if((retval = nc_enddef(ncid))) { ncError(retval); }

if((retval = nc_put_var(ncid, uid, &u[0]))) { ncError(retval); } //predani pole hodnot predanych funkci do netCDF
if((retval = nc_put_var(ncid, pid, &p[0]))) { ncError(retval); }

if((retval = nc_close(ncid))) { ncError(retval); }

return;

Obrézek 3.4: Priklad funkce vytvarejici soubor NetCDF a zapisujici do néj hodnoty
predané ji jako argument

HELIOS - spousténi tiloh

Vypocetni klastr HELIOS na katedie matematiky FJFI CVUT je vysoce vykonny
systém propojenych vypocetnich uzli, na kterém jsou planovany a provadény vy-
pocetni tlohy. Pro pfistup uzivatelu slouzi interaktivni pfihlasovaci uzel, kde pro-
vadi uzivatelé kompilaci kodu, nastavuji parametry ulohy a odesilaji alohy do front.
Pracovat na piihlagovacim uzlu lze vzdalené pomoci piikazové fadky (SSH) nebo
pomoci vzdalené grafické plochy (X2Go). Na piihlagovacim uzlu lze provadét pouze
nenarocné vypocty, ke slozitéjsim vypoctim jsou urceny vypocetni uzly. Ke spusténi
tlohy na vypocetnim uzlu je tfeba vytvorit skript pro odeslani ilohy a nasledné zara-
zeni tlohy do fronty z piikazové fadky pomoci piikazu qsub nazevskriptu. Ukazka
takového skriptu pro odeslani OpenMP tlohy je na obrazku 3.5. Radek PBS -1 se-
lect=4:mem—=16G:ncpus=32:ompthreads=32 je piikaz urcujici zdroje, které
pro béh spousténé tulohy pozadujeme. Konkrétné tento skript pozaduje pro tlohu
4 vypocetni uzly, kazdy s 32 procesorovymi jadry (CPU), 16GB paméti a 32 vla-
ken na kazdém uzlu (paralelizace). Samoziejmé zdroje, které muzeme pozadovat
jsou omezeny dostupnymi zdroji kazdé konkrétni fronty a technickymi parametry
klastru. Pozornost pii spousténi tlohy je tieba vénovat parametru walltime. Ulohy
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ve fronté jsou fazeny pro co nejvétsi efektivitu prace a tak nasatavenim vysoké hod-
noty v tomto parametru mize byt spusténi dlohy oddaleno ve prospéch tloh jinych.
Také ovSsem nelze nastavit walltime ptili§ nizky, protoze pokud se tiloha nestihne
dokoncit ve vymezeném case, bude program ukoncen, aniz dobéhne do konce. Proto
je dobré umét odhadnout cas, ktery bude pro vasi alohu potifeba. K tomu mohou
dopomoci tyto prikazy ve skriptu - echo ’Job started at: ’date’ ’ , echo ’Job fi-
nished at: ’date’ ’. Do vystupniho souboru s hldSenim o tloze vypisi ¢as, kdy byla
tloha spusténa a kdy byla dokonc¢ena. To je uzite¢né pii odhadu ¢asu potiebného
pro piisti simulace s podobnymi parametry. Pti zjemnovani sité lze vyuzit vztah
(2.16) k odhadu potfebného zmenseni ¢asového kroku 7. Z toho lze vyvodit o kolik
pribliZzné se zméni ¢as potiebny pro simulaci. Napiiklad pokud zvolime polovi¢ni
prostorovy krok h, bude mit sit 4x vic uzli (dvourozmérny piipa z (2.16) lze vidét,
ze je tieba 4x zmensit casovy krok - tedy 4x vice casovych hladin. Cas potiebny
pro simulaci s dvakrat mensim prostorovym krokem h na stejné oblasti a stejném
¢asovém intervalu bude tedy 16x delsi nez pro puvodni dlohu.

Pro lepsi predstavu ¢asu potiebného k simulacim uvaidime, Ze pro ulohu se siti
o rozmeérech 600 x 600 a 100000 ¢asovych hladin, ktera je ve vypocetni studii ¢asto
vyuzivana, vypocet trva ptiblizné 75 minut na 8 jadrech a 65 minut na 16 jadrech.

#!/bin/bash

#PBS -N jménoulohy

#PBS -1 walltime=24:00:00 //ocekavany cas vypoctu

#PBS -q cpu_a //nazev fronty, do ktere chceme ulohu zaradit

#PBS -j oe //vytvori textovy soubor s pripadnymi chybovymi hlaskami

#PBS -1 select=4:mem=16G:ncpus=12:ompthreads=32

cd $PBS_O_WORKDIR //vystup bude ulozen do aktualniho adresare

module load openmpi/2.1.5-gcc_4.8.5-psm2 //nacteni modulu potrebnych pro beh programu
echo "Job started at: “date™

./BP //spusteni drive prelozeneho programu
echo "Job finished at: “date™

Obrézek 3.5: Skript pro zatazeni vypocetni tilohy do fronty na vypocetnim klastru
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Kapitola 4
Vypocetni studie

Tato cast prace je vénovana prozkoumani chovani modelu ve vztahu k jednotlivym
parametrim a grafickému znazornéni dosazenych vysledkii pomoci programii Para-
View a tpravou obrazkili v Inkcape. Testovani si neklade za cil vénovat se realnému
nastaveni fyzikdlnich materiali, a proto nelze ziskané vysledky identifikovat s né-
jakym materidlem z praxe. Kapitolu rozdélime na nékolik ¢asti podle zkoumaného
parametru a vlivu na vysledny krystal. Nejprve ovsem shrneme nastaveni poca-
tecnich a okrajovych podminek, numerické metody, ukdzeme si zptsob vizualizace
a barevnou §kilu, kterou budeme pouzivat pro vétsinu numerickych simulaci.

Casovy a prostorovy krok

7 divodu zachovani symetrie ve smérech vodorovné a svislé osy se pii numeri-
kych simulacich omezime na ¢tvercové sité aplikované na c¢tvercové oblasti typu
(0, M) x (0, M). V fei znaceni z kapitoly 2 pokladame N; = Ny = N a zarovei
hy = hy = h. Casovou diskretizaci je diky volbé explicitniho schématu potieba
uzpiusobit velikosti prostorového kroku h tak, aby byla splnéna podminka stability.
V opacném pripadé bude schéma divergovat.

Pocdatec¢ni a okrajové podminky
Volime nulové okrajové podminky Dirichletova typu pro fazové pole p i teplotni pole
u, tj.

u(t,)loa = usa(t) =0,  p(t,-)]oe = poa(t) = 0. (4.1)

V numerickém schématu tedy v krajnich uzlech sité ziskdné dikretizaci oblasti bude
hodnota p i u nezavisle na case 0. Toho docilime tak, ze v krajnich uzlech nastavime
v souladu s pocatecni podminkou pole u i p rovno 0. Tedy pii znaceni z kapitoly 2

u), =0,p),=0,(i€{0,N},j€{0,1,...., N})V(j € {0,N},i€{0,1,...,N}).

Zachovani okrajové podminky v platnosti pro kazdou ¢asovou hladinu docilime v nu-
merickém schématu omezenim iteraci pouze na vnitini uzly sité. V krajnich uzlech
ponechame tedy nastavenou pocatecéni hodnotu po cely prubéh vypoctu.
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Pocatecni podminku pro u volime
u(0,%x) = up(x) =0,

coz odpovid4d uniformnimu podchlazeni v celé oblasti 2 a zaroven je tato volba
v souladu s okrajovou podminkou pro wu.

Volbou poc¢atecni podminky pro p vkladame do oblasti krystalizac¢ni jadro, ze kterého
miuze zacit krystalicky rist. Jde tedy o oznaceni podmnoziny mnoziny €2, ve které
nastavime parametr fazového pole p = 1, coz odpovida pevné fazi a ve zbytku
oblasti ponechame hodnotu p = 0. V nasledujich simulacich (kromé& posledni ¢asti
se simulacemi s vice krystaliza¢nimi jadry) je jako tato podmnozina volen kruh se
stfedem ve stiedu oblasti (soufadnice S = [£, 2]) a polomérem R, ktery slouzf jako
parametr nastavovany uzivatelem pii spousténi tlohy. Tedy

p(0> X) = Pini(X) = XB(S,R);

kde B(S, R) znadi kruh se stfedem v bodé S a polomérem R a yy znadi charakte-
ristickou funkei moziny U.

Tabulky parametri a barev
Shrneme si vSechny pouzité parametry tlohy a numerické metody piehledné do
tabulky 4.1.

Tabulka 4.1: Nastavitelné parametry simulaci tuhnuti ¢isté latky

) | prostorova oblast

T | casovy krok

h | prostorovy krok

R | polomér krystaliza¢niho jadra

a

b

¢ | parametr ovliviiujici tloustku fazového rozhrani
L | latentni teplo

Q@

£ | parametr urcujici velikost podchlazeni
u* | teplota tani/tuhnuti

m | Cetnost anizotropie

S | sila anizotropie

By | hlavni smér krystalické orientace

V celém prubéhu studie jsou pouzivany nasledujici barevné skaly pro pole p (obr.
4.1a) a pro pole u (obr. 4.1b), do kterého je pro lepsi orientaci vkresleno ¢ernou
barvou fazové rozhrani. K obrazkum je vzdy pfilozena tabulka parametri, se kterymi
byla simulace spusténa spolecné s informaci o ¢asovém okamziku, z néjz pochazi dany
snimek feseni.
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(a) t = 0,005

(b) ¢t = 0,005

Q=(0,1)x(0,1) h=0,001 a=2 £=0,002 a=3 B=1000 S=0,8
7=0,0000000 R=001 L=2 b=1 w'=1 m=6 0,=0

Obrazek 4.1: Barevné skaly a tabulka parametri pouzivané k prezentaci dosazenych
vysledki v nasledujicim textu
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4.1 Izotropni model

Nejprve bude zkoumano chovéani izotropniho modelu - tedy pokladame silu anizotro-
pie rovnou nule - a to zejména z pohledu chovani modelu pro zvétsujici se parametr
(. Proto uvedeme obrézky z nékolika simulaci s totoZznym pocateénim nastavenim
a budeme zvétsovat .

t=0,03 t = 0,06 t = 0,09
Q=(0,2)x(0,2) h=001 a=3 £=0,006 a=3 B=300 S=0
7=0,00000 R=0011 L=3 b=1 u'=1 m—  fp—

Obrazek 4.2: 5 = 300

t=0,03 t=0,06 t=0,00
0=(0,2)x(0,2) h=0,0l a=3 £=0,000 a=3 B=600 S=0
7=0,000000 R=0,011 L=3 b=1 w=1 m— 6O

Obrazek 4.3: 8 = 600

Ze série simulaci (obr. 4.2-4.6) pozorujeme, Ze s rostoucim podchlazenim zpusobe-
nym zvétsovanim parametru § se zvySuje tendence krystalu se vétvit do vice sméru
a vytvaret slozitéjsi strukturu. V posledni simulaci pozorujeme, ze 8 uz je prilis velké
a krystal ndm za¢in4 rust i z kraji oblasti, coz neni zddouci. Podobny negativni efekt
nastane, kdyz bude parametr £ ovliviiujici tloustku rozhrani piilis velky vzhledem
k prostorovému kroku. Krystal pak opét zacne riust od kraje oblasti a zaroven se
fazové rozhrani p¥ili§ rozplyne (obr. 4.7).

Naopak pfili§ malé £ vzhledem k prostorovému kroku zptlisobi, ze zadny rist krys-
rozhrani bylo alespon nékolik uzlu sité. Prili§ velké § 1ze vyvazit zmensenim &, pro-
toze ¢im mensi je &, tim vétsi § si mizeme dovolit bez naruseni fazového rozhrani
a rustu krystalu od kraje oblasti. Tuto skutec¢nost lze vypozorovat i z tvaru rea¢niho
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* ¥

t=0,03 t=0,06 t=0,09
Q0=(0,2)x(0,2) h=0,01 a=3 £=0,00 a=3 B=900 S=0
7=0,000000 R=0,011 L=3 b=1 w'=1 m— 00—

Obrazek 4.4: 5 = 900

x X XK

t=0,03 t=0,06 t=10,00
0=(0,2)x(0,2) h=001 a=3 £=0,006 a=3 B=1200 S=0
7=0,000000 R=0011 L=3 b=1 w=1 m— -

Obrazek 4.5: 5 = 1200

¢lenu (1.39) modelu 3. ZmenSeni £ z vySe zminéného duvodu vyzaduje zmensit také
prostorovy krok h, coz kvili podmince stability numerického schématu vynucuje
zmensSeni ¢asového kroku 7. Jemnéjsi siti i prostorovou diskretizaci sice dostavame
lepsi aproximaci TFeSeni, ale velmi nartstaji naroky na pamét i ¢asovd naroc¢nost
simulace.
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t=0,03 t=0,06 t=0,09
0=(0,2)x(0,2) h=0,0l a=3 £=0,000 a=3 B=23000 S=0
7=0,000000 R=0011 L=3 b=1 w=1 m— Oo—

Obrazek 4.6: = 3000

L]

t=0,0375 t=0,075 t=0,375
0=(0,2)x(0,2) h=0,006 a=3 £=0,01 a=3 B=900 S=0
7=0,0000000 R=0,011 L=3 b=1 w'=1 m— Oo—

Obrazek 4.7: Vliv prilis velkého &€ na chovani modelu

(a) t = 0,0375 (b) t = 0,375
0=(0,2)x(0,2) h=0,006 a=3 £=0,001 a=3 B=900 S=0
7=0,0000005 R=0,011 L=3 b=1 w=1 m—  6—

Obrézek 4.8: Vliv ptilis malého £ na chovani modelu
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4.2 Anizotropni model

V nasledujici ¢asti bude prozkouman anizotropni model, a to predevsim z pohledu
parametri S a 0 z funkce

g(0) =1 — Scos(m(f —0y)) (4.2)

vnésejici anizotropii do 2D modelu. Parametr m urc¢ujici poc¢et hlavnich sméru ristu
volime nejcastéji 4 a 6. V ¢asti 4.3 budou prezentovany i nékteré vysledky s péti-
¢etnou a osmicetnou symetrii. Na obrazku 4.9 prezentujeme vliv sily anizotropie na
tvar krystalu. Je snadno pozorovatelné, ze ¢im vétsi je parametr S, tim vyraznéji
krystalicky rist probih& hlavnimi sméry.

(]
(@)
=
.
N
t=20,12 t=20,36 t=0,6
—
=
o+
™n
t=0,06 t=0,18 t=0,3
(@]
gl
i +
N

t=20,09 t=20,27 t=0,45

Q=(0,12) x (0,12) h=0,02 a=2 £=0,011 a=3 B=450 S razné
7 = 0,000003 R=0,04 L=2 b=1 u'=1 m=4 60

Obrazek 4.9: Tti simulace ¢tyiéetné symetrie s riznou silou anizotropie - je uvedena
po strané kazdé série obrazki
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Zména parametru 6y zptusobuje otoceni preferovanych sméri ristu praveé o ihel 6.
Na obréazcich 4.10 a 4.11 ilustrujeme vliv tohoto parametru pomoci kiivek repre-
zentujicich fazova rozhrani nékolika simulaci pro ¢tyfcetnou a SestiGetnou symetrii.
Nejvyraznéjsi rozdil nastava pro ¢tyicetnou symetrii, kde preferované sméry krystalu
s 6y = 0 jsou souhlasné s osami numerické sité a proto vznikaji bo¢ni sekundarni
vétve krystalu. Otoc¢enim se tento vztah mezi hlavnimi sméry krystalu a numerickou
siti porusi a krystal se jiz nevétvi.

= & X

— n/8 — /8 — m/8
— /6 — /6 — /6
— /4 — m/4 — /4

t=20,15 t=20,3 t=20,5

(0 =(0,10) x (0,10) 7 =0,02 a=5 £=0,000 a=4 B=450 S=0,4
7=0,000000 R=0,01 L=2 b=1 w'=1 m=4 0 rizné

Obréazek 4.10: Fazova rozhrani rizné natocenych krystali se stejnymi parametry -
Ctyfcetna symetrie

L

— /8 — /8 — /8
— n/4 — n/4 — /4
t=0,15 t=0,3 t=0,5
Q=(0,12) x (0,12) h=0,02 a=2 £=0,01 a=3 S=600 S=0,1
7 = 0,000005 R=0,04 L=2 b=1 uw'=1 m=6 6 rizné

Obréazek 4.11: Fazova rozhrani ruzné natocenych krystali se stejnymi parametry -
SestiCetna symetrie
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Cilem pro simulace s anizotropnim modelem je nalézt parametry, které umozni
dendriticky rist krystalu. Dendrit v geologii oznacuje skupinku malych krystali
se strukturou fraktalu. Tvarem mohou pripominat napiiklad vétve stromi. Typic-
kym piikladem je jiz zminéna snéhova vlocka.

Pro ¢tyféetnou symetrii vétSina pokusi o nastaveni spravnych parametru skoncila
tak jako na obrézku 4.12, kde pozorujeme vznik malych naznaki, Ze se krystal roz-
vétvi z hlavnich ramen, ale postupem cCasu se tyto "zoubky" zaobli a bo¢ni vétev
krystalu nevznikne. Jedina simulace, pfi které pro ¢tyicetnou symetrii vznikl krystal

+ - +

t=0,09 t=0,18 t=0,27

(0 =(0,10) x (0,10) 7 =0,005 a=2 £=0,015 a=3 B=400 S=0,18
7=0,000000 R=0,015 L=2 b=1 w'=1 m=4 0o 0

Obrazek 4.12: Pokus o simulaci krystalu s dendritickym tvarem - ¢tyféetna symetrie

alespon vzdélené pfipominajici tvar dendritu, je na obrazku 4.13. Parametry této
simulace ovsem nezachovavaji fyzikalni vlastnosti modelu. Fazové rozhrani je piilis
siroké v dusledku pili§ velkého 8 a & vzhledem k protorovému kroku. Zaroven sila
anizotropie S = 0, 8 je pfilis velka a pfi takové hodnoté S uz vneseni anizotropie do
modelu pomoci funkce g (4.2) nezachova fyzikalni vlastnosti. Pro dendriticky riist
krystalu se ¢tyfcetnou symetriii tak nejspiSe bude nutné provést simulaci modelu ve
3D, kde je anizotropie zavedena pomoci Finslerovy metriky.

b+

t = 0,004 t=0,01 t=20,016
= (0,8) x (0,8) h=0,008 a=2 £=0,0055 a=3 B=1200 S=0,8
7=0,0000002 R=001 L=2 b=1 w=1 m=4 60

Q

Obrazek 4.13: Pokus o simulaci krystalu s dendritickym tvarem - ¢tyf¢etna symetrie
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idealni parametry pro vznik dendritické struktury (viz. obr. 4.14). Jevem, ktery je na
simulaci s Sesticetnou anizotropii dobie rozpoznatelny, je vliv sité. Dva sméry ristu
krystalu (nahoru a dolii) jsou viditelné vyraznéjsi nez ostatni ¢tyfi. Je to dusledek
toho, ze pravé tyto dva sméry maji shodnou orientaci s pravotuhlou siti pouzitou
pii diskretizci oblasti. Tento vliv numerického schématu je mozné zmensit volbou
jemnéjsi sité - menStho prostorového kroku. Napiiklad na obrazku 4.1a s jemnéjsi
siti uz vypada vsSech Sest sméru krystalu pfiblizné stejné. Samoziejmé je pak nutno
zmensit i ¢asovy krok (podminka stability) a vzroste ¢asova naro¢nost simulace.

t=0 t=0,05 t=0,1
t=0,15 t=0,2 t=0,25
t:0,3 t:074 :0)5

0=(0,12)x (0,12) h=0,02 a=2 £=0,01 a=3 B=600 S=0,1
7=0,000000 R=0,04 L=2 b=1 w'=1 m=6 06=0

Obrézek 4.14: SestiCetna symetrie a dendriticka struktura
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4.3 Teplotni Sum

V dalsi fazi testovani lehce upravime model a vneseme do néj teplotni Sum, tedy
lokalni drobné odchylky teploty a prozkouméame, jaky vliv to bude mit na tvar vy-
sledné simulace. V diskretizované reak¢éné-difuzni rovnici (2.10) pii znaceni z kapitoly
2 upravime puvodni ¢len (2.13)

Pl = —b€2 8y (010k,)? + (6 )2, — )

na novy tvar

B = _b§26\/(51p§j)2 + (02pf ) (i + Ciy — u’)

pro vSechny uzly sité a casové hladiny. Cislo C;,; je ndhodné generovana hodnota
z intervalu (0, C), kde C' zna¢ime maximéalni hodnotu teplotniho sumu, coz je pa-
rametr zadavany pii spousténi simulace. Pro nizsi vypocetni naroky je v kazdém
konkrétnim uzlu sité hodnota C; ; stejnd pro vSechny Casové hladiny, tedy staci sit
nahodnych ¢isel vygenerovat pouze jednou a ne v kazdém casovém kroku. V redlné
situaci se samoziejmé teplotni Sum s ¢asem méni a je tedy otazkou do jaké miry je
tato aproximace realisticka.

Disledkem nadhodného generovani teplotniho Sumu je to, ze pii kazdé jednotlivé si-
mulaci se stejnymi parametry modelu dostaneme jiny vysledny tvar krystalu. Tuto
skutecnost demonstrujeme na nasledujicim obrazku 4.15, kde jsou zobrazeny tii fa-
zové rozhrani krystali vzniklych pii simulacich se stejnymi poc¢ate¢nimi podminkami
i parametry.

t=0,13 t=0,26
0=(0,5)x(0,5) h=001 a=3 £=0,01 a=3 B=600 S=0,05
7=0,000002 R=002 L=2 b=1 wuw'=1 m=4 6,=0

Obréazek 4.15: Fazova rozhrani ze t¥i simulaci se stejnymi parametry ve dvou ¢aso-
vych okamzicich s maximalni hodnotou Sumu C' = 0, 03

Dale také zkouméame vliv maximalni hodnoty Sumu C' na zménu tvaru krystalu.
Zaroven postupné zvétsujeme C' az do situace, Ze tento prilis velky teplotni Sum
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zdeformuje krystal do nepfirozenych tvari, které uz puvodni krystal pripominaji
pouze vzdélené. V tabulce 4.2 uvadime spole¢né parametry modelu pro sérii simulaci,
ve kterych postupné zvétsujeme Sum a jeho maximéalni hodnotu uvedeme u kazdého
obrazku.

Tabulka 4.2: Paramatry modelu pro simulace z obrazku 4.16

= (0,8) x(0,8) 7 = 0,000005

h = 0,02 R =0,04

a=2 b=1

£=0,01 L=2

a=3 £ =700

ut =1 m =206

S =0,12 0, =0
C=0 C =0,005 C =0,01
C =0,02 C =0,03 C =0,05

Obrazek 4.16: Série simulaci zobrazenych v totozném case t = 0, 15 lisici se pouze
maximalni hodnotou Sumu, jez je uvedend pod kazdym jednotlivym obrazkem

Z testovani vlivu maximéalni hodnoty $umu (obr. 4.16) dojdeme k zavéru, ze pro
lehkou modifikaci tvaru krystalu a ziskédni zajimavych vysledku je vhodné volit na-
piiklad hodnoty C' = 0,01 nebo C' = 0,02. Provedeme tedy studii vlivu Sumu na
vysledny tvar krystalu pro riazny pocet preferovanych sméru - konkrétné pro ¢tyicet-
nou, péticetnou, Sesti¢etnou a osmicetnou anizotropii. Vysledky budeme prezentovat
nasledujici sérii obrazku, kde pro porovnani vzdy zobrazime vyvoj tvaru krystalu
s teplotnim Sumem a bez néj pii zachovani vSech dalsich parametri modelu kon-
stantnich (proto je uvedeme pro kazdy typ symetrie pouze jednou).
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+ + L

t =0,025 t=0,05 t=0,075
t=0,125 t=0,175 t = 0,250
Q=(0,5)x(0,5) h=001 a=3 £€=001 a=3 =600 S=0,05
7=0,000002 R=0,025 L= b=1 w'=1 m=4 6,=0

Obrazek 4.17: étyféetné symetrie bez teplotniho Sumu

+ + +

t=0,025 t=0,05 t=10,075
t=0,125 t=0,175 t=0,250

Obréazek 4.18: étyféetné symetrie s teplotnim Sumem s maximélni hodnotou
C = 0,02
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t=0,04 t=0,08 t=0,12
t=0,20 t=0,28 t=0,36

0,5) h=0,0625 a=3 £=0,0 a=3 B=600 S=0,07

=(0,5) x
7=0,000003 R=0,01 L=2 b=1 w'=1 m=5 6,=0

Obrazek 4.19: Péticetna symetrie bez teplotniho Sumu

* *

t=0,04 t=0,08 t=0,12
t=0,20 t=0,28 t=0,36

Obréazek 4.20: Péti¢etna symetrie s teplotnim Sumem s maximalni hodnotou
C = 0,01
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=0,04 t=0,08 t=0,12
t=0,20 t=0,28 t=0,40

0=(0,5)x(0,5) h=0,0625 a=3 £=0,000 a=3 B=600 S=0,09
7=0,000003 R=0,01 L=2 b=1 w'=1 m=6 6,=0

Obrazek 4.21: SestiCetna symetrie bez teplotniho Sumu

* % -

t=0,04 t=0,08 t=0,12

t=0,20 t=0,28 t=0,40

Obréazek 4.22: Sestitetna symetrie s teplotnim Sumem s maximalni hodnotou
C = 0,02
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t=20,05 t=0,15 t=20,25
t=0,40 t=20,60 t=20,80

Q=(0,12) x (0,12) h=0,02 a=2 £=0,012 a=3 B=450 S=0,06
7 = 0,000005 R=0,04 L=2 b=1 w=1 m=8 6,=0

Obrézek 4.23: Osmicetnd symetrie bez teplotniho Sumu

+ e ¢

t=0,05 t=0,15 t=0,25
t=0,40 t=0,60 t=0,80

Obréazek 4.24: Osmicetnd symetrie s teplotnim Sumem s maximélni hodnotou
C = 0,01
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4.4 Vice krystaliza¢nich jader

Na zavér prozkouméame chovani vice krystali v jedné oblasti. Zajimat nas bude cho-
vani krystalti zejména v mistech, kde by se mély potencidlné béhem riistu stfetnout.
Tuto situaci demonstrujeme pro nékolik nastaveni parametri a také pro rizné po-
¢atec¢ni polohy krystalizacnich jader, které umistime pravidelné do sledované oblasti
Q.

Hlavnim jevem viditelnym ve vsech simulacich (obr. 4.25, 4.26, 4.27) je to, Ze jednot-

Ve

o0 "

N/
P

t=0,01 t=0,05 t=0,1

0,4) h=0,006 a=3 £=0,000 a=3 B=900 S=0,07

= (0,4) x
7=0,000000 R=0,015 L=2 b=1 w'=1 m=4 6=0

Obréazek 4.25: Simulace ¢. 1 s vice krystaliza¢nimi jadry - porovnéni teplotniho
a fazového pole

liva krystalizac¢ni zrna se nespoji v jeden krystal. Naopak vznikne mezi jednotlivymi
zrny zietelnd mezera, ve které uz krystalicky rist dile nepokracuje. Zajimavé pti
tom je, 7ze v této oblasti mezi jednotlivymi zrny tuhnutim uvolnéné latentni teplo
zvysi teplotu postupné az na teplotu tuhnuti. Mezery bychom pozorovanim pouze
teplotniho pole nebyli schopni odhalit. Pro zaceleni téchto mezer a spojeni krystali
by bylo tfeba hlubsi podchlazeni.
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o 0;* "“'
[ 2 ’ '
AR 24 R AL .

O 0

t=0,015 t=0,045 t=0,0825
0=(0,3)x(0,3) h=0,003 a=2 £=0,000 a=3 B=400 S=0,2
7=0,0000005 R=0,01 L=2 b=1 w=1 m=4 6,=0

Obréazek 4.26: Simulace ¢. 2 s vice krystaliza¢nimi jadry - porovnéni teplotniho

44 S
A |

t=0,015 t=0,045 t=10,09

+4
+¢

0=(0,3)x(0,3) h=0,0038 a=2 £=0,000 a=3 B=600 S=0,15
=0,0000015 R=001 L=2 b=1 w'=1 m=4 6,=0

Obréazek 4.27: Simulace ¢. 3 s vice krystaliza¢nimi jadry - porovnéni teplotniho
a fazového pole
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JAaveér

V praci je predstaveno fyzikélni pozadi fazového prechodu, popsana Stefanova tiloha
a odvozen matematicky model fazového pole. Podklady vyuzité v této teoretické
¢asti prace jsou uvedeny v seznamu literatury. Nasledné je popsano explicitni nume-
rické schéma aplikované na zminény model fazového pole ve dvourozmérném piipadé
a uvedeno nékolik zajimavosti z procesu implementace a pristupu k vypocetnimu
klastru HELIOS . Pomoci programu implementovaného v C/C++ je pro lepsi po-
chopeni zkoumano chovani modelu ve vztahu k jednotlivym parametrim. Graficky
vystup z této vypocetni studie je obsahem posledni kapitoly, kterda je tedy nej-
hodnotnéjsi ¢asti prace. K vizualizaci dosazenych vysledkit byly pouzity programy
ParaView a Inkscape.

Béhem tvorby této bakalarské prace se mi podafilo sezndmit se s problémem fazového
prechodu a porozumét rozdilu mezi pristupy uvazujici ostré a pozvolné fazové roz-
hrani. Uspé&sné jsem aplikoval metodu koneénych diferenci na model fazového pole ve
2D a implementoval program v jazyce C/C++ s vyuzitim paralelizace for cyklu po-
moci OpenMP. Za velmi p¥inosnou povazuji vypocetni studii, a to z diivodu osvojeni
zéklada prace s vypocetnim klastrem béhem spousténi tloh a také lepsiho porozu-
meéni vlivu jednotlivych parametri na chovani modelu. Z nejhodnotnéjsich vysledku
bych zminil nalezeni parametrua pro dendriticky rist krystalu pii Sesticetné symetrii.

Znalosti a zkuSenosti ziskané touto praci lze vyuzit jako podklad k dalsi praci s touto
tematikou a déle ji rozvijet. Jelikoz pro ¢tyféetnou anizotropii se nepodarilo nalézt
vhodné parametry umoznujici dendriticky rust krystalu, nabizi se vnést do modelu
anizotropii pokrocilejSim zpisobem pomoci Finslerovy metriky s nadéji, ze poté se
to podaii. Mezi dalsi sméry, kterymi lze navizat na tuto praci patii zlepSeni nu-
merického schématu, pokrocilejsi paralelizace, implementace a prozkoumani modelu
s dalsimi variantami reakéniho ¢lenu, nastaveni fyzikalné realistickych parametri
odpovidajicich skute¢nému materidlu a také prechod k feseni modelu fazového pole
ve 3D.
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