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interakci, které jsou jednim z hlavnich vysledkt prace. Dal$im piinosem je vybudovani nové
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of multivariate interactions in complex systems using maximum entropy estimates. We formalize
the definitions of five constructions of connected information based on maximum entropy approx-
imation. We examine their basic properties, such as the monotonicity, boundedness, conditions
of independence and relations between constructions. Part of the work is devoted to the question
of the precise relationship between the properties of the sequence of maximum entropies and the
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Another benefit is the construction of a new maximization structure on information diagrams

and proof of some of its important properties and relationships to other structures.

Key words: connected information, information diagram, maximal entropy, multivariate interac-

tion






Obsah

Uvod

1 Teoreticky zaklad

1.1 Pravdepodobnost . . . . . . . . .. ...
1.1.1 Definicia pravdepodobnosti . . . . . . .. .. ...
1.1.2  Nahodné veli¢iny . . . .. . .. ... ...
1.1.3  Charakteristiky nahodnych veli¢in . . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Teoéria informacie . . . . . . . ...

2 Veli¢iny maximalizované na rozdeleniach

2.1 Definicie . . . . . . .
2.2 Vetyoentropil . . . . . . . . . .
2.2.1 Monotoénia a podmienky nezavislosti . . . . ... .. ... .. ...
2.2.2  OhraniCenost . . . . . . ...
2.2.3 Vztahy medzi konstrukciami . . . . . .. ...
2.3 Vety o spojenej informacii . . . . . ...
2.3.1 OhraniCenost . . . . . . ...
2.3.2 Podmienky nezavislosti . . . . . . .. ...

3 Interakcie

3.1 Interakcie a marginalne rozdelenia . . . . . . . . .. ..o
3.2 Interakcie a entropie . . . . . . . . . ...
3.3 Interakcie amomenty . . . . . . .. ..o

4 Informacné diagramy
4.1 Zékladné pojmy . . . . . ..o

4.2 Informac¢na znamienkova miera a diagramy . . . . . . . . .. ... ...



5 Veli¢iny maximalizované na diagramoch

5.1 Primérna konstrukcia . . . . . . ..
5.1.1 Definicie . . . . . .. .. ..
51.2 Vety . ... ... ... ...
5.1.3  Vztahy medzi konstrukciami
5.2 Alternativna konstrukcia . . . . . .
5.2.1 Definicie . . . . . ... ...
52.2 Vety . ... ... ... ...

5.2.3 Vztahy medzi konstrukciami
Zaver

Literatara

88
38
89
91
97
99
100
101
104

109

115



Uvod

Pri skamani komplexnych systémov, napriklad Tudského mozgu alebo klimy planéty
Zem, sme schopni pozorovat niektoré charakteristiky systému a zaznamenavat ich hod-
noty. NaSim cielom je na zéklade tychto udajov vytvorit model pozorovaného systému,
resp. preskumat niektoré jeho konkrétne vlastnosti. Z matematického hladiska moZzeme
popis formalizovat metédami pravdepodobnosti, Statistiky a teérie informécie.

Jednym z dolezitych konceptov, ktory je pouzivany v celej skupine pravdepodobnost-
nych modelov, je maximalne entropické rozdelenie. KIti¢ovym predpokladom je, Ze maxi-
mélne entropické rozdelenie pri danych podmienkach najpresnejsie popisuje systém. Po-
rovnanim tohto rozdelenia s datami experimentu potom moézeme urcit, ¢i a do akej miery
je systém viazany podmienkami, ktoré sme dovtedy nebrali do tvahy. V nasledujicom
texte sa budeme s pojmom maximalne entropické rozdelenie ¢asto stretdvat. Bude nas
zaujimat, ako najst takéto rozdelenie pri ur¢itych zadanych podmienkach, tiez moZznost
interpretacie hodnot entropie takéhoto rozdelenia.

Pri popise systému reprezentovaného vektorovou ndhodnou veli¢inou je prirodzené
polozit otazku, ¢ su zlozky tejto nahodnej veli¢iny nezavislé alebo nie. V pripade, Ze zlozky
nie st nezavislé, vznika priestor na dalsie skiimanie vztahov medzi nimi. To, Ze systém
reprezentujeme vSeobecne vektorovou ndhodnou veli¢inou, nam umoziuje, narozdiel na-
priklad od popisu systému pomocou grafu, urcit nielen zavislost medzi dvojicami prvkov
tvoriacich systém, ale aj interakcie, ktoré sa prejavuju vo vacsich skupinach. Prave takéto
interakcie mozu v niektorych pripadoch niest vyznamniu ¢ast celkovej informacie systému.
Jednym z nasich cielov preto bude vybudovat matematicky aparat tak, aby sme pomocou
neho mohli urcit, aké rady interakcii sa v systéme vyskytuji a tiez do akej miery prispie-
vaju k celkovej informacii nesenej systémom. Nami budovany aparat sa naopak nebude
zameriavat na zachytenie vlastnosti systému meniacich sa v ¢ase, mozné rozsirenia, ktoré

by zachytéavali aj dynamiku prenosu informacie, prenechavame na budtce skiimanie.
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V prvej kapitole prace oboznamime ¢itatela so zékladnymi pojmami tykajicimi sa
pravdepodobnosti a teérie informacie a so znac¢enim, ktoré budeme v celej praci pouzivat.
Druha kapitola préace je venovana formélnej definicii maximélne entropickych funkciona-
lov, ktorych konstrukcie boli navrhnuté v ¢lankoch |1, 2, 3|. Definujeme tri typy maxi-
malnej entropie a spojenej informacie, tiez preskimame ich zékladné vlastnosti, napriklad
ohrani¢enost, monoténiu postupnosti maximalnych entropii, niektoré vztahy medzi kon-
Strukciami. Vety a skiimané vlastnosti budeme ilustrovat na viacerych prikladoch. Popi-
Seme tiez mozné pouzitie konkrétnych konstrukcii, ich vyhody a predovsetkym niektoré
vyznamné rozdiely medzi nimi.

Po vybudovani zakladného matematického aparatu sa otvara priestor zamerat sa
na interpretaciu hodnot definovanych funkcionélov. Ako sme uz uviedli skor, v ramci
prace nas bude predovSetkym zaujimat moznost interpreticie suvisiaca s interakciami
v popisovanom systéme. Tomuto skiimaniu budeme venovat cela tretiu kapitolu. Najprv
predstavime sposob konstrukcie maximalne entropického rozdelenia pri urcitych zada-
nych podmienkach, tiez preskiimame niektoré vlastnosti dat, ktoré sme ziskali zo systému,
v ktorom sa prejavuju interakcie. Tento prieskum ném umozni vyslovit a dokazat vety,
v ktorych prepojime hodnoty maximélne entropickych funkcionalov, predovsetkym spo-
jenej informéacie, s existenciou interakcii medzi zlozkami systému. Tieto tvrdenia patria
medzi klacové vysledky celej prace.

Posledné dve kapitoly st venované dalsim dvom moZnym konstrukcidm maximalne
entropickych funkcionalov. Najprv uvedieme teoériu tykajucu sa informac¢nych diagramov
a predstavime na nich definovant mieru, nasledne uvedieme definiciu §tvrtého typu ma-
ximélnej entropie spominaného v ¢lankoch [1, 2]. Opét preskimame jeho zékladné vlast-
nosti a vztahy ku ostatnym konstrukciam, tiez niektoré vyhody tohto typu maximalnej
entropie. V piatej kapitole predstavime d'alsi zo zaujimavych prinosov prace - novii nami
vybudovani konstrukciu maximalnej entropie. Preskiimame tiez jej charakteristiky, jej
mozné vyhody a nevyhody. V zéverecnej Casti prace urcime hodnoty vSetkych piatich ty-
pov maximalnej entropie pre konkrétny priklad a zhrnieme vSetky preskiimané vlastnosti

a dokazané vety.
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Kapitola 1
Teoreticky zaklad

V uvodnej ¢asti pripomenieme vybrané pojmy z pravdepodobnosti a z teérie infor-
mécie, ktoré neskér budeme potrebovat pri definovani novych veli¢in a pri formulécii viet,
a to predovsetkym v kapitole 2. V podkapitole 1.1 budeme do velkej miery vyuzivat zna-
Cenie pouzité v [4]. Z uvedenej knihy tiez preberame sposob vystavby pravdepodobnostnej
tedrie, ktory je pomerne vSeobecny. Tento §tyl vykladu sme vybrali hlavne preto, Ze cie-
Tom naSej préace je predovSetkym korektne matematicky popisat novodefinované veli¢iny
a ich vlastnosti, nie len skiimat ich vyuzitie v praxi. Podobne v podkapitole 1.2 sa budeme

aZ na mensie tpravy drzat znacenia a obsahu knihy [5].

1.1 Pravdepodobnost

1.1.1 Definicia pravdepodobnosti

Znacenie 1.1 (Zakladné pojmy). Elementarny jav budeme znaéit w, zakladnt mnozinu,
t. j. mnozinu vsetkych elementarnych javov, oznacime (). Javom nazyvame lubovolnui

podmnozinu ).

Aby sme mohli s javmi pohodlne pracovat, definovat na nich pravdepodobnost a sku-
mat jej vlastnosti, uvazujeme mnozinu javov taku, ze tvori o-algebru, teda je uzavreta
na doplnky, uzavreta na spocetné zjednotenia a obsahuje 2. Na takto zvolenej mnozine

javov mozeme definovat pravdepodobnostnit mieru nasledovne:

Definicia 1.2 (Axiomatickd definicia pravdepodobnosti). Majme neprazdnu zakladni

mnoZinu €2, na nej o-algebru javov A. Potom funkciu P : A — R spliajicu
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Ki. P(Q) =1,
K2. (VA € A)(P(A) > 0),

K3, (V(47),55 € A, A; navzajom disjunktné) (P (UL 4;) = 5,55 P (4)))),

7 =1 7 =1
nazveme pravdepodobnostnou mierou.

Podmienky K1-K3 sa tiez nazyvaju Kolmogorove axiémy. Priamo z definicie by sme
Tahko ukazali aditivitu, monotoniu, ohrani¢enost a daldie zakladné vlastnosti pravdepo-
dobnosti. Priestor vybaveny o-algebrou javov a pravdepodobnostnou mierou nazveme
pravdepodobnostny priestor, zna¢ime (€2,.4, P). Uvedieme este jednu z klacovych viet,
ktora sa casto pouziva pri dokazovani tvrdeni z oblasti pravdepodobnosti, Boolovu nerov-

nost.

Veta 1.3 (Boolova nerovnost). Majme (£, A, P). Nech pre vietky j € N je A; € A, potom

platl P (Un JrOOA > Zn +oo ( )
Dékaz. Postupovalo by sa priamociaro matematickou indukciou. O

vl P n,+oo n,+00 v, . . ~ . ~_
Pouzili sme zapis | J L a > io1 > ¢im vyjadrujeme, Ze veta plati pre konecéné, ale
aj pre spocitatelné zjednotenia, respektive sumy. Pripomenme eSte pojmy podmienend

pravdepodobnost, nezavislost javov a nezéavislost mnozin javov.

Definicia 1.4 (Podmienena pravdepodobnost). Majme (€2, A, P), nech A, B € A,
P(B) > 0. Potom definujeme podmienent pravdepodobnost javu A, pri predpoklade,

ze nastal jav B, vztahom
P(ANB)

P(B)
Definicia 1.5 (Nezavislost javov). Majme (€2, A, P). Nech (4;)

P(A| B) :=

ser» kde I je indexova mno-
zina (moze byt aj nekonecna), je subor javov z A. Ak pre kazda J kone¢nt podmnozinu 1

plati

ZEJA HP

ied

tak hovorime, Ze javy v stibore (4;), ., st vzajomne nezavislé.

Definicia 1.6 (Nezavislost mnozin javov). Majme konetnt postupnost mnozin javov
(C;)%-,. Potom hovorime, Ze mnoziny javov v postupnosti (C;)7_; st nezéavislé, ak pre kazdu

vybrana n-ticu javov Ay, ..., A, taka, ze A; € C; Vi € n plati, ze Aq,..., A, st nezavislé

javy.
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“+o00

Majme nekoneénti postupnost mnozin javov (C;);27. Potom hovorime, Ze mnoziny

+o00

javov v postupnosti (C;);5) st nezavislé, ak stt mnoziny javov v Tubovolnej z nej vybranej

kone¢nej podpostupnosti nezavislé.

1.1.2 Nahodné veli¢iny

Mame zadefinovany pravdepodobnostny priestor s mierou, dalej predstavime pojem

ndhodné veli¢ina, jej rozdelenie pravdepodobnosti a marginalne rozdelenie.

Definicia 1.7 (Borelovska o-algebra). Nech n € N, Q = R", ozna¢me dalej mnoZinu
T = {X?:l (@i, b;) | a; € R, b; € R}. Potom minimalnu o-algebru nad systémom 7 nazy-

vame borelovskou o-algebrou, budeme oznacovat B,,.

V definicii sme pouzili pojem minimalna o-algebra nad systémom 7, ¢im myslime

najmensi nadsystém systému 7, ktory je o-algebrou.

Definicia 1.8 (Néhodna veli¢ina). Majme (€2, A, P), n € N. Potom vektorovii funkciu
X: (2,A4,P) = (R",B,) taki, ze plati (VB € B,) (X '(B) € A), nazyvame vektorova

nédhodné veliéina.

Castokrat budeme namiesto pojmu vektorova nahodné veli¢ina pouzivat skrateny

nazov nahodné veli¢ina, budeme zapisovat po zlozkach X = (X1, ..., X,,).

Definicia 1.9 (Rozdelenie pravdepodobnosti). Majme (€2, A, P), ndhodnu veli¢inu X.
Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny X budeme oznacovat PX a definujme ho

vztahom PX := Po X1,

Definicia 1.10 (Diskrétna nahodna velicina, diskrétna hustota). Hovorime, ze nahodna
veli¢ina je diskrétna, ak je jej obor hodnét maximélne spocitatelny, mézeme ho zapisat ako
Ran X = (;)"**. Dalej ozna¢me p(x) := P(X = ). Potom hustotou pravdepodobnosti

diskrétnej nahodnej veli¢iny (frekvenéni funkciu) definujeme vztahom

p(x) pre x = x; z oboru hodnot X
fx(fl?> =
0 inak.

V celom texte sa budeme zameriavat na diskrétne nahodné veliCiny, znacenie
p(x) = P(X = x) pouzité v definicii budeme vyuzivat aj nadalej. Specialnym pripadom

diskrétnej nadhodnej veli¢iny je bindrna nadhodna veli¢ina, jej obor hodnét je {0, 1}. Kedze
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nebudeme pracovat so spojitymi nahodnymi veli¢inami, nepripominame ani v teoretickom
uvode vety a definicie s nimi spojené.

Uvedme teraz definiciu marginalneho rozdelenia ndhodnej velic¢iny. Tento pojem bude
jednym z kIac¢ovych v kapitole 2, pretoZe jednou z podmienok, pri ktorej budeme hladat
maximalne entropické distribtucie, budi zadané marginédlne rozdelenia skiimanej nahodnej
veli¢iny.

Lema 1.11. Majme n-rozmerni diskrétnu vektorovi nahodni velicinu s hustotou pravde-
podobnosti fx(x). Potom ndhodnd velicina X' = (Xy, ..., Xi—1, Xis1, ..., Xy) je diskrétna

vektorovd ndhodnd velicina s hustotou pravdepodobnosti
fX/(a:/) = Z fX (mla vy i1y Ly g1y +oey xn) vwl € Rn_la
i

kde scitame cez vsetky mozné hodnoty i-tej zlozky x. Tdto hustota jednoznacne urcuje

rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X'.

Definicia 1.12 (Marginalna hustota, rozdelenie). Majme n-rozmernta diskrétnu vekto-
rovit ndhodnu veli¢inu s hustotou pravdepodobnosti fx(a). Potom hustota a rozdelenie
pravdepodobnosti z lemy 1.11 nazyvame marginalna hustota a marginalne rozdelenie na-

hodnej veli¢iny.

V dalsom texte budeme pouZivat slovné spojenie marginalne rozdelenie k-teho
stupna, ¢im myslime, Ze vysc¢itame pdévodné rozdelenie n-rozmernej veli¢iny cez vybra-
nych n—k indexov, zostane ndm teda rozdelenie pravdepodobnosti k—rozmernej nahodnej
veli¢iny.

Pripomenme este jeden z dolezitych pojmov, s ktorym sa budeme stretavat predov-

Setkym v ilustracnych prikladoch v kapitole 2.

Definicia 1.13 (Nezavislost nahodnych veli¢in). Majme postupnost nahodnych veli-

¢in (Xj)?’:too na (2, A, P) zobrazujucich do (R, B;). Ak st mnoziny javov v postup-
9+OO

nosti (Xj_l(Bl));:l

(X)) st nezavisle.
Ji

nezavislé v zmysle definicie 1.6, tak hovorime, Ze nahodné veli¢iny

Na zaver sekcie uvedieme dva dolezité priklady rozdeleni pravdepodobnosti diskrét-

nych ndhodnych veli¢in, ktoré budi spominané v nasledujtcich kapitolach:

e Bernoulliho (alternativne) rozdelenie s parametrom ¢ - rozdelenie binarnej nahodne;

veliciny, p(1) = ¢, p(0) =1—g, ¢ € [0, 1].
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e Uniformné (rovnomerné) rozdelenie - rozdelenie nahodnej veli¢iny s koneénym obo-

rom hodnét, kazda z hodnot v obore nastava s rovnakou pravdepodobnostou.

1.1.3 Charakteristiky nahodnych veli¢in

Podobne ako v predchadzajicej sekcii sa budeme zameriavat len na definicie tykajtce

sa diskrétnych nahodnych velic¢in.

Definicia 1.14 (Stredné hodnota). Majme jednorozmernt diskrétnu nahodnu velic¢inu X

na (€2, A, P). Potom stredntt hodnotu X definujeme ako
EX = Z% fx; (i),

kde s¢itame cez vsetky x; € Ran X. Pre n-rozmerntu ndhodnu velicinu X = (X, ..., X,,)

definujeme strednta hodnotu po zlozkich E X = (E X;,...,EX,,).

Mohlo by néas zaujimat, kedy suma v definicii strednej hodnoty konverguje. Pokial je
konecna, je konvergentna, ak vSak pracujeme s diskrétnou veli¢inou so spocitatelnym obo-
rom hodnot, jedna sa o nekone¢nt sumu, teda konvergenciu neméme zaruceni. Existuju
priklady rozdeleni pravdepodobnosti, pri ktorych suma diverguje. V dalsich definiciach
preto budeme musiet konvergenciu predpokladat. Pri spracovani redlnych dat vsak kon-

vergencia problém nie je, kedZe pracujeme len s koneénymi sibormi.

Znacenie 1.15. Majme pravdepodobnostny priestor (2, A, P), p € N. Ozna¢me mno-
zinu L£P = {X diskrétna ndhodné veli¢ina na (2,4, P) | E X? < +oo}. Obvykle sa takéto
znacenie pouziva pri popise spojitych nahodnych veli¢in, pretoze ich stredna hodnota je
definovana cez integral a LP je typické znacenie pre veliiny integrabilné s p-tou mocni-
nou. Strednd hodnota diskrétnej veli¢iny vsak tiez moze byt chapana ako integral, pricom

uvazujeme séitaciu mieru, preto znacenie preberdame.

Jednou z podmienok, pri ktorej budeme v kapitole 2 hladat maximélne entropické
distribucie, st zadané momenty rozdelenia, preto ich teraz definujeme spolu s niektorymi
dalsimi savisiacimi veli¢inami.

Definicia 1.16 (Rozptyl, smerodajné odchylka). Majme (9, A, P), X € L2 Potom rozp-

tylom néhodnej veli¢iny X rozumieme DX = E(X —EX )2. Smerodajnou odchylkou
nédhodnej veli¢iny X rozumieme D X.
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Definicia 1.17 (Momenty rozdelenia). Majme (2, A, P), k € N, nech X je diskrétna na-
hodna veli¢ina. Ak existuje kone¢na E X%, tak tito hodnotu nazyvame k-tym momentom

rozdelenia.

V literatire sa moment rozdelenia z uvedenej definicie tiez oznacuje privlastkom
v8eobecny, okrem neho sa zaviadza este centralny moment vztahom E (X — E X )k Mohlo
by nas zaujimat, ¢i zalezi na tom, ¢i v nasom dalSom postupe pouZijeme centralne alebo
vSeobecné momenty. Presnejsie formulované, chceme vediet, kolko informéacie o nahodnej
veli¢ine nam poskytne znalost vSseobecného momentu daného radu a ¢&i je to ekvivalentné
informacii, ktora by sme ziskali zo znalosti centralneho momentu. Skusme néjst odpoved
pre jednoduchy pripad.

Majme bindrnu nidhodnu veli¢inu. Pokial pozname prvy vSeobecny moment, vieme
presne ur¢it pravdepodobnostné rozdelenie veli¢iny. Prvy centralny moment je vSak nulovy
pre vSetky mozné rozdelenia, z jeho hodnoty teda neziskame o rozdeleni veli¢iny Ziadnu
informéaciu. Na tomto priklade sme ilustrovali, Ze pri hladani rozdeleni vyhovujucich da-
nej vizbe je medzi volbou typu momentov rozdiel. Na druhej strane, pokial pozname
strednt hodnotu, potom druhy, treti a stvrty centralny moment nahodnej veli¢iny st
v jednoznacnom vztahu so v8eobecnymi momentmi daného radu. Pri volbe véazbovych
podmienok vyssich radov teda méame viacero ekvivalentnych moznosti. My budeme, aj
pre jednoduchost zapisu, pouzivat vSeobecné momenty.

Objasnime este znacenie, ktoré budeme vyuzivat pri praci s vys$simi zmieSanymi mo-
mentmi, ide vlastne o vypocet strednej hodnoty ndhodnej veli¢iny, ktora vznikne sti¢inom
zloziek vektorovej ndhodnej veli¢iny. Pre jednoduchost znacenie popiSeme na dvojrozmer-

nej diskrétnej ndhodnej velicine.

Znacenie 1.18. Majme dvojrozmernu diskrétnu ndhodnu veli¢inu X = (X,Y’). Potom

E (X -Y), budeme znacit aj E XY, pri predpoklade existencie vypocitame ako

EXY =) zy fry(z,y),

x7y

kde s¢itame cez vSetky mozné hodnoty x a y.

Definicia 1.19 (Kovariancia). Majme (€2, A, P), nech X, Y st diskrétne nahodné veli¢iny.

Potom ich kovarianciou nazveme pri predpoklade existencie ¢islo

Cov (X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)].
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Dalej by sme mohli kovarianciu normalizovat a definovat korelaciu a korela¢ny koefi-
cient, ale plati, Zze pri pouziti momentov ako viazbovych podmienok je jedno, aké volime
skalovanie. Dokonca ani nepotrebujeme pracovat s kovarianciami, v naSom d’alSsom postupe
ich mézeme ekvivalentne nahradit momentmi stcinu veli¢in, ktoré sme popisali v 1.18, pre-
toze kovariancia je jednoznacne urc¢ena znalostou prvych a druhych vSeobecnych momen-
tov. Dalsi dolezity poznatok je, Ze ak su veli¢iny nezavislé, tak ich korelacia a kovariancia
st nulové. Nevyhodou vSak pre nase pouzitie zostava, ze opa¢na implikacia neplati.

V nasledujicej kapitole budeme pouzivat pojem momenty k-teho radu n-rozmernej
nédhodnej veli¢iny, ¢im myslime stredné hodnoty su¢inu vybranej k-tice zloziek velic¢iny,
pricom indexy zloziek sa mozu aj opakovat. Napriklad pre veli¢inu X = (X, Y, Z) je jeden

z momentov tretieho radu pre trojicu indexov (1,1,2) rovny E X?Y.

1.2 Teoéria informacie

V druhej podkapitole teoretického zakladu sa zoznamime so zékladnymi pojmami
z tedrie informacie, ktorymi st napriklad entropia a vzajomna informaécia, tiez uvedieme
niektoré z ich doélezitych vlastnosti a vztahov medzi veli¢inami. Podobne ako v ¢asti 1.1 sa

budeme zameriavat na diskrétne nadhodné veli¢iny. Budeme sa drzat konvencie 0logs 0 = 0.

Definicia 1.20 (Shannonova entropia). Nech X je diskrétna vektorova nahodna veli-
¢ina na (Q, A, P), ozna¢me P(X = x) = p(x). Potom entropia nédhodnej veli¢iny X je
definovana ako

H(X) == 3 pla) oga p(a) (11)
kde s¢itame cez & € supp p(x).

Uvedme niekolko komentarov k defini¢nému vztahu:

e V definicii sme vzhladom na d'alSie pouzitie v préci zvolili logaritmus so zakladom 2,
jednotkou entropie teda budu bity. MoZeme sa stretnut aj s inou volbou zékladu

logaritmu.

e Ked7Ze entropia nie je funkciou hodnot nahodnej veliciny, ale len jej rozdelenia prav-
depodobnosti, ¢asto sa namiesto H (X)) pouziva znac¢enie H(p(x)). To budeme v dal-

sich kapitolach pouzivat aj my.

e Priamo z definicie vidime nezapornost entropie. Cleny v sume si totiz vSetky ne-

kladné, pretoze p(x) dosahuje na svojom nosi¢i hodnoty v intervale (0, 1].
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e V definicii sme uvazovali vektorovt ndhodni veli¢inu, v literatiire sa jej entropia

castokrat oznacCuje aj pojmom zdruzené entropia.

e Kvoli skrateniu zépisu zavedme znacenie X ~ p(x). Myslime tym, Ze pre nahodnu
veli¢inu plati P(X = x) = p(x). Tiez by sme mohli pre zjednodusSenie vyjadrovania
povedat, ze p(x) je hustotou pravdepodobnosti X. Pre uplna korektnost by sme
mali uvadzat, Ze p(x) urcuje hustotu fx(x) vztahom z definicie 1.10, no tento
mozno aZ prili§ presny sposob vyjadrovania nebudeme dalej vyuzivat. Casto tiez
budeme pouzivat vyraz, ze X ma rozdelenie p(x), ¢im samozrejme myslime, ze X

mé4 rozdelenie PX | pre ktoré plati P(X = x) = p(x).

e V nasledujicej kapitole budeme pouzivat pojem entropia radu k. Vysvetlime, ¢o
tym myslime: Majme n-rozmerni ndhodnu veli¢inu. Ked jej rozdelenie vyséitame
cez n — k vybranych zloziek, dostaneme marginalne rozdelenie stupna k, ktoré jed-
noznacne definuje k-rozmerntt ndhodnua veli¢inu. Entropia tejto veli¢iny je entropia
k-teho radu pre vybrani mnozinu indexov, pricom budeme uvazovat, Ze indexy sa

neopakuju, to predovetkym preto, lebo plati H(X, X) = H(X).

Definicia 1.21 (Podmienena entropia). Nech (X,Y) ~ p(z,y), potom definujeme pod-

mienent entropiu H(X |Y) vztahom
H(X|Y) ZZP z,y)logap (x| y), (1.2)

kde s¢itame cez x,y € supp p(z,y) také, ze p(z | y) je kladné.

Definovali sme pre jednoduchost podmienovanie jednorozmernou veli¢inou, pre vek-
torova veli¢inu Y by sme definovali analogicky, podobne by aj X mohla byt vektorova.
Entropia popisuje mieru neurcitosti nahodne;j veli¢iny. f)alej predstavime pojem rela-

tivna entropia, ktorym zachytime istt formu vzdialenosti dvoch hustot pravdepodobnosti.

Definicia 1.22 (Relativna entropia). Majme p(z), ¢(z) diskrétne hustoty pravdepodob-
nosti. Potom relativnu entropiu, nazyvanua tiez Kullback-Leiblerova vzdialenost, definu-

jeme vztahom

D(pllq) =) p(x)log %, (1.3)

kde s¢itame cez = € supp p(z) take, ze 2 E 3 je kladné konecné.

T
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Speciélnym pripadom relativnej entropie dolezitym nielen v nasom dalSom postupe,
ale aj v inych aplikiciach, je vzajomné informaécia, ktora predstavuje vzdialenost zdruzenej
hustoty dvojrozmernej vektorovej nahodnej veli¢iny od sti¢inu jej margindlnych hustot.
Vieme, ze ak by boli zlozky nezavislé, tak nastdva rovnost zdruzenej hustoty a sucinu
marginalnych hustot, teda suma je nulova. Ak vSak nezavislé nie si, vzajomna informécia
je kladna. Z uvedeného vyplyva, ze pomocou vzajomnej informécie sme schopni zachytit

akékol'vek, aj nelinearne, vztahy medzi veli¢inami, ¢o je vyhodou oproti kovariancii.

Definicia 1.23 (Vzajomna informécia). Majme X,Y jednorozmerné diskrétne ndhodné
veli¢iny so zdruzenou hustotou p(x,y) a marginalnymi hustotami p(z) a p(y). Potom

vzajomnu informaciu I(X;Y") definujeme vztahom

I(X5Y) := D (p(x,y) || p(z) p(y)) - (1.4)

Predstavime teraz niekolko dolezitych vztahov medzi definovanymi veli¢inami. Za-
merne uvedieme vety v zneni pre dvojrozmerni nahodnu veli¢inu, aj ked by sme nasli
a matematickou indukciou ukéazali vSeobecnejsie pravidla aj pre viacrozmerné veliciny.
Nasim zamerom je totiz prepojit vety s obrazkom 1.1 a ilustrovat tak pojem informacny
diagram, ktory je jednym z klacovych v ¢lanku [1]. Informaéné diagramy budeme pod-
robne popisovat v kapitole 4.

Dokazy tvrdeni neuvadzame, st priamociarym prepisom definiénych vztahov.

Veta 1.24 (Retazové pravidlo pre entropiu). Nech (X,Y) ~ p(x,y). Potom plati
H(X,Y)=H(X)+ H(Y | X). (1.5)

Veta 1.25 (Vztah entropie a informacie). Nech (X,Y) ~ p(x,y). Potom plati

I(X;Y)=H(X)-HX[Y),

I(X;Y)=H(Y) - H(Y | X), w6
I[(X;Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y),

I(X;X) = H(X).

Vztahy medzi informa¢nymi veli¢inami by sme mohli vyjadrit Vennovym diagra-

mom, ktory v takomto pripade nazyvame aj informa¢ny diagram. Rozdiel hodnét veli¢in
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chapeme ako rozdiel mnozin, stucet ako zjednotenie. Pre dvojrozmernt nahodni veli¢inu

diagram ilustruje nasledujtci obrazok.

H(X,Y)

—_—

H(X|Y)

H(X) H(Y)

Obr. 1.1: Informaény diagram dvojzlozkovej nahodnej veli¢iny

Na obrazku je entropia kazdej z veli¢in znédzornené kruhom, zdruzena entropia je zjed-
notenim mnozin, vzajomna informacia je reprezentované prienikom. Ako sme uz uviedli,
konstrukciu diagramov pre tri a viac nahodnych veli¢in popiSeme v samostatnej kapitole
4, v tejto sekcii len definujeme pojmy a popiSeme vztahy, ktoré budeme pri konstrukeii

s b
vyuzivat.

Definicia 1.26 (Podmienend vzajomné informacia). Majme nahodné veli¢iny X,Y, Z,

potom podmienent vzajomni informaciu X a Y pri predpoklade Z definujeme vztahom
I(X;Y|Z2)=H(X|Z2)-H(X|Y,2). (1.7)

Poznamenajme, Ze rozSirenie definicie na vektorové veli¢iny je priamociare, kedze
podmienena entropia je definovana aj pre vektorové veli¢iny.

Intuitivne oc¢akavame, ze v diagrame pre tri veli¢iny budeme musiet nielen popisat
rozdiely a prieniky dvoch mnozin, podobne ako v diagrame dvojrozmernej veli¢iny, ale
budeme tiez chciet pomenovat cast diagramu reprezentovanu prienikom vSetkych troch
mnozin. Chceli by sme, aby tato ¢ast popisovala informéciu medzi troma veli¢inami. V li-
terature vSak narazime nielen na problém s nazvoslovim, ale taktiez najdeme rézne spo-
soby, ako kvantifikovat informaciu medzi viacerymi nahodnymi veli¢inami. Pouzivaju sa
hlavne dve definicie, prehladne ich n4jdeme spolu s anglickym néazvoslovim uvedené v [6].

V nasej praci budeme potrebovat obidva sposoby definicie, preto ich teraz uvedieme.

22



Definicia 1.27 (Viacrozmerné vzajomné informacia). Majme ndhodné veli¢iny XY, Z,

potom ich viacrozmernu vzajomni informaciu definujeme ako

L(X;Y;2)=1(X;Y)—-1(X;Y | Z). (1.8)

Oproti ¢lanku [6] uvadzame opafniu znamienkovi konvenciu, ktora je vSak v stlade
s ¢lankom [1]. Taktto volbu znamienok robime predovsetkym preto, ze takto definovana
veli¢ina popisuje prienik troch mnozin informac¢ného diagramu. Poznamenajme, Ze nie je
podstatné, ktorou veli¢inou sa podmienuje, oznacenie premennych je zdmenné. Vzhladom

na symetriu diagramu je to oCakavané.

Definicia 1.28 (Multiinformécia). Majme diskrétnu vektorovi nahodnu veli¢inu

X = (Xy,...,X,). Potom jej multiinforméaciu definujeme ako
p(x)
L(Xe X = 3 p(a) logs P& (1.9)
zz: Hizl p(x)
kde s¢itame cez také = (x1,...,2,) € supp x také, ze p(z;) je kladné Vi € n.
Pouzili sme skratené znacenie n := {1,...,n}, v texte ho budeme vyuzivat aj nadalej.

Multiinformécia, tiez nazyvana totalna korelacia, reprezentuje celkové mnozstvo in-
formacie potrebnej na popis daného systému. Vidime, ze definicia je analogicka definic-
nému vztahu pre vzajomni informéciu a my ju uvidzame hlavne preto, ze v kapitole
o interakcidch v poznamke 3.54, budeme multiinformaciu rozkladat pomocou novodefino-
vanych veli¢in, takzvanych spojenych informécii. Na zaver kapitoly uvedieme vlastnosti
veli¢in, ktoré budeme potrebovat pri dokazovani novych tvrdeni v kapitole 2. Vety nebu-

deme dokazovat, v pripade zdujmu by sme dokazy nasli napriklad v knihe [5].

Veta 1.29 (Nezapornost relativnej entropie). Nech p(z) a q(x) si hustoty pravdepodob-
nosti, potom plati

D(pllq) =0, (1.10)
kde rovnost nastdva prave vtedy, ked p(z) = q(z) pre V.

Dosledok 1.30 (Nezapornost informécie). Pre dve ndhodné veliciny X,Y plati
I(X;Y) >0, (1.11)

kde rovnost nastdva prave vtedy, ked X a 'Y si nezdvislé.
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Jednym z kli¢ovych pojmov, s ktorym sa budeme v nasledujicom texte stretavat, je
maximalne entropické rozdelenie pri danych podmienkach. Nasledujuca veta urcuje hra-
nicu pre maximéalnu hodnotu entropie vektorovej veli¢iny, tou je sucet entropif jednotlivych

zloziek.

Veta 1.31 (Maximélna entropia). Majme X = (X,...,X,) ~ p(z1,...,x,), potom
i=1

kde rovnost nastdva prave vtedy, ked su zloZky X navzdjom nezdvislé.

Dalsou z vlastnosti entropie je, ze pridavanim poziadaviek na vlastnosti rozdelenia ju
nezvysime, ¢o mozeme aj interpretovat - pokial sa dozvieme o veli¢ine nejakt informéciu,

nasa neznalost sa znizi. Uvedme preto eSte jedno tvrdenie spojené s touto vlastnostou.

Veta 1.32 (Maximalne entropické rozdelenie). Majme X ndhodni velic¢inu, potom
H(X) < logy | ¥]. (1.13)

kde | X|| znaci pocet prvkov v obore hodnét X, rovnost nastiva prave vtedy, ked md X

uniformné rozdelenie.

V dalsom texte budeme ¢asto pouzivat vztah H(X,...,X,) <> " logs ||X;|, kto-
rého platnost je priamociarym dosledkom predchadzajucich viet.

Tymto tvrdenim uzatvarame prehlad vybranych definicii a vlastnosti, ktoré budeme
v texte dalej vyuzivat. V dalSej kapitole sa bliz§ie zameriame na maximéalne entropické
distribucie, rozoberieme obsah ¢lankov [1, 2, 3|, formélne definujeme veli¢iny pouZivané

v textoch a presktimame niektoré ich vlastnosti.
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Kapitola 2

Veli¢iny maximalizované

na rozdeleniach

V tvodnej kapitole sme pripomenuli matematicky aparat potrebny pre nas dalsi po-
stup, modzeme teda pristupit k formalizacii pojmov z ¢lankov [1, 2, 3] a ku skumaniu
vlastnosti novodefinovanych objektov. V ¢lankoch boli postupne zavedené viaceré nové
veli¢iny, ktoré sa vzapati vyuzili pri budovani modelov popisujicich komplexny systém.
KedZe su vsak ¢lanky do velkej miery zamerané aplikacne, definicie veli¢in st formulo-
vané len skratkovito. Okrem toho, popisuji sa novovznikajice koncepty, takze znacenie
veli¢in nie je ustalené, podobne nie st jasné niektoré detaily. Formulacia definicii objek-
tov v ¢lankoch tiez nie je vhodna na skiimanie vlastnosti veli¢in matematicky korektnym
sposobom. My preto zadefinujeme veli¢iny presnejSie a ukazeme niektoré ich zakladné
vlastnosti. Budeme sa snazit zjednotit znacenie, pricom ho do velkej miery preberieme

z clanku [1].

2.1 Definicie

Definicie novych objektov uvedené v tejto podkapitole sa moézu zdat na prvy pohlad
komplikované, ujasnime si preto najprv myslienku, ktora za nimi stoji. Mame komplexny
systém, pozorujeme nejaki jeho vlastnost. Komplexny systém mozeme chapat ako siet n
prvkov, ktoré spolu mozu interagovat. Pozorovanim danej vlastnosti tohto systému potom
myslime pozorovanie hodnot urcitej n-rozmernej vektorovej nadhodnej veli¢iny. Predpo-
kladdame, Ze sme schopni na zaklade pozorovani zistit niektoré charakteristiky systému,

v nasom pripade to budt marginélne rozdelenia k-teho radu, resp. zdruzené entropie alebo
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momenty rozdelenia radu 1 az k pozorovanej ndhodnej veli¢iny. Tieto podmienky pouzi-
jeme ako vézby, pri ktorych budeme pocitat maximélnu pripustni entropiu, to je veli¢ina,
ktora chceme definovat.

KedZe méame tri druhy véazbovych podmienok, budeme definovat tri typy maximél-
nej entropie. Podla toho, ktory maximalne rad momentov, resp. marginalnych rozdeleni
alebo entropii pouzijeme ako vézbu, oznac¢ime aj maximalnu entropiu ako entropiu daného
raddu. Rozdiel maximalnych entropii dvoch po sebe iducich radov jedného typu nazveme
spojena informécia, jej vlastnostiam a vyznamu v popise systému sa budeme viac venovat
v podkapitole 2.3 a v kapitole 3.

Pred samotnou definiciou maximalne entopickych funkcionalov zavedme eSte mno-

zinu nahodnych veli¢in, ktoré maja rovnaky obor hodnot a ujasnime znacenie.

Definicia 2.1 (Mnozina n.v. s danym oborom hodnét). Majme n € N, maximélne spo-
¢itatelné mnoziny R; C R Vj € n. Potom mnozinu nahodnych veli¢in s danym oborom

hodnoét, znac¢ime { X}, definujeme ako {X} := {(X;,...,X,,) | RanX; C R; Vj € n}.

Poznamka 2.2. V definiciach a vetach budeme mnozinu nahodnych veli¢in s danym
oborom hodnét niekedy oznacovat aj symbolom {X} = {(Xy,...,X,)}. Naopak, pokial
budeme chciet upozornit na fakt, Ze hovorime o nadhodnej veli¢ine, budeme pouzivat za-
pis X = (X1,...,X,) ~ p(x), ¢im zvyraznime, Ze sa jedna o jednu ndhodnui veli¢inu

s konkrétnym rozdelenim pravdepodobnosti.

Znacenie 2.3. Vo vSetkych troch definiciach maximalnych entropif pri zachovani podmie-
nok budeme pouzivat podobné znacenie pre mnoziny, ktoré plnia rovnakiu tilohu. Mnoziny
sa budi v definiciach vyskytovat s vhodnym hornym indexom.

Usporiadantt mnozinu hodnot vézbovych podmienok, ktoré mame zadané, ozna-
¢ime M. V definicii maximéalnej entropie pri zachovani marginalnych rozdeleni namiesto
mnoZiny M zadavame vizbové podmienky v podobe danych rozdeleni veli¢in X;.

Dalej N je indexovd mnozina, ktora nam umozni spravne priradit hodnoty zadané
v M k hodnotam veli¢in vypoc¢itanym z rozdeleni. Prvky N st vektory indexov, mohli by
sme ich tiez chapat ako multiindexy. V pripade maximélnej entropie pri zachovani momen-
tov st v indexovej mnozine vSetky mozné vybrané 1 az k-tice z n s opakovanim, v pripade
zachovani entropii vyberdme indexy bez opakovania, v pripade zachovania marginalnych
rozdeleni vyberame len k-tice bez opakovania.

Mnozina pripustnych rozdeleni A bude obsahovat vSetky rozdelenia pravdepodob-

nosti pre ndhodné veli¢iny z { X}, ktoré splhaji zadané viizbové podmienky. V definicii
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a vo vetach budeme, pokial nebude urcené inak, chapat obor hodnot {X} ako zadany
pevne, ale lubovolne, nebudeme ho preto explicitne zapisovat.

Pre praktické pouzitie je pre nas dolezité, aby boli mnoziny A neprazdne, v definicidch
to preto budeme predpokladat. V prikladoch a vetach bude neprazdnost mnoziny pripust-
nych rozdeleni obvykle zaruc¢ené tym, ze ako maximalizacné podmienky budeme zadavat
hodnoty marginél, resp. entropii alebo momentov vypocitané pre nejakt nahodni veli¢inu
X, ktorej rozdelenie pozname a mé obor hodndt rovnaky, ako veli¢ina, ktorej entropiu

maximalizujeme. Mame teda zarucené, ze aspon rozdelenie veli¢iny X je v mnozine A.

Znacenie 2.4. Pre p(x) rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny X = (X,...,X,,) a mul-
tiindex n = (i1, ..., i) budeme oznacovat p,(x) marginilne rozdelenie, ktoré v rozdeleni

p(x) zachova z;, ak mé index v n.

Definicia 2.5 (Maximéalna entropia pri zachovani marginalnych rozdeleni radu k). Majme
k€N, n € N také, ze k <n. Nech {X} = {(X4,...,X,)} je mnozina ndhodnych veli¢in
s danym oborom hodnoét. Nech X; = (X;,,..., X;,) ~ pi(x) = pi(zi,, ..., x;,) sa Vi € @
diskrétne vektorové ndhodné veli¢iny. Majme N® = {(iy, ... i) |1 <i; < --- < i < n}
mnozinu multiindexov, jej prvky ozna¢me m;. Nakoniec definujme mnozinu pripustnych

rozdelenf{

—_—

AR — {p(m) rozdelenie X € {X} ‘ Vil e (Z) :pnl(m) - ]51(37)},

pricom predpokladame, ze X; st volené tak, aby nosice p,, a p; boli rovnaké VI (Z)
Potom, pri predpoklade A®) £ (), definujeme maximalnu entropiu pri zachovani margi-

nalnych rozdeleni radu k, znacime H(P® (X)), ako

H(P®(X)):= sup H(p(z)). (2.1)

p(z)e AWK
Poznamka 2.6. Objasnime, preco v znaceni H(P®) (X)) uvadzame X, aj ked tento ob-
jekt v definicii nie je spominany. V definicii predpokladame, ze mnozina A®*) je neprazdna,
teda existuje nejaka ndhodné veli¢ina, ktora ma marginédly rovnaké, ako marginaly veli¢in
X, ktoré pouzivame ako vizbové podmienky. Tuto veli¢inu mozeme oznacit X . Podobne,
v definiciach 2.11 a 2.15 bude X predstavovat veli¢inu, ktora spliia podmienky na zadané

momenty, resp. entropie. V prikladoch a vetach budeme najcastejsie rovno pouzivat za-
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dévanie vazbovych podmienok pomocou veliciny X, nase znacenie je teda aj intuitivne,

vyjadruje totiz funkénu zavislost funkcionalu maximélnej entropie od X.

Poznamka 2.7. Mohlo by sa zdat, Zze podmienka na maximalizéciu pri marginalnych roz-
deleniach sa liSi od ostatnych podmienok v tom, ze maximalizujeme len pri znalosti rozde-
leni radu k, zatial ¢o v nasledujucich definicidch pozadujeme znalosti entropii, resp. mo-
mentov od radu 1 do k vratane. Staci si v8ak uvedomit, Ze z marginalneho rozdelenia
radu k vieme jednoznacne urcit vsetky marginalne rozdelenia nizsich radov. Podmienky
pre nizsie rady rozdeleni teda nie st nezavislé od podmienky pre rad k, ich pridanim
do véazieb, pri ktorych maximalizujeme, sa ni¢ nezmeni.

Poznamenajme este, ze v pripade diskrétnych veli¢in s kone¢nym oborom hodnot sa
suprémum na niektorom z rozdeleni dosahuje, teda je rovné maximu. Podobne pri ostat-
nych typoch maximalnej entropie. Pre diskrétne vektorové veli¢iny s kone¢nym oborom
hodnot preto méa zmysel uvazovat pojem maximéalne entropické rozdelenie, ¢o je rozdele-

nie, na ktorom sa dosahuje maximélna entropia pri zadanych véizbach.

Definicia 2.8 (Spojené informéacia radu k pri zachovani marginalnych rozdeleni). Majme
k € N, n € N také, ze 2 < k < n, ostatné predpoklady ako v definicii 2.5. Nech plati
H(PW (X)) < +oo. Potom definujeme spojent informéciu radu & pri zachovani margi-

nalnych rozdeleni, zna¢ime Ié’“)(X ), ako

(X)) := HP* V(X)) - HP®(X)). (2.2)
Poznamka 2.9. Konec¢nost maximélnej entropie prvého radu implikuje konecnost vset-
kych vyssich radov, vid veta o monotonii 2.24, preto staci v definicii pozadovat podmienku
konecnosti len pre prvy rad. Podobné vysvetlenie plati tiez pre maximalizaciu pri zada-
nych entropiach alebo momentoch, vid vety 2.29 a 2.34, v definiciach 2.13 a 2.17 preto

tiez budeme pozadovat konec¢nost len pre prvy rad maximélnej entropie.

Znacenie 2.10. Pre p(x) rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny X = (X;,...,X,) a mul-

tiindex n = (i1, ..., 1) budeme oznacovat E,, = E(X;, ... X;,).

Definicia 2.11 (Maximéalna entropia pri zachovani momentov rozdelenia do radu k).
Majme k € N, n € N také, ze k < n. Nech {X} = {(X1,...,X,)} je mnozina ndhodnych
veli¢in s danym oborom hodnot. Majme usporiadant mnozinu hodnét podmienok M <F>,
v ktorej je s = S (”Jrj.'*l) realnych ¢isiel a N; = {(i1,...,4;) |1 <4 <--- <4; <n}

j=1
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mnoziny multiindexov Vj € k. Oznatme N<F> = U?Zl N;. Dalej jej prvky oznacme ny,

podobne prvky M <*> ozna¢me m;. Nakoniec definujme mnoZinu pripustnych rozdeleni
A< = {p(x) rozdelenie X € {X} | VI €5 :E,, =m}.

Potom, pri predpoklade A<F> £ (), definujeme maximalnu entropiu pri zachovani momen-

tov rozdelenia do radu k, zna¢ime H(P<*>(X)), ako

H(P(X)):= sup H(p(x)). (2.3)
p(z)eA<k>

Poznamka 2.12. Mnozina hodnét podmienok M <*> predstavuje zadavané hodnoty mo-
mentov, pri ktorych maximalizujeme. Vo vSeobecnosti za tito mnozinu moézeme zadat
Tubovolnu usporiadant mnozinu realnych ¢isiel vhodnej mohutnosti, to nam vsak nezaru-
¢uje existenciu rozdelenia, ktoré by takto zadavané podmienky splitalo. V definicii preto
musime predpokladat neprazdnost mnoziny A<¥>. Takymto sposobom budeme zadavat
podmienky na maximalizaciu pri zadanych momentoch napriklad v priklade 2.31. Cas-
tejsie vSak budeme vo vetach pouZivat iny sposob zadania mnoziny M <*>. Bude dana
vektorova veli¢ina X, mnozina M <¥> bude obsahovat hodnoty prislusnych momentov ve-
liciny X. V tomto pripade mozeme hovorit, Ze maximalizujeme entropiu pri momentoch
veli¢iny X . Tento sposob zadavania maximaliza¢nych vézieb vyuzijeme napriklad vo vete
o monotoénii 2.29. PresnejSie je tento postup zadavania podmienok popisany v predpo-
kladoch vety 2.48. V tomto pripade mame zarucent neprazdnost mnoziny A<*>. Z tohto

postupu je tiez jasné, preco hovorime o maximalizacii pri zachovani momentov.

Definicia 2.13 (Spojena informécia radu k pri zachovani momentov rozdelenia). Majme
k€ N, n € N také, ze 2 < k < n, ostatné predpoklady ako v definicii 2.11. Nech
plati H(P<'>(X)) < +o0. Potom definujeme spojent informaciu radu k pri zachovani

momentov rozdelenia, znacime 1<% (X), ako
I55(X) i= H(P<H1 (X)) — H(P (X)), (2.4

Znacenie 2.14. Pre p(x) rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny X = (X,...,X,,) a mul-

tiindex m = (i1, ..., 4;) budeme oznacovat Hy, = H(X;,..., X;,).

Definicia 2.15 (Maximélna entropia pri zachovani entropii do radu k). Majme k € N,

n € N také, ze k < n. Nech {X} = {(X1,...,X,)} je mnozina ndhodnych veli¢in s da-
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nym oborom hodnét. Majme usporiadant mnozinu hodnoét podmienok M, v ktorej je
s = Z?Zl (?) nezapornych realnych ¢isiel a N; = {(i1,...,0) | 1 < i3 < -+ <i; < n}
mnoziny multiindexov Vj € k. Oznaéme NI = U§:1 N;. Dalej ozna¢me prvky mno-
ziny M®¥ ako m;, podobne prvky N ako ;. Nakoniec definujme mnozinu pripustnych
rozdeleni

AW = {p(x) rozdelenie X € {X} |Vl €5: H,, = my}.

Potom, pri predpoklade A" = ). definujeme maximalnu entropiu pri zachovani entropi

do radu k, znacime H(P™ (X)), ako

H(PM(X)):= sup H(p(x)). (2.5)
p(z)e Al

Poznamka 2.16. Podobne ako v definicii 2.11, aj v definicii 2.15 méZzeme zadavat mno-
zinu podmienok M¥ dvomi spésobmi. Prvym moznym spoésobom je zadanie I'ubovol-
nej mnoziny nezapornych realnych ¢isiel vhodnej mohutnosti. Nemame zarucené, Ze sa
tieto hodnoty vézbovych podmienok dosahuji na niektorom z rozdeleni, preto v definicii
predpokladame neprazdnost mnoziny A, Druhym spoésobom je vypoéitanie prislusnych
hodnot entropie z veli¢iny X so zadanym rozdelenim, v tomto pripade mame zaruc¢ent ne-
prazdnost AF. Tento spésob budeme slovne oznacovat ako maximalizaciu entropie pri en-

tropidch veliciny X . Presnejsie bude popfsany v predpokladoch vety 2.45.

Definicia 2.17 (Spojena informacia radu k pri zachovani entropii). Majme k € N,
n € N také, ze 2 < k < n, ostatné predpoklady ako v definicii 2.15. Nech plati
H (]5[1](5( )) < +00. Potom definujeme spojent informéaciu radu k pri zachovani entropii,

zmacfme I (X), ako
1) = H(PF(X)) — H(PY(X)). 2.6)

Poznamka 2.18. Definovali sme tri druhy maximalnej entropie a tri druhy spojenej in-
formacie. Uvedme este, kde sa nami definované velic¢iny spominaju v ¢lankoch. S pojmom
spojenéa infomécia sa prvykrat stretavame v [3|, kde sa za maximalizacné podmienky
uvazuju marginalne rozdelenia, okrajovo sa spomina moznost maximalizovat pri danych
momentoch. Text tiez poskytuje niekolko moznych aplikécii pri popise systémov a inter-
pretaciu vyznamu spojenej informécie. Poznamenajme, Ze problém maximalizacie entropie
pri zadanych momentoch je znamy zo Statistickej fyziky, obvykle sa v8ak uvazuja len prvé

a druhé momenty. Riesi sa pomocou Lagrangeovych multiplikatorov.
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Clanky [1, 2] problém maximalizécie pri zadanych momentoch spominajia len kratko,
zameriavaju sa predovSetkym na maximalizaciu entropie pri zadanych entropiach do urci-
tého radu, a to hlavne preto, Zze autori chet zachytit aj nelinearne vztahy medzi prvkami.
Moze sa zdat, ze podmienky maximalizicie volia autori iné ako my, napriklad ako maxi-
maliza¢na podmienka pre dve veli¢iny je v ¢lanku uvedena znalost vzajomnej informacie
medzi dvoma veli¢inami a znalost entropii oboch veli¢in. Tato podmienka je vsak ekviva-
lentné znalosti entropii prvého a druhého radu, ako I'ahko vidno zo vztahov 1.25. Podobne
by sme mohli ekvivalentne preformulovat vyssie rady podmienok. Dopliime, ako aj autori
v ¢lanku navrhuja, Ze by sme mohli dalej zavadzat nové druhy maximélnych entropii
pri inej vol'be zadanych informac¢nych veli¢in.

Uvedené tri typy maximélnych entropii boli definované ako suprémum entropie na ur-
Citej vybranej mnozine rozdeleni (aj preto sme zvolili ndzov tejto kapitoly). V ¢lankoch
sa stretneme eSte so Stvrtym druhom maximalnej entropie a spojenej informécie. Jeho
zavedenie vyplyva z problému vypocétu maximalnej entropie pri zadanych ciasto¢nych
entropiach, ktory je tazko riesitelny, a tak bol v [2| preformulovany na optimalizacny
problém na informa¢nych diagramoch. Tento typ veli¢in podrobnejsie popiSeme v kapi-
tolach 4 a 5. V poslednej kapitole tiez navrhneme piaty mozny typ maximalnej entropie,

ktory sa povodne v ¢lankoch vobec nevyskytuje.

2.2 Vety o entropii

V tejto podkapitole preskimame zakladné vlastnosti sekvencie maximalnych entropif

a dokazeme niektoré vztahy medzi tromi definovanymi konstrukciami.

2.2.1 Monotoénia a podmienky nezavislosti

Vyslovime a budeme chciet dokézat tvrdenia o monotoénii troch typov maximélnych
entropii. Myslienky dékazov by sa opakovali, preto ich pre prehladnost uvedieme v sérii
pomocnych tvrdeni, ktoré vyuzijeme aj v dokazoch v dalsich sekcidch. Ako prvé uvedme

jednoduché pozorovanie o suprémach:

Lema 2.19. Pre redlnu funkciu f s definicnym oborom B plati pre lubovolni neprdzdnu

A C B, Zesupy f <supg f.
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Suprémum budeme hladat na mnoZinach rozdeleni pravdepodobnosti vyhovujucich
viazbovym podmienkam, tie budu tvorit postupnost usporiadand inkluziou. Je zrejmé, ze

plati:

Lema 2.20. Nechn € N a {X} = {(X1,...,X,)} je mnoZina ndhodnych velicin s danym
oborom hodnét. Majme dané pre vietky k € n mnoZiny podmienok My, ktorych platnost
pre rozdelenie velicin z {X} moZeme poZadoval. Nech plati My C My C --- C M,.
Oznacéme dalej Ay, mnoZinu rozdeleni pravdepodobnosti velicin z { X}, ktoré spliiaji pod-

mienky v My. Potom plati A,, C A,_1 C --- C Aj.

Aby sme dokazali monoténiu maximalnych entropii, potrebujeme, aby nami zadavané
podmienky v tvare zadanych momentov, entropii, resp. margindlnych rozdeleni, tvorili

postupnost usporiadanu inkluziou, nie je tazké vidiet, Ze je to naozaj tak, teda plati:

Lema 2.21. Nechn € N, majme X = (Xy,...,X,,) ~ p(&) diskrétnu vektorovi ndhodnii
velicinu. Nech md X vsetky momenty a entropie k-teho rdadu konecéné pre vietky k € n.
Oznacme M} mnoZinu margindlnych rozdeleni X do rddu k vrdtane, M? mnoZinu entropii
X do rddu k vrdtane, M? mnoZinu momentov X do rddu k vrdtane. Potom pre takto

oznacené mnoziny podmienok plati Mf C Mg C .-+ C M pre vsetky j € {1,2,3}.

Platnost tvrdenia je zrejma. Mozeme si vSak v§imnut, Ze v tejto leme predpokladame
explicitne zadané podmienky na margindly do radu k vratane, ¢o je potrebné na to, aby
platila inkluzia. To je v8ak v praxi zbytoc¢né, pretoze marginédly radu £ jednoznac¢ne urcuju

marginaly nizsich rddov. Mozeme preto zaviest nové znacenie.

Znacenie 2.22. Zavedme oznacenie M; == M;. Majme dani mnozinu podmienok
M;, napriklad marginalne rozdelenia ur¢itého stupna. V tejto mnozine nie st explicitne
vypisané podmienky napriklad na hodnotu momentov do tohto stupia, ozna¢me mno-
zinu tychto hodnot M, ale vieme ich z marginal jednoznac¢ne urcit. Platnost podmienok

v mnozine M, teda implikuje platnost podmienok v mnoZzine M;.

Zjavne plati, Ze mnozina vézieb M), urcujica marginaly radu k sice nie je vo vztahu
inklizie s mnozinou M;_;, v ktorej st urCené marginaly radu k£ — 1, ale plati
M, = M, = --- = M. Vyslovme preto eSte pomocné tvrdenie, ktoré je zovse-
obecnenim lemy 2.20, budeme ho potrebovat pri dokaze monoténie entropie pri zadanych

marginalach, ale predovsetkym pri dokaze viet o vztahoch medzi konstrukciami.
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Lema 2.23. Nechn € N a {X} = {(Xy,...,X,)} je mnoZina ndhodnych velicin s da-
ngm oborom hodndét. Majme m € n a majme dané pre vsetky k € m mnoZiny podmie-
nok My, ktorych platnost pre rozdelenie veliciny z { X} mozZeme poZadovat. Nech plati
M, — M,,_1 — -+ = M;. Oznacme dalej A, mnozinu rozdeleni pravdepodob-

nosti velicin z { X}, ktoré spliiaji podmienky v My,. Potom plati A,, C Apm_1 C --- C A;.

Z uvedenych pomocnych tvrdeni uz vyplyva monotoénia vsetkych troch typov entro-
pie, mozeme teda vyslovit a dokazat tvrdenia 2.24, 2.29, 2.34.

V predpokladoch viet sa v nasledujicom texte viackrat objavi predpoklad, Ze na-
hodné veli¢ina X ma rovnaky obor hodnot, ako je obor hodnét zadany pre { X } mnozinu
veli¢in s danym oborom hodnot. Skratene budeme hovorit, ze X a {X} maji rovnaky

obor hodnot.

Veta 2.24 (Monoténia H(P®(X))). Majme ndhodni velicinu X = (X1, ..., X,) ~ p(x)
a mnoZinu {X} = {(X1,...,X,)} s rovnakym oborom hodnot. Mazimalizujme entropiu

pri margindlnych rozdeleniach veliciny X . Potom pre vsetky k € n—1 plat?

H(PM(X)) = H(PMY(X)). (2.7)

Dokaz. Vieme, 7e postupnost zadanych marginal splha podmienky z lemy 2.23, postup-
nost rozdeleni, ktoré dané podmienky spliuju je teda usporiadané inkliaziou a klesa. Ak
na tejto mnozine spoc¢itame suprémum hodnét entropie, z lemy 2.19 dostavame klesajicu

postupnost maximalnych entropii pri zadanych marginalach. O]

Poznamka 2.25. V zneni vety pre tplnost a suvislost s definiciou maximalnej entropie
uvadzame okrem nahodnej veli¢iny X aj mnozinu { X }. V nasledujicom texte nebudeme
vzdy tato mnozinu v zneni viet uvadzat, z kontextu je totiz zrejmé, ze tato mnozina
z definicie maximalnej entropie je jednoznacne urcéena oborom hodnot nahodnej velic¢iny,

pri ktorej marginélach, resp. momentoch alebo entropidch maximalizujeme.

Poznamka 2.26. Skor, nez vyslovime dal$iu poznamku tykajicu sa vety, objasnime,
ako ziskame maximalne entropické rozdelenie pri znalosti prvych marginalnych rozdelent,
samozrejme pri predpoklade, Zze takéto rozdelenie existuje, teda suprémum entropie sa
dosahuje. Pre jednoduchost majme {X} = {(X3, X3)} s konetnym oborom hodnét, ma-
ximalizujme entropiu pri danych marginalnych rozdeleniach prvého radu, oznac¢me ich,
v zhode so zna¢enim pouzitym v definicii 2.5, ako p(x;), p(x2). Potom maximélne en-

tropické rozdelenie ziskame ako p(zy,x2) = p(x1)p(z2). Intuitivne je to tak preto, Ze
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takto vytvorené rozdelenie je rozdelenim veli¢iny pri predpoklade nezavislosti jej zloziek.
Takouto volbou teda do systému nevnaSame Ziadnu novu informaéciu, entropia je ma-
ximalna. Rovnost tiez vyplyva, nie len intuitivne, ale aj matematicky korektne, z vety
1.31. Na danom rozdeleni sa totiz zjavne dosahuje horné hranica entropie, teda musi ist
o maximum. ZovSeobecnenie pre viaczlozkovu veli¢inu je priamociare. Vo vSeobecnosti
budeme maximélne entropické rozdelenie konzistentné s danymi marginalami popisovat

v poznamke 3.21.

Poznamka 2.27. Preskimajme, ¢i je neostrd nerovnost najlepSou moznou formu-
laciou vety 2.24. To, Ze nie vzdy nastéava rovnost, je jasné uz z troch uvede-
nych pomocnych tvrdeni, konkrétne v leme 2.21 vidno, Ze inklazie vo vSeobec-
nosti nemdzeme otacat. Zaujima nés eSte, ¢i vobec niekedy moze rovnost nastat),
teda ¢ by sme nemohli namiesto neostrej nerovnosti vo vete pouzit ostri. Presku-
majme nasledujici priklad. Majme X = (X1,...,Xn) ~ p(x) diskrétnu vektorovi na-
hodnt veli¢inu s koneénym oborom hodnot a predpokladajme nezavislost vsetkych
X;. Vieme urc¢it marginalne rozdelenia tejto velidiny a pouzit ich ako vizbové pod-
mienky, pri ktorych budeme hladat maximélnu entropiu. Potom vieme, Ze pri zna-
losti prvych marginalnych rozdeleni uréime maximalnu entropiu ako entropiu rozdelenia
p(x1, ..., x,) =D(z1) - ... - p(xy). Pri znalosti n-tych marginal vSak zadame ako vézbovi
podmienku opif p(x1,...,zn) = p(x1,...,20) = p(x1) - ... - p(zn), pretoze zlozky X su
nezévislé. Z uvedeného vyplyva, Ze nastava rovnost H(P® (X)) = H(P™ (X)), z mono-
tonie potom dostavame rovnost maximalnej entropie vSetkych radov. Najlepsou moznou

formuléciou vety je teda naozaj neostré nerovnost.

Uvedme este jedno pozorovanie vyplyvajuce z uvedeného prikladu. Zistili sme totiz,
7e pokial maximalizujeme pri marginalnych rozdeleniach prislusnych vektorovej nahodnej
veli¢ine s nezéavislymi zlozkami, tak je postupnost maximélnych entropii konstantna. Plati

vSak aj opacna implikacia, teda mozeme zhrniat nase pozorovanie do nasledujtcej vety.

Veta 2.28 (Nutné a postacujica podmienka nezéavislosti cez H(P®(X))). Majme nd-
hodnii velicinu X = (X1,...,Xn) ~ p(x) s konecnym oborom hodnoét. Mazimalizujme
entropiu pri margindlnych rozdelenitach veliciny X. Potom zlozky X st nezdvislé prdve
vtedy, ked je postupnost maximdlnych entropii pri zadanych margindlnych rozdeleniach

konstantnd, teda plat?

H(PY (X)) = H(PP (X)) = - = H(P" V(X)) = H(P"(X)).
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Doékaz. To, ze z nezavislosti vyplyva konstantnost postupnosti maximéalnych entropii,
sme ukazali v pozndmke 2.27. Odoévodnime teraz opacnii implikaciu, budeme postupo-
vat sporom. Nech je postupnost maximalnych entropii pri zadanych margindlnych roz-
deleniach konstantna a nech X nema nezavislé zlozky. Pracujeme s nahodnymi veli-
¢inami s koneénym oborom hodnot, teda suprémum entropie sa dosahuje na niekto-
rom z rozdeleni. Platia rovnosti H(PM(X)) = H(p(x1) - ... p(x,)) = Yo H(p(x:)),
H(P™(X)) = H(p(x)). Kedze ale zlozky X nie st nezavislé, z vety 1.31 dostéavame
ostrt nerovnost H (p(x)) < Sr, H(p(x;)), z toho uz H(P™ (X)) < H(PM(X)), ¢o je

spor s konStantnostou postupnosti. n

Veta 2.29 (Monoténia H(P<F>(X))). Majme X = (X1,...,X,) ~ p(x) a mnoZinu
{X} ={(X1,...,X,)} s rovnakym oborom hodnot. Maximalizujme entropiu pri momen-

toch veliciny X, predpokladajme ich konecnost. Potom pre vsetky k € n—1 plati
H(P<¥>(X)) > H(P<"1>(X)). (2.8)

Dokaz. Postupnost zadanych podmienok je usporiadané inkluziou, splita podmienky
z lemy 2.20, urcuje teda postupnost rozdeleni, ktora je taktiez usporiadana inkluziou
a klesa. Ak na tejto mnozine spocitame suprémum hodndt entropie, z lemy 2.19 dosta-

vame klesajicu postupnost maximalnych entropii pri zadanych marginalach. O]

Poznamka 2.30. Vo vSeobecnosti nastava nerovnost, podmienka na momenty radu k& + 1
moze zvysit nasu znalost o systéme, znizit maximalnu moznu entropiu, ale existuju pri-

pady, v ktorych nastava rovnost.

Priklad 2.31. Majme {X} = {(X1, X2)}, kde X; moze dosahovat hodnotu 0 alebo 1.
Maximalizujme hodnotu pri zadanych prvych momentoch E X; = 0.5, E Xy, = 0.5. Po-
tom maximéalna mozna entropia pri takto zadanych momentoch prvého radu je entropia
rovnomerného rozdelenia, teda 2 bity. Zadajme druhé momenty E X? = E X2 = 0.5,
E XXy = 0.25. Tieto momenty sii momentmi rovnomerného rozdelenia, teda aj maxi-
mélna entropia bude aj v tomto pripade rovna entropii rovnomerného rozdelenia, nastala

rovnost entropii prvého a druhého radu. Vo vete tak opat ponechéavame neostri nerovnost.

Pre entropiu maximalizovani pri zadanych marginalnych rozdeleniach sme okrem
vety o monotonii vyslovili aj nutnt a postacujucu podmienku nezéavislosti veli¢iny, podla
ktorej marginél maximalizujeme. Chceli by sme vyslovit podobnt vetu aj pre entropiu ma-

ximalizovanu pri danych momentoch. Pomocou momentov do urc¢itého radu vsak nie sme
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schopni zachytit vSetky zavislosti medzi veli¢inami, napriklad vieme, Ze nekorelovanost

veli¢in neimplikuje ich nezévislost. Podobnéa veta teda nemusi platit.

Priklad 2.32. Uvedme priklad, ktory vyvrati platnost implikacie v jednom smere. Uka-
zeme, ze z konStantnosti postupnosti entropii maximalizovanych pri zadanych momentoch
nevyplyva nezavislost zloziek veli¢iny, podla ktorej maximalizujeme. Majme dvojzlozkovi
diskrétnu nahodna velicinu X = (X1, X3), kde Ran X; = {0,1,2}, Ran X; = {0,1},
zlozky maju rozdelenie pravdepodobnosti uvedené v tabulke 2.1. Potom ich prvé a druhé
momenty st rovné momentom rovnomerného rozdelenia. Mame dve nahodné velic¢iny,
postupnost z vety je teda iba v tvare H(P<'>(X)) = H(P<*>(X)). Pokial zadame ako
maximaliza¢né momenty prave momenty rovnomerného rozdelenia, tak obe maximalne en-
tropie budu rovné entropii rovnomerného rozdelenia, teda log, 6. Lahko vSak nahliadneme,
ze zlozky X nie st nezavislé, teda neplati, ze by z konstantnosti postupnosti vyplyvala

nezavislost.

X2\ X1 0 1 2
0 1/12 | 1/3 | 1/12
1 1/4 0 1/4

Tabulka 2.1: ZdruZené rozdelenie pravdepodobnosti
veli¢in z prikladu 2.32

Poznamka 2.33. V strucnosti popiSeme, ako by sme postupovali pri konstrukcii protip-
rikladu na implikidciu v opacnom smere, t. j. chceme ukazat, ze ak aj maximalizujeme
pri momentoch nezéavislej veli¢iny, nemusi byt postupnost maximalnych entropii kon-
Stantna. Za veli¢inu, pri ktorej momentoch maximalizujeme, budeme volit takid, ktora
sice mé zlozky nezavislé, ale nemé rovnomerné rozdelenie. f)alej budeme pozadovat, aby
prvé momenty zloziek boli momentami rovnomerného rozdelenia, vyssie momenty uz ne-
musia byt. Potom pri prvych momentoch bude maximéalna entropia entropiou rovnomer-
ného rozdelenia, ale pri zadani niektorého vyssieho momentu, ktory uz nie je konzistentny
s rovnomernym rozdelenim maximalna entropia klesne, nebude teda platit, ze postupnost

je konstantna.

Dalej budeme pokracovat skiimanim monotonie a podmienok nezavislosti pre entro-

piu maximalizovani pri zadanych entropiach.

Veta 2.34 (Monotonia H(PH(X))). Majme X = (Xi,...,X,) ~ pla), mnoZinu

{X} = {(X1,...,X,)} s rovnakgm oborom hodnét. Maximalizujme entropiu pri entro-
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pidch veliciny X, predpokladajme ich konecnost. Potom pre vsetky k € n—1 plati
H(PW(X)) = H(P*(X)). (2.9)

Dokaz. Argumentovali by sme podobne, ako v dokaze vety 2.29. O]

Poznamka 2.35. Aj v tomto pripade nastava vo vSeobecnosti nerovnost, rovnost dosta-
vame v niektorych situaciach, napriklad nech {X} = {(Xy, X32)} je, podobne ako v pri-
klade 2.31, mnozina binarnych veli¢in. Zadajme ako maximalizacné podmienky hodnoty
entropii prvého radu H(X;) = H(X3) = 1 bit. Pri tychto podmienkach je maximélna
entropia 2 bity. Zadajme maximaliza¢nt podmienku druhého radu ako H(X;, Xy) = 2

bity, potom je jasné, Ze nastava rovnost maximalnych entropii prvého a druhého radu.

Entropie vyssich rddov, podobne ako marginédlne rozdelenia, umoznuju zachytit aku-
kol'vek zavislost medzi ndhodnymi veli¢inami. Preto méZeme aj pre entropiu maximalizo-
vanua pri zadanych k-tych entropiach vyslovit vetu o stvislosti konstantnosti postupnosti
maximalnych entropii a nezavislosti velic¢iny, z ktorej sme k-te entropie urcovali. Este
predtym objasnime, aka je maximalna entropia pri zadanych prvych entropiach, budeme

to totiz potrebovat do dokazu vety.

Poznamka 2.36. Majme {X} = {(X1,...,X,)} a maximalizujeme hodnotu entropie
pri entropiach prvého radu veli¢iny X = (X’l, e ,Xn), predpokladame ich konecnost.
Pozadujeme teda platnost H(X;) = H(X;) Vi € ii. Z vety 1.31 vieme, Ze pre vietky roz-
delenia p(z), ktoré maju zadané hodnoty prvych entropii, plati H(p(x)) < >_» , H(X;),
z toho dostavame priamo z definicie maximélnej entropie H(PW(X)) < Yo H(XG).
Ukazeme, ze vzdy medzi rozdeleniami ndhodnych veli¢in z mnoziny { X}, ktoré spliaji
podmienky na prvé entropie, najdeme rozdelenie g(x) také, na ktorom nastava rovnost
H(q(x)) = Y.r, H(X;). Zvolme ¢(x) ako su¢in prvych marginalnych rozdeleni veli-
¢iny X. Potom zlozky popisané rozdelenim ¢(x) st nezévislé, teda vo vete 1.31 nastéva
rovnost H(q(x)) = >.», H(q(x;)). Z toho, ako sme volili marginaly ¢ vSak vieme, Ze
H(q(z;)) = H(X;) = H(X;). Potom, pretoze, 7ze H(PW(X)) je suprémom cez vietky
mozné rozdelenia veli¢in z {X}, ktoré splhaji podmienky na zadané hodnoty prvych
entropif, moézeme odhadovat H(PW (X)) > H(q(x)) = S0, H(q(z:) = S0, H(X,).

Celkovo teda musi nastévat rovnost H(PY(X)) = S0 H(X;) = S0, H(X,).

Poznamka 2.37. V poznamke 2.36 sme podobne ako v definicii maximélnej entropie

pri zadanych entropidch pouzili znacenie H(X;) pre entropiu ndhodnej veli¢iny z mno-
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ziny {X}. Uvedenua rovnost H(X;) = H(X;) Vi € n teda chapeme tak, Ze plati pre Iu-
bovolne vybrant nadhodna veli¢inu z mnoziny {X}. Tento zapis budeme v podobnych

situaciach pouzivat aj v nasledujicom texte, predovsSetkym v kapitole 3.

Veta 2.38 (Nutna a postacujica podmienka nezavislosti cez H(P™(X))). Majme nd-
hodnii velicinu X = (Xl, LX) ~ p(x) s konecngm oborom hodnét. Mazimalizujme
entropiu pri entropidch veliciny X do wrcitého rddu. Potom zlozZky X si nezdvislé prave
vtedy, ked je postupnost maximdlnych entropii pri zadaniyjch entropidch konstantnd, teda
plati
H(PY(R) = H(PP(X)) = - = H(P(R) = H(PY(X)).

Doékaz. Vdaka monoténii maximalnej entropie staci, ked overime, Ze nezavislost zloziek
X nastava prave vtedy, ked H(PU (X)) = H(P"(X). Uvedomime si, Ze moZeme pre-
pisat vzfah H(PU(X)) = H(P"(X) na rovnost 3.7, H(p(x;)) = H(p(z)). Rovnost
H(p(x)) = H(P"(X)) je zrejma. Rovnost H(PM(X)) = S>7, H(p(x;)) sme odovodnili
v poznamke 2.36. Dokazované tvrdenie potom vyplyva z vety 1.31, ktorej tvrdenim je, Ze
rovnost sa vo vztahu H(jp(z)) = S, H(p(z;)) dosahuje prave vtedy, ked ma X nezavisle
zlozky. O]

2.2.2 Ohranic¢enost

Veta 2.39 (Dolné hranica maximalnych entropii). Mazimalizugme entropiu n-zloZkovej

ndhodnej veliciny. Potom pre vSetky k € n plati

H(P(X))>0 (2.10)

H(PH(X)) >0 (2.11)

H(P®W(X)) >0 (2.12)

Doékaz. Vztahy vyplyvaju z nezapornosti entropie lubovolného rozdelenia. O

Predpoklady vety chapeme tak, Zze nezapornost maximéalnych entropii plati pri ako-
kol'vek zadanych vizbovych podmienkach, preto blizsie nepopisujeme mnoziny hodnot

maximaliza¢nych podmienok.

Veta 2.40 (Hornéa hranica maximélnych entropii). Nech n € N, k € n. Majme ndhodni

velicinu X = (X1,...,Xn) ~ p(x). Mazimalizujme entropiu pri margindlach X rddu k,
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resp. pri entropidch veliciny X do rddu k alebo pri jej momentoch do radu k. Potom plati

PH(X)) < Z H(X;) (2.13)
H(PM(X)) < Zn: H(X;). (2.14)
=1
Dalej plati
H(PH(X)) < Zlogg 1% | (2.15)
P (X)) < Zlogz 1% (2.16)
H(P<* (X)) < Zlog2 161, (2.17)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.

Dékaz. Vztahy (2.15),(2.16) a (2.17) vyplyvaju priamo z vety 1.32. Vztahy (2.13) a (2.14)
vyplyvajit 2 toho, 7e plati H(PU(X)) = Y0, H(X,) a H(PW(X)) = Y1, H(X,), ako
sme odovodnili v poznamkach 2.36 a 2.26, a z monoténie maximalnych entropii, ako sme

ju ukazali vo vetach 2.34 a 2.24. [

Poznamka 2.41. Poznamenajme, Ze pre entropiu maximalizovani pri zadanych
momentoch X nemusf platit, Ze by jej hodnota bola zhora ohrani¢end vyrazom
S H (Xl) Protipriklad uvidime v 2.56, tam totiz ukéZeme rozdelenie, pre ktoré na-

stava nerovnost H(PM(X)) < H(P<'>(X)), ¢o ako vieme je ekvivalentné nerovnosti
Y H(X) < H(P<>(X)).

Poznamka 2.42. Vety sme vyslovili s pomerne slabymi predpokladmi, odhady bez dal-
Sich poziadavok na vlastnosti veli¢in nevieme zlepsit. Vieme l'ahko najst priklady ma-

ximéalne entropickych rozdeleni, pri ktorych nastéva rovnost v dolnom, resp. v hornom

odhade.

Priklad 2.43. Majme opat {X} = {(X1, X2)} s bindrnym oborom hodnoét. Rovnost
v dolnom odhade mozeme ilustrovat na volbe entropii, marginalnych rozdeleni a momen-
tov pre rad 1. Ked entropie prvého radu volime nulové, aj maximélne entropia pri znalosti

entropii prvého stupia bude nulova. Podobne, ked volime obidva prvé momenty nulové,
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jediné rozdelenie, ktoré je v sulade s tymito momentmi, je rozdelenie, kde p;(1) = 0,
pre i € {1,2}. Toto rozdelenie ma nulovi entropiu. Rozdelenie s nulovou entropiou by
sme dostali aj pri volbe oboch prvych momentov rovnych 1. Zostdva nam uréit mar-
ginalne rozdelenia, pri ktorych maximalna entropia dosahuje hodnotu 0. Lahko vidime,
ze nulovi hodnotu entropie buda mat prave tie rozdelenia, kde jedna z hodnét nastéva
s pravdepodobnostou 1, druha hodnota nenastava.

Uvedme teraz priklad pre rovnost v hornom odhade pre maximalizéciu pri zada-
nych entropiach a marginalach, myslime tym rovnost maximéalnych entropii a vyrazu
S H(X;). Majme { X} = {(X1,..., X,)}, kde X; majt koneény obor hodnét, entropiu
maximalizujeme pri marginalach a entropiach vypocitanych z X = (X1,...,Xn) ~ plx)
s rovnakym oborom hodnét, kde X; st navzajom nezavislé. Potom vieme, Ze nastéva rov-
nost v hornom odhade, ako sme uz videli v dokaze nutnych a postacujicich podmienok
nezavislosti. Taktuto volbu mozeme urobit pre Tubovolny rad k. Ak by sme chceli dosiah-
nut rovnost maximélnych entropii s vyrazom S logy || X, staéi volit maximalizaéné

podmienky také, ktoré vypocitame z rovnomerného rozdelenia.

Poznamka 2.44. V tejto podkapitole sme ilustrovali rovnosti v hornych a v dolnych
odhadoch maximélnych entropii len jednym prikladom, tiez vyslovené vety o monotonii
a ohrani¢enosti maju sice vseobecnt platnost, ale ich tvrdenia st jednoduché. V kapitole 3,
kde budeme skimat interakcie medzi veli¢inami, ndjdeme vSeobecnejsi popis toho, kedy
sa dosahuje horna hranica entropie, uvidime tiez, ze pri urcitych predpokladoch budeme

vediet najst dalsie vztahy medzi entropiami jedného druhu réznych radov.

2.2.3 Vztahy medzi konstrukciami

Presktimali sme monotoniu a ohrani¢enost sekvencii maximalnych entropii kazdého
z troch typov, tiez sme vyslovili kritéria nezavislosti. Mohli by nas zaujimat mnohé iné
vlastnosti, napriklad vztahy medzi jednotlivymi druhmi maximéalnych entropii. Prieskum
niektorych vztahov bude priamociary a bude zalozeny na zneni pomocnych tvrdeni 2.19
a 2.20, respektive na ich zovSeobecneni 2.23. Skor, nez tieto vztahy vyslovime korektne
vo vetach, popisme slovne tvrdenie a predpoklady viet.

Chceli by sme preskumat situaciu, ked mame data, z ktorych sme schopni vypoci-
tat napriklad marginalne rozdelenia aj entropie, alebo marginalne rozdelenia aj momenty
urcitého rddu. Vo vetach budeme data reprezentovat ndhodnou veli¢inou X. Prislugné

momenty, resp. marginélne rozdelenia alebo entropie vypocitané z X pouzijeme ako véiz-
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bové podmienky, ndjdeme maximélne entropie. Zaujima nas, ¢i plati rovnost alebo nejaky
typ nerovnosti medzi dvoma druhmi takto vypocitanej maximalnej entropie. Vety najprv
uvedieme v plnom zneni, presne popiSeme, ako sa volia mnoziny vézbovych podmienok,

v poznamkach potom uvedieme ich skratené znenie bez technickych detailov.

Veta 2.45 (Vztah H(P®W (X)) a H(PM(X))). Majme k € N, n € N také, ze k < n,
(X} = {(X1,...,X,)}, dalej majme X = (Xy,...,X,) ~ p(x) s rovnakgm oborom
hodnot. Majme indexovii mnoZinu N® z definicie H(P®™ (X)), jej proky oznacme m;.
Oznacme B = {pp,(x) | n; € NWY. Za vektorové velicing X; v definicii 2.5 zvolime
vektorové ndahodné veliciny urcené rozdeleniami v B.

Magjme indezovii mnozinu N® z definicie H(PW(X)), jej proky oznacme #y. Nech existuji
konecné Hy, = H(X;,, ..., X;.) pre vietky (1, . . ., ji) = ™. Za mnoZinu hodnét podmienok
MW v definicii 2.15 polozme MW = {Hy, | 7, € NM}.

Potom pre takto definované maximdlne entropie plati
H(P[’“}(}Z’)) > H(ﬂk)(fc)). (2.18)

Doékaz. Mame M™ mnozinu podmienok dant entropiami do radu k vratane, oznacme
M®) mnozinu podmienok dant marginalnymi rozdeleniami radu k. Staéi overit, Ze plati
M® — M zvysok uz plynie z pomocnych tvrdeni 2.19 a 2.23. Naozaj, vdaka tomu,
ako sme vo vete definovali pomocnt veli¢inu X plati, Ze entropie, ktoré by sme vypocitali
z marginalnych rozdeleni v M®*) st rovnaké, ako tie, pri ktorych maximalizujeme, teda
plati M® — MW Opacna implikicia nemusi platit, znalost entropii nie je vzdy

postacujica na jednozna¢né urc¢enie marginélneho rozdelenia daného radu. O]
Poznamka 2.46. Uvedme niekolko pozorovani tykajucich sa vety:

e Ako sme uz upozornovali v komentari za definiciou 1.14, musime predpokladat
konec¢nost entropii do rddu k vratane, pretoZe entropia je len Specidlnym typom
strednej hodnoty a vo vSeobecnosti nemame zarucenu jej konec¢nost pre diskrétne
nahodné veli¢iny so spocitatelnym oborom hodnét. Podobne vo vete 2.48 budeme

musiet predpokladat existenciu konecnych vyssich momentov.

e V dokaze sme uviedli, Ze nemusi nastavat ekvivalencia mnozin podmienok. Uvedme
eSte priklad, kedy nastéva rovnost maximalnych entropii, aby bolo jasné, ze v tvrdeni
vety by nestacila ostra nerovnost. Majme X = (X7, X3) s nezavislymi zlozkami, teda

rozdelenie druhého stupna bude v tvare p(z1,z5) = p(z1)p(x2). Potom maximalna
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entropia pri danom takomto rozdeleni je rovnaka, ako maximélna entropia pri za-
danych entropiach, a to pre stupen 1 aj stupen 2. Okrem toho rovnost pre k =1
nastava pre Tubovolné rozdelenie veli¢iny X. Dalsi pripad, v ktorom nastéva rov-
nost uvidime v kapitole 3, kde ukazeme, Ze pre systémy, v ktorych sa prejavuji len

urcité typy interakcii, bude platit rovnost tychto dvoch typov maximalnej entropie.

To, ze v dokaze nemusi nastavat ekvivalencia podmienok eSte nemusi znamenat, ze
v skutocnosti neplati vo vete rovnost. Na to, aby sme ukazali, Ze neostré nerovnost
je najlepsou moznou formulaciou vety by sme potrebovali najst priklad, v ktorom
nastane ostra nerovnost medzi danymi dvoma druhmi entropie. Otézku existencie

takéhoto prikladu ponechavame otvorent.

Poznamenajme, Ze znalost entropii nie je dostato¢na na urcenie marginalneho roz-
delenia ani v zmysle takom, Ze by sme dokazali urc¢it pravdepodobnosti jednotlivych
hodnét a len ich nevedeli priradit ku spravnym hodnotam z oboru hodnét. Ilus-
trujme na priklade, ¢o presne myslime. Majme dant entropiu prvého radu pre jed-
nozlozkovu diskrétnu nadhodnu veli¢inu, ktorej obor hodnét ma tri prvky, hladame
jej hustotu pravdepodobnosti, t.j. p1, p2, p3. Zvolme hodnotu p, fixne z intervalu
[0, 1], dalej nech bez ujmy na vSeobecnosti p; < p3. Potom moZzeme volit p; a ps tak,
aby bola dosiahnuta dana hodnota entropie a aby p bola hustota pravdepodobnosti,
tato volba je pre pevné py prave jedna. Z uvedeného vyplyva, Ze existuje rozdele-
nie pravdepodobnosti pre Tubovolne volené ps, a teda hodnoty rozdelenia zloziek

pravdepodobnosti nie st dané jednoznacne.

Uvedme esSte skratené znenie vety bez presného popisu indexovania mnozin.

Poznamka 2.47 (Vztah H(P® (X)) a H(P¥ (X)), slovne). Majme k € N, nech n € N
take, ze k < n, {X} = {(X1,...,Xn)}, dalej majme X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovna-

kym oborom hodnét. Maximalizujme entropiu pri marginalnych rozdeleniach veli¢iny X

a pri jej entropiach, predpokladajme ich konecnost. Potom plati

H(PW(X)) > H(PW(X)). (2.19)

Presktimajme teraz vztah medzi entropiami maximalizovanymi pri zadanych momen-

toch a marginéalach. Opéat uvedieme najprv vetu s presnymi detailami a potom v poznamke

jej skratené slovné znenie.
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Veta 2.48 (Vztah H(P<* (X)) a H(P%™(X))). Majme k € N, nech n € N také, e
k<n, {X}={(X1,...,Xn)}, dalej majme X = (X1,...,Xn) ~ p(a) s rovnakym obo-
rom hodnoét. Majme indezovi mnozinu N®) z definicie H(IS(’“)(X)), jej proky oznacéme n;.
Oznacme B = {pn,(x) | n; € N®Y. Za vektorové veliciny X; v definicii 2.5 zvolme vek-
torové ndhodné veliciny urcené rozdeleniami v B.

Majme indexovi mnozinu N<*> z definicie H(P<k>()~()), jej prvky oznaéme my. Nech
existuji konecné Eg, = E(le, . ,in) pre vsetky (j1,-..,Ji) = Ny. Za mnoZinu hodnot
podmienok M<*> v definicii 2.11 polozme M<*> = {Eg, | n; € N'}.

Potom pre takto definované maximdlne entropie plati
H(P<>(X)) > H(PW (X)), (2.20)

Dékaz. Mame M <*> mnozinu podmienok dant momentmi do rddu k vratane, oznaéme
M®) mnozinu podmienok dant marginalnymi rozdeleniami radu k. Podobne ako v pred-
chadzajicom dokaze stadi overit, ze plati M*®) —  M<*¥>_ Je zrejmé, ze plati, 7e
momenty, ktoré by sme vypoéitali z marginalnych rozdeleni v M(®) st rovnaké, ako tie,
pri ktorych maximalizujeme, teda M®*) — M<F>. Opac¢na implikicia nemusi platit,
znalost momentov nie je vzdy postacujica na jednozna¢né urcenie marginalneho rozdele-

nia. O

Poznamka 2.49 (Vztah H(P<* (X)) a H(P® (X)), slovne). Majme k € N, n € N
take, ze k < n, {X} = {(X1,...,X,)}, dalej majme X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovna-
kym oborom hodndt. Maximalizujme entropiu pri marginalnych rozdeleniach X a pri j€j

momentoch, predpokladajme ich kone¢nost. Potom plati
H(P<*(X)) > H(P®(X)). (2.21)

Poznamka 2.50. Podobne ako vo vete 2.45, vo vS8eobecnosti nastédva nerovnost, pod-
mienky na maximalizédciu v dvoch mnozinach si nie st ekvivalentné. Zaroven vieme uviest

priklad, kedy nastava rovnost.

Priklad 2.51. Majme binarnu vektorovii nahodnu veli¢inu X = (X;, X;). Potom zna-
lost prvych momentov ndm jednoznac¢ne ur¢uje marginalne rozdelenia 1. stupna, pretoze
E(f(l) =pi1(1), E(f(g) = po(1), kde p; sme oznaéili rozdelenie X;. Podobne zo znalosti pr-

vych a druhych momentov jednoznac¢ne uréime celé rozdelenie p(x). Z uvedeného vyplyva,
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ze mnoziny podmienok, pri ktorych maximalizujeme st si v tomto pripade ekvivalentné

a nastava rovnost maximalnych entropii pre rad 1 aj 2.

Okrem toho, ze dokdzeme najst priklad rovnosti, dokdzeme najst aj priklad, v ktorom
nastéva ostra nerovnost medzi danymi dvoma druhmi entropie. Uvedme najjednoduchsi

mozny takyto priklad a tym je maximalizicia entropie jednozlozkovej veli¢iny.

Priklad 2.52. Majme {X} s oborom hodnét {0,1,3}. Vezmime za X z vety ndhodna
veli¢inu s rovnakym oborom hodnot a s rozdelenim p(0) = 0, p(1) = 1, p(3) = 0.
Potom jej prvy moment je EX = 1, jej entropia je H(X’) = 0. Pri tychto hodno-
tach budeme maximalizovat. Najprv si uvedomime, Ze takyto moment mé aj rozdelenie
5(0) = 0.5, (1) = 0.25, H(3) = 0.25. Plati teda H(P<>(X)) > 1.5 bitu, zaroveir plati
H(PY(X)) = H(X) = 0. Nastava teda ostra nerovnost H(P<'>(X)) > H(PM(X)).
Vlastnosti ndhodnej veli¢iny s oborom hodnot {0, 1,3} sa l'ahko skuamajua, preto sa vy-

skytne eSte aj v priklade 3.55.

Priklad 2.53. Dopliime pozorovanie o binarnych veli¢inach z prikladu 2.51. Majme
mnozinu {X} = {(X;,X»)}, kde obe X; mé67u dosahovat hodnoty 0 alebo 1. Po-
tom plati nezéavisle na rozdeleni, z ktorého pocitame vézbové podmienky rovnost
H(P™ (X)) = H(P<¥>(X)) = H(P¥(X)) pre k € {1,2}. Vyplyva to z toho, Ze zo zna-
losti momentov prislusného radu vieme jednoznac¢ne urcéit marginalne rozdelenie toho
radu, podobne ho vieme urcit zo znalosti prvych entropii, teda zadané podmienky, pri kto-
rych maximalizujeme, st ekvivalentné. Upozornime, Ze v pripade zadanych entropii je
rozdelenie urcené az na symetrie - vieme urcit jednotlivé hodnoty pravdepodobnosti, ale
mame dve moznosti, ako volit, ktora hodnota sa s danou pravdepodobnostou dosahuje.
Pozorovanie o rovnosti entropii vSetkych druhov prvého a druhého radu by sme mohli

priamociaro zovSeobecnit na viacrozmerni vektorova bindrnu veli¢inu.

Poznamka 2.54. V texte uvadzame viacero prikladov, kde sme schopni explicitne spo-
¢itat hodnoty maximalnych entropii. Lahko sa daju najst napriklad pre binarne velic¢iny
alebo pre jednozlozkovi diskrétnu vektorovii ndhodnu veli¢inu. Upozoriujeme vsak, ze
tloha na hladanie maxima entropie vo v8eobecnosti nemusi byt Tahko rieSitelna, a to
ani pre veli¢iny s konetnym oborom hodnét. Tvar maximélne entropického rozdelenia
pri zadanych momentoch pre konkrétny pripad troch nahodnych veli¢in uvedieme v pri-
klade 2.56, tvar rozdelenia konzistentného s danymi marginalnymi rozdeleniami alebo

entropiami budeme blizsie skimat v kapitole 3.
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Poznamka 2.55. Poznamenajme, 7e vztah medzi poslednymi dvoma typmi maximal-
nej entropie, teda medzi entropiou maximalizovanou pri danych entropiach a pri ur-
¢enych momentoch, nemoézeme odvodit a ukézat cez lemu 2.23, pretoze znalost mo-
mentov neimplikuje znalost entropii a ani naopak, entropie jednoznacne neurcuji mo-
menty. Na zaver sekcie eSte preskiimame priklad, z ktorého bude jasné, Ze nerovnost
H(PM(X)) > H(P<* (X)) urcite nie je vidy splnena. Otazku, & vidy plati opacna

nerovnost, ponechavame otvorent.

Priklad 2.56 (Maximalizdcia pri zadanych momentoch). Na zéklade prikladu 2.53
mozme usudit, ze ak chceme, aby sa maximalne entropie roznych druhov nerovnali, po-
trebujeme pracovat s veli¢inami, ktoré nie si binarne. Majme preto {X} a {Y'}, nech
obor hodnot {X} je {0,1,2}, obor hodnot {Y'} je {0,1}. Majme zadané hodnoty prvych
momentov EX = A, EY = B. Potom metdédou Lagrangeovych multiplikdtorov mézeme
spocitat hodnotu maximalnej entropie a tiez urcit, na akom rozdeleni sa dosahuje. Upo-
zornime na technicky detail, ktory vyplyva z podmienok na diferencovatelnost funkcie,
ktort maximalizujeme. Budeme pozadovat, ze hodnoty px y (z,y) st nenulové pre vietky
x,1y. V praxi ndm to vSak neprekaza, pretoze maximum entropie by sa dosahovalo na roz-
deleni, ktoré ma nejaké pxy(z,y) = 0 iba vtedy, ak by to bolo jediné mozné rozdelenie
s danymi momentami. Majme teda dané EX a EY také, Ze existuji rozdelenia, ktoré
maji zadané momenty a pxy(z,y) je nenulové pre vsetky z,y, potom moézeme hodnoty
multiplikdtorov moézeme ziskat vyjadrenim zo vztahov

(1 — B)exp(1) B 4o expat 2exp2a

e = —-————— = .
1 +expa—+exp2a xp 3 1-B 1 +expa—+expla

eXpvy =

Rozdelenie na ktorom sa maximum dosahuje potom néjdeme dosadenim do rovnosti

pxy(0,0) =exp(y — 1) pxy(0,1) =exp(y+ 6 —1)
px,y(1,0) = exp(a+v—1) pxy(1,1) =expla+B+v—1)
pxy(2,0) = exp(y + 2a — 1) pxy(2,1) =expa+ 5+ v —1).

Chceme najst priklad na nerovnost medzi H(PU(X)) a H(P<'>(X)). Maximalne en-
tropické rozdelenie pri zadanych prvych momentoch sme nasli vyssSie. Zostava ndm najst
maximélnu entropiu pri zadanych entropiach. Vieme, Zze pre prvy rad zadanych entropii
je tato tloha l'ahko rieSitelna, maximéalna entropia konzistentna s danymi entropiami pr-

vého radu je ich siucet. Mozeme teda vypocitat oba druhy entropie pre prvy rad zadanych
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podmienok. Zadajme ako vizbové podmienky prvé entropie a prvé momenty spocitané

7 rozdelenia

pr(O, 0) = 0, 1 pj(y(l, O) = 0, 1 pr(Z, 0) = 0, 1
pj(y(o,l) :0,1 p)gy(l,l) :O,l pj(y<2,1) 20,5.
Potom hodnoty maximélnych entropii si po zaokrihleni H(PUW(X)) = 2,252

a H(P<'>(X)) = 2,286, nastava nerovnost H(P!(X)) < H(P<'>(X)). Ak by sme ako
rozdelenie, z ktorého pocitame vizbové podmienky zadali rovnomerné rozdelenie, nastala
by rovnost. Citatelovi urcite napadne, preco na tomto priklade neilustrujeme vhodnou
volbou aj opa¢nii nerovnost. Nahodne sme generovali 400 000 rozdeleni pravdepodob-
nosti, spocitali ich entropie a momenty prvého stupna a zadali ich ako maximaliza¢né
podmienky. Ani v jednom z tychto pripadov nenastala opacné nerovnost. Rozdelenia sme
generovali pomocou C++ funkcii srand a rand, pociatoéni podmienku, takzvany seed,
sme zndhodnili pomocou funkcie time. Generovali sme kazda zlozku rozdelenia osobitne
a nasledne normovali sticet na 1. Podobny postup sme realizovali aj pre obory hodnot
{0,1,2}, taktiez sa nam nepodarilo néajst priklad na opa¢nt nerovnost. Ako sme uz spo-

minali, otazku, ¢i tato nerovnost moze alebo nemoze nastat, ponechédvame otvorend.

Tymto uzatvarame prehl'ad zakladnych vlastnosti maximalnych entropii, v nasleduju-
cej podkapitole budeme sktimat spojené informécie a tiez sa dostaneme k ¢asti zaujimavej
aj z pohladu pripadnych aplikacii, konkrétne k sktimaniu vlastnosti nami definovanych

funkcionalov na systéme, v ktorom sa prejavuja interakcie medzi jeho zlozkami.

2.3 Vety o spojenej informacii

V dal8om postupe sa zameriame na vlastnosti spojenej informécie, zvia¢sa priamo vy-
plyvajuce z vlastnosti sekvencie maximélnych entropii daného typu, ktoré sme presktimali

v predchadzajicej casti.

2.3.1 Ohranic¢enost

Veta 2.57 (Ohranic¢enost ]C[k](f()) Nechn € N, k € ii. Majme X = (X1,...,Xn) ~ p(x)

s konecnym oborom hodnét. Mazximalizujme entropiu pri entropidch X do rddu k.
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Potom plati

IM(X)>0 (2.22)
19(X) < Z H(Z) (2.23)
IM(X) < Z1og2 11, (2.24)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.

Doékaz Vztah (2.22) plati vd'aka monotonii H(P¥(X)). Nerovnosti (2.23) a (2.24) zis-
kame z odhadu I"/(X) = H(PF1(X)) — H(PH(X)) < H(P*1(X)) < H(PY(X)) =
S UH(X) < 300 logy ||X]|, kde sme vyuzili vztahy pre horné a dolné odhady maxi-

mélnej entropie pri danych entropiach a vetu 1.32. O
Podobné vety mozeme vyslovit a ukizat aj pre ostatné typy spojenej informacie.

Veta 2.58 (Ohranicenost I=5>(X)). Majmen e N, k € fi a X = (X1,...,X,) ~ p(x)
s koneénym oborom hodnoét. Mazximalizujme entropiu pri momentoch X do rddu k. Potom

plati

I~ (X) >0 (2.25)

I57>(X) < Zlogg B4R (2.26)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.

Dékaz. Dolny odhad (2.25) vyplyva z monotonie H(ﬁ<k>()z)) Pri maximalizacii pri za-
danych momentoch nemusi platit H(PM(X)) = Y% H(X;), preto v zneni vety uvé-
dzame len jeden horny odhad (2.26). Jeho platnost vyplyva z nasledujuceho odhadu
I7(X) = H(P™>(X)) = H(P<>(X)) < H(PT(X)) < L, logs | X, kde

sme vyuzili horné a dolné odhady pre maximélnu entropiu. O

Veta 2.59 (Ohrani¢enost Ic(k)(f()) Nechn € N, k € ii. Magme X = (X1, ..., X)) ~ p(x)

s konecnym oborom hodnét. Mazximalizujme entropiu pri margindlach X rddu k.
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Potom plati

IM(X)>0 (2.27)
w@mimm (228)
IM(X) < Zlogg B4R (2.29)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.
Doékaz. Ukézali by sme podobne, ako vetu 2.57. O

Vdaka tomu, Ze spojend informacia je definovana ako rozdiel maximélnych entro-
pif dvoch po sebe iducich radov, okamzitym dosledkom viet o ohrani¢enosti maximalne;j
entropie je aj ohrani¢enost sumy spojenych informacii.

Veta 2.60 (Ohranic¢enost 3. 1.). Nechn € N, k € . Majme X = (X1,...,X,) ~ p(x)

s konecnym oborom hodnét. Potom plati

iw@miMMSimmm (2:30)
Zf<k> ) < Zlogg 1% |l (2.31)
ZI M(X) < ZH ) < Zlogg (B4 (2.32)

Dékaz. Ukazeme platnost odhadu (2.30) odhady (2.31), (2.32) by sa ukazali analogicky.
Mozeme odhadovat nasledovne 37, IF(X) = S0 ( (PF-1(X)) — H(]B[k]()z))>

b= 1H(P[k]( )) = Y, H(PW(X)) = H(PM(X)) - H(PM'(X)) < H(PM(X)) <
S UH(X) <300 logy || X, kde sme vyuzili odhady z viet 2.39 a 2.40.

U

2.3.2 Podmienky nezavislosti

Uvedme teraz dva dosledky nutnych a postac¢ujucich podmienok nezévislosti formu-

lovanych vo vetach 2.28 a 2.38, ich platnost vyplyva priamo z uvedenych tvrdeni.

Veta 2.61 (Nutna a postacujica podmienka nezévislosti cez Ic(k)(f( )). Majme ndhodni

velicinu X = (X1,...,Xn) ~ p(x) s konecngm oborom hodnét. Mazimalizujme entropiu
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pri margindlnych rozdeleniach veliciny X. Potom zlozky X su nezdvislé prdve vtedy, ked
je postupnost spojenyjch informdcii pri zadanych margindlnych rozdeleniach nulovd, teda
plati

IM(X)=0 VE € {2,..,n}.

Doékaz. Vyplyva z vety 2.28. m

Veta 2.62 (Nutna a postacujuca podmienka nezéavislosti cez ]c[k]()z )). Majme ndhodni
velicinu X = (Xl, . ,Xn) ~ p(x) s konecnym oborom hodnét. Mazimalizujme entropiu
pri entropidch veliciny X do urcitého rdadu. Potom zlozky X s nezdvislé prave vtedy, ked

je postupnost spojengch informdcii pri zadangch entropidach nulovd, teda plati
IM(X)=0 Vk € {2,...,n}.

Doékaz. Vyplyva z vety 2.38. [

Preskamali sme niekol'ko zakladnych vlastnosti spojenej informécie, dalej budeme
skiimat jej moznu interpretaciu a jej vlastnosti v zévislosti na interakcidch pritomnych

medzi jednotlivymi zlozkami skiimaného systému.
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Kapitola 3
Interakcie

Presktimali sme niektoré jednoduché vlastnosti spojenej informacie. Mohlo by nas
dalej zaujimat, ako sa da interpretovat jej vyznam v ramci popisu komplexného systému.
Jednou z moznych interpretacii je, ze hodnota spojenej informécie odraza mnozstvo infor-
maécie, o ktoré sa nasa znalost o systéme lisi, ak mame moznost skimat zvolené parametre
dvoch po sebe idicich radov, t. j. marginalne rozdelenia radu k a radu k + 1, entropie
do rddu k£ a do radu k + 1 alebo momenty tychto radov. V tejto kapitole podrobnejsie
preskimame, ¢i je tato interpretacia vhodna.

V pripade LW(X ) a Ic(k)(X ) sme zistili, Ze zlozky skimanej vektorovej nahodnej
veliéiny su zavislé prave vtedy, ked postupnost tychto dvoch typov spojenej informécie
nie je konstantne nulova (pre I<%>(X) toto tvrdenie neplati). Tymto sa otvara otazka, ¢
v pripade zévislosti zloziek st niektoré ¢leny postupnosti spojenych informacii aj nadalej
nulové a ktoré ¢leny naopak urc¢ite nulové nie si. Uvidime, Ze tito otazku budeme vediet
sCasti zodpovedat, budeme v8ak na to najprv potrebovat definovat pojem interakcia k-teho
radu a preskiimat maximélne entropické rozdelenia pri urcitych vazbovych podmienkach.
Skor, nez k tomu pristupime, uvedme dva priklady na veli¢iny, u ktorych sa prejavuje
zavislost vyssich radov, zatial budeme pojem interakcia vyuzivat volne, v jeho intuitivnom

vyzname.

Priklad 3.1 (XOR). Priklad, v ktorom méame zadané dve ndhodné binarne veli¢iny a de-
finujeme tretiu nadhodnu veli¢inu ako ich XOR, byva pouzivany na ilustraciu vztahov
medzi ¢astami systému v réznych kontextoch. Podobne aj v nasom pripade ho autori
diskutovali v ¢lanku [1]. Majme vektorovi ndhodnu veli¢inu X = (X1, X3, X3). Nech X,

a Xy st nezavislé binarne ndhodné veli¢iny s uniformnym rozdelenim pravdepodobnosti,
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dalej nech X3 = XOR (X1, X3). Rozdelenie pravdepodobnosti tychto veli¢in je uvedené
v tabulke 3.1.

T1, 79,73 | p(T1, To, T3) || 1, T2, T3 | p(T1, T, T3)
000 | 1/4 011 | 1/4

100 |0 101 |1/4

0,1,0 0 11,0 1/4

0,0,1 0 11,1 0

Tabulka 3.1: Rozdelenie pravdepodobnosti veli¢in z prikladu 3.1,
X3 = XOR(X7, X5)

Rozdelenie troch veliéin vo vztahu XOR uvedené v tabulke 3.1 méa nasledovné hod-

noty entropie a vzajomnej informacie

Vypocitajme vetky typy spojenej informécie druhého a treticho radu. Pripomenime,
ze v definicii entropie pocitame s logaritmom so zédkladom 2, vysledky tak budia v bi-
toch. IP(X) = 0, pretoze H(P2(X)) = H(PM(X)) =322 | H(X,) = 3. Ak totiz zvo-
lime za entropie, pri ktorych hladdme maximalne entropické rozdelenie, entropie 1. a 2.
stupna vypocitané z rozdelenia pre XOR, tak maximalne entropické rozdelenie, ktoré
mé takéto hodnoty entropii 1. a 2. stupna, bude uniformné. Toto rozdelenie mé entro-
piu 3 bity. Dalej IF(X) = 1, lebo H(PBI(X)) = H(X}, X2, X3) = 2. Pre spojent in-
formaciu pri zachovani marginélnych rozdeleni plati LEQ)(X ) =0, 18(3)()2 ) = L. Dalej
I C<2>(X ) = 0. Rovnost druhého stupia spojenych informécii vSetkych troch typov sme
ocakavali z rovnosti maximélnych entropii 1. a 2. stupia pre binarne veli¢iny, ktort sme uz
viedli v priklade 2.53. Zostava nam urcit hodnotu =3 (X). Za zadané momenty teda zvo-
lime momenty vypocitané z rozdelenia pre XOR. Opét zistime, Ze pri zadanych nosi¢och
uz z hodnét momentov tretieho rddu vieme jednoznacne urcit, ze rozdelenie popisujice
nase veli¢iny je XOR, je to zaroven rozdelenie s maximalnou entropiou pri zadanych mo-
mentoch. Celkovo dostavame, rovnako ako pre spojené informécie tretieho radu ostatnych

druhov, I73>(X) = 3 — 2 = 1, ¢o by sme mohli interpretovat ako interakciu len medzi

trojicou premennych.
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Priklad 3.2 (Interakcie medzi dvojicami). Uvedme priklad na velic¢iny, u ktorych sa
neprejavuje interakcia v trojiciach, ale len v paroch. Majme vektorova nahodni veli¢inu
X = (Xl, Xg, Xg) Nech X 1a )~(2 st nezévislé binarne veli¢iny s uniformnym rozdelenim
pravdepodobnosti. Nech X5 = X;. Rozdelenie pravdepodobnosti pre takéto velidiny je

uvedené v tabulke 3.2.

Ty, 9, T3 | p(T1, o, T3) || T1, To, T3 | p(T1, Ty, T3)
000 | 1/4 011 |0

100 |0 10,1 1/4

0,1,0 1/4 11,0 0

0,0,1 0 11,1 1/4

Tabulka 3.2: Rozdelenie pravdepodobnosti z prikladu 3.2, X5 = X;

Hodnoty entropii a vzdjomnej informécie pre veli¢iny s rozdelenim pravdepodobnosti

z tabulky 3.2 st nasledovné

H(X)) = H(X;) = H(X3)

R

R

H(X:,Xo) = H(X,, X3) =2,

H(X1,X5) =1,

[(Xy; Xp) = I(X5; X3) = 0,

I(Xl,Xg):
H(Xl,XQ,Xg)

Vypocitajme opat vsetky typy spojenej informécie radu 2 a radu 3. Pri za-
dani entropii, momentov alebo marginalnych rozdeleni radu 1, je maximalna
entropia  H(P(X)) = H(P<>(X)) = HPO(X)) =7  H(X,) =3 Ak vsak
maximalizujeme pri zadanych veli¢indch prvého aj druhého radu, dostdvame
H(PA(X)) = HP<**(X))= H(P®(X)) =2, kedZe maximalne entropické roz-
delenie je v tomto pripade rovné pévodnému rozdeleniu pravdepodobnosti,
a to mé entropiu H(Xl,XQ,X3):H(X1,X2):2. Znalostou entropii, resp. mo-
mentov alebo marginalnych rozdeleni treticho radu sa uz ni¢ nezmeni, plati
H(PP(X)) = HP<>(X))=H(P®(X)) =2 Z toho dostavame hodnoty spoje-
nych informacii druhého radu IP(X) = I=2>(X) = I (X) =1 a hodnoty spojenych
informaécii tretieho radu IE’](X ) =I53>(X) = 18 )(X ) 0, ¢o modzeme interpretovat ako

interakciu len medzi dvojicami premennych.
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Poznamka 3.3. Na prikladoch sme ilustrovali dve zaujimavé vlastnosti. Prvou z nich je
uz spominand moznd interpretacia vyznamu spojenych informaécii. Druhou vlastnostou,
ktoru na prikladoch vidime je, Ze spojené informécie ani jedného typu nebudd monoténne.
V pripade XOR totiz plati 10[2]()2 ) < il ()Z' ), podobne aj pre ostatné typy. V pripade

interakcii vo dvojiciach plati opa¢na nerovnost.

Pojem interakcia ur¢itého radu budeme chciet dalej vyuzivat pri skimani veli¢in
a vyslovovani viet, definujme ho preto teraz korektne matematicky pomocou vlastnosti

ur¢itych marginalnych rozdeleni.

Definicia 3.4 (Interakcia radu k). Majme n € N, k € N, k& < n, diskrétnu vektorovi
nahodnu veli¢inu X = (Xq,...,X,,) ~ p(x) = p(x1,...,x,). Potom hovorime, Ze medzi
zlozkami X sa prejavuju interakcie radu k, ak existuje (i1, ..., i) vybrana k-tica indexov
z m, v ktorej sa indexy neopakuju taki, ze marginalne rozdelenie p(x;,,...,x; ) sa neda

zapisat ako su¢in aspon dvoch marginalnych rozdeleni nizsich radov.

Poznamka 3.5. Objasnime motivaciu k definicii. To, Ze niektoré rozdelenie radu k sa
ned4 zapisat ako sic¢in marginalnych rozdeleni nizsich radov znamena, Ze ked vyberieme
Tubovolnych [ € i — 1 zlozick 7 danej k-tice, tak ostatné zlozky st od vybranych zévislé.
Tiez to znamené, Ze rozdelenie radu k popisuje ¢ast informacie systému, ktora nie sme
schopni sa dozvediet, ak mame moznost pozorovat len rozdelenia radu k — 1. Préave tuto
vlastnost systému sme doteraz intuitivne chéapali ako interakciu daného vyssieho radu,
preto je uvedena definicia v sulade s tym, ako pojem chédpeme a pouzivame pri popise

systémov.

Poznamka 3.6. Pokial sa rozdelenie neda zapisat v tvare suc¢inu margindl nizSieho

stupiia, budeme ho oznacovat ako nedelitelné alebo nefaktorizovatelné.

Mohlo by nas zaujimat, ako interakcie rdoznych radov navzajom spolu suvisia. Pre-
skimajme preto teraz niektoré zakladné vlastnosti nami definovanych interakcii radu k.
Popritom sa nam tiez podari popisat, ako vo vSeobecnosti vyzera maximalne entropické

rozdelenie pri danych marginalnych rozdeleniach ur¢itého stupna.

Priklad 3.7 (Interakcie radu 2 a 3). Ako prvé preskimame, kedy interakcia nizsieho radu
vynucuje existenciu interakcie radu vyssieho. Popisme najprv konkrétny priklad. Majme
diskrétnu vektorovi nédhodnua velicinu X = (X, Xy, X3, Xy), nech sa u nej prejavuji

interakcie druhého radu, to znamena, Ze existuje minimalne jedno marginalne rozdelenie
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radu 2, ktoré sa neda faktorizovat na dve marginalne rozdelenia prvého radu. Lahko
nahliadneme, Ze pokial takéto rozdelenie je len jedno, neimplikuje to existenciu interakcii
vyssieho radu.

Majme teda aspon dve marginalne rozdelenia radu 2, ktoré sa nedaju faktorizovat.
UkéZeme, 7e ak tieto dve rozdelenia neobsahuju rovnaké zlozky X, tak to neimplikuje
interakciu vyssieho radu. V nasom pripade je az na permutaciu indexov moznéa len jedna
takato volba, preto bez ujmy na v8eobecnosti, nech p(z1,xs) a p(xs, z4) sa nedaju fakto-
rizovat. Potom najdeme faktorizdciu marginalnych rozdeleni tretieho radu taku, ze su
zachované rozdelenia radu 2. Konkrétne p(z1,zq,x3) = p(as)p(x1,x2), p(r1,x2,24) =
p(xy)p(x1, T2), p(r1, 3, 24) = p(x1)p(T3, 24), P(T2, T3, 24) = p(x2)p(T3,24). Faktorizaciu
teda staci volit tak, ze ak trojica indexov obsahuje v sebe dvojicu indexov, pre ktoré
rozdelenie druhého stupna neda faktorizovat, tak tato dvojicu nechame vo faktorizacii
a rozdelenie doplnime stu¢inom s marginalnym rozdelenim poslednej zlozky. Tento krok
popisujeme detailne hlavne preto, ze bude délezity pri zovSeobecneni, ktoré budeme ski-
mat v nasledujicej poznamke.

Na priklade stvorzlozkovej veliciny este ilustrujme, Ze pokial sa indexy zloZiek v dvo-
jiciach rozdeleni, ktoré nemozeme faktorizovat, opakuja, tak to vynucuje existenciu inte-
rakcie vyssieho radu. Majme p(z1, x2), p(x2, x3), ktoré sa nedaju rozlozit na sac¢in. Potom
rozdelenie p(x1, x2, 23) sa neda rozlozit na sucin rozdeleni radu 1 a 2, neplati p(z1, xs, x3) =
p(z1)p(x2, 23), ani p(x1, xe, x3) = p(r2)p(x1, 23), ani p(r1, xe, x3) = p(x3)p(x1, z2). To, Ze
to neplati, lahko overime vys¢itanim oboch stran cez jeden z indexov dvojice, napriklad
po vysé¢itani p(xq, x2, 3) = p(x1)p(22, 3) cez xz dostavame p(z1, x9) = p(x1)p(xs), to viak
nie je pravda, podobne pre ostatné rozklady. Mame teda interakciu tretieho radu. Ak by
sa dokonca ziadne z rozdeleni druhého stupna nedalo faktorizovat, tak by to implikovalo
interakciu stvrtého radu. Stupen takto implikovanej interakcie bude jednou z vlastnosti,

ktoré preskiimame v nasledujicej poznamke.

Poznamka 3.8 (Interakcie roznych radov vieobecne). PopiSme teraz vo vSeobecnosti, ako
spolu suvisia interakcie roznych radov n-zlozkovej diskrétnej nahodnej veli¢iny. Nech sa
medzi zlozkami prejavuju interakcie radu k, t. j. existuje aspon jedno nefaktorizovatelné
rozdelenie radu k. Ak naviac plati, Ze kazdy index zlozky sa vyskytuje maximélne v jednom
nefaktorizovatelnom rozdeleni, pricom uvaZzujeme vSetky nefaktorizovatelné rozdelenia
od radu 2 az po k, potom nie st implikované interakcie radu k + 1. Pokial sa vSak indexy

opakuji, moéze byt implikovana existencia vyssich radov interakcii.
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Ur¢ime konkrétne rad interakcii, ktoré su takto implikované. V postupe pre n = 4
sme videli, Ze kltucovou myS8lienkou pri tvorbe rozdeleni vysSieho radu konzistentnych
s danymi marginalnymi je, ze ak urcité marginalne rozdelenie stupna k nemédzeme fak-
torizovat, tak aj v rozdeleniach vysSieho radu sa musi vyskytovat ako celok. Ak v8ak
mame nedelitelné rozdelenia, v ktorych sa indexy zloziek X opakuji a chceme, aby sa
vSetky vyskytovali v rozdeleni vyssieho radu ako celok, jedind moznost, ako to urobit, je
zoskupit dané rozdelenia do marginaly vyssSieho radu, ktora sa nebude dat delit na sucin.
Pokial mame rozdelenie p;, ktoré sa neda faktorizovat a popisuje zlozku s indexom (alebo
viacerymi indexmi), ktory je rovnaky s indexom zlozky popisovanej v inom rozdelent
pa, ktoré je tiez nedelitelné, tak sa vSetky zlozky popisované tymito rozdeleniami musia
vyskytovat v rozdeleni vysSieho radu vzdy v spoloénom rozdeleni, ako sme diskutovali
vyssie. Nefaktorizovatelné rozdelenia p; a ps teda mdZeme chapat ako uréitym sposobom
prepojené, t. j. o nefaktorizovatelnych rozdeleniach budeme hovorit, Ze st prepojené, ak
v nich existuje aspon jedna zlozka s rovnakym indexom. V celkovom rozdeleni vektorovej
veliéiny budu potom prepojené rozdelenia reprezentované spolo¢nou nedelitelnou mar-
gindlou. Moze existovat dalsie nedelitelné rozdelenie ps, ktoré popisuje rovnaku zlozku,
aka je popisované aj v rozdeleni p;, teda aj p3 je prepojené s pq, s jednym rozdelenim
moze byt prepojenych viacero dalsich. Podobne moézu existovat dalSie rozdelenia, ktoré
obsahuju zlozku rovnaku s nejakou zlozkou popisovanou v ps, moézme teda dalej skimat
prepojenia rozdeleni, ktoré st uz prepojené s p;. Celkovo sme schopni najst vsetky roz-
delenia, ktoré st prepojené s p;, potom vSetky rozdelenia, ktoré su prepojené s tymito
rozdeleniami a tak d'alej. Potom maximéalny stupen interakcie, ktory rozdelenia p;, ktoré
st takto postupne prepojené urcite implikuja, je rovny radu ich spolo¢ného marginalneho
rozdelenia, t. j. rozdelenia vybranych zloziek X, ktoré obsahuje prave vsetky indexy ve-
li¢cin v rozdeleniach p;. Poznamenajme, Ze ak interakcie radu k implikujt interakcie radu

k + [, tak nemusi platit, ze implikuja aj interakcie radov K+ 1,..., k+1— 1.

Zistili sme, Ze mozu existovat interakcie vysSieho radu, o ktorych existencii vieme
zo znalosti marginal niektorého radu nizsieho. Zaroven vsSak vieme, Ze nie vSetky inte-
rakcie vyssich radov sa daju predpovedat len na zaklade znalosti rozdeleni nizsich radov.

Zavedme preto nasledujtce nazvoslovie.

Definicia 3.9. (Implikované interakcie) Majme diskrétnu vektorovii ndhodnu veli¢inu
X = (Xy,...,X,). Hovorime, Ze interakcie radu [ nie st implikované zadanymi marginal-

nymi rozdeleniami radu k pre nejaké k < [, ak medzi rozdeleniami veli¢iny X konzistent-
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nymi so zadanymi marginalami radu k st aj také, pre ktoré plati, Ze vSetky ich marginélne
rozdelenia stupna [ sa daju zapisat v tvare sic¢inu aspon dvoch marginal stupfiov nizsich

ako [. Inak hovorime, Ze interakcie radu [ st implikované danymi marginalami radu k.

Poznamka 3.10. Interakcie, ktoré nie st implikované Ziadnymi marginalami nizsieho
radu, budeme nazyvat neimplikované. Dalej ak nebude zalezat na tom, ktorym radom
margindl je interakcia implikovand, budeme skratene hovorit o implikovanej interakeii.

Myslime tym teda, Ze interakcia je implikovana niektorym z nizsich rddov marginal.

Konkrétnym prikladom na neimplikované interakcie tretieho radu je rozdelenie troch
veli¢in vo vztahu XOR, ktoré sme skumali v priklade 3.1. Je tiez jasné vSeobecnejsie tvr-
denie - ak sa medzi zlozkami ndhodnej veli¢iny vyskytuje urc¢ity minimalny rad interakcii,

tak interakcie tohto minimélneho radu st neimplikované.

Poznamka 3.11. Upozornime, Ze ak marginaly rddu £ neimplikuja interakciu ziadneho
vyssSieho radu, tak to znamena, ze celkové rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny s tymito

marginalami sa da zapisat v tvare su¢inu marginal maximélne radu k.

Poznamka 3.12. V texte budeme viackrat pouzivat pojem rozdelenie konzistentné so za-
danymi margindlami, resp. konzistentné s niektorym inym druhom vézbovych podmienok.

Myslime tym rozdelenie, na ktorom st zadané vazbové podmienky splnené.

Poznamka 3.13. V poznamke 3.8 sme preskimali niektoré stvislosti medzi tvarom mar-
ginal a tym, aké interakcie dané marginaly implikujd, popisali sme jeden mozny dévod
toho, pre¢o dané marginaly vynucuji existenciu interakcii vyssich radov. Mohlo by nés
zaujimat, ¢i v8etky implikované interakcie podla definicie 3.9 st nutne implikované spo-
sobom, aky sme popisali v poznamke, alebo existuje esSte nejaky iny dévod, preco sa inte-
rakcie implikuja. Ttto otazku prenechavame otvorend na budice skiimanie, v poznamke

3.8 sme ju scasti zodpovedali pre dva po sebe nasledujice rady interakcii.

3.1 Interakcie a marginalne rozdelenia

V nasledujiicej poznamke zhrnieme, ako na zéklade doterajsich pozorovani o rozde-
leniach interagujicich veli¢in mézeme urcit tvar rozdelenia konzistentného s danymi mar-
ginalnymi rozdeleniami urc¢itého stupna. Nemyslime tym vSak najdenie presnych hodnot,
ktoré toto rozdelenie bude dosahovat na urcitych hodnotach ndhodnych veli¢in, rozdeleni

konzistentnych s danymi marginalami totiz moze byt viac.
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Poznamka 3.14 (Rozdelenie pri danych marginalach). Vdaka prieskumu interakeii v po-
znamke 3.8 modzeme rovno sformulovat, ako vSeobecny tvar rozdelenia X = (X,...,X,,)
konzistentného s marginalnymi rozdeleniami stupna k néjdeme. Staci zlozky X rozdelit
do skupin podla toho, ktoré zlozky spolu interaguju. Upresnime, ¢o tym myslime. Pokial
maju dve zlozky v zadanych marginalach spolo¢né rozdelenie, ktoré sa neda faktorizovat,
tak ich budeme brat ako interagujice. Podobne nielen pre dvojice, ale aj pre m-tice zlo-
ziek, ak sa rozdelenie tychto m zloziek neda faktorizovat, tak tieto zlozky spolu interaguju.
Toto vnimanie interakcii je opat v stilade s intuitivnym vnimanim a aj s definiciou 3.4. Ta-
kymto sposobom preskimame vSetky interakcie v danych marginalach a rozdelime zlozky
na disjunktné mnoziny, medzi ktorymi sa interakcie neprejavuji.

Jednou z moznosti, ako konstruovat rozdelenie X, ktoré je konzistentné s danymi
marginalami, je vytvorit ho ako stacin rozdeleni tychto skupin zloziek. Toto rozdelenie
sa uz neda dalej faktorizovat na nizSie margindly. Ozna¢me skupinu takto vytvorenych
rozdelenf Pp. Dalsie rozdelenia X konzistentné so zadanymi marginalami su tie, v kto-
rych je niekol'ko skupin interagujucich zloziek reprezentovanych spoloé¢nym marginalnym
rozdelenim, ktoré nie je rovnaké, ako vznika sti¢inom marginal danych zloziek. Mnozinu
rozdeleni, ktoré takto vznikli ozna¢ime P;. V mnozine P; sa teda uz nevyskytuji roz-
delenia z mnoziny Pp. Intuitivne je P; mnozina rozdeleni, v ktorych sa sice prejavuju
interakcie zadané danymi marginalnymi rozdeleniami, ale okrem toho sa v nich prejavuju
aj interakcie, ktoré dané marginélne rozdelenia neimplikuja. Stéle plati, Ze zlozky veli¢iny,
ktoré spolu interagovali, musia byt v jednom nefaktorizovatelnom marginalnom rozdeleni.

Postup ilustrujeme na priklade stvorzlozkovej ndhodnej velic¢iny v priklade 3.18.

Poznamka 3.15. V poznamke 3.14 predstavuje X nejakd ndhodnd veli¢inu z mnoziny
{X} nahodnych veli¢in, ktoré maji obory hodnét dané zadanymi marginilami. V na-
sledujiicom texte nebudeme na tuto skutocnost upozornovat, z kontextu bude jasné, ¢o
znackou X myslime. Toto znacenie vyuzijeme napriklad v dokazoch viet o interakciach,

tiez v niektorych prikladoch.

Poznamka 3.16. O Pr hovorime ako o skupine rozdeleni, pretoze nemusi platit, ze kazda
z marginal, z ktorych sicinu sa P sklada je jednoznacne uréena zadanymi marginalami
stupna k. Mame teda viac moznosti, ako moze kazdy z faktorov vyzerat, jednoznacne je

v tomto pripade urcené len to, ktoré zlozky X sa vyskytuju v spolocnej marginéale.

Poznamka 3.17. Podobny popis struktury rozdeleni pri zadanych marginalach je navr-

hnuty a kratko popisany v ¢lanku [7]. Autori Struktiru rozdeleni popisuji pomocou zvizu
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a taktiez hladaja istu formu rozdelenia, ktoré sa uz dalej neda faktorizovat. V ramci na-
~ e . o . . ] . v, . -

Sej prace nebudeme mnoziny rozdeleni formalizovat do zvézu, vysta¢ime si so zavedenym
popisom. V nasledujicej sekcii tiez uvidime, ze analogicky popis sa da priamociaro upra-
vit a pouzit aj pre hladanie rozdeleni konzistentnych so zadanymi entropiami, Struktura
zvazu by nam v tomto ohlade spdsobila skor zbytoéné komplikicie s tym, ako preniest

formalizmus do sktimania entropii.

Priklad 3.18. Uvazujme Stvorzlozkové vektorové nahodné veli¢iny, nech st zadané mar-
ginélne rozdelenia druhého stupna v tvare p(xy, z2) = p(x1)p(z2), p(z1, x3) = p(z1)p(x3),
p(x1,24) = pla1)p(aa), p(we,24) = p(z2)p(24), a nedelitelné p(ws, x3), p(as, x4). Potom
disjunktné mnoziny interagujucich zloziek buda {X;}, {Xs, X3, X4} a tvar rozdelenia X
konzistentného s marginalami druhého stupna, ktory nemozeme dalej faktorizovat, bude
p(21, 9, k3, 24) = p(x1)p(22, 3, 24), kde p(z2, x3,24) je nedelitelné. Dalsi pripustny tvar

rozdelenia je tplne nefaktorizované, teda p(xy, xs, T3, x4).

Poznéame vseobecny tvar rozdeleni konzistentnych s danymi marginalami, dalej nés
zaujima, ako z tychto rozdeleni vybrat to, ktoré ma maximélnu entropiu. Skor, nez vyrie-
Sime tuto otazku, vyslovime lemu o entropiéch rozdelenia faktorizovaného na stacin margi-
nal. V leme a v dalsich tvrdeniach budeme pre miesto znacenia p(x) pouzivat znacenie p.
Zjednodusi sa nam spdsob zapisu, pretoze inak by sme museli vo vyraze p = p;-po-...
uvadzat aj funkéné zavislosti v margindlach na pravej strane rovnosti. Zéapis chapeme
tak, ze kazdé zo zloziek X sa vyskytuje prave v jednom marginalnom rozdeleni na pravej

strane, pre nas vSak nie je podstatné, v ktorom presne.

Lema 3.19. Majmen € N, {X} = {(Xy,..., Xy)} mnoZinu ndhodngch velicin s dangm
oborom hodndt. Majme pa a pp dve rozdelenia pravdepodobnosti nejakyjch veli¢in z mno-
Ziny {X}. Nech rozdelenie pravdepodobnosti py je také, Ze sa dd zapisal v tvare sicinu
ako pa = p1-p2- ... Dk, kde k € n—1a p; su pre vsetky i € k margindlne rozdelenia
niektorého nizZsieho stupnia, ktoré sa uz dalej nedaji faktorizovat na sucin margindl. Nech
p1 je rozdelenie stupnia asporni m pre nejaké m > 2. Nech dulej pg je rozdelenie pravdepo-
dobnosti, ktoré je v tvare pp =p1, - ... D1, " P2 ... Dk, kde p1, su nejaké margindly p;.

Potom pri predpoklade konecénosti entropii oboch rozdelent plati H(pa) < H(pg).

Dokaz. Rozpisme obidve skimané entropie na sacet H(pa) = H(pi) + Soby H(ps),
H(ps) = H(p1,) + -+ H(py,) + S2F, H(p;). Z tohto zapisu vidime, Ze na dokézanie
nerovnosti H(pa) < H(pgp) stac¢i ukazat, ze H(p1) < H(p1,) + -+ H(p1,,). Z predpo-

kladu vieme, ze p; sa neda faktorizovat, teda p; # py, - ... - p1,,, z toho vSak vyplyva, ze
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zlozky nahodnej veli¢iny popisanej rozdelenim p; nie st nezavislé. Z vety 1.31 dostavame
ostra nerovnost H(py) < H(py,) + -+ + H(p1,,), pretoZze rovnost sa vo vete dosahuje len

v pripade nezévislosti. 0

Poznamka 3.20. Z dokazu je zrejmé, Zze v leme by stacilo reprezentovat sucin nefakto-
rizovatelnych rozdeleni ps - ... - pp spoloénym rozdelenim ¢, o ktorom by nebolo nutné
predpokladat nedelitelnost, t. j. rozdelenia ps a pgp by boli v tvare ps = p1 - ¢, kde
p1 nedelitelné a pgp = py, - ... p1,, - q- Lemu ponechavame vyslovent s predpokladom
na faktorizovany tvar pre vacsiu nazornost, prave na rozdelenia vo faktorizovanom tvare

ju budeme neskor aplikovat.

Poznamenajme, Ze lemu by sme mohli pouzit opakovane a tym by sme ukazali ostri
nerovnost medzi entropiami rozdeleni, kde je faktorizovana nielen prva zlozka, ale aj dalsie
zlozky rozdelenia.

Poznatky vyplyvajuce z lemy nadm umoznia najst tvar maximalne entropického roz-

delenia, ¢o neskor vyuzijeme v dokaze jedného z dolezitych tvrdeni 3.27.

Poznamka 3.21 (Maximélne entropické rozdelenie pri marginalach). Ako sme uz upozor-
nili, rozdeleni konzistentnych s danymi marginalami ur¢itého radu moze byt viac, zaujima
nés, ako medzi nimi vybrat to, ktoré ma maximalnu entropiu.

Majme { X}, dalej nech st zadané marginalne rozdelenia radu k, pri ktorych chceme
maximalizovat entropiu. Aby bola zarucena konecnost entropii vSetkych rozdeleni, s kto-
rymi budeme pracovat, predpokladajme, ze { X } ma koneény obor hodnot. Prvym krokom
je najdenie vSetkych rozdeleni konzistentnych s danymi marginalami. Vsetky tieto roz-
delenia méZeme napisat v tvare sucinu marginal, ktoré sa uz nedaju dalej faktorizovat
a podla znacenia z poznamky 3.14 ich méZeme rozdelit do mnozin Pr a P;.

Na zéklade lemy 3.19 vieme, ze ak mame k dispozicii dve rozdelenia nahodnej velic¢iny,
kde jedno sa neda faktorizovat a druhé je rozdelenim, v ktorom st niektoré zlozky prvého
rozdelenia d'alej faktorizované na sucin nejakych jeho marginal, tak druhé rozdelenie ma
ostre vacsiu entropiu, nez prvé. Z toho vyplyva, Ze maximalne entropické rozdelenie staci
hl'adat v skupine rozdeleni Pr. Ku kazdému rozdeleniu z P; totiz v mnozine Pr existuje
rozdelenie, kde je niektora z marginal d'alej faktorizovana, a teda jeho entropia je ostro
vacsia.

Preskimajme, ako vyzeraji rozdelenia v mnoZine Pr. Pokial margindlne rozdelenie

radu k, pri ktorom maximalizujeme, neimplikuje interakcie vyssich radov, tak v Pp sa
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nachadza jediné rozdelenie. Je to rozdelenie, ktoré vzniklo sti¢inom marginal maximalne
radu k, vSetky tieto marginaly vSak pozname, takze toto rozdelenie je jednoznacne urcéené.

Néjdime maximéalne entropické rozdelenie este pre pripad, Ze sa implikuju interakcie
radu vacsieho, nez k, ozna¢me ho [. Vysledny dalej nedeliteIny tvar rozdelenia obsahuje
minimalne jedno marginalne rozdelenie radu [ alebo vyssieho, ktoré nepozname. Na najde-
nie maximélne entropického rozdelenia potrebujeme maximalizovat cez rozdelenia zloziek
zahrnutych v marginalach, ktoré nepozname. Na tychto zlozkich teda riesime opat ulohu
na maximalizaciu entropie pri zadanych marginalach, t. j. tlohu na viazané extrémy,
oproti povodnej tilohe na maximalizéciu entropie pri zadanych marginalach sa ale znizili
rozmery. Poznamenajme, Ze v tomto pripade mnozina rozdeleni Pr nie je jednoprvkové,
my hladame maximum entropie na jej prvkoch. Ilustrujme postup hladania maximélne

entropického rozdelenia na priklade.

Priklad 3.22. Majme podobne ako v priklade 3.18 {X} = {(X1, Xs, X3, X4)} s ko-
nec¢nym oborom hodnot a zadané marginaly rddu 2. Presktimajme najprv prva situéciu
popisovani v predchadzajtucej poznamke. Nech st marginalne rozdelenia v nasledujicom
tvare. Nech p(z1,x2) je nedelitelné, ostatné marginaly druhého radu su v tvare stac¢inu
prvych marginal. Potom maximélne entropické rozdelenie je p(xy,z2)p(x3)p(z4), vietky
zlozky stc¢inu pozname.

Preskimajme teraz situaciu, ked zadané marginaly implikuju interakcie tretieho
radu. Majme zadané marginaly p(x1,z2) a p(z2,x3) nedelitelné, ostatné marginaly sa
daja faktorizovat na sacin prvych. Potom vSeobecny tvar konzistentného rozdelenia je
p(z1, 9, x3)p(x4). Pozname zlozku p(z4), ale nepozname p(z1, s, x3). Toto rozdelenie néj-
deme maximalizaciou pri zadanych marginalach parov zloziek X7, X5, X3, mozeme riesit
napriklad metédou Lagrangeovych multiplikdtorov. Pri maximalizacii uz nemusime brat

do tavahy stvrtu zlozku.

Poznamka 3.23. Pre ucely dokazov v tejto kapitole je pre nas dolezité vediet rozdelit
zlozky vektorovej nahodnej veli¢iny do interagujicich skupin a urcit tvar maximélne en-
tropického rozdelenia. Pri vypoctoch zaloZzenych na redlnych datach vsak pre nés nie je
jednoduché uréit, ¢i sa rozdelenie da alebo neda faktorizovat na sac¢in niz$ich marginél.
V pripade zadanych marginalnych rozdeleni obvykle nie je vyrazne vyhodnejsie rozdelovat
zlozky na neinteragujuce skupiny a az potom maximalizovat, ¢asto je vypocetne rychlejsie
rovno maximalizovat entropiu vSetkych zloziek. Poznamenajme, Zze v pripade maximaliza-

cii pri zadanych marginalach su vizbové podmienky na maximalizaciu linedrne, optimali-
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zaCné tloha sa da pomerne priamociaro riesit, to je tiez dovod, pre¢o nemame motivaciu

znizovat dimenziu rieSenej tlohy ¢o najviac.

Znac¢nu cast podkapitoly sme venovali skiimaniu interakcii medzi veli¢inami, poda-
rilo sa nam tiez najst vSeobecny tvar maximalne entropického rozdelenia pri zadanych
margindlach. Uvidime, Ze ziskané poznatky vyuzijeme pri dokaze tvrdeni o suvislosti hod-
not postupnosti maximalnych entropii, resp. spojenych informécii a interakcii, ktoré st
jedny z kltacovych tvrdeni celej préace, a to hlavne preto, Ze prepajaju nami budovany
matematicky aparat s interpretaciou, ktora bola doteraz mozné len na intuitivnej drovni.
Pristupme teda k vysloveniu a dokazaniu niekol’kych tvrdeni o entropiach maximalizova-

nych pri zadanych marginalach.

Veta 3.24 (O H(]B(k)()z)), implikované interakcie). Majme n € N, dalej mnoZinu nd-
hodngjch wveli¢in s danym koneéngm oborom hodnét {X} = {(Xi,...,X,)} a diskrétnu
vektorovii nahodni velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hodnét. Nech
sa v rozdeleni X prejavugi interakcie radov ky, ... ky,, kde ki < -+ < kp,, m < n, mozu
byt aj implikované. Maximalizugme entropiu pri margindlnych rozdeleniach veliciny X.

Potom platia neostré nerovnosti

H(P*)(X)) < HP*=Y(X)) Vi € m (3.1)
H(P*)(X)) > H(P%+) (X)) Viem—1. (3.2)

Dalej platia rovnosti
H(P*)(X)) = H(P® (X)) = ... = H(P*+ =D (X)) Vi € i (3.3)
H(POR) = - = HPWD(R) = 30 H(K,) 3.4

J=1

Dékaz. Nerovnosti (3.1) a (3.2) vyplyvaju z monotonie entropie maximalizovanej pri zada-
nych marginélach, t. j. z vety 2.24. Pracujeme s nahodnymi veli¢inami s kone¢nym oborom
hodnét, na ukazanie ostatnych vztahov nam preto stac¢i najst vztahy medzi entropiami
maximalne entropickych rozdeleni.

Ukéazme rovnost (3.4). Z toho, Ze najnizsi rad interakcie je k; vieme, Ze maximalne en-
tropické rozdelenie pri zadanych marginalach radu 1 az k; — 1 je [T}_, p(z;) = [}, p(%;),
to uz implikuje platnost vztahu (3.4).
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Dokazme vztah (3.3). Ozna¢me mnozinu rozdeleni Pp z poznamky 3.14 pri zadanych
marginalach radu k ako Pf. Zvolme Tubovolne pevne i € m. Kvoli tomu, Ze sa medzi
radmi k; a k;11 nevyskytuju ziadne nové interakcie plati, Ze rozdelenia v mnozine Plff"
lezia aj v mnozinach 77;31'“, o ,Plfi“*l. Mame teda vztah inklizie 77}{32' C P}' pre vsetky
j € {ki+1,... kiy1 — 1}. Na tychto mnoZinach najdeme suprémum entropie, potom
z lemy 2.19 dostavame H(P%)(X)) < H(PY (X)) a z monoténie vyplyva opaénéi nerov-
nost H(P*)(X)) > H(PY (X)) pre vietky j € {k; +1,..., ki1 — 1}. Musi teda platit
H(P%)(X)) = H(PY(X)) pre vietky j € {k; +1,...,kis1 — 1}. Tymto sme ukézali

platnost rovnosti (3.3). O

Poznamka 3.25. Vztahy (3.1), (3.2) st len vyjadrenia monoténie maximalnej entropie
pre urcité rady, moze sa teda zdat zbytocné ich vo vete uvadzat znova. Novym zistenim,
ktoré z tejto vety vyplyva st teda len uvedené rovnosti. Dovod, pre ktory nerovnosti
vo vete predsa uvadzame je, Ze v nasledujtcej ¢asti budeme skiimat, ¢i by sme nemohli
predpoklady vety upravit tak, aby bolo mozné dokazat dokonca ostra nerovnost v tychto
vyrazoch. V poznamke 3.29 tiez zdoévodnime, Ze ak zvolime predpoklady tak, ako sme to
urobili vo vete 3.24, tak naozaj nemusi nastéavat ostra nerovnost. To, preco je pre nas dole-

zita platnost ostrych nerovnosti a nie len neostrych, vysvetlime neskor, v poznamke 3.48.

Mozme este vyslovit priamociary dosledok vety 3.24, dokdzané vztahy sa totiz daju

zapisat cez spojent informaciu prislusného typu.

Dosledok 3.26 (O [c(k)(X' ), implikované interakcie). Majme n € N, mnoZinu ndahodnijch
velicin s danym konecngm oborom hodnot {X} = {(Xy,...,X,)}. Majme dalej diskrétnu
vektorovi nahodni velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hodnét. Nech
sa v rozdeleni X prejavugi interakcie radov ky, ... ky,, kde ki < --- < kp,, m < n, mozu

byt aj implikované. Maximalizugme entropiu pri margindlnych rozdeleniach veliciny X.

Potom plati neostrd nerovnost
IR (X) >0 Vi € m (3.5)

a spojené informdcie vsetkyjch ostatngch rdadov si nulové.

Dékaz. Nerovnost (3.5) vyplyva zo vztahu (3.1), ale nezapornost spojenej informaécie je
dokonca jej vSeobecna vlastnost, ako sme videli vo vete 2.59. Nulovost vSetkych ostatnych

spojenych informécii vyplyva z (3.3). O
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Ako sme uz spominali, v dalSom postupe bude naSou snahou upravit predpoklady
vety 3.24 tak, aby platili ostré nerovnosti. Predstavime jednu mozni verzie predpokladov,
ktora zaruci ostré nerovnosti. Pre lepsiu prehladnost budeme budeme vyslovovat aj tvr-
denie o rovnostiach, ktoré je v tomto pripade dosledkom uz dokézanych rovnosti z vety

3.24.

Veta 3.27 (O H(P® (X)), neimplikované interakcie). Majme n € N, mnoZinu ndhod-
nyjch wvelicin s danym konecngm oborom hodnot {X} = {(Xi,...,X,)}. Magme dalej
diskrétnu vektorovi ndhodni velicinu X = (X1, ..., Xn) ~ p(x) s rovnakym oborom hod-
nét. Nech sa v rozdeleni X prejavugi len neimplikované interakcie radov ky, ..., k., kde
ki < -+ < kp, m <n, nech sa neprejavuji Ziadne implikované interakcie. Mazimalizuyme

entropiu pri margindlnych rozdeleniach veliciny X . Potom platia ostré nerovnosti

H(P*)(X)) < HP*V(X)) Vi € m (3.6)
H(P*)(X)) > H(P¥+)(X)) Viem—1. (3.7)

Dalej platia rovnosti

H(P*)(X)) = H(P%HD)(X)) = - .. = HP% V(X)) Viem (3.8)

P

H(PO(X)) = -+ = HPE (X)) = ST H(X,) (39)
j=1
Dékaz. V celom dokaze budeme vyuzivat to, Ze maximéalna entropia sa v pripade nahod-
nych veli¢in s kone¢nym oborom hodnot dosahuje, na uréenie maximélnej entropie preto
sta¢i najst maximalne entropické rozdelenie a vy¢islit jeho entropiu.
Platnost rovnosti (3.8) a (3.9) vyplyva z vety 3.24, jej predpoklady su splnené aj
v tomto pripade. UkaZme nerovnost (3.6). Zvolme i € m. Vdaka tomu, Ze medzi zlozkami
X sa prejavuja len neimplikované interakcie vieme, Ze maximéalne entropické rozdelenie
konzistentné s danymi marginalami X radu k;, ked sa prejavuja interakcie radu k;, sa da
zapisat v tvare p = py -...-p; pre nejaké [ € n, kde p; sa neda faktorizovat Vj € la vsetky
p; st maximalne radu £;.
Z existencie interakcii radu k; ale vieme, Ze existuje faktor radu k;, bez ujmy na vse-
obecnosti, nech je to p;. Preskiimajme hodnotu H(P*~1 (X)), teda uvazujme rozdelenia,
ktoré zachovaji marginalne rozdelenia veli¢iny X a7 do radu k; — 1. Medzi nimi je iste aj

vy&Sie zmienené rozdelenie p = py - ... - p;, toto rozdelenie spliia podmienky na marginaly
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dokonca do radu k;. Naviac ukdZzeme, Ze medzi nimi musi byt aj rozdelenie ¢ v tvare
q=qi1,q1,D2 " -- .- D1, teda také, ktoré se zhoduje s p vo vsetkych faktoroch ps...p;, len
namiesto p; obsahuje faktor ¢4 = ¢1,¢1,. Vyjdeme z toho, ze v rozdeleni p sa prejavuju
interakcie radu k; a st neimplikované. Bez ujmy na vSeobecnosti sme naviac vyssie zvolili,
ze tieto (neimplikované) interakcie sa prejavuju prave v p;. Preto, Ze s neimplikované,
musi existovat rozdelenie ¢; konzistentné s marginalami radu k; — 1, ktoré sa da faktori-
zovat ako ¢; = q1,q1,. Toto rozdelenie ¢, dalej rozsirime na rozdelenie celej veli¢iny X
prenasobenim faktormi ps ... p;,. Takto vzniknuté rozdelenie je urcite konzistentné s mar-
gindlami do radu k; — 1 (podobne tieto marginaly méa aj p), teda st splnené poziadavky
lemy 3.19, odtial dostavame, ze ¢ = q1,q1,D2 - - - . - ;i Mé ostre Vacsiu entropiu, nez roz-
delenie p. Nemusi sa samozrejme jednat o maximalne entropické rozdelenie konzistentné
s marginalami radu k; — 1, plati viak, ze H(P®*~1(X)) je viit&ia alebo rovna entropii
qd=aq1,q1,D2 " - D1, a teda ostre vicsia, ako entropia p.

Nerovnost (3.7) dostavame z uz dokazanych vztahov (3.6) a (3.8). O
Opat mozme z vety odvodit désledok pre spojené informaécie.

Dosledok 3.28 (O Ic(k)(X ), neimplikované interakcie). Majme n € N, dalej majme dani
{X} = {(Xy,..., X))} mnoZinu ndhodngch velicin s dangm konecngm oborom hodndt
a diskrétnu vektorovi ndhodni velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom
hodnot. Nech sa v rozdeleni X prejavugi len neimplikované interakcie radov kq, ..., kpy,
kde k1 < -+ <k, m < n, nech sa neprejavuji zZiadne implikované interakcie. Mazimali-

zugme entropiu pri margindlnych rozdeleniach veliciny X . Potom plati ostrd nerovnost
IF(X) >0 Vi € m (3.10)

a spojené informdcie vSetkyjch ostatngch rdadov si nulové.

Dékaz. Nerovnost (3.10) vyplyva zo vztahu (3.6), nulovost vSetkych ostatnych spojenych
informacii vyplyva z (3.8). O

Situaciu popisovani vetou 3.27 a jej dosledkom ilustrujeme na grafe 3.1. Hodnoty
na osi x predstavuju jednotlivé rady, na os y znac¢ime hodnoty maximélnej entropie da-
ného radu. Majme vektorovi nadhodnu veli¢inu X = (f(l, e ,X’n), nech sa u nej pre-
javuju len neimplikované interakcie radov ki, ..., ks. Maximalizujeme entropiu pri mar-
ginalach X . Potom hodnoty maximélnej entropie tvoria klesajicu postupnost a klesaju

ostro tam, kde sa vyskytnua interakcie daného radu. Tam, kde sa interakcie nevyskytuju,
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zostéva postupnost konstantné. Dlzka modrého intervalu reprezentuje celkov informéciu
systému, oranzovy interval predstavuje hodnotu spojenej informacie radu k4. Podobne by
sme mohli intervalmi vyznacit spojent informaciu radu k; pre ¢ € {1,...,8}. Pre ostatné
rady je spojena informacia nulova.

Upozornime, ze ak by sme nepredpokladali, Ze interakcie st len neimplikované, tak
by sme nemali zaruc¢ené ostré klesanie hodnot maximalnych entropii pri vyskyte interakcii

daného radu.

Obr. 3.1: Postupnost maximélnych entropii pri danych
marginalach pri predpoklade vyskytu len neimplikovanych
interakcii radov kq, ..., kg

Poznamka 3.29. Ozrejmime, Ze ostri nerovnost naozaj nevieme pri predpokladoch vety
3.24 ukazat. V dokaze vety 3.27 sme vyuzili, Ze maximalne entropické rozdelenie pri za-
danych marginalach stupna k; sa da faktorizovat na marginaly maximalne stupna k;, ¢o
sme zarucili predpokladom na vyskyt len neimplikovanych interakcii. Ak tento predpo-
klad tplne vynechdme, tak tvar rozdelenia konzistentného s danymi margindlami moze
obsahovat marginaly vyssich radov, ktoré sa nedaju faktorizovat. Moze sa teda stat, ze
maximalne faktorizovany tvar rozdelenia konzistentného s marginalami rddu k; a k; — 1
je rovnaky. Nemozeme tiez zarucit, Ze nenastane pripad, Ze nielen tvar, ale aj konkrétne

maximalne entropické rozdelenie tychto dvoch radov je rovnaké. Postacujice predpoklady
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a dalsie detaily tykajuce sa tejto situdcie nebudeme dalej diskutovat, prenechavame ich

na budice skimanie.

Poznamka 3.30 (O interpretacii). Z poznamky 3.29 vyplyva, Ze niektoré implikované
interakcie zachyti uz spojena informacia radu nizsieho, nez je rad tychto interakcii. Tymto
sa otvara otazka, ¢i je takéto spravanie funkcionalu vhodné z interpreta¢ného hladiska.
Na tuto otédzku sa nebudeme pokusat poskytnut vycerpavajicu odpoved, uvedieme vsak
dosledok, ktory je vyrazny pri pouziti funkciondlov v praxi.

Jednym z hlavnych praktickych cielov vystavby celého matematického aparatu popi-
sovaného v praci je urcit, aky rad interakcii nam staci skiimat na to, aby sme pozorovany
systém popisali dostato¢ne presne. Inak povedané, aky rad vézbovych podmienok mu-
sime poznat, aby bola nasa vedomost o systéme dostato¢na. V pripade tohto praktického
pouzitia ndm sprévanie funkcionalu popisované vyssie neprekaza, je pre nas naopak Zia-
dice, aby boli interakcie v systéme zachytené uz pri malom réade zadanych véazbovych

podmienok.

Poznamka 3.31. Videli sme, Ze zachovanie ostrych nerovnosti vo vete je pre nas sice
zaujimavé, ale vyzaduje si dodato¢né predpoklady, ktoré nemusia byt splnené pri skiimani

dat popisujucich systém, ktory pozorujeme.

Napriek tomu, ze sme popisali, ako urc¢it rad interakcii v systéme priamo zo zada-
nych marginalnych rozdeleni, zistili sme tiez, Ze v praxi nie je takéto overovanie existencie
interakcii jednoduché. Mohlo by nés preto zaujimat, ¢i sa dé rad interakcii urcit z vypo-

¢itanych maximéalnych entropii. Odpoved poskytne nasledujica veta.

Veta 3.32 (Maximalna entropia pri marginéalach a interakcie). Majme n € N, dalej majme
diskrétnu vektorovi ndhodni velicinu X = (X1,...,X,)) ~ p() s konecngm oborom hod-

not. Maximalizugme entropiu pri margindlnych rozdelentach veliciny X. Ak plati
H(PW(X)) < H(P*D(X)),

tak sa medzi zlozkami X prejavug interakcie radu k.

Doékaz. Ukdzeme obmenu implikacie, t. j. ak sa interakcie v danom réde neprejavuja,

nastava rovnost maximélnych entropii prislusného radu. Nech sa neprejavuju interakcie
radu k. Potom plati P51 < PE. Z toho uz plynie H(P*~1(X)) < H(P®(X)). Z mo-

notoénie vyplyva opacna nerovnost, celkovo teda musi platit rovnost. n
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Dosledok 3.33 (Spojena informéacia pri marginalach a interakcie). Majme n € N, da-
lej majme diskrétnu vektorovi ndhodni velicinu X = (X1,...,Xn) ~ p(x) s konecnym
oborom hodndt, maximalizugme entropiu pri margindlnych rozdeleniach veliciny X. Ak
plati

IP(X) >0,

tak sa medzi zlozkami X prejavugu interakcie radu k.
Dékaz. Tvrdenie vyplyva priamo z vety 3.32. O]

Veta 3.32 a jej dosledok st zéroven istou formou obratenej implikicie vo vetach,
3.24, 3.27 a v ich dosledkoch. Ako sme uz upozornili v poznamke 3.31, bez dodato¢nych

predpokladov nemo6zeme implikaciu vo vete 3.32 obratit.

3.2 Interakcie a entropie

Maximalna entropia pri zadanych entropiach bola v ¢lanku [2] pévodne navrhnuta
ako ndhrada maximalnej entropie pri zadanych margindlach. Entropie totiz podobne ako
marginaly umoznuju zachytavat akékolvek, aj nelinearne vztahy medzi zlozkami. Mo-
menty naopak neumozinuji tak presné zachytévanie nelinearnych interakcii. Preto nas
zaujima, ¢i maximalna entropia pri zadanych entropidch méa naozaj podobné vlastnosti,
ako maximéalna entropia pri zadanych marginalach, resp. v ¢om sa konstrukcie liSia.

V dalsom postupe by sme cheeli vyslovit podobné tvrdenia, ako sme uviedli pri sku-
mani interakcii pre entropie a spojené informacie maximalizované pri zadanych margi-
nalach, aj pre entropie a spojené informécie maximalizované pri zadanych entropiach.
Potrebujeme preto preskiimat, aké si vztahy medzi maximalnymi entropiami réznych ra-
dov tohto typu, ak sa v systéme vyskytuju interakcie. Budeme postupovat podobne, ako
sme postupovali v pripade zadanych marginalnych rozdeleni. Prvou otézkou, na ktord bu-
deme hladat odpoved je, ¢i sme schopni uré¢it pritomnost interakcii a to, ¢ st implikované

alebo neimplikované, len na zéklade nameranych entropii do urcitého radu.

Poznamka 3.34 (Tvar entropii interagujiceho systému). V tejto poznamke urcime, ako
vyzeraju namerané entropie, ak vieme, aké interakcie sa v systéme vyskytuju. Majme dis-
krétnu vektorovi nahodnu veli¢inu X = (Xq,..., X,,) ~ p(x). Nech sa medzi jej zlozkami
prejavuja interakcie radov kq,..., k., kde k; < --- < k,,, m < n. Budeme skumat hod-

noty jej entropii. Vyberme ¢ z mnoZiny m a preskiimajme tvar nameranych entropii radu
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k;. To, ze sa v systéme prejavuju interakcie radu k; znamené, Ze existuje marginalne roz-
delenie stupna k;, ktoré sa neda faktorizovat na stuc¢in aspon dvoch marginalnych rozdeleni
niektorého nizSieho radu. Nech bez ujmy na vSeobecnosti je toto nedelitelné rozdelenie
rozdelenim prvych k; zloziek veli¢iny X, t. j. p(x1,..., 2, ) sa neda faktorizovat. Vieme,
ze entropia tohto rozdelenia je ostre mensia, nez entropia rozdelenia prvych k; zloziek,
ktoré je v tvare sucinu p; - po, kde p; je rozdelenie niektorych [ zloziek vybranych z pr-
vych k; zloziek pre nejaké | € /?—\1 . Platnost tohto tvrdenia sme ukazali v leme 3.19.
Vidime, Ze interakcia radu k; medzi prvymi k; zlozkami ndhodnej veli¢iny sa na namera-
nych entropiach do radu k; prejavi tak, ze H(Xy, ..., X,) bude ostre mensia, nez sucet
H(p1) + H(ps) pre vSetky mozné rozdelenia p; a py. ZovSeobecnenie na inych vybranych
k; zloziek je priamodiare, ide len o zdmenu indexov. Celkovo teda plati, Ze ak sa v systéme
prejavuje interakcia radu k, tak existuje entropia vybranych £ zloziek, ktoré sa neda za-
pisat v tvare sumy H(p;) + H(p2) pre ziadne p; a py také, Ze p; - ps je rozdelenim tychto

vybranych zloziek a obidve p; s marginaly radu aspon 1.

Poznamka 3.35 (Urcenie interakcii z entropii). Dalej nés zaujima, ¢i vieme z toho,
aké su hodnoty nameranych entropii urcit rady interakcii vyskytujucich sa v systéme.
Majme néhodna velicinu X = (Xi,...,X,) ~ p(x) a majme namerané jej entropie
do radu k. Chceme ukazat Ze ak pre entropiu niektorych vybranych k zloziek plati, ze
sa neda zapisat v tvare H(p;) + H(p2) pre Ziadne py,py také, Ze py - py je rozdelenim
tychto vybranych zloziek a obe p; st marginaly radu aspon 1, tak v systéme s interakcie
radu k. Sta¢i si uvedomit, ze ak sa dané entropia nedéa zapisat v tvare sumy, tak to
implikuje, Ze rozdelenie tychto vybranych k zloziek p(x;,...,z; ) sa neda faktorizovat
na sacin aspon dvoch rozdeleni nizsich radov, z ¢oho vyplyva existencia interakcii radu k.
Ak by sa totiz dalo faktorizovat, teda bez ujmy na vSeobecnosti, nech je faktorizovany
tvar p(xi,, ..., Ty ) = P(Tis o 25 )D(Tiy s -, @iy ) =1 p1 - P2 Pre nejaké s € k/—\l, potom

H(X;,...,Xi)=H(py,...,z;)) = H(p1) + H(pa), Co je spor.

7 uvedeného vyplyva, ze sme schopni identifikovat existenciu urc¢itého radu inte-
rakcii, ak mame k dispozicii namerané entropie do tohto radu. Sme tiez schopni urcit,
medzi ktorymi zlozkami této interakcia nastava, z toho tiez vieme urcit, ¢i interakcie
nami skimaného radu implikuja interakcie vyssich radov, alebo nie. Pozorovania uvedené

v poznamkach 3.34 a 3.35 mdzeme zhrnit do nasledujiceho pomocného tvrdenia.

Lema 3.36 (Interakcie a entropie). Medzi zlozkami diskrétnej vektorovej ndahodnej veli¢iny

X sa vyskytuji interakcie radu k prdve vtedy, ked existuje vybranijch k zloZiek takijch, Ze
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ich entropia sa nedd zapisal ako sicet H(py) + H(p2) pre Ziadne py, ps také, Ze py - ps je

rozdelenim tychto vybraniych zloZiek a obe p; si margindly radu aspon 1.

Doékaz. To, ze z pritomnosti interakcii v systéme vyplyva existencia entropie, ktora sa neda
zapisat v tvare uvedenej sumy, sme ukézali v poznamke 3.34. Opac¢né implikacia bola

ukazana v poznamke 3.35. O

Poznamka 3.37. Upozornime, Ze toto tvrdenie nam sice poskytuje sposob, ako interakcie
PR . .“, . v . . , - s

najst priamo z entropii, ale overenie toho, ¢i sa naozaj entropia neda zapisat v tvare

uvedenej sumy je pomerne naro¢né na pocet krokov vypoc¢tu, podmienka nie je trivialna,

nie je ju ahko vidiet z nameranych dat.

Dalsim krokom nésho postupu bude nédjdenie vSseobecného tvaru rozdelenia konzis-
tentného so zadanymi entropiami urcitého radu a urcenie tvaru maximalne entropického

rozdelenia pri danych entropiach.

Poznamka 3.38 (Rozdelenie pri danych entropiach). Majme X = (X3,...,X,,), majme
zadané entropie do radu k vratane. Na zéklade doterajsieho sktimania vieme zo zada-
nych entropii identifikovat, ktoré zlozky X spolu interagujiu. MéZzeme teda postupovat
podobne, ako v pripade hladania rozdelenia konzistentného so zadanymi marginalami.
Najprv si rozdelime zlozky do disjunktnych skupin podla toho, ktoré zlozky medzi se-
bou interaguji. Prvy mozny tvar rozdeleni konzistentnych s danymi entropiami je sucin
margindlnych rozdeleni skupin interagujicich zloziek. Ozna¢me mnozinu rozdeleni kon-
zistentnych s danymi entropiami, ktoré sa daji zapisat v takomto tvare, ako Pz. Druhy
mozny tvar su rozdelenia, v ktorych ma niekolko skupin interagujucich zloziek spolo¢né
marginalne rozdelenie a to nie je rovnaké, ako by vzniklo st¢inom tychto skupin zloziek.
Ozna¢me mnozinu rozdeleni, ktoré si konzistentné so zadanymi entropiami, ale nedaja
sa zapisat v tvare sic¢inu marginal jednotlivych skupin, len v tvare takom, Ze niektoré
skupiny st predstavované spoloénym margindlnym rozdelenim, ako Pj. VSetky mozné
rozdelenia konzistentné so zadanymi entropiami teda mozeme rozdelit do dvoch skupin,

Pﬁ a Pf.

Poznamka 3.39. Poznamenajme, Ze ak maximalizujeme entropiu pri zadanych margi-
nalach a tieto marginaly neimplikuji interakcie ziadneho vysSieho radu, tak vieme, ze
mnozina rozdeleni Pr je jednoprvkova. V pripade zadanych entropii to tak obvykle nie
je. Rozdelenia v mnozine Pz st v tvare sucinu marginal, pozname len entropiu kazdého

rozdelenia v sucine, ale nepoznadme jeho presny tvar. Z tohto ale vyplyva in& uzitocna
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vlastnost, ze ak sme v situdcii, Ze sa neimplikuju interakcie vyssieho radu, tak vsetky roz-
delenia v tejto mnozine maji rovnaki entropiu, ta je dané stic¢tom entropii jednotlivych

marginal.

Poznamka 3.40 (Maximalne entropické rozdelenie pri entropiach). V poznamke 3.38 sme
nasli vS8eobecny tvar rozdelenia konzistentného so zadanymi entropiami do radu k vra-
tane. Podobne ako pri maximalizécii entropie pri zadanych marginélach nas zaujima, ako z
tychto rozdeleni vybrat to, ktoré ma maximalnu entropiu. Majme { X} = {(X1,..., X,)}
s danym konenym oborom hodnot, diskrétnu nahodna velicinu X = (X5, ..., X,,) ~ p(x)
s rovnakym oborom hodnét. Maximalizujeme entropiu pri entropiach X do radu k vra-
tane. Vieme, zZe maximalna entropia sa dosahuje na niektorom z rozdeleni. VSetky rozdele-
nia pre ndhodné veli¢iny z mnoziny { X } konzistentné so zadanymi entropiami rozdelime
do skupin Py a P;. Podobne ako v pripade maximalizacie pri zadanych margindlach vieme,
ze ku kazdému rozdeleniu v mnozine P; existuje v mnozine Py rozdelenie, ktoré mé ostre
mensiu entropiu. Maximalne entropické rozdelenie teda staci hladat medzi rozdeleniami

v mnozine Pj.

Poznamka 3.41. Na mnozine P; musime vo v8eobecnosti maximum hladat optimali-
zafnou alebo inou metédou na hladanie maxima, tato tloha uz nie je trivialna. Nas po-
stup vsak umoznuje rozdelit hfadanie maxima na rozdeleni pre n zloZiek na viacero tloh
na hladanie maxima na rozdeleni mensieho poctu zloziek. Pri zadanych marginalach sme
urobili podobné zjednoduSenie, av8ak vzhladom na linearitu vézieb zadanych v podobe
marginalnych rozdeleni nam neprinasalo vyznamnejsiu vypocetni vyhodu. V pripade za-
davanych entropii, kde je tloha na hladanie maxima vo vSeobecnosti tazko rieSiteIna kvoli

nelinearite vizbovych podmienok, nam tento postup moze zjednodusit hlfadanie maxima.

Presktmali sme, ako stuvisia tvary zadavanych entropii s existenciou interakcii, tiez
sme nasli vSeobecny tvar maximalne entropického rozdelenia konzistentného s danymi
entropiami. Vdaka tymto poznatkom mozeme vyslovit a dokazat tvrdenie o stvislosti
hodndét maximalnej entropie a existencie interakcii v systéme. Najprv dokdZeme vetu,
v ktorej zneni st neostré nerovnosti medzi maximéalnymi entropiami, potom podobne ako
pri maximalizacii pri zadanych margindlach skiisime najst predpoklady, pri ktorych by

sme mohli ukazat dokonca ostré nerovnosti.

Veta 3.42 (O H(P® (X)), implikované interakcie). Majme n € N, mnoZinu ndhodngch
velicin s dangm konecngm oborom hodnot { X} = {(X1,...,X,)}. Dalej majme diskrétnu
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vektorovii ndhodna velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hodnot. Nech sa
v rozdelent X prejavugi interakcie radov ki, ... ky,, kde ki < -+ < k,,, m <n, mozu byt
aj implikované. Maximalizugme entropiu pri entropidch veliciny X. Potom platia neostré

nerovnostt

H(Pk(X)) < H(Pk-1U(X)) Vi€ m (3.11)
H(P¥(X)) > H(PM+](X)) Viem— 1. (3.12)

Dalej platia rovnosti
H(PHM(X)) = H(P®HI(X)) = ... = H(Pr+~U( X)) Vi € (3.13)
(PR = - = HPHR) = Y H() .14

Dékaz. Nerovnosti (3.11) a (3.12) vyplyvaju z vety o monoténii maximalnej entropie
pri zadanych entropiach 2.34. UkdZme rovnost (3.14). Majme s € l{—\l Vdaka tomu, Ze
najmensi rad interakcii prejavujici sa medzi zlozkami X je ki vieme, Ze vieobecny tvar
maximalne entropického rozdelenia pre veli¢iny z mnoziny {X} konzistentného s entro-
piami X do radu s je p(x) = p(x1) - - - p(z,). Vieme, Ze vietky rozdelenia takéhoto tvaru
majt entropiu H(p(x)) = H(p(x1)---p(z,)) = Y5 H(p(z;)) = X7, H(X;). Tymto
sme dokazali vztah (3.14).

Ukazme vztah (3.13). Zvolme i € m. V dalSej argumentécii budeme postupo-
vat podobne, ako v dokaze vety 3.24. Ozna¢me mnozinu rozdeleni Pz z poznamky
3.38 pri zadanych margindlach radu k ako 775. Kvoli tomu, ze sa medzi rddmi k;

a ki1 nevyskytuju ziadne nové interakcie plati, Ze rozdelenia v mnozine 73;" le-

Zia aj v mnoZzinach P}éfi“, . ,73;”1_1. Mame teda inklaziu Pléfi C 731? pre vsetky
je{ki+1,..., kiy1 — 1}. Na tychto mnozinach najdeme suprémum entropie, z lemy 2.19

vyplyva H (]5[’“]()2 )< H (PM(X )). Z monotonie maximalnej entropie vyplyva opacna

nerovnost H(P*)(X)) > H(PU(X)) pre vietky j € {k;+1,..., kiz1 —1}. Musi teda pla-

tit H(P™! (X)) = H(PU(X)) pre vietky j € {ki+1,...,kis1 — 1}, ¢o dokazuje platnost
rovnosti (3.13). O

Poznamka 3.43. Mozeme si v8imnut, ze vztah (3.14) je zovSeobecnenim nutnej pod-
mienky z vety 2.38, podobne vztah (3.4) je zovSseobecnenim nutnej podmienky z vety

2.28.
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Dosledok 3.44 (O [C[k](f( ), implikované interakcie). Magjme n € N, mnoZinu ndhodngch
velicin s danym konecngm oborom hodnot {X} = {(Xy,...,X,)}. Magme dalej diskrétnu
vektorovi nahodnii velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakiym oborom hodnot. Nech sa
v rozdelent X prejavugi interakcie radov ky, ... ky,, kde ki < --- < k,,, m <n, mozu byt
aj implikované. Maximalizujme entropiu pri entropidch veliciny X. Potom plati neostrd
nerovnost

(X)) >0 Vi € m (3.15)
a spojené informdcie vSetkyjch ostatnijch radov si nulové.

Dokaz. Nerovnost (3.15) vyplyva zo vztahu (3.11), resp. aj z vety 2.57. Nulovost vSetkych
ostatnych spojenych informacii vyplyva z (3.13). [

Dalej vyslovime a dokédZeme tvrdenie, v ktorom predpoklady upravime tak, aby platili
dokonca ostré nerovnosti medzi maximalnymi entropiami. Opéat pre prehladnost vo vete

ponechavame aj tvrdenie o rovnostiach, aj ked je len priamym dosledkom vety 3.42.

Veta 3.45 (O H(P™(X)), neimplikované interakecie). Majme n € N, mnoZinu ndhod-
nych velicin s danym konecnym oborom hodnot {X} = {(Xi,...,X,)}. Majme dalej
diskrétnu vektorovi ndhodnii velicinu X = (Xy, ..., X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hod-
nét. Nech sa v rozdeleni X prejavugi len neimplikované interakcie radov ky, ..., ky,, kde
ki < -+ < kpy, m <n, nech sa neprejavuji Ziadne implikované interakcie. Mazimalizuyme

entropiu pri entropidch veliciny X . Potom platia ostré nerovnosti

H(P*(X)) < H(P*(X)) Vi € i (3.16)

H(P*(X)) > H(PF+1(X)) Viem— 1. (3.17)

ﬁalej platia rovnosti

H(PH(X)) = H(P® (X)) = ... = H(Pk+~U(X)) Vi € (3.18)
H(PY(R)) = - = H(PS (X)) = S H(X,). (319)

Doékaz. Pracujeme s nahodnou veli¢inou s koneénym oborom hodnét, maximalna entropia
sa bude dosahovat na niektorom z rozdeleni, v celom dokaze budeme tento poznatok
vyuzivat. Budeme postupovat podobne, ako v dokaze vety 3.27, niektoré fakty preto uz

nebudeme tak detailne komentovat. Vztah (3.18) a (3.19) sme uz ukézali vo vete 3.42, jej
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predpoklady su aj v tomto pripade splnené. Ukazme platnost nerovnosti (3.16). Zvolme
i € m. Vdaka tomu, Ze medzi zlozkami X sa prejavuja len neimplikované interakcie vieme,
7e maximaéalne entropické rozdelenie konzistentné s danymi entropiami X do radu ki, ked
sa prejavuju interakcie radu k;, sa da zapisat v tvare p = py - ... - p; pre nejaké | € n, kde
p; sa neda faktorizovat Vj € Ta vetky p; st maximélne radu k;.

7 existencie interakcii radu k; vieme, Ze existuje faktor radu k;, bez ujmy na vse-
obecnosti, nech je to p;. Uvazujme teraz rozdelenia, ktoré zachovaju entropie veli¢iny X
az do radu k; — 1. Medzi nimi je iste aj vysSie zmienené rozdelenie p = p; - ... - p;, toto
rozdelenie splita podmienky na entropie dokonca do radu k;. Naviac ukdZzeme, ze medzi
nimi musi byt aj rozdelenie ¢ v tvare ¢ = ¢1,,q1 502 - - - . - i, teda také, ktoré se zhoduje s p
vo vSetkych faktoroch ps ... p;, len namiesto p; obsahuje faktor ¢; = ¢1,¢1,, kde ¢1, a ¢1,
st nejaké margindly p;. Vyjdeme z toho, Ze v rozdeleni p sa prejavuju interakcie radu k;
a st neimplikované. Bez ujmy na vSeobecnosti sme naviac vyssie zvolili, Ze tieto interakcie
sa prejavuju v zlozke p;. Interakcie st neimplikované, teda musi existovat rozdelenie ¢,
konzistentné s marginalami p radu k; — 1, a teda aj s entropiami do radu k; — 1, ktoré
sa da faktorizovat ako ¢1 = ¢1,¢1,. Toto rozdelenie ¢; dalej rozsirime na rozdelenie celej
veli¢iny X prenésobenim faktormi ps...p;,. Takto vzniknuté rozdelenie je urcite konzis-

tentné s margindlami p do radu k; — 1, teda si splnené poziadavky lemy 3.19, odtial

dostavame, Ze ¢ = q1,G1,D2 - - .. - P M ostre vacSiu entropiu, nez rozdelenie p. Plati, Ze
H(P[ki_l](X)) je vécsia alebo rovna entropii ¢ = q1,q1,p2- - - .- pi, a teda ostre vicsia, ako
entropia p.

Nerovnost (3.17) dostéavame z uz dokdzanych vztahov (3.16) a (3.18). O

Poznamka 3.46. Podobne ako v pripade vety 3.27, ktort sme ilustrovali grafom 3.1,
aj tu by sme mohli pouzit podobnu ilustraciu. Vieme totiz presne urcit, kedy entropia
ostro klesa a kedy zostéava konstantna vzhladom k radu zadanych entropii, pri ktorych

maximalizujeme.

Désledok 3.47 (O Ic[k](X ), neimplikované interakcie). Majme n € N, mnoZinu ndhod-
nyjch wvelicin s dangm konecngm oborom hodnot {X} = {(X1,...,X,)} . Majme dalej
diskrétnu vektorovi ndhodni velicinu X = (X1,...,X,) ~ p() s rovnakym oborom hod-
nét. Nech sa v rozdeleni X prejavugi len neimplikované interakcie radov ky, ..., k., kde

ki < -+ < kpm, m <n, nech sa neprejavuji Ziadne implikované interakcie. Mazimalizuyme
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entropiu pri entropidch veliciny X. Potom plati ostrd nerovnost
(X)) >0 Vi € m (3.20)

a spojené informdcie vsetkyjch ostatngch rdadov si nulové.

Dékaz. Nerovnost (3.20) vyplyva zo vztahu (3.16), nulovost vSetkych ostatnych spojenych
informacii vyplyva z (3.18). O

Poznamka 3.48 (O ostrych nerovnostiach). MoézZe sa zdat, ze dokazy ostrych nerovnosti
vo vetach o neimplikovanych interakciach pre entropiu maximalizovanu pri zadanych en-
tropiach alebo pri zadanych marginalach, si vyzaduja prili§ mnoho opatrnosti a predpo-
klady viet su prilis prisne, takze v praxi nam moc nepomozu. Zaujimavé vsak je, ako
budeme diskutovat v poslednej sekcii tejto podkapitoly, Ze pre entropiu maximalizovanti
pri zadéavanych momentoch ostré nerovnosti neplatia ani pri podobne prisnych predpokla-
doch. Z pohladu praxe teda vety odrazaju fakt, ze st druhy interakcii, ktoré maximalna
entropia pri zadanych margindlach alebo entropiach vzdy spolahlivo identifikuje, ale ma-
ximélna entropia pri zadanych momentoch tieto interakcie nijakym spdsobom nezachyti.
Pripomenme, Ze prave toto pozorovanie je motivaciou ¢lankov [1, 2, 3]. V ¢lankoch au-
tori okrem iného vyhodnocovali na konkrétnych datach, aka cast informécie skiimaného
systému je nesend interakciami ur¢itého radu. Vysledky ukazali, Ze spojené informécia
pri danych momentoch nezachytila takmer Ziadne interakcie, zatial ¢o pomocou spojene;
informécie pri entropiach autori boli interakcie schopni zachytit. Ostré nerovnosti v nami

ukazanych vetach podporuju tieto zistenia.

Poznamka 3.49 (Porovnanie vlastnosti funkcionéalov). V predchadzajtcej poznamke sme
diskutovali nedostato¢nost zachytavania interakcii cez entropiu maximalizovant pri za-
danych momentoch. Ako sme uz spomenuli v Gvode sekcie, dalsou motivaciou autorov
¢lankov [1, 2| bolo ukazat, Ze namiesto toho, aby sme pri sktimani interakcii systému
pouzivali maximélnu entropiu pri zadanych margindlnych rozdeleniach, ako je povodne
navrhnuté v ¢lanku [3], mézeme pouzivat maximalnu entropiu pri zadanych entropiach.
Nami skumané vety tuto myslienku podporuju, v pripade neimplikovanych interakcii sme
dokonca ukazali, Ze spojené informécie pri zadanych marginélach a entropiach st nenu-
lové prave stucasne. Moézeme dokonca vyslovit silnejsie tvrdenie. Z toho, ako konstruujeme
maximalne entropické rozdelenie pre veli¢iny s kone¢nym oborom hodnét je totiz vidiet,

7e pokial sa v systéme popisanom veli¢inou X vyskytuju len neimplikované interakcie,
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tak maximalna entropia pri zadanych entropiach X mé4 rovnakt hodnotu ako maximéalna
entropia pri zadanych marginalach X, a to pre vSetky mozné rady maximalnej entropie.

Nasfm skimanim sme teda zistili, ze H(P*(X)) a H(P® (X)) majt viaceré zauji-
mavé spolocné vlastnosti, ¢o podporuje myslienku v praxi pouzivat H (]5['“} (X' )) namiesto
H(P®(X)). Na konci kapitoly preskiimame edte jednu zaujimavi spoloéni vlastnost,
a to moznost faktorizovat tplne celt informéciu o systéme pomocou spojenych informacii

tychto dvoch typov.

Pre entropiu maximalizovant pri zadavanych entropiach do urcitého radu sme for-
mulovali a dokazali vetu 3.45, v ktorej tvrdeni sa vyskytuje ostra nerovnost a vetu 3.42,
v ktorej tvrdeni sa vyskytuje neostra nerovnost. Pripadné mozné zoslabenia predpokladov
vety 3.42 také, aby stéle eSte platila ostra nerovnost ponechavame na budice sktimanie.
Upozornime eSte na to, ze v pripade entropii maximalizovanych pri zadanych entropiach
moze nastat podobny nestlad medzi radom nenulovej spojenej informécie a radom inte-
rakcii v systéme ako nastal v pripade maximalizécie pri zadanych marginélach, konkrétne
tym myslime, Ze sa moze stat, ze niektoré implikované interakcie vyssich radov zachyti
uz spojené informécia rddu nizsieho. V pripade entropii maximalizovanych pri zadanych
marginalach sme tento problém a jeho praktické dopady diskutovali v poznamke 3.30.

V avode tejto sekcie sme nasli spésob, ako urcit, ¢i sa v systéme vyskytuja interakcie,
len na zaklade nameranych entropii. Tento spdsob bol podobne ako v pripade zadanych
marginalnych rozdeleni netrivialny. Vyslovme preto este vetu, ktord nam umozni urcit, ¢i
sa v systéme nachadzaju interakcie na zaklade vypocitanej maximélnej entropie pri zada-

nych entropiéch.

Veta 3.50 (Maximalna entropia pri entropiach a interakcie). Majme n € N, dalej majme
diskrétnu vektorovi ndhodni velicinu X = (X1, ..., X,)) ~ p(x) s konecngm oborom hod-

not, maximalizugme entropiu pri entropidch veliciny X. Ak plati
H(PY(X)) < H(PM (X)),

tak sa medzi zlozkami X prejavugi interakcie radu k.

Dékaz. Ukézali by sme obmenu implikacie, postupovali by sme analogicky dokazu vety

3.32. [l

Dosledok 3.51 (Spojené informacia pri entropiach a interakcie). Majme n € N, dalej

magme diskrétnu vektorovi ndahodni velicinu X = (Xy, ..., X,) ~ p(x) s konecngm obo-
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rom hodndt, maximalizujme entropiu pri entropidch veliciny X. Ak plati
M(X) >0,

tak sa medzi zlozkami X prejavugu interakcie radu k.

Doékaz. Tvrdenie vyplyva priamo z vety 3.50. O

3.3 Interakcie a momenty

V predchadzajucej diskusii boli spomenuté niektoré odlisnosti maximélnej entropie
pri zadanych momentoch od ostatnych typov maximalnej entropie. Uvedme teraz kon-
krétne, na aké rozdiely by sme prisli, keby sme sa snazili vyslovit a dokazat vety podobné

tym v predchadzajtcej kapitole.

Poznamka 3.52 (Rozdelenie pri danych momentoch). Cheeli by sme podobne ako v pred-
chadzajucich sekciach najst vseobecny tvar rozdelenia X konzistentného so zadanymi
momentmi do urcitého radu. Konstrukciu takéhoto rozdelenia pri zadanych marginalach
resp. entropidch sme zacinali rozdelenim zloziek nahodnej veli¢iny na skupiny podla pri-
tomnych interakcii. Pokial by sme chceli postupovat rovnako, uz v tomto kroku sa objavi
prvy problém. Momenty nemusia zachytavat vSetky interakcie, ¢o vieme napriklad zo zna-
meho tvrdenia - nekorelovanost neimplikuje nezéavislost. Nebudeme teda schopni rozdelit
zlozky na interagujtice skupiny. Mohli by sme sa pokusit o rozdelenie zloziek X do sku-
pin aspon podla vzajomnych korelacii. Tu opét narazime na problém, nevieme totiz, ako
z vysSich momentov urcit vlastnost, ktora by bola analogickd korelacii, ale predstavovala
by jej zovseobecnenie na vicsie skupiny zloziek. Pretoze nie je jasné, ako rozdelenie fakto-
rizovat na suc¢in marginal, budeme vzdy maximalizovat entropiu pri zadanych momentoch
na celom rozdeleni. V doékazoch viet v predchadzajucich sekcidch sme pritom do velkej
miery vyuzivali vSeobecny tvar maximalne entropického rozdelenia a moznost faktorizovat

rozdelenie na sic¢in, nemoézeme teda postupovat podobnym spdsobom.

Poznamka 3.53 (O nepresnom urceni radu interakcii). Dalsim problémom, ktory moze
nastat pri maximalizicii pri zadanych momentoch je, Ze rad momentu, pri ktorom sa
zmeni hodnota maximalnej entropie a rad interakcie nemé tak presna spojitost, ako sme

videli pri entropidch a marginalach. PopiSme, ¢o tym myslime na konkrétnom priklade.
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Majme n zlozkovu diskrétnu vektorovia ndhodnu veli¢inu X . Nech sa medzi zlozkami
X prejavuju interakcie druhého radu také, Zze nie sme schopni tieto interakcie zachytit
druhym momentom, teda zlozky sii nekorelované, ale nie po dvojiciach nezavislé. Nech
sa neprejavuju interakcie vyssich radov. Maximalizujme entropiu pri momentoch X. Moze
nastat situacia, ked napriklad maximéalna entropia pri zadanych momentoch tretieho radu
je rovnaka, ako maximalna entropia radu druhého, ale ked zadame dalie vizbové pod-
mienky, napriklad momenty Stvrtého radu, tak uz maximélna entropia klesne. V tejto
situdcii bude I=2>(X) a =% (X) nulova, ale I=*>(X) bude nenulova. Rad nenulove;
spojenej informacie teda nereflektuje rad interakcii v systéme. Nedochadza k zniZeniu
maximalnej entropie preto, Ze by pomocou dalsich podmienok bolo mozné zachytit inte-
rakcie medzi viacerymi veli¢inami, ale len preto, Ze zvySujeme pocet nezavislych vazbovych

podmienok a tym zuzujeme priestor, na ktorom hl'adame maximum. Detailny popis toho,

kedy takato situacia nastava, prenechame na buduce skumanie.

Z uvedenych pozorovani vyplyva, ze nemdzeme vyslovit podobné vety, ako v Casti
o interakcidch a entropiach alebo o interakciach a margindlach. Upozornime tiez na to,
ze spojena informéacia, ktora vznikla maximalizéciou pri entropiéch alebo marginalach, je
v ¢lankoch interpretovana ako informaécia nesené urcitym radom interakcii, ¢o do velkej
miery stthlasi s nami vyslovenymi vetami. V pripade maximalizacie pri momentoch tato
interpretacia nie je vhodna, pretoze rad spojenej informéacie neodraza rad interakcii, ako
sme komentovali v predchadzajicej poznamke. Dalsi dovod, preco nie je vhodné pouzivat
entropiu maximalizovant pri momentoch a jej prislusnt spojent informéciu na popiso-
vanie interakcii je ten, Ze niektoré interakcie nezachyti Ziadny rad zadanych vazbovych
podmienok a teda nie sme schopni rozlozit celt informéciu systému na casti prislusné
uréitym radom interakcii. Faktorizaciu celkovej informacie systému blizSie popiSeme v na-

sledujiicej poznamke.

Poznamka 3.54 (Rozklad informéacie systému). Moznost rozdelenia celkovej informécie
systému na casti, ktoré sa buda dat vhodne interpretovat, je jednou z myslienok, ktoré
povodne viedli ku vzniku celého nami skiimaného matematického aparatu. Prvykrat sa
spomina v ¢lanku [3]. Tvrdenie je tam popisané na maximalnej entropii pri znalosti mar-
ginalnych rozdeleni, v tomto zneni ho preto najprv uvedieme aj my. Vezmime celkovi
informéaciu o systéme, ktory mé n prvkov a teda je popisany n-rozmernou nahodnou ve-

licinou X ~ p(x). Celkova informacia je hodnota multiinformécie, ako sme ju definovali
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v 1.28, pripomenme defini¢ny vztah

L%y %) = Y () logs %

kde s¢itujeme cez vetky @ = (x1,...,x,) € supp x také, Ze p;(x;) je kladné Vi € n. Vyraz
mozeme prepisat ako

n

IQ(Xl; e ;Xn) =H <Hﬁz($z)> — H(p(x)).

i=1
Dalej moézeme upravit na tvar

(X X) = HPO(X)) — HP™ (X)),

Potom uz z definicie spojenej informécie vidno, ze celkovt informéciu moézeme rozlozit na
sumu spojenych informéacii

L(Xy;. .5 X,) =) IPV(X),

Celkovu informéciu o systéme sme teda rozlozili na prispevky od jednotlivych spojenych
informaécii, ¢o opat pripomina mozni interpreticiu jednotlivych ¢lenov ako istej formy
mnozstva informacie prenasanej interakciami daného radu. Rovnako dobre by sme mohli
pouzit na faktorizaciu aj maximalnu entropiu pri znalosti entropii nizsieho stupna, rov-
nost H ([T1 pi(x:)) = H(PMY(X)) a aj H(p(z)) = H(P"(X)) sme uz diskutovali v 2.27
a vo vete 2.28. Upozornime este na to, ze v pripade maximalizacie pri danych momentoch
nemusi platit, ze H ([[7_, pi(z:)) = H(P<'>(X)) a ani H(p(x)) = H(P<">(X)). Mo-
menty dobre nezachytavaju vsetky nelinearne interakcie medzi veli¢inami, teda nemozeme
celt informéciu o systéme rozlozit analogickym spdsobom, ¢o ilustrujeme na nasledujicom

jednoduchom priklade.

Priklad 3.55. Majme X s oborom hodnot {0,1,3}. Nech st zadané marginaly prvého
stupiia p(0) = 0, p(1) = 1, p(3) = 0. Plati H ([[\_, pi(x:)) = H(p(x)) = 0, prva rovnost
vyplyva z toho, Ze veli¢ina je jednozlozkova. Prvy moment, pri ktorom budeme maxima-
lizovat méa hodnotu E X = 1. Rozdelenie p(0) = 0.5,p(1) = 0.25,p(3) = 0.25 ma tiez
E X = 1, teda maximalna entropia pri zadanom prvom momente je urcite vicsia alebo

rovna, nez entropia tohto rozdelenia, H(P<'>(X)) > 1.5 bitu, ¢o sme videli aj v priklade
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2.52. Z toho dostavame H(P<'>(X)) # H ([[\-, pi(x:)), tiez H(p(x)) # H(P<">(X)),
kedze n = 1.

Poznamka 3.56. Videli sme, Ze pritomnost urcitého radu interakcii v popisovanom sys-
téme vieme zistit uz na zaklade zadanych maximaliza¢nych podmienok v podobe entropii
alebo marginalnych rozdeleni a Ze tento sposob urcenia radu interakcii je dokonca pres-
nejsi, nez urcenie radov interakcii zo spojenych informaécii typu Ic(k)()z ) alebo 1 (X' ).
Videli sme tiez, Ze tento sposob je pomerne zdlhavy. Spojena informéacia nam v tomto
smere nepomoze, nepocita sa jednoducho, umoznuje vsak zistit nielen pritomnost inte-
rakcii urc¢itého radu v systéme, ale tiez urcit, aku cast celkovej informécie o systéme
zachytime pomocou spojenej informacie daného radu. To ndm umoziuje kvantifikovat,
do akej miery je nas popis systému presny, ak méame k dispozicii len vizbové podmienky
ur¢itého radu, ¢o je pre nas doélezité z praktického hladiska. Je to tieZ jednou z hlavnych

motivacii pre skiimanie spojenych informécii, tejto téme je venovana aj ¢ast clanku [2].

Touto poznamkou uzatvarame cast prace venovani vlastnostiam maximalnej entropie
a spojenej informacie prvych troch typov. Preskimali sme tiez moznua interpretaciu nie-
ktorych viet. Tvrdenia o interakcidch boli jedny z kli¢ovych tvrdeni celej prace, otvaraju

tiez dalsie otazky a vytvaraju zaujimavé problémy do buduceho skimania.
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Kapitola 4

Informac¢né diagramy

V prvych dvoch kapitolach prace sme pripomenuli zdkladné pojmy z teoérie informécie
a pravdepodobnosti, nasledne sme ich vyuzili pri definovani novych veli¢in. Ako sme uz
spomenuli v poznamke 2.18, v ¢lankoch sa z vypocetnych dovodov pouziva este stvrty typ
maximélnej entropie a spojenej informécie. Na to, aby sme ho mohli korektne definovat
a skumat vlastnosti, potrebujeme poznat pojem informacny diagram a zaviest na dia-
gramoch informa¢nt znamienkova mieru, v tejto kapitole sa preto budeme venovat prave
tymto pojmom. Znacenie, vac¢sinu tvrdeni v tejto kapitole a spdsob vystavby potrebnej

teorie, z velkej asti preberame z [§].

4.1 Zakladné pojmy

Znacenie 4.1. V nasledujucich kapitolach sa budeme stretavat s troma typmi objektov
- X, X , X. Symboly X a X (resp. X a X ) ponechame podobne ako v predchadzajicom
texte vyhradené pre ndhodné veli¢iny, symbol { X} bude reprezentovat mnozinu nahod-
nych veli¢in s danym oborom hodnét. Upozornime vsak, Ze znacka X bude predstavovat

mnozinu generujicu pole.

Definicia 4.2 (Pole F,,). Majme mnoZiny )0(1, . ,)O(n a oznacme Q :=J;_, X, univer-

zalnu mnozinu. Pole F,, generované mnozinami Xi,..., X, je mnozina mnozin, ktoré
mozeme ziskat aplikdciou postupnosti zékladnych mnozinovych operacii na Xy,...,X,.

Za zékladné mnozinové operacie povazujeme prienik, zjednotenie, doplnok a rozdiel mno-

zin. Mnoziny X1, ..., X,, nazyvame generatory pola F,.

Definicia 4.3 (Atomy pola F,). Atéomy pola F,, si mnoziny v tvare ()., Y;, kde Y; je
bud X; alebo XC.
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Definicia 4.4 (Znamienkova miera). Zobrazenie u : F, — R, pre ktoré plati u(0) = 0

a je aditivne, nazveme znamienkovou mierou na F,.

Poznamka 4.5. Narozdiel od miery moze znamienkova miera dosahovat aj zéporné hod-
noty. Poznamenajme, Ze obvykle sa pri definicii miery, resp. znamienkovej miery pozaduje
o-aditivita, v naSom kontexte ma vsak pole F,, len kone¢ny pocet podmnozin, preto staci

predpokladat aditivitu.

Poznamka 4.6. Z aditivity znamienkovej miery priamo vyplyva, ze znamienkova miera

na JF, je jednoznacne ur¢ena hodnotami atomov pola.

Poznamka 4.7. Graficky mozeme pole F,, generované mnozinami X, ..., X, znazornit

Vennovym diagramom.

4.2 Informacna znamienkova miera a diagramy

V dalsom postupe budeme konstruovat znamienkovi mieru na informa¢nych dia-
gramoch. Najprv objasnime vyznam pojmu informa¢ny diagram, potom zadefinujeme
prislusna znamienkovii mieru a uvidime, ze definovana funkcia naozaj nebude mierou kla-
sickou, uvedieme konkrétny priklad, kde bude hodnota informacnej znamienkovej miery
(7 na jednom z atémov diagramu zaporna.

Ako sme uz naznacili v kapitole 1, vdaka vztahom 1.25 moéZeme stotoznit mmnoZiny
Vennovho diagramu pre dve veli¢iny s ur¢itymi informac¢nymi veli¢inami. Chceli by sme
toto stotoZnenie popisat korektne a zovSeobecnit, ukizat koreSpondenciu medzi informac-
nymi veli¢inami a mnozinami diagramu a to aj pre viaceré ndhodné veli¢iny.

Majme n nahodnych veli¢cin Xy,..., X,,. Dalej majme mnoziny )2'1, e ,)O(n, ktoré
generuju pole F,. Pri takomto znaceni mdzeme X; chapat ako mnozinu reprezentujicu
ndhodnd veli¢inu X;. V definicii 4.2 sme zaviedli univerzilnu mnozinu ) = U?Zl XZ
Potom plati, ze (), Xf = (). Ostatné atomy pola moédZeme nazvat neprazdne atomy.
Ozna¢me mnozinu vetkych neprazdnych atomov ako A. Potom |A| = 2" — 1. Ako sme
uz spominali v pozndmke 4.6, znamienkova miera na diagrame generovanom )0(1, . ,)O(n
je jednoznacne urcend hodnotou atémov. My by sme vSak chceli definovat znamienkovu
mieru cez jej hodnoty na celych mnozinach X, ana vSetkych ich kone¢nych zjednoteniach,
nebudeme definovat hodnotu osobitne pre kazdy atom. Vyslovme preto nasledujicu vetu,

v ktorej budeme pouzivat zjednoduSené znacenie.
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Znacenie 4.8. Majme nadhodné veli¢iny X, ..., X,, a mnoziny )O(I, e ,)O(n. f)alej majme
indexovtt mnozinu ) # N C n. Budeme pouZivat oznacenie X N = UZ.e N XZ a dalej Xy
ozna¢ime vektorovit ndhodnt velicinu (X;,,...,X;,), kde & = |N|, i; € N pre vietky

j e k a pre indexy plati i1 < --- < 7.

Veta 4.9 (Urcenie miery hodnotami). Majme F,, pole generované mnozZinami )0(1, e ,)O(n.
Oznacme B = {XN | 0 £ N C n}. Potom znamienkovd miera u na JF, je jednoznacne

urcend zadanim hodnét pu(B) pre vSetky B € B.
Dékaz. Vetu ponechéavame bez ddkazu, je mozné ho najst napriklad v [8]. O

Na zéklade tejto vety teraz mozeme definovat informacnt znamienkovi mieru tym,

ze urc¢ime jej hodnoty na vsetkych Xy

Definicia 4.10 (Informa¢na znamienkova miera). Majme F,, pole generované mnozinami
X1, ..., Xy, ktoré reprezentuji vektorovii nahodnu veli¢inu (X, . .., X,,). Informa¢ni zna-
mienkovi mieru na F,, skratene I-mieru, znacime py, definujeme ako p;(Xy) = H(Xy)

pre vietky ) £ N C n.

Poznamka 4.11. Moézeme si vSimnut, ze pri takto definovanej znamienkovej miere by
sme hodnotu p; mohli interpretovat ako entropiu alebo vzédjomnu informéaciu prislus-
nej mnoziny. PresnejSie povedané, pre dve ndhodné veliciny X; a X, o¢akdvame, Ze bu-
deme moct interpretovat [-mieru ur¢itych ¢asti diagramu ako p I(X 1 U XQ) = H(X1, X5),
(X1 N Xy) = I(X;Y), (X — Xy) = H(Xy | X,), pretoze to je v silade so vztahmi
medzi informa¢nymi veli¢inami, ako sme ich uviedli v 1.25, pri spravnom stotozneni
operacii na mnozinach s operaciami medzi ndhodnymi veli¢inami. Vztahy medzi ty-
mito dvoma druhmi operécii sii nasledujtice. Symbolicky reprezentujeme podmieniovanie
ako rozdiel, ¢iarku ako zjednotenie, bodkoc¢iarku ako prienik. Podobne by nas pre viac-
rozmerné vektorové nahodné veli¢iny mohla zaujimat platnost analogickych vztahov
H(Xy) = MI(UieN)OQ), I(Xn; X)) = MI(XN N XM); H(Xy | Xu) = ,U[()O(N - XM),
kde M, N st neprazdne indexové mnoziny. Dalo by sa ukézat, Ze tieto vztahy naozaj pla-
tia a [/-miera zachytava hodnotu urcenych informac¢nych veli¢in. Vyslovme toto tvrdenie

vo vete.

Veta 4.12 (Konzistencia). [-miera z definicie 4.10 je jednoznacne urcend znamienkovd

miera na F, a je konzistentnd so vsetkymi informacnymi velicinami.
Dékaz. Tvrdenie ponechavame bez dokazu, opét je mozné ho najst v [8]. O
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Poznamka 4.13. Konzistenciou myslime platnost vztahov z poznamky 4.11

MI(UieN)O(i ),
I(X v Xar) = pur (X 0 Xg),
H(Xy | Xy) = p(Xy — Xur)

H(Xy)

pre M, N neprazdne indexové mnoziny.

Skonstruovali sme informa¢nt znamienkovii mieru a vieme presne, ako hodnotu /-
miery ur¢itého prvku pola interpretovat v zmysle informacénych veli¢in, korespondencia
je jednozna¢na. Z toho vyplyva, ze je opravnené konstruovat Vennove diagramy pre mno-
ziny X Tyevns Xn reprezentujice ndhodné velic¢iny X1, ..., X, v ktorych budeme jednotlivé
¢asti diagramu oznacovat prave prislusnymi informacénymi funkcionalmi. Tieto diagramy
budeme nazyvat informac¢né. Hodnota kazdého z atomov informacného diagramu teda
predstavuje hodnotu uréitej informaéne;j velic¢iny pre X ~ PX. Diagram pre dve nahodné
veli¢iny sme ako motivaciu uviedli uz v prvej kapitole, vid obrazok 1.1. Uvedme eSte je-
den priklad informa¢ného diagramu. Na obrazku 4.1 je diagram pre tri ndhodné velic¢iny,

resp. trojzlozkovi vektorovi nahodnu veli¢inu.
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Obr. 4.1: Informa¢ny diagram pre tri ndhodné veli¢iny, popisané
st len atéomy diagramu, mnoziny X, Y, Z reprezentuji ndhodné
veliciny X,Y, Z

Upozornime, zZe pri znaceni zavedenom v kapitole 1 je prienik troch mnozin diagramu
reprezentovany viacrozmernou vzajomnou informéaciou, ktora sme definovali v 1.27 a zna-

¢ime ju [;(X;Y; Z). Téato veli¢ina moze byt aj zaporna, preto je diagram pre tri veli-
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¢iny zéaroven najjednoduchsim prikladom diagramu, v ktorom sa moze vyskytnut zaporny
atom. Tento fakt eSte ilustrujeme na konkrétnom priklade v ramci poznamky 4.14. Dia-
gramy pre Styri a viac ndhodnych veli¢in sa uz nedaju jednoducho ilustrovat na ploche,
obrézky by boli malo prehladné, preto ich nebudeme uvadzat.

Uvedme este vztahy pre dalsie informacné veli¢iny, ktoré s v diagrame na ob-

razku 4.1 reprezentované zjednoteniami viacerych atémov:

HX)=A+B+D+E I(X;Y)=B+E
HY)=B+C+E+F I(X;Z)=D+FE
H(Z)=D+E+F+G I(Y;Z)=E+F

HX,Y)=A+B+C+D+E+F HX,Y|Z)=A+B+C
HX,Z)y=A+B+D+E+F+G H(X,Z|Y)=A+D+G
HY,Z)=B+C+D+E+F+G HY,Z|X)=C+F+G

HX)Y,Z)y=A+B+C+D+E+F+G

Poznamka 4.14. Mohlo by nas zaujimat, ¢i nami skonStruovana znamienkova miera
nie je aj mierou, teda ¢i vobec moze nastat situécia, ze je hodnota informacnej veli-
¢iny niektorej ¢asti diagramu zéaporna. Ako sme prezradili uz v tvode podkapitoly, na-
ozaj taky priklad najst mézeme, preberame ho z [8]. Je jasné, ze pre dve veli¢iny budu
vSetky hodnoty [-miery na JF3 nezaporné, pretoze vzajomné informacia dvoch veli¢in
a podmienené entropia su vzdy nezaporné. Majme teda F3. Nech X, X5 st binarne na-
hodné veli¢iny s rovnomernym rozdelenim a nech X3 = X; + Xy mod 2, t. j. X3 je
XOR prvych dvoch zloziek. Potom hodnoty entropii si H(X;) = H(Xs) = H(X;3) =1,
H(X,X5) = H(X,X3) = H(X, X3) =2, H(X;, X2, X3) = 2. Vzadjomné informécie si
I(X1; X,) = I(X1; X3) = I(X5; X3) = 0. Dalej vypocitame I(Xy;: X, | X3) = 1, potom
I( X5 Xo; X3) = I(Xy; Xo) — I(X1; X | X3) = —1. Vieme, ze I;(X7; Xo; X3) je hodnotou
atomu v strede informac¢ného diagramu pre tri veli¢iny, nasli sme teda atém so zapor-
nou hodnotou, z toho usudzujeme, Ze [-miera nie je miera v klasickom zmysle, ale miera

znamienkova.

Pre nas dalsi postup je dolezité odpovedat na otazku, aké kombinécie hodnot moze
I-miera na atémoch diagramu dosahovat. Chceme presktimat nasledujicu situaciu. Mame
Vennov diagram pre n mnozin, ktory ma ku kazdej svojej ¢asti priradené ¢iselné hodnoty.

Zaujima nas, ¢i je tento diagram informacny, teda ¢i existuji nahodné veli¢iny také, Ze
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¢iselné hodnoty v diagrame st hodnotou prislusného druhu informacnych veli¢in vypo-
¢itanych z rozdeleni pravdepodobnosti tychto nahodnych veli¢in. Ak sme v situécii, Ze
nemame zadané podmienky na nosice hustot pravdepodobnosti X; a pokial su vSetky
zadané hodnoty na Vennovom diagrame nezaporné, odpoved nam poskytne nasledujica

veta, ktort opét preberame z [8|.

Veta 4.15 (Existencia diagramu pre nezaporné hodnoty). Majme diskrétnu vektorovi
nahodni velicinu (X1, . .., X,,) reprezentovani mnoZinami Xy, . .., X,, pole F,, generované
tymito mnozinami. Ak nemdme zadané Ziadne obmedzenia na vlastnosti nahodnijch veli¢in

X1,..., Xy, tak uy moze na F, dosahovat lubovolne zvolené nezdporné hodnoty.

Dékaz. Dokaz neuvadzame, je mozné ho najst v [8]. O

Pokial obmedzime obory hodnét nadhodnych veli¢in, tak moZe nastat situacia, ze
diagram uz nebude informad¢ny pre dané veli¢iny. Inak povedané, nemusi existovat rozde-
lenie pravdepodobnosti, ktoré je rozdelenim pre ndhodné veli¢iny s danym oborom hodnot
a zaroven ma prislugné hodnoty informacnych veli¢in. Podobne, pokial by boli niektoré za-
dané hodnoty zaporné, diagram nemusi byt informacny. Toto pozorovanie eSte rozvinieme
v nasledujicej kapitole, budeme tiez skiimat niektoré désledky tohto faktu.

Na zaver kapitoly zavedieme eSte niekolko uZitoénych pojmov. Najprv definujeme
¢iselny diagram. Tento pojem bude zahrnat vSetky mozné diagramy, teda aj tie, ku ktorym
nevieme najst prislusné rozdelenie pravdepodobnosti. Medzi diagramami d'alej vyberieme

mnozinu tych, ktoré budua splhat takzvané Shannonove nerovnosti.

Definicia 4.16 (éiselny diagram). Majme n € N, mnoziny )0(1, e ,)O(n generujuce pole
Fn. Vennov diagram pola F, taky, ze ku kazdému jeho atomu je priradené realne cislo,

nazveme Ciselny diagram pola F,.

Poznamka 4.17. Poznamenajme, ze kazdy ¢iselny diagram zéaroven predstavuje zna-

mienkovi mieru nad polom generovanym danymi mnoZzinami.

Znacenie 4.18 (Mnoziny diagramov). Majme mnoZinu ndhodnych veli¢in s danym obo-
rom hodnot {X} = {(X1,...,X,)} a mnozinu mnozin {X} = {X,...,X,}, pole F,
generované {X}. Potom mnozinu vietkych informacnych diagramov nahodnych veli¢in
z mnoziny {X} budeme znacit D(X), mnozinu vSetkych ¢iselnych diagramov pola F,

budeme znagit Dy (X).

Poznamka 4.19. Upozornime, Ze pre mnozinu mnozin {Xi, ..., X, } sme zaviedli skra-

tené oznacenie { X }.
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Poznamka 4.20. Zhrhme eSte raz vztahy medzi vyssie popisanymi pojmami. Pri nasom
znaceni a nazvoslovi pre kazdy informacny diagram existuje vektorova ndhodné velic¢ina
s hodnotami informac¢nych veli¢in takymi, aké zachytava diagram, a naopak, ku kaz-
dej vektorovej nahodnej veli¢ine s nejakym konkrétnym rozdelenim pravdepodobnosti
mozeme skonstruovat informa¢ny diagram. K nahodnej veli¢ine X = (Xy,...,X,) mo-
zeme priradit mnoziny X = ()0(1, e ,Xn) Pri tomto priradeni je potom informacny
diagram pre urcité rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny zaroven ¢iselnym diagramom
pola F, generovaného {X}, t. j. plati D(X) C Dy(X). Pokial viak mame len mnoziny
{X } = {)0(1, o ,)%n}, vytvorime nad nimi I'ubovolny &iselny diagram, tak nemusi pla-
tit, Ze k mnoZinam vieme priradit vektorovii ndhodnu veli¢inu X ~ PX tak, aby &isla
v diagrame reprezentovali hodnoty informa¢nych veli¢in pre tito ndhodnu veli¢inu. Po-
znamenajme, Ze v ¢lankoch [1, 2| autori pouzivajui iné nazvoslovie. Diagram, ktory my
oznacCujeme ako ¢iselny, sa v ¢lankoch vzdy nazyva informacny a dalej sa oznacuje pri-
vlastkom dosiahnutelny resp. nedosiahnutelny, a to podla toho, ¢ reprezentuje nejakua

nédhodnu veli¢inu alebo nie.

V nasledujtcej kapitole budeme pracovat s diagramami, ktoré naviac spliiaju Shan-

nonove nerovnosti. Objasnime, ako tieto nerovnosti vyzeraju.

Definicia 4.21 (Elementarne Shannonove nerovnosti). Majme n € N, diskrétnu vekto-
rovi ndhodnu veli¢inu X = (X3,..., X,,). Potom elementarne Shannonove nerovnosti s

vztahy v tvare

H(X; | X\X;) = (4.1)
I(X5 X | Xar) >0, (4.2)

kde i # j a M C {1,...,n}\{i,j}. Symbol X\X; reprezentuje ndhodnt veli¢inu
(X1, Xict, X, oo, Xon).

Poznamka 4.22. Nerovnosti sme zapisali v rovnakom tvare, ako autori ¢lankov [1, 2]|.
V literature sa pojmom Shannonove nerovnosti oznacuju aj dalsie vztahy, ktoré vsak
mozu byt odvodené zo vztahov uvedenych v nasej definicii. Poznamenajme, ze Shannonove

nerovnosti st vztahy platné pre kazdua diskrétnu vektorovi nahodni velic¢inu.

Vdaka korespondencii informaé¢nych veli¢in a atomov informacného diagramu sa daja

Shannonove nerovnosti vyjadrit ako nerovnosti pre hodnoty I-miery atomov diagramu.

86



Tieto nerovnosti medzi hodnotami atémov maju zmysel aj pre ¢iselné diagramy. Sme teda
schopni urcit, ¢i dany ¢iselny diagram spliia Shannonove nerovnosti. Zavedme si oznac¢enie

pre diagramy, ktoré tieto nerovnosti spliiaju.

Znacenie 4.23. Majme mnozinu mnozin {X} = {X;,..., X,,}. Potom Sy(X) oznacime

podmnozinu DN(X ) obsahujtcu &iselné diagramy, ktoré spliiaji Shannonove nerovnosti.

Poznamka 4.24. Pre jednoduchost vyjadrovania budeme diagramy, pre ktoré platia
Shannonove nerovnosti, nazyvat aj shannonovské diagramy. Tiez poznamenajme, Ze
pre informacné diagramy nie je potrebné zavadzat nové znacenie pre mnozinu tych infor-
macnych diagramov, ktoré spliiaju Shannonove nerovnosti. Vdaka tomu, Ze informaény
diagram je diagram nejakého rozdelenia pravdepodobnosti a I-miera atémov diagramu ko-
reSponduje s hodnotami ur¢itych informaé¢nych veli¢in daného rozdelenia, st Shannonove

nerovnosti na informa¢nych diagramoch automaticky splnené.

Tymto ukoncéujeme prehlad zakladnych pojmov a znacenia tykajiceho sa informac-

nych diagramov, ktoré budeme pouzivat v poslednej kapitole.
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Kapitola 5

Veli¢ciny maximalizované na diagramoch

V predchédzajicej kapitole sme objasnili pojmy informacny diagram, ¢iselny diagram
a zaviedli sme informac¢nu znamienkovi mieru g7, ¢o naim umoziuje postupovat dalej a de-
finovat dalsi druh maximalnej entropie spominany v ¢lankoch [1, 2|. Poznamenajme, Ze
autori ¢lankov nerozliSuji medzi maximélnou entropiou pri zadanych entropiach do radu
k ako sme ju my definovali v 2.15 a tou, ktort budeme definovat v 5.4. V ¢lankoch je
navrhnuty postup maximalizacie entropie pomocou informa¢nych diagramov, ktory my
stru¢ne predstavime v 5.1, autori vS8ak maximalizaciu na diagramoch prezentuji len ako
vypocetni schému pre entropiu maximalizovani na rozdeleniach. Upozoriuju ale na to, ze
diagram, ktory vznikd maximalizaciou, nemusi vzdy byt informacny, teda nie vzdy musi
existovat rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré by dosahovalo dané hodnoty informad¢nych
veli¢in. Z toho vyplyva, Ze hodnoty takto maximalizovanej entropie sa nie vzdy musia
zhodovat s hodnotami H¥/(P(X)). Pre ucely definicie a nasledného skiimania vlastnosti
maximéalnych entropii je preto vhodné oddelit entropiu maximalizovant na diagramoch
a definovat ju ako osobitny typ maximalnej entropie. My tento typ maximélnej entropie
preskiimame v ramci nasledujicej podkapitoly, tito konstrukciu budeme oznacovat ako
primarna konstrukcia. Okrem nej navrhneme este dalsi sposob maximalizicie entropie
na diagramoch, ktorému sa budeme venovat v rdmci osobitnej podkapitoly o alternativ-

nej konstrukeii.

5.1 Primarna konstrukcia

Poznamka 5.1 (Postup maximalizacie). Pri sktimani vlastnosti maximélnych entropii

sme niekolkokrat narazili na problém praktického charakteru - ako vy¢islit maximélne
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entropie. Obzvlast zlozita sa tato tloha javi pri zadani entropii do radu k& ako maxi-
malizacnych podmienok. Zaroven je pre nas z praktického hladiska velmi uzito¢né vediet
tento problém vyriesit. V ¢lankoch [1, 2| je preto navrhnuty postup, ktory umoziuje ulohu
rieSit optimalizaciou [-miery atomov diagramu. Zadané optimalizacné vézby su entropie
do radu k£ a Shannonove nerovnosti. Vdaka tomu, ze mdzeme stotoznit hodnoty entro-
pii s I-mierou uré¢itych atémov, vizby su linearne. KIucové je uvedomit si, ze diagram,
ktory vznikne po maximalizacii, uz nemusi byt informacny a odévodnit, preco je to tak.
Tvarom maximaliza¢nych vizieb mézeme sice zarucit platnost Shannonovych nerovnosti
(nezapornost podmienenej entropie a vzajomnej informécie), nezaru¢ime vSak platnost
dalgich nerovnosti, oznac¢ovanych ako neshannonovské nerovnosti, ktoré si nutnou pod-
mienkou toho, aby bol diagram nielen ¢iselny, ale aj informaény. Teoreticky by sme mohli
tieto podmienky pridat ako vazbové, avsak tvar vSetkych neshannonovskych podmienok je
stale otvorenou otézkou. Preto my, spolu s autormi ¢lankov, neshannonovské podmienky
pri maximalizacii neuvazujeme, dostavame teda po maximalizacii diagram ¢iselny, nie

nutne informad¢ny.

5.1.1 Definicie

V uvode kapitoly sme vysvetlili motivaciu k maximalizacii entropie na informac¢nych
diagramoch. Nagim cielom je teraz definicia $tvrtého typu maximaélnej entropie a spojenej
informacie. Budeme pouzivat znacenie mnozin podobné ako v kapitole 2, teda M bude
predstavovat usporiadand mnozinu hodnét vézbovych podmienok, N indexovii mnozinu,
A bude mnozina &selnych diagramov, ktoré spliaji Shannonove nerovnosti a vizbové
podmienky. Mnozina N v tomto pripade obsahuje vSetky mozné usporiadané j-tice vy-
brané bez opakovania z mnoZiny {1, ..., k} pre vSetky j € k.

Skor, nez vyslovime definiciu posledného typu maximalnej entropie, je potrebné si
uvedomit, Ze eSte neméme definovani [-mieru ako funkciu na diagramoch, ktoré nie su
informacné, ale su len ¢iselné. V definicii informacnej znamienkovej miery totiz pozadu-
jeme, aby mnoziny )0(17 e ,)O(n reprezentovali vektorovi nahodnu veli¢inu (X7, ..., X,),
mieru vybranych ¢asti diagramu potom identifikujeme s urcitymi entropiami nahodnej ve-
liciny. V pripade, Ze diagram nie je informa¢ny v8ak neexistuji nahodné veli¢iny, ktorych

reprezentaciou by boli mnoziny. Preto rozsirime pojem I-miera nasledujicim sposobom.

Poznamka 5.2 (Rozsfrenie I-miery). Majme {X} = {Xi, ..., X,,} mnoZinu mnozn ge-

nerujacich pole F,, nad ktorym mame ¢iselny diagram. Dalej majme indexovii mnozinu
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() # N C n, ozna¢me obvyklym sposobom Xy = Uien X;. Potom definujeme ,LL[(XN)

ako sucet hodndt priradenych atomom pola F,, obsiahnutym v Xy.

Poznamenajme, Ze takto rozsirena [-miera je konzistentna s definiciou 4.10, ¢im mys-
lime, Ze ak méame informaé¢ny diagram vektorovej nahodnej veli¢iny (Xq, ..., X,) ku ktorej
prislichaju mnoziny {)o(l, ...,)O(n}, tak plati p;(Xy) = pur(Xn) pre vietky 0 # N C 7.

Kvoli zjednodusSeniu zapisu v definicii 5.4 eSte zavedieme pojem [-miera diagramu.
Pokial je diagram informacny, chceme tymto pojmom zachytit celkovi entropiu rozde-
lenia danej vektorovej ndhodnej veli¢iny. V pripade ¢iselného diagramu [-miera cisel-
ného diagramu predstavuje stucet vSetkych ¢isiel priradenych jednotlivym atémom dia-
gramu. Vdaka tomu, ako chépeme [-mieru na ¢iselnych diagramoch a vdaka inkluzii

o

D(X) C Dn(X), staci definovat pojem len pre ¢iselné diagramy.

Definicia 5.3 (I-miera diagramu). Majme {X} = {X}, ..., X,,} mnoZinu mnozn, ktora

generuje pole F,. Pre ¢iselny diagram D € Dy(X) definujeme [-mieru diagramu ako

ui(D) = U Xi}-

Objasnili sme vsetky potrebné detaily, pristipme preto k definicii posledného typu

maximalnej entropie a spojenej informécie.

Definicia 5.4 (Maximalna entropia pri zachovani entropii do radu k na Sy). Majme
k€ N, n € N také, ze k < n. Nech {X} = {(X1,..., X,,)} je mnozina ndhodnych veli¢in

s danym oborom hodnot. Dalej majme mnozinu mnozin {X} = {Xy, ..., X,,}.

k

Majme usporiadani mnozinu hodnot podmienok M, v ktorej je s = ijl

(?) nezapornych
realnych ¢isiel a mnoziny N; = {(i1,...,7;) | 1 < i3 < --- <i; < n} Vj € k. Oznatme
N = U;?:l N;, dalej ozna¢me prvky N ako m;, podobne prvky M ako m;. Ozna¢me

)O(m =U ieny X;. Nakoniec definujme mnozinu pripustnych ¢iselnych diagramov
A={D e Sy(X)|Vies: u(Xn)=m}.

Potom, pri predpoklade A # (), definujeme maximélnu entropiu pri zachovani entropif

do radu k na shannonovskych diagramoch, znacime H W(X ), ako

ﬁ[s’“](fc) := sup pr(D). (5.1)

DeA
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Poznamka 5.5. Vyslovme niekol'ko pozorovani suvisiacich s definiciou.

e Vidime, Ze maximalizujeme na mnozine ¢iselnych diagramov, pouzivame rozsireni
definiciu /-miery, nepotrebujeme preto pozadovat, aby mnoziny v { X} reprezento-

vali zlozky nahodnej veli¢iny.

e Pre entropiu maximalizovani na diagramoch sme zaviedli oznacenie H gk] (X' ).
Na rozdiel od oznacenia pre entropiu maximalizovani na rozdeleniach H (P (X)),
znacenie pre veli¢inu maximalizovanti na diagramoch neobsahuje rozdelenie P, ¢im
sme chceli vyjadrit, Ze tato maximalna entropia nie vyjadrenim supréma entropif
rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny, ale len suprémom [-mier ¢iselného
diagramu. Index S zavadzame preto, lebo maximalizujeme na shannonovskych dia-

gramoch.

Definicia 5.6 (Spojena informécia radu & pri zachovani entropii na Sy). Majme k € N,
n € N také, ze 2 < k < n, ostatné predpoklady ako v definicii 5.4. Nech plati
H g ](X ) < 4o00. Potom definujeme spojent informaciu radu k pri zachovani entropif

na shannonovskych diagramoch, zna¢ime [ qu]()z ), ako
k% k=1 k%
(X) = HEN(X) - H (X, (52)

Poznamenajme, ze vdaka monoténii maximaéalnej entropie, ktort ukazeme v 5.7 staci
na to, aby rozdiel dvoch po sebe idicich maximéalnych entropii bol kone¢ny, predpokladat

kone¢nost prvych entropii.

5.1.2 Vety

Nagim dalsim cielom bude presktumat zékladné vlastnosti entropie maximalizovanej
na diagramoch a prislusnej spojenej informacie. V tejto kapitole nebudeme oddelovat vety
o entropii do osobitnej sekcie od viet o spojenej informacii, pretoze skimanych vztahov je
menej. Ukdzeme ohrani¢enost a monoténiu postupnosti novodefinovanych maximélnych
entropii, preskiimame suvislost konstantnosti postupnosti maximalnych entropii a neza-
vislosti zloziek veli¢iny, podla ktorej entropii maximalizujeme, z tychto viet odvodime

prislusné dosledky pre vlastnosti spojenej informacie.

Veta 5.7 (Monotonia ﬁ[[sk} (X)). Majme X = (Xy,...,X,) ~ p(x) diskrétnu vektorovi

nahodni velicinu. Maximalizugme na shannonovskiyjch diagramoch entropiu pri entropidch
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veliciny X, predpokladajme ich konecnost. Potom pre vsetky k € n—1 plati

AY(X) > AF(X). (5.3)

Dékaz. Zvolme k € n—1. Oznatme SF(X) mnozinu é&selnych diagramov, ktoré
spliiaji Shannonove nerovnosti a podmienky urfené entropiami do radu k. Plati
SIHY(X) c SE(X) a obidve mnoziny st neprazdne, urdite totiz obsahuji informacny
diagram veli¢iny X. Maximalna entropia radu k je definovana ako suprémum /-miery

na mnozine S%(X). Z lemy 2.19 dostavame ﬁg’“]()i) > ﬁg’““](fc). O

Poznamka 5.8. V dokaze sme vyuzili vztah SEYH(X) ¢ Sf(X), opacné inklazia medzi
mnozinami nemusi platit a moZze nastavat aj ostra nerovnost medzi maximélnymi entro-
piami dvoch po sebe iducich rddov. Na predstavu najjednoduchsi pripad nerovnosti je
diagram pre dve mnoziny X 1 )2'2, kde volime hodnotu entropie druhého radu, pri ktorej
maximalizujeme tak, aby platilo H(X;, X3) < H(X;) + H(X3). Na druhej strane, vieme
najst podmienky také, ze nastava rovnost, staci volit hodnotu entropie druhého radu tak,
aby H (X1, X3) = H(X;)+ H(X32). Neostra nerovnost teda vo vete nemoze byt nahradena

ostrou nerovnostou, ale ani rovnostou.

Poznamka 5.9. Mohlo by nas zaujimat, ¢i je spojena informacia pri maximalizacii na dia-
gramoch monoténna. Pripomenme, Ze pre veli¢iny maximalizované na rozdeleniach sme
ukézali, Ze ani jeden z troch typov spojenej informécie nie je monotéonny. Ukézali sme to
na priklade XOR a néhodnych veli¢in interagujucich len po dvojiciach, vid priklady 3.1,
3.2. Na rovnakych prikladoch by sme vyvratili monotoniu [S’“](X' ).

Poznamka 5.10. Je potrebné si uvedomit, Ze pri maximalizacii entropie na diagra-
moch je nutné zahrnut do maximaliza¢nych vézieb aj Shannonove nerovnosti. Uvedme
jednoduchy priklad na to, ako sa maximélna entropia 1isi podla toho, ¢ maximalizu-
jeme na vdetkych &iselnych diagramoch alebo len na tych, ktoré splitaji Shannonove
nerovnosti. Majme diagram pre dve veli¢iny. Maximalizujme jeho mieru pri zadanych
prvych entropiach H(X) a H(Y). Pokial pozadujeme platnost Shannonovych nerovnosti,
tak vSetky atomy diagramu musia byt kladné. To implikuje, Ze maximélna entropia je
ohrani¢ena sumou prvych entropii. Ak by sme vSak platnost Shannonovych nerovnosti
nepozadovali, vieme najst ¢iselny diagram, ktory mé [-mieru rovnid n pre Iubovolné

n € N. Lahko odvodime, ze pre n € N zvolené Tubovolne pevne mé takyto diagram
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hodnoty atémov /(X NY) = H(X) + H(Y) —n, uy(X NY?) = H(X) — u (X NY)
a (Y NXY) = HY) — pu (X NY). Maximalna entropia je v tomto pripade nekonecno.

Poznamka 5.11. Skor, nez vyslovime vetu o ohranicenosti a nutnu a postacujicu pod-
mienku nezavislosti poznamenajme, Ze pokial mame zadané ako vazbové podmienky en-
tropie prvého radu, tak [-miera disjunktného informac¢ného diagramu pre dané velic¢iny
ma najvacsiu moznt hodnotu z hodnét I-mier informac¢nych diagramov pre tieto veliciny.
Vyplyva to z vety 1.31 a z koreSpondencie [-miery s informa¢nymi veli¢inami. Pojem dis-
junktny diagram vysvetlime v poznamke 5.12. To, Zze podla tvrdenia vety 1.31 sa horna
hranica hodnoty entropie dosahuje prave pre nezavislé zlozky implikuje, ze Ziadny iny in-
formac¢ny diagram nedosahuje ttto hodnotu /-miery. Toto pozorovanie mozeme zovseobec-

nit aj na ¢iselné diagramy, pre ktoré platia Shannonove nerovnosti pomocou lemy 5.13.

Poznamka 5.12. Objasnime, ¢o myslime pod pojmom disjunktny diagram, aj ked je
vyznam tohto pojmu intuitivne jasny. Za disjunktny diagram mmnozin )0(1, e ,)O(n pova-
zujeme taky, v ktorom maji nenulovi /-mieru jedine atomy v tvare X; N {X1 U...uU
)2'1-,1 U )O(Hl U...u Xn}c pre nejaké i € n. Zjednodusene by sme mohli povedat, ze dis-
junktny diagram je taky, v ktorom maju vSetky prieniky mnozin nulovi /-mieru. V dis-
junktnom diagrame reprezentujicom vektorovi ndhodnu velic¢inu je vzajomné informacia
medzi jednotlivymi skupinami zloziek nulova, takyto diagram teda reprezentuje veli¢inu

s nezavislymi zlozkami.

Lema 5.13 (Odhad miery diagramu). Majme mnoZinu mnozin {X} ={Xy,..., X,}.
Potom, pre vsetky D € Sy(X) plati py(D) < S0 i (X;).

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou podla po¢tu mnozin n. Pre n = 1
je nerovnost trivialna, overme preto eSte platnost pre n = 2. Majme ¢iselny diagram
D pre dve mnoziny X; a X,. Platnost Shannonovych nerovnosti implikuje nezapornost
17(X1NX3). Mozeme teda odhadovat (D) = (X1 NXE) +pr (X1NXs) +pr (XENX,) <
u[()z'l OXZC) +2MI()2'1 ﬂ)o(g) —l—m()o(lc mf@) = m(f(l) —i—u;()%g). Tymto sme ukézali plat-
nost pre n = 2, moézeme pristipit k indukénému kroku.

Majme k € N. Nech dokazovani nerovnost plati pre shannonovské ciselné diagramy
pre k — 1 mnozin. Nech D je shannonovsky diagram pre £ mnozin. Potom jeho /-mieru
mozeme vyjadrit ako pr(D) = pr({X1U. . .UXp 1 YNXE) 4+ pur({X1U. . UXe YN X)) +
nr({X U, UX 1 39N X) < pur({ XU, UXe  INXO) +2u,({ XU, UXe 1 YN Xg) +
pr({X1 U UX 39N X)) < SO (X)) + (X0 UL UXe 1 30 X))+ ur({ X UL ..U
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Xp1YonXy,) = S (X;) V odhade sme vyuzili, ze vdaka platnosti Shannonovych ne-
rovnosti je hodnota i ({X1U. . .UX,_1 YN X)) nezaporné a podla indukéného predpokladu
plati gy ({X1U... UX, 1} NXE) + m({X1U. ..U X} N X5) < SO0 (X, 0
Poznamka 5.14. 7Z lemy vyplyva, Ze podobne ako sme v pozndmke 5.11 komentovali
pre informa¢né diagramy, aj pre shannonovské ¢iselné diagramy bude platit, ze ak ma-
ximalizujeme pri prvych entropiach, tak maximalna entropia sa dosahuje na disjunkt-
nom diagrame, jeho miera je totiz prave Y. ,uI(X ). Zaroven bude platit, ze na ziad-
nom inom, nez disjunktnom diagrame sa tato hodnota I-miery nedosahuje. To mé-
zeme vidiet z dokazu lemy, plati totiz, Ze na to, aby sa dosahovala rovnost, musi platit
,ul({)a(l U...u )"(,H} N Xk) = 2/”({)2'1 U...u )"(,H} N Xk), ¢o modzeme upravit na vyraz
pr({X1U. . UXy_1}NX,) = 0, a to nezavisle na vol'be indexov mnozin a pre kazdé k € 7,

prieniky teda maja nulova /-mieru.

Pomocou vyslovenej lemy teraz dokdzeme vetu o ohrani¢enosti entropie maximalizo-

vanej na diagramoch.

Veta 5.15 (Ohranicenost H[k](X)). Nech n € N, k € n. Majme diskrétnu vektorovi nd-
hodnii velicinu X = (X1, ..., Xn) ~ p(x). Mazimalizujme na shannonovskyjch diagramoch
entropiu pri entropidch X do rddu k, predpokladajme ich konecnost. Potom plati

HPY(X) >0 (5.4)

2P (X) < ZH X)) (5.5)

H'(X) < Zlog2 1%, (5.6)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.

Dékaz. Vztah (5.4) vyplyva z nerovnosti H g’“](X' ) > H(P®(X)) > 0. Prva nerovnost
bude ukazani vo vete 5.21, nezapornost H(P[’“](}Z)) sme uz odovodnili v 2.39. Vztah
(5.5) vyplyva z lemy 5.13. Dalej nerovnost (5.6) vyplyva z toho, Ze vdaka vete 1.32 plati
H(X;) < logy || Xi|, z toho dostavame Y7, H(X;) < 327 log, || Xi]l. V spojeni so vata-
hom (5.5) dostavame (5.6). O

Priklad 5.16. Uvedme priklad na dosahovanie rovnosti v hornom a dolnom odhade.

Maximalizujme entropie na diagrame generovanom n mnozinami. Ak zadame entropie
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prvého radu nulové, tak H m(X ) = 0. Dokonca bude rovnost platit aj pre vyssie rady,
pretoze ak su zadavané prvé entropie nulové, tak aj zadavané entropie vyssich radov
budt musiet byt nulové, teda plati H [’“](X* ) = 0 pre vSetky k € n. Tymto sme zaroven
ilustrovali rovnost v prvom z hornych odhadov, pretoze HF ]( X) =" HX) =0
pre vSetky rady. Rovnost v druhom z hornych odhadov sa méze dosahovat, ak st zadané

ako viazbové podmienky entropie rovnhomerného rozdelenia.
Z vety o ohranic¢enosti entropie maximalizovanej na diagramoch vyplyva veta o ohra-
nicenosti prislusnej spojenej informécie.

Veta 5.17 (Ohranicenost ng]()z)) Nech n € N, k € n. Majme diskrétnu vektorovi nd-
hodnai velicinu X = (X1, ..., Xn) ~ p(x). Mazimalizujme na shannonovskyjch diagramoch

entropiu pri entropidch X do rddu k, predpokladajme ich konecnost. Potom plati

M(x)>o0 (5.7)
IH(X) < fjH(Xn (5.8)
M(x) < Zlogg B4 (5.9)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.

Dokaz. Vztah (5.7) plati vdaka monotonii H [k](X ). Nerovnost (5. 8) ziskame odhadom
(X)) = (X)) - A(X) < BFY(X) < BU(X) =27, H(X,), kde sme vyuzili
vztahy pre horné a dolné odhady maximalnej entropie pri danych entropiach, vztah (5.9)
odhadom (X)) = A (X)) — AP (X) < HF (X)) < HP(X) < 2, logs || X, kde

sme opét vyuzili odhady pre horné a dolné hranice maximalnej entropie. O]

Podobne, ako pri skimani ohrani¢enosti spojenych informéacii v kapitole o veli¢inach
maximalizovanych na rozdeleniach, aj v pripade [ L[qk} (X ) lahko najdeme horné hranice

sumy spojenych informacii.

Veta 5.18 (Ohranicenost > Is). Nechn € N, k € n. Magme diskrétnu vektorovi ndhodni
velicinu X = (X4,...,X,) ~ p(zx). Potom plati

ZIW <ZH gilogﬂp&u. (5.10)
=1

k=2

Doékaz. Dokézali by sme podobne, ako vetu 2.60. O
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Podobne, ako v pripade H(P* (X)) a H(P®) (X)), aj pomocou ﬁgk](X), resp. po-
mocou jej prislusnej spojenej informacie [Sk} (X' ), budeme schopni vyjadrit nutnu a posta-

¢ujucu podmienku nezavislosti zloziek veli¢iny, podla ktorej entropii maximalizujeme.

Veta 5.19 (Nutna a postacujica podmienka nezavislosti cez H [S’“](X )). Majme diskrétnu
vektorovi ndhodni velicinu X = (X1,...,Xn) ~p(x) s konecngm oborom hodnét. Mazi-
malizugme entropiu na shannonouvskijch diagramoch pri entropidch veliciny X do urcitého
radu. Potom zloZky X s nezdvislé prdave vtedy, ked je postupnost mazimdlnych entropii

pri zadangch entropidach konstantnd, teda plati

A = (%) = = AN = B (X).

Dékaz. Koneény obor hodnot X zarucuje konec¢né hodnoty entropii, ktoré pouzijeme ako
vazbové podmienky. Ukdzme najprv nutnt podmienku nezévislosti. Majme entropie neza-
vislej nahodnej veli¢iny, pouzime ich ako vizbové podmienky pre maximaliziciu entropie
na shannonovskych ¢iselnych diagramoch. Diagram vytvoreny z disjunktnych mnozin tieto
podmienky spliia, a to plati pre vietky rady zadanych vizieb. Zaroven z lemy 5.13 a po-
znamky 5.14 vieme, Ze ziadny shannonovsky ¢iselny diagram nemdze mat vacsiu [-mieru,
nez disjunktny. Maximalna entropia pri zadani entropii do radu k pre lubovolné k € n je
teda rovné miere disjunktného diagramu, t. j. si¢tu entropii jednotlivych zloziek X, po-
stupnost je konstantna. Odévodnime este postacujicu podmienku. Majme konstantnu po-
stupnost entropii maximalizovanych na shannonovskych diagramoch. Vieme, ze H E ](f( )
je I-mierou disjunktného diagramu a ako sme uviedli v poznamke 5.14, tato [-mieru méa
z moznych shannonovskych ¢iselnych diagramov jedine disjunktny a ten je informac¢nym

diagramom X, ktora ma nezavislé zlozky. O]

Veta 5.20 (Nutna a postacujica podmienka nezavislosti cez [ g’“]()i' )). Majme diskrétnu
vektorovii ndhodni velicinu X = (X1,...,Xn) ~ p(x) s konecngm oborom hodnét. Mazi-
malizugme entropiu na shannonovskijch diagramoch pri entropidch veliciny X do wrcitého
radu. Potom zloZky X su nezdvislé prdve vtedy, ked je postupmost spojenijch informdcii

pri zadangch entropidach nulovd, teda plati
IF(X)y=0  Vke{2,..,n}

Doékaz. Vyplyva z vety 5.19. O]
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5.1.3 Vztahy medzi konstrukciami

Podobne, ako pri konstrukcii troch typov maximélnej entropie, ktoré vznikli maxi-
malizaciou na rozdeleniach pravdepodobnosti, chceli by sme aj pri stvrtom type preski-
mat jeho vztahy ku ostatnym typom maximélnych entropii. Zaujima nés predovsetkym
vztah H(PM(X)) a H g’“](f( ), pretoze motivaciou k definicii H [Sk](X ) bola prave nahrada
H(P® (X)), ktort obvykle nevieme vyéislit.

Veta 5.21 (Vztah H(PM(X)) a fI[SH(X)) Majme k € N, n € N také, Ze k < n a mno-
ginu { X} = {(X1,...,X,)}. Majme dalej X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakiym oborom
hodnét. Maximalizugme entropiu na rozdeleniach a na shannonovskijch diagramoch pri en-

tropidch veliciny X, predpokladdme ich konecnost. Potom plati
(X)) > HPW(X)). (5.11)

Dékaz. H(P®(X)) vznikd maximalizaciou entropie na rozdeleniach pravdepodobnosti,
ktoré splhaju hodnoty danych entropii. Ku kazdému takémuto rozdeleniu mozeme jedno-
znacne priradit informac¢ny diagram, oznacme mnozinu tychto informacnych diagramov B.
Potom H (]5[]“](5( )) mdzeme chapat ako hodnotu supréma I-miery diagramov z mnoziny
B. Dalej vieme, ze H gk] (X ) vznikd maximalizaciou entropie na shannonovskych ¢iselnych
diagramoch, ktoré spliiaju podmienky na dané entropie. Ich mnozinu oznaéime v si-
lade so znacenim v definicii H g’“](X* ) ako A. Vieme, Ze kazdy informacény diagram splia
Shannonove nerovnosti, mézeme ho teda chapat ako ¢iselny shannonovsky diagram. Plati
B C A, medzi vSetkymi ¢iselnymi diagramami spliujicimi podmienky na entropie st
urcite aj vSetky vhodné informacné diagramy. Vdaka predpokladom st mnoziny A a B
neprazdne, urcite obsahuju informac¢ny diagram, ktory prislicha rozdeleniu veli¢iny X.

Z lemy 2.19 potom vyplyva ng’“]()?) > H(PM(X)). O

Poznamka 5.22. Maximalizaciou entropie pri entropiach veliciny X myslime to, Ze
za mnozinu M v definicii 5.4 a za mnozinu M®* v definicii 2.15 volime mnoZinu hod-

not prislusnych entropii vypocitanych z rozdelenia veli¢iny X.

Poznamka 5.23. Vdaka tomu, ze inkltziu medzi mnozinami diagramov nemdzeme
vo vSeobecnosti obratit, neocakavame, ze by vzdy platila rovnost. Na druhej strane,
existuju priklady, ked rovnost nastava. Je to tak napriklad vtedy, ked za vizbové pod-

mienky zadavame entropie diskrétnej vektorovej veli¢iny s nezavislymi zlozkami. Potom
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totiz ﬁg"‘]()?) = H(PM(X)) = 327, H(X;), tuto situdciu sme u# preskimali vo vetach
o podmienkach nezavislosti.

Dalsim prikladom na rovnost danych dvoch typov entropie je situacia, kedy o dia-
grame vytvorenom pri maximalizacii vieme, Ze je informacny. Napriklad, ak méa vysledny
diagram len nezaporné hodnoty atémov a nemame obmedzeny obor hodn6t ndhodnych
veli¢in, z vety 4.15 vyplyva, Ze je informac¢ny pre tieto nahodné veli¢iny, teda existuje
rozdelenie pravdepodobnosti, na ktorom sa vypocitanad maximélna entropia dosahuje, na-
stava rovnost maximalnych entropii.

Poznamenajme, ze prvy uvedeny priklad na rovnost, t. j. rovnost nastava pri za-
dani entropii veli¢iny s nezavislymi zlozkami, je tiez Specidlnym pripadom situécie, ked

o vyslednom diagrame vieme, Ze je informacny.

Vyslovme este vetu o vztahu medzi entropiou maximalizovanou na diagramoch pri za-
danych entropiach a entropiou maximalizovanou na rozdeleniach pri zadanych margina-
lach. Vyslovime najprv vetu s detailnymi predpokladmi, v poznamke potom uvedieme

slovné znenie.

Veta 5.24 (Vztah H(P® (X)) a fI[Sk](X')) Majme k € N, n € N také, Ze k < n,
mnoZinu {X} = {(X1,...,X,)}. Majme dalej diskrétnu vektorovi ndhodni wvelic¢inu
X =(Xy,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hodnét a indezovii mnozinu N® 2z definicie
H(PW) (X)), jej proky oznacme n;. Oznacme B = {pn,(x) | n; € N®}. Za vektorové
veliciny X; v definicii 2.5 zvolme vektorové ndhodné veliciny uréené rozdeleniami v B.

Majme indexovi mnoZinu N z definicie ]:Igﬂ (X) Jej pruky oznacme my. Dalej oznacme
zdruzeni entropiu H(X,,, ... ,Xij) = Hp, pre vSetky (i1, ...,1;) = ny. Nech si vietky Hj,
konecné. Za mnozinu hodnot podmienok M v definicii 5.4 polozme M = {Hz, | y € N}.

Potom pre takto definované maximdlne entropie plati
2P (X) > HPW(X)). (5.12)

Doékaz. Veta je priamociarym dosledkom viet 2.45 a 5.21. O]

Poznamka 5.25. V oboch vetach spominanych v dokaze mame dokazané tvrdenie v tvare

neostrej nerovnosti, preto aj v tejto vete ponechame neostra nerovnost.

Poznamka 5.26 (Vztah H(P® (X)) a ]:[gk]()z), slovne). Majme k& € N, n € N take,
ze k < n, mnozinu {X} = {(X1,...,X,)}. Majme dalej diskrétnu vektorovii ndhodni

velidinu X = (X' 1,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hodnét. Maximalizujme entropiu
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pri marginalnych rozdeleniach veli¢iny X ana shannonovskych diagramoch pri entropiach

veli¢iny X , predpokladame ich kone¢nost. Potom plati
HE(X) > H(P®(X)). (5.13)

Touto pozndmkou ukoncujeme prieskum zakladnych vlastnosti primarnej konstrukcie
entropie maximalizovanej pri zadanych entropiach na diagramoch, v poslednej ¢asti prace
eSte predstavime alternativnu konstrukciu, ktora bude taktiez aproximaciou maximalnej
entropie pri zadanych entropiach definovanej na rozdeleniach, ktorti sme popisali v druhej
kapitole prace, resp. aproximéciou maximaéalnej entropie z primérnej konstrukcie. Zatial ¢o
priméarna konstrukcia bola navrhnuté v ¢lanku [2|, alternativna konstrukcia sa v ¢lankoch
vobec nespomina, je to nami novovytvoreny sposob maximalizacie, ktory je vSak primarne;j

schéme blizky.

5.2 Alternativna konstrukcia

V predchadzajucej ¢asti sme preskimali vlastnosti konstrukcie, ktora bola navrho-
vana v ¢lankoch [1, 2|. V tejto konstrukénej schéme sa maximalizuje entropia pri zadanych
entropiach do uréitého radu na diagramoch, ktoré splhajia Shannonove nerovnosti. Ako
sme ukazali v leme 5.13, platnost Shannonovych nerovnosti je postac¢ujtca na to, aby bola
miera diagramu konecné. Pokial pozadujeme platnost Shannonovych nerovnosti na dia-
grame pre n mnozin, zaddvame n nerovnosti vyjadrujtucich nezdpornost podmienenej en-

tropie a (") nerovnosti vyjadrujucich nezéapornost podmienenej vzajomnej informéacie,

2
nerovnosti si v tvare danom definiciou 4.21. Mohlo by nés zaujimat, ¢i nemo6zeme tieto
nerovnosti nahradit inou sadou nerovnosti, ktora by tiez zabezpecila kone¢nost entropie.
V nasledujucej casti preto skiisime nahradit platnost Shannonovych nerovnosti poziadav-
kou na nezépornost I-miery kazdého atému diagramu.

Skor, nez pristupime k samotnym definiciam, uvedme este jeden technicky detail,
na ktorom uvidime, pre¢o by naSa alternativna konstrukcia mohla byt vhodné. Pri za-
dévani optimaliza¢ného problému na maximalizaciu entropie na diagramoch potrebujeme
spravne previest Shannonove nerovnosti na nerovnosti medzi I-mierou atémov diagramu.
Tento problém sice nie je zlozity, ale vyzaduje si znalost zakladnych vztahov medzi infor-

macnymi veli¢inami. Ak by sme vSak namiesto tychto nerovnosti pozadovali len nezapor-

nost [-miery diagramu, zadédvame 2" — 1 podmienok, vSetky maji rovnaky jednoduchy
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tvar py(A) > 0, kde A znag¢i atom diagramu. Na druhej strane, priamo vidime aj mozné
nevyhody konstrukcie. Vieme totiz, Ze nie vSetky informac¢né diagramy pre tri a viac
nahodnych veli¢in musia mat nezaporné hodnoty atémov diagramu, je teda vhodné pre-
sktimat, ¢i sme sa neobmedzili na prili§ mald mnozinu informac¢nych diagramov. Bude nés
tiez zaujimat, ¢i tato konstrukcia moze priniest aj nejaké iné vyhody okrem jednoduch-
sieho zadavania viazbovych podmienok a ¢i je naozaj vhodné sa obmedzit len na nezaporné

diagramy.

5.2.1 Definicie

Definicia 5.27 (Nezéporné diagramy). Majme mnozinu ndhodnych veli¢in s danym obo-
rom hodnot {X} = {(Xi,...,X,)} a mnozinu mnozin {X} = {Xi,...,X,}. Potom
Ny (X) oznacime podmnozinu Dy (X) obsahujtcu &selné diagramy, ktoré maji I-mieru

vSetkych atomov nezaporna.

Poznamka 5.28. Nezaporné diagramy spliiaji Shannonove nerovnosti, t. j. plati

NN(X) C SN(X)

Poznamka 5.29 (O nezapornych diagramoch). V ¢lanku [1] bol odvodeny tvar ma-
ximélne entropického diagramu pri zadanych entropiach do radu dva pre trojzlozkovi
nahodnt veli¢inu. Vysledok ukazuje, Ze tento diagram ma vSetky hodnoty I-miery na ato-
moch nezaporné. Autori tohto ¢lanku tiez uvadzaju, Ze vo vi¢Sine nimi testovanych pripa-
dov maximalne entropické diagramy, ktoré vznikli optimalizaciou miery diagramu pri plat-
nosti Shannonovych nerovnosti, boli prave diagramy s nezapornymi atémami. Na druhej
strane, pokial by sme hladali diagramy s miniméalnou entropiou, vysledkom by vel'mi ¢asto
boli prave diagramy s negativnou /-mierou atémov, na tito tlohu teda nie je nase obme-
dzenie vhodné. Ako vSak aj autori ¢lanku upozornuji, minimalizaciu entropie pri zada-
nych entropiach nie je vhodné riesit ani ich primarnou konstrukciou, pretoze pre diagramy
so zapornymi hodnotami nevieme zarucit, Ze existuje rozdelenie, na ktorom sa dosahuju
dané hodnoty informacnych veli¢in, pritom prave existencia takéhoto rozdelenia je pre nés

dolezita.

Poznamka 5.30. Dalsia vyhoda alternativnej konstrukcie sivisi s existenciou rozdelenia
k ¢iselnému diagramu. Vdaka vete 4.15 mame zarucené, ze pre diagram pre n mnozin
s nezapornymi hodnotami atémov, existuje n diskrétnych nahodnych veli¢in, ktoré maja

hodnoty informac¢nych veli¢in také, ako st uréené diagramom. Nevyhodou tejto vety je, ze

100



nepozname nosice hustét pravdepodobnosti tychto veli¢in. Symbolicky mézeme zapisat, ze
platf Ny (X) € D(X), kde {X} = {X;,..., X, }, {X} ={(X1,...,X,)} aRan X; C N,
pre vSetky ¢ € i, t. j. D(X) predstavuje mnozinu diagramov, ktoré su informa¢né pre ne-
jaka vektorovia ndhodnu veli¢inu, ktord méze mat nosi¢ hustoty pravdepodobnosti jed-

notlivych zloziek koneény, ale aj spocitatelny, teda neohraniceny.

Zaviedli sme mnozinu diagramov, na ktorej budeme maximalizovat hodnotu I-miery
a preskimali jej vlastnosti a vztahy ku ostatnym mnozinam diagramov, pristipme teraz

uz k samotnej definicii posledného typu maximalnej entropie a spojenej informécie.

Definicia 5.31 (Maximéalna entropia pri zachovani entropii do radu k na Ny). Majme
keN, neN také, Ze k < n. Dalej majme mnozinu mnozin {X} = {Xy, ..., X,,}.
n

') nezapor-

Majme usporiadant mnozinu hodnot podmienok M., v ktorej je s = Z?Zl (]

nych realnych ¢éisiel a mnoziny N; = {(i1,...,4;) [ 1 <43 <--- <i; <n}Vje k. Ozna¢me
N, = U§:1 N; indexovii mnozinu, dalej ozna¢me prvky N, ako m;, podobne prvky M,

ako m;. Oznac¢me an =U X;. Nakoniec definujme mnozinu pripustnych ¢iselnych

€N
diagramov

A, ={DeNy(X) |Vl €5: (X)) =my}.

Potom, pri predpoklade A, # (), definujeme maximéalnu entropiu pri zachovani entropii

do radu k na nezédpornych diagramoch, znac¢ime ]:IF(X ), ako

HEC}(X) = DS;IE pr(D). (5.14)
+

Definicia 5.32 (Spojené informacia pri zachovani entropii do radu k na Ny). Majme
k € N, n € N také, ze 2 < k < n, ostatné predpoklady ako v definicii 5.4. Nech plati
ﬁE](X' ) < 4o00. Potom definujeme spojent informaciu radu k pri zachovani entropii

na nezapornych diagramoch, zna¢ime If](}z ), ako
ko Sk, o A
IM(x) .= g x) - BM(X). (5.15)

5.2.2 Vety

Podobne, ako pri vSetkych ostatnych konstrukciach, vyslovime a dokazeme najprv
vety o zakladnych vlastnostiach maximalnej entropie a spojenej informacie na nezapor-

nych diagramoch, potom preskimame vztahy tejto konstrukcie a niektorych ostatnych.
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Predovsetkym nas zaujimaju vztahy ku ostatnym entropiam maximalizovanym pri zada-

nych entropiach, t .j. vztah k H¥(X) a H(PF(X)).

Veta 5.33 (Monotonia I—iff](f{)) Majme X = (X1,...,X,) ~ p(x). Mazimalizujme
na nezdporniyjch diagramoch entropiu pri entropidch veliciny X, predpokladajme ich ko-
necnost. Predpokladajme dalej, Ze existuje nezdporny diagram spliiajici dané vizbové pod-

mienky pre vietky k € n. Potom pre vietky k € n—1 plati

AP (X)) > B (X)), (5.16)

Dékaz. Zvolme k € n— 1. Oznaéme N (X)) mnozinu nezapornych diagramov, ktoré
splhaji podmienky urcené entropiami do radu k. Plati N¥(X) c ME(X) a obidve
mnoziny st podla predpokladu neprazdne Maximalna entropia radu k je definované ako

suprémum I-miery na mnozine N'¥(X). Z lemy 2.19 dostavame H'* ](X) > ﬁj{““l(i{). O

Veta 5.34 (Ohranic¢enost ﬁﬂ”(i{)) Nech n € N, k € n. Mayme diskrétnu vektorovi
ndéhodni velicinu X = (X1,...,Xn) ~ p(x). Mazimalizujme na nezdiporngjch diagramoch
entropiu pri entropidch X do rddu k, predpokladajme existenciu nezdaporného diagramu

spliiajiceho vizbové podmienky. Potom plati

aM(X) >0 (5.17)
HY(X) < Z H(X (5.18)
aM(X) < Zlog2 1], (5.19)

kde | X;|| znaci pocet prokov v obore hodnét X;.

Dékaz. Vztah (5.17) vyplyva z toho, Ze [-miera diagramu je suc¢tom [-mier jednotlivych
atomov diagramu a tie si nezaporné. Vztah (5 18) vyplyva z lemy 5.13. Lemu sme totiz
ukazali pre vietky diagramy z mnoziny Sy(X) a vieme, ze Ny(X) € Sy(X). Nerovnost
(5.19) vyplyva z vety 1.32, detaily nebudeme popisovat, postupovali by sme podobne, ako
v dokaze vety 5.15. [

Veta 5.35 (Ohrani¢enost I[k](X)). Nech n € N, k € n. Majme diskrétnu vektorovi
ndhodni velicinu X = (X1, ..., Xn) ~ p(x). Mazimalizujme na nezdpornijch diagramoch

entropiu pri entropidch X do rddu k, predpokladajme existenciu nezdporného diagramu
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spliiajiceho vizbové podmienky. Potom plati

Mx)>o0 (5.20)
@@mimm (5.21)
(%) < o |, (5.22)

kde ||X;|| znaci pocet prvkov v obore hodnot X;.

Dokaz. Postupovali by sme podobne, ako v dokaze vety 5.17. O

Veta 5.36 (OhraniGenost 3. 1,). Nechn € N, k € . Magme X = (X1,...,X,) ~ p(x).
Mazximalizugme na nezdpornijch diagramoch entropiu pri entropidch X, predpokladajme

existenciu nezdporného diagramu spliiajiceho vizbové podmienky. Potom plati
. - -
DN <Y H(X) <D log | &l (5.23)
k=2 i=1 i=1

Dékaz. Dokazali by sme podobne, ako vetu 2.60. O

Veta 5.37 (Nutné a postacujuca podmienka nezavislosti cez I:L[f](f( )). Magme diskrétnu
vektorovi ndhodni velicinu X = (5(1, . ,Xn) ~ p(x) s koneéngm oborom hodnét. Ma-
ximalizugme na nezdpornich diagramoch entropiu pri entropidch veliciny X do wrcitého
radu. Potom zloZky X si nezdvislé prdave vtedy, ked je postupnost mazimdlnych entropii

pri zadangch entropidach konstantnd, teda plati
rril] /v rr2] /v rrin— % 7N [ v
ANX) =H(X) = = HY(X) = AY(X).

Doékaz. Budeme postupovat podobne, ako v dokaze vety 5.19. Konecnost oboru hodnot
X zarucuje kone¢né hodnoty entropii, ktoré pouzijeme ako viazbové podmienky. Uka-
zeme najprv nutni podmienku nezavislosti. Majme entropie nezavislej ndhodnej veli¢iny,
pouzime ich ako viazbové podmienky pre maximalizaciu entropie na nezapornych dia-
gramoch. Diagram vytvoreny z disjunktnych mnozin tieto podmienky splita, a to plati
pre vsetky rady zadanych vézieb. Vdaka tomu, Ze entropia diskrétnej nahodnej veli¢iny
je vzdy nezaporna vieme, ze disjunktny diagram je nezaporny. f)alej z lemy 5.13 a po-

znamky 5.14 vieme, Ze ziadny shannonovsky ¢iselny diagram nemdze mat vacsiu [-mieru,
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nez disjunktny, a kedze nezaporné diagramy st shannonovské, plati to aj pre ne. Z uve-
deného vyplyva, ze maximélna entropia na nezapornych diagramoch pri zadani entropii
do radu k pre Iubovolné k € 7 je rovna [-miere disjunktného diagramu, t. j. suc¢tu entropif
jednotlivych zloziek X , a teda postupnost je konsStantna. Odévodnime teraz postacujicu
podmienku. Majme konStantnii postupnost entropii maximalizovanych na diagramoch.
Vieme, ze Iﬂ”(i{ ) je suctom zadanych prvych entropii, a ako vieme z poznamky 5.14,
tato I-mieru ma z moznych shannonovskych a teda aj z moznych nezapornych diagramov

jedine disjunktny a ten je informacnym diagramom X, ktord mé nezavislé zlozky. O]

Veta 5.38 (Nutnéa a postacujica podmienka nezavislosti cez If]()z ). Magme diskrétnu
vektorovi nahodni velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s konecngm oborom hodnét. Ma-
ximalizugme na nezdpornijch diagramoch entropiu pri entropidch veliciny X do urcitého
radu. Potom zloZky X su nezdvislé prdave vtedy, ked je postupmnost spojenijch informdcii

pri zadangch entropidach nulovd, teda plati
M(X)y=0  Vke{2 ..,n}

Doékaz. Vyplyva z vety 5.37. [

5.2.3 Vztahy medzi konstrukciami

Ukéazali sme niektoré zakladné vlastnosti alternativnej konstrukcie maximalnej entro-
pie pri zadanych entropidch pocitanej na diagramoch, teraz preskiimame vztahy ku os-
tatnym konstrukcidm. Budeme sa tiez zameriavat na to, aké vyhody by mohla nasa kon-
Strukcia priniest.

Veta 5.39 (Vztah H(PM(X)) a I:If](f{)) Majme k € N, n € N také, Ze k < n, mno-
Zinu {X} ={(X1,...,X,)} taki, Ze Ran X; C Ny pre kazdé i € n. Magme dalej diskrétnu
vektorovi nahodnii velicinu X = (Xy,...,X,) ~ p() s rovnakgm oborom hodnot. Nech
informacny diagram pre velicinu X je nezaporny. Maximalizuyme entropiu pri entropidch
veliciny X, predpokladdme ich konecnost, mazximalizuyme na rozdeleniach a na nezdpor-

nych diagramoch. Potom plati
AP (X)) < H(PH(X)). (5.24)

Dékaz. H(P®(X)) vznikd maximalizaciou entropie na rozdeleniach pravdepodobnosti,

ktoré splhaju hodnoty danych entropii. Ku kazdému takémuto rozdeleniu mozeme jedno-
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znacne priradit informac¢ny diagram, ozna¢me mnozinu tychto informac¢nych diagramov
B. Potom H(P™(X)) mozeme chapat ako suprémum [-miery diagramov z mnoZiny B.
Dalej ﬁg’f] (X ) vznikd maximalizaciou entropie na nezapornych diagramoch, ktoré spliaju
podmienky na dané entropie. Ich mnozinu oznac¢ime ako A. Z vety 4.15 vieme, ze ku kaz-
dému nezapornému diagramu existuje rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej vektorove;j
nahodnej veliciny z { X }, pokial obor hodnét X; nie je ohraniceny, ¢o je v naSom pripade
podla predpokladu splnené. Plati teda, ze vSetky diagramy v mmnoZine A su informac¢né
pre nejaké X € {X}, a teda A C B. Plati, Ze mnoziny A a B neprazdne, z lemy 2.19
potom vyplyva H'(X) < H(PH(X)). O

Poznamka 5.40. Podobne ako v pripade vety 5.21, aj tu myslime maximalizaciou en-
tropie pri entropiach X to, zZe za mnoziny hodnét maximaliza¢nych podmienok z definicii
]jff}()z ) a H (P[k](f( )) volime hodnoty prislusnych entropii vypocitanych z rozdelenia
velidiny X .

Poznamka 5.41. Veta je zaujimava tym, Ze novovytvorena alternativna konstrukcia
pri ur¢itych predpokladoch poskytuje dolny odhad H (]5[’“}()2 )), zatial ¢o priméarna kon-
strukcia poskytovala odhad zhora. Vieme, Ze dolny odhad H(P® (X)) nam poskytuje aj
H(pP® (X )), na vypocet tejto veli¢iny vSak potrebujeme poznat marginaly prislusného
rddu. Na druhej strane, problémom na praktické pouzitie dolného odhadu pomocou al-
ternativnej konstrukcie je predpoklad neohrani¢eného oboru hodnét skiimanej ndhodnej

veli¢iny.

Poznamka 5.42. Poznamenajme, Ze pre dvojzlozkovii ndhodnu veli¢inu maju vsetky
atomy diagramu, ktory spliia Shannonove nerovnosti nezaporni /-mieru, pre tieto veli¢iny
teda nastava rovnost entropie maximalizovanej na shannonovskych a na nezapornych

diagramoch.

Dalej vyslovime vztah medzi novou alternativnou a pévodnou primérnou konstruk-

ciou maximaéalnej entropie poc¢itanej na diagramoch.

Veta 5.43 (Vztah fL[f](X’) a ﬁ[g’ﬂ()?)) Majme k € N, n € N také, Ze k < n, mnoZinu
{X} = {(Xq,...,X,)} taki, Ze Ran X; C Ny pre kazdé i € n. Majme dalej diskrétnu
vektorovii ndhodni velicinu X = (X1,...,X,) ~ p(x) s rovnakym oborom hodnét. Nech
informacny diagram pre velicinu X je nezdaporny. Maximalizujme entropiu pri entropidch

veliciny X, predpokladdme ich konecnost, maximalizujme na shannonovskijch a na nezd-
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porngjch diagramoch. Potom plati
N .
AY(X) < BF(X). (5.25)

Doékaz. Veta je priamociarym dosledkom tvrdeni 5.39 a 5.21. O]

Vztahy medzi alternativnou konstrukciou a maximélnou entropiou pri ostatnych ty-
poch véizbovych podmienok prenechavame na budice skiimanie. Na zaver uvedieme pri-
klad, v ktorom predstavime numericky ziskané hodnoty viacerych typov maximalnej entro-
pie a spojenej informécie pre konkrétny pripad rozdelenia pravdepodobnosti trojzlozkovej

nahodnej veli¢iny.

Priklad 5.44 (Numericky vypocet vSetkych typov entropie). Majme {X} = {(X,Y, 2)},
s obormi hodnét RanX = RanY = RanZ = {1,2,3}. Vypocitame maximalnu
entropiu typov H(P® (X)), H(P<*>(X)), H¥(X), AM(X) pre k € {1,2,3},
H(P®(X)) pre k € {1,3} a spojent informaciu typov Ié’“(f(), I (X), Jgk](fc), L[f](f()
pre k € {2,3} pri marginéalach, resp. momentoch alebo entropiach ziskanych z rozdelenia
veliciny (X,Y,Z) ~ p s rovhakym oborom hodnoét, ako ma (X,Y, Z), ktoré uvadzame

v tabulke 5.1.

79,2 | p(2,9,2) || 7,9,2 | p(3,8,%) || 2,9, | p(Z,7,%)
11,1 | 1/32 [[221] 1/32 [[223 ] 1/32
222 | 1/32 | 212 1/32 |[232| 1/32
333 | 1/32 | 122 1/32 |322| 1/32
211 | 1/32 |331| 1/16 || 1,23 | 1/32
12,1 | 1/32 |3,1,3] 1/16 | 231 | 1/16
11,2 | 1/32 |[133 ] 1/32 (312 1/16
311 1/32 |233] 1/32 [1,32| 1/16
1,31 | 1/32 |[323| 1/32 (321 1/32
1,1,3 | 1/32 |[332 ] 1/32 [ 213 | 1/32

Tabulka 5.1: Rozdelenie pravdepodobnosti (X Y., Z ) z prikladu 5.44

Explicitne nebudeme uvadzat hodnoty momentov a entropii pri ktorych maximali-
zujeme, je mozné ich Tahko dopocitat z hodnot v tabulke. RieSenie sme hladali nume-
ricky pomocou linearnej, resp. nelinearnej optimalizécie. Vyuzili sme programovaci jazyk
Julia, balicek JuMP.jl a nelinearny riesi¢ Ipopt. Pozadovali sme splnenie vazbovych pod-
mienok s presnostou 107'%. Pomocou tohto riei¢a sme neboli schopni najst hodnotu
H(PH(X)), tento problém sme viak ocakévali, spominaja ho uz autori élankov [1, 2].

Pre k € {1,3} vieme hodnotu tohto typu entropie uré¢it aj bez rieSenia maximaliza¢ného
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problému, pre k = 1 je totiz maximalna entropia rovné suc¢tu zadanych hodndt prvej en-

tropie, pre k = 3 je maximalna entropia rovné hodnote zdruzenej entropie, ktoré je zadana

ako vazba.

V tabulke 5.2 uvadzame vypocitané hodnoty maximalnej entropie, v tabulke 5.3

hodnoty spojenej informacie v bitoch zaokrtihlené na 4 desatinné miesta.

k| HPW(X)) | HP (X)) | HH(X) | AP/(X) | H(PH(X))
T 47379 17485 | 47379 | 47379 | 47379

2| 47132 47183 | 47136 | 47136 .
34,6875 47034 | 46875 | 46875 | 4,6875

Tabulka 5.2: Hodnoty maximélnej entropie z prikladu 5.44

k(X | e x) [ X)) [ 1P X)
2 || 0,0247 0,0275 0,0243 | 0,0243
3| 0,0257 0,0149 0,0261 | 0,0261

Tabulka 5.3: Hodnoty spojenej informécie z prikladu 5.44

Jedna z hornych hranic z vety o ohranicenosti maximéalnych entropii je v tvare
H(X)+H(Y)+ H(Z), v nasom pripade mé tato hranica hodnotu po zaokruhleni 4, 7379.
Vieme, Ze tuto hodnotu dosiahneme v pripade H(PM (X)), H(PW(X)), HY(X), a kedze
v pripade maximalizacie pri prvych entropidch je maximalne entropicky diagram neza-
porny, tak hranicu dosiahneme aj pre I—ifﬂ} (X). Z tabulky 5.2 tiez vidime, ze H(P<'>(X))
hodnotu tejto hranice prekracuje. Okrem toho, hodnota H(P<3>(X)) je vécSia, nez hod-
nota skutocnej zdruzenej entropie. balej mozeme vidiet monotoéniu maximéalnych entropif
jednotlivych typov.

V tabulke 5.2 dalej mozeme vidiet, ze H2/(X) = HP(X). Na zaklade élanku [1] je
tato rovnost oCakavana, autori totiz nasli tvar maximalne entropického diagramu pre za-
dané entropie do druhého radu, a ako sme uz spominali v poznamke 5.29, tento diagram je
nezaporny. Pokial by sme vypo¢itali I-mieru maximélne entropického diagramu z ¢lanku
pre nase rozdelenie, ozna¢me tento diagram ako D, dostali by sme po zaokrithleni vysle-
dok pur (D) =H(X)+H(Y)+H(Z)-I1(X;Y)—1(Y; Z) = 4,7136, ¢o je hodnota rovnaka,
ako sme ziskali optimalizaciou.

Maximalnu entropiu pri zadanych entropiach do druhého rddu vypocitani na roz-
deleniach, t. j. H (15[2](5( )), sa nam nepodarilo najst numericky a ani analyticky, mame

vsak k dispozicii horny odhad, ktory nam udéava hodnota H [2](X ). Zéaroven vieme, Ze
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H(PB(X)) > H(P®(X)), tento vztah udéva dolny odhad maximélnej entropie, celkovo
teda H(PZ(X)) € (4,7132;4,7136). Pripomeiime, Ze nemoZeme tvrdit, ze by ndhodné
veli¢ina s nami zadanym oborom hodn6t mala maximalnu entropiu pri zadanych entro-
piach druhého radu pocitant na rozdeleniach rovna H2 (X' ). Vieme sice, Ze pre nas pripad
existuje rozdelenie trojzlozkovej nahodnej veli¢iny, ktoré mé informa¢ény diagram rovnaky,
ako maximalne entropicky diagram z ¢lanku, neméame vsak zaistené, ze tato trojzlozkova
veli¢ina ma rovnaky obor hodnot, ako { X'}.

Uvedme este niekolko komentarov k hodnotdm spojenej informécie v tabulke 5.3.
Vidime, Ze vSetky druhy spojenej informacie vsetkych radov st nenulové, moézeme tvr-
dit, ze medzi zlozkami popisovanej nahodnej veli¢iny sa vyskytuju interakcie radov 2
a 3. Hodnotu spojenej informécie typu LEH(X ) sme v tabulke neuvideli, pretoze nepo-
zname jej presni hodnotu. Na zéklade odhadu hodnoty H(PP(X)) vsak mozeme ur-
¢it aspon interval, v ktorom hodnoty prislusnej spojenej informécie urcite lezia. Plati

I2(X) € (0,0243;0,0247), I7(X) € (0,0257;0,0261).

Tymto prikladom uzatvarame sktimanie poslednej konstrukcie maximalnej entropie

a tym padom aj cely prieskum vlastnosti maximélne entropickych funkcionalov.
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Zaver

V praci sme preskumali jednu z moznosti popisu interakcii v komplexnych systémoch
pomocou maximalne entropickych funkcionélov. V prvej ¢asti textu sme predstavili defi-
nicie troch typov maximalnej entropie, ktoré boli povodne popisané v ¢lankoch [1, 2, 3],
kde v8ak objekty neboli definované rigorozne, ale len skratkovito. Formalna definicia nam
nasledne umoznila presktimat vlastnosti funkcionalov a formulovat ich vo vetach. Ukazali
sme monotoéniu postupnosti maximéalnych entropii, nasli sme horné a dolné hranice hodnot
funkcionalov, ukézali sme nutna a postacujicu podmienku nezavislosti zloziek vektorove;j
nahodnej veli¢iny, podl'a ktorej entropii, resp. marginal maximalizujeme. KedZe tvrdenia
mali obvykle tvar neostrych nerovnosti, snazili sme sa dopliat vety prikladmi na situacie,

v ktorych nastava ostré nerovnost resp. rovnost.

vlastnost H(P®(X)) | H(P<+> (X)) | HPW(X)) | AP(X) | AF(X)

prvok mnoziny, kde
sa maximalizuje H
optimalizovana
funkcia
optimalizacné
podmienky
moznost riesit
pomocou JuMP.jl
monotonia
dolny odhad 0
horny odhad
> i H(X))
horny odhad
ST logs |6
vyjadrenie N a P
podmienky v X 4 v

nezavislosti

rozdelenie rozdelenie rozdelenie | diagram | diagram
nelinearna nelinearna nelinedrna | linearna | linedrna
linearne linearne nelinedrne | linedrne | linearne

4 v v 4

v
v
X

NN NS X

4
4
v
v

AR NEENEN

4
v
4
4

N

\

Tabulka 5.4: Zhrnutie zékladnych vlastnosti maximalnej entropie
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Uz v tejto Casti prace sme prvykrat objavili vyrazné odlisnosti medzi vlastnostami
roznych konstrukeii, zistili sme totiz, ze pre H (15<’<>(X )), teda pre maximélnu entropiu
pri zachovani momentov, neplati jeden z hornych odhadov jej hodndt a tiez Ze nie sme
schopni vyjadrit pomocou H (ﬁ<k><X )) nutnd a ani postac¢ujicu podmienku nezavislosti.
Stretli sme sa aj so Specifickym problémom, na ktory upozornovali uz autori ¢lankov
[1, 2], a tym je komplikované hladanie maxima entropie, pokial st zadanymi podmien-
kami entropie do urcitého radu a chceme maximalizovat na rozdeleniach. Celkovy prehlad
preskimanych vlastnosti uvadzame v tabulke 5.4.

Prvé tri typy maximéalnej entropie ndm umoznili definovat aj prislusné tri druhy
spojenej informécie. Ukazali sme, Zze postupnost spojenych informaécii ani jedného typu
nie je monoténna, nasli sme horni a dolnt hranicu ich hodno6t a tiez horni hranicu
sumy spojenych informacii, vyjadrili sme podmienky nezavislosti. Podobne, ako v pripade
H(P<¥>(X)), aj prislusna spojena informécia I=*>(X) prejavuje odlisnosti od ostatnych
konstrukcii, opét v jednom z hornych odhadov a pri snahe o formuléciu podmienok nezé-

vislosti. Prehlad vlastnosti spojenej informécie uvadzame v tabulke 5.5.

vlastnost (x| ==X | 1P x) | 1Fx) | (X
monotonia X X X X X
dolny odhad 0 v v v v v
horny odhad
hZ?ZI I C(l fl(l()i v X v v v
orny odha
D i loga ||| d d d d d
odhad Y7, I*
vyTazom v X v v v
> i H(X))
odhad Y7 _, I*
vyrazom v v v v v
> i1 loga || Xi]|
vyjadrenie N a P
podmienky v X 4 v v
nezéavislosti

Tabulka 5.5: Zhrnutie zékladnych vlastnosti spojenej informécie

Po prieskume zakladnych vlastnosti prvych troch konstrukcii sme sa zamerali
na otazku suvislosti vlastnosti postupnosti maximélnych entropii, resp. spojenych infor-
macii a pritomnosti interakcii v pozorovanom systéme. Definovali sme pojem interakcia
a jeho dva druhy - implikovana a neimplikovana interakcia. V prvej ¢asti tretej kapitoly

sme sa sustredili na entropiu maximalizovani pri zadanych margindlach. V ramci prip-
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ravy na vyslovenie a ddkaz viet o interakciach, ktoré su jedny z klacovych tvrdeni celej
prace, sme popisali moznost faktorizacie rozdelenia vektorovej nahodnej veli¢iny s da-
nymi margindlami na sac¢in marginal ur¢itych skupin zloziek. Nésledne sme formulovali
vetu o implikovanych interakciach, ktorej hlavnym tvrdenim bola konstantnost hodnét po-
stupnosti H(P® (X)) v nepritomnosti interakeii. Dalej sme dokézali jeden mozny varianty
vety, v ktorom sme volili predpoklady tak, aby bolo zarucené ostré klesanie maximaéalnej
entropie v pritomnosti interakcii. Nasledne sme dokazali, Ze ostré nerovnost medzi dvoma
po sebe idicimi radmi maximalnej entropie implikuje pritomnost interakcii. Celkovo sme
teda formulovali podmienky na to, aby nenulovost spojenej informacie bola ekvivalentna
pritomnosti interakcii daného radu, pre tento pripad sa teda velkost spojenej informécie
stava moznym kandidatom na popis sily tejto interakcie.

V dalsom postupe sme podobni konstrukciu vybudovali pre maximalnu entropiu
pri zadanych entropiéch. Vyslovili sme vetu o implikovanych interakciach a jej moznua va-
riantu so silnejsimi predpokladmi. Podobne, ako v pripade maximalizacie pri marginalach
sme ukézali aj tvrdenie o pritomnosti interakcii tam, kde postupnost H(P™(X)) ostro
klesa. Opét sme narazili na odlisnost konstrukcie H(P<¥>(X)). Pre tento typ maximal-
nej entropie nebolo mozné realizovat podobnu konstrukciu a neplatia analogické vztahy
medzi interakciami v systéme a vlastnostami postupnosti maximalnych entropii. Tvrde-
nia o postupnosti maximéalnych entropii suvisiace s interakciami v systéme st zhrnuté

v tabulke 5.6.

vlastnost H(P®(X)) | HP<*> (X)) | H(PH(X))
zachytenie Vsetlfych nelinearnych % X %
vztahov
konstrukcia maximalne
entropického rozdelenia v tvare v X v
stucinu nizsich marginal
ostré klesanie entropie pri silne
neimplikovanych interakciach
rovnost H rddu k a k — 1
pri nepritomnosti interakeii v X v
radu k
nerovnost H radov k a k — 1
implikuje pritomnost interakcii v X v
radu £

Tabulka 5.6: Zhrnutie vlastnosti maximalnej entropie suvisiacich s interakciami
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Priamociarym dosledkom viet o interakcidch pre maximalne entropie si tieto vety
vyslovené pre spojené informacie. Prehlad tychto tvrdeni sa nachéadza v tabulke 5.7.
Okrem nich posledny riadok tabulky odkazuje na priklad, v ktorom sme ukézali, ako
mozeme rozlozit celkovi informaéciu systému na sumu spojenych informécii, avSak opét

len pre dve mozné konstrukcie Ic(k)()z ) a Ic[k](X’ ).

vlastnost 1) | =>(X) | 1I7(X)

kladna hodnota pri silne % X %

neimplikovanych interakciach
nulovost radu k
pri nepritomnosti interakcii v X v
radu k

nenulovost 1. radu k implikuje Y X v
pritomnost interakcii radu k

mgznost r}oglomt c/elkovu % X %

informaciu systému

Tabulka 5.7: Zhrnutie vlastnosti spojenej informécie suvisiacich s interakciami

V Stvrtej kapitole sme sa venovali teorii potrebnej na vybudovanie dalsich dvoch
konstrukcii maximalnej entropie. Ich hlavnym vyznamom je aproximovat hodnoty
H(P®(X)). Konstrukcia H [S’“](X ) je prvykrat spominana uz v ¢lanku [2], avsak ﬁﬂ“](fc )
je novy nami navrhnuty funkcional. Cast piatej kapitoly je venovana zakladnym vlastnos-
tiam tychto konstrukcii, opat sme ukazali monotoniu, ohrani¢enost, podmienky nezavis-
losti, tieto vlastnosti st zhrnuté v tabul'ke 5.4. Podobne, ako pre entropie maximalizované
na rozdeleniach, aj pre tieto dva typy maximalnej entropie sme zaviedli prislusné spojené
informécie a ukazali ich zakladné vlastnosti. Zhrnuté su v tabulke 5.5.

V priebehu préace bolo naSou snahou vsimat si spolo¢né vlastnosti a rozdiely me-
dzi jednotlivymi konstrukciami. Niektoré zo vztahov sme boli schopni vyjadrit v podobe
nerovnosti, iné vsak zostavaji otvorené na budtuce skiimanie. St to predovsetkym nerov-
nosti medzi H(P<¥>(X)) a ostatnymi konstrukciami, teda aj v tomto pripade sa prejavili
Specifické vlastnosti konstrukcie maximélnej entropie pri zadanych momentoch. Dal§imi
vlastnostami, ktoré st pre nas zaujimavé, su vztahy pévodnych Styroch konstrukeii a nami
novodefinovanej f[f]()z ), t. j. entropie maximalizovanej na nezédpornych diagramoch. Ok-
rem iného sme ukazali, ze ﬁf] (X) je dolnym odhadom H(P¥ (X)), ¢o je dolezité zistenie.
Toto tvrdenie sme vSak dokazali len pre spocitatelné nosice hustot skimanych nahodnych
veli¢in. Otvorenou otéazkou teda zostava pripadné zovSeobecnenie vety aj pre konecné no-

sice.
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Dalsia perspektivna oblast budiceho skiimania sa otvira v ramci prieskumu suvis-
losti postupnosti maximalnych entropii a interakcii. Vytvorili sme sposob zapisu rozdeleni
konzistentnych so zadanymi margindlami, resp. entropiami, ¢o nam umoznilo dokazat
niekol’ko viet o interakciach. Zaujimavou otézkou na budtce skiimanie st dal$ie mozné
varianty uz dokdzanych viet, ktoré by upresnili popis toho, kedy postupnost maximalnych
entropii musi ostro klesat, kedy naopak vieme ukazat len neostri nerovnost, pricom moze
byt napomocny prave nami vybudovany dékazovy aparat. Skiimanie tychto otazok je do-
lezité aj z hladiska interpretacie. V praci sme uz upozornili na to, ze rad interakcii a rad,
v ktorom klesa postupnost maximéalnych entropii, nemusi mat tak jasnu spojitost, ako
je povodne navrhnuté v ¢lankoch [1, 2|. Bolo by prinosné tito informéciu d'alej spresnit.
DalSou otazkou stvisiacou s touto oblastou je prieskum toho, & H(P¥ (X)) a H(P® (X))
klesaju v pritomnosti interakcii vzdy préave sticasne, alebo st rozdiely medzi tymito dvoma
konstrukciami. V praci sme tento problém vyriesili pre pripad neimplikovanych interakcii.

Otézky spojené s postupnostou maximalnych entropii samozrejme vytvarajiu aj pries-
tor na skimanie prislusnych spojenych informécii. Zaujimavym problémom je napriklad
explicitné vytvorenie postupnosti spojenych informécii niektorého typu s danymi hod-
notami a nasledné skumanie, aké st spojené informécie ostatnych druhov pri takychto
podmienkach. Téato otézka tizko stuvisi s prieskumom interakcii, jednym z perspektivnych
sposobov dokazu by mohlo byt prave vytvaranie konstrukcie postupnym pridavanim in-
terakcii do systému, na ¢o sme uz v praci poskytli viaceré uzitoc¢né informacie.

Okrem otvorenych otézok v oblasti dokazov novych vlastnosti vznikd aj priestor
na hladanie prikladov alebo protiprikladov na konkrétne vlastnosti, nerovnosti a situ-
acie. V préci sme ich uviedli zna¢né mnozstvo, hladali sme numerické a aj analytické
rieSenia problémov, dalsich moZnosti je ale stdle mnoho. Napokon, zaujimavou oblastou
na premyslanie je aj spésob naprogramovania optimalizacie pri roznych podmienkach.

Poslednou skupinou otazok, na ktord upozornime, st vlastnosti konstrukcie
H (]5<k’>(X )), t. j. entropie maximalizovanej pri zadanych momentoch. V priebehu préce
sme objavili jej viaceré odlinosti od ostatnych typov maximalnej entropie. V prikladoch
sme videli moznost Specifikovat nosi¢e hustoty nédhodnej veli¢iny, pri ktorej momentoch
maximalizujeme, skumali sme napriklad binarne veli¢iny. Otazkou, ktort sme v préci
neskumali je, ¢ konkrétne urcenie nosicov, napriklad fixovanie na mnozinu {1,...,m}
pre nejaké m € N, mdZze byt zaujimavé aj v kontexte dalsich tvrdeni. Zaujimali by néas
hlavne predpoklady, pri ktorych by platili vlastnosti, v ktorych sa tato konstrukcia od-

lisuje od ostatnych, ¢o st napriklad moznost ohrani¢enia hodnoty maximalnej entropie
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zhora sumou prvych entropii alebo vyjadrenie nutnej a postacujicej podmienky nezavis-
losti zloziek popisovaného systému pomocou H(P<+>(X)).

Vzhladom na to, Ze sme budovali vSetku potrebni teoriu od zakladu, nie je mnozstvo
otazok, ktoré nasa préaca otvara prekvapivé, je skor reflexiou faktu, ze vybudované struk-
tary maja perspektivne vlastnosti a moznosti vyuZzitia a buduceho skumania. K velke;
Casti otazok sme tiez popisali potrebné stvislosti a vytvorili sme nové koncepty niekolkych
dokazovych schém, ktoré mozu byt uzitoéné. Za hlavny prinos prace povazujeme okrem
formalizécie a prieskumu zékladnych vlastnosti konstrukeii hlavne prepojenie vyskytu in-
terakcii s hodnotami funkcionélov a tiez vytvorenie novej konstrukcie odhadu maximaélne;j

entropie.
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