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Abstrakt

Prace se zabyva implementaci pokrocilych numerickych metod feseni jednorozmeérnych
problému §iteni elastickych vin v heterogennich tycich s vyuzitim metody konecnych
prvki. V teoretické c¢asti prace je shrnuta zakladni teorie jednorozmérné vinové rov-
nice vcetné jejtho analytického feSeni pro specidlni piipady pocatecnich a okrajovych
podminek. Dale je definovana slaba formulace problému a jsou odvozeny zakladni rov-
nice metody konecnych prvku pro 1D piipady. Je predstavena doménova dekompozice
s vyuzitim Lagrangeovych multiplikatori v zakladnim a lokalizovaném tvaru. Jsou vy-
svetleny principy a odlisnosti pokrocilych ¢asovych schémat ve spojeni s metodami domé-
novych dekompozici. Jsou predstaveny metody globalni, heterogenni a asynchronni ¢asové
integrace véetné algoritmu a grafickych schémat vypoctu. Je popsan princip a ic¢el metody
zalozené na lokalnim casovém krokovani. Uvedené metody jsou v rdmci praktické casti
prace implementovany do uceleného programu v prostredi MATLAB, ktery umoznuje resit
ulohy 1D linearni elastodynamiky s libovolnym poc¢tem domén, heterogennim charakterem
a nestrukturovanymi sitémi. Vysledky ziskané vytvorenym programem jsou verifikovany
analytickym feSenim, dostupnymi numerickymi testy a experimentalnimi daty ziskanymi

z méteni pomoci délené Hopkinsonovy tyce.

Abstract

The thesis concerns the implementation of advanced numerical methods for solving single-
dimension issues of elastic wave propagation in heterogeneous rods using FEM. The The-
ory section of the thesis summarizes the basic theory of the one dimensional wave equation
including its analytical solution for special cases of initial and boundary conditions. A weak
formulation of the problem is defined and the basic FEM equations for 1D cases are de-
rived. Domain decomposition using Lagrange multiplicators in their classical as well as
localized form is used. The principles and differentiating aspects of advanced time schemes
in connection with domain decomposition methods is introduced. Global, heterogeneous
and asynchronous methods including algorithms and graphic charts showing the calcu-
lation are presented. The principle and purpose of the method based on local stepping
is described. The methods stated here are implemented within the Practical section of
the thesis into a self-contained MATLAB program which allows the solution of 1D li-
near elastodynamics tasks, which are heterogeneous in nature and contain unstructured
mesh, regardless of the number of domains. The results obtained using the abovementio-
ned program are verified by the means of an analytical solution, available numerical tests
and experimental data gained from the measurements performed using a split Hopkinson

pressure bar.



Obsah

Obsah

Seznam pouzitych zkratek a velicin
1 Uvod

TEORETICKA CAST

2 Zaklady teorie siteni vin a metody konec¢nych prvka
2.1 Vinovarovnice . . . . . . . ...
2.1.1 D’Alembertovo feSeni . . . . . . . . . ...
2.1.2 Pocateéniiloha . . . . . . ...
2.1.3 SmiSenda uloha . . . . . ...
2.1.4  Odraz vln na nespojitém rozhrani pro tenké tyce . . . . .. .. ..
2.2 Metoda koneénych prvku . . . . . ...
2.2.1 Slaba formulace . . . . . . . . . ...
2.2.2  Prostorova diskretizace . . . . . . . ... oL

2.2.3 Casova diskretizace a metody primé casové integrace . . . . . . ..

3 Doménova dekompozice pomoci Lagrangeovych multiplikatoria
3.1 Motivace . . . . . . .
3.1.1 Rychlost vypoctu - omezeny takt CPU . . . . ... ... ... ...
3.1.2  Optimalizace algoritmu . . . . . . . ... ... ... ... ......
3.2 Metody . . . . .
3.2.1 Klasickd Ametoda . . . . ... ...
3.2.2 Lokalizovanda A metoda . . . . . . . ... ... ... ... ... ...

3.3 Praktické vyuziti . . . . ..o

4 Pokrocilé metody casové integrace
4.1 Heterogenni casovy integrator . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
4.1.1 Schéma vypoCtu. . . . . . . . ..

4.1.2 Grafické zndzornéni schématu . . . . . . . . . . . . ... .. ...

10

13

14
16
16
17
19
19
23
23
24
25

30
31
31
32
34
34
36
38



4.2 Asynchronni ¢asovy integrator . . . . . . . ... 48
4.2.1 Asynchronni ¢asova integrace na urovni domén . . . . . . . .. .. 48
4.2.2  Schéma vypoctu. . . . . . . .. 50
4.2.3 Grafické znazornéni schématu . . . . . . . .. ... 52
PRAKTICKA CAST 55
5 Implementacéni aspekty 56
5.1 Definice dlohy . . . . . . ..o 57
5.2 Proces feSeni problému . . . . . ... oL 58
5.2.1 Charakteristické vlastnosti integratora . . . . . . . ... ... ... 59
5.3 Prohlizeni vysledkua . . . . . . .. .. 61
6 Verifikace 62
6.1 Sfien{ elastickych vin v homogenni tyéi . . . . . . .. . ... ... .. ... 64
6.1.1 Pravidelnd sft . . . . . . . ... ... 65
6.1.2 Nahodné nepravidelnd sit . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 66
6.1.3 Skokové nepravidelnd sit . . . . . .. ... ... ... 67

6.1.4 Porovnani dosazenych vysledku s vystupem heterogenniho a asyn-
chronniho integratoru . . . . . . ... ..o 70
6.1.5  Shrnuti vysledka . . . . .. ... ... 74
6.2 Problém nespojitého rozhrani . . . . . . .. ..o 7
6.2.1 Analytické feseni . . . . . . .. ..o 78
6.2.2 Numerické feseni . . . . . . . . ..o L 78
6.2.3 Porovnani s vystupy komeréntho SW . . . . ... ... ... .. 81
6.3 Sfien{ elastické viny gradovanym prostiedim . . . . .. ... ... ... .. 87
6.3.1 Analytické feSeni . . . . . . .. ..o 87
6.3.2 Heterogenni casovy integrator . . . . . . .. .. ... ... ... .. 88
6.3.3 Asynchronni ¢asovy integrator . . . . . . . ... ... ... ... 89
6.4 Porovnani numerického feSeni s experimentem . . . . . . . ... ... .. 90
6.4.1 Konfigurace méfeni . . . . . . . . .. ..o 91
6.4.2 Vystupy méfeni . . . . . . . ... Lo 92
6.4.3 Casové okno méfFeni. . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 92
6.4.4 Ovéfeni spravnosti méfeni tenzometry . . . . . . . . ... ... .. 93
6.4.5 Verifikace kodu experimentdlnimi daty . . . . ... . ... ... .. 95
7 Zaveér 101
8 Pouzité zdroje 104



Seznam pouzitych zkratek a veli¢in

a, (1, Ba Pushforward-pullback parametry
8,7, 0 Newmarkovy parametry
€ Deformace
gh Aproximace pole deformace
€ Incidentni deformacni vina
Er Odrazena deformacni vina
€4 Prenesena deformacni vina
((xo,t) Neumannova okrajovd podminka
0(xzo, 1) Dirichletova okrajovd podminka
A Lagrangeuv multiplikator
v Poissonovo ¢islo
p Hustota
& Normalizovana soufadnice x
E(x,t), n(x,t) Casoprostorové soufadnice
o Napeéti
o Incidentni napétova vina
o Odrazend napétova vina
oy Pfenesend napétova vina
o Normalizované napéti
T Normalizovany cas ¢
Te Charakteristickd doba elementu e
o(z,0) Pocatecni posuv
(z,0) Pocatecni rychlost
w Uhlov frekvence
r Hranice oblasti €2
I'p Hranice oblasti €2 s definovanou Dirichletovou podminkou
I'y Hranice oblasti €2 s definovanou Neumannovou podminkou
II Energie systému
Oblast
X Prostorova derivace x
X Casové derivace y
Xz Prvni parcidlni derivace y podle x
Xz Druha parcialni derivace y podle x
oY Variace y
dy Diferenciél y



aq, bl

SRSRS

o

2 NN ST

. 5
W9 free

.. 5
U5 Jink

.-5
U,

Uo
Vo
B
Ce, Car, Ly

Zrychleni

Parametry interpolace pii asynchronni ¢asové integraci
Velikost objemové sily

Fazova rychlost viny

funkce f s argumenty x, t

Tuhost

Hmotnost

Cas

n-ta casova hladina feseni

Napéti pusobici na I'y

Posuv

Aproximace pole posuvu

Rychlost

Obsah plochy

Courantovo c¢islo ulohy

Courantovo ¢islo domény ¢

Courantovo ¢islo elementu e

Koeficient odrazu

Koeficient prenosu

Younguv modul pruznosti

Energie

Kinetickd energie

Potencialni energie

Sila

Operatory rozhrani asynchronniho integratoru

Délka

Plocha

Perioda

Akusticka impedance

Vektor uzlovych posuvu

Slozka uzlovych zrychleni uvolnéné domény 2 v éasové hladiné ¢
Slozka uzlovych zrychleni od rozhrani domény 2 v ¢asové hl. ¢°
Zrychleni domény 2 v ¢asové hladiné ¢°

Vektor pocatecnich uzlovych posuvu

Vektor pocatecnich uzlovych rychlosti

Operator zobrazujici uzlové posuvy na pole deformace

Matice konektivity



At
Aty
Ath
f.g

AVG

CPU
DIC
DOM
H
HW
LS
MCD
MKP
OHPB
PC
PFP
SHPB
SW
1D, 2D, 3D

Diferencialni operator

Jednotkova matice

Operator zobrazujici uzlové posuvy na pole posuvi

Matice lokalnich vektoru uzlovych posuvu
Casovy krok vypoctu

Kriticky casovy krok

Kriticky casovy krok elementu e

Casovy krok vypoctu domény L

Kriticky casovy krok vypoctu domény L
VInové funkce

Asynchronni integrator

Metoda prumeérného zrychleni

Globélni integrator s jednim casovym krokem
Procesor

Digitalni korelace obrazu

Doména

Heterogenni integrator

Hardware

Local stepping

Metoda centralnich diferenci

Metoda konecnych prvku

Tlakové oteviend Hopkinsonova ty¢ (Open Hopkinson Pressure Bar)

Pocitac

Pushforward-pullback metoda

Tlakova délena Hopkinsonova ty¢ (Split Hopkinson Pressure Bar)

Software

Jedno-, dvou-, tfidimenzionalni



Kapitola 1
Uvod

Prvni tspésné pokusy pozorovani elastickych vin pochazeji teprve z druhé poloviny 19. sto-
leti. Témeér o 100 let pozdéji pri rozvoji technologie pouzitelné pro zéaznam rychlych déju
v poddajnych télesech bylo mozné tyto jevy kvantitativné popsat. Zakladatelem oboru Ize
pravdépodobné oznacit Johna Hopkinsona (1849 - 1898) a jeho syna Bertrama Hopkin-
sona (1874 - 1918). Bertram dokazal v roce 1914 sestrojit razovy stroj, ktery umoznoval
pomoci kyvadel métit hybnosti jednotlivych ty¢i pii narazu. Po pfepoctech byla ziskana
hledand ¢asova zavislost napéti. V roce 1948 R.M. Davis (1903 - 1958) techniku zdokonalil
a konecné v roce 1949 Herbert Kolsky sestrojil prvni tlakovou délenou Hopkinsonovu ty¢

(SHPB) na pocest pojmenovanou pravé po Johnovi Hopkinsonovi.

Sestava SHPB je vyuzivana dodnes. Schéma na obr. 1.1 odpovida zafizeni v Laboratoii
rychlych déju Fakulty dopravni, CVUT v Praze. Instrumentace a podrobny popis lze
nalézt v [1,2,3,4,5].

tlakovée délo tvarova¢ pulzu tenzometr A tenzometr B tlumie

| H ‘[FE

narazejici ty¢ incidentnT ty¢ vzorek vystupni ty¢

Obréazek 1.1: Schema sestavy SHPB

Narazejici ty¢ je urychlena stlacenym vzduchem ve vyméniku na pozadovanou rychlost.
Pfi narazu na incidentni ty¢ je generovana napétova, resp. deformaéni, vina (obr. 1.2),

kterd je zaznamendna na prvnim tenzometru A. Cast incidentni viny projde testovanym

10



vzorkem do transmisni tyce, ¢ast incidentni vlny se odrazi [6]. Transmisni vlna je zazna-
menana na druhém tenzometru B, odrazend na prvnim A. Z téchto dvou vin spolu s vlnou
incidentni Ize sestavit materidlovou charakteristiku vzorku v podobé zavislosti napéti na
deformaci s parametrem rychlosti deformace. Experiment vychdazi z teorie 1D §iteni viny
a je podminén dosazenim dynamické rovnovahy ve vzorku a udrzenim konstantni rychlosti

deformace po celou dobu experimentu. [7]

? &
/ | l ’
\
) t
tenzometr A &R
tenzometr B

Obréazek 1.2: Schema sestavy SHPB

Vedle znacného vyvoje experimentdlnich technik v prubéhu poslednich 150 let doglo téz
k nezanedbatelnému technologickému skoku ve vypocetni technice. V roce 1957 predstavil
R. Skalak [8] porovnani feseni 1D vInové rovnice a jeji modifikace s ¢lenem radidlni se-
trvacnosti. V téchto letech bylo téZ predstaveno jedno z prvnich 1D MKP feseni [9]. Ve
druhé poloviné 20. stoleti zacaly vznikat prvni 3D Tesice, které se do dnesni doby vyvinuly
v nenahraditelny ndstroj pro prumyslové (ale i akademické) pouziti. Bézné rozsitenymi
jsou platformy Ansys, Abaqus, ¢i LS-Dyna. Nicméné robustnost je v téchto ptipadech vy-
koupena cenou licence, kterou si pro komercéni ticely mohou dovolit jen vybrané spolecnosti

a univerzity.

Kromé porizovaci ceny je nevyhodou zvlasté v akademickém prostiedi uzavienost téchto
softwarti. Vypocet sffeni napéfovych vin pomoci MKP predstavuje jistd skali, kters ko-
mercni software zpravidla umi ,,obejit“, ale casto za cenu disperze v dusledku zavedeni
numerického tlumeni a stabilizace. Tyto nekorektni zasahy do feSeni muzou zapficinit ne-
jednu neprijemnost v hi-tech aplikacich jako je vesmirny prumysl apod. Diky pokrocilym
znalostem v akademické sfére vznika v dnesni dobé otevieny software, ktery m& po-
tencidl ten komeréni nahradit. Za zminku stoji prace prof. K.C. Parka, z jehoz publikaci
[10,11,12,13] vychazi podstatna ¢ést této prace. Ve spolupraci s Ustavem termomechaniky
AV CR vzniklo mnoho algoritmi, které v budoucnosti mohou byt uceleny do jednoho uni-

verzalniho tesice zalozeného na metodé koneénych prvku.

11



Aktudlnim tématem je ve vypocetni technice paralelizace. Tato problematika je ve vypoc-
tové dynamice klicova, jelikoz tilohy mohou vykazovat znacny pocet stupnu volnosti. V ta-
kovych piipadech je nutné model délit na oblasti (domény) a provést Feseni na kazdé
doméné zvlast se specifickymi pravidly pro vyménu informaci na rozhranich. Pokud je
tato metoda implementovana spravné s efektivnim prenosem dat pomoci distribuovanych
a paralelizovanych vypocti, je mozné provadeét vypocty modeltt omezenych pouze poctem
vypocetnich jednotek. Dnes v dobé cloudovych néastroju a sluzeb je tedy kapacita teore-

ticky ,neomezend“.

A préveé timto smérem je vedena predkladana prace. Heterogenni a asynchronni ¢asové in-
tegratory jsou svou definici pfedurceny pro paralelni formulaci dynamickych tloh. Vzniklé
fidici programy casové integrace na jednotlivych doménach mohou ptispét k aktualnimu

vyvoji a ke vzniknu ndstroje pro numerickou podporu SHPB testu.

12
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Kapitola 2

Zaklady teorie sireni vin a metody

konec¢nych prvku

Systém rovnic popisujici elastické vinéni v linedrné elastickém kontinuu predstavuji rov-
nice pro casovou zménu hybnosti, zobecnény Hookeuv zdkon a Cauchyho kinematické
vztahy. Cely systém rovnic je nutné doplnit predpisem pocatecnich a okrajovych podminek.
Jelikoz se v problematice SHPB pouziva vyhradné teorie 1D sifeni vin, budou tyto rov-
nice rekapitulovany pro 1D tlohy pro linearni elastické medium a pro teorii malych de-

formaci [6]:

o' + pb = pii
o= Ee (2.0.1)
e=u

kde o je napéti, € zna¢i pomérnou deformaci, p je hustota materialu, b oznacuje inten-
zitu objemovych sil vztazenou na jednotku délky, u(z,t) je posuv, E je Younguv modul
pruznosti, x € {2 je poloha materialového bodu a t je ¢as. Symbol €2 predstavuje oblast
zadjmu, v tomto pripadé se jedna o jednorozmeérnou oblast. Pro prehlednost je zavedeno

znaceni prostorové a casové derivace diferencovatelné funkce x(z,t)

ox . . Ox
"N t) =+ = 22 t) = v =2 . 2.0.2
X(@t)=x'=2" . x&t)=x=45 (2.0.2)
Definiénim oborem rovnic (2.0.1) je ¢asoprostorové oblast
QxYT=][0; L] x [0; T] (2.0.3)

s pocateénimi podminkami pro posuv a rychlost na oblasti 2

(2.0.4)



a s okrajovymi podminkami:

1. Dirichletova typu, kde je predepsdna hodnota posuvu u(z,t) bodu na hranici I'p.
Necht je pro jednoduchost dan pripad predepsaného posuvu u(x = L, t) = 6(t), tim
jsou také predepsdany hodnoty rychlosti a zrychleni bodu na I'p.

2. Neumannova typu, kde jsou predepsany hodnoty prostorové derivace u'(¢) bodu na
hranici I'y. Opét pro jednoduchost necht je pfedepsdna derivace u/(x = 0,t) = ((t).
V uvazovaném 1D piipadé se jednd piimo o predpis pomérné deformace €(0,1).
Ma-li byt predepsdno napéti na hranici I'y, 1ze vyuzit Hookeuv vztah 0 = Fe. Ve
vicerozmérnych tlohach se pro predpis trakéniho zatizeni na I'y vyuzije Cauchyho

vztah t = on, kde o je tenzor napéti a n je vektor vnéjsi normaly.

Obecné je nutné s ohledem na tesitelnost ulohy, aby hranice 'y a I'p byly disjunktni, t;j.
[pUI'yn=T=00alpnl'y =3, kde I' ma vyznam hranice oblasti zdjmu (2.
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2.1 VlInova rovnice
Rovnice (2.0.1) lze za predpokladu konstantniho Youngova modulu, tedy kdyz
Oo

oz

sloucit na tvar pohybové rovnice vyjadiené pouze v posuvech

=o' = (Ee) = Ee' | (2.1.1)

Eu'" +pb=pii . (2.1.2)

Preskupenim ¢lenu rovnice (2.1.2), zanedbanim objemovych sil a zavedenim konstanty c,

se ziskd znamy tvar vinové rovnice

2,1 2 E
P

U= cu’" = (2.1.3)

Y

kde konstanta ¢ ma vyznam rychlosti sifeni viny. [6]

2.1.1 D’Alembertovo resSeni

Resen{ je pievzato z literatury [6]. Pro jednoduchost necht ¢ =1 ms™. Je hleddno fesent

vlnové rovnice

i = u" (2.1.4)

na oblasti 2 = (—oo; 00).

Vhodnou transformaci souradnic

E=x—t
(2.1.5)
n=x+t
bude mozné rovnici (2.1.4) prevést na kanonicky tvar. Vyjadii se 1. a 2. derivace v novém

soufadném systému ve tvaru

Uy = Uy + UpNy = Ug + Uy
g = Uy + upty = —ug + uy
(2.1.6)
Ugy = (Ug)z = (Us)eba + (Ug )yTle = Uee + 2ugy + Uy
i = (up)e = ()& + (U) e = Uge — 2ugy + Uy

Dosazenim (2.1.6) do (2.1.4) se ziskd kanonicky tvar vlnové rovnice
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ktery lze tesit pifimou integraci

u§=/u@7dn=/0dn=p(§)
u= [ ucds = [ 5€)ds =16 + a(0

Zpétnou transformaci vznikne predpis feseni v puvodnim soufadném systému ve tvaru

(2.1.8)

u=glx—t)+flz+1t) . (2.1.9)

Funkce g a f predstavuji dopfednou a zpétnou vlnu. V piipadé obecné konstanty ¢ ma

reSeni tvar

u=g(r—ct)+flz+ct) , (2.1.10)

kde ¢ odpovidé rychlosti Siteni viny.

2.1.2 Pocatecéni uloha

V této uloze jsou definovany pocatecni podminky ve tvaru

u(z,0) = ¢(x)
u(z,0) = (),
kde ¢(z) je pocatecni posuv, 1(x) pocdtecni rychlost a je hledano feseni u(x,t) na celém

defini¢nim oboru x € Q = (—o0;00), t € T = (0; 7).

(2.1.11)

Cilem je najit takové funkce g(x — ct) a f(x + ct) (2.1.10), které vyhovi pocatecnim
podminkam. Postup je pfevzat z dostupné literatury [14]. Piimym dosazenim tvaru fesent
(2.1.10) do pocatecnich podminek (2.1.11) se specidlné pro ¢ = 0 a pro ¢asovou derivaci

prvni pocateéni podminky ziska soustava rovnic

8(2) + §(2) = o(x)

, (2.1.12)
—08(z) +f(z) = ¢ (z)
Integraci soustavy (2.1.12)
x+tct | 1 T+ct
| =5 [ )+ v dte et
i ) 0 (2.1.13)
/0 g(z)de = 2

o

[ 6w - syae -
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se vyjadif funkce g(x — ct) a f(x + ct)

o +et) = §0)+ 5 (o +e0) =000+ [ 0101

, - (2.1.14)
ale —ct) = 5(0) + 5 (ol =) =00) = [ v(0))
Dosazenim (2.1.14) do (2.1.10)
u(z,t) = g(x —ct) + f(x + ct) =
—a(0) + 5 (6o —et) =00 - [ 0(0)ac)+
1 r+ct
) + 5 (6 +et) =00+ | w0 dc) = o)

= (o(0) +§(0) — 00)) + 5 <¢<x — 1)+

0 x+ct
F(e +et) + / woack [ w<odc> _

je vyjadreno Teseni vlnové rovnice v zavislosti na pocatecnich podminkéach pro pocatecni

ulohu v uzavieném tvaru

Tr—cC

T+ct
u(z, t) = %(gb(:p—ct)ngb(x—kct) + t ¥(Q) d() . (2.1.16)

Podrobnéjsi rozbor lze nalézt v [14].

2.1.2.1 Partikularni reSeni

V pripadé, zZe se nejednéd o homogenni rovnici, 1ze pro tlohu

i — u’ = f(z,t)
u(z,0) = ¢(x) (2.1.17)
u(x,0) = ¢(x)

dokazat, ze feSeni ma tvar

z+

u(z,t) = 1 (qb(x —ct) + ¢(x +ct) +

2 ct¢(<)dC+//Tf(x,t)da:dt> . (2.1.18)

x—ct

kde T je oblast zavislosti bodu [z;t] (obr. 2.1).
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[xt]

Xx-ct x+ct x

Obrazek 2.1: Oblast zavislosti bodu [z, t]

2.1.3 SmiSena uloha

Cilem je najit feseni na intervalu = € Q = [0; L] pro tlohu

i — u’ = f(x,t)
u(z,0) = ¢()
U(z,0) = (z) (2.1.19)
u(0,t) = 64(t) nebo  u'(0,t) = (i(¢)
w(L,t) = 65(t)  mebo  W/(L,t) = (i),
kde ¢(z) a ¢(x) je pocatetni posuv a rychlost, §(t) okrajovd podminka Dirichletova
predepisujici posuv a ((t) okrajovd podminka Neumannova predepisujici deformaci, resp.

po prepoctu silu.

Pro smiSenou ulohu nelze v obecném piipadé vyjadrit feseni dlohy u(z,t). Formélné lze

feseni vyjadrit ve tvaru funkéni fady, kterd se ziskd napt. Fourierovou metodou [14].

2.1.4 QOdraz vin na nespojitém rozhrani pro tenké
tyce
Rozhrani mezi ty¢emi rozdilnych materialu je stredem zajmu této prace. Je vhodné tento

déj podrobnéji popsat.

2.1.4.1 Odraz vln od rozhrani

Budiz polonekonecna tyc, kterou se §iti elasticka vina ve tvaru
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u=g(r—ct)+flz+ct) . (2.1.20)

Necht je tato ty¢ na svém volném konci zatizena silou F(t). Rychlost konce tyce je v(t)
(obr. 2.2).

_n
Wi, \k N

Obrazek 2.2: Sila F' predstavujici urcity odpor mysleného télesa pii nérazu a rychlost
rozhrani v(t) [6]

Potom napéti je dano vztahem

o(z,t) = E(g(x — ct) +§(x+ct)) =o.(x —ct) + oi(x +ct) | (2.1.21)

kde E je Younguv modul, o,(x — ct) napétovd vlna odrazend a o;(x + ct) napéfovd vina

incidentni. Obdobnym zpusobem lze ziskat rychlost

v(z,t) =c(—g'(x—ct) +§(x+ct) = %(UT(SC —ct)+oi(x+ct)) . (2.1.22)

Na rozhrani musi byt zachovana silova rovnovaha

F(t) = —A(0,(0,t) + 05(0,1)) , (2.1.23)

kde A je plocha prufezu tyce. A konecné pro rychlost rozhrani plati vztah

(t) = %( —6,(0,t) + 0:(0, 1)) . (2.1.24)

Uvedené predpisy se vyuziji pro urceni charakteru zatizeni rédzem pii experimentdlnim
SHPB ¢i OHPB méfteni. Béznou praxi je méreni deformacnich pulzu tenzometry na urcité
soutradnici incidentni a transmisni tyce (obr. 2.3). Tyto deformace lze potom piepocist na

soutadnici rozhrani z mista méreni na incidentni i transmisni tyc¢i a prubéhy porovnat.
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Stézejni je porovnani kontaktnich sil, jelikoz vzorek musi byt v dynamické rovnovaze,

méa-li byt experiment validni.

tenzometry

| = W = ]

incidentni tyé \ transmisni tyc¢
vzorek

(rozhrani)

Obrazek 2.3: Schéma ¢asti sestavy délené Hopkinsonovy tyce (SHPB)
2.1.4.2 Prenos viln pres rozhrani

Budiz pripad rozhrani dvou ty¢i, které maji odliSny prufez a materialové charakteristiky
(obr. 2.4).

L —

oty

P2: Eo, Ay

P By Aq

Obrazek 2.4: Rozhrani dvou geometricky a materialove odlisnych tyci [6]

Vychazi se z rovnovahy sil na rozhrani

Ai(o; + 0,) = Asoy (2.1.25)

a spojitosti rychlosti

vt v =0 . (2.1.26)

Indexy v rovnicich (2.1.25) a (2.1.26) pfedstavuji slozku vstupni (incidentni) 7, odrazenou
(reflektovanou) r a prenesenou (transmisni) ¢. Rovnici(2.1.26) lze preformulovat pro napéti
(2.1.22). Rovnice (2.1.25) a (2.1.26) potom tvoii soustavu s neznamymi o, a o; s para-
metrem o;. Reseni této soustavy popisuje, jaks ¢dst incidentni viny se odrazi a jakd ¢ast

prostoupi rozhranim
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2Asp2¢o

= o, = Cyo;
Aipicr + Agpacy '

Ot

(2.1.27)

_ Aspaca — A1p1cy
Aipict + Agpacy

r 0; = Craia

kde C; a C, jsou koeficienty prenosu a odrazu.
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2.2 Metoda koneénych prvku

Pro obecné nelinearni piipady a komplexni konstitutivni modely materidlu je nemozné
ziskat FeSeni popsané parcidlni diferencialni rovnici v uzavieném tvaru. Proto je feSeni
hledédno ve slabém smyslu. Pti dostatecné jemné diskretizaci feSeni obsahuje pfijatelnou
chybu. Resen{ je hleddno ve tvaru souctu uréitého poétu bazovych funkef N; spliujicich
Dirichletovy okrajové podminky. Specifikem MKP je volba bazovych funkci takova, ze
funkce N; mé v i-tém vrcholu hodnotu 1, ve zbylych vrcholech 0 (tj. vlastnost funkce
Kroneckerovo §;;). Mezi uzly je hodnota funkce interpolovédna polynomem fadu n. Na
rozdil od Ritzovy metody, kde je nosicem tvarové funkce cely defini¢ni obor, je feSend

oblast diskretizovana po ¢astech, tedy prunik nosicu je vyjma sousednich uzlu nulovy.

2.2.1 Slaba formulace

Metoda konecnych prvku pro pfripad dynamiky se odvodi pfimo z rovnice popisujici
¢asovou zmeénu hybnosti (2.0.1). Variaci vyrazu (tj. vynasobeni testovact funkei du, splnuji-
cf homogenni Dirichletovy okrajové podminky), integraci této rovnice ptes celou oblast
feseni {2 a souctem s variaci integralniho tvaru okrajovych Neumannovych podminek se
ziska rovnice (2.2.1). Tato rovnice plati, pokud je splnéna pohybové rovnice a okrajové

podminky.

/5u-(—0'—b+pil) dV+/ Su-(oc—1)dS =0 (2.2.1)
0

I'n
Ackoli rovnice (2.2.1) vznikla obecnym postupem pirevodu na slabou formulaci a je formalné
spravné, je nutné dotesit jeji tvar. Jelikoz plati dV = A dz, formulace se prevede na in-

tegraci po ose x

/5u-(—a'—b+pu)Adx+/ Su-(c—t)Ader =0 . (2.2.2)
Q

I'n
Nicméné nyni (2.2.2) je Neumannova podminka integrovdna na mnoziné miry 0 (hranice

spojité 1D oblasti jsou 2 body) a zdpis je nutné formalné upravit na tvar

/5u~(—a'—b+pil)Ad$~|—25u-(a—t)A:0 : (2.2.3)
Q T

Vyuzitim linearity integralu a uvazenim vztahu o’ = Ee’ = Fu”

—/5u-Eu"Adx—/éu-bAdx+/6u-pﬂAdx+25u-aA—Z(5u-fA:O :
Q Q Q FN 1—‘N

(2.2.4)
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usporadanim ¢lentu

/5u-pizAda:+ <Z§u-aA—/5u-Eu”Adx) :/5u-bAdx+Z5u-fA :
Q T Q Q '

(2.2.5)
s vyuzitim faktu, ze ¢ast rovnice (2.2.5) vyznacCena zavorkou je vysledkem piihodné
pouzité integrace per partes s uvazovanim ,,vhodnych* homogennich okrajovych podminek
ou = 0 na I'p

<Z(5u-aA—/(5u-Eu”Adx> =

Ty Q

:(Zdu-aA—<Z5u-Eu’A—/§u’-Eu’Adx>>: (2.2.6)
Ty T Q

=D bu-cA- Zdu-aA—/da-aAdx —/55-0Ad:c ,
I'n I'n Q Q

se kone¢nym dosazenim vysledku (2.2.6) do (2.2.5) ziskéd vysledny hledany vztah

~

/5u-piiAdm+/5&?-aAdx:/5u'bAdx+2(5u~tA , (2.2.7)
Q Q & I'n

ktery odpovidé principu virtudlnich praci v dynamice.

2.2.2 Prostorova diskretizace

Nyni pii zavedeni diskretizace

u" =Ngq
su" = N éq (2.2.8)
"=Du"=DNq=Bq |,
kde u" je aproximace pole posuvii, q je vektor zobecnénych uzlovych posuvii, N operdtor
zobrazujici uzlové posuvy na pole posunuti nezavisly na case (i = Ng, i = Ng),

D diferencialni operator a B operator zobrazujici uzlové posuvy na pole deformace, dojde
po dosazeni (2.2.8) do (2.2.7)

5q” [/pNTNq dQ+/BTJdQ—/NTb dQ—> NTiA| =0 (2.2.9)
Q Q Q T'n

k transformaci problému na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu (rov-

nost (2.2.9) musi byt splnéna pro libovolné dq)
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Mq + fint — femt == 0 y (2210)

kde M je matice hmotnosti, f;,; vektor vnitinich sil, f.,;, vektor vnéjsich sil
M = / pNTN dQ
Q
. / B o dQ (2.2.11)
Q

£, :/NTb dQ+ZNT£A
Q T'n

Specidlné pro linedrni elasticitu (o = Fe = EBq ) se definuje matice tuhosti K

£ = (/ BT EB dQ) q=Kq (2.2.12)
Q

Podrobny rozbor lze nalézt v [15].

2.2.3 Casova diskretizace a metody primé casové in-
tegrace

Resen{ soustavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic se provede numerickou integraci v ¢asové
oblasti. K tomu se v MKP bézné vyuziva rodina Newmarkovych metod [15]. Rodina metod
Pushforward-pullback [13] byla odvozena teprve v neddvné dobé - tyto metody uspésné

predchézeji numerickym oscilacim napéti za cenu malé disperze.

Rovnice (2.2.10) spolu s poéatecnimi podminkami lze pro linearni piipad s uvazovanim
tlumeni psat ve tvaru
Mu + Cu+ Ku = fext (t)
(2.2.13)
u(0) =ug, u(0)=vqy ,
kde uy a vq je vektor pocatecnich uzlovych posuvi a rychlosti. Matice tlumeni C je

ve zbytku textu uvazovana nulova C = 0.

2.2.3.1 Newmarkova rodina metod

Pohybovd rovnice se pouzije v ¢ase t"T! = " + At.

ext

Spolu s kinematickymi vztahy (2.2.15) vznika soustava 3 rovnic o 3 nezndmych, kde vy a (3

jsou Newmarkovy parametry.
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2

At
= u"+ Ata"+ — ((1 —28) 0" + 280"t
2 (( 2 P ) (2.2.15)

W =0t At (1 =) 0" 4y i)
Hodnota Newmarkovych parametru urcuje stabilitu metody a také to, zda schéma je

implicitni nebo explicitni. Specidlni ptipady jsou uvedeny v tabulce 2.1.

Metoda [
prumérnych zrychleni ;11 %
S . 11
linedrnich zrychleni 5 3
Fox-Goodwin % %
centralnich diferenci 0 %

Tabulka 2.1: Specidlni pfipady metod Newmarkovy rodiny [15]

2.2.3.2 Metoda centralnich diferenci

Tato metoda je sice specidlnim piipadem Newmarkovy metody (tab. 2.1), ale historicky
vznikla oddélené, jakozto explicitni schéma s vyuzitim diagonalizované matice hmot-

nosti M. Puvodni formulace vyuziva pohybovou rovnici v ¢ase t = t"

Mu" + Cu" + Ku" =1,

ext

(2.2.16)

Rychlost a zrychleni v ¢ase t se ziska aproximaci centralnimi diferencemi

n 1 n+1 n—1
~— (u"" —u
o ) (2.2.17)

~ Aitg (un-i-l —ou"+ un—l)

Posuv a rychlost se pro novy éas t"*1 = " + At ziska z ¢asti Taylorova rozvoje

"

2
u"tt = u" + At 4+ —i"
N 2 (2.2.18)
]_-ln-l—l —a"+ 7 (un + ]'jn—i—l)

Vysledny ptredpis pro posuvy v case t = t" lze napsat ve tvaru

utt =M (2.2.19)

kde Mg je efektivni matice hmotnosti a f}}; efektivni vektor zatizeni
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1 1
Mypg=—"M+ —
of = e M T oA 9990
off 7 Text A At? 5 b

V tvodu odstavce o Metodé centralnich diferenci je zminéno pouziti vyhradné diagonali-
zované matice hmotnosti M. V pifpadé netlumeného systému (C = 0) a nebo v piipadé

diagonalni matice C je inverze (2.2.19) trividlni.

Metoda centralnich diferenci je podminéné stabilni s kritickym casovym krokem, ktery

mé& pro netlumeny systém hodnotu

2
Ate = , (2.2.21)

wmaz‘

kde wyq, je maximalni vlastni frekvence feseného systému. [15]

2.2.3.3 Pushforward-pullback metoda

Tato metoda je zalozena na vypoctu zrychleni pro kriticky casovy krok (pushforward)
a nasledném vazeni se zrychlenim ve vypoctovém kroku (pullback). Podrobné rozepsané
schéma lze nalézt v [13]. O Pushforward-pullback metodu se jednd pouze v piipadé hod-
not Newmarkovych parametru [, odpovidajicich metodé prumérného zrychleni (viz
tab. 2.1).

Nejprve se tedy fesi soustava rovnic v kritickém casu "¢ = t" + Atq

At
u" = u" + Ateu” + —201"1”

Ml--ln-i-C + Cun-i—C + Kun—i—C’ — fn+C
Déle se urci vahové koeficienty
o = At/Atc
o
br=5Ba+0- 0a?) (2.2.23)

By = 0%(&2 1,

kde 6 je prepocteny Newmarkuv parametr § = 23 (viz tab. 2.1). Koeficienty (2.2.23) se

vyuziji v druhé soustavé rovnic pro vypoctovy cas t"1 = " + At
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w" = u" 4 At A"+ Bi(Ate)? i” + By(Ate)? @O
Wt = a4+ At (1 — )" + it (2.2.24)
MﬁnJrl + CunJrl + Kun+1 — fn+1

2.2.3.4 Metoda Local stepping

Tato metoda je zobecnénim Pushforward-pullback integratoru. Odhad posuvu a rych-
losti se provede na lokdlni trovni (na uvolnénych elementech) dle kritického ¢asového
kroku kazdého elementu. Matice lokalnich vektort {U"; U™ U™} se ziskaji transformaci
U = Lu, kde L je operator transformace, tedy zobrazeni u™ — [uf uj ... ul'p,|, kde u” je
globalni vektor, ul lokalni vektor a nEle odpovida poctu elementt. Z pohybové rovnice
elementu se potom ziské zrychleni pro kriticky casovy krok, které vstupuje do rovnice pro
vypocet posuvu a rychlosti v novém vypoctovém case. Déle dojde ke slozeni lokéalnich
feseni posuvu a rychlosti do globélnich vektoru, které jsou vstupy do pohybovych rovnic
jiz slozeného systému. Algoritmus je podrobné popsan v [12]. V této praci je metoda Local
stepping implementovana mj. i pro heterogenni integrator, ¢imz je umoznéno modelovat

presnéji i problémy heterogennich materialu.

Algoritmus:

1. Vypocet kritickych ¢asovych kroku kazdého elementu At
2. Vypocet v kritickych casech £, -
2.1 Dekompozice globalnich vektoru na lokélni

u” = [uf uy ... a0y
W [ A 0 (2.2.25)

cem em

a" — [af ay ... @) g

2.2 Lokalni prediktor

2.2.1 Tayloruv rozvoj - predikce posuvu pro cas t + Atg,

Ate 2
u?JrC —u’ + AtLu” + ( 20) w” (2.2.26)

2.2.2 Aplikace Dirichletovych okrajovych podminek pro kazdy prvek (jsou-li de-

finovény)
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2.3 Lokalni pohybové rovnice pro oddélené prvky
W40 = My (750 — K,u0) (2.2.27)

3. Vypocet v case zadjmu t, 1

3.1 Lokalni prediktor

3.1.1 Vahové koeficienty

a. = At/Atg
a
Bre = 5 (Bae + 6 — bag) (2.2.28)
a
Bae = g(ag —1)

3.1.2 Tayloruv rozvoj s uvazovanim kritického kroku
ul = w4 A Al + Br(ALE) ]+ Ba(Atg)? 0 (22.29)

3.1.3 Aplikace Dirichletovych okrajovych podminek (jsou-li definovany).

3.2 Spojeni lokalnich vektoru do globalnich

n+1 n+1 n+1 n+1
™ uy™ Lu g —u
-n+1 ~~n+l -n+1 - n+1
[y aytt oan g —u (2.2.30)
cndl ndl st l -t 1
[y ay g —

- Hodnoty v globalnich uzlech se ziskaji zpétnou transformaci
u= (LTL)'LTU
3.3 Pohybova rovnice
ﬁn+1 — M—l (fn+1 o Kun—l—l) (2231)

3.4 Globalni korektor

atl =t + At ((1 _ V)ﬁn + 7""+1) (2.2.32)
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Kapitola 3

Doménova dekompozice pomoci

Lagrangeovych multiplikatoru

Vypocet dynamického déje je ndrocny jednak na pamét, jednak na casovou délku vypoctu
v dusledku malého ¢asového kroku At. Doba vypoctu je pfimo imérna poctu vypocetnich
kroku, ale zavisi i na po¢tu stupnu volnosti tlohy, jelikoz jednotlivé operace se s rostoucimi
maticemi zpomaluji. Alespon castecnou predstavu o potfebné paméti pro popis systému
lze odhadnout z piedpokladu, Ze pouZitd pamét je pfimo imérna poctu élenti v maticich
soustavy a matice jsou reprezentovany standardni zpusobem. Potom priblizné plati ivaha,
ze potfebna kapacita pameéti pro ulozeni matic je minimdlné pitimo imérna druhé moc-
niné poctu uzli (tj. pocet ¢lent kazdé matice) krat pocet matic (M, C, K — 3n?). Tento
odhad vsak neodpovida kapacité paméti potiebné pro jednotlivé operace s maticemi a lze

N 4

tak predpokladat, ze skutecné naroky jsou wvyssi.
Nastroji, které zlepsuji efektivnost vypoctu, jsou metody doménové dekompozice. Jedny

z metod jsou metody zalozené na vypoctu s Lagrangeovymi multiplikatory, a to metoda

klasicka a lokalizovana.
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3.1 Motivace

Doba vypoctu zavisi na poctu ¢asovych krokt (resp. velikosti ¢asového kroku At) a slozi-
tosti kazdého kroku ve smyslu poctu elementarnich operaci. Velikost casového kroku
pii explicitnim vypoctu je dana kritickym krokem systému, ktery je urcen elementem
s nejvyssi vlastni frekvenci [15]. Pro homogenni materidl je tedy ¢asovy krok tlohy uréen

nejmensim elementem.

Zakladni zasady tvorby numerického modelu pro tlohu §ifeni vin s ohledem na dobu

simulace lze formulovat takto:
m pouziti ,rozumné“ jemné sité, tj. sit dostateéné aproximujici budici pulz

m pouziti pravidelné sité - zamezeni vzniku ojedinélych elementu s vysokou vlastni

frekvenci a numerickych odrazu vin na rozhrani sousednich prvku

V praxi je otazka jemnosti sité komplikovand, zpravidla je nutné danou tlohu spocitat pro
nékolik pripadu jemnosti sité a tim urcit konvergenci metody a jeji presnost. Pravidelnost
nelze zarucit u slozitych 3D modelu. Pro ojedinélé prvky lze vyuzit metody mass scaling

[15], ¢imz vSak dojde k pteladéni maximalni frekvence systému wy, .

Uvedené postupy maji v kazdém piipadé urcity vliv na numerické vysledky, jejich moznost
pouziti je tedy do zna¢né miry omezena. Vedle toho existuji postupy urychlujici simulaci,

které numerické vysledky neovlivni:
m zvysSeni vykonu HW

m optimalizace algoritmu a jejich implementace

3.1.1 Rychlost vypoctu - omezeny takt CPU

Na obr. 3.1 je zobrazena historie vykonu procesoru do roku 2010. V posledni dekadé se
frekvence CPU ve srovnani s vyvojem pied rokem 2000 zvysily zanedbatelné. Aktualni
procesory dosahuji zpravidla maximélné frekvence 5 GHz. K radikalnimu vzrustu do-
jde pravdépodobné az s pripadnym nédstupem a rozsitenim nové technologie kvantovych

pocitacu.
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Obrazek 3.1: Historie vykonu CPU (tmavé modrfe frekvence [MHz]) [16]

3.1.2 Optimalizace algoritmu

Optimalizace algoritmu je v souc¢asné dobé nejefektivnéjsim nastrojem. Optimalizovat 1ze
na ruznych trovni kédu. Piikladem z nizké tirovné mohou byt ruzné formaty pro ukladani
fidkych matic apod. Tato préace se vSak vénuje optimalizaci na vyssi irovni navrhu algo-

ritmu.

Jak jiz bylo feceno, standardné je minimalni mozny casovy krok At v explicitnim vypoctu
urcen nejkratsim kritickym krokem elementu At%. Timto krokem At je pak pocitdna celd
soustava jednotlivych c¢lenu. Tento pristup je velmi neefektivni - Courantova cisla ele-

mentu e

At
ce = NS (3.1.1)

se v obecném priipadé pro kazdy element 1isi. Toto je navic zdrojem numerickych oscilaci

[17,18]. Nabizi se otézka, jak formulovat vypocet takovym zpusobem, aby idedlné kazdy

element byl v case integrovan s C§ = 1.
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Resenfm je rozdéleni velké soustavy konecnych prvki na jednotlivé podoblasti (domény),
které seskupujf elementy s podobnym C¢ = Cd°™, tj. doménova dekompozice (obr. 3.1).
Bude-li pak kazda doména integrovana oddélené vlastnim c¢asovym krokem, dojde ke zna-

telné casové uspore.

0=0,uQ,uQ,

Obrazek 3.2: Znazornéni doménové dekompozice

Tento postup vede na 2 tlohy:

1. Rozdeéleni soustavy na oblasti (domény) - k tomu je v této praci vyuzita metoda

Lagrangeovych multiplikdtoru lokalizované forme [10].

2. Vypocet casové odezvy s ruznym casovy krokem pro kazdou doménu - tomu se

vénuje stézejni kapitola 4 o pokrocilé casové integraci.

Navic bod 1. je pro numerické vypocty ,zlomovy“, pokud je algoritmus formulovan pa-
ralelné. Pocet elementi byl doposud omezen paméti pouzitého PC. V dnesni dobé para-
lelnich vypoctu s vyuzitim cloudovych sluzeb a nastroju je pti pouziti doménové dekom-

pozice toto omezeni eliminovano, jelikoz kapacita paméti je teoreticky ,neomezena”.
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3.2 Metody

Rozhrani je interakce dvou entit s jednoznacnym statusem aktivni (dochdzi k vzdjemnému
ovlivnéni entit a k vyméné informaci), nebo neaktivni (k interakci nedochazi). Muze
se mj. jednat o interakci mechanického systému s magnetickym ¢i elektrickym polem
a o mnoho dalsich tloh fyziky. Pro formulaci rozhrani se pouziva metoda Lagrangeovych
multiplikdtoru (A metoda). Tato metoda ptresné popisuje kinematickou vazbu (na rozdil
napi. od penaltové formulace ve specidlnim piipadé rozhrani - kontaktu, kde ke vzniku
kontaktnich sil dochazi pouze pti penetraci domén, jejiz velikost zavisi hodnotéch penal-

s

lovani dynamického systému) a soustava obsahuje vice rovnic odlisného typu.

3.2.1 Klasicka )\ metoda

Metoda spoc¢iva ve spojeni jednotlivych stupnu volnosti (posuvu uzli v misté kontaktu)
vazbovymi rovnicemi, dodrzenim 3. Newtonova zdkona (zdkon akce a reakce) a splnénim
pohybovych rovnic. Volba vazbovych rovnic neni jednozna¢na, existuje nékolik moznosti,

jak stupné volnosti propojit.

Necht jsou dény 4 vetknuté 1D pruty se zdvazim m; na volném konci a s kinematickou

vazbou stejnych posuvu u; = us = usz = uy jejich volnych koncu (obr. 3.3).

U Ly

k — —
1 ' ' k
Y s ‘Mg Ky N
r—)
Y N
) pr———) QT—\
k, my, 1Mz K3
. :—»L[
i . 3

Obrazek 3.3: Modelovy piiklad 4 vetknutych prutu [10]

Potencionalni moznosti predepsani kinematické podminky jsou uvedeny na obrazku 3.4.

Pokud by byla aplikovéana kazda z naznacenych vazeb, vznikla by neurcita soustava.
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Obrazek 3.4: Modelovy piiklad 4 vetknutych prutu - neurcitd soustava [10]

Ma-li byt soustava fesitelnd, je nutné definovat 3 nezavislé vazby. Volba téchto vazeb vsak

neni jednozna¢na (obr. 3.5).

’ ke M omy ke 0 kT My ke
——0 o {)TO_,
17‘12 17“34 13 17»34
7 frmmn—() ~4—— (O T O a-— O
ky m, hy; m; K ky my hy; my kot

Obrazek 3.5: Modelovy piiklad 4 vetknutych prutu - piiklady urcitych soustav [10]

Specidlné pro soustavu na obrazku 3.5 vlevo lze celkova energie systému vyjadrit jako

1 1
H(u,)\cl)ziﬁTMﬁJruT(iKu—f)+)\£ Clu | (3.2.1)
kde
mi 0 0 0 kk 0 0 0
0 my 0 O 0 ky 0 0
M = , K=
0 0 msg O 0 0 ks O
0 0 0 my 0 0 0 ky
1 -1 0 0
Ca=10 1 -1 0 (3.2.2)
0 1 -1
Uy 1
. A1 ;
us I3
A4
Ua Ja

Minimalizace funkcionalu (3.2.1) je ekvivalentni feseni soustavy (3.2.3). Problém spoc¢ivd

v matici C., kterd neni jednoznac¢né urcena. Jeji tvar zavisi na konkrétni volbé vazeb.
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K Ccl
cr oo

Ul

K=MD’+K , D=—

(3.2.3)

3.2.2 Lokalizovana )\ metoda

Tuto metodu vyvinul K.C. Park [10]. Do rozhrani je pfidén dalsi ,meziclen (frame),
na ktery se okolni stupné volnosti vdzou (obr. 3.6). Volba vazbovych rovnic je tedy
jednoznacnda. Navic je feSeni na jednotlivych doménach piirozené oddéleno vlozenym
,meziclenem*, coz je velmi vyhodna vychozi pozice pro implementaci heterogenniho, resp.

asynchronniho integratoru.

N
0000,

AN

Obrazek 3.6: Modelovy piiklad s vyuzitim mezi¢lenu [10]

Energii takto definovaného systému vyjadiuje funkciondl (3.2.4).

1 1
M, Ay u,) = 50 M+ u? <§Ku - f) + AT B(u - Lyu,)

U Al f1
A
u= " A= £= f2 (3.2.4)
Uus )\3 fS
m A\ Ja
B =Tuxsy, Ly=[1111]
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Minimalizace funkcionélu (3.2.4) je ekvivalentni feseni soustavy (3.2.5). Tvar soustavy je

jednoznacné urcen.

(3.2.5)
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3.3 Praktické vyuziti

Pouziti doménové dekompozice v kombinaci s pokrocilymi metodami ¢asové integrace
prinasi radu vyhod, ale i nékteré nevyhody.
Vyhody:

m dekompozice prirozené vede na paralelni formulaci

m kazd4d doména ma vlastni casovy krok

m kazdd doména muze byt integrovana vlastnim ¢asovym integratorem - kombinace
explicitnich a implicitnich integratoru s ruznymi ¢asovymi kroky At (ilohy multi-

fyziky)
Nevyhody:
m narocnost zaruceni stability rozhrani

m narocnost zamezeni disipace energie na rozhrani v ptripadé aproximace Lagran-

geovych multiplikatoru
m slozitost dekompozi¢énich algoritmu

V konecném dusledku je doménova dekompozice néastroj na odstranéni pozadavku velké
kapacity paméti. Celkové zkraceni doby vypoctu zarucené neni. Pii pomalé komunikaci
mezi jednotlivymi vypocetnimi jednotkami muze vypocet trvat ve skutecnosti déle. Pro
integraci domén s rozdilnymi c¢asovymi kroky je doba vypoctu stale dana poc¢tem kroku
At na doméné s nejvyssi vlastni frekvenci. Na druhou stranu, odezva na zbylych
doménach je pocitana pouze v Casech urcenych jejich vlastni frekvenci, ¢imz dochéazi

k tspore energie a nevyuzité prislusné vypocetni jednotky lze vyuzit jinym zpusobem.
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Kapitola 4
Pokrocilé metody casové integrace

V kapitole 2.2.3 byla popsana Newmarova rodina implicitnich metod, explicitni metoda
centralnich diferenci a Pushforward-pullback metoda. Tyto metody se vyznacuji pouzitim
jednoho globalné uréeného ¢asového kroku, ktery se odviji od nejvyssi vlastni frekvence
celého systému domén. Formulace rozhrani uvedend v kapitole 3.2.2 vSak systém ptirozené
rozdéluje na jednotlivé domény. Nabizi se moznost pocitat odezvu kazdé domény vlastnim
¢asovym krokem At?™. Vyhodou je potom moznost zachovani stejného Courantova ¢isla
pro cely systém, na kterém zavisi ¢etnost a amplituda umélych oscilaci napéti, které se jako
chyba objevuji v feseni. Tato myslenka vede na definici heterogennich a asynchronnich
integratoru. A v konecném dusledku se nabizi moznost specidlnich postupu pii ¢asové
integraci heterogennich materialu, kdy kazdy element muze mit svij vlastni casovy krok

pro odhad nékterych kinematickych velicin.
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4.1 Heterogenni casovy integrator

Heterogenni integrator dovoluje integrovat kazdou z domén oddélené. K vymeéné informaci
(posuvu, rychlosti, zrychleni) mezi doménami dochézi pouze ve specifickych ¢asech (Caso-
vych hladindch) prostfednictvim Lagrangeovych multiplikdtori. Na metodu je kladeno
omezeni, ze pomér vypoctovych kroku kazdych dvou domén musi byt celo¢iselnym nésob-

kem [11]. Univerzalni feseni je napi. pouziti pouze kroki s hodnotou a™; n € Z; a = konst.

Piinosem tohoto schématu je ¢astecna homogenizace Courantova ¢isla na celém systému,
coz prinédsi fadu vyhod. Piikladem muze byt zavislost frekvence a amplitudy numerickych
oscilaci feseni (napéti) pravé na Courantoveé ¢isle. Heterogenni integrator parametry téchto
oscilaci sjednoti na celé oblasti Teseni a je mozné je ptipadné filtrovat. Dalsi vyhodou je
prirozend paralelni implementace, kterd umoznuje pouzivat ¢asovy integrator s vyuzitim

cloudovych sluzeb apod.

Implementace v ramci praktické ¢asti prace vychazi ze schématu pro pripad dvou domén
s pomérem c¢asovych kroku Aty /Aty = 2 [11]. Tato zékladni verze byla rozsitena pro
libovolny pocet domén s libovolnym pomérem kritickych kroku dvou sousednich domén.
Podrobné odvozeni a analyza zakladniho schématu lze nalézt v [11]. Vypocet je naznacen

v nasledujici podkapitole.

4.1.1 Schéma vypoctu

Zakladni verze [11], z které implementace této prace vychazi, vyuzivd na jednotlivych
doménéch pro ¢asovou integraci Pushforward-pullback metodu. Jak bylo jiz uvedeno v ka-
pitole 2.2.3.3, metoda se vyznacuje slozitéjsim vypoctem odhadu posuvu a rychlosti, pro
ktery je mj. nutna znalost zrychleni v ¢ase "+ At,, tedy ii"t¢. Jelikoz toto zrychleni zavisi
na Lagrangeovych multiplikdtorech \"*¢, vypocet se znacné komplikuje. Nize je popsan
vypocet na doméné (S - ,small*) s mensim Easovym krokem v case t/T! pro pifpad 2

domén s pomérem ¢asovych kroku Aty /Atg = m (obr. 4.1).
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Obrazek 4.1: Znazornéni casové diskretizace pro piipad dvou domén pti heterogenni ¢asové

integraci (doména S - small“, doména L - | large®) [24]

Znaceni:
{B;~} - Newmarkovy parametry
6—23
m = At /Atg (4.1.1)
j=1023..m-1]
k=j+1
Algoritmus:

1. Vypocet pro kriticky ¢asovy krok AtZ, domény S

1.1 Prediktor heterogenniho integratoru

1.1.1 Poc¢itand doména S

J+CS _ g s . (A2)? 419
1.1.2 Okoli L
J+CS _ s o5, (A2)? 413
uL —uL—i-AtCllL—l- 2 uL ()
1.2 Pohybova rovnice
1.2.1 Pocitand doména S
ﬁ]é—l-cs _ Mgl (fé-i-CS _ KS u]é—i—CS) (414)
1.2.2 Okoli L
ﬁi‘l’cs — le (fiJrCS . KL ui+CS) (415)
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1.3 Problém rozhrani

1.3.1 Zrychleni rozhrani

S J+CS _

uy

(ML(end,end)

1.3.2 Lagrangeuv multiplikator

(ML (end,end) + Mg,1)) ™"

xj4+CS

sj+CS
uL(end,end) + MS(I,I) u{S‘(l,l))

j+Cs Zi4CS . j4CS
As 7 =Msa ( )

Wg(1,1) — Uy

1.4 Korektor heterogenniho integratoru

. j+CS

Ug

2. Vypocet pro kriticky c¢as okoli L

TR Y P D A VN

2.1 Prediktor heterogenniho integratoru

2.1.1 Poc¢itand doména S

n+CL  ..J
uS =~ uS

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

- Nelze pocitat s krokem AtL > At2, je nutné pouzit aproximaci.

2.1.2 Okoli LL

cL L -
utet = uf + Atg uf +

2.2 Pohybové rovnice

2.2.1 Pocitand doména S

“n+CL __
Ug

2.2.2 Okoli L

2.3 Problém rozhrani
2.3.1 Zrychleni rozhrani

cn+CL
Uy

AL2

M;l (fgL—O—C’L o KS ug—l—C’L)

n+CL __ -1 n+CL n+CL
uy =M;" (f} — K, ul™")

= (ML(end,end) + 1\/15'(1,1))71

“n+CL “n+CL
(ML (end,end) U7 (ondena) T Msa,1) u5(1,1))

2.3.2 Lagrangeuv multiplikator

n+CL __ “nt+CL :n+CL
/\L - ML(end,end) (

U} (end,end) — Uf

2.4 Korektor heterogenniho integratoru

:n+CL
ur

:uL
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(4.1.12)
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3. Vypocet domény S v case zadjmu ¢,
3.1 Véhové koeficienty
ag = Atg/At2
ap =k Atg/AtL
Brs = 2 (Bas + 6 — 6a3)
Pas = 0%(@% —1)
Bup, = %(30@ +0—002)

e
Par, = QFL(Q% —1)

3.2 Prediktor heterogenniho integratoru

3.2.1 Pocéitana doména S

u{;rl = u{q + Atg 1'1{9 + Brs(At)? uJS + Bas(At)” ﬁgfcs

Pyt = al+ At (1- 1) i

3.2.2 Okoli L

wi' = uf + k Ats a} + S1.(At¢)? i} + Bar (Até)? gt

rajtt =) + Aty (1 - 1) i),
3.3 Pohybova rovnice

3.3.1 Pocitand doména S
ﬁ_ngl _ Mgl (f§+1 . KS ug+1)
3.3.2 Okoli L
ﬁ%+1 _ le (fiJrl . KL u_iJrl)
3.4 Problém rozhrani
3.4.1 Zrychleni rozhrani
ﬁzf—‘rl = (ML(end,end) + 1\/15'(1,1))_1
i+l i+l
(ML(end,end) uJL(end,end) + MS(l,l) uJS(l,l))
3.4.2 Posuv a rychlost rozhrani
ut =g+ Ats (1 )i+ @)

Gl i1
u = uy + Atg Uy

(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.18)

(4.1.19)

(4.1.20)

(4.1.21)

(4.1.22)

- V piipadé, Ze by se namisto vypoctu domény S v case t;1; jednalo o

vypocet domény L v ¢ase t, 1 (obr. 4.1), nebylo by rozhrani po¢itéano a

43



doslo by k pouhému prevzeti a k aplikaci jakozto okrajovych podminek
jiz spoctenych hodnot ut! a w}™ z posledni ho vypoctu na doméné S.
V takovém piipadé (doména L, okoli S) jsou véechny predchozi vypocty
na okoli S redundantni.

3.4.3 Lagrangeuv multiplikator

3.4.3.1. Pocitand doména S

Mg = Mgy (0 ) —if) (4.1.23)
3.4.3.2. Okoli L
)\i+1 = ML(end,end) (ﬁ‘f(relnd,end) - u?jrl) (4124)

3.5 Korektor heterogenniho integratoru

3.5.1 Poéitana doména S

Wt =alt M oo L. 0T
v X5 00 1 | (4.1.25)
ul = a4 Atg v il
3.5.2 Okoli L
W =Tt M (0. 00 MTYT
oo | v | (4.1.26)
Wt = a4k Atg y i)

4.1.2 Grafické znazornéni schématu

Predchozi schéma je pro nazornost prekresleno do ¢asoprostorovych grafu. Pro zachovani
prehlednosti a vysvétleni principu heterogenni integrace postaci grafy sestrojit pro in-
tegraci metodou centralnich diferenci (8 = 0,y = ) namisto metody Pushforward-

2
pullback.

Definice tlohy je uvedena v ivodu schématu. Zelené a fialové sipky (obr. 4.2) jsou de facto
charakteristiky ptislusné vlnové rovnice, jejiz feseni se sklada z dopredné f(z —ct) a zpétné
viny g(z+ct). Charakteristiky nejsou ,izolované“ piimky, jednd se o spojity tok informaci
a to jak z praveé vytesenych uzlu, tak z prostoru mezi nimi (viz rovnice prostorové diskreti-
zace (2.2.8)). V grafech nasledujicich (obr. 4.3-4.5) jsou pro pirehlednost vykresleny pouze
charakteristiky s poc¢atkem v uzlech. Doména S je tvorena elementy o velikosti Axg,
ktera je poloviéni oproti elementum Az; domény L. Materidlové charakteristiky obou
domén jsou identické. Na jeden vypocetni krok domény L jsou nutné 2 vypocetni kroky
domény S. Vypoctové kroky At jsou uvazovany pro obé domény jako kritické Aty = Atk
a Atg = AtZ.
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S L

fg(x-ct)  gg(x+ct) fi(x-ct) g (x+ct)

R R
% >

Axg  Axg Ax Ax

X

Obrazek 4.2: Znazornéni casové diskretizace 2 domén pti heterogennim vypoctu

Jak bylo jiz uvedeno, metoda centrélnich pii samotném vypoc¢tu neuvazuje kritické kroky.
Vychozimi rovnicemi jsou zjednodusené vztahy 4.1.17 a 4.1.18 pro predikci posuvu a
rychlosti

1. Poc¢itana doména S )

A A At
+1 . S -
Uy = o At U+ G (4.1.27)

raltt = ul + Aty (1—7) i

2. Okolf L o
, A . 2
Wt =u) 4+ Atg 0 + —2i

L e T T (4.1.28)

Pt =)+ At (1 —7) i),

Uloha je vyreSena v okamziku, kdy je propocitan cely cyklus domény S béhem jednoho
kroku domény L a dofesena i doména L. Ve vychozi situaci je posledni znamé feseni v case
t" (obr. 4.3). Nyni probéhne vypocet na oblasti {2 s ¢asovym krokem Atg, kterd zahrnuje
doménu S a nejblizsi okoli. Jako nejblizsi okoli je v grafu (obr. 4.3) pro jednoduchost
zakreslena pouze jedna krajni vrstva elementu, v redlném vypoctu se uvazuji vrstvy 2.

Tento vypocet zahrnuje:
1. predikci posuvu a rychlosti nespojité oblasti Q (4.1.27 a 4.1.28)
2. feseni pohybové rovnice nespojité oblasti {2 (4.1.19 a 4.1.20)

3. urceni Lagr. multipl. A (4.1.21 - 4.1.24) a korekce hranice domény S (4.1.25 a 4.1.26)
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f(x-ct)  gs(x+ct) fL(x-ct) * g (x+ct)
{1
il A At
tﬂ
Axg  Axg Ax Ax

<V

Obrézek 4.3: Reseni prvniho sub-kroku

Nasleduje identicky vypocet (obr. 4.4) pro dalsi ¢asovou hladinu (resp cyklus pres hladiny
v piipadé, ze Aty /Atg > 2).

tA

fs(x-ct)  gs(x+ct) fi(x-ct) © g(x+ct)
tn+1 )\
Atg
] At
tﬂ
Axg DAXxg Ax Ax

=<V

Obrazek 4.4: Reseni druhého sub-kroku

Nyn{ je znamé feSeni na doméné S pro ¢asové hladiny " az t"*! a probéhne dopocet
domény L (obr. 4.5). Vypocet situace na rozhrani je zjednodusen, jelikoz posuv a rychlost
hranice jsou jiz pevné dané z predchoziho vypoctu a aplikuji se jako okrajové podminky

(viz pozndmka pod (4.1.22)).
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fafxct)  gg(xect) flxct) g (x+ot)

L] %

tn

At

>
X

Obréazek 4.5: Dopocet domény L s jiz vyfeSenym rozhranim z ptedchoziho sub-kroku

Cyklus je uzavien, jsou zndmy vSechny veli¢iny v ¢ase "+,
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4.2 Asynchronni ¢asovy integrator

Oproti heterogennimu integratoru je zde odstranéno omezeni na celo¢iselny pomeér vypoc-
tovych kroku jednotlivych domén. V literatute je jako asynchronni integrace ve vétsiné
pripadu oznacen proces, kdy jednotlivé ¢asti modelu jsou integrovany vlastnimi ¢asovymi
kroky bez jakéhokoli omezeni. Avsak rozdéleni modelu na ¢asti jednotlivi autoii provadéji

na ruznych urovnich:

1. rozdéleni na jednotlivé elementy

2. rozdéleni na jednotlivé domény

Prvni piipad (rozdéleni na elementy) lze nalézt v materidlech [19,20,21,22]. K ¢asové in-
tegraci zde dochazi oddélené na jednotlivych elementech. Nékteré z metod vsak vykazuji
nestabilni chovani, ptipadné jsou stabilni, ale nepifesné z pohledu splnéni podminek vazeb

na rozhrani. V praci tyto postupy implementovany nejsou.

Druha skupina jsou metody, které model rozdéluji na domény a k vyméné informaci
mezi nimi dochézi pouze na rozhrani (ptipadné kontaktu). K této vyméné dochazi jako
v pripadé heterogenniho integratoru prostiednictvim Lagrangeovych multiplikdtora A.

V praci je vyuzit pravé tento pristup.

4.2.1 Asynchronni casova integrace na irovni domén

V principu se jedna o problém pienosu informaci na rozhrani domény v case, ktery neni

casem znamého feseni domény.

4.2.1.1 Nedisipativni metoda

V pripadé, ze existuje v TeSeni takovy okamzik, kdy je zndmo feSeni na vSech doménach,
lze postupovat podle [23]. Metoda vede na rozsdhlou soustavu rovnic, kterd lze vsak
do urc¢ité miry tesit paralelné. Soustava obsahuje feSeni vSech domén ve vSech casovych
krocich jednotlivych domén a to od posledniho spoleéného okamziku feseni vSech domén do
nasledujictho takového okamziku ¢,4,,. V prubéhu tohoto ¢asového useku se predpoklada
linedarni zména Lagrangeovych multiplikatorii A\. Toto fesSeni je pfesné ve smyslu splnéni
vazeb a nedochdzi k disipaci energie. Avsak praktické pouziti je problematické. Necht
jsou dvé domény s pomérem kroku At;/Aty = 0.9 (tedy kroky jsou si velmi blizké). V
case t = 0 je feSeni zndmo na obou doméndch. Dalsi takovy cas t,, nastane az po 10
krocich domény 1 a 9 krocich domény 2, tedy t,p, = 10 - Aty = 9 - Aty. Soustava tedy

bude obsahovat 19 nezndmych feseni kinematiky (posuvy, rychlosti a zrychleni) a navic 19
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neznamych sad Lagrangeovych multiplikdatoru A. Z uvedeného je ziejmy paradox (4.2.1).
Rozmeér soustavy poroste do nekonecna pro At; — Ats, pritom intuitivné“ je pro piipad
Aty = Aty ocekavano teseni slozitosti odpovidajici standardnim metodam s globdlnim
krokem. Druhym extrémem je piipad pevné daného nenulového Aty > 0 a zaroven limitné
se blizictho Aty — 0 (4.2.2).

At}l_)mAtQ = tspol — OO (4.2.1)
Altllrr_{0 = fspol — 0O (4.2.2)

Pouzitelnost metody je tedy znacné omezenda. Navic vyzaduje apriorni znalost ¢asovych
hladin, v kterych bude poc¢itano feseni, coz muze byt v nelinearnich lohach, kdy se délka

¢asového kroku méni v prubéhu vypoctu, problematické.

4.2.1.2 Disipativni metoda

V aplikaci vypoctu siteni vin pomoci MKP se jako vhodny postup jevi skupina metod,
kterda je zalozena na linedrni interpolaci veli¢in na rozhrani. ZjednodusSené lze metodu

formulovat v téchto bodech:

1. pro t = 0 integruj vSechny domény bez vzajemné interakce (uvolnény systém) - tj.

prediktor

2. aplikuj korekci pomoci Lagrangeovych multiplikdtort na doménu i s aktudlné nejniz-
Sim casem znamého feSeni, multiplikatory jsou ziskany interpolaci vybranych veli¢in

okoli - tj. korektor
3. integruj doménu 7 bez vlivu okoli - tj. prediktor

4. pokud existuje doména, kterd stéle nedosdhla konecného ¢asu vypocétu, vrat se
na krok 2.

5. konec

Jadro asynchronniho schématu spoc¢iva v bodu 2, je nutné ziskat Lagrangeovy mul-
tiplikatory v ¢asech jakozto reakcni sily na rozhranich, kdy na sousednich doménéach neni

feseni k dispozici. K tomu se vyuzije interpolace J multiplikdtori A v ¢ase t"+

A= JA" AT (4.2.3)

Toto teseni neni presné a dochézi k poruseni vazebnich podminek v rozhrani, coz neni

fyzikalné korektni a to zpusobi numerickou disipaci energie na rozhrani. Na druhou stranu

49



tato metoda je pomérné robustni - apriorni znalost ¢asu feSeni neni nutnéd, ¢asovy krok se
muze v prubéhu libovolné ménit a rozsahlost soustav rovnic je predem znama, na rozdil

od nedisipativni metody (kap. 4.2.1.1).

4.2.2 Schéma vypoctu

Pro implementaci byla vyuzita metoda pouzita v softwaru EUROPLEXUS [24,25]. Je za-
lozena na apriornim pozadavku rovnovahy na rozhrani (prediktor) a aposteriorni opravou
spojitosti kinematickych veli¢in na rozhrani pomoci Lagrangeovych multiplikratora (ko-
rektor). Postup je popsén na konkrétnim piipadu dvou domén (obr. 4.6) - vypocet domény

2 v Case ts.

- ST
A / / A
/ p— ~
y -tnl “" / \\\
/ [ tn,
Atlll N\»f t \\
/ t | | SI \
[ 4 | AtT /
| | | 2
@ alf] @ /
\‘ t2 | | A[IZ /
\ >
\ | \
\\\ \ \‘
\ sl //
T
S e

Obrazek 4.6: Znazornéni casové diskretizace 2 domén pii asynchronni ¢asové integraci [24]

Znaceni:
free - Te€Seni na uvolnénych doménach bez vzajemné interakce
link - FeSeni na rozhrani
Algoritmus:
1. Posledni znamé teSeni:
m Doména 1 (okoli): {uj;uj;uj} a navic v paméti {u] ¢..; 0 0 U] puct
m Doména 2 (fesend): {u3; u3;u3}
2. Prediktor asynchronniho integratoru (uvolnény systém)

2.1 Pocitand doména - Newmarkova metoda

2.1.1 Prediktor
(Aty)?
2

Pud = ud + Aty 0l + (1—28) i

Py =3+ Aty (1- 1) i

(4.2.4)
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2.1.2 Pohybova rovnice
llg free — (M2 + B(Atg>2 KQ)_l (Fg — K2 pug) (425)

2.1.3 Korektor
ug free — pug + B(Atn>2 ug free

. (4.2.6)
W5 oo = P + VALY 5 g,
2.2 Okoli - Newmarkova metoda
2.2.1 Prediktor
Pt =af + At (1 — ) ] (4.2.7)
2.2.2 Pohybova rovnice
ul free — (Ml + ﬁ( tH)z Kl)_l (FTlll -K4 pu?l) (428)
2.2.3 Korektor
u?lfree = punl + W/Atn 111 free (429)
3. Problém rozhrani
3.1 Konstanty interpolace
t5 _ t4
a1 = 50 4
"t —1
. At (4.2.10)
1= %o
At
3.2 Interpolace rychlosti okolf do Feseného ¢asu t°
tnl _ t5 t5 _ t4
-5 -4 nl
Uj free = tnl _ ¢4 Wy free T Tl U free (4.2.11)
3.3 Operatory rozhrani
1
H = 5 (At M} (end,end) + Aty Mos(1.1))
1 (4.2.12)
B = u? free(end) + §At111(1 - al)(bl - 1)1‘111L link(end) — ug free(1)
3.4 Lagrangeuv multipikator
B
= — 4.2.13
0 (1.213)
3.5 Zrychleni rozhrani
W) =My - [A00 .. 0" (4.2.14)
4. Korektor asynchronniho integratoru (spojeny systém)
u5 u2 free + B(Atu) 112 link
1.’12 = l.'12 free + fVAtIZI 1."]’2 link (4215)

.5 .5 .5
Uy = Ug gree T Uy pink
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4.2.3 Grafické znazornéni schématu

Asynchronni integrator neméa pozadavky na vzdjemny pomeér kroku a jeho implementace

piirozené uvazuje i proménny ¢asovy krok na kazdé doméné (obr. 4.7). Necht je na kazdé

n

doméné posledni znamé feseni v case t
7

t A

Doména 1 Doména 2

fi(x-ct)  gy(x+ct) fo(x-ct)  go(x+ct)

{2 ii%%
om1 t3+1
om2
AtqHZ %
+1 Atg“

om1

ACH
f N A Iﬂom2
v t“'1
Gom1 < &( \(A\("/ . < %5% dom2
Xs Xs XL X
>
X

Obrézek 4.7: Reseni prvniho sub-kroku pro asynchronnf ¢asovy integrator

Pro kazdou doménu je zavedeno vlastni méreni casu t;, které ukladd do paméti cas
odpovidajici poslednimu zndmému reseni t¢ a ¢as nového nezndmého feseni ¢V =
9t + At (obr. 4.8). Reseni vzdy probéhne pro doménu i = arg{min(¢**)} v case tI'**.

Na obr. 4.8 tato podminka odpovida doméné 1 a cas 7.

V prvnim ¢asovém kroku dojde k vypoctu ,uvolnéného* (bez vlivu rozhrani) systému
pro casy tP°". Vypocet probihd pro doménu 1 (4.2.4 - 4.2.6) a pro blizké okoli (4.2.7 -
4.2.9) (prvni dveé vrstvy elementu domény 2), nebo pro obé domény jako celky a vysledky
domény 2 mohou byt ulozeny do paméti pro budouci (obr. 4.10) vypocet domény 2.
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fi(x-ct)  gy(x+ct) fo(x-ct) © go(x+ct)
tgew
t|11e ALY
Ag fact
At.;ct 2‘ j
t?ct tCZ) ¢
Axg  Axg Ax Ax

<V

Obrézek 4.8: Reseni prvniho sub-kroku

Nyni je nutné prenést Lagrangeovym multiplikatorem informaci o okoli v case ¢]'“".
V tomto case vSak neni na doméné 2 teSeni k dispozici a proto je nutné multiplikator

linedrné interpolovat prepoctem velicin z casu t5< a t5< (obr. 4.9).

tA At

fi(x-ct)  gy(x+ct) fo(x-ct)  ga(x+ct)
J(ufee) e
(= A &/ ) ALY
AV X X /Y act
Atiz-mt t2
t?d tg‘d
Axg Axg Ax. Ax

<V

Obrazek 4.9: Reseni prvniho sub-kroku
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Tim je doména 1 v case 7" vyfesena a dochazi k posunu hodin domény 1 ¢;. Situace

na obrazku 4.10 je analogickd stavu na obrazku 4.7, cyklus se opakuje.

tA At

fi(x-ct)  gyx+ct) fo(x-ct)  go(x+ct)

ew
t

A"

t?(‘i AtrQ\ew

At X X tg ct

ct

old
t1old ts

Axg - Axg Ax Ax

<V

Obrézek 4.10: Resen{ prvniho sub-kroku
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Kapitola 5
Implementacni aspekty

Koéd je psany v jazyku Matlab. Jsou vytvoreny 3 oddélené moduly - preprocesor, fesic¢
a postprocesor. Tyto moduly jsou dale zbézné popsany. Kod je urcen k feseni 1D problému
linearni elasto-dynamiky s uvazovanim doménové dekompozice. Navic je implementovan
i zcela funkéni kontakt na bazi penaltové metody [37,38,39,40], ktery ale neni v praci déle

vyuzit.
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5.1 Definice tilohy

Detaily lze nalézt ve skriptu PREPROCESSOR.m. Je umoznéno definovat libovolny pocet

domén. Vstupy pro kazdou doménu jsou:

1. Funkce a konstanty:
m Younguv modul pruznosti E(x)
m Hustota p(x)
m Poissonovo ¢islo v(z)
m Plocha prutezu A(x)

m Velikost elementu Az(z)

m Délka tyce L
2. Okrajové podminky:

m Dirichletovy - predepsané posuvy (konstanta)

m Neumannovy - zatizeni pro kazdy konec tyce F(t) (funkce)
3. Pocatecni podminky:

m Pocateéni posuv

m Pocatecni rychlost

Dale jsou pro potieby kontaktu definovany ¢iselné hodnoty mezer mezi jednotlivymi

tycemi.
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5.2 Proces reseni problému

Ve skriptu SOLVER.m se zada sestava k feSeni (ndzvy definovanych ty¢i a mezer v pre-
procesoru) a néazev ulohy, pod kterym budou vysledky ulozeny. Déle je mozné definovat

cestu k souboru nastaveni simulace solver_settings.m a cestu, kam se vysledky ulozi.

V souboru solver_settings.m se nastavi ptislusné parametry pro pouziti:

m Casové integrace na celé oblasti bez doménové dekompozice (dale ,konvencni inte-

grace“), nebo
m heterogenni ¢asova integrace, nebo
m asynchronni ¢asova integrace.

Pokud je v tloze definovan kontakt, je nutné zadat jeho parametry (tuhostni a hmot-
nostni penaltovy parametr). Dale se uréi metoda integrace (metoda centrélnich diferenct,
prumérného zrychleni aj., doba feseni, faktor ¢asového kroku, rad MKP prvku, parame-

try diagonalizace matice hmotnosti a dalsi parametry, ktery slouzi k optimalizaci vypoctu.

Dle nastaveni v souboru solver_settings.m se spusténim souboru SOLVER.m spusti ptislus-
ny integrator (konvenéni C / heterogenni H / asynchronni A). Pro jednotlivé integratory
jsou implementovany nékteré z metod integrace (tab. 5.1): metoda prumérného zrychleni
(AVG), linearniho zrychleni (LIN), Fox-Goodwin (FOX), centrdlnich diferenci (MCD),
metoda Pushforward-pullback pro vSechny zminéné piipady (PFP-AVG, PFP-LIN, PFP-
FOX, PFP-MCD). Metoda PFP je navic doplnéna moznosti zapnuti funkce Local stepping
(PFP-AVG-LS, PFP-LIN-LS, PFP-FOX-LS, PFP-MCD-LS).

Pro konvenéni integrator jsou nad ramec zadani definovany ruzné formulace kontaktu
na bézi penaltové metody (penaltova, bipenaltova a stabilizované varianty [37,38,39,40]),

ale nejsou v této praci vyuzity.

AVG LIN FOX MCD PFP PFP-LS

Konvencéni I I I I I I
Heterogenni I I I I I I
Asynchronni I I I I

Tabulka 5.1: Implementované metody integrace
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5.2.1 Charakteristické vlastnosti integratoru

5.2.1.1 Konvencni integrator

Matematické modely jednotlivych tyci jsou souhrnné zahrnuty v maticich hmotnosti M,
tlumeni C a tuhosti K. V piipadé definovaného kontaktu jsou matice v prubéhu vypoctu
doplinovany o penaltové ¢leny. Rozmér matic odpovidd hodnoté n x n, kde n je pocet

stupnu volnosti tlohy.

5.2.1.2 Heterogenni integrator

Matice jednotlivych domén Mo, , Caom, , Kdom,; jsou ulozeny v paméti oddélené. Rozmeér

matic odpovida hodnoté n; x n;, kde n; je pocet stupnu volnosti domény 7.

Pred zapocetim piimé casové integrace jsou identifikovany kritické ¢asové kroky kazdé

domény a jsou zaokrouhleny vypoctové casové kroky tak, aby se minimalizoval rozdil

Atdomi
dom;
Atdom

kde 8 € (0; 1) je zadand globalni hodnota (faktor vypoctového kroku) a zéroven aby byly

B_Bdomizﬁ_

: (5.2.1)

poméry vypoctovych kroku kazdé z dvojic domén celd ¢isla.

Déle jsou pro dané vypoctové casové kroky sestaveny tidici tabulky, které obsahuji in-

formace o potadi integrace, poctu operaci aj.

Na zakladé ridicich tabulek probéhne primé casova integrace. Heterogenni integrator je
implementovan zcela paralelné. Dle pokynu v tabulkdch se postupné aktivuji jednotliva

vldkna procesoru a probihd vypocet.

5.2.1.3 Asynchronni integrator

Pocet a rozméry matic Myom,, Caom,, Kdom,, je stejny jako v piripadé asynchronniho in-

tegratoru.
Inicializace
1. Pro kazdou i-tou doménu je definovano méreni ¢asu t;.

act

2. Uréen{ vypoctovych kroki domén At = 3 Atdc"m", kde faktor 3 je zadany globaln{

parametr.

29



3. Kazdé méteni t; ulozf do paméti vipoctové hladiny ¢ = Atdomi o ¢old = ().

4. Vypocet uvolnénych domén (g - viz. kapitola 4.2.2).

5. Kazdé méteni t; uloz do paméti nové vipoctové hladiny #7¢v = ot 4 Agdomi,

6. Ulozeni hodnot At — Atdomi

act new

Vypocet Pro potieby interpolace Lagrangeovych multiplikdtori je nutna znalost po-

sledniho a nového ¢asové kroku a prislusné ¢asové hladiny.

1. Vypocet na doméné j = arg(min{t7*"}) s vlivem rozhranf (ji, - viz. kapitola 4.2.2).

2. Piepséani staré hodnoty Atjj;’;;” I = Ataom

dom;

3. Vypocet nové hodnoty Atpey’ .
4. Méfeni t; ulozf nové hodnoty 24 = ¢act; et = gnew; gnew — gact | Ao

5. Vypocet uvolnéné domény v case 7 (gee - viz. kapitola 4.2.2).

6. Navrat na krok 1)

Dle zadané frekvence vystupu jsou vysledky ziskané interpolaci mezi ¢asovymi hladinami

se znamym FeSenim prubézné ukladany.
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5.3 Prohlizeni vysledku

Skript POSTPROCESSOR.m je koncipovan jako soubor odstavcu, které spousti inter-

aktivni formulafe a seznamy, v kterych uzivatel vybira tkoly k provedeni nebo zadava

parametry. Jednotlivé odstavce kédu umoziuji v interaktivnim prostiedi:

nacteni vysledku (libovolny pocet simulaci)

animaci libovolné veli¢iny na vybrané ¢asti modelu v case

vykresleni libovolné veli¢iny na vybrané ¢asti modelu v konkrétnim case
vykresleni libovolné veli¢iny na konkrétni souradnici v zavislosti na case
vykresleni deformacni a kinetické energie celého modelu v zavislosti na case

export grafu do souboru .pdf a .png

Bylo maximalni snahou implementovat postprocesor co nejrobustnéji, aby prohlizeni vy-

sledktu bylo uzivatelsky ptivétivé.
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Kapitola 6

Verifikace

Vytvoreny kod je verifikovan dostupnymi numerickymi testy a experimentalnimi daty:.

Vysledky jsou ziskany tfemi typy integrdtori:

1. konvenéni (C) - metoda s globalnim ¢asovym krokem, bez doménové dekompozice,

cely model predstavuje jednu doména
2. heterogenni (H) - s doménovou dekompozici

3. asynchronni (A) - s doménovou dekompozici
Pro kazdy integrator jsou implementovany ruzné metody integrace:

m Newmarkova rodina implicitnich metod - zpravidla Metoda primérného zrych-
leni (AVG)

m Metoda centrilnich diferenci (MCD) - tj. explicitn{

m Pushforward-pullback metoda (PFP) s piipadné aktivovanym rozsitenim Lo-

cal stepping (LS)
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Pro zachovani prehlednosti je pro kazdou tlohu uvedeno pouze nastaveni, které se lisi

od wvychoziho v tabulce 6.1.

Parametr Hodnota

Rad MKP prvki 1 (linedrnf)
Faktor ¢asové kroku AATt 0,5

C

Prostorova numericka integrace Gaussova
Integra¢nich bodu pro matici K 2
Integracnich bodu pro matici M 2
Diagonalizace matice M uplnd (M diagonalni)

Tabulka 6.1: Vychozi nastaveni fesice

Navic jsou definovany i vychozi parametry materidlového modelu a geometrickych dat

(tab. 6.2).

Parametr Hodnota
Younguv modul F [Pa] 1
Hustota p [kgm™3| 1
Plocha prufezu A [m?] 1

Dirichletovy okrajové podminky homogenni
Délka hrany elementu Az [m] 0,01

Tabulka 6.2: Vychozi nastaveni reSice

x

L1
délce prvni domény, nebo tyce a 17 dobé, ktera je potieba pro siteni viny pres celou délku

Déle jsou zavedeny normalizované souradnice £ = = a7 = %1, kde L; odpovida zpravidla
této domény, nebo tyce (charakteristicka doba). Konkrétni vyznam 7 je uveden v kazdé
kapitole.
—=0)
t

Pro potieby vykreslenf je definovano normalizované napéti & = Z¢=2 kde 0., odpovida

S
Oext ’

zatézovacimu napéti na kraji tyce v & = 0.
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6.1 SiFeni elastickych vln v homogenni ty¢i

Je Tesena zdkladni tloha siteni elastické viny ve tvaru obdélniku homogenni tyci. Je apli-
kovéano buzenf silou na levém konci tyce po dobu 7 € (0; 0,5) (obr. 6.1). Pro vypocet byly
pouzity zastupci explicitniho i implicitniho schématu. Pro piipad nepravidelnych siti je

v porovnani zahrnut i vypocet s aktivni metodou Local stepping.
1. Explicitni - Metoda centralnich diferenci (MCD)
2. Implicitni - Metoda prumérného zrychleni (AVG)
3. Metoda Pushforward-pullback (PFP)

3.1 bez aktivni metody Local stepping (-)

3.2 s aktivni metodou Local stepping (LS)

T=t/(L/c), € = x/L
p=1,E=1,A=1c=1

Obréazek 6.1: Schéma tulohy
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6.1.1 Pravidelna sit

Uloha je pocitdna na homogenni siti s velikosti elementa A¢ = 0,01 (obr. 6.2). Vysledné

napétové pulzy jsou prezentovany na obr. 6.3.

—>| A% |

Obrézek 6.2: Schéma tlohy (pocet prvku = 100)

7=0.75
0.5 T T T

w.eqv.

Obrazek 6.3: Napétovy pulz v homogenni tyéi s pravidelnou siti - metoda centralnich
diferenci (¢ervené), prumérného zrychleni (modfe), pushforward-pullback (zelené) a Fesent

vinové rovnice (Gerné)

Metoda centralnich diferenci (¢ervené) a metoda prumérného zrychleni (modfe) vede
na kvalitativné srovnatelny vysledek. Na pulzech jsou ztetelné pozorovatelné falesné osci-
lace, které maji nejvétsi amplitudu piimo za ¢elem viny a vinou samotnou. Tyto oscilace
jsou numerickou chybou a jejich frekvence s amplitudou zavisi predevsim na Courantoveée
¢isle dlohy (resp. jednotlivych elementi) Cy. Tyto oscilace jsou pozorovatelné i v fesent
pomoci komerénich SW [18]. Ve specidlnim piipadé, kdy je matice hmotnosti diagonaln{

a Coy = 1, oscilace zcela vymizi [17].

Metoda pushforward-pullback (zelené) tyto oscilace velmi rychle tlumi, ihel ndbéhu viny

je shodny s predchozimi metodami a tudiz rozdilny od presného feSeni (Cerné), kdy
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je zména skokova. Metoda PFP je na rozdil od zbylych prezentovanych metod disipa-
tivni [13], to ale v tomto piipadé neni pozorovatelné (doba sifeni je primérené dlouhd) a
feseni lze povazovat za dostatecné presné. Pulz feseny touto metodou (zelené) vykazuje

nejlepsi shodu s presnym fesenim (Cerné).

6.1.2 Nahodné nepravidelna sit

Velikost elementu je predepsand nespojitou funkei (6.1.1), kde rand = R € (0, 0005;0,0105)
(obr. 6.4).

A& =0,01 (&2 +1); ¢ €(0;0,45)
A¢ = rand, ¢ €(0,45;0,55) (6.1.1)
AE=0,01(2+1);  €€(0,55:1)

T=1(L/c), € = x/L
Fi) = 1 p=1,E=1A=1c=1

—| g, [ 25 | 3 |
0 0,45 0,55 L=1

Obrazek 6.4: Schéma tlohy

Vysledné napétové pulzy jsou na obrdzku 6.5. Jelikoz je Skdla charakteristickych dob
elementti 7, znacné rozsdhla (75,,,/Tmin = 40) a tedy vybrané elementy jsou pocitany
sC§=0,5- % = 0,0125 (0,5 je globélni parametr, viz ivod kapitoly 6) dochdzi k jevu,
kdy metoda centralnich diferenci (Gervené), prumérného zrychleni (modie) i pushforward-
pullback (zelené) vede na téméi shodny vysledek s intenzivnimi numerickymi oscilacemi.
Odlisnosti téchto metod jsou pii dostateéné malych hodnotéch jednotlivych Cf§ zanedba-

telné.

Pouziti metody pushforward-pullback v tomto piipadé zcela ztraci na vyznamu, jelikoz je
pro vypocty uvazovan kriticky krok celé tlohy a ten je urcen pouze elementem s Couran-
tovym ¢islem min{C§}. Odpovidajici kriticky krok se uvazuje i pro zbylé elementy, coz v

pripadé nepravidelné sité naprosto znehodnocuje prednosti metody PFP.
Pokud se vsak pro metodu PFP aktivuje modul Local stepping (obr. 6.5 tyrkysové),

kdy se ve vypoctu zohlediuji vlastni frekvence kazdého elementu zv1ast (kap. 2.2.3.4), je

vysledek stejny, jako pii pouziti samotné metody PFP na pravidelné siti (obr. 6.3 zelené).
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Metoda integrace Pushforward-pullback je v kombinaci s aktivni funkei Local stepping

velmi efektivnim nastrojem pro vypocty na geometricky silné heterogennich sitich.

7=0.75
0.5 T T T
0 AA AAA/\
r "'VVV f
;-0.5

ab \M A\AAAI\AI'\[\ ——MCD

YTVVVVN Y —aAvG

——PFP
PFP LS

w.eqv.

15 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

¢l
Obrazek 6.5: Napétovy pulz v homogenni tyci s ndhodné nepravidelnou siti - metoda
centralnich diferenci (Cervené), prumérného zrychleni (modfte), pushforward-pullback (ze-
lené), pushforward-pullback s aktivni funkei Local stepping (tyrkysové) a feseni vinové

rovnice (Gerné)

6.1.3 Skokové nepravidelna sit

Ty¢ je rozdélend na dva regiony (6.1.2) s konstantni velikosti elementu (k > 1) (obr. 6.6).
Je testovano nékolik pifpadu k (resp. nékolik piipadu poméru Cy regionti). Vysledné pulzy

jsou na sadé obrazku 6.7.

1
A¢ = —-0,03; 0;0,3
§=700%  £e(00.3) (6.1.2)

AE=0,03;  £€(0,3:1)

Obrazek 6.6: Schéma tlohy
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7=0.75 7=0.75

0.5

——MCD
—AVG
—— PFP
PFPLS
w.eqv.

——MCD
—AVG
— PFP
PFPLS
w.eqv.

08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
3y

(b) k=15
7=0.75
1k
05F
|
— — 0f 7z
S © /
8 05
——MCD ——MCD
—AVG | | i L ~ /M —AVG | |
——PFP . g I ——PFP
PFP LS \/ PFPLS
w.eqv. w.eqv.
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
gy ¢l
(¢) k=50 (d) k = 500

Obrazek 6.7: Napétovy pulz v homogenni ty¢i se skokové nepravidelnou sit{ pro rtzné
hodnoty k - metoda centralnich diferenci (Gervené), prumérného zrychleni (modrte),
pushforward-pullback (zelené), pushforward-pullback s aktivni funkci Local stepping (tyr-

kysové) a feSeni vlnové rovnice (¢erné) - rozhrani regionu & = 0,3

Jiz pro pripad poméru Courantovych ¢isel k£ = 5 (obr. 6.7a) je v zobrazeném case 7 = 0,75
pozorovatelny vliv rozhrani regionu v okoli soufadnice £ = 0, 15. S postupnym zvySovanim
poméru k (obr. 6.7b - 6.7d) roste i vznikly lokalni extrém. Zaroven se tim zvysuje i shoda

vysledkt jednotlivych metod integrace.

Metoda pushforward-pullback s aktivnim rozsitenim Local stepping opét vykazuje vysledky
s nejmensi intenzitou oscilaci. Znacny piinos lze napt. oproti metodé centralnich diferenci
pozorovat na piipadech ,priméfeného® poméru k (obr. 6.7a - 6.7b). Vysledky zbylych me-
tod (tj. vyjma PFP LS) se na pravém regionu tyce shoduji pro viechny piipady pomeéru k.

68



Detail prubéhu chyby zptusobené odrazem od rozhrani regiont je na sadé obrazku 6.8.

12 T=9.75 12 7':9.75

1F 1 1+ 1

08 1 08l 1

0.6 1 0.6 1
o oar 1 T o4r 1

02f Né\ 1 02f X_\ |
: NS 777 N =7
—FPFP

/ ——PFP
0.2 \/ PFPLS| | 0.2 PFPLS| |
w.eqv. w.eqv.
04 . ‘ ‘ ‘ ‘

0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19
¢ §lH

(a) k=5 (b) k =15

7=0.75 7=0.75

1

ANl

08 i
06 8
o 04r 8
02F \ i
i\»ﬁ\.‘.‘ ——MCD
A -
Al —AVG
——PFP
PFPLS |
w.eq.
4 : : -0.4 : :
0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19
38! 38!
(C) k=50 (d) k = 500

Obrazek 6.8: Detail napétového pulzu ze sady obrazki 6.7 - metoda centralnich diferenci
(Gervené), prumérného zrychleni, pushforward-pullback (zelené), pushforward-pullback

s aktivni funkei Local stepping (tyrkysové) a reseni vlnové rovnice (Gerné)

7 detailu je patrné, ze zvySovanim poméru k feseni konverguje pravdépodobné k urcité ne-
spojitosti v prubéhu napéti. Zatimco dolni lokalni extrém se pro metodu PFP LS neméni,
horni imérné roste. U zbylych metod dochazi ke znacnym zménam i v pripadé lokalniho

minima, které nelze objektivné popsat.
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6.1.4 Porovnani dosazenych vysledku s vystupem he-
terogenniho a asynchronniho integratoru

Ptedchozi tii scénéie jsou feseny heterogennim a asynchronnim integratorem.

Heterogenni integrator vyuziva v originalni verzi [11] k integraci metodu pushforward-
pullback. Proto jsou jeho vysledky porovnany s konvencénim integratorem pouze pro me-
todu pushforward-pullback. V rdmci prace bylo navic implementovano i rozsiteni local

stepping, které se aktivné vyuzije pro vypocty na nepravidelnych sitich.

Asynchronni integrator vyuziva v originalni verzi [24,25] k integraci libovolnou me-
todu z Newmarkovy rodiny metod, resp. i metodu centralnich diferenci. Pro porovnéni s

vysledky konvenc¢niho integratoru je vybrana metoda centralnich diferenci.

6.1.4.1 Pravidelna sit

Pro vypocet asynchronnim a heterogennim integratorem byla ty¢ rovnomérné rozdélena
na 10 regiont o délce A cgion = 0,1 (obr. 6.9). Velikost elementt je konstantni (A =
0,01).

T=t/(L/c), § = x/L

F(t) = 1 p=1,E=1,A=1c=1
%|dom1 " dom2 t dom3 1 d... 1 1A§1 | | 9 ;d0m10|
0 L=1

Obrazek 6.9: Schéma tlohy (na kazdé doméné 10 prvki)

Porovnéani s pripadem feSeni pomoci metody s globalnim krokem na nedekompovaném

modelu je na obrazku 6.10.
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7=0.75 7=0.75
0.5 T T T 0.5 T T T
0 A‘ /& 0 AAVA'AVAVA [
T 0s5r { = 0sf
1 \v V/ 1 1
—_—c —cC
—H —A
w.eqv. w.eqv.
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
38 €1
(a) H-PPF (b) C-MCD

Obrézek 6.10: Napétovy pulz v homogenni ty¢i s pravidelnou siti - konvenéni (¢ervené),
heterogenni (modie) a asynchronni (zelené) integrator a feseni vlnové rovnice (Gerné) -
rozhrani regionu ¢ = {0, 1;0,2;0,3 ... 0,9}

Heterogenni integrator (obr. 6.10a modie) vede oproti konvenénimu (Gervené) na jemné
oscilujici vysledky. Na druhou stranu dochazi k filtraci lokalniho extrému na cele a na konci

viny.

U asynchronniho integratoru (obr. 6.10b zelené) je pozorovatelny vliv rozhrani jednot-
livych regionti. Dochézi k antisymetrické odchylce od teoretické amplitudy (Gerné). Cel-

kovy charakter oscilaci se vSak ve srovnani s konvencnim integratorem nemeéni.

Lze obecné prohldsit, ze vysledky dekompovaného modelu (modfe a zelené) se dostatecné
shoduji s vysledky integrace na jedné doméné bez pritomnych rozhranich (¢ervené) a domé-

nova dekompozice probihd v tomto pripadé tdspésné.

6.1.4.2 Nahodné nepravidelni sit

Predpis pro velikost elementu (6.1.1) zustava v platnosti i pro piipad porovnani s hete-
rogennim a asynchronnim integratorem (obr. 6.12). Ty¢ je rozdélena na tii regiony, které
svoji délkou odpovidaji regionum jiz definovanym (6.1.1), viz obr. 6.11. Vysledky jsou
na obrazku 6.12.
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F(t)=1
%| dom1 Ag, AL, | A%, dom3|

dom2

0 0,45 0,55 L=1

Obréazek 6.11: Schéma lohy

7=0.75 7=0.75

0.5

0.5

[l 1 e P

—C

w.eqv.

15 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

$h

(a) H-PFP LS

Obrazek 6.12: Napétovy pulz v homogenni ty¢i s ndhodné nepravidelnou sit{ - konvenéni
(Cervené), heterogenni (modfe) a asynchronni (zelené) integrator a reseni vlnové rovnice

(Gerné) - rozhrani regionu £ = {0,45;0,55}

Vystup heterogenniho integratoru (obr. 6.12a modie) se s konvenénim (Cervené) témér
shoduje. Resen{ obsahuje pouze mirné oscilace na soufadnici € = 0,15 a & = 0,35. Tato

chyba se §ifi od rozhrani domén smérem doleva k pocatku tyce.

Asynchronni integrator (obr. 6.12b zelené) je na rozhrani téz stabilni, dochézi pouze k an-
tisymetrické oscilaci napéti okolo teoretické amplitudy (¢erné). Celkovy charakter oscilaci

se oproti konvenéni integraci (Cervené) nemeéni.
Opét lze obecné prohlasit, ze vysledky dekompovaného modelu (modie a zelené) se do-

statecné shoduji s vysledky integrace na jedné doméné bez piitomnych rozhranich (¢ervené)

a doménova dekompozice probihd i v tomto pripadé uspésneé.
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6.1.4.3 Skokové nepravidelna sit

Predpis pro velikost elementu (6.1.2) zustava v platnosti i pro pfipad porovnani s hete-

rogennim a asynchronnim integratorem (obr. 6.14), viz obr. 6.13.

Obréazek 6.13: Schéma ulohy

V piipadé integratoru, které vyuzivaji doménové dekompozice (H a A) by piipadnd akti-
vace Local stepping neméla na vysledné pulzy vliv, jelikoz v ramci domény je Courantovo
¢islo elementu C§ stejné pro kazdy element. V piipadé konven¢niho integratoru (C (LS))
byla funkce LS aktivovana, aby byla metoda feSeni co nejpodobnéjsi a aby tak bylo mozné
porovnat predevsim vliv dekompozice modelu (resp. vliv rozhrani na souradnici £ = 0, 3).
Jsou porovnany pouze dva krajni piipady poméru C§: k = 5 (obr. 6.14a-6.14b) a k = 500
(obr. 6.14c-6.14d).
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(a) H-PFP(LS): k =5 (b) A-MCD: k=5

7=0.75 7=0.75

05F
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i —cC
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w.eqv.
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! qy
(c) H-PFP(LS): k = 500 (d) A-MCD: k = 500

Obrazek 6.14: Napétovy pulz v homogenn{ ty¢i se skokové nepravidelnou siti - konvenéni
(Gervené), heterogenni (modie) a asynchronni (zelené) integrator a feseni vlnové rovnice

(Gerné) - rozhrani regionu £ = 0,3

7 vysledku plyne, ze dekompozice a vypocet heterogennim a asynchronnim nemé& na
prubéhy zadny negativni vliv. V piipadé heterogenniho integratoru (obr. 6.14 vlevo) je
kvalitativni rozdil zanedbatelny a to i v pripadé vysokého poméru Courantovych cisel.
Vedle toho u asynchronni integrace doslo v tomto piipadé k utlumeni lokalniho extrému

na soutadnici £ = 0, 15, coz je svym zpusobem vliv pozitivni.

6.1.5 Shrnuti vysledku

V tomto odstavci jsou porovnany vysledné pulzy z ulohy s pravidelnou i nepravidelnou siti
jednotlivé pro kazdy integrator. To umoznuje sledovat miru zavislosti vysledku na pra-

videlnosti sité pro kazdy integrator zvlast. V idedlnim pifpadé by se vysledky v rdmci

74



kazdého z grafi (obr. 6.15) nemély lisit - to by znamenalo, ze vysledky nezavisi na typu
sité. Opét jsou prezentovany vysledky pro Metodu centralnich diferenci (vlevo) i metodu

Pushforward-pullback (vpravo).

7=0.75 7=0.75

05

ank

0.5

prav.
n. nepr.

prav.
n. nepr.

sk. nepr. sk. nepr.
w.eqv. w.eqv.
i N SN N I S N B s N S N NN S S S
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
38 38
(a) MCD - konven¢né (C) (b) PFP LS - konvencné (C)
7=0.75 7=0.75
1 1
05F ﬁ
0 T 4
B : \ (
05
i \ / prav. | |
-1 | Y n. nepr.
sk. nepr.
w.eqv. w.eqv.
s NN SR A N S SN S m— s NN S N N S SN S w—
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
€11 a8
(c) MCD - asynchronné (A) (d) PFP LS - heterogenné (H)

Obrazek 6.15: Napétovy pulz v homogenni ty¢i pro vsechny typy sité - pravidelnd
(¢ervené), ndhodné nepravidelnd (modie) a skokové nepravidelnd k = 50 (zelené) a feseni
vlnové rovnice (¢erné) - konvenéni integrator (nahote), heterogenni (uprostied) a asyn-

chronni (dole)

Vysledky jsou pro vsechny simulace velmi podobné (obr. 6.15). Pii detailnéjsim rozboru
vsak lze pozorovat aspekty typické pro jednotlivé integritory a metody integrace. Resent
metodou centralnich diferenci (obr. 6.15 vlevo) obsahuje na rozdil od metody pushforward-
pullback (obr. 6.15 vpravo) znacné oscilace. Toto typické chovéani plati obecné a nebude

nadale komentovano.
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Konvenéni integrdtor (obr. 6.15 nahote) pocita tlohu na jedné doméné, fyzicka roz-
hrani v tomto ptipadé neexistuji. Tato jedna doména je stéle rozdélena na dany pocet
regionu dle typu pouzité sité (1 region - pravidelnd sit ¢ervené, 3 regiony - ndhodné ne-
pravidelnd sit modfe, 2 regiony - skokové nepravidelné sit zelené). V pifpadé skokovée
nepravidelné sité (zelené) je pozorovatelna chyba na soutadnici £ = 0, 15, kterd ma puvod
vzniku pravé v misté hranice regionu (¢ = 0, 3), odkud se sifi. Piipad pravidelné (Gervené)

a ndhodné nepravidelné (modie) sité vede na uspokojivé vysledky.

Heterogenni integrdtor (obr. 6.15d) pocita tlohu na doméndch, které délkou od-
povidaji jednotlivym regiontum s vyjimkou pravidelné sité (¢ervené), kdy je ty¢ zdmérné
rovnomérné rozdélena na 10 na sebe navazujicich domén. Pravé na pravidelné siti neni vliv
rozhrani pozorovatelny, coz je vlastnost velmi zadouci. V pripadé nahodné nepravidelné
nédhodné sité (modfe) lze vliv rozhrani pozorovat jako mirné oscilace napéti. U skokové
nepravidelné sité (zelené) je pozorovatelnd chyba (£ = 0,15), kterd se sii{ ty¢i od mista

rozhrani.

Asynchronni integrdtor (obr. 6.15¢) pocita tlohu na identické konfiguraci domén,
jako je tomu v pripadé heterogenniho integratoru. Na rozhranich domén je pozorovatelna
antisymetrickd odchylka napéti od teoretické hodnoty (¢erné). V piipadé skokové nepravi-
delné sité (zelené) je na soufadnici & = 0, 15 pozorovatelnd chyba, kterd se §iii od rozhran{

(£ =0,15). Oproti konven¢énimu integratoru (obr. 6.15a) je tato chyba méné patrna.

Vysledky se na dekompovaném modelu (obr. 6.15 dole) 1isi pouze nepatrné. Navic se
jednd o mezni pripady. Na pravidelné siti (¢ervené) je pouhych 10 elementu na kazdé
doméné. Domény realnych tloh maji zpravidla stovky ¢i tisice elementu a chyba rozhrani
tak se v prostoru ,rozprostie“. Celkovym pohledem na prubéhy (obr. 6.15) lze odvodit,
ze doménova dekompozice nema znatelny negativni vliv na vysledky, a to jak v pripadé

heterogenniho, tak ani v ptipadé asynchronniho integratoru.
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6.2 Problém nespojitého rozhrani

Je testovan piipad sifeny viny bimateridlovou ty¢i (tab. 6.3). Zadani je prevzato z [29].

Pocatecni podminky jsou homogenni, ty¢ je vpravo vetknuta (obr. 6.16).

Parametr Region @ (vlevo) Region @ (vpravo)
Délka L; [m] 1 1

Youngtuv modul E; [Pa] 16

Hustota p; [kg/m?] 1

Féazova rychlost ¢; [m/s] 1
Akustickd impedance Z; [kg m~2s™!] 1

Zatizeni (levy konec) o; [Pa] -1 -

Doba zatizeni Tj [s] 0,5L;/c; = 0.125 -

Doba simulace T [s] 1.8Ly/c; =045

Tabulka 6.3: Zadani ulohy Sifeni viny bimateridlovou tyc¢i

T = t(Ly/cy), € = x/L

F(t)=1 p1=1,E1=16,A1=1,C1=1 p2=1,E2=1,A2=1,02=1
—>| @ @ |
L1=1 L2=1

Obrazek 6.16: Schéma tlohy
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6.2.1 Analytické resSeni

Analytické feSeni vlnové rovnice lze ziskat piimo z koeficienti odrazu (C,.) a prenosu (C}).
Jejich odvozeni je uvedeno v kapitole 2.1.4.2. Tyto koeficienty vyjadiuji amplitudu viny
odrazené od rozhrani a viny prosifené rozhranim. Rychlost viny je na kazdém z regionu
tyce konstantni, analytické reseni lze tedy sestavit pomoci vzorcu koeficientu (6.2.1), kde
E; a p; jsou Younguv modul pruznosti a hustota materialu regionu ¢ a s draha pohybu

cela viny (6.2.2), kde ¢; je rychlost vlny na regionu ¢ (6.2.3), .

Ty — 7,
== =_0,6
71+ 7
27,
C, — =0,4 (6.2.1)
YT 20+ 7,

kde Z; = v/ E;p; je akustickd impedance

s=c¢;-t (6.2.2)
E;

=4 = (6.2.3)
Pi

6.2.2 Numerické reseni

Vysledky jsou prezentovany ve formé, kterd dovoluje popsat vliv Courantova cisla Cjy
a zaroven vliv doménové dekompozice (obr. 6.17). Vedle vychoziho nastaveni (viz tvod
kap. 6), kdy Cy = 0,5, je testovan i piipad témér kritického vypoctového kroku Cy =
0,99 *.

* V piipadé heterogenniho integratoru bylo nutné pro zaruceni stability snizit puvodni hodnotu Co = 0,99 na Cyp = 0,8
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w.eqv. w.eqv.
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S S
(e) C-PFP LS (f) H-PFP LS

Obrézek 6.17: Napétovy pulz v heterogenni tyci- Cy = 0,5 (Cervene), Co = 0,99 * (modre)
a feSeni vlnové rovnice (¢erné) - Metoda centralnich diferenci (nahoie), Pushforward-

pullback metoda (uprostied), s aktivnim Local stepping (dole), rozhrani £ = 1
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Obecné lze z uvedenych prubéhu vyvodit, ze metoda Pushforward-pullback (obr. 6.17a-
b) vede oproti Metodé centrélnich diferenci (obr. 6.17c-f) na vysledky s méné intenzivnimi

oscilacemi.

V pripadé nedekompovaného modelu (obr. 6.17a,c,e) sejednd o vypocet s jednim
globdlnim krokem (konvenéni integrator). Na vystupech Metody centrélnich diferenci
(obr. 6.17a) lze zietelné pozorovat vliv hodnoty Courantova éisla ilohy Cy. Jelikoz se dva
definované regiony na ty¢i lisi pouze v hodnoté Youngova modulu F (tab. 6.3), mé kazdy
region své vlastni Courantovo ¢islo C;“". Hodnoty Courantova ¢isla ilohy Cp uvedené v le-
gendé grafu odpovidaji Courantové ¢isle na prvnim regionu @ (Ey = 16) C;¥". Pro druhy
region @ (Ey = 1) je Cy™ redlné 4x nizsi. Prubéhy napéti pro Cp = 0,5 (Gervené) a
Co = 0,99 (modre) se lisi pouze na prvnim regionu. Na druhém regionu jsou prubéhy
shodné. To je déano faktem, ze vyznamny vliv na rozdilnost vysledku méa predevsim
absolutni rozdil Cy jednotlivych ptipadu. Jestlize se pro prvni region jedna o pripady
Cy" = {0,5;0,99}, cemuz odpovida absolutni rozdil AC;*" = 0,49, pak pro druhy re-
gion a odpovidajici hodnoty Cy*" = {0,125;0,2475} je rozdil pouze AC;*” = 0, 1225,

coz je zména zanedbatelna.

Vyhody doménové dekompozice (obr. 6.17b,d,f) lze odvodit z porovnani vysledku
obrédzcich 6.17c (konvenéné) a 6.17d (heterogenné). Bez ohledu na fakt, ze se jednd
o vypocet metodou Pushforward-pullback, plati stejné zaveéry, jako o vysledcich Metody
centralnich diferenci popsanych v predchozim odstavci. V konvenénim piipadé (obr. 6.17¢)
se jednd o jednu ty¢ se dvéma regiony. Kazdy region ma vlastni hodnotu C;* a zdvislost na
Cy se pro kazdy region lisi. Pfi doménové dekompozici je situace zcela odlisna (obr. 6.17d).
Tyé¢ je dle regionu rozdélena na dvé domény a kazdd doména je pocitana svym vlastnim
casovym krokem. Doménovou dekompozici dochdzi k homogenizaci Cy®* na celém modelu
a tudiz k homogenizaci zdvislosti pribéhi na Cy. Redlny dopad na vysledky je tedy po-
zorovatelny na druhém regionu (doméné), kde zména Cj (¢ervend vs. modrd) mé na pulz

stejny vliv jako na prvnim regionu (doméné).

Local stepping (obr. 6.17e,f) je velmi specidlni pripad. Tato funkce zohlednuje
pii predikci posuvi a rychlosti vlastni frekvence jednotlivych elementti. Ackoli se v pripadé
nedekompovaného modelu (obr. 6.17¢) jedna o vypocet jednim globdlnim krokem, vyka-
zuje cely model homogenizovanou zdvislost na Cy a vysledky se v pripadé Cy = 0, 5 nelisi

od vystupu heterogenniho integratoru na dekompovaném modelu (obr. 6.17f).
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Heterogenni a asynchronni integrdtor (obr. 6.17d,f) vykazuji komentare hodné
vlastnosti. V piipadé asynchronni integrace (obr. 6.17b) Cy = 0,99 (modfe) vznikd
na rozhrani nespojitost v napéti. Tato chyba antisymetricky osciluje okolo teoretické hod-
noty 0 a rozhrani je stabilni. Heterogenni integrator (obr. 6.17d,f) produkuje nejpresnéjsi
vysledky pro Cyp = 0,5 (¢ervené). Pro Cy = 0,99 jsou rozhrani nestabilni a proto jsou
prezentovany vysledky pro Cy = 0,8 (modie), kdy je feseni jesté stabilni, ale jiz je pozo-

rovatelna chyba na ¢elech a koncich vin.

Na zavér je vhodné okomentovat shodnost grafu (obr. 6.17d,f). Z principu vyse popsaného
zpusobu vypoctu heterogenniho integratoru a z podstaty funkce Local stepping plyne, ze
tyto 2 grafy musi byt naprosto shodné, coz odpovida a vysledky jsou se vSemi uvedenymi

komentari konzistentni.

6.2.3 Porovnani s vystupy komeréniho SW

Jsou porovnany vystupy vlastniho fesice a komercniho software LS-DYNA a ABAQUS.
Tyto celosvétové pouzivané programy vynikaji svoji univerzalitou, efektivitou a robust-
nou pridanim stabilizac¢nich ¢lent ve formulaci a pfimym numerickym tlumenim. V feseni
se sice obvykle neobjevuji numerické oscilace, ale dochézi k disipaci energie, proto je nutné

sledovat prubéh celkové energie pro kazdou fesenou tlohu.

6.2.3.1 LS-DYNA

Podrobnou citlivostni studii fesice LS-DYNA lze nalézt v predchozich pracich [18,26].
Tento program je urcen pro feSeni nelinedrnich problému (kontaktni wloha, komplexni
materidly, velké deformace). Explicitni fesi¢ vyuzivd metodu centralnich diferenci [27].
Z toho duvodu jsou vysledky softwaru LS-DYNA porovnény pravé s Metodou centralnich
diferenci. Navic je porovnano i feseni Metody pushforward-pullback s aktivnim Local

stepping. Vypocet probiha na jedné heterogenni doméné.

Na obrézku 6.18 jsou zndzornény pribéhy napéti v koneéném cGase simulace. Resi¢ LS-
DYNA neumoznuje vypnuti uvazovani nelinearni geometrie (na rozdil od programu ABA-
QUS - parametr NLgeom) pro element typu truss (2 uzly, pouze translace, 3D - 6 stupnu
volnosti), pravdépodobné z tohoto duvodu jsou amplitudy odlisné od ostatnich feseni. Me-
toda centrélnich diferenci implementovana v této praci (¢ervené) a softwaru LS-DYNA
(Cerné) ma souhlasné nastaveny faktor kritického kroku na hodnotu 0,9, tudiz by nume-

rické oscilace mély mit stejny charakter. Ukazuje se, ze Metoda centralnich diferenci v
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na prvinim regionu tlumeny obdobnym zptusobem, jako u Metody pushforward-pullback

(modfe), dokonce jesté efektivnéji.

7=0.45
1 T T T

08
0.6
04 r

; 02

0

0.2

——CMCD

——CPFPLS|

——LS-DYNA
I I

-04F

0.6 I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

¢l
Obrazek 6.18: Napétovy pulz v heterogenni tyéi - nedekompovany model - Metoda
centralnich diferenci (Cervené), Metoda Pushforward-pullback s aktivnim Local stepping
(modfe), feseni LS-DYNA (Cerné)

Pii blizéim zkouméni transmisni viny (pfenesené tlakové) si lze vsimnout, ze Metoda
pushforward-pullback s aktivnim Local stepping (modie) uré¢itym zpusobem vynikd. Jak
bylo zminéno, jedna se o vypocet na jedné heterogenni doméné a casovy krok je urcen
kritickym krokem na regionu 1 (¢ < 1). Region 2 (£ > 1) je poc¢itdn s ndsobné nizsim
Courantovym ¢islem (tab. 6.3), coz evidentné negativné ovliviiuje fesic LS-DYNA (Cerné)
a vznikaji na pfenesené vlné oscilace stejného charakteru, jako u Metody centralnich di-
ferenci implementované v této praci (¢ervené). Vedle toho pravé Local stepping (modfe)
zajistuje zohlednén{ Courantova ¢isla kazdého regionu (kazdého elementu) oddélené a os-

cilace jsou tlumeny stejné efektivné, jako na vIné odrazené.

Porovnani prubéhu celkové energie modelu je na obrazku 6.19. Vysledky odpovidaji
predpokladim. Metoda centralnich diferenci implementovand v této préci (Gervené) nedi-
sipuje. Metoda pushforward-pullback i Metoda centralnich diferenci fesice LS-DYNA disi-
puji, a to srovnatelné. Je tedy zfejmé, ze v programu LS-DYNA neni Metoda centralnich
diferenci implementovana v zédkladnim tvaru, ale je urcitym zpusobem modifikovana tak,

aby se tlumily numerické oscilace za cenu disipace energie.
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Obrazek 6.19: Celkovéa energie modelu - nedekompovany model - Metoda centralnich
diferenci (¢ervené), Metoda Pushforward-pullback s aktivnim Local stepping (modfte),
feseni LS-DYNA (Cerneé)

Pro tplnost jsou uvedeny prubéhy jednotlivych slozek energie, a to vnitini (obr. 6.20a)
a kinetické (obr. 6.20b).
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—C MCD 0.005 [ —— CMCD
0.002 —CPFPLS| | ——CPFPLS
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
s T
(a) Kinetickd energie (b) Potencidlni energie

Obrazek 6.20: Casové prubéhy energii modelu - nedekompovany model - Metoda
centralnich diferenci (Cervené), Metoda Pushforward-pullback s aktivnim Local stepping
(modfe), Feseni LS-DYNA (Gerné)

6.2.3.2 ABAQUS

Tento program obsahuje nékolik modult, z nichz jeden je explicitni fesic. Tento TesSic¢
umoznuje jednoduché zavedeni doménové dekompozice (subcycling), ¢ehoz je vyuzito

a vysledky jsou porovnany s heterogennim a asynchronnim integratorem. Navic ABAQUS
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umoznuje jednoduché vypnuti efektu nelinearni geometrie (parametr NLgeom), ¢ehoz bylo

vyuzito téz.

Z popisu metody subcycling v manualu [28] vyplyvd, ze se jednd o heterogenni inte-
graci. Pomér vypoctovych krokt musi byt tedy celoc¢iselny a existuje ¢asova hladina, kde
je zndmo teseni na obou doménach. Béhem ,sub-cyklovani“ na doméné 1 je uvazovana
konstantni rychlost rozhrani na doméné 2 a tudiz posuvy se méni linedrné. Jak bylo
uvedeno v teoretické ¢asti prace (kap. 4.2.1), metody zalozené na linedrni interpolaci
veli¢in na rozhrani disipuji a lze ocekavat ztratu energie na rozhrani. Bylo ovéfeno, ze
program ABAQUS vyuzil pro kazdou doménu vlastni casovy krok s vzajemnym pomeérem
Atgom1/Atgomz = 4 (tab. 6.3).

Na obréazku 6.21 je porovnan prubéh napéti na dekompovaném modelu v konetném case
simulace. Amplitudy si odpovidaji pro odrazenou i pfenesenou vlnu. Na feSeni softwaru
ABAQUS (¢erné) nejsou pozorovatelné zadné oscilace, tudiz lze ocekavat vysokou disi-
paci energie. Prubéh je velmi podobny feseni heterogenniho integratoru implementovaného

v této praci (Gervené).
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Obrazek 6.21: Napétovy pulz v heterogenni tyci - dekompovany model - Heterogenni
integrator s metodou PFP (Cervené), Asynchronni integrator s metodou MCD (modre),

reseni ABAQUS (¢erné)

Na obrazku 6.22 jsou vykresleny casové prubéhy energie a na obrazku 6.23 potom jed-
notlivé slozky. Kazda z metod disipuje jiz ze své podstaty. Na feseni s nejméné disipo-
vanou energii vede heterogenni integrator implementovany v této praci (Cervené). Jeho
disipace je vSak zpusobena samotnym pouzitim Metody pushforward-pullback, nikoliv

formulaci na rozhrani, kterd je fyzikalné konzistentni. Vedle toho implementovany asyn-
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chronni integrator s Metodou centralnich diferenci (modfe) vykazuje neobvyklé chovani
pouze na rozhrani (viz obr. 6.22 7 = (0, 25; 0,375)), kde dochdz{ k docasné ,ztrété* ener-
gie, kterd se vsak po interakci viny s rozhranim vrati zpét do systému. To muze byt
zpusobeno slozitym predavanim vysledku mezi doménami pii asynchronni integraci, kdy
k vystupu dochéazi v urcité ¢asy, do kterych musi byt feseni jednotlivych domén linearné

interpolovano.

V pripadé teseni programu ABAQUS (¢erné) je disipace vysoka dle o¢ekavani a od casu

7 = 0,25 dochazi k rychlému poklesu jednotlivych slozek energie a tudiz energie celkové.

x = global
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Obrazek 6.22: Celkova energie modelu - dekompovany model - Heterogenni integrator s
metodou PFP (Gervené), Asynchronni integrator s metodou MCD (modfe), feseni ABA-
QUS (Cerne)
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Obrézek 6.23: Casové pribéhy energii modelu - dekompovany model - Heterogenni in-
tegrator s metodou PFP (Gervené), Asynchronni integrator s metodou MCD, teseni ABA-
QUS (¢erne)
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6.3 Sifeni elastické vlny gradovanym pro-
stredim

Doposud byly testovany pouze ptipady materidlové homogenniho, pripadné z regionu
s rozdilnym (ale konstantnim) Youngovym modulem E slozeného, modelu. Nyni je po¢itan
pripad gradovaného materialu, tedy tyce s linedrné proménnym Youngovym modulem E,)

(obr. 6.24). Presné krajni parametry tlohy jsou uvedeny v tabulce 6.4.

Parametr Levy konec Pravy konec
Youngtv modul £; [Pa] 1 2,25
Hustota p; [kg/m?| 1 1
Fézova rychlost ¢; [m/s] 1 1,5
Akustickd impedance Z; [kg m~2s7] 1 0,5
Zatizeni o, [Pa] 1 -

Doba zatizeni Ty [s] 0,75L/c; = 0,75 -

Doba simulace T' [s] 0,75L1/c; = 0,75

Délka tyce L [m] 1

Tabulka 6.4: Zadani ulohy Sifeni vlny gradovanou ty¢éi

T=1t/(L/cy), §=x/L

[p=1,E=1,A=1c=1] [P2=1,E;=225 A =1c,=15]
F(t)=1\
—>| |
0 L=1
E;=1 E, =225

Obréazek 6.24: Schéma ulohy
6.3.1 Analytické reSeni
Pro ziskani analytického feseni byl pouzit program autora Hory, zalozeny na Breptovée

vyzkumné zpravé [30]. Redeni je ziskdno ¢asteénym souctem nekonecné fady. Pifklady
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prubéhu pro ruzny pocet s¢itanci N jsou na obrazku 6.25. V piipadé N = 100000 (¢erné)

se v feSeni nevyskytuji pozorovatelné oscilace a toto feseni je dale brano jako analytické.
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Obrazek 6.25: Napétovy pulz v linedrné heterogenni tyci - 10 séitanct sumy analytického

feSeni programem [30] (¢ervené), 100 s¢itancu (modie) a 100 000 scitancu (¢erné)

6.3.2 Heterogenni casovy integrator

Je ztejmé, ze doménova dekompozice (obr. 6.26 modie) nem4 na vysledky oproti integraci
na jedné doméné témér zadny vliv. V piipadé pouziti Local stepping (obr. 6.26 vpravo)

jsou vystupy obou integratoru nerozlisitelné.
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Obréazek 6.26: Napéfovy pulz v linedrné heterogenni tyci - konvenéni (¢ervené), hetero-

genni (modfe) a Feseni vlnové rovnice (Cerné) - rozhrani regionu £ = {0,45;0,55}
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6.3.3 Asynchronni casovy integrator

V pripadé asynchronniho integratoru (obr. 6.27) je pozorovatelnd chyba na rozhrani
domén (£ = 0,5). U metody prumérného zrychleni (obr. 6.27 vpravo), coz je implicitni me-
toda, je chyba znatelnéjsi, nez v piipadé explicitni metody centralnich diferenci (obr. 6.27

vlevo). Chyba mé kmitavy charakter v okoli teoretické amplitudy.
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Obrézek 6.27: Napétovy pulz v linearné heterogenni tyé¢i - konvenéni (Eervené), asyn-

chronni (zelené) a feseni vlnové rovnice (¢erné) - rozhrani regionu § = {0,45;0,55}

V piipadé asynchronni integrace je oproti heterogenni vliv rozhrani pozorovatelny. Nic-
méné to je pravdépodobné dusledek rozdilné metody integrace obou integratoru (hetero-
genni integrator - metoda Pushforward-pullback, asynchronni integrator - Newmarkova
metoda). Metoda PFP je pro prenos informaci ptes rozhrani obecné vhodnéjsi, nez New-

markovy metody, jak vysledky této prace doposud ukazuji.
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6.4 Porovnani numerického reseni s experi-
mentem

Pro porovnani s experimentem byla vyuzita modifikovand ¢ast sestavy OHPB (oteviend
tlakovd Hopkinsonova ty¢) v Laboratofi rychlych déju Ustavu mechaniky a materialu,
Fakulty dopravni, CVUT V Praze. Podrobnosti o zafizen{ a zpusobu méfeni lze nalézt
v [1,2,3,4,5].

Pro potieby srovnani experimentalnich dat s vystupy kodu vytvoreného v ramci této
prace byl proméfen piipad rdzu dvou tyci z odlisnych materiali. Incidentni tyc je vyro-
bena z hlinikové slitiny EN-AW-7075-T6, transmisni z Polymethylmethakryldtu (tab. 6.5),
viz obr. 6.28.

Parametr Incidentni ty¢ (Al) Transmisni ty¢ (PMMA)
Délka L; [m] 1,598 1,600

Younguv modul F; [GPa] 72 5*

Hustota p; [kg/m?] 2803 1180

Fézové rychlost ¢; [m/s] 5096 2100*

Pocatecni rychlost vy [m/s] vy € (2;11) 0

Tabulka 6.5: Parametry modifikované casti sestavy OHPB

* Udavana hodnota Youngova modulu a fazové rychlosti tyce PMMA plati ptiblizné pro
viny o frekvenci 1 — 5 kHz. Materidl PMMA je viskoelasticky, coz se projevuje zvlasté pii
vyssich rychlostech deformace. Hodnotu Youngova modulu Epppra je vSak nutné expli-

citné zadat do stavajictho fesice jako jedinou hodnotu, coz vnasi uréitou chybu do feseni.

pn En LA P2 Eo LA
Al = | | & PMMA
—

Vn

Obréazek 6.28: Schéma lohy
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6.4.1 Konfigurace méreni

Pro ziskani ¢asovych prubéhu veli¢in k porovnéani jsou pouzity dva typy snimacu

m tenzometrické mérice na obou ty¢ich 200 mm mista kontaktu pro ziskdni deformace
3]

m rychlokamera Photron SA-Z 2100K 210 000 FPS pro snimani rozhrani ty¢i pro urceni
rychlosti pomoci digitélni korelace obrazu (DIC) [31]

Tenzometrické mérice jsou uspordadany v konfiguraci pul-mostu (obr. 6.29 vlevo). Tim
je teoreticky eliminovan ohyb, ktery vznika redlné nerovnomérnym dopadem tyce Al
na ty¢ PMMA. Rozhrani téchto dvou odlisnych materidlu je velmi komplexni kontaktni
ulohou. Malé odchylky od pfimého dopadu incidentni tyce na ty¢ transmisni mohou vést
na zkresleni vysledkt, jehoz charakter nelze bez podrobnéjsi analyzy predikovat. Konfigu-
race pul-mostu by na rozdil od ¢tvrt-mostu (obr. 6.29 vpravo) méla toto zkresleni do uré¢ité
miry omezit. Na incidentni ty¢i byly instalovany dvé konfigurace typu pil-most vzajemné
pootocené o 90°. Vystup byl definovan jakozto aritmeticky prumér signélu z obou pul-

mostovych konfiguraci.

Obrézek 6.29: Tenzometricky méti¢ v konfiguraci pul-most (vlevo - pouzitd) a ¢tvrt-most

(vpravo)

Pro potteby digitalni korelace byly konce tyci v kontaktu zvyraznény specialni texturou

(obr. 6.30), kterd umoznuje presné trasovani pohybu.

Obrazek 6.30: Detail mista kontaktu pred okamzikem narazu (vlevo) a po ném (vpravo)
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6.4.2 Vystupy meéreni

Pomoci uvedenych snimacu jsou méreny casové prubéhy téchto velic¢in:
m rychlosti rozhrani tyéi v kontaktu (méfeno metodou DIC)

m deformace v misté vzdaleném 200 mm od mista kontaktu na obou ty¢ich (tenzo-
metry) - tato veli¢ina lze na zdkladé znalosti materidlu a geometrie ty¢i prepocitat

na:

VVVVV

— rychlost ¢el tyci v kontaktu

— kontaktni silu ptisobici mezi incidentni (Al) i transmisni (PMMA) ty¢i

Z uvedeného plyne, ze rychlost ¢el tyci v kontaktu je méfena jak metodu DIC, tak nepiimo
i tenzometry. Tyto, dvéma zpusoby ziskané rychlosti, se nabizi porovnat a tim oveérit
metoda DIC neni naprosto spolehliva resp. presna. Vzorkovaci frekvence DIC je 200 kHz,
tenzometry pracuji na frekvenci 10 MHz. Navic rychlost je ziskdna numerickou derivaci
posuvu a do feSeni je tak zaveden intenzivni Sum. Ten se odstrani filtraci, ¢imz se ale
zkresli i hledané prubéhy rychlosti. Obecné lze u méfeni pomoci DIC ocekdvat hladsi
prubéhy rychlosti proti teoreticky nespojitym zménam, které jsou pii razu dvou tyci
predpokladany. Dalsim ukazatelem spolehlivosti a spravnosti méfeni tenzometru je shoda

kontaktnich sil na ¢elech ty¢i v kontaktu (plati princip akce a reakce).
Pro samotné porovnani s vysledky fesi¢e implementovaného v ramci této prace je nejptiro-
zen¢jsi porovnat primo mérené veliciny, tedy:

1. rychlost rozhrani (DIC)

2. deformace v misté umisténi tenzometru

6.4.3 Casové okno méreni

Pro porovnani experimentu s numerickym vypoctem je nutné uvazovat pouze takové
casové okno, kdy jsou tyce v kontaktu. Pak dochéazi ke splynuti vyznamu kontakt a roz-
hrani. Toto okno lze urcit bez obtizi z méreni pomoci DIC, jelikoz jsou snimany rychlosti

obou ¢el v kontaktu. Casova okna jsou déle uréena specidlné pro kazdy experiment.
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6.4.4 Ovéreni spravnosti méreni tenzometry

Celkem bylo provedeno 18 méfeni (tab. 6.6). Uvedeny tlak je pretlak ve vzdusniku, ktery
pii rdzovém vypusténi urychluje incidentni ty¢ na odpovidajici rychlost. Pfesna hodnota

narazové rychlosti je mérena jednak optickymi branami, jednak pfimo pomoci DIC.

Tlak [bar] Na&razova rychlost (Al) [m/s] pocet experimenti

0,5 ~3,0 3
1,0 ~4,8 3
1,5 ~6,6 3
2.0 ~8,0 3
2.5 ~9,3 3
3,0 ~10,4 3

Tabulka 6.6: Seznam provedenych experimentu

Pro ovéreni spravnosti meéreni tenzometru jsou vybrany prvni a posledni experiment
z mériciho dne v laboratori. Jako prvni jsou porovnany rychlosti ziskané z méreni pomoci
DIC a rychlosti prepoc¢tené do mista kontaktu z deformace mérené pomoci tenzometru
20 cm od mista kontaktu (obr. 6.31).
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pohybového klidu transmisni tyce (PMMA) pfed narazem.

Obrézek 6.31: Porovnani piimého méteni rychlosti pomoci DIC (Gervené a modie)

Z grafu (obr.6.31) je zfejmé, ze Casové okno, kdy jsou v tyce kontaktu je siroké piiblizné
1,2 ms. Cervend a zelend kiivka maji poc¢ateéni hodnotu odpovidajici ndrazové rychlosti

incidentni tyce (Al). Po¢dteéni hodnota ruzové a modré kiivky je 0, coz odpovidd stavu

Detail ¢asového okna je na obrazcich 6.31c-d. Je ziejmé, ze méteni DIC (Cervené celo
incidentni tyce, modie ¢elo tyce transmisni) je pomérné presné. Kiivky se v Casovém
okné témer prekryvaji. Vedle toho rychlost uréend prepoctem z lokaci tenzometru (zelené
incidentni ty¢ a ruzové transmisni ty¢) je zatizena urcitou chybou. Dochézi k oscilaci
a v mistech s velkym gradientem (¢ = {0; 0,6; 1,2} ms) se na prubézich objevuji zékmity.

Pfresto je mozné prohlasit shodu tenzometrického méfeni s DIC za velmi uspokojivou.



Druhym kontrolnim mechanismem je porovnani prubéhu kontaktnich sil na ¢elech tyci
v kontaktu, které lze po vzoru predchoziho pripadu ziskat prepoc¢tem deformace z lokace

umisténi tenzometru. To je opét provedeno pro prvni a posledni experiment (obr.6.32).
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Obrazek 6.32: Porovnani nepiimo méfenych kontaktnich sil zleva (Gervené - ty¢ incidentni)

a zprava (modfe - ty¢ transmisni)

Zatimco pro transmisni PMMA ty¢ je zavislost prubéhu kontaktni sily na narazejici rych-
losti linedrni (do ¢asu ¢ = 3 ms), coz odpovida teorii, u incidentni tyce je prubéh zatizen
chybou. Priubéhy sil by se mély v ¢asovém okné 0 - 1,2 ms shodovat a mit schodovity cha-
rakter. To pro oba experimenty plati pouze pro PMMA ty¢ (modfe). Lze tedy ocekévat,
ze prubéhy deformace budou na incidentni tyci zkresleny. Pfesto lze prubéhy oznacit
za primérené shodné a s urcitou obezretnosti verifikovat numericky fesi¢ ziskanymi expe-

rimentalnimi daty.

6.4.5 Verifikace kédu experimentalnimi daty

V predchozich kapitolach vyslo najevo, ze kazdy z implementovanych integratoru a metod
integraci vede na srovnatelné vysledky, které se lisi pouze v mire oscilaci. Z toho duvodu
je pro porovnani vybran pouze heterogenni integrator s metodou integrace Pushforward-
pullback. Tento integrator v kombinaci s danou metodou integrace vede na nejméné osci-

lujici vysledky a porovnani tak ziskd na piehlednosti.

Z celkovych 18 experimentu je vybrano 6 - pro kazdou narazovou rychlost 1 zastupce
(tab. 6.6). Nejprve jsou ovérena ¢asova okna, kdy jsou tyce v kontaktu a je zéroven po-

rovnéna rychlost rozhrani béhem experimentu a pro numericky vypocet (obr. 6.33). Déle
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jsou v téchto ¢asovych oknech porovnany prubéhy deformaci mérenych na tenzometrech

a prubéhy ziskané numerickym vypoctem (obr. 6.34-6.35).

Souhrnny pohledem na porovnani Sesti experimentu (obr. 6.33 resp. 6.34-6.35) lze prohlasit,
ze si vysledky jednotlivych experimentt kvalitativné odpovidaji a grafy lze tak dohromady
popisovat jako jeden konkrétni experiment. Je nutné si uvédomit, ze experiment probéhl
v realném 3D svéte, kdezto numerické vysledky jsou pro 1D model. Teorie SHPB vychazi
z 1D teorie Siteni viny, a to je v piipadé pouziti stihlych tyc¢i spravnd tdvaha. Nicméné
zbylé dimenze se ve vysledcich v urcité mite presto musi projevit. Realna 3D sestava ma

oproti 1D modelu navic tyto vlastnosti:

m dochdzi k prostorové disperzi viny (zvlasté v materidlu PMMA)
m Celo tyci v kontaktu neni dokonalé rovné, kontakt neni dokonale rovinny

m radialni setrvac¢nost prufrezu

Podrobné je problematika porovnatelnosti 1D a 3D vysledku rozebréana v piredchozich
pracich [26,18], které ¢erpaji prevéazné od uznavanych autoru [8,6,32,33,34,35,36,9]. Obecné

lze u experimentalnich dat z 3D sestavy oproti 1D modelu ocekavat:

m hladké zmény veliciny v ¢ase (vyhlazeni obdélnikového pulzu)

m oscilace
Naopak by se mély shodovat:

m maximalni amplitudy

m okamziky pocatku zmeény hladiny veli¢iny (veli¢iny maji v piipadé rdazu dvou elas-

tickych homogennich tyéi schodovity prubéh)

6.4.5.1 Porovnani rychlosti rozhrani

Pohledem na porovnani rychlosti rozhrani béhem experimentu (obr. 6.33 po dobu soubéhu
cernych kiivek) s vystupy numerického modelu lze konstatovat, ze vysledky naprosto
presné odpovidaji vyse zminénym piedpokladim. Po dobu, co jsou tyce v kontaktu (¢asové
okno odpovid4 priblizné dobé ¢ = 1,2 ms), jsou jednotlivé hladiny schodovitého prubéhu

shodné a okamziky zmény si na casové ose téz odpovidaji.
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Obrazek 6.33: Rychlost ¢ela incidentni Al tyce v kontaktu (¢erné prerusované), cela
transmisni PMMA tyce v kontaktu (Cerné cerchované) méfend pomoci DIC a rych-

lost rozhrani domén urcend heterogennim integratorem s metodou Pushforward-pullback

(Cervené) 97



6.4.5.2 Porovnani deformacnich pulzi

V piipadé porovnani deformaci jsou prubéhy vykresleny jiz pouze pro ¢asové okno, kdy
jsou tyce béhem experimentu v kontaktu. Pro transmisni PMMA ty¢ (obr. 6.34-6.35
vpravo) jsou vysledky velmi uspokojivé. Hladiny deformace si odpovidaji a okamziky

zmény téz.

U incidentni Al tyce (obr. 6.34-6.35 vlevo) je situace komplikovand faktem, ze méfeni ten-
zometru umisténého na incidentni tyci nelze prohlésit za naprosto spravné (kap. 6.4.4).
Amplituda prvni poloviny pulzu méreného experimentélné (Gerné) je podhodnocena, coz
neodpovida numerickym vysledkum, ale ani teoretickym predpokladum. Na druhou stranu
opét dochazi témeér k presné shodé maximalnich amplitud a okamziku zmén. Podhodno-
ceni amplitudy pulzu na incidentni Al ty¢i muze byt zpusobeno slozitym mechanismem
kontaktu AI-PMMA. To by ale mélo byt pricinnou chyby i na tyé¢i PMMA, kde jsou
prubéhy nezkresleny. Pravdépodobné se tedy jednéd pouze o systematickou chybu méreni.
Situace je komplikovand faktem, ze tento signal byl méfen celkem 4 tenzometry (2 X
nutné uvazit fakt, ze vzhledem k Youngovu modulu jsou na incidentni Al tyéi hodnoty

signalu 14 x nizsi, nez na PMMA ty¢i transmisni.
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Obrazek 6.34: Elasticka deformacni vina meéfend tenzometrem 20 c¢cm od mista kon-
taktu na incidentni Al ty¢i (vlevo Cerné) a transmisni PMMA tycéi (vpravo cerné)
a porovnani s numerickym feSenim heterogennim integratorem s metodou Pushforward-
pullback (¢ervene)
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Obréazek 6.35: Elasticka deformacni vlna meéfend tenzometrem 20 c¢cm od mista kon-
taktu na incidentni Al ty¢i (vlevo Cerné) a transmisni PMMA ty¢i (vpravo ¢erné) a
porovnani s numerickym feSenim heterogennim integratorem s metodou Pushforward-

pullback (¢erveneé)
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Kapitola 7
Zaveér

Prace si kladla za cil shrnout aktualni stav numerickych metod v problematice Sifeni
elastickych vin. Déle bylo cilem implementovat jednak globalni integrator, ktery vyuziva
pro vypocet jeden casovy krok pro celou tulohu, jednak heterogenni a asynchronni in-
tegrator pro vypocet na dekomponovaném modelu s uzitim rozlisnych casovych kroku
pro jednotlivé oblasti. Pozadavkem byla verifikace implementovanych metod dostupnymi

numerickymi testy a experimentalnimi daty:.

V teoretické ¢asti prace byly definovany zakladni pojmy a metody vyuzité v casti praktické
prace. Bylo pfedstaveno feseni jednorozmeérné linedrni vinové rovnice v uzavieném tvaru
pro pocatecni ulohu a taktéz byla formulovdna smiSend tloha. Pro piipad nespojitého
rozhrani byl analyzovan problém odrazu a pfenosu vlny napéti a byly odvozeny vztahy
pro piislusné koeficienty popisujici rozdéleni incidentni viny napéti na odrazenou a inci-
dentni vlnu. V druhé poloviné kapitoly byly odvozeny zakladni vztahy metody koneénych
prvku pro piipad elastodynamiky. V ramci popisu metod piimé casové integrace byly
predstaveny itera¢ni algoritmy pro metodu centralnich diferenci, implicitni Newmarkovy
metody a pro metodu Pushforward-pullback [13]. Taktéz byly zminény zdkladni vlastnosti
uvedenych metod piimé casové integrace. Nakonec byla popsana metoda Local stepping,
ktera prinasi nemalé zpfesnéni pii vypoctu pro ulohy se silné heterogennim rozlozenim

Courantova ¢isla Cf jednotlivych elementi.

V kapitole 3 byly predstaveny zdkladni principy doménové dekompozice problému elas-
todynamiky zalozené na Lagrangeovych multiplikatorech, a to jak v klasické forme, tak
i v lokalizovaném tvaru. Zde jsou jednotlivé domény spojeny pomoci rozhrani spliujici

podminky vazeb a princip akce a reakce.
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V kapitole 4 o pokrocilé casové integraci byly shrnuty aktualni poznatky v problematice
siteni elastickych viln z pohledu ¢asové integrace a doménové dekompozice. Byly uvedeny
algoritmy pro globalni ¢asové integratory s jednim globdlnim ¢asovym krokem a také pro
heterogenni a asynchronni integratory s rozdilnymi ¢asovymi kroky pro jednotlivé domény.
Byly popsany aspekty, vyhody a nedostatky jednotlivych casovych integratoru, véetné
jejich zakladnich vztahu a grafického znézornéni postupu vypoctu na dvou doménach

s odlisnym casovym krokem.

V ramci praktické ¢asti prace byly metody definované v teoretické ¢asti implementovany
do prosttedi programu MATLAB. Byly vytvoreny nezavislé moduly preprocesoru, MKP
fesice a postprocesoru. Resi¢ umoziuje feseni 1D linedrni elastodynamiky s vyuzitim
doménové dekompozice. Zakladni verze heterogenniho a asynchronniho ¢asového integra-
toru dostupné v literatute (piipad pouze dvou domén) byly rozsifeny pro obecnou tulohu
s vice doménami. V ptipadé heterogenniho ¢asového integratoru byla navic implemen-
tovana metoda Local stepping. Tim je model rozdélen jednak na domény, které se inte-
gruji vlastnim ¢asovym krokem, ale dokonce i na jednotlivé elementy s uvazovanim jejich
kritického casového kroku Atg,. Tak vznikla robustni metoda pro feseni problémi s hete-
rogennimi materidly a s nepravidelnymi vypocetnimi sitémi pro metodu konecnych prvku.
Vedle toho je implementovana verze asynchronniho ¢asového integratoru pripravena diky
své formulaci pro feseni nelinedarnich loh s proménnym ¢asovym krokem. Navic neexistuji
zadné omezujici pozadavky na pomér ¢asovych kroku jednotlivych domén, jako je tomu
v pifpadé heterogenniho ¢asového integratoru. Resi¢ disponuje volitelnym nastavenim pa-
rametru casové a prostorové diskretizace, ale i parametry alespon ¢astecné optimalizujici
vypocet. Nad ramec zadani prace byla implementovana kontaktni okrajova podminka

zalozena na bi-penaltové metodeé.

V kapitole 6 byl numericky fesi¢ verifikovan dostupnymi numerickymi testy se znamymi
analytickymi fesenimi, vysledky komercnich softwaru LS-DYNA a ABAQUS a expe-
rimentalnimi daty naméfenymi na modifikované sestavé SHBP (OHPB) v Laboratofi

rychlych déju Ustavu mechaniky a materigli, Fakulty dopravni, CVUT v Praze.

Byly feseny ptripady homogenni, ndhodné a skokové heterogenni vypocetni sité a rozlozeni
modulu pruznosti a popi. hustoty. Vysledky teSice dostatecné presné aproximuji analy-
tické feseni. Ukazalo se, ze doménova dekompozice pomoci Lagrangeovych multiplikatori
je velmi efektivnim nastrojem pro homogenizaci Courantova ¢isla ilohy a pro distribuci
ulohy na jednotlivé vypocetni jednotky. Bylo ukazano, ze samotné rozhrani pfi pouziti

metod doménové dekompozice témeér neovlivni vysledky sifeni vin. Mnohem vice zalezi
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na metodeé integrace — implicitni Newmarkova metoda, metoda centralnich diferenci, popt.

Pushforward-pullback metoda.

Metoda Pushforward-pullback je sice disipativni, ale v kombinaci s heterogenni ¢asovou
integraci a rozsitenym piistupem Local stepping velmi efektivné filtruje numerické osci-
lace na rozdil od Newmarkovy metody a metody centrdlnich diferenci. Vysledné napétové
pulzy ziskané touto metodou jsou témét shodné s vystupy programu ABAQUS s aktivova-
nou funkei subcycling. Navic oproti softwaru ABAQUS dochézi ke znatelné mensi disipaci

energie na rozhrani.

Program LS-DYNA vyuziva metodu centrélnich diferenci, ktera je dle vysledki modi-
fikovana tak, aby tlumila oscilace za cenu disipace energie. Metoda centralnich diferenci
implementovand v ramci praktické ¢asti prace nedisipuje, coz je v souladu s teoretickymi

predpoklady.

Porovnani s experimentalnimi daty, s uvazenim rozdili 3D a 1D feSeni a uvazovanim chyby
radné dokazéana a diskutovana. Konfrontace s mérenim rychlosti rozhrani pomoci metody

DIC potvrdila spravnost feseni programu vytvoreného v této praci.

Vznikly numericky néastroj pro feseni jednorozmeérnych problému elastodynamiky s li-
bovolnym poétem tyci/domén a s libovolnou ¢aso—prostorovou distribuci/modulaci ma-
teridlovych parametru lze vyuzit pro podporu experimentalnich SHPB testu ale i jako
studijni podporu v oblasti numerického feseni elastodynamickych tuloh pomoci MKP.
V budoucnu bude kéd/program rozsiren pro 2D a 3D piipady se snahou vytvorit op-
timalni kombinaci jednotlivych numerickych metod pro prostorovou a casovou diskre-
tizaci, ktera vyusti v kompromis mezi dtlumem falesnych oscilaci, numerickou disipaci

algoritmu a efektivnim prenosem dat pro metody doménové dekompozice.
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