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Abstrakt

Práce se zabývá implementaćı pokročilých numerických metod řešeńı jednorozměrných

problémů š́ı̌reńı elastických vln v heterogenńıch tyč́ıch s využit́ım metody konečných

prvk̊u. V teoretické části práce je shrnuta základńı teorie jednorozměrné vlnové rov-

nice včetně jej́ıho analytického řešeńı pro speciálńı př́ıpady počátečńıch a okrajových

podmı́nek. Dále je definována slabá formulace problému a jsou odvozeny základńı rov-

nice metody konečných prvk̊u pro 1D př́ıpady. Je představena doménová dekompozice

s využit́ım Lagrangeových multiplikátor̊u v základńım a lokalizovaném tvaru. Jsou vy-

světleny principy a odlǐsnosti pokročilých časových schémat ve spojeńı s metodami domé-

nových dekompozićı. Jsou představeny metody globálńı, heterogenńı a asynchronńı časové

integrace včetně algoritmů a grafických schémat výpočtu. Je popsán princip a účel metody

založené na lokálńım časovém krokovańı. Uvedené metody jsou v rámci praktické části

práce implementovány do uceleného programu v prostřed́ı MATLAB, který umožňuje řešit

úlohy 1D lineárńı elastodynamiky s libovolným počtem domén, heterogenńım charakterem

a nestrukturovanými śıtěmi. Výsledky źıskané vytvořeným programem jsou verifikovány

analytickým řešeńım, dostupnými numerickými testy a experimentálńımi daty źıskanými

z měřeńı pomoćı dělené Hopkinsonovy tyče.

Abstract

The thesis concerns the implementation of advanced numerical methods for solving single-

dimension issues of elastic wave propagation in heterogeneous rods using FEM. The The-

ory section of the thesis summarizes the basic theory of the one dimensional wave equation

including its analytical solution for special cases of initial and boundary conditions. A weak

formulation of the problem is defined and the basic FEM equations for 1D cases are de-

rived. Domain decomposition using Lagrange multiplicators in their classical as well as

localized form is used. The principles and differentiating aspects of advanced time schemes

in connection with domain decomposition methods is introduced. Global, heterogeneous

and asynchronous methods including algorithms and graphic charts showing the calcu-

lation are presented. The principle and purpose of the method based on local stepping

is described. The methods stated here are implemented within the Practical section of

the thesis into a self-contained MATLAB program which allows the solution of 1D li-

near elastodynamics tasks, which are heterogeneous in nature and contain unstructured

mesh, regardless of the number of domains. The results obtained using the abovementio-

ned program are verified by the means of an analytical solution, available numerical tests

and experimental data gained from the measurements performed using a split Hopkinson

pressure bar.
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3.2.1 Klasická λ metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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3.3 Praktické využit́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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5 Implementačńı aspekty 56
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6.2.1 Analytické řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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Seznam použitých zkratek a veličin

α, β1, β2 Pushforward-pullback parametry

β, γ, θ Newmarkovy parametry

ε Deformace

εh Aproximace pole deformace

εi Incidentńı deformačńı vlna

εr Odražená deformačńı vlna

εt Přenesená deformačńı vlna

ζ(x0, t) Neumannova okrajová podmı́nka

θ(x0, t) Dirichletova okrajová podmı́nka

λ Lagrange̊uv multiplikátor

ν Poissonovo č́ıslo

ρ Hustota

ξ Normalizovaná souřadnice x

ξ(x, t), η(x, t) Časoprostorové souřadnice

σ Napět́ı

σi Incidentńı napět’ová vlna

σr Odražená napět’ová vlna

σt Přenesená napět’ová vlna

σ̄ Normalizované napět́ı

τ Normalizovaný čas t

τe Charakteristická doba elementu e

φ(x, 0) Počátečńı posuv

ψ(x, 0) Počátečńı rychlost

ω Úhlová frekvence

Γ Hranice oblasti Ω

ΓD Hranice oblasti Ω s definovanou Dirichletovou podmı́nkou

ΓN Hranice oblasti Ω s definovanou Neumannovou podmı́nkou

Π Energie systému

Ω Oblast

χ′ Prostorová derivace χ

χ̇ Časová derivace χ

χx Prvńı parciálńı derivace χ podle x

χxx Druhá parciálńı derivace χ podle x

δχ Variace χ

dχ Diferenciál χ
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a Zrychleńı

a1, b1 Parametry interpolace při asynchronńı časové integraci

b Velikost objemové śıly

c Fázová rychlost vlny

f(x, t) funkce f s argumenty x, t

k Tuhost

m Hmotnost

t Čas

tn n-tá časová hladina řešeńı

t̂ Napět́ı p̊usob́ıćı na ΓN

u Posuv

uh Aproximace pole posuv̊u

v Rychlost

A Obsah plochy

C0 Courantovo č́ıslo úlohy

Cdomi
0 Courantovo č́ıslo domény i

Ce
0 Courantovo č́ıslo elementu e

Cr Koeficient odrazu

Ct Koeficient přenosu

E Young̊uv modul pružnosti

E Energie

Ek Kinetická energie

Ep Potenciálńı energie

F Śıla

H,B Operátory rozhrańı asynchronńıho integrátoru

L Délka

S Plocha

T Perioda

Z Akustická impedance

q Vektor uzlových posuv̊u

ü5
2 free Složka uzlových zrychleńı uvolněné domény 2 v časové hladině t5

ü5
2 link Složka uzlových zrychleńı od rozhrańı domény 2 v časové hl. t5

ü5
2 Zrychleńı domény 2 v časové hladině t5

u0 Vektor počátečńıch uzlových posuv̊u

v0 Vektor počátečńıch uzlových rychlost́ı

B Operátor zobrazuj́ıćı uzlové posuvy na pole deformace

Ccl,Ccl,Lb Matice konektivity
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D Diferenciálńı operátor

I Jednotková matice

N Operátor zobrazuj́ıćı uzlové posuvy na pole posuv̊u

Un Matice lokálńıch vektor̊u uzlových posuv̊u

∆t Časový krok výpočtu

∆tC Kritický časový krok

∆teC Kritický časový krok elementu e

∆tL Časový krok výpočtu domény L

∆tLC Kritický časový krok výpočtu domény L

f, g Vlnové funkce

A Asynchronńı integrátor

AVG Metoda pr̊uměrného zrychleńı

C Globálńı integrátor s jedńım časovým krokem

CPU Procesor

DIC Digitálńı korelace obrazu

DOM Doména

H Heterogenńı integrátor

HW Hardware

LS Local stepping

MCD Metoda centrálńıch diferenćı

MKP Metoda konečných prvk̊u

OHPB Tlaková otevřená Hopkinsonova tyč (Open Hopkinson Pressure Bar)

PC Poč́ıtač

PFP Pushforward-pullback metoda

SHPB Tlaková dělená Hopkinsonova tyč (Split Hopkinson Pressure Bar)

SW Software

1D, 2D, 3D Jedno-, dvou-, tř́ıdimenzionálńı
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Kapitola 1

Úvod

Prvńı úspěšné pokusy pozorováńı elastických vln pocházej́ı teprve z druhé poloviny 19. sto-

let́ı. Téměř o 100 let později při rozvoji technologie použitelné pro záznam rychlých děj̊u

v poddajných tělesech bylo možné tyto jevy kvantitativně popsat. Zakladatelem oboru lze

pravděpodobně označit Johna Hopkinsona (1849 - 1898) a jeho syna Bertrama Hopkin-

sona (1874 - 1918). Bertram dokázal v roce 1914 sestrojit rázový stroj, který umožňoval

pomoćı kyvadel měřit hybnosti jednotlivých tyč́ı při nárazu. Po přepočtech byla źıskána

hledaná časová závislost napět́ı. V roce 1948 R.M. Davis (1903 - 1958) techniku zdokonalil

a konečně v roce 1949 Herbert Kolsky sestrojil prvńı tlakovou dělenou Hopkinsonovu tyč

(SHPB) na počest pojmenovanou právě po Johnovi Hopkinsonovi.

Sestava SHPB je využ́ıvána dodnes. Schéma na obr. 1.1 odpov́ıdá zař́ızeńı v Laboratoři

rychlých děj̊u Fakulty dopravńı, ČVUT v Praze. Instrumentace a podrobný popis lze

nalézt v [1,2,3,4,5].

Obrázek 1.1: Schema sestavy SHPB

Narážej́ıćı tyč je urychlena stlačeným vzduchem ve výměńıku na požadovanou rychlost.

Při nárazu na incidentńı tyč je generována napět’ová, resp. deformačńı, vlna (obr. 1.2),

která je zaznamenána na prvńım tenzometru A. Část incidentńı vlny projde testovaným
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vzorkem do transmisńı tyče, část incidentńı vlny se odraźı [6]. Transmisńı vlna je zazna-

menána na druhém tenzometru B, odražená na prvńım A. Z těchto dvou vln spolu s vlnou

incidentńı lze sestavit materiálovou charakteristiku vzorku v podobě závislosti napět́ı na

deformaci s parametrem rychlosti deformace. Experiment vycháźı z teorie 1D š́ı̌reńı vlny

a je podmı́něn dosažeńım dynamické rovnováhy ve vzorku a udržeńım konstantńı rychlosti

deformace po celou dobu experimentu. [7]

Obrázek 1.2: Schema sestavy SHPB

Vedle značného vývoje experimentálńıch technik v pr̊uběhu posledńıch 150 let došlo též

k nezanedbatelnému technologickému skoku ve výpočetńı technice. V roce 1957 představil

R. Skalak [8] porovnáńı řešeńı 1D vlnové rovnice a jej́ı modifikace s členem radiálńı se-

trvačnosti. V těchto letech bylo též představeno jedno z prvńıch 1D MKP řešeńı [9]. Ve

druhé polovině 20. stolet́ı začaly vznikat prvńı 3D řešiče, které se do dnešńı doby vyvinuly

v nenahraditelný nástroj pro pr̊umyslové (ale i akademické) použit́ı. Běžně rozš́ı̌renými

jsou platformy Ansys, Abaqus, či LS-Dyna. Nicméně robustnost je v těchto př́ıpadech vy-

koupena cenou licence, kterou si pro komerčńı účely mohou dovolit jen vybrané společnosti

a univerzity.

Kromě pořizovaćı ceny je nevýhodou zvláště v akademickém prostřed́ı uzavřenost těchto

softwar̊u. Výpočet š́ı̌reńı napět’ových vln pomoćı MKP představuje jistá úskaĺı, která ko-

merčńı software zpravidla umı́
”
obej́ıt“, ale často za cenu disperze v d̊usledku zavedeńı

numerického tlumeńı a stabilizace. Tyto nekorektńı zásahy do řešeńı můžou zapř́ıčinit ne-

jednu nepř́ıjemnost v hi-tech aplikaćıch jako je vesmı́rný pr̊umysl apod. Dı́ky pokročilým

znalostem v akademické sféře vzniká v dnešńı době otevřený software, který má po-

tenciál ten komerčńı nahradit. Za zmı́nku stoj́ı práce prof. K.C. Parka, z jehož publikaćı

[10,11,12,13] vycháźı podstatná část této práce. Ve spolupráci s Ústavem termomechaniky

AV ČR vzniklo mnoho algoritmů, které v budoucnosti mohou být uceleny do jednoho uni-

verzálńıho řešiče založeného na metodě konečných prvk̊u.
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Aktuálńım tématem je ve výpočetńı technice paralelizace. Tato problematika je ve výpoč-

tové dynamice kĺıčová, jelikož úlohy mohou vykazovat značný počet stupň̊u volnosti. V ta-

kových př́ıpadech je nutné model dělit na oblasti (domény) a provést řešeńı na každé

doméně zvlášt’ se specifickými pravidly pro výměnu informaćı na rozhrańıch. Pokud je

tato metoda implementována správně s efektivńım přenosem dat pomoćı distribuovaných

a paralelizovaných výpočt̊u, je možné provádět výpočty model̊u omezených pouze počtem

výpočetńıch jednotek. Dnes v době cloudových nástroj̊u a služeb je tedy kapacita teore-

ticky
”
neomezená“.

A právě t́ımto směrem je vedena předkládaná práce. Heterogenńı a asynchronńı časové in-

tegrátory jsou svou definićı předurčeny pro paralelńı formulaci dynamických úloh. Vzniklé

ř́ıd́ıćı programy časové integrace na jednotlivých doménách mohou přispět k aktuálńımu

vývoji a ke vzniknu nástroje pro numerickou podporu SHPB test̊u.

12



TEORETICKÁ ČÁST
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Kapitola 2

Základy teorie š́ı̌reńı vln a metody

konečných prvk̊u

Systém rovnic popisuj́ıćı elastické vlněńı v lineárně elastickém kontinuu představuj́ı rov-

nice pro časovou změnu hybnosti, zobecněný Hooke̊uv zákon a Cauchyho kinematické

vztahy. Celý systém rovnic je nutné doplnit předpisem počátečńıch a okrajových podmı́nek.

Jelikož se v problematice SHPB použ́ıvá výhradně teorie 1D š́ı̌reńı vln, budou tyto rov-

nice rekapitulovány pro 1D úlohy pro linearńı elastické medium a pro teorii malých de-

formaćı [6]:

σ′ + ρb = ρü

σ = Eε

ε = u′

(2.0.1)

kde σ je napět́ı, ε znač́ı poměrnou deformaci, ρ je hustota materiálu, b označuje inten-

zitu objemových sil vztaženou na jednotku délky, u(x, t) je posuv, E je Young̊uv modul

pružnosti, x ∈ Ω je poloha materiálového bodu a t je čas. Symbol Ω představuje oblast

zájmu, v tomto př́ıpadě se jedná o jednorozměrnou oblast. Pro přehlednost je zavedeno

značeńı prostorové a časové derivace diferencovatelné funkce χ(x, t)

χ′(x, t) = χ′ =
∂χ

∂x
, χ̇(x, t) = χ̇ =

∂χ

∂t
. (2.0.2)

Definičńım oborem rovnic (2.0.1) je časoprostorová oblast

Ω×Υ = [0; L]× [0; T ] (2.0.3)

s počátečńımi podmı́nkami pro posuv a rychlost na oblasti Ω

u(x, t = 0) = φ(x)

u̇(x, t = 0) = ψ(x)
(2.0.4)
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a s okrajovými podmı́nkami:

1. Dirichletova typu, kde je předepsána hodnota posuvu u(x, t) bod̊u na hranici ΓD.

Necht’ je pro jednoduchost dán př́ıpad předepsaného posuvu u(x = L, t) = θ(t), t́ım

jsou také předepsány hodnoty rychlosti a zrychleńı bod̊u na ΓD.

2. Neumannova typu, kde jsou předepsány hodnoty prostorové derivace u′(t) bod̊u na

hranici ΓN. Opět pro jednoduchost necht’ je předepsána derivace u′(x = 0, t) = ζ(t).

V uvažovaném 1D př́ıpadě se jedná př́ımo o předpis poměrné deformace ε(0, t).

Má-li být předepsáno napět́ı na hranici ΓN, lze využ́ıt Hooke̊uv vztah σ = Eε. Ve

v́ıcerozměrných úlohách se pro předpis trakčńıho zat́ıžeńı na ΓN využije Cauchyho

vztah t = σn, kde σ je tenzor napět́ı a n je vektor vněǰśı normály.

Obecně je nutné s ohledem na řešitelnost úlohy, aby hranice ΓN a ΓD byly disjunktńı, tj.

ΓD ∪ ΓN = Γ = ∂Ω a ΓD ∩ ΓN = ∅, kde Γ má význam hranice oblasti zájmu Ω.
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2.1 Vlnová rovnice

Rovnice (2.0.1) lze za předpokladu konstantńıho Youngova modulu, tedy když

∂σ

∂x
= σ′ = (Eε)′ = Eε′ , (2.1.1)

sloučit na tvar pohybové rovnice vyjádřené pouze v posuvech

Eu′′ + ρb = ρü . (2.1.2)

Přeskupeńım člen̊u rovnice (2.1.2), zanedbáńım objemových sil a zavedeńım konstanty c,

se źıská známý tvar vlnové rovnice

ü = c2u′′ ; c2 = E
ρ

, (2.1.3)

kde konstanta c má význam rychlosti š́ı̌reńı vlny. [6]

2.1.1 D’Alembertovo řešeńı

Řešeńı je převzato z literatury [6]. Pro jednoduchost necht’ c = 1 m s−1. Je hledáno řešeńı

vlnové rovnice

ü = u′′ (2.1.4)

na oblasti Ω = (−∞; ∞).

Vhodnou transformaćı souřadnic

ξ = x− t

η = x+ t
(2.1.5)

bude možné rovnici (2.1.4) převést na kanonický tvar. Vyjádř́ı se 1. a 2. derivace v novém

souřadném systému ve tvaru

ux = uξξx + uηηx = uξ + uη

ut = uξξt + uηηt = −uξ + uη

uxx = (ux)x = (ux)ξξx + (ux)ηηx = uξξ + 2uξη + uηη

utt = (ut)t = (ut)ξξt + (ut)ηηt = uξξ − 2uξη + uηη .

(2.1.6)

Dosazeńım (2.1.6) do (2.1.4) se źıská kanonický tvar vlnové rovnice
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uξη = 0 , (2.1.7)

který lze řešit př́ımou integraćı

uξ =

∫
uξη dη =

∫
0 dη = p(ξ)

u =

∫
uξ dξ =

∫
p(ξ) dξ = f(ξ) + g(η) .

(2.1.8)

Zpětnou transformaćı vznikne předpis řešeńı v p̊uvodńım souřadném systému ve tvaru

u = g(x− t) + f(x+ t) . (2.1.9)

Funkce g a f představuj́ı dopřednou a zpětnou vlnu. V př́ıpadě obecné konstanty c má

řešeńı tvar

u = g(x− ct) + f(x+ ct) , (2.1.10)

kde c odpov́ıdá rychlosti š́ı̌reńı vlny.

2.1.2 Počátečńı úloha

V této úloze jsou definovány počátečńı podmı́nky ve tvaru

u(x, 0) = φ(x)

u̇(x, 0) = ψ(x),
(2.1.11)

kde φ(x) je počátečńı posuv, ψ(x) počátečńı rychlost a je hledáno řešeńı u(x, t) na celém

definičńım oboru x ∈ Ω = (−∞;∞), t ∈ Υ = (0;T ).

Ćılem je naj́ıt takové funkce g(x − ct) a f(x + ct) (2.1.10), které vyhov́ı počátečńım

podmı́nkám. Postup je převzat z dostupné literatury [14]. Př́ımým dosazeńım tvaru řešeńı

(2.1.10) do počátečńıch podmı́nek (2.1.11) se speciálně pro t = 0 a pro časovou derivaci

prvńı počátečńı podmı́nky źıská soustava rovnic

ġ(x) + ḟ(x) = φ̇(x)

−ġ(x) + ḟ(x) = ψ(x) .
(2.1.12)

Integraćı soustavy (2.1.12)∫ x+ct

0

ḟ(x) dx =
1

2

∫ x+ct

0

(φ̇(x) + ψ(x)) d(x+ ct)∫ x−ct

0

ġ(x) dx =
1

2

∫ x−ct

0

(φ̇(x)− ψ(x)) d(x− ct)
(2.1.13)
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se vyjádř́ı funkce g(x− ct) a f(x+ ct)

f(x+ ct) = f(0) +
1

2

(
φ(x+ ct)− φ(0) +

∫ x+ct

0

ψ(ζ) dζ
)

g(x− ct) = g(0) +
1

2

(
φ(x− ct)− φ(0)−

∫ x−ct

0

ψ(ζ) dζ
)

.

(2.1.14)

Dosazeńım (2.1.14) do (2.1.10)

u(x, t) = g(x− ct) + f(x+ ct) =

= g(0) +
1

2

(
φ(x− ct)− φ(0)−

∫ x−ct

0

ψ(ζ) dζ
)

+

+f(0) +
1

2

(
φ(x+ ct)− φ(0) +

∫ x+ct

0

ψ(ζ) dζ
)

=

=
(
g(0) + f(0)− φ(0)

)
+

1

2

(
φ(x− t)+

+φ(x+ ct) +

∫ 0

x−ct
ψ(ζ) dζ +

∫ x+ct

0

ψ(ζ) dζ

)
=

(2.1.15)

je vyjádřeno řešeńı vlnové rovnice v závislosti na počátečńıch podmı́nkách pro počátečńı

úlohu v uzavřeném tvaru

u(x, t) =
1

2

(
φ(x− ct) + φ(x+ ct) +

∫ x+ct

x−ct
ψ(ζ) dζ

)
. (2.1.16)

Podrobněǰśı rozbor lze nalézt v [14].

2.1.2.1 Partikulárńı řešeńı

V př́ıpadě, že se nejedná o homogenńı rovnici, lze pro úlohu

ü− c2u′′ = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

u̇(x, 0) = ψ(x)

(2.1.17)

dokázat, že řešeńı má tvar

u(x, t) =
1

2

(
φ(x− ct) + φ(x+ ct) +

∫ x+ct

x−ct
ψ(ζ) dζ +

∫ ∫
T

f(x, t) dx dt

)
, (2.1.18)

kde T je oblast závislosti bodu [x; t] (obr. 2.1).
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Obrázek 2.1: Oblast závislosti bodu [x, t]

2.1.3 Smı́̌sená úloha

Ćılem je naj́ıt řešeńı na intervalu x ∈ Ω = [0;L] pro úlohu

ü− c2u′′ = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

u̇(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = θ1(t) nebo u′(0, t) = ζ1(t)

u(L, t) = θ2(t) nebo u′(L, t) = ζ2(t),

(2.1.19)

kde φ(x) a ψ(x) je počátečńı posuv a rychlost, θ(t) okrajová podmı́nka Dirichletova

předepisuj́ıćı posuv a ζ(t) okrajová podmı́nka Neumannova předepisuj́ıćı deformaci, resp.

po přepočtu śılu.

Pro smı́̌senou úlohu nelze v obecném př́ıpadě vyjádřit řešeńı úlohy u(x, t). Formálně lze

řešeńı vyjádřit ve tvaru funkčńı řady, která se źıská např. Fourierovou metodou [14].

2.1.4 Odraz vln na nespojitém rozhrańı pro tenké

tyče

Rozhrańı mezi tyčemi rozd́ılných materiál̊u je středem zájmu této práce. Je vhodné tento

děj podrobněji popsat.

2.1.4.1 Odraz vln od rozhrańı

Budiž polonekonečná tyč, kterou se š́ı̌ŕı elastická vlna ve tvaru
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u = g(x− ct) + f(x+ ct) . (2.1.20)

Necht’ je tato tyč na svém volném konci zat́ıžena silou F (t). Rychlost konce tyče je v(t)

(obr. 2.2).

σi

σr

F
v

Obrázek 2.2: Śıla F představuj́ıćı určitý odpor myšleného tělesa při nárazu a rychlost

rozhrańı v(t) [6]

Potom napět́ı je dáno vztahem

σ(x, t) = E
(
g′(x− ct) + f′(x+ ct)

)
= σr(x− ct) + σi(x+ ct) , (2.1.21)

kde E je Young̊uv modul, σr(x− ct) napět’ová vlna odražená a σi(x+ ct) napět’ová vlna

incidentńı. Obdobným zp̊usobem lze źıskat rychlost

v(x, t) = c
(
− g′(x− ct) + f′(x+ ct)

)
=

c

E

(
σr(x− ct) + σi(x+ ct)

)
. (2.1.22)

Na rozhrańı muśı být zachována silová rovnováha

F (t) = −A
(
σr(0, t) + σi(0, t)

)
, (2.1.23)

kde A je plocha pr̊uřezu tyče. A konečně pro rychlost rozhrańı plat́ı vztah

v(t) =
c

E

(
− σr(0, t) + σi(0, t)

)
. (2.1.24)

Uvedené předpisy se využij́ı pro určeńı charakteru zat́ıžeńı rázem při experimentálńım

SHPB či OHPB měřeńı. Běžnou prax́ı je měřeńı deformačńıch pulz̊u tenzometry na určité

souřadnici incidentńı a transmisńı tyče (obr. 2.3). Tyto deformace lze potom přepoč́ıst na

souřadnici rozhrańı z mı́sta měřeńı na incidentńı i transmisńı tyči a pr̊uběhy porovnat.
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Stěžejńı je porovnáńı kontaktńıch sil, jelikož vzorek muśı být v dynamické rovnováze,

má-li být experiment validńı.

Obrázek 2.3: Schéma části sestavy dělené Hopkinsonovy tyče (SHPB)

2.1.4.2 Přenos vln přes rozhrańı

Budiž př́ıpad rozhrańı dvou tyč́ı, které maj́ı odlǐsný pr̊uřez a materiálové charakteristiky

(obr. 2.4).

σi

σtσr

ρ2, E2, A2
ρ1, E1, A1

Obrázek 2.4: Rozhrańı dvou geometricky a materiálově odlǐsných tyč́ı [6]

Vycháźı se z rovnováhy sil na rozhrańı

A1(σi + σr) = A2σt (2.1.25)

a spojitosti rychlosti

vi + vr = vt . (2.1.26)

Indexy v rovnićıch (2.1.25) a (2.1.26) představuj́ı složku vstupńı (incidentńı) i, odraženou

(reflektovanou) r a přenesenou (transmisńı) t. Rovnici(2.1.26) lze přeformulovat pro napět́ı

(2.1.22). Rovnice (2.1.25) a (2.1.26) potom tvoř́ı soustavu s neznámými σr a σt s para-

metrem σi. Řešeńı této soustavy popisuje, jaká část incidentńı vlny se odraźı a jaká část

prostouṕı rozhrańım
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σt =
2A2ρ2c2

A1ρ1c1 + A2ρ2c2

σi = Ctσi

σr =
A2ρ2c2 − A1ρ1c1

A1ρ1c1 + A2ρ2c2

σi = Crσi,

(2.1.27)

kde Ct a Cr jsou koeficienty přenosu a odrazu.
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2.2 Metoda konečných prvk̊u

Pro obecné nelineárńı př́ıpady a komplexńı konstitutivńı modely materiálu je nemožné

źıskat řešeńı popsané parciálńı diferenciálńı rovnićı v uzavřeném tvaru. Proto je řešeńı

hledáno ve slabém smyslu. Při dostatečně jemné diskretizaci řešeńı obsahuje přijatelnou

chybu. Řešeńı je hledáno ve tvaru součtu určitého počtu bázových funkćı Ni splňuj́ıćıch

Dirichletovy okrajové podmı́nky. Specifikem MKP je volba bázových funkćı taková, že

funkce Ni má v i-tém vrcholu hodnotu 1, ve zbylých vrcholech 0 (tj. vlastnost funkce

Kroneckerovo δij). Mezi uzly je hodnota funkce interpolována polynomem řádu n. Na

rozd́ıl od Ritzovy metody, kde je nosičem tvarové funkce celý definičńı obor, je řešená

oblast diskretizována po částech, tedy pr̊unik nosič̊u je vyjma sousedńıch uzl̊u nulový.

2.2.1 Slabá formulace

Metoda konečných prvk̊u pro př́ıpad dynamiky se odvod́ı př́ımo z rovnice popisuj́ıćı

časovou změnu hybnosti (2.0.1). Variaćı výrazu (tj. vynásobeńı testovaćı funkćı δu, splňuj́ı-

ćı homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky), integraćı této rovnice přes celou oblast

řešeńı Ω a součtem s variaćı integrálńıho tvaru okrajových Neumannových podmı́nek se

źıská rovnice (2.2.1). Tato rovnice plat́ı, pokud je splněna pohybová rovnice a okrajové

podmı́nky. ∫
Ω

δu · (−σ′ − b+ ρü) dV +

∫
ΓN

δu · (σ − t̂) dS = 0 (2.2.1)

Ačkoli rovnice (2.2.1) vznikla obecným postupem převodu na slabou formulaci a je formálně

správně, je nutné dořešit jej́ı tvar. Jelikož plat́ı dV = A dx, formulace se převede na in-

tegraci po ose x∫
Ω

δu · (−σ′ − b+ ρü)A dx+

∫
ΓN

δu · (σ − t̂)A dx = 0 . (2.2.2)

Nicméně nyńı (2.2.2) je Neumannova podmı́nka integrována na množině mı́ry 0 (hranice

spojité 1D oblasti jsou 2 body) a zápis je nutné formálně upravit na tvar∫
Ω

δu · (−σ′ − b+ ρü)A dx+
∑
ΓN

δu · (σ − t̂)A = 0 . (2.2.3)

Využit́ım linearity integrálu a uvážeńım vztahu σ′ = Eε′ = Eu′′

−
∫

Ω

δu · Eu′′A dx−
∫

Ω

δu · bA dx+

∫
Ω

δu · ρüA dx+
∑
ΓN

δu · σ A−
∑
ΓN

δu · t̂ A = 0 ,

(2.2.4)
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uspořádáńım člen̊u

∫
Ω

δu · ρüA dx+

(∑
ΓN

δu · σ A−
∫

Ω

δu · Eu′′A dx

)
=

∫
Ω

δu · bA dx+
∑
ΓN

δu · t̂ A ,

(2.2.5)

s využit́ım faktu, že část rovnice (2.2.5) vyznačená závorkou je výsledkem př́ıhodně

použité integrace per partes s uvažováńım
”
vhodných“ homogenńıch okrajových podmı́nek

δu = 0 na ΓD

(∑
ΓN

δu · σ A−
∫

Ω

δu · Eu′′A dx

)
=

=

(∑
ΓN

δu · σ A−

(∑
Γ

δu · Eu′A−
∫

Ω

δu′ · Eu′A dx

))
=

=

(∑
ΓN

δu · σ A−

(∑
ΓN

δu · σ A−
∫

Ω

δε · σ A dx

))
=

∫
Ω

δε · σ A dx ,

(2.2.6)

se konečným dosazeńım výsledku (2.2.6) do (2.2.5) źıská výsledný hledaný vztah∫
Ω

δu · ρüA dx+

∫
Ω

δε · σ A dx =

∫
Ω

δu · bA dx+
∑
ΓN

δu · t̂ A , (2.2.7)

který odpov́ıdá principu virtuálńıch praćı v dynamice.

2.2.2 Prostorová diskretizace

Nyńı při zavedeńı diskretizace

uh = N q

δuh = N δq

εh = Duh = DN q = B q ,

(2.2.8)

kde uh je aproximace pole posuv̊u, q je vektor zobecněných uzlových posuv̊u, N operátor

zobrazuj́ıćı uzlové posuvy na pole posunut́ı nezávislý na čase (u̇h = N q̇, üh = N q̈),

D diferenciálńı operátor a B operátor zobrazuj́ıćı uzlové posuvy na pole deformace, dojde

po dosazeńı (2.2.8) do (2.2.7)

δqT

[∫
Ω

ρNTNq̈ dΩ +

∫
Ω

BT σ dΩ−
∫

Ω

NT b dΩ−
∑
ΓN

NT t̂ A

]
= 0 (2.2.9)

k transformaci problému na soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu (rov-

nost (2.2.9) muśı být splněna pro libovolné δq)
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Mq̈ + fint − fext = 0 , (2.2.10)

kde M je matice hmotnosti, fint vektor vnitřńıch sil, fext vektor vněǰśıch sil

M =

∫
Ω

ρNTN dΩ

fint =

∫
Ω

BT σ dΩ

fext =

∫
Ω

NT b dΩ +
∑
ΓN

NT t̂ A .

(2.2.11)

Speciálně pro lineárńı elasticitu (σ = Eε = EBq ) se definuje matice tuhosti K

fint =

(∫
Ω

BT EB dΩ

)
q = Kq (2.2.12)

Podrobný rozbor lze nalézt v [15].

2.2.3 Časová diskretizace a metody př́ımé časové in-

tegrace

Řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic se provede numerickou integraćı v časové

oblasti. K tomu se v MKP běžně využ́ıvá rodina Newmarkových metod [15]. Rodina metod

Pushforward-pullback [13] byla odvozena teprve v nedávné době - tyto metody úspěšně

předcházej́ı numerickým oscilaćım napět́ı za cenu malé disperze.

Rovnice (2.2.10) spolu s počátečńımi podmı́nkami lze pro lineárńı př́ıpad s uvažováńım

tlumeńı psát ve tvaru

Mü + Cu̇ + Ku = fext(t)

u(0) = u0, u̇(0) = v0 ,
(2.2.13)

kde u0 a v0 je vektor počátečńıch uzlových posuv̊u a rychlost́ı. Matice tlumeńı C je

ve zbytku textu uvažována nulová C = 0.

2.2.3.1 Newmarkova rodina metod

Pohybová rovnice se použije v čase tn+1 = tn + ∆t.

Mün+1 + Cu̇n+1 + Kun+1 = fn+1
ext (2.2.14)

Spolu s kinematickými vztahy (2.2.15) vzniká soustava 3 rovnic o 3 neznámých, kde γ a β

jsou Newmarkovy parametry.
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un+1 = un + ∆t u̇n +
∆t2

2

(
(1− 2β) ün + 2β ün+1

)
u̇n+1 = u̇n + ∆t

(
(1− γ) ün + γ ün+1

) (2.2.15)

Hodnota Newmarkových parametr̊u určuje stabilitu metody a také to, zda schéma je

implicitńı nebo explicitńı. Speciálńı př́ıpady jsou uvedeny v tabulce 2.1.

Metoda β γ

pr̊uměrných zrychleńı 1
4

1
2

lineárńıch zrychleńı 1
6

1
2

Fox-Goodwin 1
12

1
2

centrálńıch diferenćı 0 1
2

Tabulka 2.1: Speciálńı př́ıpady metod Newmarkovy rodiny [15]

2.2.3.2 Metoda centrálńıch diferenćı

Tato metoda je sice speciálńım př́ıpadem Newmarkovy metody (tab. 2.1), ale historicky

vznikla odděleně, jakožto explicitńı schéma s využit́ım diagonalizované matice hmot-

nosti M. Původńı formulace využ́ıvá pohybovou rovnici v čase t = tn

Mün + Cu̇n + Kun = fnext . (2.2.16)

Rychlost a zrychleńı v čase t se źıská aproximaćı centrálńımi diferencemi

u̇n ≈ 1

2∆t

(
un+1 − un−1

)
ün ≈ 1

∆t2

(
un+1 − 2un + un−1

)
.

(2.2.17)

Posuv a rychlost se pro nový čas tn+1 = tn + ∆t źıská z části Taylorova rozvoje

un+1 = un + ∆t u̇n +
∆t2

2
ün

u̇n+1 = u̇n +
∆t

2

(
ün + ün+1

)
.

(2.2.18)

Výsledný předpis pro posuvy v čase t = tn lze napsat ve tvaru

un+1 = M−1
eff fneff , (2.2.19)

kde Meff je efektivńı matice hmotnosti a fneff efektivńı vektor zat́ıžeńı
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Meff =
1

∆t2
M +

1

2∆t
C

fneff = fnext

[
K− 2

∆t2
M
]
un −

[ 1

∆t2
M− 1

2∆t
C
]
un−1 .

(2.2.20)

V úvodu odstavce o Metodě centrálńıch diferenćı je zmı́něno použit́ı výhradně diagonali-

zované matice hmotnosti M. V př́ıpadě netlumeného systému (C = 0) a nebo v př́ıpadě

diagonálńı matice C je inverze (2.2.19) triviálńı.

Metoda centrálńıch diferenćı je podmı́něně stabilńı s kritickým časovým krokem, který

má pro netlumený systém hodnotu

∆tC =
2

ωmax
, (2.2.21)

kde ωmax je maximálńı vlastńı frekvence řešeného systému. [15]

2.2.3.3 Pushforward-pullback metoda

Tato metoda je založena na výpočtu zrychleńı pro kritický časový krok (pushforward)

a následném vážeńı se zrychleńım ve výpočtovém kroku (pullback). Podrobně rozepsané

schéma lze nalézt v [13]. O Pushforward-pullback metodu se jedná pouze v př́ıpadě hod-

not Newmarkových parametr̊u β, γ odpov́ıdaj́ıćıch metodě pr̊uměrného zrychleńı (viz

tab. 2.1).

Nejprve se tedy řeš́ı soustava rovnic v kritickém času tn+C = tn + ∆tC

un+C = un + ∆tCu̇n +
∆t2

C

2
ün

u̇n+C = u̇n + ∆tCün

Mün+C + Cu̇n+C + Kun+C = fn+C .

(2.2.22)

Dále se urč́ı váhové koeficienty

α = ∆t/∆tC

β1 =
α

6
(3α + θ − θα2)

β2 = θ
α

6
(α2 − 1) ,

(2.2.23)

kde θ je přepočtený Newmark̊uv parametr θ = 2β (viz tab. 2.1). Koeficienty (2.2.23) se

využij́ı v druhé soustavě rovnic pro výpočtový čas tn+1 = tn + ∆t
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un+1 = un + ∆t u̇n + β1(∆tC)2 ün + β2(∆tC)2 ün+C

u̇n+1 = u̇n + ∆t ((1− γ)ün + γün+1)

Mün+1 + Cu̇n+1 + Kun+1 = fn+1 .

(2.2.24)

2.2.3.4 Metoda Local stepping

Tato metoda je zobecněńım Pushforward-pullback integrátoru. Odhad posuvu a rych-

losti se provede na lokálńı úrovni (na uvolněných elementech) dle kritického časového

kroku každého elementu. Matice lokálńıch vektor̊u {Un; U̇n; Ün} se źıskaj́ı transformaćı

U = Lu, kde L je operátor transformace, tedy zobrazeńı un → [un1 un2 ... unnEle], kde un je

globálńı vektor, une lokálńı vektor a nEle odpov́ıdá počtu element̊u. Z pohybové rovnice

elementu se potom źıská zrychleńı pro kritický časový krok, které vstupuje do rovnice pro

výpočet posuv̊u a rychlost́ı v novém výpočtovém čase. Dále dojde ke složeńı lokálńıch

řešeńı posuv̊u a rychlost́ı do globálńıch vektor̊u, které jsou vstupy do pohybových rovnic

již složeného systému. Algoritmus je podrobně popsán v [12]. V této práci je metoda Local

stepping implementována mj. i pro heterogenńı integrátor, č́ımž je umožněno modelovat

přesněji i problémy heterogenńıch materiál̊u.

Algoritmus:

1. Výpočet kritických časových krok̊u každého elementu ∆teC

2. Výpočet v kritických časech ten+C

2.1 Dekompozice globálńıch vektor̊u na lokálńı

un → [un1 un2 ... unnEle]

u̇n → [u̇n1 u̇n2 ... u̇nnEle]

ün → [ün1 ün2 ... ünnEle]

(2.2.25)

2.2 Lokálńı prediktor

2.2.1 Taylor̊uv rozvoj - predikce posuv̊u pro čas t+ ∆teC

un+C
e = une + ∆teCu̇ne +

(∆teC)2

2
üne (2.2.26)

2.2.2 Aplikace Dirichletových okrajových podmı́nek pro každý prvek (jsou-li de-

finovány)
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2.3 Lokálńı pohybové rovnice pro oddělené prvky

ün+C
e = M−1

e (fn+C
e −Keu

n+C
e ) (2.2.27)

3. Výpočet v čase zájmu tn+1

3.1 Lokálńı prediktor

3.1.1 Váhové koeficienty

αe = ∆t/∆teC

β1e =
αe
6

(3αe + θ − θα2
e)

β2e = θ
αe
6

(α2
e − 1)

(2.2.28)

3.1.2 Taylor̊uv rozvoj s uvažováńım kritického kroku

un+1
e = une + ∆t u̇ne + β1e(∆teC)2 üne + β2e(∆teC)2 ün+C

e (2.2.29)

3.1.3 Aplikace Dirichletových okrajových podmı́nek (jsou-li definovány).

3.2 Spojeńı lokálńıch vektor̊u do globálńıch

[un+1
1 un+1

2 ... un+1
nEle]→ un+1

[u̇n+1
1 u̇n+1

2 ... u̇n+1
nEle]→ u̇n+1

[ün+1
1 ün+1

2 ... ün+1
nEle]→ ün+1

(2.2.30)

- Hodnoty v globálńıch uzlech se źıskaj́ı zpětnou transformaćı

u = (LT L)−1 LTU

3.3 Pohybová rovnice

ün+1 = M−1 (fn+1 −Kun+1) (2.2.31)

3.4 Globálńı korektor

u̇n+1 = u̇n + ∆t ((1− γ)ün + γün+1) (2.2.32)
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Kapitola 3

Doménová dekompozice pomoćı

Lagrangeových multiplikátor̊u

Výpočet dynamického děje je náročný jednak na pamět’, jednak na časovou délku výpočtu

v d̊usledku malého časového kroku ∆t. Doba výpočtu je př́ımo úměrná počtu výpočetńıch

krok̊u, ale záviśı i na počtu stupň̊u volnosti úlohy, jelikož jednotlivé operace se s rostoućımi

maticemi zpomaluj́ı. Alespoň částečnou představu o potřebné paměti pro popis systému

lze odhadnout z předpokladu, že použitá pamět’ je př́ımo úměrná počtu člen̊u v matićıch

soustavy a matice jsou reprezentovány standardńı zp̊usobem. Potom přibližně plat́ı úvaha,

že potřebná kapacita paměti pro uložeńı matic je minimálně př́ımo úměrná druhé moc-

nině počtu uzl̊u (tj. počet člen̊u každé matice) krát počet matic (M,C,K→ 3n2). Tento

odhad však neodpov́ıdá kapacitě paměti potřebné pro jednotlivé operace s maticemi a lze

tak předpokládat, že skutečné nároky jsou vyšš́ı.

Nástroji, které zlepšuj́ı efektivnost výpočtu, jsou metody doménové dekompozice. Jedny

z metod jsou metody založené na výpočtu s Lagrangeovými multiplikátory, a to metoda

klasická a lokalizovaná.
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3.1 Motivace

Doba výpočtu záviśı na počtu časových krok̊u (resp. velikosti časového kroku ∆t) a složi-

tosti každého kroku ve smyslu počtu elementárńıch operaćı. Velikost časového kroku

při explicitńım výpočtu je daná kritickým krokem systému, který je určen elementem

s nejvyšš́ı vlastńı frekvenćı [15]. Pro homogenńı materiál je tedy časový krok úlohy určen

nejmenš́ım elementem.

Základńı zásady tvorby numerického modelu pro úlohu š́ı̌reńı vln s ohledem na dobu

simulace lze formulovat takto:

� použit́ı
”
rozumně“ jemné śıtě, tj. śıt’ dostatečně aproximuj́ıćı bud́ıćı pulz

� použit́ı pravidelné śıtě - zamezeńı vzniku ojedinělých element̊u s vysokou vlastńı

frekvenćı a numerických odraz̊u vln na rozhrańı sousedńıch prvk̊u

V praxi je otázka jemnosti śıtě komplikovaná, zpravidla je nutné danou úlohu spoč́ıtat pro

několik př́ıpad̊u jemnosti śıtě a t́ım určit konvergenci metody a jej́ı přesnost. Pravidelnost

nelze zaručit u složitých 3D model̊u. Pro ojedinělé prvky lze využ́ıt metody mass scaling

[15], č́ımž však dojde k přeladěńı maximálńı frekvence systému ωmax.

Uvedené postupy maj́ı v každém př́ıpadě určitý vliv na numerické výsledky, jejich možnost

použit́ı je tedy do značné mı́ry omezená. Vedle toho existuj́ı postupy urychluj́ıćı simulaci,

které numerické výsledky neovlivńı:

� zvýšeńı výkonu HW

� optimalizace algoritmů a jejich implementace

3.1.1 Rychlost výpočtu - omezený takt CPU

Na obr. 3.1 je zobrazena historie výkonu procesor̊u do roku 2010. V posledńı dekádě se

frekvence CPU ve srovnáńı s vývojem před rokem 2000 zvýšily zanedbatelně. Aktuálńı

procesory dosahuj́ı zpravidla maximálně frekvence 5 GHz. K radikálńımu vzr̊ustu do-

jde pravděpodobně až s př́ıpadným nástupem a rozš́ı̌reńım nové technologie kvantových

poč́ıtač̊u.
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Obrázek 3.1: Historie výkonu CPU (tmavě modře frekvence [MHz]) [16]

3.1.2 Optimalizace algoritmů

Optimalizace algoritmů je v současné době nejefektivněǰśım nástrojem. Optimalizovat lze

na r̊uzných úrovńı kódu. Př́ıkladem z ńızké úrovně mohou být r̊uzné formáty pro ukládáńı

ř́ıdkých matic apod. Tato práce se však věnuje optimalizaci na vyšš́ı úrovni návrhu algo-

ritmu.

Jak již bylo řečeno, standardně je minimálńı možný časový krok ∆t v explicitńım výpočtu

určen nejkratš́ım kritickým krokem elementu ∆teC . T́ımto krokem ∆t je pak poč́ıtána celá

soustava jednotlivých člen̊u. Tento př́ıstup je velmi neefektivńı - Courantova č́ısla ele-

ment̊u e

Ce
0 =

∆t

∆teC
(3.1.1)

se v obecném př́ıpadě pro každý element lǐśı. Toto je nav́ıc zdrojem numerických oscilaćı

[17,18]. Nab́ıźı se otázka, jak formulovat výpočet takovým zp̊usobem, aby ideálně každý

element byl v čase integrován s Ce
0 = 1.
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Řešeńım je rozděleńı velké soustavy konečných prvk̊u na jednotlivé podoblasti (domény),

které seskupuj́ı elementy s podobným Ce
0 =̇ Cdom

0 , tj. doménová dekompozice (obr. 3.1).

Bude-li pak každá doména integrovaná odděleně vlastńım časovým krokem, dojde ke zna-

telné časové úspoře.

dom2

dom1

dom3

dom1

dom2

dom3

Ω
Ω1

Ω2

Ω3

Ω = Ω1 U Ω2 U Ω3

Obrázek 3.2: Znázorněńı doménové dekompozice

Tento postup vede na 2 úlohy:

1. Rozděleńı soustavy na oblasti (domény) - k tomu je v této práci využita metoda

Lagrangeových multiplikátor̊u lokalizované formě [10].

2. Výpočet časové odezvy s r̊uzným časový krokem pro každou doménu - tomu se

věnuje stěžejńı kapitola 4 o pokročilé časové integraci.

Nav́ıc bod 1. je pro numerické výpočty
”
zlomový“, pokud je algoritmus formulován pa-

ralelně. Počet element̊u byl doposud omezen pamět́ı použitého PC. V dnešńı době para-

lelńıch výpočt̊u s využit́ım cloudových služeb a nástroj̊u je při použit́ı doménové dekom-

pozice toto omezeńı eliminováno, jelikož kapacita paměti je teoreticky
”
neomezená“.
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3.2 Metody

Rozhrańı je interakce dvou entit s jednoznačným statusem aktivńı (docháźı k vzájemnému

ovlivněńı entit a k výměně informaćı), nebo neaktivńı (k interakci nedocháźı). Může

se mj. jednat o interakci mechanického systému s magnetickým či elektrickým polem

a o mnoho daľśıch úloh fyziky. Pro formulaci rozhrańı se použ́ıvá metoda Lagrangeových

multiplikátor̊u (λ metoda). Tato metoda přesně popisuje kinematickou vazbu (na rozd́ıl

např. od penaltové formulace ve speciálńım př́ıpadě rozhrańı - kontaktu, kde ke vzniku

kontaktńıch sil docháźı pouze při penetraci domén, jej́ıž velikost záviśı hodnotách penal-

tových parametr̊u). Na druhou stranu je náročněǰśı pro implementaci (zvláště při mode-

lováńı dynamického systému) a soustava obsahuje v́ıce rovnic odlǐsného typu.

3.2.1 Klasická λ metoda

Metoda spoč́ıvá ve spojeńı jednotlivých stupň̊u volnosti (posuv̊u uzl̊u v mı́stě kontaktu)

vazbovými rovnicemi, dodržeńım 3. Newtonova zákona (zákon akce a reakce) a splněńım

pohybových rovnic. Volba vazbových rovnic neńı jednoznačná, existuje několik možnost́ı,

jak stupně volnosti propojit.

Necht’ jsou dány 4 vetknuté 1D pruty se závaž́ım mi na volném konci a s kinematickou

vazbou stejných posuv̊u u1 = u2 = u3 = u4 jejich volných konc̊u (obr. 3.3).

Obrázek 3.3: Modelový př́ıklad 4 vetknutých prut̊u [10]

Potencionálńı možnosti předepsáńı kinematické podmı́nky jsou uvedeny na obrázku 3.4.

Pokud by byla aplikována každá z naznačených vazeb, vznikla by neurčitá soustava.
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Obrázek 3.4: Modelový př́ıklad 4 vetknutých prut̊u - neurčitá soustava [10]

Má-li být soustava řešitelná, je nutné definovat 3 nezávislé vazby. Volba těchto vazeb však

neńı jednoznačná (obr. 3.5).

Obrázek 3.5: Modelový př́ıklad 4 vetknutých prut̊u - př́ıklady určitých soustav [10]

Speciálně pro soustavu na obrázku 3.5 vlevo lze celková energie systému vyjádřit jako

Π(u, λcl) =
1

2
u̇TMu̇ + uT

(1

2
Ku− f

)
+ λT

cl CT
cl u , (3.2.1)

kde

M =


m1 0 0 0

0 m2 0 0

0 0 m3 0

0 0 0 m4

 , K =


k1 0 0 0

0 k2 0 0

0 0 k3 0

0 0 0 k4



Ccl =


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1



u =


u1

u2

u3

u4

 λcl =


λ12

λ23

λ34

 f =


f1

f2

f3

f4



(3.2.2)

Minimalizace funkcionálu (3.2.1) je ekvivalentńı řešeńı soustavy (3.2.3). Problém spoč́ıvá

v matici Ccl, která neńı jednoznačně určená. Jej́ı tvar záviśı na konkrétńı volbě vazeb.
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[
K̄ Ccl

CT
cl 0

][
u

λcl

]
=

[
f

0

]
;

K̄ = MD2 + K , D =
d

dt

(3.2.3)

3.2.2 Lokalizovaná λ metoda

Tuto metodu vyvinul K.C. Park [10]. Do rozhrańı je přidán daľśı
”
mezičlen (frame)“,

na který se okolńı stupně volnosti vážou (obr. 3.6). Volba vazbových rovnic je tedy

jednoznačná. Nav́ıc je řešeńı na jednotlivých doménách přirozeně odděleno vloženým

”
mezičlenem“, což je velmi výhodná výchoźı pozice pro implementaci heterogenńıho, resp.

asynchronńıho integrátoru.

Obrázek 3.6: Modelový př́ıklad s využit́ım mezičlenu [10]

Energii takto definovaného systému vyjadřuje funkcionál (3.2.4).

Π(u, λl,ug) =
1

2
u̇TMu̇ + uT

(1

2
Ku− f

)
+ λT

l B(u− Lbug)

u =


u1

u2

u3

u4

 λl =


λl

λ2

λ3

λ4

 f =


f1

f2

f3

f4



BT = I(4×4), LT
b = [1 1 1 1]

(3.2.4)

36



Minimalizace funkcionálu (3.2.4) je ekvivalentńı řešeńı soustavy (3.2.5). Tvar soustavy je

jednoznačně určen. 
K̄ B 0

BT 0 −Lb

0 −LT
b 0




u

λl

ug

 =


f

0

0

 ;

K̄ = MD2 + K , D =
d

dt

(3.2.5)
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3.3 Praktické využit́ı

Použit́ı doménové dekompozice v kombinaci s pokročilými metodami časové integrace

přináš́ı řadu výhod, ale i některé nevýhody.

Výhody:

� dekompozice přirozeně vede na paralelńı formulaci

� každá doména má vlastńı časový krok

� každá doména může být integrována vlastńım časovým integrátorem - kombinace

explicitńıch a implicitńıch integrátor̊u s r̊uznými časovými kroky ∆t (úlohy multi-

fyziky)

Nevýhody:

� náročnost zaručeńı stability rozhrańı

� náročnost zamezeńı disipace energie na rozhrańı v př́ıpadě aproximace Lagran-

geových multiplikátor̊u

� složitost dekompozičńıch algoritmů

V konečném d̊usledku je doménová dekompozice nástroj na odstraněńı požadavku velké

kapacity paměti. Celkové zkráceńı doby výpočtu zaručené neńı. Při pomalé komunikaci

mezi jednotlivými výpočetńımi jednotkami může výpočet trvat ve skutečnosti déle. Pro

integraci domén s rozd́ılnými časovými kroky je doba výpočtu stále daná počtem krok̊u

∆tmin na doméně s nejvyšš́ı vlastńı frekvenćı. Na druhou stranu, odezva na zbylých

doménách je poč́ıtána pouze v časech určených jejich vlastńı frekvenćı, č́ımž docháźı

k úspoře energie a nevyužité př́ıslušné výpočetńı jednotky lze využ́ıt jiným zp̊usobem.
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Kapitola 4

Pokročilé metody časové integrace

V kapitole 2.2.3 byla popsána Newmarova rodina implicitńıch metod, explicitńı metoda

centrálńıch diferenćı a Pushforward-pullback metoda. Tyto metody se vyznačuj́ı použit́ım

jednoho globálně určeného časového kroku, který se odv́ıj́ı od nejvyšš́ı vlastńı frekvence

celého systému domén. Formulace rozhrańı uvedená v kapitole 3.2.2 však systém přirozeně

rozděluje na jednotlivé domény. Nab́ıźı se možnost poč́ıtat odezvu každé domény vlastńım

časovým krokem ∆tdom. Výhodou je potom možnost zachovańı stejného Courantova č́ısla

pro celý systém, na kterém záviśı četnost a amplituda umělých oscilaćı napět́ı, které se jako

chyba objevuj́ı v řešeńı. Tato myšlenka vede na definici heterogenńıch a asynchronńıch

integrátor̊u. A v konečném d̊usledku se nab́ıźı možnost speciálńıch postup̊u při časové

integraci heterogenńıch materiál̊u, kdy každý element může mı́t sv̊uj vlastńı časový krok

pro odhad některých kinematických veličin.
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4.1 Heterogenńı časový integrátor

Heterogenńı integrátor dovoluje integrovat každou z domén odděleně. K výměně informaćı

(posuv̊u, rychlost́ı, zrychleńı) mezi doménami docháźı pouze ve specifických časech (časo-

vých hladinách) prostřednictv́ım Lagrangeových multiplikátor̊u. Na metodu je kladeno

omezeńı, že poměr výpočtových krok̊u každých dvou domén muśı být celoč́ıselným násob-

kem [11]. Univerzálńı řešeńı je např. použit́ı pouze krok̊u s hodnotou an; n ∈ Z; a = konst.

Př́ınosem tohoto schématu je částečná homogenizace Courantova č́ısla na celém systému,

což přináš́ı řadu výhod. Př́ıkladem může být závislost frekvence a amplitudy numerických

oscilaćı řešeńı (napět́ı) právě na Courantově č́ısle. Heterogenńı integrátor parametry těchto

oscilaćı sjednot́ı na celé oblasti řešeńı a je možné je př́ıpadně filtrovat. Daľśı výhodou je

přirozená paralelńı implementace, která umožňuje použ́ıvat časový integrátor s využit́ım

cloudových služeb apod.

Implementace v rámci praktické části práce vycháźı ze schématu pro př́ıpad dvou domén

s poměrem časových krok̊u ∆t1/∆t2 = 2 [11]. Tato základńı verze byla rozš́ı̌rena pro

libovolný počet domén s libovolným poměrem kritických krok̊u dvou sousedńıch domén.

Podrobné odvozeńı a analýza základńıho schématu lze nalézt v [11]. Výpočet je naznačen

v následuj́ıćı podkapitole.

4.1.1 Schéma výpočtu

Základńı verze [11], z které implementace této práce vycháźı, využ́ıvá na jednotlivých

doménách pro časovou integraci Pushforward-pullback metodu. Jak bylo již uvedeno v ka-

pitole 2.2.3.3, metoda se vyznačuje složitěǰśım výpočtem odhadu posuvu a rychlosti, pro

který je mj. nutná znalost zrychleńı v čase tn+∆tc, tedy ün+C . Jelikož toto zrychleńı záviśı

na Lagrangeových multiplikátorech λn+C , výpočet se značně komplikuje. Nı́že je popsán

výpočet na doméně (S -
”
small“) s menš́ım časovým krokem v čase tj+1 pro př́ıpad 2

domén s poměrem časových krok̊u ∆tL/∆tS = m (obr. 4.1).
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Obrázek 4.1: Znázorněńı časové diskretizace pro př́ıpad dvou domén při heterogenńı časové

integraci (doména S -
”
small“, doména L -

”
large“) [24]

Značeńı:

{β; γ} - Newmarkovy parametry

θ = 2β

m = ∆tL/∆tS

j = [0 2 3 ... m− 1]

k = j + 1

(4.1.1)

Algoritmus:

1. Výpočet pro kritický časový krok ∆tSC domény S

1.1 Prediktor heterogenńıho integrátoru

1.1.1 Poč́ıtaná doména S

uj+CSS = ujS + ∆tSC u̇jS +
(∆tSC)2

2
üjS (4.1.2)

1.1.2 Okoĺı L

uj+CSL = ujL + ∆tSC u̇jL +
(∆tSC)2

2
üjL (4.1.3)

1.2 Pohybová rovnice

1.2.1 Poč́ıtaná doména S

˜̈uj+CSS = M−1
S (f j+CSS −KS uj+CSS ) (4.1.4)

1.2.2 Okoĺı L

˜̈uj+CSL = M−1
L (f j+CSL −KL uj+CSL ) (4.1.5)
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1.3 Problém rozhrańı

1.3.1 Zrychleńı rozhrańı

üj+CSf = (ML(end,end) + MS(1,1))
−1 ·

· (ML(end,end)
˜̈uj+CSL(end,end) + MS(1,1)

˜̈uj+CSS(1,1))
(4.1.6)

1.3.2 Lagrange̊uv multiplikátor

λj+CSS = MS(1,1) (˜̈uj+CSS(1,1) − üj+CSf ) (4.1.7)

1.4 Korektor heterogenńıho integrátoru

üj+CSS = ˜̈uj+CSS −M−1
S · [λ

j+CS
S 0 0 ... 0]T (4.1.8)

2. Výpočet pro kritický čas okoĺı L

2.1 Prediktor heterogenńıho integrátoru

2.1.1 Poč́ıtaná doména S

un+CL
S ≈ ujS (4.1.9)

- Nelze poč́ıtat s krokem ∆tLC > ∆tSC , je nutné použ́ıt aproximaci.

2.1.2 Okoĺı L

un+CL
L = unL + ∆tLC u̇nL +

(∆tLC)2

2
ünL (4.1.10)

2.2 Pohybová rovnice

2.2.1 Poč́ıtaná doména S

˜̈un+CL
S = M−1

S (fn+CL
S −KS un+CL

S ) (4.1.11)

2.2.2 Okoĺı L

˜̈un+CL
L = M−1

L (fn+CL
L −KL un+CL

L ) (4.1.12)

2.3 Problém rozhrańı

2.3.1 Zrychleńı rozhrańı

ün+CL
f = (ML(end,end) + MS(1,1))

−1 ·

· (ML(end,end)
˜̈un+CL
L(end,end) + MS(1,1)

˜̈un+CL
S(1,1))

(4.1.13)

2.3.2 Lagrange̊uv multiplikátor

λn+CL
L = ML(end,end) (˜̈un+CL

L(end,end) − ün+CL
f ) (4.1.14)

2.4 Korektor heterogenńıho integrátoru

ün+CL
L = ˜̈un+CL

L −M−1
L · [0 ... 0 0 λn+CL

L ]T (4.1.15)
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3. Výpočet domény S v čase zájmu tj+1

3.1 Váhové koeficienty

αS = ∆tS/∆tSC

αL = k ∆tS/∆tLC

β1S =
αS
6

(3αS + θ − θα2
S)

β2S = θ
αS
6

(α2
S − 1)

β1L =
αL
6

(3αL + θ − θα2
L)

β2L = θ
αL
6

(α2
L − 1)

(4.1.16)

3.2 Prediktor heterogenńıho integrátoru

3.2.1 Poč́ıtaná doména S

uj+1
S = ujS + ∆tS u̇jS + β1S(∆tSC)2 üjS + β2S(∆tSC)2 üj+CSS

pu̇j+1
S = u̇jS + ∆tS (1− γ) üjS

(4.1.17)

3.2.2 Okoĺı L

uj+1
L = unL + k ∆tS u̇nL + β1L(∆tLC)2 ünL + β2L(∆tLC)2 ün+CL

S

pu̇j+1
L = u̇jL + ∆tL (1− γ) üjL

(4.1.18)

3.3 Pohybová rovnice

3.3.1 Poč́ıtaná doména S

˜̈uj+1
S = M−1

S (f j+1
S −KS uj+1

S ) (4.1.19)

3.3.2 Okoĺı L

˜̈uj+1
L = M−1

L (f j+1
L −KL uj+1

L ) (4.1.20)

3.4 Problém rozhrańı

3.4.1 Zrychleńı rozhrańı

üj+1
f = (ML(end,end) + MS(1,1))

−1 ·

· (ML(end,end)
˜̈uj+1
L(end,end) + MS(1,1)

˜̈uj+1
S(1,1))

(4.1.21)

3.4.2 Posuv a rychlost rozhrańı

uj+1
f = ujf + ∆tS ((1− γ)üjf + γ üj+1

f )

u̇j+1
f = u̇jf + ∆tS üj+1

f

(4.1.22)

- V př́ıpadě, že by se namı́sto výpočtu domény S v čase tj+1 jednalo o

výpočet domény L v čase tn+1 (obr. 4.1), nebylo by rozhrańı poč́ıtáno a
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došlo by k pouhému převzet́ı a k aplikaci jakožto okrajových podmı́nek

již spočtených hodnot un+1
f a u̇n+1

f z posledńı ho výpočtu na doméně S.

V takovém př́ıpadě (doména L, okoĺı S) jsou všechny předchoźı výpočty

na okoĺı S redundantńı.

3.4.3 Lagrange̊uv multiplikátor

3.4.3.1. Poč́ıtaná doména S

λj+1
S = MS(1,1) (˜̈uj+1

S(1,1) − üj+1
f ) (4.1.23)

3.4.3.2. Okoĺı L

λj+1
L = ML(end,end) (˜̈uj+1

L(end,end) − üj+1
f ) (4.1.24)

3.5 Korektor heterogenńıho integrátoru

3.5.1 Poč́ıtaná doména S

üj+1
S = ˜̈uj+1

S −M−1
S · [λ

j+1
S 0 0 ... 0]T

u̇j+1
S = pu̇j+1

S + ∆tS γ üj+1
S

(4.1.25)

3.5.2 Okoĺı L
üj+1
L = ˜̈uj+1

L −M−1
L · [0 ... 0 0 λj+1

L ]T

u̇j+1
L = pu̇j+1

L + k ∆tS γ üj+1
L

(4.1.26)

4.1.2 Grafické znázorněńı schématu

Předchoźı schéma je pro názornost překresleno do časoprostorových graf̊u. Pro zachováńı

přehlednosti a vysvětleńı principu heterogenńı integrace postač́ı grafy sestrojit pro in-

tegraci metodou centrálńıch diferenćı (β = 0, γ = 1
2
) namı́sto metody Pushforward-

pullback.

Definice úlohy je uvedena v úvodu schématu. Zelené a fialové šipky (obr. 4.2) jsou de facto

charakteristiky př́ıslušné vlnové rovnice, jej́ıž řešeńı se skládá z dopředné f(x−ct) a zpětné

vlny g(x+ct). Charakteristiky nejsou
”
izolované“ př́ımky, jedná se o spojitý tok informaćı

a to jak z právě vyřešených uzl̊u, tak z prostoru mezi nimi (viz rovnice prostorové diskreti-

zace (2.2.8)). V grafech následuj́ıćıch (obr. 4.3-4.5) jsou pro přehlednost vykresleny pouze

charakteristiky s počátkem v uzlech. Doména S je tvořena elementy o velikosti ∆xS,

která je polovičńı oproti element̊um ∆xL domény L. Materiálové charakteristiky obou

domén jsou identické. Na jeden výpočetńı krok domény L jsou nutné 2 výpočetńı kroky

domény S. Výpočtové kroky ∆t jsou uvažovány pro obě domény jako kritické ∆tL = ∆tLC

a ∆tS = ∆tSC .
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t

λ
gS(x+ct) fL(x-ct)fS(x-ct) gL(x+ct)

ΔtS

ΔtS
ΔtL

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

S L

Obrázek 4.2: Znázorněńı časové diskretizace 2 domén při heterogenńım výpočtu

Jak bylo již uvedeno, metoda centrálńıch při samotném výpočtu neuvažuje kritické kroky.

Výchoźımi rovnicemi jsou zjednodušené vztahy 4.1.17 a 4.1.18 pro predikci posuv̊u a

rychlost́ı

1. Poč́ıtaná doména S

uj+1
S = ujS + ∆tS u̇jS +

∆t2
S

2
üjS

pu̇j+1
S = u̇jS + ∆tS (1− γ) üjS

, (4.1.27)

2. Okoĺı L

uj+1
L = ujL + ∆tS u̇jL +

∆t2
S

2
üjL

pu̇j+1
L = u̇jL + ∆tS (1− γ) üjL

. (4.1.28)

Úloha je vyřešena v okamžiku, kdy je propoč́ıtán celý cyklus domény S během jednoho

kroku domény L a dořešena i doména L. Ve výchoźı situaci je posledńı známé řešeńı v čase

tn (obr. 4.3). Nyńı proběhne výpočet na oblasti Ω s časovým krokem ∆tS, která zahrnuje

doménu S a nejblǐzš́ı okoĺı. Jako nejbližš́ı okoĺı je v grafu (obr. 4.3) pro jednoduchost

zakreslena pouze jedna krajńı vrstva element̊u, v reálném výpočtu se uvažuj́ı vrstvy 2.

Tento výpočet zahrnuje:

1. predikci posuv̊u a rychlost́ı nespojité oblasti Ω (4.1.27 a 4.1.28)

2. řešeńı pohybové rovnice nespojité oblasti Ω (4.1.19 a 4.1.20)

3. určeńı Lagr. multipl. λ (4.1.21 - 4.1.24) a korekce hranice domény S (4.1.25 a 4.1.26)

45



t

λ

gS(x+ct) fL(x-ct)fS(x-ct) gL(x+ct)

tn

ΔtL

tn+1

tn+[ j ]
ΔtS

ΔtS

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Ω

Obrázek 4.3: Řešeńı prvńıho sub-kroku

Následuje identický výpočet (obr. 4.4) pro daľśı časovou hladinu (resp cyklus přes hladiny

v př́ıpadě, že ∆tL/∆tS > 2).

t

λ

gS(x+ct) fL(x-ct)fS(x-ct) gL(x+ct)

tn

ΔtL

tn+1

tn+[ j ]
ΔtS

ΔtS

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Ω

Obrázek 4.4: Řešeńı druhého sub-kroku

Nyńı je známé řešeńı na doméně S pro časové hladiny tn až tn+1 a proběhne dopočet

domény L (obr. 4.5). Výpočet situace na rozhrańı je zjednodušen, jelikož posuv a rychlost

hranice jsou již pevně dané z předchoźıho výpočtu a aplikuj́ı se jako okrajové podmı́nky

(viz poznámka pod (4.1.22)).
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u,ut

gS(x+ct) fL(x-ct)fS(x-ct) gL(x+ct)

tn

ΔtL

tn+1

tn+[ j ]

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Ω

Obrázek 4.5: Dopočet domény L s již vyřešeným rozhrańım z předchoźıho sub-kroku

Cyklus je uzavřen, jsou známy všechny veličiny v čase tn+1.
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4.2 Asynchronńı časový integrátor

Oproti heterogenńımu integrátoru je zde odstraněno omezeńı na celoč́ıselný poměr výpoč-

tových krok̊u jednotlivých domén. V literatuře je jako asynchronńı integrace ve většině

př́ıpad̊u označen proces, kdy jednotlivé části modelu jsou integrovány vlastńımi časovými

kroky bez jakéhokoli omezeńı. Avšak rozděleńı modelu na části jednotliv́ı autoři prováděj́ı

na r̊uzných úrovńıch:

1. rozděleńı na jednotlivé elementy

2. rozděleńı na jednotlivé domény

Prvńı př́ıpad (rozděleńı na elementy) lze nalézt v materiálech [19,20,21,22]. K časové in-

tegraci zde docháźı odděleně na jednotlivých elementech. Některé z metod však vykazuj́ı

nestabilńı chováńı, př́ıpadně jsou stabilńı, ale nepřesné z pohledu splněńı podmı́nek vazeb

na rozhrańı. V práci tyto postupy implementovány nejsou.

Druhá skupina jsou metody, které model rozděluj́ı na domény a k výměně informaćı

mezi nimi docháźı pouze na rozhrańı (př́ıpadně kontaktu). K této výměně docháźı jako

v př́ıpadě heterogenńıho integrátoru prostřednictv́ım Lagrangeových multiplikátor̊u λ.

V práci je využit právě tento př́ıstup.

4.2.1 Asynchronńı časová integrace na úrovni domén

V principu se jedná o problém přenosu informaćı na rozhrańı domény v čase, který neńı

časem známého řešeńı domény.

4.2.1.1 Nedisipativńı metoda

V př́ıpadě, že existuje v řešeńı takový okamžik, kdy je známo řešeńı na všech doménách,

lze postupovat podle [23]. Metoda vede na rozsáhlou soustavu rovnic, která lze však

do určité mı́ry řešit paralelně. Soustava obsahuje řešeńı všech domén ve všech časových

kroćıch jednotlivých domén a to od posledńıho společného okamžiku řešeńı všech domén do

následuj́ıćıho takového okamžiku tspol. V pr̊uběhu tohoto časového úseku se předpokládá

lineárńı změna Lagrangeových multiplikátor̊u λ. Toto řešeńı je přesné ve smyslu splněńı

vazeb a nedocháźı k disipaci energie. Avšak praktické použit́ı je problematické. Necht’

jsou dvě domény s poměrem krok̊u ∆t1/∆t2 = 0.9 (tedy kroky jsou si velmi bĺızké). V

čase t = 0 je řešeńı známo na obou doménách. Daľśı takový čas tspol nastane až po 10

kroćıch domény 1 a 9 kroćıch domény 2, tedy tspol = 10 · ∆t1 = 9 · ∆t2. Soustava tedy

bude obsahovat 19 neznámých řešeńı kinematiky (posuvy, rychlosti a zrychleńı) a nav́ıc 19

48



neznámých sad Lagrangeových multiplikátor̊u λ. Z uvedeného je zřejmý paradox (4.2.1).

Rozměr soustavy poroste do nekonečna pro ∆t1 → ∆t2, přitom
”
intuitivně“ je pro př́ıpad

∆t1
.
= ∆t2 očekáváno řešeńı složitost́ı odpov́ıdaj́ıćı standardńım metodám s globálńım

krokem. Druhým extrémem je př́ıpad pevně daného nenulového ∆t2 > 0 a zároveň limitně

se bĺıž́ıćıho ∆t1 → 0 (4.2.2).

lim
∆t1→∆t2

=⇒ tspol →∞ (4.2.1)

lim
∆t1→0

=⇒ tspol →∞ (4.2.2)

Použitelnost metody je tedy značně omezená. Nav́ıc vyžaduje apriorńı znalost časových

hladin, v kterých bude poč́ıtáno řešeńı, což může být v nelineárńıch úlohách, kdy se délka

časového kroku měńı v pr̊uběhu výpočtu, problematické.

4.2.1.2 Disipativńı metoda

V aplikaci výpočtu š́ı̌reńı vln pomoćı MKP se jako vhodný postup jev́ı skupina metod,

která je založena na lineárńı interpolaci veličin na rozhrańı. Zjednodušeně lze metodu

formulovat v těchto bodech:

1. pro t = 0 integruj všechny domény bez vzájemné interakce (uvolněný systém) - tj.

prediktor

2. aplikuj korekci pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u na doménu i s aktuálně nejniž-

š́ım časem známého řešeńı, multiplikátory jsou źıskány interpolaćı vybraných veličin

okoĺı - tj. korektor

3. integruj doménu i bez vlivu okoĺı - tj. prediktor

4. pokud existuje doména, která stále nedosáhla konečného času výpočtu, vrat’ se

na krok 2.

5. konec

Jádro asynchronńıho schématu spoč́ıvá v bodu 2, je nutné źıskat Lagrangeovy mul-

tiplikátory v časech jakožto reakčńı śıly na rozhrańıch, kdy na sousedńıch doménách neńı

řešeńı k dispozici. K tomu se využije interpolace I multiplikátor̊u λ v čase tn+j

λn+j = I(λn, λn+1) . (4.2.3)

Toto řešeńı neńı přesné a docháźı k porušeńı vazebńıch podmı́nek v rozhrańı, což neńı

fyzikálně korektńı a to zp̊usob́ı numerickou disipaci energie na rozhrańı. Na druhou stranu

49



tato metoda je poměrně robustńı - apriorńı znalost čas̊u řešeńı neńı nutná, časový krok se

může v pr̊uběhu libovolně měnit a rozsáhlost soustav rovnic je předem známá, na rozd́ıl

od nedisipativńı metody (kap. 4.2.1.1).

4.2.2 Schéma výpočtu

Pro implementaci byla využita metoda použitá v softwaru EUROPLEXUS [24,25]. Je za-

ložena na apriorńım požadavku rovnováhy na rozhrańı (prediktor) a aposteriorńı opravou

spojitosti kinematických veličin na rozhrańı pomoćı Lagrangeových multiplikrátor̊u (ko-

rektor). Postup je popsán na konkrétńım př́ıpadu dvou domén (obr. 4.6) - výpočet domény

2 v čase t5.

Obrázek 4.6: Znázorněńı časové diskretizace 2 domén při asynchronńı časové integraci [24]

Značeńı:

free - řešeńı na uvolněných doménách bez vzájemné interakce

link - řešeńı na rozhrańı

Algoritmus:

1. Posledńı známé řešeńı:

� Doména 1 (okoĺı): {u4
1; u̇4

1; ü4
1} a nav́ıc v paměti {u̇4

1 free; u̇
4
1 link; ü4

1 link}

� Doména 2 (řešená): {u3
2; u̇3

2; ü3
2}

2. Prediktor asynchronńıho integrátoru (uvolněný systém)

2.1 Poč́ıtaná doména - Newmarkova metoda

2.1.1 Prediktor
pu5

2 = u3
2 + ∆tII

2 u̇3
2 +

(∆tII
2 )2

2
(1− 2β) ü3

2

pu̇5
2 = u̇3

2 + ∆tII
2 (1− γ) ü3

2

(4.2.4)

50



2.1.2 Pohybová rovnice

ü5
2 free = (M2 + β(∆tII

2 )2 K2)−1 (F5
2 −K2

pu5
2) (4.2.5)

2.1.3 Korektor
u5

2 free = pu5
2 + β(∆tII

2 )2 ü5
2 free

u̇5
2 free = pu̇5

2 + γ∆tII
2 ü5

2 free

(4.2.6)

2.2 Okoĺı - Newmarkova metoda

2.2.1 Prediktor
pu̇n1

1 = u̇4
1 + ∆tII

1 (1− γ) ü4
1 (4.2.7)

2.2.2 Pohybová rovnice

ün1
1 free = (M1 + β(∆tII

1 )2 K1)−1 (Fn1
1 −K1

pun1
1 ) (4.2.8)

2.2.3 Korektor

u̇n1
1 free = pu̇n1

1 + γ∆tII
1 ün1

1 free (4.2.9)

3. Problém rozhrańı

3.1 Konstanty interpolace

a1 =
t5 − t4

tn1 − t4

b1 =
∆tI

1

∆tII
1

(4.2.10)

3.2 Interpolace rychlosti okoĺı do řešeného času t5

u̇5
1 free =

tn1 − t5

tn1 − t4
u̇4

1 free +
t5 − t4

tn1 − t4
u̇n1

1 free
(4.2.11)

3.3 Operátory rozhrańı

H =
1

2
(∆tII

1 M1(end,end) + ∆tII
2 M2(1,1))

B = u̇5
1 free(end) +

1

2
∆tII

1 (1− a1)(b1 − 1)ü4
1 link(end) − u̇5

2 free(1)

(4.2.12)

3.4 Lagrange̊uv multipikátor

λ =
B

H
(4.2.13)

3.5 Zrychleńı rozhrańı

ü5
2 link = M−1

2 · [λ 0 0 ... 0]T (4.2.14)

4. Korektor asynchronńıho integrátoru (spojený systém)

u5
2 = u5

2 free + β(∆tII
2 )2 ü5

2 link

u̇5
2 = u̇5

2 free + γ∆tII
2 ü5

2 link

ü5
2 = ü5

2 free + ü5
2 link

(4.2.15)

51



4.2.3 Grafické znázorněńı schématu

Asynchronńı integrátor nemá požadavky na vzájemný poměr krok̊u a jeho implementace

přirozeně uvažuje i proměnný časový krok na každé doméně (obr. 4.7). Necht’ je na každé

doméně posledńı známé řešeńı v čase tndomi

t

λ
g1(x+ct) f2(x-ct)f1(x-ct) g2(x+ct)

Δtn+1
1

Δtn+1
2

Δtn2

Δtn+2
1

tndom1

tn+2
dom1

tn+1
dom1

tn-1
dom2

tn+1
dom2

tndom2

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Doména 1 Doména 2

Obrázek 4.7: Řešeńı prvńıho sub-kroku pro asynchronńı časový integrátor

Pro každou doménu je zavedeno vlastńı měřeńı času ti, které ukládá do paměti čas

odpov́ıdaj́ıćı posledńımu známému řešeńı tacti a čas nového neznámého řešeńı tnewi =

tacti + ∆tnewi (obr. 4.8). Řešeńı vždy proběhne pro doménu i = arg{min(tnewi )} v čase tnewi .

Na obr. 4.8 tato podmı́nka odpov́ıdá doméně 1 a čas tnew1 .

V prvńım časovém kroku dojde k výpočtu
”
uvolněného“ (bez vlivu rozhrańı) systému

pro časy tnewi . Výpočet prob́ıhá pro doménu 1 (4.2.4 - 4.2.6) a pro bĺızké okoĺı (4.2.7 -

4.2.9) (prvńı dvě vrstvy element̊u domény 2), nebo pro obě domény jako celky a výsledky

domény 2 mohou být uloženy do paměti pro budoućı (obr. 4.10) výpočet domény 2.
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t1 t2

Δtnew1

Δtnew2

tnew2

tact2

told2

tnew1

tact1

g1(x+ct) f2(x-ct)f1(x-ct) g2(x+ct)

Δtact2

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Ω1 Ω2

Obrázek 4.8: Řešeńı prvńıho sub-kroku

Nyńı je nutné přenést Lagrangeovým multiplikátorem informaci o okoĺı v čase tnewi .

V tomto čase však neńı na doméně 2 řešeńı k dispozici a proto je nutné multiplikátor

lineárně interpolovat přepočtem veličin z čas̊u tnew2 a tact2 (obr. 4.9).

t1 t2

Δtnew
1

Δtnew
2

tnew
2

tact
2

told
2tact

1

λ

J(unew
t free)

H(uact
tt )

tnew
1

g1(x+ct) f2(x-ct)f1(x-ct) g2(x+ct)

Δtact
2

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Ω12

Obrázek 4.9: Řešeńı prvńıho sub-kroku
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T́ım je doména 1 v čase tnew1 vyřešena a docháźı k posunu hodin domény 1 t1. Situace

na obrázku 4.10 je analogická stavu na obrázku 4.7, cyklus se opakuje.

t1 t2

Δtold1

Δtnew2

tnew2

tact2

told2

tact1

told1

Δtnew1

tnew1

g1(x+ct) f2(x-ct)f1(x-ct) g2(x+ct)

Δtact2

x
ΔxS ΔxLΔxS ΔxL

Ω1 Ω2

Obrázek 4.10: Řešeńı prvńıho sub-kroku
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PRAKTICKÁ ČÁST
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Kapitola 5

Implementačńı aspekty

Kód je psaný v jazyku Matlab. Jsou vytvořeny 3 oddělené moduly - preprocesor, řešič

a postprocesor. Tyto moduly jsou dále zběžně popsány. Kód je určen k řešeńı 1D problému

lineárńı elasto-dynamiky s uvažováńım doménové dekompozice. Nav́ıc je implementován

i zcela funkčńı kontakt na bázi penaltové metody [37,38,39,40], který ale neńı v práci dále

využit.

56



5.1 Definice úlohy

Detaily lze nalézt ve skriptu PREPROCESSOR.m. Je umožněno definovat libovolný počet

domén. Vstupy pro každou doménu jsou:

1. Funkce a konstanty:

� Young̊uv modul pružnosti E(x)

� Hustota ρ(x)

� Poissonovo č́ıslo ν(x)

� Plocha pr̊uřezu A(x)

� Velikost element̊u ∆x(x)

� Délka tyče L

2. Okrajové podmı́nky:

� Dirichletovy - předepsané posuvy (konstanta)

� Neumannovy - zat́ıžeńı pro každý konec tyče F (t) (funkce)

3. Počátečńı podmı́nky:

� Počátečńı posuv

� Počátečńı rychlost

Dále jsou pro potřeby kontaktu definovány č́ıselné hodnoty mezer mezi jednotlivými

tyčemi.
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5.2 Proces řešeńı problému

Ve skriptu SOLVER.m se zadá sestava k řešeńı (názvy definovaných tyč́ı a mezer v pre-

procesoru) a název úlohy, pod kterým budou výsledky uloženy. Dále je možné definovat

cestu k souboru nastaveńı simulace solver settings.m a cestu, kam se výsledky ulož́ı.

V souboru solver settings.m se nastav́ı př́ıslušné parametry pro použit́ı:

� časové integrace na celé oblasti bez doménové dekompozice (dále
”
konvenčńı inte-

grace“), nebo

� heterogenńı časová integrace, nebo

� asynchronńı časová integrace.

Pokud je v úloze definován kontakt, je nutné zadat jeho parametry (tuhostńı a hmot-

nostńı penaltový parametr). Dále se urč́ı metoda integrace (metoda centrálńıch diferenćı,

pr̊uměrného zrychleńı aj., doba řešeńı, faktor časového kroku, řád MKP prvk̊u, parame-

try diagonalizace matice hmotnosti a daľśı parametry, který slouž́ı k optimalizaci výpočtu.

Dle nastaveńı v souboru solver settings.m se spuštěńım souboru SOLVER.m spust́ı př́ısluš-

ný integrátor (konvenčńı C / heterogenńı H / asynchronńı A). Pro jednotlivé integrátory

jsou implementovány některé z metod integrace (tab. 5.1): metoda pr̊uměrného zrychleńı

(AVG), lineárńıho zrychleńı (LIN), Fox-Goodwin (FOX), centrálńıch diferenćı (MCD),

metoda Pushforward-pullback pro všechny zmı́něné př́ıpady (PFP-AVG, PFP-LIN, PFP-

FOX, PFP-MCD). Metoda PFP je nav́ıc doplněna možnost́ı zapnut́ı funkce Local stepping

(PFP-AVG-LS, PFP-LIN-LS, PFP-FOX-LS, PFP-MCD-LS).

Pro konvenčńı integrátor jsou nad rámec zadáńı definovány r̊uzné formulace kontaktu

na bázi penaltové metody (penaltová, bipenaltová a stabilizované varianty [37,38,39,40]),

ale nejsou v této práci využity.

AVG LIN FOX MCD PFP PFP-LS

Konvenčńı I I I I I I

Heterogenńı I I I I I I

Asynchronńı I I I I

Tabulka 5.1: Implementované metody integrace
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5.2.1 Charakteristické vlastnosti integrátor̊u

5.2.1.1 Konvenčńı integrátor

Matematické modely jednotlivých tyč́ı jsou souhrnně zahrnuty v matićıch hmotnosti M,

tlumeńı C a tuhosti K. V př́ıpadě definovaného kontaktu jsou matice v pr̊uběhu výpočtu

doplňovány o penaltové členy. Rozměr matic odpov́ıdá hodnotě n × n, kde n je počet

stupň̊u volnosti úlohy.

5.2.1.2 Heterogenńı integrátor

Matice jednotlivých domén Mdomi ,Cdomi ,Kdomi jsou uloženy v paměti odděleně. Rozměr

matic odpov́ıdá hodnotě ni × ni, kde ni je počet stupň̊u volnosti domény i.

Před započet́ım př́ımé časové integrace jsou identifikovány kritické časové kroky každé

domény a jsou zaokrouhleny výpočtové časové kroky tak, aby se minimalizoval rozd́ıl

β − βdomi = β − ∆tdomi

∆tdomiC

, (5.2.1)

kde β ∈ (0; 1〉 je zadaná globálńı hodnota (faktor výpočtového kroku) a zároveň aby byly

poměry výpočtových krok̊u každé z dvojic domén celá č́ısla.

Dále jsou pro dané výpočtové časové kroky sestaveny ř́ıd́ıćı tabulky, které obsahuj́ı in-

formace o pořad́ı integrace, počtu operaćı aj.

Na základě ř́ıd́ıćıch tabulek proběhne př́ımá časová integrace. Heterogenńı integrátor je

implementován zcela paralelně. Dle pokyn̊u v tabulkách se postupně aktivuj́ı jednotlivá

vlákna procesoru a prob́ıhá výpočet.

5.2.1.3 Asynchronńı integrátor

Počet a rozměry matic Mdomi ,Cdomi ,Kdomi , je stejný jako v př́ıpadě asynchronńıho in-

tegrátoru.

Inicializace

1. Pro každou i-tou doménu je definováno měřeńı času ti.

2. Určeńı výpočtových krok̊u domén ∆tdomiact = β∆tdomiC , kde faktor β je zadaný globálńı

parametr.
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3. Každé měřeńı ti ulož́ı do paměti výpočtové hladiny tacti = ∆tdominew a toldi = 0.

4. Výpočet uvolněných domén (free - viz. kapitola 4.2.2).

5. Každé měřeńı ti ulož́ı do paměti nové výpočtové hladiny tnewi = tacti + ∆tdominew .

6. Uložeńı hodnot ∆tdomiact = ∆tdominew .

Výpočet Pro potřeby interpolace Lagrangeových multiplikátor̊u je nutná znalost po-

sledńıho a nového časové kroku a př́ıslušné časové hladiny.

1. Výpočet na doméně j = arg(min{tnewj }) s vlivem rozhrańı (link - viz. kapitola 4.2.2).

2. Přepsáńı staré hodnoty ∆t
domj
act = ∆t

domj
new

3. Výpočet nové hodnoty ∆t
domj
new .

4. Měřeńı tj ulož́ı nové hodnoty toldj = tactj ; tactj = tnewj ; tnewj = tactj + ∆t
domj
new

5. Výpočet uvolněné domény v čase tnewj (free - viz. kapitola 4.2.2).

6. Návrat na krok 1)

Dle zadané frekvence výstupu jsou výsledky źıskané interpolaćı mezi časovými hladinami

se známým řešeńım pr̊uběžně ukládány.
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5.3 Prohĺıžeńı výsledk̊u

Skript POSTPROCESSOR.m je koncipován jako soubor odstavc̊u, které spoušt́ı inter-

aktivńı formuláře a seznamy, v kterých uživatel vyb́ırá úkoly k provedeńı nebo zadává

parametry. Jednotlivé odstavce kódu umožňuj́ı v interaktivńım prostřed́ı:

� načteńı výsledk̊u (libovolný počet simulaćı)

� animaci libovolné veličiny na vybrané části modelu v čase

� vykresleńı libovolné veličiny na vybrané části modelu v konkrétńım čase

� vykresleńı libovolné veličiny na konkrétńı souřadnici v závislosti na čase

� vykresleńı deformačńı a kinetické energie celého modelu v závislosti na čase

� export graf̊u do souboru .pdf a .png

Bylo maximálńı snahou implementovat postprocesor co nejrobustněji, aby prohĺıžeńı vý-

sledk̊u bylo uživatelsky př́ıvětivé.
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Kapitola 6

Verifikace

Vytvořený kód je verifikován dostupnými numerickými testy a experimentálńımi daty.

Výsledky jsou źıskány třemi typy integrátor̊u:

1. konvenčńı (C) - metoda s globálńım časovým krokem, bez doménové dekompozice,

celý model představuje jednu doména

2. heterogenńı (H) - s doménovou dekompozićı

3. asynchronńı (A) - s doménovou dekompozićı

Pro každý integrátor jsou implementovány r̊uzné metody integrace:

� Newmarkova rodina implicitńıch metod - zpravidla Metoda pr̊uměrného zrych-

leńı (AVG)

� Metoda centrálńıch diferenćı (MCD) - tj. explicitńı

� Pushforward-pullback metoda (PFP) s př́ıpadně aktivovaným rozš́ı̌reńım Lo-

cal stepping (LS)

62



Pro zachováńı přehlednosti je pro každou úlohu uvedeno pouze nastaveńı, které se lǐśı

od výchoźıho v tabulce 6.1.

Parametr Hodnota

Řád MKP prvk̊u 1 (lineárńı)

Faktor časové kroku ∆t
∆tC

0,5

Prostorová numerická integrace Gaussova

Integračńıch bod̊u pro matici K 2

Integračńıch bod̊u pro matici M 2

Diagonalizace matice M úplná (M diagonálńı)

Tabulka 6.1: Výchoźı nastaveńı řešiče

Nav́ıc jsou definovány i výchoźı parametry materiálového modelu a geometrických dat

(tab. 6.2).

Parametr Hodnota

Young̊uv modul E [Pa] 1

Hustota ρ [kg m−3] 1

Plocha pr̊uřezu A [m2] 1

Dirichletovy okrajové podmı́nky homogenńı

Délka hrany elementu ∆x [m] 0,01

Tabulka 6.2: Výchoźı nastaveńı řešiče

Dále jsou zavedeny normalizované souřadnice ξ = x
L1

a τ = t
T1

, kde L1 odpov́ıdá zpravidla

délce prvńı domény, nebo tyče a T1 době, která je potřeba pro š́ı̌reńı vlny přes celou délku

této domény, nebo tyče (charakteristická doba). Konkrétńı význam τ je uveden v každé

kapitole.

Pro potřeby vykresleńı je definováno normalizované napět́ı σ̄ =
σ(ξ=0)

σext
, kde σext odpov́ıdá

zatěžovaćımu napět́ı na kraji tyče v ξ = 0.
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6.1 Š́ı̌reńı elastických vln v homogenńı tyči

Je řešena základńı úloha š́ı̌reńı elastické vlny ve tvaru obdélńıku homogenńı tyč́ı. Je apli-

kováno buzeńı silou na levém konci tyče po dobu τ ∈ 〈0; 0, 5〉 (obr. 6.1). Pro výpočet byly

použity zástupci explicitńıho i implicitńıho schématu. Pro př́ıpad nepravidelných śıt́ı je

v porovnáńı zahrnut i výpočet s aktivńı metodou Local stepping.

1. Explicitńı - Metoda centrálńıch diferenćı (MCD)

2. Implicitńı - Metoda pr̊uměrného zrychleńı (AVG)

3. Metoda Pushforward-pullback (PFP)

3.1 bez aktivńı metody Local stepping (-)

3.2 s aktivńı metodou Local stepping (LS)

F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Obrázek 6.1: Schéma úlohy
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6.1.1 Pravidelná śıt’

Úloha je poč́ıtána na homogenńı śıti s velikost́ı element̊u ∆ξ = 0, 01 (obr. 6.2). Výsledné

napět’ové pulzy jsou prezentovány na obr. 6.3.

F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Δξ1

Obrázek 6.2: Schéma úlohy (počet prvk̊u = 100)
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0.5

σ̄
[-
]

τ  = 0.75

MCD

AVG

PFP

w.eqv.

Obrázek 6.3: Napět’ový pulz v homogenńı tyči s pravidelnou śıt́ı - metoda centrálńıch

diferenćı (červeně), pr̊uměrného zrychleńı (modře), pushforward-pullback (zeleně) a řešeńı

vlnové rovnice (černě)

Metoda centrálńıch diferenćı (červeně) a metoda pr̊uměrného zrychleńı (modře) vede

na kvalitativně srovnatelný výsledek. Na pulzech jsou zřetelně pozorovatelné falešné osci-

lace, které maj́ı největš́ı amplitudu př́ımo za čelem vlny a vlnou samotnou. Tyto oscilace

jsou numerickou chybou a jejich frekvence s amplitudou záviśı předevš́ım na Courantově

č́ısle úlohy (resp. jednotlivých element̊u) C0. Tyto oscilace jsou pozorovatelné i v řešeńı

pomoćı komerčńıch SW [18]. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy je matice hmotnosti diagonálńı

a C0 = 1, oscilace zcela vymiźı [17].

Metoda pushforward-pullback (zeleně) tyto oscilace velmi rychle tlumı́, úhel náběhu vlny

je shodný s předchoźımi metodami a tud́ıž rozd́ılný od přesného řešeńı (černě), kdy
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je změna skoková. Metoda PFP je na rozd́ıl od zbylých prezentovaných metod disipa-

tivńı [13], to ale v tomto př́ıpadě neńı pozorovatelné (doba š́ı̌reńı je přiměřeně dlouhá) a

řešeńı lze považovat za dostatečně přesné. Pulz řešený touto metodou (zeleně) vykazuje

nejlepš́ı shodu s přesným řešeńım (černě).

6.1.2 Náhodně nepravidelná śıt’

Velikost element̊u je předepsaná nespojitou funkćı (6.1.1), kde rand = R ∈ (0, 0005; 0, 0105)

(obr. 6.4).

∆ξ = 0, 01 (ξ2 + 1); ξ ∈ 〈0; 0, 45)

∆ξ = rand; ξ ∈ 〈0, 45; 0, 55)

∆ξ = 0, 01 (ξ2 + 1); ξ ∈ 〈0, 55; 1〉

(6.1.1)

F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Δξ1 Δξ2 Δξ3

0,45 0,55

Obrázek 6.4: Schéma úlohy

Výsledné napět’ové pulzy jsou na obrázku 6.5. Jelikož je škála charakteristických dob

element̊u τe značně rozsáhlá (τ emax/τ
e
min = 40) a tedy vybrané elementy jsou poč́ıtány

s Ce
0 = 0, 5 · 1

40
= 0, 0125 (0,5 je globálńı parametr, viz úvod kapitoly 6) docháźı k jevu,

kdy metoda centrálńıch diferenćı (červeně), pr̊uměrného zrychleńı (modře) i pushforward-

pullback (zeleně) vede na téměř shodný výsledek s intenzivńımi numerickými oscilacemi.

Odlǐsnosti těchto metod jsou při dostatečně malých hodnotách jednotlivých Ce
0 zanedba-

telné.

Použit́ı metody pushforward-pullback v tomto př́ıpadě zcela ztráćı na významu, jelikož je

pro výpočty uvažován kritický krok celé úlohy a ten je určen pouze elementem s Couran-

tovým č́ıslem min{Ce
0}. Odpov́ıdaj́ıćı kritický krok se uvažuje i pro zbylé elementy, což v

př́ıpadě nepravidelné śıtě naprosto znehodnocuje přednosti metody PFP.

Pokud se však pro metodu PFP aktivuje modul Local stepping (obr. 6.5 tyrkysově),

kdy se ve výpočtu zohledňuj́ı vlastńı frekvence každého elementu zvlášt’ (kap. 2.2.3.4), je

výsledek stejný, jako při použit́ı samotné metody PFP na pravidelné śıti (obr. 6.3 zeleně).
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Metoda integrace Pushforward-pullback je v kombinaci s aktivńı funkćı Local stepping

velmi efektivńım nástrojem pro výpočty na geometricky silně heterogenńıch śıt́ıch.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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-1.5

-1

-0.5

0

0.5

σ̄
[-
]

τ  = 0.75

MCD

AVG

PFP

PFP LS

w.eqv.

Obrázek 6.5: Napět’ový pulz v homogenńı tyči s náhodně nepravidelnou śıt́ı - metoda

centrálńıch diferenćı (červeně), pr̊uměrného zrychleńı (modře), pushforward-pullback (ze-

leně), pushforward-pullback s aktivńı funkćı Local stepping (tyrkysově) a řešeńı vlnové

rovnice (černě)

6.1.3 Skokově nepravidelná śıt’

Tyč je rozdělená na dva regiony (6.1.2) s konstantńı velikost́ı element̊u (k > 1) (obr. 6.6).

Je testováno několik př́ıpad̊u k (resp. několik př́ıpad̊u poměru C0 region̊u). Výsledné pulzy

jsou na sadě obrázk̊u 6.7.

∆ξ =
1

k
· 0, 03; ξ ∈ 〈0; 0, 3)

∆ξ = 0, 03; ξ ∈ 〈0, 3; 1〉
(6.1.2)

F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Δξ1 Δξ2

0,3

Obrázek 6.6: Schéma úlohy
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(a) k = 5
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(b) k = 15
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(c) k = 50
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(d) k = 500

Obrázek 6.7: Napět’ový pulz v homogenńı tyči se skokově nepravidelnou śıt́ı pro r̊uzné

hodnoty k - metoda centrálńıch diferenćı (červeně), pr̊uměrného zrychleńı (modře),

pushforward-pullback (zeleně), pushforward-pullback s aktivńı funkćı Local stepping (tyr-

kysově) a řešeńı vlnové rovnice (černě) - rozhrańı region̊u ξ = 0, 3

Již pro př́ıpad poměru Courantových č́ısel k = 5 (obr. 6.7a) je v zobrazeném čase τ = 0, 75

pozorovatelný vliv rozhrańı region̊u v okoĺı souřadnice ξ = 0, 15. S postupným zvyšováńım

poměru k (obr. 6.7b - 6.7d) roste i vzniklý lokálńı extrém. Zároveň se t́ım zvyšuje i shoda

výsledk̊u jednotlivých metod integrace.

Metoda pushforward-pullback s aktivńım rozš́ı̌reńım Local stepping opět vykazuje výsledky

s nejmenš́ı intenzitou oscilaćı. Značný př́ınos lze např. oproti metodě centrálńıch diferenćı

pozorovat na př́ıpadech
”
přiměřeného“ poměru k (obr. 6.7a - 6.7b). Výsledky zbylých me-

tod (tj. vyjma PFP LS) se na pravém regionu tyče shoduj́ı pro všechny př́ıpady poměru k.
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Detail pr̊uběhu chyby zp̊usobené odrazem od rozhrańı region̊u je na sadě obrázk̊u 6.8.
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(b) k = 15

0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19

ξ [-]

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

σ̄
[-
]

τ  = 0.75

MCD

AVG

PFP

PFP LS

w.eqv.

(c) k = 50
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(d) k = 500

Obrázek 6.8: Detail napět’ového pulzu ze sady obrázk̊u 6.7 - metoda centrálńıch diferenćı

(červeně), pr̊uměrného zrychleńı, pushforward-pullback (zeleně), pushforward-pullback

s aktivńı funkćı Local stepping (tyrkysově) a řešeńı vlnové rovnice (černě)

Z detailu je patrné, že zvyšováńım poměru k řešeńı konverguje pravděpodobně k určité ne-

spojitosti v pr̊uběhu napět́ı. Zat́ımco dolńı lokálńı extrém se pro metodu PFP LS neměńı,

horńı úměrně roste. U zbylých metod docháźı ke značným změnám i v př́ıpadě lokálńıho

minima, které nelze objektivně popsat.
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6.1.4 Porovnáńı dosažených výsledk̊u s výstupem he-

terogenńıho a asynchronńıho integrátoru

Předchoźı tři scénáře jsou řešeny heterogenńım a asynchronńım integrátorem.

Heterogenńı integrátor využ́ıvá v originálńı verzi [11] k integraci metodu pushforward-

pullback. Proto jsou jeho výsledky porovnány s konvenčńım integrátorem pouze pro me-

todu pushforward-pullback. V rámci práce bylo nav́ıc implementováno i rozš́ı̌reńı local

stepping, které se aktivně využije pro výpočty na nepravidelných śıt́ıch.

Asynchronńı integrátor využ́ıvá v originálńı verzi [24,25] k integraci libovolnou me-

todu z Newmarkovy rodiny metod, resp. i metodu centrálńıch diferenćı. Pro porovnáńı s

výsledky konvenčńıho integrátoru je vybrána metoda centrálńıch diferenćı.

6.1.4.1 Pravidelná śıt’

Pro výpočet asynchronńım a heterogenńım integrátorem byla tyč rovnoměrně rozdělena

na 10 region̊u o délce ∆ξregion = 0, 1 (obr. 6.9). Velikost element̊u je konstantńı (∆ξ =

0, 01).

F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Δξ1dom1 dom2 dom3 d...   ...9 dom10

Obrázek 6.9: Schéma úlohy (na každé doméně 10 prvk̊u)

Porovnáńı s př́ıpadem řešeńı pomoćı metody s globálńım krokem na nedekompovaném

modelu je na obrázku 6.10.
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(a) H-PPF
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(b) C-MCD

Obrázek 6.10: Napět’ový pulz v homogenńı tyči s pravidelnou śıt́ı - konvenčńı (červeně),

heterogenńı (modře) a asynchronńı (zeleně) integrátor a řešeńı vlnové rovnice (černě) -

rozhrańı region̊u ξ = {0, 1; 0, 2; 0, 3 ... 0, 9}

Heterogenńı integrátor (obr. 6.10a modře) vede oproti konvenčńımu (červeně) na jemně

osciluj́ıćı výsledky. Na druhou stranu docháźı k filtraci lokálńıho extrému na čele a na konci

vlny.

U asynchronńıho integrátoru (obr. 6.10b zeleně) je pozorovatelný vliv rozhrańı jednot-

livých region̊u. Docháźı k antisymetrické odchylce od teoretické amplitudy (černě). Cel-

kový charakter oscilaćı se však ve srovnáńı s konvenčńım integrátorem neměńı.

Lze obecně prohlásit, že výsledky dekompovaného modelu (modře a zeleně) se dostatečně

shoduj́ı s výsledky integrace na jedné doméně bez př́ıtomných rozhrańıch (červeně) a domé-

nová dekompozice prob́ıhá v tomto př́ıpadě úspěšně.

6.1.4.2 Náhodně nepravidelná śıt’

Předpis pro velikost element̊u (6.1.1) z̊ustává v platnosti i pro př́ıpad porovnáńı s hete-

rogenńım a asynchronńım integrátorem (obr. 6.12). Tyč je rozdělena na tři regiony, které

svoj́ı délkou odpov́ıdaj́ı region̊um již definovaným (6.1.1), viz obr. 6.11. Výsledky jsou

na obrázku 6.12.
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F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Δξ1 Δξ2 Δξ3

0,45 0,55

dom2dom1 dom3

Obrázek 6.11: Schéma úlohy
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(a) H-PFP LS
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(b) A-MCD

Obrázek 6.12: Napět’ový pulz v homogenńı tyči s náhodně nepravidelnou śıt́ı - konvenčńı

(červeně), heterogenńı (modře) a asynchronńı (zeleně) integrátor a řešeńı vlnové rovnice

(černě) - rozhrańı region̊u ξ = {0, 45; 0, 55}

Výstup heterogenńıho integrátoru (obr. 6.12a modře) se s konvenčńım (červeně) téměř

shoduje. Řešeńı obsahuje pouze mı́rné oscilace na souřadnici ξ = 0, 15 a ξ = 0, 35. Tato

chyba se š́ı̌ŕı od rozhrańı domén směrem doleva k počátku tyče.

Asynchronńı integrátor (obr. 6.12b zeleně) je na rozhrańı též stabilńı, docháźı pouze k an-

tisymetrické oscilaci napět́ı okolo teoretické amplitudy (černě). Celkový charakter oscilaćı

se oproti konvenčńı integraci (červeně) neměńı.

Opět lze obecně prohlásit, že výsledky dekompovaného modelu (modře a zeleně) se do-

statečně shoduj́ı s výsledky integrace na jedné doméně bez př́ıtomných rozhrańıch (červeně)

a doménová dekompozice prob́ıhá i v tomto př́ıpadě úspěšně.
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6.1.4.3 Skokově nepravidelná śıt’

Předpis pro velikost element̊u (6.1.2) z̊ustává v platnosti i pro př́ıpad porovnáńı s hete-

rogenńım a asynchronńım integrátorem (obr. 6.14), viz obr. 6.13.

F(t) = 1

0 L = 1

ρ = 1, E = 1, A = 1,c = 1
 τ = t/(L/c), ξ = x/L

Δξ1 Δξ2

0,3

dom1 dom2

Obrázek 6.13: Schéma úlohy

V př́ıpadě integrátor̊u, které využ́ıvaj́ı doménové dekompozice (H a A) by př́ıpadná akti-

vace Local stepping neměla na výsledné pulzy vliv, jelikož v rámci domény je Courantovo

č́ıslo element̊u Ce
0 stejné pro každý element. V př́ıpadě konvenčńıho integrátoru (C (LS))

byla funkce LS aktivována, aby byla metoda řešeńı co nejpodobněǰśı a aby tak bylo možné

porovnat předevš́ım vliv dekompozice modelu (resp. vliv rozhrańı na souřadnici ξ = 0, 3).

Jsou porovnány pouze dva krajńı př́ıpady poměru Ce
0 : k = 5 (obr. 6.14a-6.14b) a k = 500

(obr. 6.14c-6.14d).
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(a) H-PFP(LS): k = 5
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(b) A-MCD: k = 5
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(c) H-PFP(LS): k = 500
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(d) A-MCD: k = 500

Obrázek 6.14: Napět’ový pulz v homogenńı tyči se skokově nepravidelnou śıt́ı - konvenčńı

(červeně), heterogenńı (modře) a asynchronńı (zeleně) integrátor a řešeńı vlnové rovnice

(černě) - rozhrańı region̊u ξ = 0, 3

Z výsledk̊u plyne, že dekompozice a výpočet heterogenńım a asynchronńım nemá na

pr̊uběhy žádný negativńı vliv. V př́ıpadě heterogenńıho integrátoru (obr. 6.14 vlevo) je

kvalitativńı rozd́ıl zanedbatelný a to i v př́ıpadě vysokého poměru Courantových č́ısel.

Vedle toho u asynchronńı integrace došlo v tomto př́ıpadě k utlumeńı lokálńıho extrému

na souřadnici ξ = 0, 15, což je svým zp̊usobem vliv pozitivńı.

6.1.5 Shrnut́ı výsledk̊u

V tomto odstavci jsou porovnány výsledné pulzy z úlohy s pravidelnou i nepravidelnou śıt́ı

jednotlivě pro každý integrátor. To umožňuje sledovat mı́ru závislosti výsledk̊u na pra-

videlnosti śıtě pro každý integrátor zvlášt’. V ideálńım př́ıpadě by se výsledky v rámci
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každého z graf̊u (obr. 6.15) neměly lǐsit - to by znamenalo, že výsledky nezáviśı na typu

śıtě. Opět jsou prezentovány výsledky pro Metodu centrálńıch diferenćı (vlevo) i metodu

Pushforward-pullback (vpravo).
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(a) MCD - konvenčně (C)
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(b) PFP LS - konvenčně (C)
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(c) MCD - asynchronně (A)
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(d) PFP LS - heterogenně (H)

Obrázek 6.15: Napět’ový pulz v homogenńı tyči pro všechny typy śıtě - pravidelná

(červeně), náhodně nepravidelná (modře) a skokově nepravidelná k = 50 (zeleně) a řešeńı

vlnové rovnice (černě) - konvenčńı integrátor (nahoře), heterogenńı (uprostřed) a asyn-

chronńı (dole)

Výsledky jsou pro všechny simulace velmi podobné (obr. 6.15). Při detailněǰśım rozboru

však lze pozorovat aspekty typické pro jednotlivé integrátory a metody integrace. Řešeńı

metodou centrálńıch diferenćı (obr. 6.15 vlevo) obsahuje na rozd́ıl od metody pushforward-

pullback (obr. 6.15 vpravo) značné oscilace. Toto typické chováńı plat́ı obecně a nebude

nadále komentováno.

75



Konvenčńı integrátor (obr. 6.15 nahoře) poč́ıtá úlohu na jedné doméně, fyzická roz-

hrańı v tomto př́ıpadě neexistuj́ı. Tato jedna doména je stále rozdělena na daný počet

region̊u dle typu použité śıtě (1 region - pravidelná śıt’ červeně, 3 regiony - náhodně ne-

pravidelná śıt’ modře, 2 regiony - skokově nepravidelná śıt’ zeleně). V př́ıpadě skokově

nepravidelné śıtě (zeleně) je pozorovatelná chyba na souřadnici ξ = 0, 15, která má p̊uvod

vzniku právě v mı́stě hranice region̊u (ξ = 0, 3), odkud se š́ı̌ŕı. Př́ıpad pravidelné (červeně)

a náhodně nepravidelné (modře) śıtě vede na uspokojivé výsledky.

Heterogenńı integrátor (obr. 6.15d) poč́ıtá úlohu na doménách, které délkou od-

pov́ıdaj́ı jednotlivým region̊um s výjimkou pravidelné śıtě (červeně), kdy je tyč záměrně

rovnoměrně rozdělena na 10 na sebe navazuj́ıćıch domén. Právě na pravidelné śıti neńı vliv

rozhrańı pozorovatelný, což je vlastnost velmi žádoućı. V př́ıpadě náhodně nepravidelně

náhodné śıtě (modře) lze vliv rozhrańı pozorovat jako mı́rné oscilace napět́ı. U skokově

nepravidelné śıtě (zeleně) je pozorovatelná chyba (ξ = 0, 15), která se š́ı̌ŕı tyč́ı od mı́sta

rozhrańı.

Asynchronńı integrátor (obr. 6.15c) poč́ıtá úlohu na identické konfiguraci domén,

jako je tomu v př́ıpadě heterogenńıho integrátoru. Na rozhrańıch domén je pozorovatelná

antisymetrická odchylka napět́ı od teoretické hodnoty (černě). V př́ıpadě skokově nepravi-

delné śıtě (zeleně) je na souřadnici ξ = 0, 15 pozorovatelná chyba, která se š́ı̌ŕı od rozhrańı

(ξ = 0, 15). Oproti konvenčńımu integrátoru (obr. 6.15a) je tato chyba méně patrná.

Výsledky se na dekompovaném modelu (obr. 6.15 dole) lǐśı pouze nepatrně. Nav́ıc se

jedná o mezńı př́ıpady. Na pravidelné śıti (červeně) je pouhých 10 element̊u na každé

doméně. Domény reálných úloh maj́ı zpravidla stovky či tiśıce element̊u a chyba rozhrańı

tak se v prostoru
”
rozprostře“. Celkovým pohledem na pr̊uběhy (obr. 6.15) lze odvodit,

že doménová dekompozice nemá znatelný negativńı vliv na výsledky, a to jak v př́ıpadě

heterogenńıho, tak ani v př́ıpadě asynchronńıho integrátoru.
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6.2 Problém nespojitého rozhrańı

Je testován př́ıpad š́ı̌reny vlny bimateriálovou tyč́ı (tab. 6.3). Zadáńı je převzato z [29].

Počátečńı podmı́nky jsou homogenńı, tyč je vpravo vetknuta (obr. 6.16).

Parametr Region 1 (vlevo) Region 2 (vpravo)

Délka Li [m] 1 1

Young̊uv modul Ei [Pa] 16 1

Hustota ρi [kg/m3] 1 1

Fázová rychlost ci [m/s] 4 1

Akustická impedance Zi [kg m−2s−1] 4 1

Zat́ıžeńı (levý konec) σi [Pa] -1 -

Doba zat́ıžeńı T0 [s] 0, 5L1/c1 = 0.125 -

Doba simulace T [s] 1.8L1/c1 = 0.45

Tabulka 6.3: Zadáńı úlohy š́ı̌reńı vlny bimateriálovou tyč́ı

F(t) = 1

L1 = 1

ρ2 = 1, E2 = 1, A2 = 1,c2 = 1
 τ = t/(L2/c2), ξ = x/L

ρ1 = 1, E1 = 16, A1 = 1,c1 = 1

L2 = 1

1 2

Obrázek 6.16: Schéma úlohy
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6.2.1 Analytické řešeńı

Analytické řešeńı vlnové rovnice lze źıskat př́ımo z koeficient̊u odrazu (Cr) a přenosu (Ct).

Jejich odvozeńı je uvedeno v kapitole 2.1.4.2. Tyto koeficienty vyjadřuj́ı amplitudu vlny

odražené od rozhrańı a vlny proš́ı̌rené rozhrańım. Rychlost vlny je na každém z region̊u

tyče konstantńı, analytické řešeńı lze tedy sestavit pomoćı vzorc̊u koeficient̊u (6.2.1), kde

Ei a ρi jsou Young̊uv modul pružnosti a hustota materiálu regionu i a s dráha pohybu

čela vlny (6.2.2), kde ci je rychlost vlny na regionu i (6.2.3), .

Cr =
Z2 − Z1

Z1 + Z2

= −0, 6

Ct =
2Z2

Z1 + Z2

= 0, 4

kde Zi =
√
Eiρi je akustická impedance

(6.2.1)

s = ci · t (6.2.2)

ci =

√
Ei
ρi

(6.2.3)

6.2.2 Numerické řešeńı

Výsledky jsou prezentovány ve formě, která dovoluje popsat vliv Courantova č́ısla C0

a zároveň vliv doménové dekompozice (obr. 6.17). Vedle výchoźıho nastaveńı (viz úvod

kap. 6), kdy C0 = 0, 5, je testován i př́ıpad téměř kritického výpočtového kroku C0 =

0, 99 ∗.

∗ V př́ıpadě heterogenńıho integrátoru bylo nutné pro zaručeńı stability sńıžit p̊uvodńı hodnotu C0 = 0, 99 na C0 = 0, 8
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(a) C-MCD
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(b) A-MCD
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(c) C-PFP
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(d) H-PFP
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(e) C-PFP LS
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(f) H-PFP LS

Obrázek 6.17: Napět’ový pulz v heterogenńı tyči - C0 = 0, 5 (červeně), C0 = 0, 99 ∗ (modře)

a řešeńı vlnové rovnice (černě) - Metoda centrálńıch diferenćı (nahoře), Pushforward-

pullback metoda (uprostřed), s aktivńım Local stepping (dole), rozhrańı ξ = 1
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Obecně lze z uvedených pr̊uběh̊u vyvodit, že metoda Pushforward-pullback (obr. 6.17a-

b) vede oproti Metodě centrálńıch diferenćı (obr. 6.17c-f) na výsledky s méně intenzivńımi

oscilacemi.

V př́ıpadě nedekompovaného modelu (obr. 6.17a,c,e) se jedná o výpočet s jedńım

globálńım krokem (konvenčńı integrátor). Na výstupech Metody centrálńıch diferenćı

(obr. 6.17a) lze zřetelně pozorovat vliv hodnoty Courantova č́ısla úlohy C0. Jelikož se dva

definované regiony na tyči lǐśı pouze v hodnotě Youngova modulu E (tab. 6.3), má každý

region své vlastńı Courantovo č́ıslo Cregi
0 . Hodnoty Courantova č́ısla úlohy C0 uvedené v le-

gendě grafu odpov́ıdaj́ı Courantově č́ısle na prvńım regionu 1 (E1 = 16) Creg1
0 . Pro druhý

region 2 (E2 = 1) je Creg2
0 reálně 4x nižš́ı. Pr̊uběhy napět́ı pro C0 = 0, 5 (červeně) a

C0 = 0,99 (modře) se lǐśı pouze na prvńım regionu. Na druhém regionu jsou pr̊uběhy

shodné. To je dáno faktem, že významný vliv na rozd́ılnost výsledk̊u má předevš́ım

absolutńı rozd́ıl C0 jednotlivých př́ıpad̊u. Jestliže se pro prvńı region jedná o př́ıpady

Creg1
0 = {0, 5; 0, 99}, čemuž odpov́ıdá absolutńı rozd́ıl ∆Creg1

0 = 0, 49, pak pro druhý re-

gion a odpov́ıdaj́ıćı hodnoty Creg1
0 = {0, 125; 0, 2475} je rozd́ıl pouze ∆Creg2

0 = 0, 1225,

což je změna zanedbatelná.

Výhody doménové dekompozice (obr. 6.17b,d,f) lze odvodit z porovnáńı výsledk̊u

obrázćıch 6.17c (konvenčně) a 6.17d (heterogenně). Bez ohledu na fakt, že se jedná

o výpočet metodou Pushforward-pullback, plat́ı stejné závěry, jako o výsledćıch Metody

centrálńıch diferenćı popsaných v předchoźım odstavci. V konvenčńım př́ıpadě (obr. 6.17c)

se jedná o jednu tyč se dvěma regiony. Každý region má vlastńı hodnotu Cregi
0 a závislost na

C0 se pro každý region lǐśı. Při doménové dekompozici je situace zcela odlǐsná (obr. 6.17d).

Tyč je dle region̊u rozdělena na dvě domény a každá doména je poč́ıtána svým vlastńım

časovým krokem. Doménovou dekompozićı docháźı k homogenizaci Cregi
0 na celém modelu

a tud́ıž k homogenizaci závislosti pr̊uběh̊u na C0. Reálný dopad na výsledky je tedy po-

zorovatelný na druhém regionu (doméně), kde změna C0 (červená vs. modrá) má na pulz

stejný vliv jako na prvńım regionu (doméně).

Local stepping (obr. 6.17e,f) je velmi speciálńı př́ıpad. Tato funkce zohledňuje

při predikci posuv̊u a rychlosti vlastńı frekvence jednotlivých element̊u. Ačkoli se v př́ıpadě

nedekompovaného modelu (obr. 6.17e) jedná o výpočet jedńım globálńım krokem, vyka-

zuje celý model homogenizovanou závislost na C0 a výsledky se v př́ıpadě C0 = 0, 5 nelǐśı

od výstupu heterogenńıho integrátoru na dekompovaném modelu (obr. 6.17f).
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Heterogenńı a asynchronńı integrátor (obr. 6.17d,f) vykazuj́ı komentáře hodné

vlastnosti. V př́ıpadě asynchronńı integrace (obr. 6.17b) C0 = 0, 99 (modře) vzniká

na rozhrańı nespojitost v napět́ı. Tato chyba antisymetricky osciluje okolo teoretické hod-

noty 0 a rozhrańı je stabilńı. Heterogenńı integrátor (obr. 6.17d,f) produkuje nejpřesněǰśı

výsledky pro C0 = 0, 5 (červeně). Pro C0 = 0, 99 jsou rozhrańı nestabilńı a proto jsou

prezentovány výsledky pro C0 = 0, 8 (modře), kdy je řešeńı ještě stabilńı, ale již je pozo-

rovatelná chyba na čelech a konćıch vln.

Na závěr je vhodné okomentovat shodnost graf̊u (obr. 6.17d,f). Z principu výše popsaného

zp̊usobu výpočtu heterogenńıho integrátoru a z podstaty funkce Local stepping plyne, že

tyto 2 grafy muśı být naprosto shodné, což odpov́ıdá a výsledky jsou se všemi uvedenými

komentáři konzistentńı.

6.2.3 Porovnáńı s výstupy komerčńıho SW

Jsou porovnány výstupy vlastńıho řešiče a komerčńıho software LS-DYNA a ABAQUS.

Tyto celosvětově použ́ıvané programy vynikaj́ı svoj́ı univerzalitou, efektivitou a robust-

nost́ı. Tyto vlastnosti jsou však
”
vykoupeny“ jejich fyzikálńı nekonzistentnost́ı zapř́ıčině-

nou přidáńım stabilizačńıch člen̊u ve formulaci a př́ımým numerickým tlumeńım. V řešeńı

se sice obvykle neobjevuj́ı numerické oscilace, ale docháźı k disipaci energie, proto je nutné

sledovat pr̊uběh celkové energie pro každou řešenou úlohu.

6.2.3.1 LS-DYNA

Podrobnou citlivostńı studii řešiče LS-DYNA lze nalézt v předchoźıch praćıch [18,26].

Tento program je určen pro řešeńı nelineárńıch problémů (kontaktńı úloha, komplexńı

materiály, velké deformace). Explicitńı řešič využ́ıvá metodu centrálńıch diferenćı [27].

Z toho d̊uvodu jsou výsledky softwaru LS-DYNA porovnány právě s Metodou centrálńıch

diferenćı. Nav́ıc je porovnáno i řešeńı Metody pushforward-pullback s aktivńım Local

stepping. Výpočet prob́ıhá na jedné heterogenńı doméně.

Na obrázku 6.18 jsou znázorněny pr̊uběhy napět́ı v konečném čase simulace. Řešič LS-

DYNA neumožňuje vypnut́ı uvažováńı nelineárńı geometrie (na rozd́ıl od programu ABA-

QUS - parametr NLgeom) pro element typu truss (2 uzly, pouze translace, 3D - 6 stupň̊u

volnosti), pravděpodobně z tohoto d̊uvodu jsou amplitudy odlǐsné od ostatńıch řešeńı. Me-

toda centrálńıch diferenćı implementovaná v této práci (červeně) a softwaru LS-DYNA

(černě) má souhlasně nastavený faktor kritického kroku na hodnotu 0,9, tud́ıž by nume-

rické oscilace měly mı́t stejný charakter. Ukazuje se, že Metoda centrálńıch diferenćı v
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řešiči LS-DYNA je implementovaná v určité modifikaci, jelikož oscilace jsou evidentně

na prvńım regionu tlumeny obdobným zp̊usobem, jako u Metody pushforward-pullback

(modře), dokonce ještě efektivněji.
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Obrázek 6.18: Napět’ový pulz v heterogenńı tyči - nedekompovaný model - Metoda

centrálńıch diferenćı (červeně), Metoda Pushforward-pullback s aktivńım Local stepping

(modře), řešeńı LS-DYNA (černě)

Při bližš́ım zkoumáńı transmisńı vlny (přenesené tlakové) si lze všimnout, že Metoda

pushforward-pullback s aktivńım Local stepping (modře) určitým zp̊usobem vyniká. Jak

bylo zmı́něno, jedná se o výpočet na jedné heterogenńı doméně a časový krok je určen

kritickým krokem na regionu 1 (ξ < 1). Region 2 (ξ > 1) je poč́ıtán s násobně nižš́ım

Courantovým č́ıslem (tab. 6.3), což evidentně negativně ovlivňuje řešič LS-DYNA (černě)

a vznikaj́ı na přenesené vlně oscilace stejného charakteru, jako u Metody centrálńıch di-

ferenćı implementované v této práci (červeně). Vedle toho právě Local stepping (modře)

zajǐst’uje zohledněńı Courantova č́ısla každého regionu (každého elementu) odděleně a os-

cilace jsou tlumeny stejně efektivně, jako na vlně odražené.

Porovnáńı pr̊uběh̊u celkové energie modelu je na obrázku 6.19. Výsledky odpov́ıdaj́ı

předpoklad̊um. Metoda centrálńıch diferenćı implementovaná v této práci (červeně) nedi-

sipuje. Metoda pushforward-pullback i Metoda centrálńıch diferenćı řešiče LS-DYNA disi-

puj́ı, a to srovnatelně. Je tedy zřejmé, že v programu LS-DYNA neńı Metoda centrálńıch

diferenćı implementována v základńım tvaru, ale je určitým zp̊usobem modifikovaná tak,

aby se tlumily numerické oscilace za cenu disipace energie.
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Obrázek 6.19: Celková energie modelu - nedekompovaný model - Metoda centrálńıch

diferenćı (červeně), Metoda Pushforward-pullback s aktivńım Local stepping (modře),

řešeńı LS-DYNA (černě)

Pro úplnost jsou uvedeny pr̊uběhy jednotlivých složek energie, a to vnitřńı (obr. 6.20a)

a kinetické (obr. 6.20b).
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(a) Kinetická energie
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(b) Potenciálńı energie

Obrázek 6.20: Časové pr̊uběhy energíı modelu - nedekompovaný model - Metoda

centrálńıch diferenćı (červeně), Metoda Pushforward-pullback s aktivńım Local stepping

(modře), řešeńı LS-DYNA (černě)

6.2.3.2 ABAQUS

Tento program obsahuje několik modul̊u, z nichž jeden je explicitńı řešič. Tento řešič

umožňuje jednoduché zavedeńı doménové dekompozice (subcycling), čehož je využito

a výsledky jsou porovnány s heterogenńım a asynchronńım integrátorem. Nav́ıc ABAQUS
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umožňuje jednoduché vypnut́ı efektu nelineárńı geometrie (parametr NLgeom), čehož bylo

využito též.

Z popisu metody subcycling v manuálu [28] vyplývá, že se jedná o heterogenńı inte-

graci. Poměr výpočtových krok̊u muśı být tedy celoč́ıselný a existuje časová hladina, kde

je známo řešeńı na obou doménách. Během
”
sub-cyklováńı“ na doméně 1 je uvažována

konstantńı rychlost rozhrańı na doméně 2 a tud́ıž posuvy se měńı lineárně. Jak bylo

uvedeno v teoretické části práce (kap. 4.2.1), metody založené na lineárńı interpolaci

veličin na rozhrańı disipuj́ı a lze očekávat ztrátu energie na rozhrańı. Bylo ověřeno, že

program ABAQUS využil pro každou doménu vlastńı časový krok s vzájemným poměrem

∆tdom1/∆tdom2 = 4 (tab. 6.3).

Na obrázku 6.21 je porovnán pr̊uběh napět́ı na dekompovaném modelu v konečném čase

simulace. Amplitudy si odpov́ıdaj́ı pro odraženou i přenesenou vlnu. Na řešeńı softwaru

ABAQUS (černě) nejsou pozorovatelné žádné oscilace, tud́ıž lze očekávat vysokou disi-

paci energie. Pr̊uběh je velmi podobný řešeńı heterogenńıho integrátoru implementovaného

v této práci (červeně).
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Obrázek 6.21: Napět’ový pulz v heterogenńı tyči - dekompovaný model - Heterogenńı

integrátor s metodou PFP (červeně), Asynchronńı integrátor s metodou MCD (modře),

řešeńı ABAQUS (černě)

Na obrázku 6.22 jsou vykresleny časové pr̊uběhy energie a na obrázku 6.23 potom jed-

notlivé složky. Každá z metod disipuje již ze své podstaty. Na řešeńı s nejméně disipo-

vanou energíı vede heterogenńı integrátor implementovaný v této práci (červeně). Jeho

disipace je však zp̊usobena samotným použit́ım Metody pushforward-pullback, nikoliv

formulaćı na rozhrańı, která je fyzikálně konzistentńı. Vedle toho implementovaný asyn-
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chronńı integrátor s Metodou centrálńıch diferenćı (modře) vykazuje neobvyklé chováńı

pouze na rozhrańı (viz obr. 6.22 τ = (0, 25; 0, 375)), kde docháźı k dočasné
”
ztrátě“ ener-

gie, která se však po interakci vlny s rozhrańım vrát́ı zpět do systému. To může být

zp̊usobeno složitým předáváńım výsledk̊u mezi doménami při asynchronńı integraci, kdy

k výstupu docháźı v určité časy, do kterých muśı být řešeńı jednotlivých domén lineárně

interpolováno.

V př́ıpadě řešeńı programu ABAQUS (černě) je disipace vysoká dle očekáváńı a od času

τ = 0, 25 docháźı k rychlému poklesu jednotlivých složek energie a tud́ıž energie celkové.
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Obrázek 6.22: Celková energie modelu - dekompovaný model - Heterogenńı integrátor s

metodou PFP (červeně), Asynchronńı integrátor s metodou MCD (modře), řešeńı ABA-

QUS (černě)
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(a) Kinetická energie
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(b) Potenciálńı energie

Obrázek 6.23: Časové pr̊uběhy energíı modelu - dekompovaný model - Heterogenńı in-

tegrátor s metodou PFP (červeně), Asynchronńı integrátor s metodou MCD, řešeńı ABA-

QUS (černě)
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6.3 Š́ı̌reńı elastické vlny gradovaným pro-
střed́ım

Doposud byly testovány pouze př́ıpady materiálově homogenńıho, př́ıpadně z region̊u

s rozd́ılným (ale konstantńım) Youngovým modulem E složeného, modelu. Nyńı je poč́ıtán

př́ıpad gradovaného materiálu, tedy tyče s lineárně proměnným Youngovým modulem E(x)

(obr. 6.24). Přesné krajńı parametry úlohy jsou uvedeny v tabulce 6.4.

Parametr Levý konec Pravý konec

Young̊uv modul Ei [Pa] 1 2,25

Hustota ρi [kg/m3] 1 1

Fázová rychlost ci [m/s] 1 1,5

Akustická impedance Zi [kg m−2s−1] 1 0,5

Zat́ıžeńı σi [Pa] 1 -

Doba zat́ıžeńı T0 [s] 0, 75L/c1 = 0, 75 -

Doba simulace T [s] 0, 75L1/c1 = 0, 75

Délka tyče L [m] 1

Tabulka 6.4: Zadáńı úlohy š́ı̌reńı vlny gradovanou tyč́ı

F(t) = 1

ρ2 = 1, E2 = 2.25, A2 = 1,c2 = 1.5
 τ = t/(L/c1), ξ = x/L

ρ1 = 1, E1 = 1, A1 = 1,c1 = 1

0 L = 1

E1 = 1 E2 = 2.25

Obrázek 6.24: Schéma úlohy

6.3.1 Analytické řešeńı

Pro źıskáńı analytického řešeńı byl použit program autora Hory, založený na Breptově

výzkumné zprávě [30]. Řešeńı je źıskáno částečným součtem nekonečné řady. Př́ıklady
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pr̊uběh̊u pro r̊uzný počet sč́ıtanc̊u N jsou na obrázku 6.25. V př́ıpadě N = 100000 (černě)

se v řešeńı nevyskytuj́ı pozorovatelné oscilace a toto řešeńı je dále bráno jako analytické.
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Obrázek 6.25: Napět’ový pulz v lineárně heterogenńı tyči - 10 sč́ıtanc̊u sumy analytického

řešeńı programem [30] (červeně), 100 sč́ıtanc̊u (modře) a 100 000 sč́ıtanc̊u (černě)

6.3.2 Heterogenńı časový integrátor

Je zřejmé, že doménová dekompozice (obr. 6.26 modře) nemá na výsledky oproti integraci

na jedné doméně téměř žádný vliv. V př́ıpadě použit́ı Local stepping (obr. 6.26 vpravo)

jsou výstupy obou integrátor̊u nerozlǐsitelné.
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Obrázek 6.26: Napět’ový pulz v lineárně heterogenńı tyči - konvenčńı (červeně), hetero-

genńı (modře) a řešeńı vlnové rovnice (černě) - rozhrańı region̊u ξ = {0, 45; 0, 55}
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6.3.3 Asynchronńı časový integrátor

V př́ıpadě asynchronńıho integrátoru (obr. 6.27) je pozorovatelná chyba na rozhrańı

domén (ξ = 0, 5). U metody pr̊uměrného zrychleńı (obr. 6.27 vpravo), což je implicitńı me-

toda, je chyba znatelněǰśı, než v př́ıpadě explicitńı metody centrálńıch diferenćı (obr. 6.27

vlevo). Chyba má kmitavý charakter v okoĺı teoretické amplitudy.
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Obrázek 6.27: Napět’ový pulz v lineárně heterogenńı tyči - konvenčńı (červeně), asyn-

chronńı (zeleně) a řešeńı vlnové rovnice (černě) - rozhrańı region̊u ξ = {0, 45; 0, 55}

V př́ıpadě asynchronńı integrace je oproti heterogenńı vliv rozhrańı pozorovatelný. Nic-

méně to je pravděpodobně d̊usledek rozd́ılné metody integrace obou integrátor̊u (hetero-

genńı integrátor - metoda Pushforward-pullback, asynchronńı integrátor - Newmarkova

metoda). Metoda PFP je pro přenos informaćı přes rozhrańı obecně vhodněǰśı, než New-

markovy metody, jak výsledky této práce doposud ukazuj́ı.

89



6.4 Porovnáńı numerického řešeńı s experi-
mentem

Pro porovnáńı s experimentem byla využita modifikovaná část sestavy OHPB (otevřená

tlaková Hopkinsonova tyč) v Laboratoři rychlých děj̊u Ústavu mechaniky a materiál̊u,

Fakulty dopravńı, ČVUT V Praze. Podrobnosti o zař́ızeńı a zp̊usobu měřeńı lze nalézt

v [1,2,3,4,5].

Pro potřeby srovnáńı experimentálńıch dat s výstupy kódu vytvořeného v rámci této

práce byl proměřen př́ıpad rázu dvou tyč́ı z odlǐsných materiál̊u. Incidentńı tyč je vyro-

bena z hlińıkové slitiny EN-AW-7075-T6, transmisńı z Polymethylmethakrylátu (tab. 6.5),

viz obr. 6.28.

Parametr Incidentńı tyč (Al) Transmisńı tyč (PMMA)

Délka Li [m] 1,598 1,600

Young̊uv modul Ei [GPa] 72 5∗

Hustota ρi [kg/m3] 2803 1180

Fázová rychlost ci [m/s] 5096 2100∗

Počátečńı rychlost v0 [m/s] v0 ∈ (2; 11) 0

Tabulka 6.5: Parametry modifikované části sestavy OHPB

∗ Udávaná hodnota Youngova modulu a fázové rychlosti tyče PMMA plat́ı přibližně pro

vlny o frekvenci 1− 5 kHz. Materiál PMMA je viskoelastický, což se projevuje zvláště při

vyšš́ıch rychlostech deformace. Hodnotu Youngova modulu EPMMA je však nutné expli-

citně zadat do stávaj́ıćıho řešiče jako jedinou hodnotu, což vnáš́ı určitou chybu do řešeńı.

ρ2, E2, L, Aρ1, E1, L, A

vn

Al PMMA

Obrázek 6.28: Schéma úlohy

90



6.4.1 Konfigurace měřeńı

Pro źıskáńı časových pr̊uběh̊u veličin k porovnáńı jsou použity dva typy sńımač̊u

� tenzometrické měřiče na obou tyč́ıch 200 mm mı́sta kontaktu pro źıskáńı deformace

[3]

� rychlokamera Photron SA-Z 2100K 210 000 FPS pro sńımáńı rozhrańı tyč́ı pro určeńı

rychlosti pomoćı digitálńı korelace obrazu (DIC) [31]

Tenzometrické měřiče jsou uspořádány v konfiguraci p̊ul-mostu (obr. 6.29 vlevo). T́ım

je teoreticky eliminován ohyb, který vzniká reálně nerovnoměrným dopadem tyče Al

na tyč PMMA. Rozhrańı těchto dvou odlǐsných materiál̊u je velmi komplexńı kontaktńı

úlohou. Malé odchylky od př́ımého dopadu incidentńı tyče na tyč transmisńı mohou vést

na zkresleńı výsledk̊u, jehož charakter nelze bez podrobněǰśı analýzy predikovat. Konfigu-

race p̊ul-mostu by na rozd́ıl od čtvrt-mostu (obr. 6.29 vpravo) měla toto zkresleńı do určité

mı́ry omezit. Na incidentńı tyči byly instalovány dvě konfigurace typu p̊ul-most vzájemně

pootočené o 90◦. Výstup byl definován jakožto aritmetický pr̊uměr signál̊u z obou p̊ul-

mostových konfiguraćı.

Obrázek 6.29: Tenzometrický měřič v konfiguraci p̊ul-most (vlevo - použitá) a čtvrt-most

(vpravo)

Pro potřeby digitálńı korelace byly konce tyč́ı v kontaktu zvýrazněny speciálńı texturou

(obr. 6.30), která umožňuje přesné trasováńı pohybu.

Obrázek 6.30: Detail mı́sta kontaktu před okamžikem nárazu (vlevo) a po něm (vpravo)
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6.4.2 Výstupy měřeńı

Pomoćı uvedených sńımač̊u jsou měřeny časové pr̊uběhy těchto veličin:

� rychlosti rozhrańı tyč́ı v kontaktu (měřeno metodou DIC)

� deformace v mı́stě vzdáleném 200 mm od mı́sta kontaktu na obou tyč́ıch (tenzo-

metry) - tato veličina lze na základě znalosti materiálu a geometrie tyč́ı přepoč́ıtat

na:

– rychlost v mı́stě tenzometrických měřič̊u

– rychlost čel tyč́ı v kontaktu

– kontaktńı śılu p̊usob́ıćı mezi incidentńı (Al) i transmisńı (PMMA) tyč́ı

Z uvedeného plyne, že rychlost čel tyč́ı v kontaktu je měřena jak metodu DIC, tak nepř́ımo

i tenzometry. Tyto, dvěma zp̊usoby źıskané rychlosti, se nab́ıźı porovnat a t́ım ověřit

správnost měřeńı tenzometrických měřič̊u. Avšak porovnáńı muśı být obezřetné, jelikož

metoda DIC neńı naprosto spolehlivá resp. přesná. Vzorkovaćı frekvence DIC je 200 kHz,

tenzometry pracuj́ı na frekvenci 10 MHz. Nav́ıc rychlost je źıskána numerickou derivaćı

posuvu a do řešeńı je tak zaveden intenzivńı šum. Ten se odstrańı filtraćı, č́ımž se ale

zkresĺı i hledané pr̊uběhy rychlosti. Obecně lze u měřeńı pomoćı DIC očekávat hladš́ı

pr̊uběhy rychlosti proti teoreticky nespojitým změnám, které jsou při rázu dvou tyč́ı

předpokládány. Daľśım ukazatelem spolehlivosti a správnosti měřeńı tenzometr̊u je shoda

kontaktńıch sil na čelech tyč́ı v kontaktu (plat́ı princip akce a reakce).

Pro samotné porovnáńı s výsledky řešiče implementovaného v rámci této práce je nejpřiro-

zeněǰśı porovnat př́ımo měřené veličiny, tedy:

1. rychlost rozhrańı (DIC)

2. deformace v mı́stě umı́stěńı tenzometr̊u

6.4.3 Časové okno měřeńı

Pro porovnáńı experimentu s numerickým výpočtem je nutné uvažovat pouze takové

časové okno, kdy jsou tyče v kontaktu. Pak docháźı ke splynut́ı významu kontakt a roz-

hrańı. Toto okno lze určit bez obt́ıž́ı z měřeńı pomoćı DIC, jelikož jsou sńımány rychlosti

obou čel v kontaktu. Časová okna jsou dále určena speciálně pro každý experiment.
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6.4.4 Ověřeńı správnosti měřeńı tenzometry

Celkem bylo provedeno 18 měřeńı (tab. 6.6). Uvedený tlak je přetlak ve vzdušńıku, který

při rázovém vypuštěńı urychluje incidentńı tyč na odpov́ıdaj́ıćı rychlost. Přesná hodnota

nárazové rychlosti je měřena jednak optickými branami, jednak př́ımo pomoćı DIC.

Tlak [bar] Nárazová rychlost (Al) [m/s] počet experiment̊u

0,5 ∼3,0 3

1,0 ∼4,8 3

1,5 ∼6,6 3

2,0 ∼8,0 3

2,5 ∼9,3 3

3,0 ∼10,4 3

Tabulka 6.6: Seznam provedených experiment̊u

Pro ověřeńı správnosti měřeńı tenzometr̊u jsou vybrány prvńı a posledńı experiment

z měř́ıćıho dne v laboratoři. Jako prvńı jsou porovnány rychlosti źıskané z měřeńı pomoćı

DIC a rychlosti přepočtené do mı́sta kontaktu z deformace měřené pomoćı tenzometr̊u

20 cm od mı́sta kontaktu (obr. 6.31).
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Obrázek 6.31: Porovnáńı př́ımého měřeńı rychlosti pomoćı DIC (červeně a modře)

a nepř́ımého měřeńı tenzometry (zeleně a r̊užově)

Z graf̊u (obr.6.31) je zřejmé, že časové okno, kdy jsou v tyče kontaktu je široké přibližně

1,2 ms. Červená a zelená křivka maj́ı počátečńı hodnotu odpov́ıdaj́ıćı nárazové rychlosti

incidentńı tyče (Al). Počátečńı hodnota r̊užové a modré křivky je 0, což odpov́ıdá stavu

pohybového klidu transmisńı tyče (PMMA) před nárazem.

Detail časového okna je na obrázćıch 6.31c-d. Je zřejmé, že měřeńı DIC (červeně čelo

incidentńı tyče, modře čelo tyče transmisńı) je poměrně přesné. Křivky se v časovém

okně téměř překrývaj́ı. Vedle toho rychlost určená přepočtem z lokaćı tenzometr̊u (zeleně

incidentńı tyč a r̊užově transmisńı tyč) je zat́ıžena určitou chybou. Docháźı k oscilaci

a v mı́stech s velkým gradientem (t = {0; 0, 6; 1, 2} ms) se na pr̊uběźıch objevuj́ı zákmity.

Přesto je možné prohlásit shodu tenzometrického měřeńı s DIC za velmi uspokojivou.
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Druhým kontrolńım mechanismem je porovnáńı pr̊uběh̊u kontaktńıch sil na čelech tyč́ı

v kontaktu, které lze po vzoru předchoźıho př́ıpadu źıskat přepočtem deformace z lokace

umı́stěńı tenzometr̊u. To je opět provedeno pro prvńı a posledńı experiment (obr.6.32).
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Obrázek 6.32: Porovnáńı nepř́ımo měřených kontaktńıch sil zleva (červeně - tyč incidentńı)

a zprava (modře - tyč transmisńı)

Zat́ımco pro transmisńı PMMA tyč je závislost pr̊uběhu kontaktńı śıly na narážej́ıćı rych-

losti lineárńı (do času t = 3 ms), což odpov́ıdá teorii, u incidentńı tyče je pr̊uběh zat́ıžen

chybou. Pr̊uběhy sil by se měly v časovém okně 0 - 1,2 ms shodovat a mı́t schodovitý cha-

rakter. To pro oba experimenty plat́ı pouze pro PMMA tyč (modře). Lze tedy očekávat,

že pr̊uběhy deformace budou na incidentńı tyči zkresleny. Přesto lze pr̊uběhy označit

za přiměřeně shodné a s určitou obezřetnost́ı verifikovat numerický řešič źıskanými expe-

rimentálńımi daty.

6.4.5 Verifikace kódu experimentálńımi daty

V předchoźıch kapitolách vyšlo najevo, že každý z implementovaných integrátor̊u a metod

integraćı vede na srovnatelné výsledky, které se lǐśı pouze v mı́̌re oscilaćı. Z toho d̊uvodu

je pro porovnáńı vybrán pouze heterogenńı integrátor s metodou integrace Pushforward-

pullback. Tento integrátor v kombinaci s danou metodou integrace vede na nejméně osci-

luj́ıćı výsledky a porovnáńı tak źıská na přehlednosti.

Z celkových 18 experiment̊u je vybráno 6 - pro každou nárazovou rychlost 1 zástupce

(tab. 6.6). Nejprve jsou ověřena časová okna, kdy jsou tyče v kontaktu a je zároveň po-

rovnána rychlost rozhrańı během experimentu a pro numerický výpočet (obr. 6.33). Dále
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jsou v těchto časových oknech porovnány pr̊uběhy deformaćı měřených na tenzometrech

a pr̊uběhy źıskané numerickým výpočtem (obr. 6.34-6.35).

Souhrnný pohledem na porovnáńı šesti experiment̊u (obr. 6.33 resp. 6.34-6.35) lze prohlásit,

že si výsledky jednotlivých experiment̊u kvalitativně odpov́ıdaj́ı a grafy lze tak dohromady

popisovat jako jeden konkrétńı experiment. Je nutné si uvědomit, že experiment proběhl

v reálném 3D světě, kdežto numerické výsledky jsou pro 1D model. Teorie SHPB vycháźı

z 1D teorie š́ı̌reńı vlny, a to je v př́ıpadě použit́ı št́ıhlých tyč́ı správná úvaha. Nicméně

zbylé dimenze se ve výsledćıch v určité mı́̌re přesto muśı projevit. Reálná 3D sestava má

oproti 1D modelu nav́ıc tyto vlastnosti:

� docháźı k prostorové disperzi vlny (zvláště v materiálu PMMA)

� čelo tyč́ı v kontaktu neńı dokonalé rovné, kontakt neńı dokonale rovinný

� radiálńı setrvačnost pr̊uřezu

Podrobně je problematika porovnatelnosti 1D a 3D výsledk̊u rozebrána v předchoźıch

praćıch [26,18], které čerpaj́ı převážně od uznávaných autor̊u [8,6,32,33,34,35,36,9]. Obecně

lze u experimentálńıch dat z 3D sestavy oproti 1D modelu očekávat:

� hladké změny veličiny v čase (vyhlazeńı obdélńıkového pulzu)

� oscilace

Naopak by se měly shodovat:

� maximálńı amplitudy

� okamžiky počátku změny hladiny veličiny (veličiny maj́ı v př́ıpadě rázu dvou elas-

tických homogenńıch tyč́ı schodovitý pr̊uběh)

6.4.5.1 Porovnáńı rychlosti rozhrańı

Pohledem na porovnáńı rychlosti rozhrańı během experimentu (obr. 6.33 po dobu souběhu

černých křivek) s výstupy numerického modelu lze konstatovat, že výsledky naprosto

přesně odpov́ıdaj́ı výše zmı́něným předpoklad̊um. Po dobu, co jsou tyče v kontaktu (časové

okno odpov́ıdá přibližně době t = 1, 2 ms), jsou jednotlivé hladiny schodovitého pr̊uběhu

shodné a okamžiky změny si na časové ose též odpov́ıdaj́ı.
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Obrázek 6.33: Rychlost čela incidentńı Al tyče v kontaktu (černě přerušovaně), čela

transmisńı PMMA tyče v kontaktu (černě čerchovaně) měřená pomoćı DIC a rych-

lost rozhrańı domén určená heterogenńım integrátorem s metodou Pushforward-pullback

(červeně) 97



6.4.5.2 Porovnáńı deformačńıch pulz̊u

V př́ıpadě porovnáńı deformaćı jsou pr̊uběhy vykresleny již pouze pro časové okno, kdy

jsou tyče během experimentu v kontaktu. Pro transmisńı PMMA tyč (obr. 6.34-6.35

vpravo) jsou výsledky velmi uspokojivé. Hladiny deformace si odpov́ıdaj́ı a okamžiky

změny též.

U incidentńı Al tyče (obr. 6.34-6.35 vlevo) je situace komplikovaná faktem, že měřeńı ten-

zometru umı́stěného na incidentńı tyči nelze prohlásit za naprosto správné (kap. 6.4.4).

Amplituda prvńı poloviny pulzu měřeného experimentálně (černě) je podhodnocena, což

neodpov́ıdá numerickým výsledk̊um, ale ani teoretickým předpoklad̊um. Na druhou stranu

opět docháźı téměř k přesné shodě maximálńıch amplitud a okamžik̊u změn. Podhodno-

ceńı amplitudy pulzu na incidentńı Al tyči může být zp̊usobeno složitým mechanismem

kontaktu Al-PMMA. To by ale mělo být př́ıčinnou chyby i na tyči PMMA, kde jsou

pr̊uběhy nezkresleny. Pravděpodobně se tedy jedná pouze o systematickou chybu měřeńı.

Situace je komplikovaná faktem, že tento signál byl měřen celkem 4 tenzometry (2 ×
p̊ul-most), potenciálńı selháńı jediného ze 4 měřič̊u mohlo zkresleńı zapř́ıčinit. Nav́ıc je

nutné uvážit fakt, že vzhledem k Youngovu modulu jsou na incidentńı Al tyči hodnoty

signálu 14 × nižš́ı, než na PMMA tyči transmisńı.
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Obrázek 6.34: Elastická deformačńı vlna měřená tenzometrem 20 cm od mı́sta kon-

taktu na incidentńı Al tyči (vlevo černě) a transmisńı PMMA tyči (vpravo černě)

a porovnáńı s numerickým řešeńım heterogenńım integrátorem s metodou Pushforward-

pullback (červeně)
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Obrázek 6.35: Elastická deformačńı vlna měřená tenzometrem 20 cm od mı́sta kon-

taktu na incidentńı Al tyči (vlevo černě) a transmisńı PMMA tyči (vpravo černě) a

porovnáńı s numerickým řešeńım heterogenńım integrátorem s metodou Pushforward-

pullback (červeně)
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Kapitola 7

Závěr

Práce si kladla za ćıl shrnout aktuálńı stav numerických metod v problematice š́ı̌reńı

elastických vln. Dále bylo ćılem implementovat jednak globálńı integrátor, který využ́ıvá

pro výpočet jeden časový krok pro celou úlohu, jednak heterogenńı a asynchronńı in-

tegrátor pro výpočet na dekomponovaném modelu s užit́ım rozlǐsných časových krok̊u

pro jednotlivé oblasti. Požadavkem byla verifikace implementovaných metod dostupnými

numerickými testy a experimentálńımi daty.

V teoretické části práce byly definovány základńı pojmy a metody využité v části praktické

práce. Bylo představeno řešeńı jednorozměrné lineárńı vlnové rovnice v uzavřeném tvaru

pro počátečńı úlohu a taktéž byla formulována smı́̌sená úloha. Pro př́ıpad nespojitého

rozhrańı byl analyzován problém odrazu a přenosu vlny napět́ı a byly odvozeny vztahy

pro př́ıslušné koeficienty popisuj́ıćı rozděleńı incidentńı vlny napět́ı na odraženou a inci-

dentńı vlnu. V druhé polovině kapitoly byly odvozeny základńı vztahy metody konečných

prvk̊u pro př́ıpad elastodynamiky. V rámci popisu metod př́ımé časové integrace byly

představeny iteračńı algoritmy pro metodu centrálńıch diferenćı, implicitńı Newmarkovy

metody a pro metodu Pushforward-pullback [13]. Taktéž byly zmı́něny základńı vlastnosti

uvedených metod př́ımé časové integrace. Nakonec byla popsána metoda Local stepping,

která přináš́ı nemalé zpřesněńı při výpočtu pro úlohy se silně heterogenńım rozložeńım

Courantova č́ısla Ce
0 jednotlivých element̊u.

V kapitole 3 byly představeny základńı principy doménové dekompozice problému elas-

todynamiky založené na Lagrangeových multiplikátorech, a to jak v klasické formě, tak

i v lokalizovaném tvaru. Zde jsou jednotlivé domény spojeny pomoćı rozhrańı splňuj́ıćı

podmı́nky vazeb a princip akce a reakce.
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V kapitole 4 o pokročilé časové integraci byly shrnuty aktuálńı poznatky v problematice

š́ı̌reńı elastických vln z pohledu časové integrace a doménové dekompozice. Byly uvedeny

algoritmy pro globálńı časové integrátory s jedńım globálńım časovým krokem a také pro

heterogenńı a asynchronńı integrátory s rozd́ılnými časovými kroky pro jednotlivé domény.

Byly popsány aspekty, výhody a nedostatky jednotlivých časových integrátor̊u, včetně

jejich základńıch vztah̊u a grafického znázorněńı postupu výpočtu na dvou doménách

s odlǐsným časovým krokem.

V rámci praktické části práce byly metody definované v teoretické části implementovány

do prostřed́ı programu MATLAB. Byly vytvořeny nezávislé moduly preprocesoru, MKP

řešiče a postprocesoru. Řešič umožňuje řešeńı 1D lineárńı elastodynamiky s využit́ım

doménové dekompozice. Základńı verze heterogenńıho a asynchronńıho časového integrá-

toru dostupné v literatuře (př́ıpad pouze dvou domén) byly rozš́ı̌reny pro obecnou úlohu

s v́ıce doménami. V př́ıpadě heterogenńıho časového integrátoru byla nav́ıc implemen-

tována metoda Local stepping. T́ım je model rozdělen jednak na domény, které se inte-

gruj́ı vlastńım časovým krokem, ale dokonce i na jednotlivé elementy s uvažováńım jejich

kritického časového kroku ∆teC . Tak vznikla robustńı metoda pro řešeńı problémů s hete-

rogenńımi materiály a s nepravidelnými výpočetńımi śıtěmi pro metodu konečných prvk̊u.

Vedle toho je implementovaná verze asynchronńıho časového integrátoru připravena d́ıky

své formulaci pro řešeńı nelineárńıch úloh s proměnným časovým krokem. Nav́ıc neexistuj́ı

žádné omezuj́ıćı požadavky na poměr časových krok̊u jednotlivých domén, jako je tomu

v př́ıpadě heterogenńıho časového integrátoru. Řešič disponuje volitelným nastaveńım pa-

rametr̊u časové a prostorové diskretizace, ale i parametry alespoň částečně optimalizuj́ıćı

výpočet. Nad rámec zadáńı práce byla implementována kontaktńı okrajová podmı́nka

založená na bi-penaltové metodě.

V kapitole 6 byl numerický řešič verifikován dostupnými numerickými testy se známými

analytickými řešeńımi, výsledky komerčńıch softwar̊u LS-DYNA a ABAQUS a expe-

rimentálńımi daty naměřenými na modifikované sestavě SHBP (OHPB) v Laboratoři

rychlých děj̊u Ústavu mechaniky a materiál̊u, Fakulty dopravńı, ČVUT v Praze.

Byly řešeny př́ıpady homogenńı, náhodně a skokově heterogenńı výpočetńı śıtě a rozložeńı

modulu pružnosti a popř. hustoty. Výsledky řešiče dostatečně přesně aproximuj́ı analy-

tické řešeńı. Ukázalo se, že doménová dekompozice pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u

je velmi efektivńım nástrojem pro homogenizaci Courantova č́ısla úlohy a pro distribuci

úlohy na jednotlivé výpočetńı jednotky. Bylo ukázáno, že samotné rozhrańı při použit́ı

metod doménové dekompozice téměř neovlivńı výsledky š́ı̌reńı vln. Mnohem v́ıce zálež́ı
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na metodě integrace – implicitńı Newmarkova metoda, metoda centrálńıch diferenćı, popř.

Pushforward-pullback metoda.

Metoda Pushforward-pullback je sice disipativńı, ale v kombinaci s heterogenńı časovou

integraćı a rozš́ı̌reným př́ıstupem Local stepping velmi efektivně filtruje numerické osci-

lace na rozd́ıl od Newmarkovy metody a metody centrálńıch diferenćı. Výsledné napět’ové

pulzy źıskané touto metodou jsou téměř shodné s výstupy programu ABAQUS s aktivova-

nou funkćı subcycling. Nav́ıc oproti softwaru ABAQUS docháźı ke znatelně menš́ı disipaci

energie na rozhrańı.

Program LS-DYNA využ́ıvá metodu centrálńıch diferenćı, která je dle výsledk̊u modi-

fikována tak, aby tlumila oscilace za cenu disipace energie. Metoda centrálńıch diferenćı

implementovaná v rámci praktické části práce nedisipuje, což je v souladu s teoretickými

předpoklady.

Porovnáńı s experimentálńımi daty, s uvážeńım rozd́ıl̊u 3D a 1D řešeńı a uvažováńım chyby

měřeńı na jednom z tenzometrických měřič̊u, proběhlo též úspěšně. Chybnost měřeńı byla

řádně dokázána a diskutována. Konfrontace s měřeńım rychlosti rozhrańı pomoćı metody

DIC potvrdila správnost řešeńı programu vytvořeného v této práci.

Vzniklý numerický nástroj pro řešeńı jednorozměrných problémů elastodynamiky s li-

bovolným počtem tyč́ı/domén a s libovolnou časo–prostorovou distribućı/modulaćı ma-

teriálových parametr̊u lze využ́ıt pro podporu experimentálńıch SHPB test̊u ale i jako

studijńı podporu v oblasti numerického řešeńı elastodynamických úloh pomoćı MKP.

V budoucnu bude kód/program rozš́ı̌ren pro 2D a 3D př́ıpady se snahou vytvořit op-

timálńı kombinaci jednotlivých numerických metod pro prostorovou a časovou diskre-

tizaci, která vyúst́ı v kompromis mezi útlumem falešných oscilaćı, numerickou disipaćı

algoritmů a efektivńım přenosem dat pro metody doménové dekompozice.
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Kapitola 8
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[26] DVOŘÁK, Radim. Numerické modelováńı tvaru napět’ových pulz̊u při SHPB
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