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kompresorem s uvažováńım vlivu ztrát
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Abstrakt:

V této práci byl vyvinut jednorozměrný řešič prouděńı radiálńım kompresorem s uvažováńım
vlivu ztrát. Základńı zákony zachováńı jsou transformovány do relativńıho křivočarého systému
souřadnic ve formulaci s absolutńımi rychlostmi. Vazké efekty a přestup tepla jsou zanedbány.
Takto sestavený model představuje soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic, které jsou řešeny
metodou konečných objemu. Ztráty popsané empirickými korelacemi jsou do modelu imple-
mentovány prostřednictv́ım přidružené obyčejné diferenciálńı rovnice. Řešič je validován na
základńıch testovaćıch úlohách. Je provedena rekonstrukce geometrie reálného kompresoru.
Výsledky źıskané jednorozměrným algoritmem jsou porovnány s trojrozměrným výpočtem
pomoćı komerčńıho řešiče. Nakonec jsou srovnány výkonové parametry kompresoru źıskané
výpočty s experimentálńımi daty.

Abstract:

In this work, a one-dimensional flow solver with a radial compressor was developed with consi-
deration of the effect of losses. Basic conservation laws are transformed into relative curvillinear
coordinate system in absolute velocity formulation. Viscous effects and heat transfer are neglec-
ted. The model thus constructed represents a system of partial differential equations that are
solved by finite volume method. Losses described by empirical correlations are implemented
through an associated ordinary differential equation. Solver is validated on basic test cases. A
reconstruction of the geometry of the real centrifugal compressor is performed. Results obtained
by one-dimensional algorithm are compared with three-dimensional simulation computed using
comercial software. Finally, the compressor performance parameters obtained by the calculati-
ons are compared with experimental data.
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v přiloženém seznamu literatury.

V Praze dne



Poděkováńı
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3.3.2 Zdrojové členy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Nomenklatura

Značeńı použité v této práci je uvedeno v následuj́ıćı tabulce. Symboly, které slouž́ı pro účely
odvozeńı nebo zavedeńı nových pojmů jsou popsány na př́ıslušných mı́stech v textu.

Symbol Jednotka Význam

a m · s−1 rychlost zvuku

A m2 pr̊uřez

c m · s−1 absolutńı rychlost

cv J ·kg−1 ·K−1 měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu

cp J ·kg−1 ·K−1 měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku

D m pr̊uměr

e J · kg−1 hustota energie

h J · kg−1 měrná entalpie

∆H J ·kg−1 ·K−1 př́ırustek ztráty entalpie

i ◦ úhel náběhu

K 1 součinitel tlakové ztráty

Lz m axiálńı délka rotoru

ṁ kg · s−1 hmotnostńı tok

Ma 1 Machovo č́ıslo

#–n 1 normovaný normálový vektor

p Pa tlak

r J ·kg−1 ·K−1 specifická plynová konstanta

R J ·kg−1 ·K−1 univerzálńı plynová konstanta

s J ·kg−1 ·K−1 entropie

t s čas
#–
t 1 normovaný tečný vektor

T K termodynamická teplota

u m · s−1 unášivá rychlost

w m · s−1 relativńı rychlost

Y 1 tlaková ztráta

Z 1 počet lopatek

x, y, z m,m,m kartézské souřadnice

r, ϕ, z m, 1,m cylindrické souřadnice

s, n, ϕ m,m, 1 křivočaré souřadnice

xi



Nomenklatura

Symbol Jednotka Význam

β ◦ úhel odklonu relativńı rychlosti
#–
#–

δ 1 Kroneckerovo delta

ε 1 relaxačńı koeficient

η 1 účinnost

ϕ ◦ geometrický úhel lopatek, polárńı souřadnice

γ 1 poměr měrných tepelných kapacit

µ 1, Pa · s součinitel skluzu, dynamická viskozita

π 1 stlačeńı, Ludolfovo č́ıslo

ρ kg ·m−3 hustota

ω rad · s−1 úhlová rychlost

#–ω rad · s−1 vektor úhlové rychlosti

σ 1 součinitel nárustu entropie
#–
#–σ Pa tenzor napět́ı
#–
#–τ Pa tenzor smykových napět́ı

( )0 řez na vstupu do kompresoru

( )1 řez na vstupu do rotoru

( )2 řez na vstupu do bezlopatkového difuzoru

( )3 řez na vstupu do lopatkového difuzoru

( )4 řez na vstupu do výstupńı soustavy

( )5 řez na výstupu k kompresoru

( )a axiálńı složka

( )H stav/rozměr vztahuj́ıćı se k patě lopatky na vstupu

( )r radiálńı složka

( )s statický stav

( )t celkový stav

( )T stav/rozměr vztahuj́ıćı se ke špičce lopatky na vstupu

( )u tangenciálńı složka

(̄ ) pr̊uměrná hodnota

( )′ vztaženo k relativńımu souřadnicovému systému
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Úvod

Lopatkové stroje, někdy též nazývané turbostroje, jsou obecně velmi použ́ıvanou technologíı
objevuj́ıćı se v širokém pásmu aplikaćı. Setkáváme se s nimi v každodenńım životě. V ener-
getice se lopatkové stroje objevuj́ı ve formě parńıch nebo vodńıch turb́ın k výrobě elektřiny.
Ve stroj́ırenstv́ı jsou turbostroje zastoupeny v podobě kompresor̊u, které slouž́ı ke stlačováńı
vzduchu. V potravinovém pr̊umyslu se pomoćı stlačeného vzduchu vytvář́ı ochranná atmosféra
pro ovoce nebo zeleninu. Stlačený vzduch je d̊uležitý i pro vodńı hopodářstv́ı, a to jak při
zásobováńı pitnou vodou, tak při čǐstěńı odpadńıch vod. V neposledńı řadě je d̊uležitou oblast́ı
využit́ı lopatkových stroj̊u doprava, a to ve smyslu přepravy ropy a zemńıho plynu pro petro-
chemický pr̊umysl a energetiku. Své uplatněńı nalézaj́ı také v lod́ıch a předevš́ım v letectv́ı, kde
je stlačený vzduch dodáván do spalovaćı komory pro zvýšeńı účinnosti hořeńı. Pokud bychom
zvládli navrhovat lepš́ı kompresory, zvýšili bychom tak i efektivitu spalováńı, což by vedlo ke
sńıžeńı spotřeby během letu, a t́ım pádem i ke sńıžeńı produkce skleńıkových plyn̊u.

Z fyzikálńıho hlediska je prouděńı v reálném radiálńım kompresoru trojrozměrné, stlačitelné,
vazké, turbulentńı a s přestupem tepla. V dnešńıch stroj́ıch se nav́ıc nepohybujeme pouze
v subsonických režimech. Takové prouděńı je popsáno soustavou nelineárńıch parciálńıch di-
ferenciálńıch rovnic, u které neńı vyřešena ani otázka jednoznačnosti a existence řešeńı [9].
Aproximativńı řešeńı, které se při návrhu stroje a analýze prouděńı použ́ıvá, je i v dnešńı době
výpočetně velmi náročné.

Tyto skutečnosti nás vedou k vyv́ıjeńı zjednodušených model̊u, jimiž je možné rychle a relativně
přesně analyzovat děje uvnitř stroje. Pomoćı takového nástroje je pak možné optimalizovat jed-
norozměrný návrh a nalézt nejvhodněǰśı kandidáty pro následnou v́ıcerozměrnou analýzu.

Při sestavováńı jednorozměrného modelu prouděńı radiálńım kompresorem se člověk dopoušt́ı
řady zjednodušeńı, které př́ımo nereflektuj́ı fyzikálńı realitu. Tato zjednodušeńı jsou disku-
tována v pr̊uběhu práce a shrnuta v závěru. Následuj́ıćımi body jsou shrnuty ćıle práce, které
současně sleduj́ı strukturu celé práce:

• seznámeńı se základńımi principy mechaniky tekutin a termodynamiky, jako jsou zákony
zachováńı, konstitutivńı vztahy a základńı pojmy z dynamiky plyn̊u,

• popis geometrie a využit́ı radiálńıho kompresoru a funkćı jednotlivých komponent stroje,

• sestaveńı matematického modelu kompresoru a výchoźıho systému řešených rovnic,

• seznámeńı s numerickými metodami, pomoćı kterých lze systém rovnic řešit,

• aplikace sestaveného výpočetńıho nástroje na testovaćı úlohy.
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Kapitola 1

Základy mechaniky tekutin a
termomechaniky

Mechanika tekutin zkoumá makroskopický pohyb tekutin a jejich p̊usobeńı na tělesa, která jsou
tekutinou obtékána. Tekutiny jsou látky, jejichž mikroskopické částice se i za účinku malých
sil vzájemně v̊uči sobě pohybuj́ı - proud́ı. Mezi tyto látky patř́ı plyny a kapaliny. V kapalinách
lze většinou uvažovat hustotu konstantńı. V př́ıpadě prouděńı plyn̊u lze vliv stlačitelnosti také
zanedbat, ale pouze pro rychlosti menš́ı než je zhruba třetina rychlosti zvuku [30], [44].

1.1 Základńı zákony zachováńı

Pro odvozeńı základńıch zákon̊u zachováńı předpokládejme spojité prostřed́ı neboli kontinuum.
V rámci tohoto př́ıstupu je pohyb molekul zcela ingorován. O vlastnostech pozorované látky
nebo konstrukčńıho materiálu předpokládáme, že jsou spojitými funkcemi polohy a času. Ve
vhodně zvoleném kontrolńım objemu studované látky sestavujeme diferenciálńı bilance, které
umožňuj́ı popis rychlostńıch, teplotńıch nebo koncentračńıch rozložeńı.

Hybnost určitého množstv́ı látky hmotnosti m, které se pohybuje rychlost́ı #–u, lze vyjádřit
součinem m #–u. Má-li toto množstv́ı látky teplotu T a měrnou tepelnou kapacitu cp, můžeme
jeho entalpii vyjádřit jako mcpT . Obě tyto veličiny charakterizuj́ı množstv́ı látky o hmotnosti
m z hlediska pohybového nebo energetického. Protože velikost těchto charakteristických para-
metr̊u je podmı́něna hmotnost́ı m, tak mluv́ıme o tzv. extenzivńıch parametrech, které jsou
závislé na velikosti systému. Hybnost, entalpii a hmotnost ve smyslu extenzivńıho parametru
budeme nazývat fyzikálńı veličinou.

Naproti tomu existuj́ı parametry intenzivńı, které na rozměrech soustavy nezáviśı. Źıskáme
je tak, že vztáhneme extenzivńı parametr k objemu V , který látka nebo směs zauj́ımá. Hyb-
nost, entalpii a hmotnost objemové jednotky kontinua budeme označovat společným názvem
fyzikálńı vlastnost, která má charakter fyzikálńıho pole závislého na souřadnićıch a čase.

Pro sestaveńı bilanćı fyzikálńıch veličin nebo vlastnost́ı je nutné definovat bilancovaný objekt.
K popisu pohybu tekutiny použijeme Euler̊uv př́ıstup, kdy sledujeme vymezený objem, který
se v prostoru nepohybuje a je pevně svázán se souřadnicovým systémem.
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Kapitola 1. Základy mechaniky tekutin a termomechaniky

1.1.1 Obecný zákon zachováńı

Uvažujme libovolný kontrolńı objem V uzavřený plochou S. Označ́ıme-li vněǰśı normálu plochy
S jako #–n, pak plat́ı d

#–

S = #–ndS. Libovolnou fyzikálńı veličinu, která se může v tomto objemu
měnit, označme φ. Veličina φ se v tomto objemu může měnit pouze tokem skrze hranici S nebo
vznikem či zánikem uvnitř objemu V . Na obrázku 1.1 je znázorněn pevný kontrolńı objem v
kartézském souřadnicovém systému.

Obrázek 1.1: Pevný kontrolńı objem v kartézském systému

Elementem povrchu dS proteče za jednotku času objem #–u • #–n dS, konvektivně tedy pronikne
hraničńı plochou kontrolńıho objemu množstv́ı #–n • #–uφ dS. Mechanismy jiné než konvektivńı,
kterými může veličina proniknout povrchem S, jsou zahrnuty do členu #–n • PPP dS. Př́ıkladem
může být vedeńı tepla. Množstv́ı veličiny generované v objemové jednotce za jednotku času
označme

.
H. Univerzálńı bilanci obecné fyzikálńı veličiny tedy sestav́ıme jako

∂

∂t

∫
Ω

φ dV = −
∫
∂Ω

#–n • #–uφ dS −
∫
∂Ω

#–n •PPP dS +

∫
Ω

.
H dV. (1.1)

Protože kontrolńı objem je vzhledem ke zvolené souřadné soustavě v klidu, meze integrálu na
času nezáviśı [41], a tak lze napsat

∂

∂t

∫
Ω

φ dV =

∫
Ω

∂

∂t
φ dV. (1.2)

Necht’ jsou funkce φ, #–u a PPP spojité a diferencovatelné v objemu V , pak lze plošné integrály
nahradit objemovými pomoćı Gaussovy věty.

−
∫
∂Ω

#–n • #–uφ dS −
∫
∂Ω

#–n •PPP dS = −
∫

Ω

∇ • (φ #–u +PPP)dV. (1.3)

Dosazeńım za výraz představuj́ıćı akumulaci veličiny z rovnice (1.2) přecháźı univerzálńı bilance
veličiny (1.1) do tvaru ∫

Ω

(
∂φ

∂t
+∇ • (φ #–u) +∇ •PPP−

.
H

)
dV = 0. (1.4)

Protože tato rovnice plat́ı pro libovolný pevný a uzavřený kontrolńı objem, muśı platit

∂φ

∂t
+∇ • (φ #–u) +∇ •PPP−

.
H = 0 (1.5)

Rovnice (1.5) představuje univerzálńı bilanci obecné fyzikálńı veličiny v diferenciálńım tvaru.
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Kapitola 1. Základy mechaniky tekutin a termomechaniky

1.1.2 Zákon zachováńı hmotnosti

Pro odvozeńı rovnice kontinuity v homogenńım prostřed́ı budeme vycházet ze zákona zachováńı
v diferenciálńım tvaru (1.5). Bilancovaná veličina je hmotnost. Fyzikálńı vlastnost je v tomto
př́ıpadě reprezentována hmotnost́ı objemové jednotky, neboli hustotou ρ. Vzhledem k tomu,
že v homogenńı tekutině nemůže existovat mechanismus difuzńıho přenosu hmoty [41], bude
člen PPP = 0. Protože v homogenńım prostřed́ı nemůže hmota vznikat ani zanikat, bude i člen
produkce

.
H = 0. Rovnici kontinuity tak lze zapsat jako

∂ρ

∂t
+∇ • (ρ #–u) = 0. (1.6)

1.1.3 Zákon zachováńı hybnosti

V tomto př́ıpadě je zachovávaná veličina hybnost m #–u. Odpov́ıdaj́ıćı fyzikálńı vlastnost́ı je hyb-
nost vztažená na jednotku objemu ρ #–u. Hustota toku veličiny PPP je z tenzorového hlediska o
jeden řád vyšš́ı než př́ıslušná veličina, a protože hybnost je vektor, bude hustota molekulárńıho
toku hybnosti tenzor druhého řádu, který je označen jako

#–
#–σ∗. Přenosem hybnosti mezi sou-

sedńımi vrstvami tekutiny docháźı k jejich vzájemnému třeńı, které se projev́ı jako vnitřńı
napět́ı

#–
#–σ = −

#–
#–σ ∗. Opačná znaménka

#–
#–σ a

#–
#–σ∗ jsou zde kv̊uli zvyklosti mechaniky značit ta-

hová napět́ı kladně. Existuje-li vněǰśı pole objemových sil
#–

f , pak je člen produkce
.
H = ρ

#–

f .
Nejběžneǰśım př́ıpadem vněǰśıho silového pole je pole gravitačńı. Dosazeńım zmı́něných veličin
do obecné diferenciálńı bilance (1.5) dostáváme Cauchyho rovnici

ρ
∂ #–u

∂t
+∇ • (ρ #–u ⊗ #–u) = ∇ •

#–
#–σ + ρ

#–

f . (1.7)

Tato rovnice je vyjádřeńım druhého Newtonova zákona pro libovolné spojité prostřed́ı, takže
plat́ı jak pro tekutiny, tak pro elastická tělesa. Členy na levé straně představuj́ı setrvačné śıly
vztažené na jednotku objemu a členy na pravo zase vnitřńı povrchové a vněǰśı objemové śıly,
které jsou opět vztaženy na jednotku objemu.

Tenzor napět́ı
#–
#–σ lze rozdělit do dvou část́ı. Izotropńı tlak p charakterizuje tekutinu, pokud

je v klidu, a tenzor vazkých napět́ı
#–
#–τ , když se tekutina pohybuje [41]

#–
#–σ = −p

#–
#–

δ +
#–
#–τ . (1.8)

Dosazeńım vztahu (1.8) do rovnice (1.7) dostáváme rovnici Navierovu-Stokesovu

ρ
∂ #–u

∂t
+∇ • (ρ #–u ⊗ #–u) = −∇p+∇ •

#–
#–τ + ρ

#–

f . (1.9)

Tato rovnice je základńı pohybovou rovnićı mechaniky tekutin a popisuje pohyb reálné tekutiny.

Zanedbáńım vazkých efekt̊u v Navierově-Stokesově rovnici (1.9) dostaneme Eulerovu rovnici,
která popisuje prouděńı ideálńı tekutiny.

ρ
∂ #–u

∂t
+∇ • (ρ #–u ⊗ #–u) = −∇p+ ρ

#–

f (1.10)
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Kapitola 1. Základy mechaniky tekutin a termomechaniky

1.1.4 Zákon zachováńı energie

V tomto př́ıpadě bude bilancovanou veličinou celková energie E. Př́ıslušná fyzikálńı vlastnost je
potom součin ρE, který nazveme hustotou energie e. Prvńı člen v rovnici (1.11) se v termody-
namice nazývá vnitřńı energie ue a zahrnuje kinetickou a potenciálńı energii mikroskopického
pohybu molekul. Druhý člen vyjadřuje kinetickou energii makroskopického pohybu hmoty [31].

E = ue +
1

2
ρ|| #–u||2 (1.11)

Ke změnám vnitřńı energie docháźı v d̊usledku přenosu tepla, a proto je difusivńı člen PPP roven
hustotě tepelného toku #–q , který je dále možné rozepsat pomoćı Fourierova zákona. Ke vzniku
vnitřńı energie docháźı také v d̊usledku vratné a nevratné přeměny mechanické energie nebo
přeměnou jiných druh̊u energie [41]. Člen produkce tak nabývá tvaru

.
H =

#–
#–σ •• (∇ #–u) + ρ #–u •

#–

f + q̇. (1.12)

Rychlost přeměny mechanické energie na vnitřńı popisuje prvńı člen vztahu (1.12). Druhý člen,
podobně jako v rovnici (1.9), popisuje práci vněǰśıch objemových sil. Pod třet́ı člen zahrnujeme
např. Jouleovo teplo, rozpouštěćı teplo, reakčńı teplo nebo teplo uvolněné jaderným štěpeńım.
Energetickou rovnici pak lze s využit́ım obecné bilance (1.5) zapsat jako

∂e

∂t
+∇ • (e #–u)−

#–
#–σ •• (∇ #–u)− ρ #–u •

#–

f − q̇ +∇ • #–q = 0. (1.13)

Rozložeńım tenzoru napět́ı pomoćı vztahu (1.8) a daľśımi úpravami dostáváme zákon zachováńı
energie ve tvaru

∂e

∂t
+∇ •

(
(e+ p) #–u

)
=

#–
#–τ •• (∇ #–u) + ρ #–u •

#–

f + q̇ −∇ • #–q . (1.14)

1.2 Stavová rovnice a termodynamické vztahy

Vzhledem k tomu, že matematický model prouděńı, sestavený z rovnice kontinuity, Navierovy-
Stokesovy rovnice a zákonu zachováńı energie, ve trojrozměrném př́ıpadě tvoř́ı systém pěti
rovnic pro sedm neznámých, kterými jsou hustota ρ, složky rychlosti #–u, energie e, tlak p a tep-
lota T , je třeba připojit daľśı rovnice, d́ıky kterým se systém uzavře a bude možné jej vyřešit.

Tyto vztahy se nazývaj́ı stavové rovnice a charakterizuj́ı chováńı pracovńıho média. Stavové
rovnice jsou odvozovány z kinetické teorie plyn̊u nebo statistické mechaniky nebo jsou źıskány
z experimentálńıch dat. Termická stavová rovnice udává vztah stavových veličin k jiné stavové
veličině, běžně ve formě p = p(T, ρ). Druhý vztah je kalorická stavová rovnice, která definuje
relaci vnitřńı energie k termickým stavovým veličinám, typicky ve formě e = e(T, p) [2].

1.2.1 Model ideálńıho plynu

V literatuře lze nalézt mnoho model̊u plynu, které v́ıce či méně reflektuj́ı realitu, my se však
omeźıme na model ideálńıho plynu, který je pro běžné tlaky a teploty dostatečný. Tento model
se vyznačuje t́ım, že se ř́ıd́ı stavovou rovnićı ve tvaru

p = ρrT. (1.15)
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Kapitola 1. Základy mechaniky tekutin a termomechaniky

Nav́ıc pro něj plat́ı, že měřné tepelné kapacity při konstantńım tlaku cp a objemu cv nejsou funk-
cemi teploty a jsou tud́ıž konstantńı. Třet́ı definičńı podmı́nka ř́ıká, že vnitřńı energie ideálńıho
plynu je funkćı pouze teploty tj. e = e(T ) [31].

Z uvedených vlastnost́ı modelu ideálńıho plynu pak vyplývaj́ı daľśı vlastnosti. Prvńı z nich
je Mayer̊uv vztah

cp − cv = r = konst., (1.16)

kde r představuje měrnou plynovou konstantu, kterou lze źıskat z pod́ılu univerzálńı ply-
nové konstanty R a molekulové hmotnosti př́ıslušného plynu M . Pokud bychom jako médium
uvažovali vzduch, pak konstanta r nabývá hodnoty:

r =
R

M
=

8, 314 [kJ · kmol−1 ·K−1]

28, 96 [kg · kmol−1]
= 287, 1 [J · kg−1 ·K−1]. (1.17)

Daľśı vlastnost́ı je konstantńı poměr měrných tepelných kapacit, který je známý jako Poissonova
konstanta

cp
cv

= γ = konst. (1.18)

Velikost této konstanty záviśı na počtu atomů v molekule uvažovaného plynu [31]. Pro vzduch
je tato hodnota γ = 1, 4.

Zavedeńım měrné entalpie h a dosazeńım za druhý člen z termické stavové rovnice lze ukázat,
že vnitřńı energie ideálńıho plynu je skutečně funkćı pouze teploty:

h = ue +
p

ρ
= ue(T ) + rT = h(T ). (1.19)

Postupem bĺıže popsaným v [31] je možné dospět k vyjádřeńı kalorické stavové rovnice ve tvaru

h = cpT. (1.20)

Z Mayerova vztahu (1.16) a Poissonovy konstanty (1.18) lze źıskat výraz

r =
γ − 1

γ
cp. (1.21)

Dosazeńım tohoto výrazu do stavové rovnice (1.15) dostáváme

p = ρ
γ − 1

γ
cpT. (1.22)

Daľśım dosazeńım z definičńıho vztahu (1.19) za součin cpT źıskáváme

p = ρ
γ − 1

γ

(
ue +

p

ρ

)
. (1.23)

Člen ρue lze vyjádřit ze vztahu (1.11) a po úpravách nabývá stavová rovnice tvaru

e =
p

(γ − 1)
+

1

2
ρ|| #–u||2. (1.24)
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Kapitola 1. Základy mechaniky tekutin a termomechaniky

1.2.2 Fourier̊uv zákon

Pro úplnost je ještě potřeba upravit člen #–q energetické rovnice (1.14), ve kterém je obsažena
neznámá teplota T . Jak bylo řečeno v kapitole 1.1.4, tento člen je možné dále rozepsat pomoćı
Fourierova zákona

#–q = −λ∇T, (1.25)

kde λ představuje součinitel tepelné vodivosti tekutiny [41].

Pro eliminaci teploty ze vztahu (1.25) je třeba za teplotu dosadit ze stavové rovnice (1.15).
Využit́ım Mayerova vztahu (1.16) a Poissonovy konstanty (1.18) dostáváme

#–q = − γ

γ − 1

µ

Pr
∇
(
p

ρ

)
, (1.26)

kde vystupuje Prandtlovo podobnostńı č́ıslo Pr definované jako [41]

Pr =
µcp
λ
. (1.27)

Základńı zákony zachováńı doplněné o stavovou rovnici, v tomto př́ıpadě ve tvaru (1.24), tvoř́ı
systém o šesti rovnićıch. Pokud bychom uvažovali přestup tepla, tak s využit́ım vztahu (1.26)
sńıž́ıme počet neznámých na šest, č́ımž je systém uzavřený.

1.3 Základy dynamiky plyn̊u

Rychlost zvuku a je rychlost š́ı̌reńı slabého rozruchu tlaku p ve stlačitelném prostřed́ı, tzn. v
prostřed́ı, které má proměnnou hustotu ρ. Je definována následuj́ıćım vztahem

a =

√
γ
p

ρ
=
√
γrT . (1.28)

Lokálńı rychlost zvuku slouž́ı v dynamice plyn̊u jako norma lokálńı rychlosti proud́ıćı tekutiny.
Vznikne t́ım bezrozměrná proměnná, která se nazývá Machovo č́ıslo [30]

Ma =
c

a
. (1.29)

1.3.1 Celkový a statický stav

Předpokládejme izentropické prouděńı, které je jednorozměrné, stlačitelné, stacionárńı a bez
rázových vln. Představme si rozlehlou nádobu, ze které výtokovou trubićı proud́ı stlačitelná
tekutina. O nádobě předpokládjeme, že je tak rozměrná, že v určité vzdálenosti od vtokového
hrdla do trubice je rychlost c0 = 0. Graficky je tato úvaha znázorněna na obrázku 1.2.

Obrázek 1.2: Rozlehlá nádoba s výtokovou trubićı
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Kapitola 1. Základy mechaniky tekutin a termomechaniky

Představme si, že bychom proud izentropicky zbrzdili na nulovou rychlost. Takto je obecně
definován klidový stav, který se zavád́ı do řešeného systému i v př́ıpadě, kdy v něm uvažovaná
nádoba neńı, pak se tento stav nazývá fiktivńı. Pro klidový stav nav́ıc plat́ı následuj́ıćı výroky.

• Pro celou soustavu, kde prouděńı lze považovat za izentropické, existuje jediný klidový
stav. Klidové hodnoty jednotlivých stavových veličin jsou pro daný systém konstantńı.

• Klidové hodnoty jednotlivých stavových veličin v izentropické soustavě jsou nejvyšš́ımi
dosažitelnými hodnotami těchto veličin.

Tlak a teplota, kterých tekutina dosáhne při rychlosti c0 = 0, jsou definovány jako klidový tlak
a klidová teplota. Klidový, stagnačńı nebo celkový stav jsou synonyma [1]. V této práci budeme
dále pracovat s názvem celkový stav a bude označen dolńım indexem t.

Naproti celkovému stavu existuje ještě stav statický. Veličiny v tomto stavu si lze představit
jako měřené měř́ıćım př́ıstrojem, který se pohybuje s proud́ıćım médiem rychlost́ı c [31].

Pokud bychom kromě požadavk̊u na prouděńı nav́ıc uvažovali jako proud́ıćı médium ideálńı
plyn, pak je dle úvah bĺıže popsaných v [31] možné vyjádřit vztah pro celkovou teplotu jako

Tt = Ts +
c2

2cp
, (1.30)

kde symbolem Ts je označena statická teplota. Druhý člen má fyzikálńı rozměr teploty. Proto
se nazývá dynamická teplota, i když se z termodynamického hlediska o teplotu nejedná [31].

1.3.2 Dynamické funkce

Pomoćı dynamických funkćı je možné stanovit hodnotu dané veličiny v obecném mı́stě vztaženou
ke klidovému stavu jako funkci Machova č́ısla popsaného vztahem (1.29). Podrobné odvozeńı a
detailněǰśı vymezeńı oboru platnosti těchto vztah̊u je možné naj́ıt v [39].

Pr̊uběh teploty

Ts
Tt

= (1 +
γ − 1

2
Ma2)−1 (1.31)

Pr̊uběh tlaku

ps
pt

= (1 +
γ − 1

2
Ma2)−

γ
γ−1 (1.32)

Pr̊uběh hustoty

ρs
ρt

= (1 +
γ − 1

2
Ma2)−

1
γ−1 (1.33)

Pokud bychom uvažovali rovnoměrné rozložeńı hustoty a rychlosti podél proudnice, pak lze
vyjádřit poměr kritického pr̊užezu A∗ [31] k pr̊uřezu A jako

A∗

A
= (

γ + 1

2
)

γ+1
2(γ−1)Ma(1 +

γ − 1

2
Ma2)−

γ+1
2(γ−1) . (1.34)
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Kapitola 2

Radiálńı kompresor

Kompresor je stroj určený ke stlačováńı plyn̊u a par. Obecně se kompresory děĺı podle zp̊usobu
stlačováńı na objemové a dynamické. U objemových kompresor̊u docháźı ke stlačeńı média
zmenšeńım pracovńıho prostoru ve válci, v němž je médium uzavřeno. U dynamických kom-
presor̊u se velikost pracovńıho prostoru neměńı. Dále se děĺı na turbokompresory a proudové
kompresory [19]. Podle směru, kterým proud vzduchu opoušt́ı rotor, mohou být turbokompre-
sory rozděleny na axiálńı, radiálńı, př́ıpadně diagonálńı [18].

V současné době jsou nejv́ıce rozš́ı̌rené kompresory axiálńı, a to jak v civilńıch, tak vojenských
aplikaćıch. Mezi jejich přednosti patř́ı vyšš́ı účinnost a malé čelńı rozměry při vysokém hmot-
nostńım pr̊utoku. Na druhou stranu stlačeńı jednoho axiálńıho stupně je velmi omezené, nejčastěji
se pohybuje v rozměźı π = 1, 2 až 2 [18]. Požadavky na vyšš́ı stlačeńı lze splnit zařazeńım jed-
notlivých stupň̊u za sebe a vytvořit tak v́ıcestupňový kompresor. To ovšem vede k větš́ımu
počtu lopatek a náročněǰśımu návrhu konstrukce i výroby takového kompresoru.

Ačkoliv radiálńı kompresory maj́ı nižš́ı účinnost, stlačeńı jediného stupně se pohybuje až okolo
hodnot π = 5 až 7 [18]. Daľśı výhodou je konstrukčńı jednoduchost a velká spolehlivost během
provozu. Dı́ky tomu si radiálńı kompresory zachovávaj́ı dominantńı roli v klasických aplikaćıch
jako je doprava zemńıho plynu na velké vzdálenosti nebo stlačováńı vzduchu pro pr̊umyslové
a d̊ulńı aplikace, ve velkých chlad́ıćıch zař́ızeńıch a v chemickém pr̊umyslu. V současnosti se
radiálńı kompresory nav́ıc uplatňuj́ı u plynových turb́ın menš́ıch výkon̊u, a to v leteckých, v
pozemńıch mobilńıch i lodńıch aplikaćıch nebo v energetice [17]. Na obrázku 2.1 je zobrazen
řez turbovrtulovým motorem, kde je použit radiálńı stupeň jako posledńı rotor kompresoru.

Obrázek 2.1: Řez leteckým turbovrtulovým motorem [22]
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Kapitola 2. Radiálńı kompresor

2.1 Princip funkce

Stupeň radiálńıho kompresoru je tvořen vstupńı soustavou, oběžným kolem kompresoru, difu-
zory a výstupńı soustavou. Skica upořádáńı je vidět na obrázku 2.2.

Vstupńı soustavou se přivád́ı vzduch do rotuj́ıćıho kola kompresoru. Na vzduch, který ro-
tuje s kolem kompresoru, p̊usob́ı odstředivé śıly. T́ım se vzduch stlačuje, zvyšuje svoj́ı teplotu
i absolutńı rychlost. V difuzorech klesá rychlost, za současného r̊ustu tlaku a teploty vzdu-
chu. Ve výstupńı soustavě se parametry proudu měńı málo. Vzduch je zde převeden do směru
podle požadavku daľśı části, která za kompresorem následuje [18]. Změna základńıch parametr̊u
proudu vzduchu na středńı proudnici je zobrazena na obrázku 2.3.

Obrázek 2.2: Schéma radiálńıho kompresoru Obrázek 2.3: Parametry proudu po
střednici

Úsek mezi řezy (0−0) a (1−1) znázorňuje vstupńı soustavu. Řez (0−0) je teoreticky nekonečně
daleko před kompresorem, prakticky v takové vzdálenosti, kde se neprojevuje vliv práce kom-
presoru. Ve vstupńı soustavě se nepřivád́ı žádná práce W , nepřivád́ıme ani neodvád́ıme žádné
teplo, což v souhlasu s rovnićı zachováńı energie znamená, že celkové teploty jsou v obou řezech
stejné, T0,t = T1,t. Protože rychlost c1 > c0, nastává ve vstupńı soustavě pokles statické teploty.
Statický tlak sleduje změnu statické teploty. Vlivem ztrát třeńım a v́ı̌reńım proudu vzduchu ve
vstupu klesá celkový tlak, p1,t < p0,t [18].

Při pr̊utoku vzduchu kolem kompresoru, mezi řezy (1 − 1) a (2 − 2) se přivád́ı práce, a proto
zde roste statický tlak i teplota, rychlost vzduchu, a tak i celkový tlak a teplota. Vzduch z
kola kompresoru vstupuje do bezlopatkového difuzoru (2− 2) až (3− 3) a lopatkového difuzoru
(3− 3) až (4− 4). Oba difuzory slouž́ı k přeměně kinetické energie v tlakovou. V difuzorových
kanálech bezlopatkového a lopatkového difuzoru klesá rychlost proud́ıćıho média, roste statický
tlak a statická teplota. Zanedbáme-li př́ıvod či odvod tepla mezi řezy (2 − 2) až (5 − 5), je
celková teplota konstantńı, jelikož se v difuzorech ani ve výstupńı soustavě nepřivád́ı žádná
práce. Vlivem třeńı a v́ı̌reńı vzduchu klesá v difuzorech i ve výstupńı soustavě celkový tlak [18].
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Kapitola 2. Radiálńı kompresor

2.1.1 Vstupńı soustava

Vstupńı soustava radiálńıho kompresoru má zabezpečit maximálńı rovnoměrnost rozložeńı
proudu ve vstupu do kola, protože nerovnoměrnost proudu snižuje účinnost celého kompre-
soru. Možnost́ı provedeńı existuje celá řada a některé varianty jsou znázorněny na obrázku 2.4,
nejlépe však zmı́něné požadavky splňuje osový vstup [18].

Obrázek 2.4: Možnosti provedeńı vstupńı soustavy

Rozložeńı rychlosti proudu na konci vstupńı soustavy, tj. řez (1 − 1), źıskáme na jednotlivých
poloměrech tak, že sestroj́ıme rychlostńı trojúhelńıky. Provedeme válcový řez na jednotlivých
pr̊uměrech a rozvineme jej do roviny. Pro názornost je tato myšlenka zobrazena na obrázku 2.5.

Obrázek 2.5: Vstupńı soustava bez rozv́ı̌reńı

T́ım, že roste obvodová rychlost #–u směrem k vněǰśımu pr̊uměru D1,T , roste i velikost relativńı
rychlosti #–w. Pokud Machovo č́ıslo vztažené k relativńı rychlosti Mw1,T

překroč́ı hodnotu 0, 95,
vznikaj́ı zde rázové vlny s následným odtržeńım proudu vzduchu od lopatek, což znamená daľśı
ztráty. Tato skutečnost, při zadané rychlosti c, často omezuje obvodovou rychlost u1,T .

Ve snaze zvýšit otáčky kompresoru a t́ım zvýšit i jeho stlačeńı při zachováńı podzvukového
Machova č́ısla Mw1,T

se provád́ı kompresory s rozv́ı̌reńım vzduchu před kolem. V takovém
př́ıpadě absolutńı rychlost c neńı osová, ale má obvodovou složku cu orientovanou ve směru
otáčeńı. Zvýšeńı obvodové rychlosti u je možné právě o složku cu. Prakticky se rozv́ı̌reńı vzdu-
chu dosáhne umı́stěńım statorových lopatek před oběžné kolo, jak je vidět na obrázku 2.6.

Obrázek 2.6: Vstupńı soustava s rozv́ı̌reńım
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Kapitola 2. Radiálńı kompresor

2.1.2 Oběžné kolo

Oběžné kolo je jediná část odstředivého kompresoru, ve které se médiu předává práce. To se
projev́ı r̊ustem tlaku, teploty i rychlosti, jak je vidět na obrázku 2.3. Na hmotné částice vzdu-
chu, které se pohybuj́ı v mezilopatkovém kanále kola, p̊usob́ı kromě śıly setrvačné, tlakové a
třećı ještě śıla odstředivá a Coriolisova. Při rozboru prouděńı vzduchu kolem kompresoru je
možné kolo rozdělit na vstupńı část, tzv. záběrńık, a výstupńı část kola.

Při prouděńı média oběžným kolem kompresoru vznikaj́ı ztráty rázovými vlnami, třeńım, v́ı̌reńım
proudu, ale také třeńım disku kola, přetékáńım proudu vzduchu mezi lopatkami a krytem kom-
presoru. Podrobně jsou tyto ztrátové mechanismy popsány v kapitole 3.4.

Záběrńık

Úhel odklonu relativńı rychlosti β od vstupńı roviny záběrńıku je možné obecně určit vztahem

tan β1 =
c1,a

u1 − c1,u

. (2.1)

Na obrázku 2.7 je zakreslen úhel β1 a geometrický úhel záběrńıku ϕ1, jejichž rozd́ılem je defi-
nován úhel náběhu i jako

i = ϕ1 − β1. (2.2)

Vzhledem k nutnosti zamezit odrtžeńı proudu na záběrńıku je úhel náběhu i po celé výšce
lopatky volen v rozmeźı ±2◦. Ze vztahu (2.1) je patrné, že se zvyšuj́ıćım se poloměrem, a t́ım
i zvyšuj́ıćı se unášivou rychlost́ı #–u, se měńı úhel β1. Z této skutečnosti a požadavku na úhel
náběhu i vyplývá, že lopatka na vstupu muśı být po výšce zkroucená. Na obrázku 2.7 je lopatka
na špičce záběrńıku D1,T znázorněna čárkovaně.

Obrázek 2.7: Znázorněńı po výšce zkroucené lopatky na vstupu

Výstupńı část kola

Rychlostńı trojúhelńık na výstupu z oběžného kola je možné sestavit podobně jako na vstupu.
Kolo s nekonečným počtem radiálńıch lopatek má nulovou tangenciálńı složku relativńı rych-
losti w2,u. To ovšem neplat́ı pro kolo s konečným počtem lopatek, kde je rychlost w2 odkloněna
od radiálńıho směru proti směru otáčeńı kola. Na obrázku 2.8 jsou znázorněny rychlostńı
trojúhelńıky pro kola s konečnými počty lopatek [36].
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Kapitola 2. Radiálńı kompresor

Obrázek 2.8: Rychlostńı trojúhelńık na výstupu z kola

Vlivem odklonu relativńı rychlosti od radiálńıho směru je c2,u < u2. Poměr těchto rychlost́ı se
nazývá součinitel skluzu [18]

µ =
c2,u

u2

. (2.3)

Hodnota součinitele skluzu se u kol s radiálńımi i zahnutými lopatkami většinou stanovuje
přibližně pomoćı poloempirických vztah̊u, kterých je v literatuře uvedená celá řada. Tyto vztahy
bohužel nelze použ́ıt univerzálně a odpov́ıdaj́ı jen určitým podmı́nkám práce kola [36]. Jako
př́ıklad je uveden Stodol̊uv vztah [17]

µ = 1− π sinϕ2

Z(1− c2,r
u2

cotgϕ2)
. (2.4)

V zahraničńı literatuře se často pracuje se součinitelem skluzu definovaným Wiesnerem v [49]

µ = 1−
√

cosϕ2

Z0,7
. (2.5)

Z uvedených vztah̊u pro stanoveńı součinitele skluzu je partné, že výrazně záviśı na počtu
lopatek z. Velký počet lopatek zač́ınaj́ıćıch v řezu (1−1) by vedl k podstatnému r̊ustu rychlost́ı
proudu média v záběrńıku, protože by se značně zmenšila pr̊utoková plocha, a došlo by ke
značenému r̊ustu ztrát při pr̊utoku kolem. Počet lopatek lze zvýšit použit́ım tzv. splitter̊u
(mezilopatek), které zač́ınaj́ı v oblasti na konci záběrńıku. Ilustrace oběžných kol je vidět na
obrázku 2.9.

Obrázek 2.9: Oběžné kolo bez splitter̊u (vlevo) a se splittery (vpravo)
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Kapitola 2. Radiálńı kompresor

2.1.3 Difuzory odstředivého kompresoru

V difuzorech odstředivého kompresoru nastává přeměna vysoké kinetické energie v energii po-
tenciálńı. Pokles rychlosti je doprovázen r̊ustem statického tlaku a statické teploty. Jelikož
proud vzduchu vystupuje z oběžného kola značně rozrušen, nastává v difuzorech kromě poklesu
rychlosti i vyrovnáváńı rozrušeného proudu. V mnoha aplikaćıch může být Machovo č́ıslo na
výstupu z oběžného kola Ma2 > 1, protože k dosažeńı vysokého stlačeńı je potřebná velká
obvodová rychlost u2, a t́ım je i rychlost c2 vysoká [18].

Pr̊utok média je v d̊usledku třeńı, v́ı̌reńı i vyrovnáńı rozrušeného proudu doprovázen velkými
ztrátami. Bezprostředně za rotorem kompresoru je difuzor bezlopatkový, za ńım pak následuje
difuzor lopatkový.

Bezlopatkový difuzor

Bezlopatkový difuzor je ohraničen předńı a zadńı skř́ıńı kompresoru mezi řezy (2− 2) a (3− 3).
Nastává zde pokles rychlosti za současného r̊ustu statického tlaku a teploty. Zvláštnost to-
hoto procesu spoč́ıvá v tom, že tvar kanálu bezlopatkového difuzoru umožňuje přechod nad-
zvukového proudu do podzvukového bez výskytu rázových vln. V takovém př́ıpadě muśı být
radiálńı složka absolutńı rychlosti proudu cr podzvuková. Kromě zpomaleńı proudu nastává v
bezlopatkovém difuzoru ještě vyrovnáńı rozrušeného proudu vystupuj́ıćıho z oběžného kola [36].

U kompresor̊u s vysokým stlačeńım bývaj́ı rychlosti v bezlopatkovém difuzoru nadzvukové i
na výstupu. Nab́ızej́ıćı se řešeńı je použit́ı dlouhého bezlopatkového difuzoru, ve kterém by
klesla rychlost proudu na podzvukovou, to je však doprovázeno velkými ztrátami [18].

Lopatkový difuzor

Lopatkový difuzor bezprostředně navazuje na bezlopatkový. V leteckých kompresorech je lopat-
kový difuzor použ́ıván předevš́ım proto, že má vyšš́ı účinnost než bezlopatkový a větš́ı difuzor-
nost kanálu při stejné změně poloměru, což př́ıznivě ovlivňuje maximálńı pr̊uměr kompresoru.
Ztráty v lopatkovém difuzoru jsou významně ovlivňovány difuzornost́ı kanálu [18].

Podzvukové lopatkové difuzory maj́ı provedeńı lopatky bud’ s kruhovou nebo jinou středńı
křivkou, na kterou je navinut aerodynamický profil, jak je znázorněno na obrázku 2.10.

Obrázek 2.10: Schéma lopatkového difuzoru
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Kapitola 2. Radiálńı kompresor

2.1.4 Výstupńı soustava odstředivého kompresoru

Výstupńı soustava odstředivého kompresoru převád́ı médium od difuzoru do směru určeného
daľśı část́ı soustroj́ı, která za kompresorem následuje. V této části kompresoru opět nepřivád́ıme
ani neodvád́ıme žádnou práci a zanedbáváme př́ıvod i odvod tepla. Celková teplota se neměńı.
Ztráty při pr̊utoku výstupńı soustavou jsou poměrně značné, protože často docháźı k velkému
ohnut́ı proudu. Ztráty třeńım a v́ı̌reńım proudu vzduchu jsou doprovázeny poklesem celkového
tlaku. Statické stavy se zde měńı vcelku málo.

Dř́ıve nejuž́ıvaněǰśı výstupńı soustava u odstředivých kompresor̊u použ́ıvaných k přeplňováńı
ṕıstových motor̊u je spirálńı výstupńı soustava. U lopatkových leteckých motor̊u, které maj́ı
za odstředivým kompresorem zařazenou spalovaćı komoru, se nejčastěji použ́ıvá prstencová
výstupńı soustava. Většina spalovaćıch komor vyžaduje vstup vzduchu v osovém směru. Vzduch
vystupuj́ıćı z lopatkového difuzoru má jak radiálńı, tak odvodovou složku rychlosti, a to i po
ohnut́ı proudu. Z tohoto d̊uvodu se na konec výstupńı soustavy vkládaj́ı usměrňovaćı lopatky,
aby narovnaly proud vzduchu do čistě osového směru [18], [36].

Obrázek 2.11: Rychlostńı trojúhelńık na výstupu z kola

2.2 Výkonové parametry

Základńı parametr, který charakterizuje kompresor, je stlačeńı π. Je definováno jako poměr
tlaku za kompresorem k tlaku před kompresorem. Udává se jako poměr celkových stav̊u [18]

π =
p0,t

p5,t

. (2.6)

Daľśım významným parametrem kompresoru je účinnost η, která charakterizuje kvalitu procesu
stlačováńı. Je definována následovně [18]

η =

(
p0,t
p5,t

) γ−1
γ − 1(

T0,t
T5,t

)
− 1

. (2.7)
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Kapitola 3

Matematický model radiálńıho
kompresoru

V úvodńı kapitole byly popsány základńı zákony zachováńı a základy mechaniky tekutin a
termodynamiky. Jsou to základńı vědńı obory, které se použ́ıvaj́ı pro návrh a analýzu prouděńı.
Ve druhé kapitole byl shrnut účel a princip fungováńı radiálńıho kompresoru a jeho d́ılč́ıch část́ı.
Účelem této kapitoly je popis modelováńı geometrie kompresoru, představeńı použitého modelu
prouděńı a popis některých ztrátových mechanismů, které se při prouděńı vzduchu radiálńım
kompresorem vyskytuj́ı.

3.1 Geometrický popis kompresoru

Na obrázku 2.2 je znázorněna skica soustroj́ı. Doposud nezodpovězenou otázkou je, o který
druh křivek se jedná a jak je modelovat. V minulosti se z d̊uvodu jednoduchosti a výpočetně
menš́ı náročnosti pro popis geometrie kanálu i lopatek použ́ıvaly r̊uzné druhy kuželoseček. Větš́ı
variabilitu tvar̊u nab́ıźı tzv. Beziérova křivka, kterou je také možné vyjádřit analyticky a nav́ıc
poskytuje př́ımočarěǰśı postup při diskretizaci oblasti, což bude detailněji diskutováno dále.

3.1.1 Bézierova křivka

Bézierova křivka stupně n je tvořena jedńım segmentem, který je určen (n + 1) ř́ıdićımi body,
které tvoř́ı ř́ıdićı polygon. Krajńımi body ř́ıdićıho polygonu procháźı (interpoluje je), všechny
vnitřńı body polygonu aproximuje [28].

Necht’ jsou dány ř́ıdićı body V0,V1, ...,Vn. Potom je vektorová rovnice Bézierovy křivky

P(t) =
n∑
i=0

Bi,n(t)Vi = B0,n(t)V0 +B1,n(t)V1 + ...+Bn,n(t)Vn, t ∈ 〈0; 1〉, (3.1)

kde bázové funkce

Bi,n(t) =

(
n
i

)
ti(1− t)n−i =

n!

i!(n− i)!
ti(1− t)n−i, t ∈ 〈0; 1〉, i = 0, ..., n (3.2)

jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupně [28].
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Kapitola 3. Matematický model radiálńıho kompresoru

Aplikace na radiálńı kompresor

Pro popis tvaru pr̊utočného kanálu oběžného kola byla zvolena Bézierova křivka třet́ıho stupně
tzv. kubika. Křivky vyšš́ıch řád̊u poskytuj́ı větš́ı variabilitu tvaru, ale dle [46] je křivka třet́ıho
řádu pro tuto aplikaci dostatečná. Beziérovu kubiku lze popsat vektorovou rovnićı

P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3 =

= (1− t)3V0 + 3t(1− t)2V1 + 3t2(1− t)V2 + t3V3, t ∈ 〈0; 1〉. (3.3)

Geometrii vstupńı soustavy, difuzor̊u i výstupńı soustavy je možné modelovat obdobně. Vzhle-
dem ke konstrukčńım řešeńım difuzor̊u, které se objevuj́ı v dostupné literatuře, lze tyto části
kompresoru modelovat pomoćı křivek prvńıho řádu - úseček. Vektorová rovnice (3.3) se v tomto
př́ıpadě zjednoduš́ı do tvaru

P(t) = (1− t)V0 + tV1, t ∈ 〈0; 1〉. (3.4)

Koncept geometrického popisu kompresoru vycháźı z představy, že fyzická komponenta zač́ıná a
konč́ı stejně s parametrickou křivkou, kterou je popsána. Tento př́ıstup umožňuje modelovat jed-
notlivé části samostatně a pak je zařadit za sebe. Daľśı výhodou je jednoduchá možnost zaručeńı
spojitosti na sebe navazuj́ıćıch část́ı při aerodynamickém návrhu kompresoru. Tento druh křivek
nav́ıc poskytuje možnost snadné manipulace s tvarem pr̊utočného kanálu pro př́ıpadnou opti-
malizačńı úlohu. Graficky je koncept geometrického popisu znázorněn na obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Koncept geometrického popisu kompresoru

3.2 Model prouděńı

V problematice turbostroj̊u se běžně použ́ıvá adiabatický stlačitelný nevazký model prouděńı.
Tento model předpokládá, že vazké efekty a přestup tepla mohou být zanedbány [3]. Při analýze
prouděńı bývá často výhodné řešit jej v tzv. relativńım souřadnicovém systému, který se v̊uči
pevnému nebo též absolutńımu systému nějak pohybuje [47]. Ačkoliv obecně se může pohyb
relativńıho systému skládat z pohybu translačńıho a rotačńıho, pro účely turbostroj̊u budou
uvažovány pouze relativńı systémy, které rotuj́ı okolo osy stroje.
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Kapitola 3. Matematický model radiálńıho kompresoru

3.2.1 Relativńı systém souřadnic

Relativńı rychlosti prouděńı v relativńım souřadnicovém systému je nutno svázat s absolutńı
rychlost́ı, kterou pozorovatel vid́ı v absolutńım systému. Na obrázku 3.2 je znázorněn relativńı
souřadnicový systém, který se v̊uči absolutńımu systému otáč́ı úhlovou rychlost́ı ω.

Obrázek 3.2: Relativńı souřadnicový systém

Bez újmy na obecnosti mohou být oba počátky OR relativńıho systému a O absolutńıho systému
zvoleny tak, že lež́ı na ose [47]. Sledujme částici, jej́ıž poloha P (t) je popsána polohovým
vektorem #–r R v relativńım systému, v absolutńım systému vektorem #–r . Za časový úsek dt se
částice v relativńım systému přesune z bodu P (t) do bodu P (t+dt) a lze tak definovat relativńı
rychlost

#–w =
d #–r R
dt

. (3.5)

Zat́ımco se částice pohybuje relativńı rychlost́ı, tak relativńı polohový vektor #–r R současně
vykoná rotaci vzhledem k absolutńımu systému. Důsledkem této rotace je změna polohového
vektoru #–r R, pozorovaná pozorovatelem v absolutńım systému, rovna #–ω × #–r R dt [47].

Polohový vektor #–r + d #–r v absolutńım systému lze vyjádřit jako

#–r + d #–r = #–r + d #–r R + #–ω × #–r R dt. (3.6)

Takže změna polohového vektoru v absolutńım systému #–r pak je

d #–r = d #–r R + #–ω × #–r R dt. (3.7)

Z obrázku 3.2 je vidět, že polohový vektor #–r R lze vyjádřit rozd́ılem vektor̊u #–r a #–a . Dı́ky tomu,
že vektory #–a a #–ω jsou rovnoběžné, tak vektorový součin v rovnici (3.7) přecháźı do tvaru

#–ω × #–r R = #–ω × ( #–r − #–a) = #–ω × #–r − #–ω × #–a = #–ω × #–r − 0 = #–ω × #–r . (3.8)

Rychlost částice v absolutńım souřadnicovém systému lze pomoćı vztah̊u (3.5), (3.7) a (3.8)
zapsat jako

#–c =
d #–r

dt
=
d #–r R
dt

+ #–ω × #–r R = #–w + #–ω × #–r R = #–w + #–ω × #–r . (3.9)
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Kapitola 3. Matematický model radiálńıho kompresoru

Zrychleńı v relativńım systému souřadnic

Označme veličiny vztažené k relativńımu souřadnicovému systému čárkou. Uvažujme obecný
vektor #–a . Mı́ra změny vektoru #–a v absolutńım a relativńım systému je dána vztahem [45]

d #–a

dt
=
d′ #–a

dt
+ #–ω × #–a . (3.10)

Pokud si za libovolný vektor #–a zvoĺıme právě vektor absolutńı rychlosti #–c popsaný vztahem
(3.9), dostaneme

d #–c

dt
=
d′( #–w + #–ω × #–r )

dt
+ #–ω × ( #–w + #–ω × #–r ) (3.11)

Roznásobeńım pravé strany rovnice (3.11) źıskáváme

d #–c

dt
=
d′ #–w

dt
+
d #–ω

dt
× #–r + #–ω × d′ #–r

dt
+ #–ω × #–w + #–ω × ( #–ω × #–r ). (3.12)

Z definice relativńı rychlosti v rovnici (3.5) vid́ıme, že třet́ı člen na pravé straně rovnice (3.12) je
stejný jako čtvrtý, č́ımž dostáváme vyjádřeńı absolutńıho zrychleńı pomoćı relativńıch rychlost́ı
ve tvaru

d #–c

dt
=
d′ #–w

dt
+
d #–ω

dt
× #–r + 2 #–ω × #–w + #–ω × ( #–ω × #–r ), (3.13)

kde člen #–ω × ( #–ω × #–r ) představuje odstředivou śılu a člen 2 #–ω × #–w Coriolisovo zrychleńı [45],
[47]. Pokud bychom uvažovali relativńı systémy, které se otáčej́ı konstantńı úhlovou rychlost́ı,
tak by druhý člen na pravé straně rovnice (3.13) byl nulový.

3.2.2 Zákony zachováńı v relativńım systému

Pro odvozeńı základńıch zákon̊u zachováńı v rotuj́ıćım systému souřadnic je nutné definovat
materiálovou derivaci. Ta je spjatá s pojmem materiálńı kontrolńı objem znázorněným na
obrázku 3.3. Je to takový kontrolńı objem, který se pohybuje rychlost́ı proudu tekutiny a
obsahuje stále stejné materiálové částice. Jeho hmotnost je konstantńı, měnit se s časem může
jeho tvar a objem [41].

Obrázek 3.3: Materiálńı kontrolńı objem

V absolutńım systému souřadnic se materiálńı kontrolńı objem pohybuje rychlost́ı #–c a ma-
teriálńı derivaci obecné veličiny φ lze vyjádřit jako [41]

Dφ

Dt
=
∂φ

∂t
+ #–c • ∇φ. (3.14)

V relativńım systému obdobně

D′φ

Dt
=
∂′φ

∂t
+ #–w • ∇′φ. (3.15)
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Kapitola 3. Matematický model radiálńıho kompresoru

Zákon zachováńı hmotnosti v relativńım systému

Uvažujme materiálńı derivaci skalárńı veličiny jako je hustota nebo teplota. Materiálńı derivace
je časová mı́ra změny dané veličiny ve sledovaném materiálńım kontrolńım objemu a nezáviśı
tedy na volbě souřadnicového systému, takže pro obecnou skalárńı veličinu α plat́ı [45]

Dα

Dt
=
D′α

Dt
. (3.16)

Z rovnosti materiálových derivaćı pro skalárńı veličiny (3.16) a jejich definic v absolutńım a
relativńım systému souřadnic (3.14) a (3.15) lze vyjádřit

∂φ

∂t
=
∂′φ

∂t
− ( #–c − #–w) • ∇α. (3.17)

Pro připomenut́ı uvedeme tvar rovnice kontinuity (1.6) v absolutńım souřadnicovém systému

∂ρ

∂t
+∇ • (ρ #–c ) = 0. (3.18)

Aplikaćı vztahu (3.17) pro hustotu ρ a dosazeńım za absolutńı rychlost #–c ze vztahu (3.9)
dostaneme

∂′ρ

∂t
− ( #–c − #–w) • ∇ρ+∇ •

[
ρ( #–w + #–ω × #–r )

]
= 0. (3.19)

Roznásobeńım posledńıho členu na levé straně lze upravit do tvaru

∂′ρ

∂t
− ( #–ω × #–r ) • ∇ρ+∇ • (ρ #–w) +∇ •

[
ρ( #–ω × #–r )

]
= 0. (3.20)

Posledńı člen na levé straně rovnice (3.20) lze rozepsat jako

∇ •
[
ρ( #–ω × #–r )

]
= ∇ρ • ( #–ω × #–r ) + ρ∇ • ( #–ω × #–r ). (3.21)

Dosazeńım do rovnice (3.20) źıskáme

∂′ρ

∂t
+∇ • (ρ #–w)−∇ρ • ( #–ω × #–r ) +∇ρ • ( #–ω × #–r ) + ρ∇ • ( #–ω × #–r ) = 0. (3.22)

Posledńı člen na levé straně rovnice (3.22) lze zapsat jako

∇ • ( #–ω × #–r ) = #–r • ∇ × #–ω − #–ω • ∇ × #–r = 0. (3.23)

Protože o vektorech #–r a #–ω předpokládáme, že jsou v čase pozorováńı konstantńı, bude jejich
rotace nulová, t́ım pádem i celý výraz bude roven nule [47].

Z rovnic (3.22) a (3.23) vid́ıme, že druhý a třet́ı člen zmiźı a posledńı člen je nulový. Rov-
nice kontinuity v relativńım souřadnicovém systému tak nabývá tvaru

∂′ρ

∂t
+∇ • (ρ #–w) = 0. (3.24)
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Zákon zachováńı hybnosti v relativńım systému

Rovnici hybnosti v relativńım systému je možné formulovat ve dvou variantách. Prvńı vyjádřeńı
už́ıvá relativńı rychlosti. Časová změna rychlosti je pak popsána rovnićı (3.13). Tato formulace
je vhodná pro úlohy, kde je většina oblasti uvažována jako otáčej́ıćı se. Druhou možnost́ı je
vyjádřeńı pomoćı absolutńıch rychlost́ı, které je vhodné pro aplikace, kde je většina oblasti sta-
cionárńı [10]. V této práci byla zvolena rovnice hybnosti ve formulaci s absolutńımi rychlostmi.

Obdobně jako v př́ıpadě rovnice kontinuity budeme vycházet z rovnosti materiálových deri-
vaćı. Hybnost je oproti hmotnosti veličina vektorová. Pro libovolný vektor plat́ı složitěǰśı vztah

D
#–

b

Dt
=
D′

#–

b

Dt
+ #–ω × #–

b . (3.25)

Pro úplnost uved’me několik algebraických vztah̊u, na základě kterých bude provedeno odvozeńı
rovnice hybnosti v relativńım systému. Předpokládejme, že skalárńı funkce α a vektorové funkce
#–a a

#–

b jsou spojité a diferencovatelné. Podle [23] a [47] pak plat́ı:

(α #–a)⊗ #–

b = #–a ⊗ (α
#–

b ) = α( #–a ⊗ #–

b ), (3.26)

∇ • ( #–a ⊗ #–

b ) = (∇ • #–a)
#–

b + #–a • ∇ #–

b . (3.27)

Pro připomenut́ı opět uved’me tvar rovnice hybnosti pro absolutńı systém souřadnic (1.9), nyńı
už se zanedbáńım vazkých člen̊u.

∂(ρ #–c )

∂t
+∇ • (ρ #–c ⊗ #–c ) = −∇p+ ρ

#–

f . (3.28)

Z rovnice (3.26) je vidět, že konvektivńı člen je možné vyjádřit jako

(ρ #–c )⊗ #–c = #–c ⊗ (ρ #–c ). (3.29)

Užit́ım vztah̊u (3.27) a (3.29) je možné přepsat konvektivńı člen do tvaru

∇ •
[
(ρ #–c )⊗ #–c

]
= ∇ •

[
#–c ⊗ (ρ #–c )

]
=
[
∇ • #–c

]
(ρ #–c ) + #–c • ∇(ρ #–c ). (3.30)

Pokud využijeme relaci mezi materiálovými derivacemi pro libovolné vektory (3.25), za libo-

volný vektor zvoĺıme
#–

b = ρ #–c a rozeṕı̌seme materiálové derivace dle vztah̊u (3.14) a (3.15), lze
napsat

∂(ρ #–c )

∂t
+ #–c • ∇(ρ #–c ) =

∂′(ρ #–c )

∂t
+ #–w • ∇(ρ #–c ) + #–ω × (ρ #–c ). (3.31)

Protože se snaž́ıme źıskat vyjádřeńı konvektivńıho členu ve formě diadického součinu, jako v
p̊uvodńı rovnici (3.28), tak je třeba přič́ıst člen

[
∇ • #–c

]
(ρ #–c ), č́ımž dostaneme

∂(ρ #–c )

∂t
+∇ •

[
(ρ #–c )⊗ #–c

]
=
∂′(ρ #–c )

∂t
+ #–w • ∇(ρ #–c ) + #–ω × (ρ #–c ) +

[
∇ • #–c

]
(ρ #–c ). (3.32)

Právě přičtený výraz, který je nyńı posledńı na pravé straně rovnice (3.32), lze dále rozepsat[
∇ • #–c

]
(ρ #–c ) =

[
∇ • ( #–w + #–u)

]
(ρ #–c ) =

[
∇ • #–w

]
(ρ #–c ) +

[
∇ • ( #–ω × #–r )

]
(ρ #–c ). (3.33)
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Při odvozováńı rovnice kontinuity v relativńım systému jsme dospěli ke vztahu (3.23), který
ukazuje nulovost divergence unášivé rychlosti, takže rovnice (3.32) přejde do tvaru[

∇ • #–c
]
(ρ #–c ) =

[
∇ • #–w

]
(ρ #–c ). (3.34)

Sečteńım druhého a posledńıho členu na pravé straně rovnice (3.32) s využit́ım vztahu (3.34)
źıskáváme[

∇ • #–c
]
(ρ #–c ) + #–w • ∇(ρ #–c ) =

[
∇ • #–w

]
(ρ #–c ) + #–w • ∇(ρ #–c ) = ∇ •

[
#–w ⊗ (ρ #–c )

]
. (3.35)

Rovnici (3.32) můžeme s pomoćı (3.35) a (3.29) zapsat jako

∂(ρ #–c )

∂t
+∇ • (ρ #–c ⊗ #–c ) =

∂′(ρ #–c )

∂t
+∇ • ( #–w ⊗ ρ #–c ) + #–ω × (ρ #–c ), (3.36)

č́ımž dostáváme vyjádřeńı zákonu zachováńı hybnosti v relativńım systému souřadnic ve for-
mulaci s absolutńımi rychlostmi a se zanedbáńım vazkých efekt̊u

∂′(ρ #–c )

∂t
+∇ • (ρ #–w ⊗ #–c ) + #–ω × (ρ #–c ) = −∇p+ ρ

#–

f . (3.37)

Zákon zachováńı energie v relativńım systému

Zákon zachováńı energie je podobně jako rovnice kontinuity skalárńı rovnice. Pro připomenut́ı
ji zde opět uvedeme pro absolutńı systém souřadnic se zanedbáńım vazkých člen̊u tenzoru

#–
#–σ a

přestupu tepla
∂e

∂t
+∇ • (e #–c ) = −p(∇ • #–c ) + ρ #–u •

#–

f . (3.38)

Postupem, který byl bĺıže představen pro rovnici kontinuity v kapitole 3.2.2, lze levou stranu
energetické rovnice přepsat do tvaru

∂e

∂t
+∇ • (e #–c ) =

∂′e

∂t
+∇ • (e #–w), (3.39)

a tak dostáváme
∂′e

∂t
+∇ • (e #–w) = −p(∇ • #–c ) + ρ #–c •

#–

f . (3.40)

Vyjádřeńım absolutńı rychlosti #–c jako součtu rychlosti relativńı #–w a unášivé #–ω × #–r lze psát

∂′e

∂t
+∇ • (e #–w) = −p

[
∇ • ( #–w + #–ω × #–r )

]
+ ρ #–c •

#–

f . (3.41)

Po roznásobeńı prvńıho členu na pravé straně rovnice (3.41) a s využit́ım vztahu (3.23) źıskáváme

∂′e

∂t
+∇ • (e #–w) = −p(∇ • #–w) + ρ #–c •

#–

f . (3.42)

Úpravou dostáváme tvar zákonu zachováńı energie v relativńım systému se zanedbanými vazkými
efekty a přestupem tepla

∂′e

∂t
+∇ •

[
(e+ p) #–w

]
= ρ #–c •

#–

f . (3.43)
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3.2.3 Křivočarý systém souřadnic

Při řešeńı prouděńı radiálńım kompresorem je užitečné transformovat řešené rovnice do křivoča-
rého souřadnicového systému (s, n, ϕ), který je znázorněn na obrázku 3.4. V tomto obecném
křivočarém systému představuje souřadnice s vzdálenost měřenou podél proudové plochy, ϕ úhel
běžně použ́ıvaný v polárńıch souřadnićıch a n souřadnici normálovou vzhledem k souřadnici s.
Proudová plocha je definována jako plocha, která má nulovou normálovou složku rychlosti
proudu, wn = 0 [2], [3].

Obrázek 3.4: Křivočarý souřadnicový systém

Z tohoto obrázku je vidět, že pro transformaci rovnic do křivočarého systému souřadnic je
možné využ́ıt cylindrický souřadnicový systém.

3.2.4 Cylindrický systém souřadnic

Cylindrický souřadnicový systém je, podobně jako kartézský, definován třemi souřadnicemi.
Osa z je pro oba systémy totožná, ale na mı́sto souřadnic x, y zde vystupuj́ı souřadnice r, která
udává vzdálenost od osy z a ϕ, která definuje úhel pr̊umětu pr̊uvodiče bodu P do roviny xy.

Obrázek 3.5: Bod v cylindrickém souřadnicovém systému

Z obrázku 3.5 vyplývaj́ı vztahy pro převod souřadnic mezi kartézským a cylindrickým systémem.
Pro souřadnice plat́ı

x(r, ϕ, z) = r cosϕ,

y(r, ϕ, z) = r sinϕ, (3.44)

z(r, ϕ, z) = z;

r(x, y, z) =
√
x2 + y2,

ϕ(x, y, z) = arctan
(y
x

)
, (3.45)

z(x, y, z) = z.
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a pro libovolný vektor #–a plat́ı

ax = cosϕar − sinϕaϕ,

ay = sinϕar + cosϕaϕ, (3.46)

az = az;

ar = cosϕax + sinϕay,

aϕ = − sinϕax + cosϕay, (3.47)

az = az.

Pro jednotkové vektory v ortogonálńıch systémech, kterým cylindrický systém je [23] [47], plat́ı

#–e 1 •
#–e 1 = #–e 2 •

#–e 2 = #–e 3 •
#–e 3 = 1,

#–e 1 •
#–e 2 = 0, #–e 2 •

#–e 3 = 0, #–e 3 •
#–e 1 = 0.

(3.48)

Derivace jednotkových vektor̊u lze s přihlédnut́ım ke vztah̊um (3.47) vyjádřit jako

∂ #–e r
∂r

= 0, ∂ #–e r
∂ϕ

= #–e ϕ,
∂ #–e r
∂z

= 0,

∂ #–eϕ
∂r

= 0, ∂ #–eϕ
∂ϕ

= − #–e r,
∂ #–eϕ
∂z

= 0,

∂ #–e z
∂r

= 0, ∂ #–e z
∂ϕ

= 0, ∂ #–e z
∂z

= 0.

(3.49)

Hamilton̊uv operátor v cylindrických souřadnićıch

Hamilton̊uv operátor ∇ je vektorový operátor, který je v kartézských souřadnićıch definován
jako [47]

∇ =
∂

∂x
#–e x +

∂

∂y
#–e y +

∂

∂z
#–e z. (3.50)

Pro převedeńı složky x z kartézských do cylindrických souřadnic je třeba si uvědomit, že se
jedná o složené funkce, a tak je nutné už́ıt tzv. ”chain rule”

∂

∂x
=

∂

∂r

∂r

∂x
+

∂

∂ϕ

∂ϕ

∂x
=

∂

∂r

x√
x2 + y2

+
∂

∂ϕ

(
− y

x2

1

1 +
(
y
x

)2

)
. (3.51)

Dosazeńım za x a y ze vztah̊u (3.44)

∂

∂x
=

∂

∂r

r cosϕ

r
+

∂

∂ϕ

(
− r sinϕ

r2

)
=

∂

∂r
cosϕ+

∂

∂ϕ

(
− sinϕ

r

)
. (3.52)

Obdobně pro složku y dostáváme

∂

∂y
=

∂

∂r

∂r

∂y
+

∂

∂ϕ

∂ϕ

∂y
=

∂

∂r
sinϕ+

∂

∂ϕ

cosϕ

r
. (3.53)

Složka z se pochopitelně neměńı, protože v kartézském i cylindrickém souřadnicovém systému
jsou osy z shodné. Dosazeńım těchto výraz̊u do p̊uvodńı definice operátoru dostáváme

∇ =

(
∂

∂r
cosϕ− ∂

∂ϕ

sinϕ

r

)
#–e x +

(
∂

∂r
sinϕ+

∂

∂ϕ

cosϕ

r

)
#–e y +

∂

∂z
#–e z. (3.54)

Dosazeńım složek vektoru vyjádřených v cylindrických souřadnićıch źıskáváme

∇ =
∂

∂r
#–e r +

1

r

∂

∂ϕ
#–e ϕ +

∂

∂z
#–e z. (3.55)
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Divergence v cylindrických souřadnićıch

Odvozené zákony zachováńı obsahuj́ı konvektivńı člen, který je formálně zapsán jako divergence
vektorového nebo tenzorového pole. Divergenci vektorového pole #–a je možné ve složkovém
zápisu v cylindrickém systému zapsat jako

∇ • #–a =

(
∂

∂r
#–e r +

1

r

∂

∂ϕ
#–e ϕ +

∂

∂z
#–e z

)
• (ar

#–e r + aϕ
#–e ϕ + az

#–e z) = (3.56)

= #–e r

[(
ar
∂ #–e r
∂r

+ #–e r
∂ar
∂r

)
+
(
aϕ
∂ #–e ϕ
∂r

+ #–e ϕ
∂aϕ
∂r

)
+
(
az
∂ #–e z
∂r

+ #–e z
∂az
∂r

)]
+ (3.57)

+
1

r
#–e ϕ

[(
ar
∂ #–e r
∂ϕ

+ #–e r
∂ar
∂ϕ

)
+
(
aϕ
∂ #–e ϕ
∂ϕ

+ #–e ϕ
∂aϕ
∂ϕ

)
+
(
az
∂ #–e z
∂ϕ

+ #–e z
∂az
∂ϕ

)]
+ (3.58)

+ #–e z

[(
ar
∂ #–e r
∂z

+ #–e r
∂ar
∂z

)
+
(
aϕ
∂ #–e ϕ
∂z

+ #–e ϕ
∂aϕ
∂z

)
+
(
az
∂ #–e z
∂z

+ #–e z
∂az
∂z

)]
. (3.59)

S uvážeńım derivaćı jednotkových vektor̊u #–e r,
#–e ϕ, #–e z podle jednotlivých souřadnic r, ϕ, z,

které jsou popsány vztahy (3.49) a skutečnosti, že v ortogonálńıch souřadnicových systémech
plat́ı (3.48), lze výraz (3.56) zjednodušit do tvaru

∇ • #–a =
∂ar
∂r

+
ar
r

+
1

r

∂aϕ
∂ϕ

+
∂az
∂z

. (3.60)

Prvńı dva členy na pravé straně rovnice (3.60) lze zapsat jako derivaci součinu, a tak dostáváme

∇ • #–a =
1

r

∂(rar)

∂r
+

1

r

∂aϕ
∂ϕ

+
∂az
∂z

. (3.61)

V zákonu zachováńı hybnosti se konevektivńı člen objevuje ve formě tzv. diadického součinu.

Mějme vektory #–a a
#–

b , tenzor druhého řádu
#–
#–

Φ je definován následovně [47]

#–
#–

Φ = #–a ⊗ #–

b =

a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

 =

Φ11 Φ12 Φ13

Φ21 Φ22 Φ23

Φ31 Φ32 Φ33

 . (3.62)

V kartézském souřadnicovém systému lze divergenci tenzorového pole
#–
#–

Φ vyjádřit jako [47]

∇ •
#–
#–

Φ = # –ex

(
∂Φ11

∂x
+
∂Φ21

∂y
+
∂Φ31

∂z

)

+ # –ey

(
∂Φ12

∂x
+
∂Φ22

∂y
+
∂Φ32

∂z

)
(3.63)

+ # –ez

(
∂Φ13

∂x
+
∂Φ23

∂y
+
∂Φ33

∂z

)
.

Z rovnice (3.63) vid́ıme, že výsledkem je vektor, jehož každá složka odpov́ıdá divergenci sloupce

tenzoru
#–
#–

Φ, kterou lze transformovat pomoćı již definované divergence vektoru (3.61).
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3.2.5 Zákony zachováńı v relativńım cylindrickém systému

Pomoćı právě odvozených diferenciálńıch operátor̊u lze systém řešených rovnic transformovat
do cylindrického souřadnicového systému.

Rovnice kontinuity a energetická rovnice

Rovnice kontinuity v relativńım systému má tvar

∂′ρ

∂t
+∇ • (ρ #–w) = 0. (3.64)

Aplikaćı divergence na vektor ρ #–w dostáváme rovnici kontinuity v cylindrickém systému

∂′ρ

∂t
+

1

r

∂(rρwr)

∂r
+

1

r

∂ρwϕ
∂ϕ

+
∂ρwz
∂z

= 0. (3.65)

Zákon zachováńı energie má formálně stejný tvar jako rovnice kontinuity. V relativńım systému
nabývá tvaru

∂′e

∂t
+∇ •

[
(e+ p) #–w

]
= ρ #–c •

#–

f . (3.66)

Podobně jako v př́ıpadě rovnice kontinuity lze na vektor (e + p) #–w aplikovat divergenci, č́ımž
dostáváme energetickou rovnici v cylindrickém systému

∂′e

∂t
+

1

r

∂
[
r(e+ p)wz

]
∂r

+
1

r

∂
[
(e+ p)wϕ

]
∂ϕ

+
∂
[
(e+ p)wz

]
∂z

= ρ(crfr + cϕfϕ + czfz). (3.67)

Rovnice hybnosti

Zákon zachováńı hybnosti je složitěǰśı. V relativńım systému souřadnic nabývá tvaru

∂′(ρ #–c )

∂t
+∇ • (ρ #–w ⊗ #–c ) + #–ω × (ρ #–c ) = −∇p+ ρ

#–

f . (3.68)

Pro zachováńı přehlednosti označme členy #–ω × (ρ #–c ) a ρ
#–

f souhrným symbolem #–q . Po užit́ı
divergence je možné rozepsat tuto rovnici pro prvńı složku

∂′ρcr
∂t

+ ρ

(
wr

∂

∂r
+ wϕ

1

r

∂

∂ϕ
+ wz

∂

∂z

)
cr

#–e r +
∂p

∂r
#–e r = qr. (3.69)

Roznásobeńım a aplikováńım derivace součinu dostáváme

∂′ρcr
∂t

+ ρ

(
wr
∂cr
∂r

#–e r + wϕ
1

r

∂cr
∂ϕ

#–e r + wϕ
1

r

∂ #–e r
∂ϕ

cr + wz
∂cr
∂z

#–e r

)
+
∂p

∂r
#–er = qr. (3.70)

Z derivaćı jednotkových vektor̊u v cylindrických souřadnićıch plat́ı ∂ #–e r
∂ϕ

= #–e ϕ, č́ımž dostáváme

∂′ρcr
∂t

+ ρ

(
wr
∂cr
∂r

#–e r + wϕ
1

r

∂cr
∂ϕ

#–e r + wz
∂cr
∂z

#–e r +
wϕcr
r

#–e ϕ

)
+
∂p

∂r
#–e r = qr. (3.71)

Obdobně pro druhou a třet́ı složku:

∂′ρcϕ
∂t

+ ρ

(
wr
∂cϕ
∂r

#–e ϕ + wϕ
1

r

∂cϕ
∂ϕ

#–e ϕ + wz
∂cϕ
∂z

#–e ϕ −
wϕcϕ
r

#–e r

)
+

1

r

∂p

∂ϕ
#–e ϕ = qϕ, (3.72)

∂′ρcz
∂t

+ ρ

(
wr
∂cz
∂r

#–e z + wϕ
1

r

∂cz
∂ϕ

#–e z + wz
∂cz
∂z

#–e z

)
+
∂p

∂z
#–e z = qz. (3.73)
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3.3 Řešené rovnice

Z předchoźıch úvah jsme dospěli k soustavě paricálńıch diferenciálńıch rovnic, které jsou uvažovány
v rotuj́ıćım systému souřadnic ve formulaci s absolutńımi rychlostmi

∂′ρ

∂t
+∇ • (ρ #–w) = 0,

∂′(ρ #–c )

∂t
+∇ • (ρ #–w ⊗ #–c ) +∇p = − #–ω × (ρ #–c ) + ρ

#–

f , (3.74)

∂′e

∂t
+∇ •

[
(e+ p) #–w

]
= ρ #–c •

#–

f .

V cylindrickém systému souřadnic lze systém (3.74) zapsat ve vektorové formě jako

∂(r
#  –

W )

∂t
+
∂(r

#–

F )

∂r
+
∂

#–

G

∂ϕ
+
∂(r

# –

H)

∂z
=

n∑
i=1

#  –

Qi, (3.75)

kde vektory
#  –

W ,
#–

F ,
#–

G a
# –

H nabývaj́ı hodnot

#  –

W =


ρ
ρcr
ρcϕ
ρcz
e

 ,
#–

F =


ρwr

ρwrcr + p
ρwrcϕ
ρwrcz

(e+ p)wr

 ,
#–

G =


ρwϕ
ρwϕcr

ρwϕcϕ + p
ρwϕcz

(e+ p)wϕ

 ,
# –

H =


ρwz
ρwzcr
ρwzcϕ

ρwzcz + p
(e+ p)wz

 . (3.76)

Pokud předpokládáme jako proud́ıćı médium ideálńı plyn, tak pro tlak dle (1.24) plat́ı

p = (γ − 1)

(
e− ρ

c2
r + c2

ϕ + c2
z

2

)
. (3.77)

3.3.1 Kvazi-1D Eulerovy rovnice v křivočarých souřadnićıch

V systému řešených rovnic (3.75) je možné zanedbat úhlové derivace [6], [24]. Systém (3.75) lze
nav́ıc rozš́ı̌rit výrazem 2πb, kde b představuje př́ıčný rozměr pr̊utočného kanálu, č́ımž dostáváme
Eulerovy rovnice ve tvaru kvazi-1D

∂(A
#  –

W )

∂t
+
∂(A

#–

F )

∂r
+
∂(A

# –

H)

∂z
=

n∑
i=1

#  –

Qi. (3.78)

Z obrázku 3.4 je vidět vztah mezi cylindrickým a křivočarým souřadnicovým systémem. Systém
řešených rovnic (3.78) tak nabývá tvaru

∂(A
#    –

Ws)

∂t
+
∂(A

# –

Fs)

∂s
=

n∑
i=1

#  –

Qi, (3.79)

kde pro vektory
#    –

Ws a
# –

Fs plat́ı
#    –

Ws =
#  –

W ,
# –

Fs =
#–

F tr +
# –

Htz. (3.80)

Vektor
#–
t = (tr, 0, tz) představuje jednotkový vektor ve směru tečny na střednici kompresoru.
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3.3.2 Zdrojové členy

Na pravé straně řešeného systému rovnic (3.79) se vyskytuj́ı členy
#  –

Qi, které nazýváme zdrojové
členy. Pomoćı těchto člen̊u je možné modelovat změny v geometrii, ale i složitěǰśı procesy jako
je předáváńı práce proud́ıćımu médiu nebo přenos tepla.

Důsledkem transformace zákonu zachováńı hybnosti do relativńıho systému souřadnic jsme
na pravé straně źıskali člen #–ω × (ρ #–c ) popisuj́ıćı odstředivou a Coriolisovu śılu.

#–

Q =


0

ωzρcϕ
−ωzρcr

0
0

 . (3.81)

Daľśı transformaćı rovnice hybnosti do cylindrického systému jsme nav́ıc źıskali daľśı člen

#–

Q =


0

ρwϕcϕ
r
A

−ρwϕcr
r
A

0
0

 . (3.82)

V tomto př́ıpadě jsou tyto členy považovány za zdrojové jen proto, že se nacháźı na pravé straně
rovnice, ale jak bylo vidět v 3.2.2 a 3.2.5, tak jsou součást́ı rovnice hybnosti.

Proměnná geometrie

Zdrojový člen popisuj́ıćı změnu pr̊uřezu pr̊utočného kanálu má tvar [34]

#–

Q1 =

 0
∂A
∂s
p

#–
t

0

 . (3.83)

Změna směru prouděńı

Při prouděńı radiálńım kompresorem docháźı ke změně směru proudu z axiálńıho do radiálńıho.
Př́ıstup̊u jak modelovat tuto skutečnost je v́ıce. Prvńı z možnost́ı je nahrazeńı stěny kanálu
silou, která nut́ı médium změnit směr prouděńı. Tato śıla p̊usob́ı ve směru kolmém vzhledem
ke střednici [30]. Zdrojový člen by pak bylo možné vyjádřit jako

#–

Q2 =

 0
#–

F chA
0

 . (3.84)

Druhou variantou je promı́táńı proudu do správného směru pomoćı tečného vektoru
#–
t . Tento

proces muśı prob́ıhat v pr̊uběhu řešeńı a lze ho zapsat jako

#–c = ( #–c •
#–
t )

#–
t . (3.85)
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Śıla od lopatek

Předáváńı práce proudu vzduchu je realizováno pomoćı lopatek. Je tedy nutné stanovit śılu,
kterou tyto lopatky p̊usob́ı na proudové pole. Připomeňme relativńı rychlost

#–w = #–c − #–ω × #–r =

 cr
cϕ − ωr
cz

 . (3.86)

Popǐsme śılu od lopatky jako
#–

F b = Fb
#–n, (3.87)

kde vektor #–n znač́ı normálu k lopatce oběžného kola kompresoru. Postupem bĺıže popsaným v
[42] lze dospět k vyjádřeńı velikosti śıly od lopatky ve tvaru

Fb = −ρ
#–n • #–w

∆t
. (3.88)

Zdrojový člen pak nabývá tvaru

#–

Q3 =

 0
#–

F bA
#–

F b • ( #–ω × #–r )A

 . (3.89)

Ztrátový člen

Ve trojrozměrném př́ıpadě je odpor prostřed́ı v r̊uzných směrech r̊uzný. V jednorozměrném
př́ıpadě je možné uvažovat odpor jako izotropńı, takže nám postač́ı jedna veličina K. Zdrojový
člen popisuj́ıćı ztráty má tvar

#–

Q4 =

 0

−KA #–
t

0

 , (3.90)

kde

K =
1

2
ρσ|| #–c ||2. (3.91)

Ve vztahu (3.91) vystupuje součinitel nárustu entropie σ, jehož hodnotu je možné stano-
vit pomoćı empiricky stanovených korelaćı pro jednotlivé komponenty kompresoru. Rozložeńı
př́ırustku entropie má relativně složitý pr̊uběh, který je možné źıskat ze 3D simulace. V našem
př́ıpadě se spokoj́ıme s konstantńım rozložeńım, jak je znázorněno na obrázku 3.6.

Obrázek 3.6: Rozložeńı ztrát
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3.4 Ztrátový model

Pro analýzu prouděńı a návrh turbostroj̊u je nutné zavést metody jak svázat reálný nevratný
děj s idealizovaným. Obecně tyto nevratné procesy nejsou matematicky snadno popsatelné. V
mnohých př́ıpadech je nutné sestavit idealizovaný model, který je následně modifikován zahr-
nut́ım nějaké formy ztrátových koeficient̊u.

Ztráty v kompresoru se děĺı na vnitřńı a vněǰśı. Mezi vnitřńı ztráty patř́ı ztráty vlivem vstupu
proud́ıćıho média do oběžného kola, třeńı, difuze, mı́̌seńı proud̊u a v́ı̌reńı. Daľśı ztráta vzniká
únikem radiálńı v̊uĺı, kdy proud přetéká z přetlakové části lopatky na podtlakovou. V této práci
radiálńı v̊ule neńı modelována, takže neńı uvažována ani ztráta, která by tak vznikala.

Vněǰśı ztráty jsou takové, které zvyšuj́ı celkovou entalpii na výstupu z oběžného kola bez od-
pov́ıdaj́ıćıho zvýšeńı hodnoty tlaku. Řad́ı se mezi ně ztráta zpětným prouděńım z difuzoru do
oběžného kola a ztráta interakćı zadńı stěny oběžného kola s vedleǰśı nehybnou stěnou. Tyto
vněǰśı ztráty maj́ı charakter členu přestupu tepla [48], které v této práci nejsou uvažovány.

Zaved’me entropii s jako měř́ıtko nevratnosti nebo odklonu od idealńıho děje. Diferenciál ent-
ropie lze zapsat jako [48]

ds = cp
dT

T
− rdP

P
. (3.92)

Pro isentropický děj dostáváme integraćı

s1,t − s2,t,isen = 0 = cp ln

(
T1,t

T2,t,isen

)
+ r ln

(
p2,t,isen

p1,t

)
. (3.93)

Pro nevratný děj dostáváme integraćı

s1,t − s2,t = cp ln

(
T1,t

T2,t

)
+ r ln

(
p2,t

p1,t

)
. (3.94)

Odečteńım rovnice (3.93) od (3.94) a substitucemi s1,t = s1, s2,t = s2, T2,t = T2,t,isen źıskáváme

s1 − s2 = r ln

(
p2,t

p2,t,isen

)
. (3.95)

Posledńı úpravou dostáváme bezrozměrný koeficient σ popisuj́ıćı nárust entropie

p2,t

p2,t,isen

= exp

(
−∆s

r

)
= σ. (3.96)

Ve statorech neprob́ıhá předáváńı práce, takže celková teplota je konstantńı, ale docháźı zde k
nevratnému poklesu celkového tlaku

p1,t = p2,t,isen > p2,t. (3.97)

Pro absolutńı souřadnicový systém může být koeficient σ vyjádřen pomoćı vztah̊u (3.96) a
(3.97) jako

p2,t

p1,t

= σ. (3.98)
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V př́ıpadě rotor̊u, které jsou uvažovány v relativńım souřadnicovém systému plat́ı [48]

σ =

(
T ′1,t
T ′2,t

) γ
γ−1
(
p′2,t
p′1,t

)
. (3.99)

Koeficient ztrát může být definován pomoćı poměru tlak̊u nebo pomoćı celkových nebo sta-
tických entalpíı. V př́ıpadě koeficientu ztrát celkového tlaku existuje také několik variant [48].
V této práci je zvolena možnost

Y =
p1,t − p2,t

p1,t

= 1− p2,t

p1,t

= 1− σ. (3.100)

Nárust entropie vyjádřený koeficientem σ je možné definovat i jinak [48]

σ =

(
1− (γ − 1)

(
U2

a2,t

)2

∆q

) γ
γ−1

. (3.101)

Zde a2,t představuje rychlost zvuku vztaženou k celkovému stavu na výstupu z kola a ∆q znač́ı
bezrozměrný součinitel entalpické ztráty vztažený k obvodové rychlosti na vněǰśım pr̊uměru
oběžného kola [48]. Úpravou dostáváme

σ =

(
1− γ − 1

γrT2,t

U2
2 ∆q

) γ
γ−1

. (3.102)

Posledńı úpravou dostáváme

σ =

(
1− γ − 1

γrT2,t

∆Ht

) γ
γ−1

(3.103)

a vid́ıme, že velikost ztrátového koeficientu záviśı na celkové teplotě na výstupu z oběžného
kola T2,t a celkového př́ırustku ztrát entalpie ∆Ht, který se stanov́ı jako součet d́ılč́ıch př́ırustk̊u
vyjádřených pomoćı korelaćı.

3.4.1 Empirické korelace

Pro každý ze ztrátových mechanismů existuje několik empirických korelaćı, které lépe či h̊uře
popisuj́ı daný fyzikálńı jev. Ztrátových model̊u, které z nich lze sestavit je nepřeberné množstv́ı.
Kvalita výpočtu, v tom smyslu jak věrohodně reflektuj́ı inženýrskou realitu, tedy záviśı na volbě
ztrátového modelu. V této práci je použitý ztrátový model publikovaný autorem Oh v [32].

Incidence

Ztráta incidenćı vzniká, pokud se úhel relativńı rychlosti β1 lǐśı od vstupńıho geometrického
úhlu lopatky ϕ1. V takovém př́ıpadě proud náhle změńı směr prouděńı, což zapř́ıčińı odtržeńı
proudu. Conrad [4] dospěl k závěru, že ztráta incidenćı je úměrná kvadrátu tangenciálńı složky
relativńı rychlosti na vstupu do oběžného kola. Velikost ztráty pak lze vyjádřit vztahem

∆Hinc = finc
w2
ϕ

2
, (3.104)

kde součinitel incidence finc nabývá hodnot

finc = 0, 5− 0, 7. (3.105)
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Namáháńı lopatky

Při prouděńı oběžným kolem pobĺıž stěn lopatek se vytvář́ı záporný rychlostńı gradient, což vede
k nárustu mezńı vrstvy a odtrháváńı proudu. Tento jev pak vede ke ztrátě vlivem namáháńı
lopatek. Podle Coppage [5] je nárust mezńı vrstvy ř́ızen difuzńım koeficientem

Df = 1− w2

w1,T

+ 0, 75
∆HEuler

u2
2

w2

w1,T

[
Z

π

(
1− D1,T

D2

)
+ 2

D1,T

D2

]−1

, (3.106)

kde ∆HEuler představuje teoretickou změnu entalpie. Tu lze stanovit pomoćı Eulerovy turb́ınové
rovnice [17]

HEuler = u2c2,ϕ − u1c1,ϕ. (3.107)

Samotná korelace pak má tvar [5]

∆Hbld = 0, 05D2
fu

2
2. (3.108)

Mı́̌seńı

V jednorozměrném př́ıpadě sledujeme prouděńı a s ńım spojený přenos energie na pracovńı
látku ve stupni radiálńıho kompresoru na středńı proudnici, na ńıž předpokládáme středńı
rychlosti. Tento předpoklad je splněn jen do určité mı́ry, bohužel zřejmě v nejmenš́ı mı́̌re v
hlavńı součásti stupně, kterou je oběžné kolo [17]. Nerovnoměrnosti v rychlostńım poli vznikaj́ı
rozd́ılnými pr̊uběhy rychlost́ı na podtlakové a přetlakové straně, př́ıtomnost́ı relativńıch v́ır̊u
a Coriolisovou silou. Ta je kolmá na relativńı rychlost proudu, a tud́ıž nekoná práci, ale je
rozd́ılná v jádře proudu a v bĺızkosti stěny, kde zp̊usobuje změny ve směru prouděńı v mezńı
vrstvě vzhledem k prouděńı v jádře proudu [17]. Nerovnoměrnost rychlostńıho pole v pr̊utočném
kanále je zobrazena na obrázku 3.7.

Obrázek 3.7: Nerovnoměrnost rychlostńıho pole

Ztráta mı́̌seńım proud̊u v pr̊utočném kanále, jak ji popsali Johnson a Dean v [16], má tvar

∆Hmix =
1

1 + tan2 α2

(
1− εw − b∗

1− εw

)2
c2

2

2
, (3.109)

kde εw představuje š́ı̌rku úplavu v kanále. Podle [33] nabývá hodnot mezi 0, 366 a 0, 482. V této
práci byla hodnota nastavena na střed intervalu. Symbol b∗ znač́ı poměr š́ırky bezlopatkového
difuzoru na vstupu ku š́ı̌rce rotoru na výstupu a symbol α je úhel odklonu absolutńı rychlosti
od meridionálńı roviny [16].
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Třeńı

Ztráta třeńım je zp̊usobena smykovou silou na povrchu lopatky. Je založena na předpokladu
prouděńı v trubici a neuvažuje nerovnoměrné rychlostńı pole zp̊usobené mezńı vrstvou [15].

∆Hsf = 2Cf
Lb
Dhyd

w̄2, (3.110)

kde součinitel Cf lze vyjádřit v závislosti na Reynoldsově č́ısle [41] jako

Cf = 0, 0412Re−0,1925, (3.111)

w̄ je pr̊uměrná relativńı rychlost

w̄ =
2w2 + w1,T − w1,H

4
, (3.112)

Lb je délka pr̊utočného kanálu, kde se nacháźı lopatky

Lb ≈
π

8

(
D2 −

D1,T +D1,H

2
− b2 + 2Lz

)(
2

cosβ1,T+cosβ1,H
2

+ cos β2

)
(3.113)

a Dhyd je pr̊uměrný hydraulický pr̊uměr

Dhyd

D2

=
cos β2

Z
π

+ D2 cosβ2
b2

+

1
2

(
D1,T

D2
+

D1,h

D2

)(
cosβ1,T+cosβ1,H

2

)
Z
π

+
(
D1,T+D1,H

D1,T−D1,H

)(
cosβ1,T+cosβ1,H

2

) . (3.114)

Ztráta v bezlopatkovém difuzoru

Za oběžným kolem kompresoru se vždy nacháźı bezlopatkový prostor. Vzniká zde entalpická
ztráta vlivem třeńı, v́ı̌reńı a difuze. Korelaci popisuj́ıćı ztrátu v bezlopatkovém difuzoru odvodil
Stanitz [40]

∆Hvld = cpT2,t

[(
p3,s

p3,t

) γ−1
γ

−
(
p3,s

p2,t

) γ−1
γ

]
. (3.115)

3.4.2 Implementace ztrátového modelu

Samotná implementace ztrátového modelu je realizována pomoćı přidružené obyčejné dife-
renciálńı rovnice pro velikost ztráty

∂K

∂t
= ε(Y ∗ − Y ), (3.116)

kde veličina Y představuje výpočtem vyhodnocenou velikost ztráty, Y ∗ předepsanou hodnotu
ztrát, která je dána empirickými korelacemi a ε je relaxačńı koeficient, který je menš́ı než jedna.

Systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic (3.79) a přidružená obyčejná diferenciálńı rovnice
(3.116) se řeš́ı současně. V každém časovém kroku jsou v každé části kompresoru stanovené
hodnoty Y pomoćı vztah̊u (3.96) a (3.99), které jsou porovnávány s předepisovanými hodno-
tami Y ∗, které jsou źıskány pomoćı popsaných empirických korelaćı.
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Kapitola 4

Numerické metody pro řešeńı
výchoźıch rovnic

V předchoźıch kapitolách byl sestaven výchoźı systém rovnic, které popisuj́ı prouděńı uvnitř
turbostroje. Jedná se o soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic, které současnými metodami
nelze řešit analyticky. Existuje několik základńıch metod jak tyto problémy řešit, jako jsou
metoda konečných prvk̊u nebo metoda konečných diferenćı. Pro problémy prouděńı tekutin je
však vhodná metoda konečných objemů, kterou se budeme v této kapitole zabývat.

4.1 Rovnice advekce

Rovnice advekce je lineárńı skalárńı rovnice hyperbolického typu [27]. Vzhledem k linearitě a
celkové jednoduchosti rovnice je možné numerické metody pro jej́ı řešeńı analyzovat a ukázat
tak některé vlastnosti jako je stabilita nebo konvergence. Uvažujme počátečńı úlohu

∂u(x, t)

∂t
+
∂f(u(x, t))

∂x
= 0, x ∈ R, t ≥ 0,

(4.1)

u(x, 0) = u0(x),

kde člen f(u(x, t)) je fyzikálńı tok, který je dán jako

f(u(x, t)) = au(x, t), a = konst., a ∈ R. (4.2)

Prostorovou proměnnou x lze diskretizovat s konstantńım krokem ∆x. Můžeme definovat body
xi = i∆x, které nazveme jako středy buněk. Obdobně můžeme zavést i body xi+1/2, které
označ́ıme jako stěny konečných objemů [27].

xi = i∆x,

xi+1/2 =
(
i+ 1

2

)
∆x,

 i = 0,±1,±2, ... (4.3)

Integraćı rovnice (4.1) přes interval (xi−1/2, xi+1/2) dostáváme∫ xi+1/2

xi−1/2

∂u(x, t)

∂t
dx+

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂f(u(x, t))

∂x
dx = 0. (4.4)
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Záměnou pořad́ı derivace a integrálu u prvńıho členu, integraćı druhého členu a vyděleńım
rovnice ∆x źıskáváme

d

dt

(
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, t)dx

)
+
f(u(xi+1/2, t))− f(u(xi−1/2, t))

∆x
= 0, (4.5)

a vid́ıme, že výraz v závorce lze chápat jako pr̊uměrnou hodnotu řešeńı u(x, t) na intervalu,
přes který integrujeme, v čase t. Označme tedy tento výraz jako

ui(t) =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, t)dx. (4.6)

Aproximujme fyzikálńı tok f tzv. numerickým tokem F

f(u(xi+1/2)) ≈ F (u(xi, t), u(xi+1, t)) = F (ui(t), ui+1(t)) = Fi+1/2(t), (4.7)

č́ımž dostáváme metodu konečných objemů v semidiskrétńım tvaru

dui(t)

dt
= − 1

∆x

[
Fi+1/2(t)− Fi−1/2(t)

]
. (4.8)

Rovnice (4.8) už představuje soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, které
umı́me řešit r̊uznými zp̊usoby. Nejsnažš́ı z nich je Eulerova dopředná metoda. Časovou proměnnou
t je možné diskretizovat obdobně jako prostorovou x. Můžeme definovat časové vrsty tn

tn = n∆t, n = 0, 1, 2, ... (4.9)

Aproximaci časové derivace pak zaṕı̌seme jako

dui(t
n)

dt
≈ Ui(t

n+1)− Ui(tn)

∆t
=
Un+1
i − Un

i

∆t
. (4.10)

Dosazeńım této náhrady do vztahu (4.8) dostáváme diskrétńı verzi metody konečných objemů

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

[
Fi+1/2(t)− Fi−1/2(t)

]
. (4.11)

Pro představu je ilustrace metody konečných objemů v časoprostoru x−t zobrazena na obrázku.

Obrázek 4.1: Ilustrace metody konečných objemů

Z rovnice (4.11) a obrázku 4.1 je partné, že numerické metody založené na metodě konečných
objemů se budou odlǐsovat volbou numerického toku Fi±1/2. Uved’me základńı protiproudé
schéma, tzv. upwind, které je základem pro mnoho složitěǰśıch metod [27].

F n
i+1/2 =

{
f(uni ) pro a ≥ 0

f(uni+1) pro a < 0
(4.12)
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4.2 Konvergence, konzistence a stabilita metod

Kdykoliv je použita numerická metoda pro řešeńı diferenciálńı rovnice, měla by být disku-
tována přesnost a konvergence. V praxi aplikujeme na diskrétńı śıt’ s konečným počtem prvk̊u
nějakou metodu a snaž́ıme se zajistit, aby numerické řešeńı s dostatečnou přesnost́ı aproxi-
movalo skutečné řešeńı. Pro reálné úlohy bohužel přesné řešeńı k porovnáńı výsledk̊u neńı k
dispozici. Muśıme se tak spolehnout na testováńı metod na validačńıch úlohách, kde je přesné
řešeńı známé, a na teoretickou analýzu konvergence. [27]

4.2.1 Konvergence

Aby bylo možné mluvit o termı́nech jako přesnost nebo konvergence, je nutné nejdř́ıve kvan-
tifikovat chybu, které se při řešeńı dopoušt́ıme. Označme symbolem uni exaktńı řešeńı a apro-
ximativńı řešeńı symbolem Un

i . V př́ıpadě metody konečných diferenćı bychom exaktńı řešeńı
uvažovali jako hodnotu v uzlu śıtě

uni = u(xi, tn). (4.13)

Pro metodu konečných objemů chceme aproximativńı řešeńı Un
i porovnávat s pr̊uměrnou hod-

notou v dané buňce

uni =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn)dx. (4.14)

Definujme globálńı chybu aproximace EG jako rozd́ıl numerického a analytického řešeńı

En
G = Un

i − uni . (4.15)

Uvažujme posloupnost výpočetńıch śıt́ı, které budeme zjemňovat. Velikost parametr̊u śıtě ∆x
a ∆t pak p̊ujde postupně k nule. Řekneme, že metoda konverguje k přesnému řešeńı, pokud
plat́ı [21], [27]

lim
∆x,∆t→0

||En
G|| = 0. (4.16)

Obecně je nemožné źıskat jednoduché vyjádřeńı pro globálńı chybu En
G. Na mı́sto pokus̊u źıskat

chybu př́ımo, je obecně uznávaným př́ıstupem zkoumáńı numerických metod z hlediska lokálńı
chyby aproximace, které se dopoušt́ıme při každém jednotlivém časovém kroku. Zaved’me tedy
pojmy konzistence a stabilita metody.

4.2.2 Konzistence

Obecná explicitńı numerická metoda popsaná rovnićı (4.11) může být zapsána pomoćı operátoru
N , který aproximuje řešeńı ze stávaj́ıćıho časového kroku do daľśıho

Un+1
i = N (Un

i ). (4.17)

Numerický operátor N můžeme aplikovat i na hodnoty exaktńıho řešeńı uni . Chybu jednoho
kroku můžeme definovat jako rozd́ıl N(uni ) a skutečného řešeńı v následuj́ıćım časovém kroku.
Lokálńı chyba aproximace je pak definována jako chyba jednoho kroku vztažená k velikosti
časového kroku [27]

En
L =

1

∆t

[
N (uni )− un+1

i

]
. (4.18)
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Lokálńı chybu aproximace v závislosti na diskretizaci popisuje tzv. řád aproximace. O numerické
metodě N řekneme, že je r-tého řádu v prostoru a s-tého řádu v čase, jestliže

En
L = O(∆xr,∆ts). (4.19)

Zkoumáńı chyby, kterou do řešeńı vnáš́ıme v každém časovém kroku, vede k pojmu konzistence
metody. O metodě řekneme, že je konzistentńı s danou diferenciálńı rovnićı, pokud plat́ı [27]

lim
∆t→0

||En
L|| = 0. (4.20)

4.2.3 Stabilita

Zat́ımco konzistence metody ukazuje lokálńı chybu aproximace, stabilita nám dává informaci
o tom, že tyto lokálńı chyby se časem nezvětšuj́ı a t́ım pádem se nezvětšuje ani globálńı chyba
aproximace [27]. Stabilitu lze zkoumat mnoha r̊uznými zp̊usoby. V této práci se omeźıme pouze
na tzv. spektrálńı analýzu.

Metoda je stabilńı, jestliže pro každý čas T > 0 existuj́ı konstanty C, k > 0 takové, že plat́ı

||N (·)|| ≤ C, ∆t ≤ k, n∆t ≤ T. (4.21)

Základńı teorém o kovergenci lineárńıch metod je Laxova věta o ekvivalenci. Důkaz této věty
je možné naj́ıt v [26], my se však omeźıme na jej́ı zněńı a d̊usledky, které s ńı vyplývaj́ı.

Laxova věta o ekvivalenci

Pro konzistentńı lineárńı schéma je stabilita nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro konvergenci.

4.2.4 Analýza Upwind schématu

Uvažujme metodu konečných objemů v diskrétńım tvaru a dosad’me za numerické toky Fi±1/2

schéma Upwind ze vztahu (4.12)

un+1
i =

{
uni − a∆t

∆x
(uni − uni−1) pro a ≥ 0

uni − a∆t
∆x

(uni+1 − uni ) pro a < 0.
(4.22)

Pro analýzu tohoto schématu se omeźıme pouze na př́ıpad, kdy je a ≥ 0.

Řád aproximace a konzistence

Dosad’me vyšetřované schéma do definice lokálńı chyby aproximace (4.18)

EL(x, t) =
1

∆t
(u(x, t)− a∆t

∆x
(u(x, t)− u(x−∆x, t))− u(x, t+ ∆t)). (4.23)

Rozvinut́ım jednotlivých člen̊u do Taylorova rozvoje dostáváme

u(x, t+ ∆t) = u(x, t) +
∂u(x, t)

∂t
∆t+O(∆t2) (4.24)

u(x−∆x, t) = u(x, t)− ∂u(x, t)

∂x
∆x+O(∆x2) (4.25)
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Dosazeńım rozvoj̊u do vztahu (4.23) a úpravami źıskáváme

EL(x, t) =
∂u(x, t)

∂t
+O(∆t) + a

∂u(x, t)

∂x
+O(∆x). (4.26)

S uvážeńım p̊uvodńıho problému (4.1) dostáváme

EL(x, t) = O(∆x,∆t). (4.27)

Z rovnice (4.27) je vidět, že upwind schéma je prvńıho řádu přesnosti v čase i v prostoru.

Stabilita

Uvažujme chybu ve tvaru komplexńıho č́ısla

E = λne=iα, (4.28)

kde λ představuje amplitudu odpov́ıdaj́ıćı frekvenci α ∈ (0, 2π〉 v n-té časové hladině, symbol =
je komplexńı jednotka = =

√
−1 a i znač́ı index buňky [21]. Dosazeńım do p̊uvodńıho schématu

(4.22) dostáváme

λn+1e=iα = λne=iα − a∆t

∆x
(λne=iα − λn+1e=(i−1)α). (4.29)

Vyděleńım součinem λne=iα dostáváme

λ = 1− a∆t

∆x
(1− e=α) = 1− a∆t

∆x
(1− cosα + = sinα). (4.30)

Metoda je stabilńı ve smyslu spektrálńıho kritéria, pokud plat́ı [21]

|λ| ≤ 1. (4.31)

Pro snažš́ı zápis označme pod́ıl v rovnici (4.30) symbolem ν

ν =
a∆t

∆x
(4.32)

a upravme

|λ|2 = (1− ν + ν cosα)2 + ν2 sin2 α (4.33)

|λ|2 = 1− 2ν(1− ν)(1− cosα). (4.34)

Aby mohla být splněna podmı́nka (4.31), muśı platit i

|λ|2 ≤ 1

1− 2ν(1− ν)(1− cosα) ≤ 1 (4.35)

−2ν(1− ν)(1− cosα) ≤ 0.

Vid́ıme, že člen (1− cosα) je vždy nezáporný, ν je dokonce kladné, takže dostáváme

1− ν ≥ 0 =⇒ ν ≤ 1 =⇒ |a|∆t
∆x

≤ 1, (4.36)

č́ımž źıskáváme stabilitńı podmı́nku pro velikost časového kroku ∆t, tzv. CFL podmı́nku

∆t ≤ ∆x

|a|
. (4.37)

Jak bylo vidět v (4.27), tak protiproudé schéma je konzistentńı. Nyńı jsme ukázali, že metoda
je i stabilńı. Dı́ky Laxově větě o ekvivalenci tak lze ř́ıci, že metoda je konvergentńı.
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4.3 Vlastnosti Eulerových rovnic

Uvažujme nyńı systém Eulerových rovnic v kartézském souřadnicovém systému pro jedno-
rozměrný př́ıpad

∂
#  –

W

∂t
+
∂

#–

F

∂x
= 0. (4.38)

Tento systém lze s využit́ım jakobiánu numerického toku F zapsat v kvazilineárńı formě [21]

∂
#  –

W

∂t
+

#–
#–

A(
#  –

W )
∂

#  –

W

∂x
= 0, (4.39)

kde jakobián
#–
#–

A(
#  –

W ) nabývá tvaru

#–
#–

A(
#  –

W ) =
∂

#–

F

∂
#  –

W
=

 0 1 0
1
2
(γ − 3)u2 (γ − 3)u γ − 1

1
2
(γ − 1)u3 − hu h− (γ − 1)u2 γu

 . (4.40)

Pro tuto matici lze stanovit vlastńı č́ısla λi a jim př́ıslušné vlastńı vektory [21]

λ1 = u− a
λ2 = a (4.41)

λ3 = u+ a.

Vlastńı č́ısla této matice jsou reálná a navzájem r̊uzná, takže systém Eulerových rovnic je

hyperbolický. Dı́ky tomu je možné matici
#–
#–

A(
#  –

W ) diagonalizovat pomoćı diagonálńı matice
#–
#–

Λ(
#  –

W ), která obsahuje vlastńı č́ısla λ a tenzoru
#–
#–

R(
#  –

W ), který je složen z vlastńıch vektor̊u [27]

#–
#–

R−1
#–
#–

A
#–
#–

R =
#–
#–

Λ,
#–
#–

A =
#–
#–

R
#–
#–

Λ
#–
#–

R−1. (4.42)

Definujme tzv. charakteristické proměnné jako

#–

V =
#–
#–

R−1 #  –

W . (4.43)

Dosazeńım za Jacobiho matici
#–
#–

A(
#  –

W ), vynásobeńım rovnice (4.39) tenzorem
#–
#–

R−1 a zavedeńım
charakteristických proměnných dostáváme Eulerovy rovnice ve tvaru

∂
#–

V

∂t
+

#–
#–

Λ(
#  –

W )
∂

#–

V

∂x
= 0. (4.44)

Vid́ıme, že systém (4.38) se rozpadl na tři nezávislé hyperbolické skalárńı rovnice.

CFL podmı́nka

V př́ıpadě jediné rovnice advekce je pouze jedno vlastńı č́ıslo, což v př́ıpadě systému rovnic
neplat́ı. Stabilitńı podmı́nka pak má tvar

∆t ≤ CFL
∆x

|λmax|
, |λmax| = max(|u+ a|, |u|, |u− a|). (4.45)
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4.4 Numerický tok

Vlivem diskretizace oblasti a zp̊usobu rekonstrukce proměnných vzniká v metodě konečných
objemů na rozhrańıch buněk řada tzv. Riemannových problémů. Ten lze chápat jako náhlou
nespojitost, kdy se hodnota veličiny skokově měńı z hodnoty vlevo na hodnotu vpravo.

Řešiče Riemannova problému mohou být exaktńı nebo aproximativńı. Aproximativńı řešiče,
které jsou použity v této práci, mohou být reprezentovány klasickými schématy jako jsou
Laxovo-Friedrichsovo nebo Laxovo-Wendroffovo a mnoho jiných. Moderněǰśı numerické toky
jsou založeny na protiproudém schématu, jehož vlastnosti byly ukázány v předchoźı části.

4.4.1 Schéma HLL

Schéma HLL je aproximativńı Riemann̊uv řešič, který představili autoři Harten, Lax a van Leer
[13]. Toto schéma zanedbává kontaktńı nespojitost exaktńıho řešeńı Riemannova problému pro
systém Eulerových rovnic v 1D [35], takže uvažuje pouze tři stavy.

Zaved’me signálńı rychlosti vln S, kterými se informace š́ı̌ŕı. Zp̊usob̊u jak odhadnout tyto
signálńı rychlosti existuje celá řada. Většina těchto odhad̊u je založena na tom, že rychlosti
vln odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um (4.41). Použitý zp̊usob odhadu signálńıch rychlost́ı je v této
práci dán následuj́ıćımi vztahy

SL = min(uL − aL, uR − aR),

(4.46)

SR = max(uL + aL, uR + aR).

Uvažujme nyńı dva př́ıpady, které mohou nastat. Na obrázku 4.2 vlevo je znázorněna situace,
kdy jsou obě signálńı rychlosti kladné. Na obrázku vpravo nastal stav, kdy jsou obě signálńı
rychlosti záporné.

Obrázek 4.2: Signálńı rychlosti se stejnými znaménky

Z těchto obrázk̊u je partné, že pokud nastane př́ıpad, kdy je signálńı rychlost SL ≥ 0, numerický
tok přes stěnu se ř́ıd́ı stavem vlevo. Naopak nastane-li př́ıpad SR ≤ 0, numerický tok se bude
ř́ıdit stavem vpravo.
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Komplikovaněǰśı situace nastane v př́ıpadě, kdy rychlost SL neńı kladná a SR je nezáporná,
jak je vidět na obrázku 4.3.

Obrázek 4.3: Schéma HLL

Integrálńı pr̊uměr přesného řešeńı Riemannova problému na oblasti [TSL;TSR]× [0;T ]

1

T (SR − SL)

∫ TSR

TSL

W (x, t)dx =
SRWR − SLWL + FL − FR

SR − SL
= WHLL (4.47)

Pokud bychom zákon zachováńı integrovali na oblasti [TSL; 0]× [0;T ], tak obdobně dostaneme∫ 0

TSL

W (x, t)dx =

∫ 0

TSL

W (x, 0)dx+

∫ T

0

FLdt−
∫ T

0

FHLLdt (4.48)

Vyjádřeńım toku FHLL dostáváme

FHLL = FL − SLWL −
1

T

∫ 0

TSL

W (x, t)dx. (4.49)

Proved’me substituci integrandu posledńıho členu na pravé straně z (4.47), č́ımž źıskáváme

FHLL = FL − SLWL −
1

T

∫ 0

TSL

WHLLdx (4.50)

Integraćı dostáváme
FHLL = FL + SL(WHLL −WL) (4.51)

Dosazeńım za WHLL dostáváme numerický tok pro tento př́ıpad ve formě

#–

FHLL =
SR

#–

F L − SL
#–

FR + SRSL(
#  –

WR −
#  –

W L)

SR − SL
. (4.52)

Pro numerický tok mezi hranicemi buněk tedy plat́ı [13]

#–

FHLL
i+ 1

2
=



#–

F L pro SL ≥ 0

SR
#–
F L−SL

#–
FR+SRSL(

#  –
WR−

#  –
WL)

SR−SL
pro SL ≤ 0 ≤ SR

#–

FR pro SR ≤ 0.

(4.53)
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4.4.2 Schéma HLLC

Schéma HLLC, jehož autorem je Toro [43], je vylepšenou verźı p̊uvodńıho HLL schématu.
Ṕısmeno C zde znač́ı Contact, protože toto schéma zahrnuje do struktury řešeńı Riemannova
problému i kontaktńı vlnu. Na rozd́ıl od HLL je tedy čtyřstavovým aproximativńım Rieman-
novým řešičem. Odvozeńı tohoto schématu je obdobné jako v př́ıpadě HLL, takže uvedeme
pouze výslednou podobu. Schéma řešiče je znázorněno na obrázku 4.4.

Obrázek 4.4: Schéma HLLC

Pro prvńı dvě signálńı rychlosti plat́ı stejné vztahy jako v př́ıpadě HLL, třet́ı rychlost je stano-
vena z předpisu

S∗ =
pR − pL + ρLpL(SL − uL)− ρRuR(SR − uR)

ρL(SL − uL)− ρR(SR − uR)
. (4.54)

Numerický tok mezi hranicemi buněk je definován následovně [43]

#–

FHLLC
i+ 1

2
=



#–

F L pro SL ≥ 0

S∗(SL
#  –
WL−

#–
F L)+SLp

∗ #–
D∗

SL−S∗ pro SL ≥ 0 ≥ S∗

S∗(SR
#  –
WR−

#–
FR)+SRp

∗ #–
D∗

SR−S∗ pro S∗ ≥ 0 ≥ SR

#–

FR pro SR ≤ 0.

(4.55)

Pro tlak na hranićıch plat́ı

p∗ =
pL + pR + ρL(SL − uL)(S∗ − uL) + ρR(SR − uR)(S∗ − uR)

2
(4.56)

a vektor
#–

D∗ je definován jako

#–

D∗ =

 0
1
S∗

 . (4.57)
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4.5 Godunova metoda

Upwind schéma pro rovnici advekce může být odvozeno také jako speciálńı př́ıpad následuj́ıćıho
př́ıstupu, který lze použ́ıt i pro soustavy rovnic. Tato metoda byla představena Godunovem [12]
a je možné ji shrnout do těchto tř́ı krok̊u, které se opakuj́ı.

1. Z pr̊uměrné hodnoty dané veličiny v konkrétńı buňce je rekonstruována polynomiálńı
funkce un(x, tn).

2. Řešeńı Riemannových problémů, které vzniknou na rozhrańıch buněk, č́ımž je źıskáno
řešeńı un(x, tn+1) v čase t+ ∆t.

3. Zpr̊uměrováńı hodnoty řešeńı na konečném objemu.

V p̊uvodńım Godunově algoritmu je v prvńım kroku uvažována rekonstrukce po částech kon-
stantńı funkćı, jak je vidět na obrázku 4.5. Tento př́ıstup vede k metodě prvńıho řádu přesnosti,
která zavád́ı do řešeńı velkou numerickou vazkost, což má za následek špatnou přesnost a roz-
mazané výsledky [27].

Obrázek 4.5: Rekonstrukce po částech konstantńı funkćı

4.6 Metoda vyšš́ıho řádu přesnosti v prostoru

Uvažujme opět skalárńı rovnici advekce (4.1) pro a > 0. Pomoćı Taylorova rozvoje lze odvodit
Laxovo-Wendroffovo schéma, které je druhého řádu přesnosti v prostoru [27]. Při použ́ıt́ı náhrad
jednotlivých derivaćı př́ıstupem z metody konečných diferenćı dostaneme

Un+1
i = Un

i −
∆t

2∆x
a(Un

i+1 − Un
i−1) +

1

2

(
∆t

∆x

)2

a2(Un
i−1 − 2Un

i + Un
i+1). (4.58)

Ve formě metody konečných objemů dle schématu () můžeme numerický tok zapsat ve formě

F n
i−1/2 =

1

2
a(Un

i−1 + Un
i )− 1

2

∆t

∆x
a2(Un

i − Un
i−1). (4.59)

Z numerických experiment̊u vycháźı najevo, že tato metoda vykazuje lepš́ı přenost v mı́stech,
kde je řešeńı hladké. Pokud se však v řešeńı vyskytuje nespojitost, tak toto schéma selháva a
generuje nefyzikálńı oscilace [27].

43
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4.6.1 Po částech lineárńı rekonstrukce

Pro źıskáńı vyšš́ı přesnosti než je prvńı řád muśıme použ́ıt lepš́ı než po částech konstantńı
rekonstrukci. Z pr̊uměrné hodnoty v buňce můžeme sestavit linárńı funkci ve formě

un(x, tn) = Un
i + σni (x− xi), xi−1/2 ≤ x < xi+1/2, (4.60)

kde σni znač́ı derivaci proměnné v dané buňce. Lineárńı funkce v i-té buňce je definována tak,
že hodnota v jej́ım středu odpov́ıdá hodnotě Un

i , a co je d̊uležitěǰśı, i jej́ı pr̊uměrná hodnota na
tomto konečném objemu je rovna Un

i .

Vyjděme opět z rovnice advekce pro a > 0. Schéma pak nabývá tvaru

Un+1
i = Un

i −
a∆t

∆x
(Un

i − Un
i−1)− 1

2

a∆t

∆x
(∆x− a∆t)(σni − σni−1), (4.61)

odkud vid́ıme, že se opět jedná o schéma upwind s korekčńım členem, který záviśı na volbě
náhrady derivace. Zvoĺıme-li nulový gradient, dostaneme originálńı Godunovu metodu. Abychom
źıskali metodu druhého řádu je nutné volit nenulový gradient. Nejsnazš́ı možnost́ı se zdá být
použit́ı Eulerovy dopředné metody

σni =
Un
i+1 − Un

i

∆x
. (4.62)

Tento př́ıstup ovšem vede opět k Laxovu-Wendroffovu schématu. Uvažujme toto schéma a apli-
kujme jej na po částech konstantńı data, která jsou vidět na obrázku 4.6 vlevo. Vid́ıme, že
funkce un(x, tn) nadhodnocuje velikost proměnné na stěně.

Pokud se takto rekonstruovaná proměnná posune o vzdálenost a∆t a vypoč́ıtáme pr̊uměrnou
hodnotu ve sledované buňce i, zjist́ıme, že hodnota se zvýšila, jak je vidět na obrázku 4.6
vpravo. V daľśım časovém kroku bude gradient v buňce i− 1 kladný, což vede naopak k nižš́ı
pr̊uměrné hodnotě. Tyto oscilace pak v čase rostou.

Obrázek 4.6: Advekce rekonstruovaného profilu pomoćı Laxova-Wendroffova schématu
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V mı́stech, kde je řešeńı hladké, chceme volit lineárńı rekonstrukci. V bĺızkosti nespojitosti
potřebujeme omezit velikost gradientu, abychom zabránili oscilaćım. Metody založené na této
myšlence se nazývaj́ı limiterová schémata.

Abychom mohli kvantifikovat mı́ru oscilace v řešeńı, zavád́ıme tzv. totálńı variaci [27]

TV (u) =

∫ ∞
−∞
|u′(x)|dx. (4.63)

Pokud metoda zp̊usobuje oscilace, očekáváme v čase nárust totálńı variace. Přirozený požadavek
na metodu je, aby se totálńı variace v čase nezvyšovala.

O metodě řekneme, že má vlastnost TVD (total variation diminishing), pokud pro libovol-
nou funkci Un

i hodnoty Un+1
i vypoč́ıtané danou metodou splňuj́ı

TV (Un+1
i ) ≤ TV (Un

i ). (4.64)

Zpr̊uměrováńı hodnot na konci Godunova algoritmu ani vyhodnoceńı Riemannových problémů
neovlivňuj́ı velikost totálńı variace [27]. Potřebujeme tedy zajistit, aby samotná rekonstrukce
proměnných totálńı variaci nezvyšovala.

4.6.2 Limitérové schéma

Jedńım z limitér̊u, který poskytuje metodu druhého řádu přesnosti pro hladká řešeńı a stále
zachovává TVD vlastnost, je tzv. minmod limitér [27]

σni = minmod

(
Un
i − Un

i−1

∆x
,
Un
i+1 − Un

i

∆x

)
, (4.65)

kde funkce minmod pro dva argumenty je definována jako

minmod(a, b) =


a pro |a| ≥ |b| ∧ ab > 0

b pro |b| < |a| ∧ ab > 0

0 pro ab ≤ 0.

(4.66)

Minmod limitér srovnává dva gradienty a voĺı menš́ı z nich. Pokud gradienty maj́ı odlǐsná
znaménka, pak hodnota Un

i muśı být lokálńım extrémem a v takovém př́ıpadě je volena nulová
hodnota a schéma se v tu chv́ıli chová jako metoda prvńıho řádu. Na obrázku 4.7 je znázorněno
srovnáńı chováńı limitéru a Laxova-Wendroffova (LW) schématu v bĺızkosti nespojitosti.

Obrázek 4.7: Rekonstrukce po částech lineárńı funkćı pomoćı minmod limitéru
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Kapitola 4. Numerické metody pro řešeńı výchoźıch rovnic

4.7 Numerické metody časové integrace

V úvodu kapitoly jsme dospěli k semidiskrétńımu tvaru metody konečných objemů (4.8).
Označme členy na pravé straně jako residuum Res(W )

dW

dt
= Res(W ). (4.67)

Snaž́ıme se dosáhnout stacionárńıho řešeńı, pro které plat́ı

dW

dt
= 0. (4.68)

Z této rovnice je vidět, že řešeńı nezáviśı na chybě metody časové integrace. Metoda vyšš́ıho
řádu však dospěje do stacionárńıho stavu dř́ıve, č́ımž se celková doba výpočtu sńıž́ı.

Obecně lze m-krokovou explicitńı metodu typu Runge-Kutta zapsat ve tvaru [21]

W (0) = W n,

W (s+1) = W (0) + αs∆tRes(W
(s)), s = 0, 1, ...,m− 1, (4.69)

W n+1 = W (m).

Typickým př́ıkladem je metoda kř́ıkroková, pro kterou jsou koeficienty α0 = 1
2
, α1 = 1

2
a α2 = 1.

Tato metoda je linárně stabilńı pro CFL = 2 a v čase dosahuje druhého řádu přesnosti [21].

4.7.1 Dvoukroková TVD Runge-Kutta metoda

Z hlediska výpočetńı náročnosti je výhodněǰśı dvoukroková metoda typu Runge-Kutta, která
je rovněž druhého řádu přesnosti. Kromě ušetřeńı jednoho výpočtu residua v každé iteraci, má
tato metoda nav́ıc TVD vlastnost [11]. Hodnota parametru CFL je limitována CLFmax = 1.

W n+1/2 = W n + ∆tRes(W n) (4.70)

W n+1 =
1

2

[
W n +W n+1/2 + ∆tRes(W n+1/2)

]
(4.71)

4.7.2 Metoda Runge-Kutta 4. řádu přesnosti

K systému Eulerových rovnic je nav́ıc připojena obyčejná diferenciálńı rovnice pro ztrátový
součinitel K, jej́ıž řešeńı je provedeno pomoćı Runge-Kuttovy metody čtvrtého řádu [25]

Kn+1 = Kn +
∆t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), kde

k1 = f(tn, Kn),

k2 = f(tn +
∆t

2
, Kn + k1

∆t

2
), (4.72)

k3 = f(tn +
∆t

2
, Kn + k2

∆t

2
),

k4 = f(tn + ∆t,Kn + k3∆t).
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Kapitola 5

Numerická řešeńı v aplikaćıch

V předchoźıch kapitolách byly ukázány postupy, jakými je radiálńı kompresor modelován, a
metody, pomoćı kterých je možné analýzu prouděńı źıskat. V této kapitole jsou prezentována
numerická řešeńı vybraných úloh. Na základńıch úlohách je ověřena funkčnost řešiče. Je prove-
deno porovnáńı kvality numerických metod s rekontrukcemi prvńıho a druhého řádu s použit́ım
numerických tok̊u HLL a HLLC. V daľśı části je představena geometrie radiálńıho kompresoru
a zp̊usob jej́ı rekonstrukce. Numerické řešeńı źıskané jednorozměrným modelem prouděńı s
uvažováńım vlivu ztrát je komparováno s modelem se zanedbáńım ztrát a s trojrozměrnou
simulaćı, která byla provedena v komerčńım řešiči. V závěru kapitoly je srovnáńı výkonových
parametr̊u kompresoru za použit́ı r̊uzných př́ıstup̊u a srovnáńı jejich výpočetńı náročnost́ı.

5.1 Konvergentně-divergentńı tryska

Jako základńı validačńı úloha byla zvolena geometrie konvergentně-divergentńı trysky, která je
na obrázku 5.1, při r̊uzných režimech prouděńı.

Obrázek 5.1: Geometrie konvergentně-divergentńı trysky

Distribuce pr̊utočné plochy je převzatá z [29] a je dána vztahem

A(x) =

{
1, 75− 0, 75 cos

(
π(0, 2x− 1)

)
pro x < 5

1, 25− 0, 25 cos
(
π(0, 2x− 1)

)
pro x ≥ 5.

(5.1)
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Kapitola 5. Numerická řešeńı v aplikaćıch

Pro všechny režimy prouděńı je nastavená stejná vstupńı okrajová podmı́nka. Zadávané veličiny
jsou celkový tlak pt,IN a celková teplota Tt,IN

pt,IN = 6894, 76Pa, (5.2)

Tt,IN = 398, 15K. (5.3)

Jako výstupńı okrajová podmı́nka je zadáván statický tlak ps,OUT prostřednictv́ım k-násobku
vstupńıho celkového tlaku

ps,OUT = kOUT pt,IN . (5.4)

Vypoč́ıtané výsledky jsou porovnávány s numerickými výsledky publikovanými v [29] a [38].

5.1.1 Supersonický režim

V př́ıpadě supersonického režimu prouděńı se v divergentńı části trysky objevuje kolmá rázová
vlna. Koeficient výstupńı okrajové podmı́nky byl nastaven na hodnotu

kOUT = 0, 75. (5.5)

Na obrázku 5.2 jsou porovnávané metody r̊uzných řád̊u přesnosti na stejné výpočetńı śıti. Je z
něj vidět, že metoda vyšš́ıho řádu zachycuje nespojitost lépe než metoda řádu prvńıho.

Obrázek 5.2: Pr̊uběh statického tlaku a Machova č́ısla při supersonickém prouděńı s kolmou
rázovou vlnou v divergentńı části trysky

5.1.2 Subsonický režim

Druhý výpočet proběhl pro subsonický režim prouděńı, kdy byl koeficient výstupńı okrajové
podmı́nky nastaven na hodnotu

kOUT = 0, 89. (5.6)
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Výsledky simulace jsou zobrazeny na obrázku 5.3. I v tomto př́ıpadě byly srovnány numerické
toky HLL za použit́ı rekonstrukce prvńıho a druhého řádu. Z výsledk̊u je patrné, že metoda
prvńıho řádu nedosahuje dostatečné přenosti ani při čtyřnásobném zjemněńı výpočetńı śıtě.

Obrázek 5.3: Pr̊uběh statického tlaku a Machova č́ısla při subsonickém prouděńı

5.2 Kanál se změnou směru

Druhou úlohou je kanál se změnou směru prouděńı. Plocha pr̊utočného kanálu A je konstantńı
až do mı́sta, kde je směr proudu vzduchu otočen do směru osy R, jak je vidět na obrázku 5.4.

Obrázek 5.4: Geometrie kanálu se změnou směru

49



Kapitola 5. Numerická řešeńı v aplikaćıch

V této úloze došlo ke změně vstupńı okrajové podmı́nky tak, aby lépe odpov́ıdala známým
parametr̊um v problematice turbostroj̊u. Mı́sto celkového tlaku pt,IN je zadáván hmotnostńı
tok na vstupu ṁt,IN . Celková teplota Tt,IN se zachovala. Hodnoty okrajové podmı́nky na vstupu
byly zadány následovně:

ṁt,IN = 0, 5 kg · s−1,
Tt,IN = 298, 15K,
αIN = 0 ◦,
βIN = 0 ◦.

(5.7)

Okrajová podmı́nka na výstupu z̊ustala nezměněná. Koeficient byl nastaven na hodnotu

kOUT = 1, 8. (5.8)

Na obrázku 5.5 jsou znázorněny výsledky numerické simulace v porovnáńı s analytickým řešeńım.
To lze źıskat pomoćı dynamických funkćı popsaných v kapitole 1.3.2. Dı́ky známému pr̊uběhu
pr̊utočné plochy a kritickému pr̊uřezu je možné stanovit pr̊uběh Machova č́ısla z rovnice (1.34).
Z dynamických funkćı pak lze stanovit pr̊uběhy termodynamických veličin podél kanálu.

Numerická řešeńı jsou provedena na stejné výpočetńı śıti. Výsledky jsou vypoč́ıtány pomoćı
numerického toku HLL s rekonstrukcemi prvńıho a druhého řádu a schématu HLLC s rekon-
strukćı druhého řádu. Z výsledk̊u je vidět, že oproti schématu HLL schéma HLLC lépe odpov́ıdá
analytickému řešeńı.

Obrázek 5.5: Pr̊uběh hustoty a Machova č́ısla při prouděńı kanálem se změnou směru

Na základě výsledk̊u, které byly prezentovány v této a předchoźı úloze, byla pro daľśı výpočty
zvolena rekonstrukce metodou druhého řádu přesnosti a pro časovou diskretizaci dvoukroková
TVD Runge-Kuttova metoda. Fyzikálńı tok byl aproximován numerickým tokem HLLC.
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5.3 Kompresor Eckardt typ O

V otevřené literatuře lze naj́ıt několik publikovaných geometríı kompresor̊u, některé dokonce
včetně experiment̊u. Tyto výzkumy v dnešńı době poskytuj́ı podklady pro validaci a odladěńı
CFD řešič̊u, d́ıky kterým je možné inženýrský proces zrychlit a zefektivnit. Největš́ı pod́ıl ztrát
je generován při prouděńı oběžným kolem, čemuž odpov́ıdá i rozsah experimentálńıch dat, která
jsou dostupná předevš́ım pro konfigurace oběžné kolo s bezlopatkovým difuzorem.

Jako testovaćı př́ıklad byl zvolen jeden z kompresor̊u, se kterým pracoval autor Eckardt v sedm-
desátých letech, konkrétně typ O. Celé soustroj́ı se skládá ze vstupńı soustavy, oběžného kola
a bezlopatkového difuzoru. Oběžné kolo má dvacet hlavńıch lopatek s radiálńım zakončeńım,
mezilopatky žádné. Geometrie pr̊utočného kanálu a středńı čáry lopatek je popsána pomoćı
kuželoseček [37]. Distribuce tloušt’ky však explicitně uvedená neńı, takže byl zvolen lineárńı
pr̊uběh tloušt’ky od paty ke špičce lopatky. Na základě konstrukčńıch př́ıruček z té doby byla
zvolena tloušt’ka na patě th = 2, 5mm a na špičce tt = 1, 25mm. Pro střednici je potom
tloušt’ka lopatek t = 1, 875mm. Skica a vizualizace oběžného kola je vidět na obrázku 5.6.
Původńı kolo bylo vyrobené z hlińıkové slitiny, takže je limitováno ńızkými otáčkami, které čińı
n = 14 000RPM . Bezlopatkový difuzor byl navržen tak, že pr̊utočná plocha je konstantńı až
do poloměru R3 = 400mm [7].

Experimentálńı data jsou pak publikována v [7], [8], [37]. Během měřeńı je uvedená teplota
v mı́stnosti Tt = 298, 15K a standartńı atmosferický tlak pt = 101 325Pa. V návrhovém bodě
činil hmotnostńı tok ṁ = 5, 31 kg·s−1. Pro tento režim byly experimentálně stanoveny výkonové
parametry. Stlačeńı kompresoru dosáhlo hodnoty π = 2, 094 a účinnost η = 0, 888.

Obrázek 5.6: Vizualizace oběžného kola kompresoru

51



Kapitola 5. Numerická řešeńı v aplikaćıch

5.3.1 Geometrie

V této práci jsou křivky definuj́ıćı tvar kanálu uvažovány jako Beziérovy křivky. V př́ıpadě
statických součást́ı kompresoru jsou pro popis použity úsečky. Pro popis pr̊utočného kanálu
rotoru bylo hledáńı nejvhodněǰśıch poloh ř́ıdićıch bod̊u realizováno prostřednictv́ım genetického
algoritmu popsaného v [14], [20]. Kritérium pro cenovou funkci bylo definováno jako minimum
sumy Eukleidovských norem mezi jednotlivými body.

Obrázek 5.7: Náhrada geometrie rotoru pomoćı kubik

Jak je vidět na obrázku 5.7, optimálńı Beziérovy křivky pro popis pr̊utočného kanálu dostatečně
neodpov́ıdaj́ı p̊uvodńı geometrii. V zájmu zachováńı jednoduchosti geometrického modelu, ve
smyslu zachováńı řádu Beziérovy křivky, byly zavedeny korekce.

Zp̊usob vyhodnocováńı chyby je vidět na obrázku 5.8. Absolutńı chyba ErrABS je stanovena
rozd́ılem hodnot sobě si odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u. Tato chyba je aproximována polynomiálńı funkćı
Approx, jej́ıž řád se zvyšuje, dokud neńı splněna podmı́nka na velikost relativńı chyby

ErrREL =

∣∣∣∣ErrABS − ApproxErrABS

∣∣∣∣ ≤ 0, 0025. (5.9)

Obrázek 5.8: Vyhodnoceńı chyby pro souřadnici R horńı vodićı křivky
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Výsledná geometrie je pak tvořena Beziérovou kubikou, na kterou se superponuje korekce
źıskaná aproximovanou polynomiálńı funkćı. Porovnáńı kvality náhrady s korekcemi a bez ko-
rekćı je vidět na obrázku 5.9. S ohledem na podmı́nku (5.9) je tato kvalita dostatečná.

Obrázek 5.9: Náhrada geometrie rotoru pomoćı Beziérových kubik s korekcemi

Vizualizace rekonstrukce geometrie řešené úlohy pro trojrozměrný př́ıpad je vidět na obrázku
5.10. Na obrázku 5.11 je znázorněn meridionálńı řez pro jednorozměrnou úlohu s naznačenou
výpočetńı śıt́ı. Pro obě statické části kompresoru je zvoleno 10 % buněk z celkové velikosti śıtě.

Obrázek 5.10: Geometrie pro 3D úlohu Obrázek 5.11: Geometrie pro 1D úlohu
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5.3.2 Okrajové podmı́nky

Dostupné publikace bohužel nenab́ıźı naměřenou hodnotu statického tlaku na výstupu ps,OUT .
V komečrńım řešiči ANSYS CFX je možné definovat hmotnostńı tok ṁt,OUT jako výstupńı okra-
jovou podmı́nku. Má-li být zachována rovnice kontinuity, pak je hmotnostńı tok v celé oblasti
konstantńı, takže je možné úlohu simulovat s použit́ım následuj́ıćıch okrajových podmı́nek:

pt,IN = 101325Pa,
Tt,IN = 298, 15K,
αIN = 0 ◦,
βIN = 0 ◦,

ṁt,OUT = 5, 31 kg · s−1.

(5.10)

Z této simulace pak byla odečtena hodnota statického tlaku na výstupu, která byla následně
použita pro jednorozměrný výpočet. Źıskaná hodnota výstupnho statického tlaku je

ps,OUT = 183 500Pa. (5.11)

5.3.3 Vliv velikosti śıtě na kvalitu výsledk̊u

Na řešené geometrii byl vyšetřován vliv velikosti śıtě na kvalitu výsledk̊u. Jako pozorovaný
parametr byl zvolen celkový tlak na výstupu p3,t. Výpočet byl proveden na pěti śıt́ıch, od počtu
buněk N0 = 800 s koeficientem zhrubnut́ı śıtě kG = 0, 5.

Ni+1 = kGNi, pro i = 0, 1, 2, 3, 4. (5.12)

Výsledky śıt’ové studie jsou zobrazeny na obrázku 5.12, odkud je vidět, že velikost śıtě N3 = 100
buněk se stále nacháźı v asymptotické části konvergenčńıho spektra. Na základě této studie byla
tato velikost śıtě zvolena jako dostatečná.

Obrázek 5.12: Vliv velikosti śıtě na kvalitu výsledk̊u
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5.3.4 Návrhový bod kompresoru

V této části jsou prezentovány výsledky r̊uzných druh̊u simulaćı návrhového režimu vybraného
kompresoru. Výsledky jednorozměrné úlohy jsou porovnány s řešeńım trojrozměrné simulace,
která byla provedena v komerčńım řešiči ANSYS CFX. Data ze 3D simulace byla źıskána jako
pr̊uměr vážený přes hmotnostńı tok.

Výpočetńı śıt’ pro trojrozměrnou simulaci č́ıtá 1 416 420 buněk, pro 1D výpočet 100. Pro jedno-
rozměrný výpočet byla použita rekonstrukce druhého řádu s minmod limitérem. Časová diskre-
tizace proběhla pomoćı dvoukrokové TVD Runge-Kutta metody. Fyzikálńı tok byl aproximován
schématem HLLC. Stabilitńı podmı́nka byla nastavena na hodnotu CFL = 0, 5. Přidružená
obyčejná diferenciálńı rovnice pro ztrátový součinitel K byla řešena metodou Runge-Kutta
čtvrtého řádu. Relaxačńı koeficient v rovnici byl nastaven na hodnotu ε = 0, 001. Všechny
simulace byly nastaveny se stejnými okrajovými podmı́nkami, které jsou vidět v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Okrajové podmı́nky pro návrhový bod
Okrajová podmı́nka Veličina Jednotka Hodnota

Vstupńı

ṁt,IN kg · s−1 5,31

Tt,IN K 298,15

αIN
◦ 0

βIN
◦ 0

Výstupńı ps,OUT Pa 183 500

Na obrázku 5.13 je vidět pr̊uběh hustoty ρ v závislosti na normalizované křivočaré souřadnici
S. V okoĺı přechodu mezi oběžným kolem a difuzorem, tzn. v mı́stě S = 2, se vyskytuje
nefyzikálńı oscilace, která může být zp̊usobena náhlou změnou velikosti buněk v rotoru a ve
statoru. Jednorozměrný výpočet s uvažováńım vlivu ztrát i bez ztrát trendově odpov́ıdá pr̊uběhu
hustoty źıskaného z trojrozměrné simulace.

Obrázek 5.13: Pr̊uběh hustoty při prouděńı kompresorem
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Na obrázku 5.14 je zobrazen pr̊uběh složky rychlosti ve směru R. Na vstupu proudu do rotoru,
tj. S = 1, neńı dostatečně zachycen zákmit v pr̊uběhu složky rychlosti. Naopak na výstupu z
rotoru docháźı podle 3D simulace k mı́rnému poklesu složky rychlosti, s č́ımž si jednorozměrný
algoritmus poradil dobře. V př́ıpadě uvažováńı vlivu ztrát byl do j́ısté mı́ry správně zachycen i
opětovný nárust rychlosti. Hodnotě složky rychlosti na výstupu z kompresoru (S = 3) źıskaná
3D simulaćı lépe odpov́ıdá algoritmus se ztrátami.

Obrázek 5.14: Pr̊uběh složky rychlosti ve směru R

Pr̊uběh rychlosti ve směru ϕ je vidět na obrázku 5.15. Rozd́ıly ve výsledćıch jednorozměrných
algoritmů jsou zanedbatelné. Trendy pr̊uběh̊u dobře odpov́ıdaj́ı trojrozměrné simulaci.

Obrázek 5.15: Pr̊uběh složky rychlosti ve směru ϕ
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Na obrázku 5.16 je vykreslen pr̊uběh rychlosti ve směry osy Z. Rychlost na vstupu do kompre-
soru je lépe simulována algoritmem se ztrátami. Při vstupu proudu do oběžného kola se objevuje
nefyzikálńı zákmit, nicméně vzr̊ustaj́ıćı a následně klesaj́ıćı tendence velikosti složky rychlosti
jsou dobře zachyceny oběma jednorozměrnými simulacemi. V difuzoru 1D algoritmy vykazuj́ı
jistou chybovost, která je však zp̊usobena metodou implementace změny směru prouděńı, kdy
prob́ıhá přepočet vektoru rychlosti pomoćı vektoru tečného ke střednici, viz kapitola 3.3.2.

Obrázek 5.16: Pr̊uběh složky rychlosti ve směru Z

Pr̊uběh Machova č́ısla je vidět na obrázku 5.17. Prudký nárust na vstupu do oběžného kola je
zp̊usoben nepřesnostmi v rychlostech a termodynamických veličinách. Na výstupu z oběžného
kola, kde je maximum, z̊ustává podle jednorozměrných simulaćı Machovo č́ıslo stále subsonické.
Trend pr̊uběhu źıskaného pomoćı 3D simulace je koṕırován výsledky jednorozměrných simulaćı.

Obrázek 5.17: Pr̊uběh Machova č́ısla při prouděńı kompresorem
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Na obrázku 5.18 je zobrazen pr̊uběh statického tlaku. Na prvńı pohled trendy obou pr̊uběh̊u
źıskaných 1D př́ıstupy dobře odpov́ıdáj́ı dat̊um z trojrozměrné simulace. Připomeňme obrázek
2.3, který zobrazuje teoretické pr̊uběhy parametr̊u proudu. Je z něj vidět, že ve vstupńı soustavě
kompresoru se zachovává pouze celková teplota a hodnoty všech ostatńıch parametr̊u by měly
klesat. To se však v př́ıpadě jednorozměrné simulace bez uvažováńı vlivu ztrát neděje. V př́ıpadě
zahrnut́ı vlivu ztrát docháźı k mı́rnému poklesu statického tlaku ve vstupńı soustavě, což je v
souladu s digramem 2.3 a tento př́ıstup tak lépe odpov́ıdá realitě.

Obrázek 5.18: Pr̊uběh statického tlaku při prouděńı kompresorem

Trendy pr̊uběh̊u statické teploty źıskaných 1D algoritmy jsou v porovnáńı s 3D simulaćı za-
chyceny správně. Teplota je s hustotou a tlakem svázána stavovou rovnićı, je tak funkćı pod́ılu
tlaku a hustoty. Rozd́ıly v pr̊uběźıch statického tlaku se st́ıraj́ı, jak je vidět na obrázku 5.19.

Obrázek 5.19: Pr̊uběh statické teploty při prouděńı kompresorem
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Pr̊uběhy celkové teploty źıskané z 1D simulaćı se téměř nelǐśı a svými trendy odpov́ıdaj́ı dat̊um
ze 3D simulace. Výsledky jsou v souladu s očekávaným pr̊uběhem z diagramu 2.3. Hodnota
celkové teploty na výstupu z kompresoru je trochu nižš́ı oproti trojrozměrné simulaci, jak je
vidět na obrázku 5.20.

Obrázek 5.20: Pr̊uběh celkové teploty při prouděńı kompresorem

Na obrázku 5.21 je vidět pr̊uběh celkového tlaku v kompresoru. V části rotoru trendy źıskaných
pr̊uběh̊u odpov́ıdaj́ı dobře. Na rozd́ıl od pr̊uběhu celkové teploty se v obrázku 5.21 ve sta-
tických částech kompresoru v př́ıpadě jednorozměrného modelu se zanedbáńım vlivu ztrát ob-
jevuj́ı nárusty celkového tlaku, což zcela neodpov́ıdá fyzikálńım představám. Tento př́ıstup tak
nereflektuje skutečnost.

Obrázek 5.21: Pr̊uběh celkového tlaku při prouděńı kompresorem
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5.3.5 Shrnut́ı dosažených výsledk̊u

Pr̊uběhy jednotlivých veličin, které byly popsány, poskytuj́ı informace o jevech, které se uvnitř
stroje děj́ı. V inženýrské praxi je potřeba kvantifikovat výsledky př́ımočařeji. K tomu nám slouž́ı
výkonové parametry jako jsou stlačeńı π a účinnost η.

Ačkoliv byly rozd́ıly ve výsledćıch źıskaných jednorozměrnými simulacemi malé, ve výkonových
parametrech, kterých by kompresor dosáhl při uvažováńı nebo zanedbáńı vlivu ztrát, už je
rozd́ıl značný. Hodnoty stlačeńı a účinnosti jsou vypoč́ıtány dle vztah̊u (2.6) a (2.7). Shrnut́ı
je zaneseno do následuj́ıćı tabulky 5.2.

Tabulka 5.2: Srovnáńı dosažených výkonových parametr̊u r̊uznými metodami

Metoda Stlačeńı π Účinnost η

Experiment [7] 2,094 88,8

3D 2,119 89,65

1D 2,05 87,8

(1D bez ztrát) 2,35 1,06

Trojzorměrný výpočet vykazuje nejmenš́ı odchylku od experimentálńıch dat. To může být
zp̊usobeno nepřesnou volbou distribuce tloušt’ky. V dobových fotografíıch jsou nav́ıc vidět i
poměrně velké radiusy při patě lopatky, které nejsou postihnuty v modelu pro 3D simulaci.
Jednorozměrné př́ıstupy radiusy postihnout neumı́. Z tabulky je vidět, že 1D př́ıstup se za-
nedbáńım vlivu ztrát poskytuje naprosto nevěrohodné hodnoty výkonových parametr̊u.

Chyba v dosažených výkonových parametrech při simulaci jednorozměrným modelem prouděńı
radiálńım kompresorem s uvažováńım vlivu ztrát je vyšš́ı než u trojrozměrného výpočtu, což
může být ovlivněno mnoha faktory. Prvńım je zp̊usob zjednodušeńı, kdy je trojrozměrný vazký
výpočet s 1 410 329 buňkami nahrazen jednorozměrnou nevazkou simulaćı s počtem buněk 100.
V jednorozměrné simulaci neńı modelována radiálńı v̊ule a nejsou zahrnuty vněǰśı ztráty v
kompresoru. Ztrátový model složený z empirických korelaćı může sám o sobě dávat nepřesnou
představu o velikosti ztrát a jejich rozložeńı nemuśı přesně odpov́ıdat skutečnosti.

Porovnáńı trojrozměrné simulace s jednorozměrným výpočtem z hlediska výpočetńı náročnosti
je vidět v tabulce 5.3. Hodnota strojového času pro 3D simulaci vycháźı z předpokladu, že počet
výpočetńıch jader ovlivňuje výpočetńı čas př́ımou úměrou. Hodnoty jsou uvedené pro výpočty
na jednom výpočetńım jádru.

Tabulka 5.3: Porovnáńı výpočetńı náročnosti

Metoda Počet buněk NG Výpočetńı čas tc

3D 1 416 420 59 h

1D 100 4,5 s

Z porovnáńı časové náročnost́ı výpočt̊u je vidět hlavńı výhoda 1D př́ıstupu. Ukazuje se, že
zjednodušený model prouděńı může poskytnout velmi rychlou a relativně přesnou analýzu.
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Závěr

Byl vyvinut jednorozměrný model prouděńı radiálńım kompresorem s uvažováńım vlivu ztrát,
který se skládá ze základńıch zákon̊u zachováńı popsaných v kapitole 1.1. V obecných zákonech
zachováńı byly zanedbány vazké efekty a člen popisuj́ıćı přestup tepla. Byl tak źıskán systém
Eulerových rovnic pro stlačitelné prouděńı. Jako proud́ıćı médium byl zvolen model ideálńıho
plynu.

Princip fungováńı radiálńıho kompresoru byl popsán v kapitole 2.1. Vzhledem k povaze úlohy
bylo nutné tyto zákony zachováńı transformovat nejdř́ıve do relativńıho systému souřadnic ve
formulaci s absolutńımi rychlostmi, což bylo ukázáno v kapitole 3.2.2, a pak do křivočarého
souřadnicového systému. Tato transformace byla provedena s využit́ım cylindrického systému
souřadnic, jak bylo vidět v kapitole 3.2.3.

Prostřednictv́ım empirických korelaćı byly zahrnuty ztrátové mechanismy, které se při prouděńı
radiálńım kompresorem objevuj́ı. Z vnitřńıch ztrát byly zahrnuty ztráty incidenćı, namáháńım
lopatky, mı́̌seńım, třeńım a ztráta v bezlopatkovém difuzoru, jejichž popis je uveden v kapitole
3.4.1. Ztráta zp̊usobená radiálńı v̊uĺı zahrnuta nebyla, protože nebyla modelována ani samotná
v̊ule. Vněǰśı ztráty jako je recirkulace nebo třeńı disku zahrnuty nebyly pro jejich povahu členu
přestupu tepla, který modelován nebyl. Samotné zahrnut́ı ztrát do systému řešených rovnic
bylo provedeno pomoćı přidružené obyčejné diferenciálńı rovnice pro ztrátový koeficient K.

Výchoźı systém rovnic představuje soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic. K jejich řešeńı
byla zvolena metoda konečných objemů popsaná v kapitole 4. Byly představeny aproximativńı
Riemannovy řešiče HLL a HLLC. Dále byl ukázán postup jak doćılit metody vyšš́ıho řádu
přesnosti v prostoru i v čase. Řešeńı rovnice pro součinitel K bylo provedeno pomoćı metody
typu Runge-Kutta, která je čtvrtého řádu přesnosti.

Vyvinutý řešič napsaný v jazyce C++ byl nejprve testován na základńıch př́ıpadech. Prvńım z
nich bylo prouděńı v konvergentně-divergentńı trysce při r̊uzných režimech prouděńı, kde byl po-
rovnáván řád metody. Výsledky prezentovaného řešiče byly porovnány s numerickými výsledky,
které uvád́ı autoři v [29], [38]. Jako druhá testovaćı úloha bylo zvoleno prouděńı v kanále se
změnou směru prouděńı. Toto řešeńı bylo porovnáváno s analytickým řešeńım źıskaným pomoćı
funkćı dynamiky plyn̊u. Na základě źıskaných výsledk̊u lze tvrdit, že řešič funguje správně.

Srovnáńım metod r̊uzných řád̊u přesnosti a r̊uzných numerických tok̊u se ukázalo, že z pre-
zentovaných metod je pro daľśı výpočty nejvhodněǰśı volbou použit́ı metody druhého řádu
přesnosti s užit́ım minmod limitéru a dvoukrokové metody typu Runge-Kutta, která je také
druhého řádu a má vlastnost TVD. Jako Riemann̊uv řešič byl použit numerický tok HLLC.
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Závěr

Jako testovaćı úloha kompresoru byl zvolen Eckardt̊uv kompresor typ O [7], jehož geomet-
rie definovaná kuželosečkami byla převedena do popisu prostřednictv́ım Beziérových křivek.
Optimálńı polohy ř́ıdićıch bod̊u byly nalezeny pomoćı genetického algoritmu popsaného v [14],
který byl implementován do prostřed́ı MATLAB a otestován v [20]. Pro dosažeńı větš́ı shody s
originálńı geometríı byly zavedeny korekce, které byly superponovány na Beziérovu křivku.

Byla provedena śıt’ová studie 5.3.3, ze které je vidět, že śıt’ o velikosti sto buněk je dostatečná.
Z celkového počtu buněk je 10 % přǐrazeno vstupńı soustavě a daľśıch 10 % nálež́ı bezlopat-
kovému difuzoru, který následuje za rotorem.

Pr̊uběhy rychlostńıch, teplotńıch a tlakových poĺı źıskané prezentovaným výpočetńım nástrojem
s uvažováńım ztrát i s jejich zanedbáńım byly komparovány s výsledky z trojrozměrné simu-
lace, které byly zpr̊uměrovány přes hmotnostńı tok. V datech z 1D algrotimu se v některých
př́ıpadech objevuj́ı nefyzikálńı zákmity na přechodu mezi rotuj́ıćı a statickou část́ı kompresoru.
To může být zp̊usobeno náhlou změnou velikosti buněk, ale i samotným 1D př́ıstupem.

Výsledky źıskané jednorozměrnými př́ıstupy odpov́ıdaj́ı trend̊um dat ze 3D simulace dobře. V
př́ıpadě pr̊uběhu celkového tlaku se ukázalo, že jednorozměrný model bez zahrnut́ı vlivu ztrát
vykazuje jistou chybovost. Při prouděńı statickými částmi kompresoru docházelo ke zvyšováńı
hodnoty celkového tlaku, což neodpov́ıdá fyzikálńım představám.

Tento chybný nárust se projevil zejména při vyhodnoceńı dosažených výkonových parametr̊u
kompresoru, které byly porovnávány s experimentálńımi daty. Nejmenš́ı odchylku od experi-
mentálńıch dat vykazuje 3D simulace. Jednorozměrný model s uvažováńım vlivu ztrát se od
experimentálńıch dat odchyluje v́ıce, ale stále dobře odpov́ıdá realitě, jak je vidět v tabulce 5.2.
Z této tabulky rovněž vyplývá, že jednorozměrný model se zanedbáńım vlivu ztrát poskytuje
naprosto nevěrohodné výsledky.

Nakonec bylo provedeno srovnáńı výpočetńıho času trojrozměrné simulace v komerčńım řešiči
s vyvinutým jednorozměrným modelem, které je vidět v tabulce 5.3. Jednorozměrný výpočet
je nesrovatelně rychleǰśı a poskytuje řešeńı, které dobře odpov́ıdá analýze pomoćı 3D simulace.

Z prezentovaných závěr̊u vyplývá, že ćıle práce byly naplněny ve všech ohledech.

Zlepšeńı jednorozměrného modelu je problematikou, která má potenciál a má tedy smysl se
ji dále zabývat. V daľśı práci by měla být modelována radiálńı v̊ule a ztrátový mechanismus,
který tak bude nutné vźıt v úvahu. Aby se dosáhlo lepš́ı shody se skutečným prouděńım v
radiálńım kompresoru, měly by se modelovat ztráty zp̊usobené vněǰśımi ztrátovými mecha-
nismy. Daľśı zlepšeńı by mělo být věnováno výpočetńı śıti, aby nedocházelo ke skokové změně
velikosti buněk, ale k pozvolnému zvětšováńı velikosti buněk směrem od rotoru. Takto vylepšený
model by mohl být použit pro optimalizaci návrhu, který by se podrobil v́ıcerozměrné analýze.
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