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Abstrakt:

V této praci byl vyvinut jednorozmeérny fesi¢ proudéni radidlnim kompresorem s uvazovanim
vlivu ztrat. Zakladni zdkony zachovani jsou transformovany do relativniho kfivoc¢arého systému
soutradnic ve formulaci s absolutnimi rychlostmi. Vazké efekty a prestup tepla jsou zanedbény.
Takto sestaveny model predstavuje soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic, které jsou reseny
metodou koneénych objemu. Ztraty popsané empirickymi korelacemi jsou do modelu imple-
mentovény prostiednictvim piidruzené obycejné diferencidlni rovnice. Resic je validovén na
zékladnich testovacich tulohach. Je provedena rekonstrukce geometrie redlného kompresoru.
Vysledky ziskané jednorozmérnym algoritmem jsou porovnany s trojrozmérnym vypoctem
pomoci komeréniho feSice. Nakonec jsou srovnany vykonové parametry kompresoru ziskané
vypocty s experimentalnimi daty:.

Abstract:

In this work, a one-dimensional flow solver with a radial compressor was developed with consi-
deration of the effect of losses. Basic conservation laws are transformed into relative curvillinear
coordinate system in absolute velocity formulation. Viscous effects and heat transfer are neglec-
ted. The model thus constructed represents a system of partial differential equations that are
solved by finite volume method. Losses described by empirical correlations are implemented
through an associated ordinary differential equation. Solver is validated on basic test cases. A
reconstruction of the geometry of the real centrifugal compressor is performed. Results obtained
by one-dimensional algorithm are compared with three-dimensional simulation computed using
comercial software. Finally, the compressor performance parameters obtained by the calculati-
ons are compared with experimental data.
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Nomenklatura

Zmaceni pouzité v této praci je uvedeno v nasledujici tabulce. Symboly, které slouzi pro ucely
odvozeni nebo zavedeni novych pojmu jsou popsany na piislusnych mistech v textu.

Symbol Jednotka Vyznam
a m-s ! rychlost zvuku
A m? pruiez
c m-s! absolutni rychlost
Cy J kgl K1 mérnd tepelna kapacita pfi konstantnim objemu
p Jkg VK1 mérnd tepelnd kapacita pii konstantnim tlaku
D m prumér
e J- kg™t hustota energie
h J kg1 meérna entalpie
AH Jkg . K1 pifrustek ztraty entalpie
i ° thel ndbéhu
K 1 soucinitel tlakové ztraty
L, m axialni délka rotoru
m kg-s~! hmotnostni tok
Ma 1 Machovo ¢islo
n 1 normovany normalovy vektor
P Pa tlak
r J kgl K1 specifickd, plynova konstanta
R J-kg71. K71 univerzalni plynova konstanta
s J-kgl. K1 entropie
t s cas
t 1 normovany tecny vektor
T K termodynamickd teplota
U m-s! unasiva rychlost
w m-s ! relativni rychlost
Y 1 tlakova ztrata
Z 1 pocet lopatek
T,Y, 2 m,m,m kartézské soutadnice
T, Q, 2 m,1l,m cylindrické soutadnice
S, My m,m,1 kiivocaré souradnice

x1



Nomenklatura

Symbol Jednotka Vyznam
o) ° thel odklonu relativni rychlosti
? 1 Kroneckerovo delta
€ 1 relaxaéni koeficient
n 1 ucinnost
© ° geometricky hel lopatek, polarni souradnice
5 1 pomér mérnych tepelnych kapacit
I 1,Pa-s soucinitel skluzu, dynamicka viskozita
T 1 stlaceni, Ludolfovo ¢islo
p kg-m™3 hustota
w rad - s tihlové rychlost
w rad - s~ 1 vektor thlové rychlosti
o 1 soucinitel narustu entropie
G Pa tenzor napéti
7 Pa tenzor smykovych napéti
)o fez na vstupu do kompresoru
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fez na vstupu do rotoru
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fez na vstupu do lopatkového difuzoru

fez na vstupu do vystupni soustavy
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axialni slozka

stav/rozmeér vztahujici se k paté lopatky na vstupu
radialni slozka

staticky stav

celkovy stav

stav/rozmér vztahujici se ke 3picce lopatky na vstupu

tangencialni slozka

prumérnd hodnota

vztazeno k relativnimu soufadnicovému systému
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Uvod

Lopatkové stroje, nékdy téz nazyvané turbostroje, jsou obecné velmi pouzivanou technologii
objevujici se v Sirokém pasmu aplikaci. Setkavame se s nimi v kazdodennim zivoté. V ener-
getice se lopatkové stroje objevuji ve formé parnich nebo vodnich turbin k vyrobé elekttiny.
Ve strojirenstvi jsou turbostroje zastoupeny v podobé kompresoru, které slouzi ke stlacovani
vzduchu. V potravinovém prumyslu se pomoci stlaceného vzduchu vytvari ochrannd atmosféra
pro ovoce nebo zeleninu. Stlaceny vzduch je dulezity i pro vodni hopodarstvi, a to jak pri
zasobovani pitnou vodou, tak pti ¢isténi odpadnich vod. V neposledni tadé je dulezitou oblasti
vyuziti lopatkovych stroju doprava, a to ve smyslu prepravy ropy a zemniho plynu pro petro-
chemicky prumysl a energetiku. Své uplatnéni nalézaji také v lodich a predevsim v letectvi, kde
je stlaceny vzduch dodavan do spalovaci komory pro zvyseni ui¢innosti hoteni. Pokud bychom
zvladli navrhovat lepsi kompresory, zvysili bychom tak i efektivitu spalovéani, coz by vedlo ke
snizeni spotteby béhem letu, a tim padem i ke snizeni produkce sklenikovych plyni.

Z tyzikalniho hlediska je proudéni v redlném radidlnim kompresoru trojrozmérné, stlacitelné,
vazké, turbulentni a s pfestupem tepla. V dnesnich strojich se navic nepohybujeme pouze
v subsonickych rezimech. Takové proudéni je popsdno soustavou nelinearnich parcialnich di-
ferencidlnich rovnic, u které neni vyfeSena ani otdzka jednoznacnosti a existence Feseni [9].
Aproximativni feSeni, které se pii ndvrhu stroje a analyze proudéni pouziva, je i v dnesni dobé
vypocetné velmi narocné.

Tyto skuteénosti nas vedou k vyvijeni zjednoduSenych modelu, jimiz je mozné rychle a relativné
presné analyzovat déje uvnitf stroje. Pomoci takového nastroje je pak mozné optimalizovat jed-
norozmérny navrh a nalézt nejvhodnéjsi kandidaty pro naslednou vicerozmérnou analyzu.

Pti sestavovani jednorozmérného modelu proudéni radidlnim kompresorem se clovék dopousti
fady zjednoduseni, které primo nereflektuji fyzikdlni realitu. Tato zjednoduseni jsou disku-
tovana v prubéhu prace a shrnuta v zavéru. Nasledujicimi body jsou shrnuty cile préace, které
soucasneé sleduji strukturu celé prace:

e seznameni se zakladnimi principy mechaniky tekutin a termodynamiky, jako jsou zakony
zachovani, konstitutivni vztahy a zakladni pojmy z dynamiky plynu,

e popis geometrie a vyuziti radialnitho kompresoru a funkeci jednotlivych komponent stroje,
e sestaveni matematického modelu kompresoru a vychoziho systému fesenych rovnic,
e seznameni s numerickymi metodami, pomoci kterych lze systém rovnic fesit,

e aplikace sestaveného vypocetniho nastroje na testovaci ulohy.



Kapitola 1

Zaklady mechaniky tekutin a
termomechaniky

Mechanika tekutin zkouma makroskopicky pohyb tekutin a jejich puisobeni na télesa, ktera jsou
tekutinou obtékana. Tekutiny jsou latky, jejichz mikroskopické céastice se i za uc¢inku malych
sil vzadjemné vuci sobé pohybuji - proudi. Mezi tyto latky patti plyny a kapaliny. V kapalinach
lze vétsinou uvazovat hustotu konstantni. V piipadé proudéni plynu lze vliv stlacitelnosti také
zanedbat, ale pouze pro rychlosti mensi nez je zhruba tfetina rychlosti zvuku [30], [44].

1.1 Zakladni zakony zachovani

Pro odvozeni zakladnich zakonu zachovani predpokladejme spojité prostiedi neboli kontinuum.
V ramci tohoto pristupu je pohyb molekul zcela ingorovan. O vlastnostech pozorované latky
nebo konstrukéniho materidlu predpokladdame, ze jsou spojitymi funkcemi polohy a ¢asu. Ve
vhodné zvoleném kontrolnim objemu studované latky sestavujeme diferencialni bilance, které
umoznuji popis rychlostnich, teplotnich nebo koncentrac¢nich rozlozeni.

Hybnost urc¢itého mnozstvi litky hmotnosti m, které se pohybuje rychlosti u, lze vyjadrit
souc¢inem mu. Ma-li toto mnozstvi latky teplotu 7" a mérnou tepelnou kapacitu c,, muzeme
jeho entalpii vyjadrit jako mc,T". Obé tyto veliciny charakterizuji mnozstvi latky o hmotnosti
m 7z hlediska pohybového nebo energetického. Protoze velikost téchto charakteristickych para-
metru je podminéna hmotnosti m, tak mluvime o tzv. extenzivnich parametrech, které jsou
zavislé na velikosti systému. Hybnost, entalpii a hmotnost ve smyslu extenzivniho parametru
budeme nazyvat fyzikalni veli¢inou.

Naproti tomu existuji parametry intenzivni, které na rozmérech soustavy nezavisi. Ziskame
je tak, ze vztdhneme extenzivni parametr k objemu V', ktery latka nebo smés zaujima. Hyb-
nost, entalpii a hmotnost objemové jednotky kontinua budeme oznacovat spole¢nym nazvem
fyzikalni vlastnost, ktera ma charakter fyzikalniho pole zavislého na soutadnicich a case.

Pro sestaveni bilanci fyzikdlnich velicin nebo vlastnosti je nutné definovat bilancovany objekt.
K popisu pohybu tekutiny pouzijeme Euleruv ptistup, kdy sledujeme vymezeny objem, ktery
se v prostoru nepohybuje a je pevné svazan se soufadnicovym systémem.



Kapitola 1. Zaklady mechaniky tekutin a termomechaniky

1.1.1 Obecny zidkon zachovani

Uvazujme libovolny kontrolni objem V' uzavieny plochou S. Oznacime-li vnéjsi normélu plochy
S jako m, pak plati dS = mdS. Libovolnou fyzikalni velic¢inu, ktera se muze v tomto objemu
meénit, ozna¢me ¢. Veli¢ina ¢ se v tomto objemu muze ménit pouze tokem skrze hranici S nebo
vznikem ¢i zanikem uvnitt objemu V. Na obrazku 1.1 je znazornén pevny kontrolni objem v
kartézském souradnicovém systému.

Obrazek 1.1: Pevny kontrolni objem v kartézském systému

Elementem povrchu dS protece za jednotku ¢asu objem w  m d.S, konvektivné tedy pronikne
hraniéni plochou kontrolniho objemu mnozstvi 1 e w¢ dS. Mechanismy jiné nez konvektivni,
kterymi muze veli¢ina proniknout povrchem S, jsou zahrnuty do ¢lenu 7 o« PdS. Piikladem
muze byt vedeni tepla. Mnozstvi veli¢iny generované v objemové jednotce za jednotku casu
oznacme H. Univerzaln{ bilanci obecné fyzikalni veliciny tedy sestavime jako

Q/Qsdvz—/ e wodS — ﬁ-lPdSJr/ﬂdV. (1.1)
ot Jq o0 o9 Q

Protoze kontrolni objem je vzhledem ke zvolené souradné soustavé v klidu, meze integralu na
¢asu nezavisi [41], a tak lze napsat

0 0
a/ﬁqﬁd‘/:/gagﬁdv. (1.2)

Necht jsou funkce ¢, w a P spojité a diferencovatelné v objemu V, pak lze plosné integraly
nahradit objemovymi pomoci Gaussovy véty.

_/ ﬁ.wds_/ ﬁ.Pdsz—/v.(¢a’+P)dV (1.3)
o0 o0 Q

Dosazenim za vyraz predstavujici akumulaci veli¢iny z rovnice (1.2) pfechézi univerzalni bilance
veliciny (1.1) do tvaru

0 _ .
/(£+V-(¢u)+VOP—H>dV:O. (1.4)
o \ Ot
Protoze tato rovnice plati pro libovolny pevny a uzavieny kontrolni objem, musi platit
0 _ .
a—f+v-(¢u)+v-P—H:o (1.5)

Rovnice (1.5) predstavuje univerzalni bilanci obecné fyzikalni veli¢iny v diferencidlnim tvaru.

3



Kapitola 1. Zaklady mechaniky tekutin a termomechaniky

1.1.2 Zakon zachovani hmotnosti

Pro odvozeni rovnice kontinuity v homogennim prostiedi budeme vychézet ze zdkona zachovani
v diferencidlnim tvaru (1.5). Bilancovand veli¢ina je hmotnost. Fyzikalni vlastnost je v tomto
pripadé reprezentovana hmotnosti objemové jednotky, neboli hustotou p. Vzhledem k tomu,
ze v homogenni tekutiné nemuze existovat mechanismus difuzniho prenosu hmoty [41], bude
¢len P = 0. Protoze v homogennim prostiedi nemuze hmota vznikat ani zanikat, bude i ¢len
produkce H = 0. Rovnici kontinuity tak lze zapsat jako

dp
§+v (pi) = 0. (1.6)

1.1.3 Zakon zachovani hybnosti

V tomto pifipadé je zachovdvand velicina hybnost maw. Odpovidajici fyzikalni vlastnosti je hyb-
nost vztazend na jednotku objemu pw. Hustota toku veliciny P je z tenzorového hlediska o
jeden Tad vyssi nez prislusnd velicina, a protoze hybnost je vektor, bude hustota molekularniho
toku hybnosti tenzor druhého tadu, ktery je oznacen jako & *. Pfenosem hybnosti mezi sou-
sednimi_)vrstvami tekutiny dochéazi k j _Jich vzajemnému tfeni, které se projevi jako vnitini
napéti & = —o *. Opacnd znaménka o a o jsou zde kvili zvyklosti mechaniky znacit ta-
hova napéti kladne Existuje-li vnéjsi pole objemovych sil f, pak je ¢len produkce H = p f
Nejbéznejsim pripadem vnéjsiho silového pole je pole gravitaéni. Dosazenim zminénych velic¢in
do obecné diferencidlni bilance (1.5) dostavame Cauchyho rovnici

ou . = =
E%—V (pu®@u)=Veo+pf. (1.7)
Tato rovnice je vyjadienim druhého Newtonova zakona pro libovolné spojité prostiedi, takze
plati jak pro tekutiny, tak pro elasticks télesa. Cleny na levé strané predstavuji setrvaéné sily
vztazené na jednotku objemu a ¢leny na pravo zase vnitini povrchové a vnéjsi objemové sily,
které jsou opét vztazeny na jednotku objemu.

Tenzor napéti & lze tozdélit do dvou casti. Izotropni tlak p charakterizuje tekutinu, pokud
je v klidu, a tenzor vazkych napéti 7, kdyz se tekutina pohybuje [41]

—
—

G =-pb + 7 (1.8)
Dosazenim vztahu (1.8) do rovnice (1.7) dostavame rovnici Navierovu-Stokesovu

ou . =2
a—?%—V (pu@u)=—-Vp+VeT +pf. (1.9)

Tato rovnice je zakladni pohybovou rovnici mechaniky tekutin a popisuje pohyb realné tekutiny.
Zanedbanim vazkych efektu v Navierové-Stokesové rovnici (1.9) dostaneme Eulerovu rovnici,
ktera popisuje proudéni idedlni tekutiny.

ou o —
a—?—l—v (pu®@u)=—-Vp+pf (1.10)




Kapitola 1. Zaklady mechaniky tekutin a termomechaniky

1.1.4 Zakon zachovani energie

V tomto piipadé bude bilancovanou veli¢inou celkova energie E. Ptislusné fyzikalni vliastnost je
potom soucin pF, ktery nazveme hustotou energie e. Prvni ¢len v rovnici (1.11) se v termody-
namice nazyva vnitini energie u, a zahrnuje kinetickou a potencialni energii mikroskopického
pohybu molekul. Druhy ¢len vyjadiuje kinetickou energii makroskopického pohybu hmoty [31].

| R
E:ue+§p||u||2 (1.11)

Ke zméndam vnitini energie dochazi v dusledku prenosu tepla, a proto je difusivni ¢len P roven
hustoté tepelného toku @, ktery je ddle mozné rozepsat pomoci Fourierova zdkona. Ke vzniku
vnitini energie dochéazi také v dusledku vratné a nevratné premény mechanické energie nebo
pfeménou jinych druht energie [41]. Clen produkce tak nabyva tvaru

H=c:(Vi)+pief+4q (1.12)

Rychlost premény mechanické energie na vnitini popisuje prvni élen vztahu (1.12). Druhy ¢len,
podobné jako v rovnici (1.9), popisuje praci vnéjsich objemovych sil. Pod tteti ¢len zahrnujeme
napt. Jouleovo teplo, rozpoustéci teplo, reakéni teplo nebo teplo uvolnéné jadernym stépenim.
Energetickou rovnici pak lze s vyuzitim obecné bilance (1.5) zapsat jako
Oe — = o— - . —

a%—V-(eu)—a:(Vu)—pu-f—q+Voq:O. (1.13)
Rozlozenim tenzoru napéti pomoci vztahu (1.8) a dalsimi dpravami dostdvame zakon zachovani
energie ve tvaru

— 4 Ve((e+p)t)=T:(Va)+pusf+¢—Veq. (1.14)

1.2 Stavova rovnice a termodynamické vztahy

Vzhledem k tomu, ze matematicky model proudéni, sestaveny z rovnice kontinuity, Navierovy-
Stokesovy rovnice a zdkonu zachovani energie, ve trojrozmérném piipadé tvoii systém péti
rovnic pro sedm neznamych, kterymi jsou hustota p, slozky rychlosti w, energie e, tlak p a tep-
lota T', je tieba pripojit dalsi rovnice, diky kterym se systém uzavie a bude mozné jej vyresit.

Tyto vztahy se nazyvaji stavové rovnice a charakterizuji chovani pracovniho média. Stavové
rovnice jsou odvozovany z kinetické teorie plynu nebo statistické mechaniky nebo jsou ziskany
z experimentdlnich dat. Termicka stavova rovnice udava vztah stavovych veli¢in k jiné stavové
velicingé, bézné ve formeé p = p(T, p). Druhy vztah je kaloricka stavové rovnice, kterd definuje
relaci vnitini energie k termickym stavovym veli¢indm, typicky ve formé e = (7', p) [2].

1.2.1 Model idealniho plynu

V literature lze nalézt mnoho modelu plynu, které vice ¢i méné reflektuji realitu, my se vsak
omezime na model idealniho plynu, ktery je pro bézné tlaky a teploty dostatecny. Tento model
se vyznacuje tim, ze se Tidi stavovou rovnici ve tvaru

p=prl. (1.15)
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Kapitola 1. Zaklady mechaniky tekutin a termomechaniky

Navic pro néj plati, Ze méiné tepelné kapacity pii konstantnim tlaku ¢, a objemu ¢, nejsou funk-
cemi teploty a jsou tudiz konstantni. Tteti definicni podminka k4, Ze vnitini energie idedlniho
plynu je funkei pouze teploty tj. e = e(T") [31].

Z uvedenych vlastnosti modelu idealniho plynu pak vyplyvaji dalsi vlastnosti. Prvni z nich
je Mayeruv vztah
¢p — ¢y =1 = konst., (1.16)

kde r predstavuje mérnou plynovou konstantu, kterou lze ziskat z podilu univerzalni ply-
nové konstanty R a molekulové hmotnosti ptislusného plynu M. Pokud bychom jako médium
uvazovali vzduch, pak konstanta r nabyva hodnoty:

R 8,314[kJ- kmol ™! - K]

M =287, 1[J -kg™' - K1), 1.1
"TM T 28,96 [kg - kmol ] 87,117 - ke ) (1.17)

Dalsi vlastnosti je konstantni pomér mérnych tepelnych kapacit, ktery je znamy jako Poissonova
konstanta .
L =~ = konst. (1.18)
Cy
Velikost této konstanty zavisi na poc¢tu atomu v molekule uvazovaného plynu [31]. Pro vzduch

je tato hodnota v = 1, 4.

Zavedenim mérné entalpie h a dosazenim za druhy clen z termické stavové rovnice lze ukézat,
ze vnitini energie idealniho plynu je skutecné funkci pouze teploty:

h:ue+§:ue(T)+rT: h(T). (1.19)

Postupem blize popsanym v [31] je mozné dospét k vyjadieni kalorické stavové rovnice ve tvaru

h=c,T. (1.20)
Z Mayerova vztahu (1.16) a Poissonovy konstanty (1.18) lze ziskat vyraz
v—1
r= S Cp- (1.21)

Dosazenim tohoto vyrazu do stavové rovnice (1.15) dostavame

v—1

p=p cp T (1.22)

Dalsim dosazenim z defini¢ntho vztahu (1.19) za soucin ¢,T ziskdavame

-1
p= pfy (ue + 8). (1.23)
v P

Clen pu, lze vyjadiit ze vztahu (1.11) a po tpravich nabyva stavova rovnice tvaru

p

(v—1)
6

1 -
e = + ool (1.24)
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1.2.2 Fourieruv zakon

Pro tplnost je jesté potfeba upravit ¢len g energetické rovnice (1.14), ve kterém je obsazena
neznama teplota T'. Jak bylo feceno v kapitole 1.1.4, tento ¢len je mozné déle rozepsat pomoci
Fourierova zakona

G =—A\VT, (1.25)

kde A pfedstavuje soucinitel tepelné vodivosti tekutiny [41].

Pro eliminaci teploty ze vztahu (1.25) je tfeba za teplotu dosadit ze stavové rovnice (1.15).
Vyuzitim Mayerova vztahu (1.16) a Poissonovy konstanty (1.18) dostdvame

— TR p
- _ \vA [k 1.26
9=-—""1p, <p>, (1.26)
kde vystupuje Prandtlovo podobnostni ¢islo Pr definované jako [41]

Pr= % (1.27)

Zakladni zdkony zachovani doplnéné o stavovou rovnici, v tomto piipadé ve tvaru (1.24), tvoii
systém o Sesti rovnicich. Pokud bychom uvazovali prestup tepla, tak s vyuzitim vztahu (1.26)
snizime pocet neznamych na Sest, ¢imz je systém uzavieny.

1.3 Zaklady dynamiky plynu

Rychlost zvuku a je rychlost Sifeni slabého rozruchu tlaku p ve stlacitelném prostiedi, tzn. v
prostiedi, které ma proménnou hustotu p. Je definovana nasledujicim vztahem

a= fy% = /yrT. (1.28)

Lokalni rychlost zvuku slouzi v dynamice plynu jako norma lokélni rychlosti proudici tekutiny.
Vznikne tim bezrozmérnd proménnd, kterd se nazyva Machovo ¢islo [30]

Ma = —. 1.29
0=t (129)

1.3.1 Celkovy a staticky stav

Predpokladejme izentropické proudéni, které je jednorozmeérné, stlacitelné, stacionarni a bez
razovych vin. Predstavme si rozlehlou nadobu, ze které vytokovou trubici proudi stlacitelna
tekutina. O nadobé predpokladjeme, ze je tak rozmérna, ze v urcité vzdalenosti od vtokového
hrdla do trubice je rychlost ¢y = 0. Graficky je tato ivaha znédzornéna na obrazku 1.2.

=0 .
ho

T, _

Obrazek 1.2: Rozlehld nadoba s vytokovou trubici

7



Kapitola 1. Zaklady mechaniky tekutin a termomechaniky

Predstavme si, ze bychom proud izentropicky zbrzdili na nulovou rychlost. Takto je obecné
definovan klidovy stav, ktery se zavadi do feSseného systému i v piipadé, kdy v ném uvazovana
nadoba neni, pak se tento stav nazyva fiktivni. Pro klidovy stav navic plati nasledujici vyroky.

e Pro celou soustavu, kde proudéni lze povazovat za izentropické, existuje jediny klidovy
stav. Klidové hodnoty jednotlivych stavovych veli¢in jsou pro dany systém konstantni.

e Klidové hodnoty jednotlivych stavovych veli¢in v izentropické soustavé jsou nejvyssimi
dosazitelnymi hodnotami téchto veli¢in.

Tlak a teplota, kterych tekutina dosahne pfi rychlosti ¢y = 0, jsou definovany jako klidovy tlak
a klidovéa teplota. Klidovy, stagnaéni nebo celkovy stav jsou synonyma [1]. V této praci budeme
déle pracovat s ndzvem celkovy stav a bude oznacen dolnim indexem t.

Naproti celkovému stavu existuje jesté stav staticky. Veli¢iny v tomto stavu si lze predstavit
jako meéfené méricim piistrojem, ktery se pohybuje s proudicim médiem rychlosti ¢ [31].

Pokud bychom kromé pozadavki na proudéni navic uvazovali jako proudici médium idedlni
plyn, pak je dle ivah blize popsanych v [31] mozné vyjadrit vztah pro celkovou teplotu jako

c2

T, =T, + —, 1.30
t + 2%, (1.30)

kde symbolem T je oznacena staticka teplota. Druhy c¢len ma fyzikalni rozmér teploty. Proto
se nazyva dynamicka teplota, i kdyz se z termodynamického hlediska o teplotu nejedna [31].

1.3.2 Dynamické funkce

Pomoci dynamickych funkei je mozné stanovit hodnotu dané veli¢iny v obecném misté vztazenou
ke klidovému stavu jako funkci Machova ¢isla popsaného vztahem (1.29). Podrobné odvozeni a
detailnéjsi vymezeni oboru platnosti téchto vztaht je mozné najit v [39].

Pribéh teploty

% = 1+ 1M (131)
Pribéh tlaku

T ey 1)
Prabéh hustoty

b VT”Mcﬁ)—wh (1.33)

Pokud bychom uvazovali rovhomérné rozlozeni hustoty a rychlosti podél proudnice, pak lze
vyjadrit pomér kritického pruzezu A* [31] k prafezu A jako

AZ = (L) Ma(1 + 1)y (1.34)




Kapitola 2

Radialni kompresor

Kompresor je stroj urc¢eny ke stlacovani plynu a par. Obecné se kompresory déli podle zpusobu
stlacovani na objemové a dynamické. U objemovych kompresoru dochéazi ke stlaceni média
zmensenim pracovniho prostoru ve valci, v némz je médium uzavieno. U dynamickych kom-
presoru se velikost pracovniho prostoru nemeéni. Déle se déli na turbokompresory a proudové
kompresory [19]. Podle sméru, kterym proud vzduchu opousti rotor, mohou byt turbokompre-
sory rozdéleny na axidlni, radidlni, pripadné diagonalni [18].

V soucasné dobé jsou nejvice rozsitené kompresory axialni, a to jak v civilnich, tak vojenskych
aplikacich. Mezi jejich pfednosti patii vyssi uc¢innost a malé celni rozmeéry pii vysokém hmot-
nostnim prutoku. Na druhou stranu stlac¢eni jednoho axialniho stupné je velmi omezené, nejcastéji
se pohybuje v rozmézi m = 1,2 az 2 [18]. Pozadavky na vyssi stlaceni lze splnit zarazenim jed-
notlivych stupnu za sebe a vytvorit tak vicestupnovy kompresor. To ovSsem vede k vétsimu
poctu lopatek a naroénéjsimu navrhu konstrukce i vyroby takového kompresoru.

Ackoliv radidlni kompresory maji nizsi u¢innost, stlaceni jediného stupné se pohybuje az okolo
hodnot m = 5 az 7 [18]. Dalsi vyhodou je konstrukéni jednoduchost a velkd spolehlivost béhem
provozu. Diky tomu si radidlni kompresory zachovavaji dominantni roli v klasickych aplikacich
jako je doprava zemniho plynu na velké vzdélenosti nebo stlacovani vzduchu pro prumyslové
a dulni aplikace, ve velkych chladicich zafizenich a v chemickém prumyslu. V soucasnosti se
radidlni kompresory navic uplatinuji u plynovych turbin mensich vykonu, a to v leteckych, v
pozemnich mobilnich i lodnich aplikacich nebo v energetice [17]. Na obrdzku 2.1 je zobrazen
fez turbovrtulovym motorem, kde je pouzit radialni stupen jako posledni rotor kompresoru.

Centrifugal HP Turbine
Axial compressor

LP Turbine

compressor
Turbo fan A

Exhaust nozzle

Combustion
chamber

Obrézek 2.1: Rez leteckym turbovrtulovim motorem [22]
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2.1 Princip funkce

Stupen radialniho kompresoru je tvoren vstupni soustavou, obéznym kolem kompresoru, difu-
zory a vystupni soustavou. Skica upotadéani je vidét na obrazku 2.2.

Vstupni soustavou se privadi vzduch do rotujictho kola kompresoru. Na vzduch, ktery ro-
tuje s kolem kompresoru, pusobi odstiedivé sily. Tim se vzduch stlac¢uje, zvysSuje svoji teplotu
i absolutni rychlost. V difuzorech klesa rychlost, za soucasného rustu tlaku a teploty vzdu-
chu. Ve vystupni soustavé se parametry proudu méni malo. Vzduch je zde pfeveden do sméru
podle pozadavku dalsi ¢asti, kterd za kompresorem nasleduje [18]. Zména zakladnich parametru
proudu vzduchu na stfedni proudnici je zobrazena na obrazku 2.3.

Pty Ps
Tt> T
c, W
\C
5, ! -
/ \ T;
> /
i W / T
3 53 v g s
2 _ \\/ ] e \
| i A T
/ 1IN/ |
Okoln{ atmosféra / / / / [ Pt
01 1 / YA I
I i /// ]l 5| < / " [ ps
— _ '/ | ——
| 77 -
ol - 1 1
o = g ~
Ql 2 & ( ‘ //
o 1 o 3l a4l 5lge,

Obrazek 2.2: Schéma radialniho kompresoru Obrazek 2.3: Parametry proudu po
stfednici

Usek mezi fezy (0—0) a (1—1) zndzoriiuje vstupn{ soustavu. Rez (0—0) je teoreticky nekoneiné
daleko pred kompresorem, prakticky v takové vzdalenosti, kde se neprojevuje vliv prace kom-
presoru. Ve vstupni soustavé se neprivadi zadna prace W, neptrivadime ani neodvadime zadné
teplo, coz v souhlasu s rovnici zachovani energie znamena, ze celkové teploty jsou v obou fezech
stejné, Ty ; = T . Protoze rychlost ¢; > ¢p, nastava ve vstupni soustavé pokles statické teploty.
Staticky tlak sleduje zménu statické teploty. Vlivem ztrat tfenim a vifenim proudu vzduchu ve
vstupu klesa celkovy tlak, py; < po, [18].

Pti prutoku vzduchu kolem kompresoru, mezi fezy (1 — 1) a (2 — 2) se piivadi préce, a proto
zde roste staticky tlak i teplota, rychlost vzduchu, a tak i celkovy tlak a teplota. Vzduch z
kola kompresoru vstupuje do bezlopatkového difuzoru (2 —2) az (3 — 3) a lopatkového difuzoru
(3 —3) az (4 — 4). Oba difuzory slouzi k pfeméné kinetické energie v tlakovou. V difuzorovych
kanalech bezlopatkového a lopatkového difuzoru klesa rychlost proudiciho média, roste staticky
tlak a statickd teplota. Zanedbame-li piivod ¢i odvod tepla mezi fezy (2 — 2) az (5 — 5), je
celkova teplota konstantni, jelikoz se v difuzorech ani ve vystupni soustavé neptivadi zadna
prace. Vlivem tfenf a vifeni vzduchu klesé v difuzorech i ve vystupni soustave celkovy tlak [18].
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2.1.1 Vstupni soustava

Vstupni soustava radidlniho kompresoru ma zabezpecit maximalni rovnomérnost rozlozeni
proudu ve vstupu do kola, protoze nerovnomérnost proudu snizuje uc¢innost celého kompre-
soru. Moznosti provedeni existuje cela fada a nékteré varianty jsou znazornény na obrazku 2.4,
nejlépe viak zminéné pozadavky spliuje osovy vstup [18].

Obrazek 2.4: Moznosti provedeni vstupni soustavy

Rozlozeni rychlosti proudu na konci vstupni soustavy, tj. fez (1 — 1), ziskdme na jednotlivych
polomérech tak, ze sestrojime rychlostni trojihelniky. Provedeme valcovy fez na jednotlivych
prumérech a rozvineme jej do roviny. Pro nédzornost je tato myslenka zobrazena na obrazku 2.5.

Obrazek 2.5: Vstupni soustava bez rozvireni

Tim, ze roste obvodové rychlost ¥ smérem k vnéjsimu pruméru D r, roste i velikost relativni
rychlosti w. Pokud Machovo ¢islo vztazené k relativni rychlosti M,, ;. piekroci hodnotu 0,95,
vznikaji zde razové vlny s naslednym odtrzenim proudu vzduchu od lopatek, coz znamena dalsi
ztraty. Tato skutecnost, pfi zadané rychlosti ¢, casto omezuje obvodovou rychlost u; 7.

Ve snaze zvysit otacky kompresoru a tim zvysit i jeho stlaceni pfi zachovani podzvukového
Machova cisla M, , se provddi kompresory s rozvifenim vzduchu pred kolem. V takovém
pripadé absolutni rychlost ¢ neni osova, ale ma obvodovou slozku ¢, orientovanou ve sméru
otaceni. Zvyseni obvodové rychlosti v je mozné pravée o slozku c,. Prakticky se rozvireni vzdu-

chu dosdhne umisténim statorovych lopatek pred obézné kolo, jak je vidét na obrazku 2.6.

Obrazek 2.6: Vstupni soustava s rozvirenim
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Kapitola 2. Radialni kompresor

2.1.2 Obézné kolo

Obézné kolo je jedina ¢ast odstiedivého kompresoru, ve které se médiu predava prace. To se
projevi rustem tlaku, teploty i rychlosti, jak je vidét na obrazku 2.3. Na hmotné ¢astice vzdu-
chu, které se pohybuji v mezilopatkovém kandle kola, pusobi kromé sily setrvacné, tlakové a
treci jesté sila odstfediva a Coriolisova. Pti rozboru proudéni vzduchu kolem kompresoru je
mozné kolo rozdélit na vstupni ¢ast, tzv. zabérnik, a vystupni ¢ast kola.

Pti proudéni média obéznym kolem kompresoru vznikaji ztraty razovymi vilnami, tfenim, vifenim
proudu, ale také tfenim disku kola, pretékanim proudu vzduchu mezi lopatkami a krytem kom-
presoru. Podrobné jsou tyto ztratové mechanismy popsany v kapitole 3.4.

Zabérnik
Uhel odklonu relativni rychlosti 8 od vstupni roviny zébérniku je mozné obecné uréit vztahem

Cl,a

tan f; = —————.
Uy — Crp

(2.1)

Na obrazku 2.7 je zakreslen thel §; a geometricky hel zdbérniku ¢, jejichz rozdilem je defi-
novan thel nabéhu ¢ jako

i =1 — B (2.2)

Vzhledem k nutnosti zamezit odrtzeni proudu na zabérniku je thel nabéhu i po celé vysce
lopatky volen v rozmezi £2°. Ze vztahu (2.1) je patrné, ze se zvysujicim se polomérem, a tim
i zvysujici se undsivou rychlosti w, se méni thel §;. Z této skutecnosti a pozadavku na tihel
nabéhu i vyplyva, ze lopatka na vstupu musi byt po vysce zkroucend. Na obrazku 2.7 je lopatka
na spicce zdbérniku D, r znazornéna carkované.

Obrazek 2.7: Znazornéni po vysce zkroucené lopatky na vstupu

Vystupni cast kola

Rychlostni trojihelnik na vystupu z obézného kola je mozné sestavit podobné jako na vstupu.
Kolo s nekoneénym poctem radialnich lopatek m& nulovou tangencialni slozku relativni rych-
losti ws,,. To ovsem neplati pro kolo s konetnym poctem lopatek, kde je rychlost wy odklonéna
od radidlniho sméru proti sméru otaceni kola. Na obrazku 2.8 jsou zndzornény rychlostni
trojihelniky pro kola s koneénymi pocty lopatek [36].
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Kapitola 2. Radialni kompresor
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Radiélni lopatky Dozadu zahnuté lopatky

Obréazek 2.8: Rychlostni trojihelnik na vystupu z kola

Vlivem odklonu relativni rychlosti od radialnfho sméru je ca, < us. Pomeér téchto rychlosti se
nazyva soucinitel skluzu [18]

p=—. (2.3)

U2
Hodnota soucinitele skluzu se u kol s radidlnimi i zahnutymi lopatkami vétsinou stanovuje
priblizné pomoci poloempirickych vztahu, kterych je v literatufe uvedend celd fada. Tyto vztahy
bohuzel nelze pouzit univerzalné a odpovidaji jen urc¢itym podminkam prace kola [36]. Jako
priklad je uveden Stodoluv vztah [17]

T sin g
Z(1 — 2cotgps)

u2

p=1- (2.4)

V zahrani¢ni literatufe se ¢asto pracuje se soucinitelem skluzu definovanym Wiesnerem v [49]

\/COS
Z uvedenych vztahu pro stanoveni soucinitele skluzu je partné, ze vyrazné zavisi na poctu
lopatek z. Velky pocet lopatek zac¢inajicich v fezu (1 —1) by vedl k podstatnému rustu rychlosti
proudu média v zabérniku, protoze by se znacné zmensila prutokova plocha, a doslo by ke
znacenému rustu ztrat pri prutoku kolem. Pocet lopatek lze zvysit pouzitim tzv. splitteru

(mezilopatek), které zac¢inaji v oblasti na konci zédbérniku. Ilustrace obéznych kol je vidét na
obrazku 2.9.

Obrazek 2.9: Obézné kolo bez splittertu (vlevo) a se splittery (vpravo)
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Kapitola 2. Radialni kompresor

2.1.3 Difuzory odstredivého kompresoru

V difuzorech odsttedivého kompresoru nastava preména vysoké kinetické energie v energii po-
tencidlni. Pokles rychlosti je doprovazen rustem statického tlaku a statické teploty. Jelikoz
proud vzduchu vystupuje z obézného kola zna¢né rozrusen, nastava v difuzorech kromé poklesu
rychlosti i vyrovnavani rozruseného proudu. V mnoha aplikacich muze byt Machovo ¢islo na
vystupu z obézného kola Mas > 1, protoze k dosazeni vysokého stlaceni je potiebna velka
obvodové rychlost ug, a tim je i rychlost ¢y vysoka [18].

Prutok média je v dusledku tfeni, viteni i vyrovnani rozruseného proudu doprovéazen velkymi
ztratami. Bezprostiedné za rotorem kompresoru je difuzor bezlopatkovy, za nim pak nésleduje
difuzor lopatkovy.

Bezlopatkovy difuzor

Bezlopatkovy difuzor je ohranicen predni a zadni skiini kompresoru mezi fezy (2 —2) a (3 —3).
Nastava zde pokles rychlosti za soucasného rustu statického tlaku a teploty. Zvlastnost to-
hoto procesu spociva v tom, ze tvar kanalu bezlopatkového difuzoru umoznuje prechod nad-
zvukového proudu do podzvukového bez vyskytu rézovych vin. V takovém piipadé musi byt
radidlni slozka absolutni rychlosti proudu ¢, podzvukova. Kromé zpomaleni proudu nastava v
bezlopatkovém difuzoru jesté vyrovnani rozruseného proudu vystupujiciho z obézného kola [36].

U kompresoru s vysokym stlacenim byvaji rychlosti v bezlopatkovém difuzoru nadzvukové i
na vystupu. Nabizejici se feseni je pouziti dlouhého bezlopatkového difuzoru, ve kterém by
klesla rychlost proudu na podzvukovou, to je viak doprovézeno velkymi ztratami [18].

Lopatkovy difuzor

Lopatkovy difuzor bezprostifedné navazuje na bezlopatkovy. V leteckych kompresorech je lopat-
kovy difuzor pouzivan predevsim proto, ze ma vyssi ucinnost nez bezlopatkovy a vétsi difuzor-
nost kanalu pri stejné zméné polomeéru, coz priznivé ovliviiuje maximalni prumér kompresoru.
Ztraty v lopatkovém difuzoru jsou vyznamné ovliviiovany difuzornosti kanélu [18].

Podzvukové lopatkové difuzory maji provedeni lopatky bud s kruhovou nebo jinou stfedni
krivkou, na kterou je navinut aerodynamicky profil, jak je znazornéno na obrazku 2.10.
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Obréazek 2.10: Schéma lopatkového difuzoru
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Kapitola 2. Radialni kompresor

2.1.4 Vystupni soustava odstredivého kompresoru

Vystupni soustava odstiedivého kompresoru prevadi médium od difuzoru do sméru urceného
dalsi ¢asti soustroji, ktera za kompresorem nasleduje. V této casti kompresoru opét neptrivadime
ani neodvadime zadnou praci a zanedbavame ptivod i odvod tepla. Celkova teplota se neméni.
Ztraty pii prutoku vystupni soustavou jsou pomeérné zna¢né, protoze ¢asto dochazi k velkému
ohnuti proudu. Ztraty tfenim a vitenim proudu vzduchu jsou doprovazeny poklesem celkového
tlaku. Statické stavy se zde méni vcelku maélo.

Drive nejuzivanéjsi vystupni soustava u odstredivych kompresoru pouzivanych k preplinovani
pistovych motoru je spirdlni vystupni soustava. U lopatkovych leteckych motoru, které maji
za odstfedivym kompresorem zatfazenou spalovaci komoru, se nejcastéji pouziva prstencova
vystupni soustava. Vétsina spalovacich komor vyzaduje vstup vzduchu v osovém sméru. Vzduch
vystupujici z lopatkového difuzoru ma jak radidlni, tak odvodovou slozku rychlosti, a to i po
ohnuti proudu. Z tohoto duvodu se na konec vystupni soustavy vkladaji usmeérnovaci lopatky,
aby narovnaly proud vzduchu do ¢isté osového sméru [18], [36].

5
4-4=f-14 A TA
3- 3
2 |t _2 .

ny |

Obréazek 2.11: Rychlostni trojihelnik na vystupu z kola

2.2 Vykonové parametry

Zékladni parametr, ktery charakterizuje kompresor, je stlaceni w. Je definovano jako pomeér
tlaku za kompresorem k tlaku pfed kompresorem. Udavé se jako pomér celkovych stavu [18]

Dot
T =— 2.6
D5t ( )

Dalsim vyznamnym parametrem kompresoru je uc¢innost 7, ktera charakterizuje kvalitu procesu
stlacovani. Je definovédna nasledovné [18]

—%); - (2.7)

77:
Tot \
(7)1
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Kapitola 3

Matematicky model radialniho
kompresoru

V 1dvodni kapitole byly popsany zakladni zakony zachovani a zaklady mechaniky tekutin a
termodynamiky. Jsou to zakladni védni obory, které se pouzivaji pro navrh a analyzu proudéni.
Ve druhé kapitole byl shrnut cel a princip fungovani radialniho kompresoru a jeho dil¢ich ¢asti.
Ucelem této kapitoly je popis modelovani geometrie kompresoru, predstaveni pouzitého modelu
proudéni a popis nékterych ztratovych mechanismu, které se pii proudéni vzduchu radialnim
kompresorem vyskytuji.

3.1 Geometricky popis kompresoru

Na obrazku 2.2 je znazornéna skica soustroji. Doposud nezodpovézenou otazkou je, o ktery
druh kiivek se jedna a jak je modelovat. V minulosti se z duvodu jednoduchosti a vypocetné
mensi naro¢nosti pro popis geometrie kanalu i lopatek pouzivaly ruzné druhy kuzelosecek. Vétsi
variabilitu tvaru nabizi tzv. Beziérova kiivka, kterou je také mozné vyjadrit analyticky a navic
poskytuje primocaréjsi postup pti diskretizaci oblasti, coz bude detailnéji diskutovano dale.

3.1.1 Bézierova krivka

Bézierova kiivka stupné n je tvofena jednim segmentem, ktery je urcen (n + 1) fidicimi body,
které tvoii fidici polygon. Krajnimi body fidictho polygonu prochézi (interpoluje je), vSechny
vnitini body polygonu aproximuje [28].

Necht jsou ddny fidici body Vg, V7, ..., V. Potom je vektorovéa rovnice Bézierovy kiivky

P(t) = i Bi,n(t)Vi = B(),n(t)VQ + Blm(t)Vl —+ ...+ Bn,n(t)Vn,t € <O, 1>, (31)

=0

kde bazové funkce

Bin(t) = (?) t1l—t)" " = i!(nn—ii)!ti(l —t)""t €(0;1),i=0,...,n (3.2)

jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupné [28].
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Kapitola 3. Matematicky model radialniho kompresoru

Aplikace na radialni kompresor

Pro popis tvaru prutoéného kanalu obézného kola byla zvolena Bézierova kiivka tfetiho stupné
tzv. kubika. Kfivky vyssich tadu poskytuji vétsi variabilitu tvaru, ale dle [46] je kiivka tretiho
radu pro tuto aplikaci dostatecna. Beziérovu kubiku lze popsat vektorovou rovnici

P(t) — Boyg(t)vo + Bl’g(t)V]_ + BQ73(t)V2 + B373(t)V3 —
= (1—-1)*Vo+3t(1 —t)*V1 + 3t>(1 —t) Vo + t°V3,t € (0;1). (3.3)

Geometrii vstupni soustavy, difuzoru i vystupni soustavy je mozné modelovat obdobné. Vzhle-
dem ke konstrukénim feSenim difuzoru, které se objevuji v dostupné literature, lze tyto casti
kompresoru modelovat pomoci kfivek prvniho fadu - tsecek. Vektorova rovnice (3.3) se v tomto
piipadé zjednodusi do tvaru

P(t) =(1—-t)Vo+tVy,t € (0;1). (3.4)

Koncept geometrického popisu kompresoru vychazi z predstavy, ze fyzicka komponenta za¢ina a
kondi stejné s parametrickou kiivkou, kterou je popsana. Tento piistup umoznuje modelovat jed-
notlivé ¢asti samostatné a pak je zaradit za sebe. Dalsi vyhodou je jednoducha moznost zaruceni
spojitosti na sebe navazujicich ¢asti pti aecrodynamickém néavrhu kompresoru. Tento druh krivek
navic poskytuje moznost snadné manipulace s tvarem pruto¢ného kandlu pro piipadnou opti-
malizacni ilohu. Graficky je koncept geometrického popisu znédzornén na obrazku 3.1.

Obrazek 3.1: Koncept geometrického popisu kompresoru

3.2 Model proudéni

V problematice turbostroju se bézné pouziva adiabaticky stlacitelny nevazky model proudéni.
Tento model predpoklada, ze vazké efekty a prestup tepla mohou byt zanedbany [3]. Pfi analyze
proudéni byva casto vyhodné fesit jej v tzv. relativnim souradnicovém systému, ktery se vuéi
pevnému nebo téz absolutnimu systému néjak pohybuje [47]. Ac¢koliv obecné se muze pohyb
relativniho systému skladat z pohybu translaéniho a rota¢niho, pro tucely turbostroju budou
uvazovany pouze relativni systémy, které rotuji okolo osy stroje.
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Kapitola 3. Matematicky model radialniho kompresoru

3.2.1 Relativni systém souradnic

Relativni rychlosti proudéni v relativnim soutadnicovém systému je nutno svézat s absolutni
rychlosti, kterou pozorovatel vidi v absolutnim systému. Na obrazku 3.2 je znazornén relativni
soutadnicovy systém, ktery se vuci absolutnimu systému otaci ihlovou rychlosti w.

Relativni systém

Absolutni systém

Obrazek 3.2: Relativni souradnicovy systém

Bez jmy na obecnosti mohou byt oba pocatky Op relativniho systému a O absolutniho systému
zvoleny tak, ze lezi na ose [47]. Sledujme ¢dstici, jejiz poloha P(t) je popsédna polohovym
vektorem 7 p v relativnim systému, v absolutnim systému vektorem 7. Za casovy tsek dt se
¢astice v relativnim systému presune z bodu P(t) do bodu P(t+dt) a lze tak definovat relativni
rychlost

. dTp

w=—
Zatimco se Gastice pohybuje relativni rychlosti, tak relativni polohovy vektor 7 soucasné
vykond rotaci vzhledem k absolutnimu systému. Dusledkem této rotace je zména polohového
vektoru 7 g, pozorovana pozorovatelem v absolutnim systému, rovna & x 7 g dt [47].

(3.5)

Polohovy vektor 7 + d7 v absolutnim systému lze vyjadrit jako
T 4+dr =7 +d7Rp+ & X Trdt. (3.6)
Takze zména polohového vektoru v absolutnim systému 7 pak je
d7 =dPr+ & X Frdt. (3.7)

Z obrazku 3.2 je vidét, ze polohovy vektor T g lze vyjadiit rozdilem vektoru 7 a @. Diky tomu,
ze vektory @ a @ jsou rovnobézné, tak vektorovy soucin v rovnici (3.7) prechézi do tvaru

— — — — —

WXTR=WX(T—@)=WXT—-—WOXa=WXT-0=0XT. (3.8)

Rychlost castice v absolutnim soufadnicovém systému lze pomoci vztaht (3.5), (3.7) a (3.8)
zapsat jako

(3.9)
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Zrychleni v relativnim systému souradnic

Oznacme veliciny vztazené k relativnimu souradnicovému systému c¢arkou. Uvazujme obecny
vektor @. Mira zmény vektoru @ v absolutnim a relativnim systému je dédna vztahem [45]
da da

da _ Sea 1
L i +wxa (3.10)

Pokud si za libovolny vektor @ zvolime pravé vektor absolutni rychlosti € popsany vztahem

(3.9), dostaneme
dé dWw+ox7v) . . . _
— = A1
- o +WOX(W+W&x7T) (3.11)

Rozndsobenim pravé strany rovnice (3.11) ziskdvame

dé _dw  d5 o dF
dt — dt dt dt

+WOXW+ WX (W XT). (3.12)

Z definice relativni rychlosti v rovnici (3.5) vidime, ze tfeti ¢len na pravé strané rovnice (3.12) je
stejny jako ¢tvrty, ¢cimz dostavame vyjadieni absolutniho zrychleni pomoci relativnich rychlosti
ve tvaru T dE dS
c w w
— = +— XTH20XW+ @ X (WX T), 3.13
dt dt dt ( ) (3:13)

kde ¢len @ x (& x 7) predstavuje odstiedivou silu a ¢len 2 x w Coriolisovo zrychleni [45],
[47]. Pokud bychom uvazovali relativni systémy, které se otaceji konstantni tthlovou rychlosti,
tak by druhy ¢len na pravé strané rovnice (3.13) byl nulovy.

3.2.2 Zakony zachovani v relativnhim systému

Pro odvozeni zakladnich zdkonu zachovani v rotujicim systému soutadnic je nutné definovat
materidlovou derivaci. Ta je spjatd s pojmem materialni kontrolni objem znazornénym na
obrazku 3.3. Je to takovy kontrolni objem, ktery se pohybuje rychlosti proudu tekutiny a
obsahuje stéle stejné materidlové castice. Jeho hmotnost je konstantni, ménit se s ¢asem muze

jeho tvar a objem [41].

Obrazek 3.3: Materialni kontrolni objem

V absolutnim systému soufadnic se materidlni kontrolni objem pohybuje rychlosti € a ma-
teridlni derivaci obecné veliciny ¢ lze vyjadrit jako [41]

D¢ 09

2 22 L eV 3.14
Dt —or TETVO (3:14)
V relativnim systému obdobné
Do 0O o
= . ) 1
Dt 5 +weV'ep (3.15)
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Zakon zachovani hmotnosti v relativnim systému

Uvazujme materialni derivaci skaldrni veliciny jako je hustota nebo teplota. Materialni derivace
je casova mira zmény dané veliciny ve sledovaném materialnim kontrolnim objemu a nezavisi
tedy na volbé souradnicového systému, takze pro obecnou skalarni velicinu « plati [45]

Da D

Pa _Da 1
Dt Dt (3.16)

Z rovnosti materidlovych derivaci pro skalarni veli¢iny (3.16) a jejich definic v absolutnim a
relativnim systému soutadnic (3.14) a (3.15) lze vyjadrit
oo Jdo . _
Y — e Vo 3.17
5~ g¢ (€~ W) eVa (3.17)
Pro pfipomenuti uvedeme tvar rovnice kontinuity (1.6) v absolutnim soufadnicovém systému
0 —
P4V e(pT) =0. (3.18)
ot
Aplikaci vztahu (3.17) pro hustotu p a dosazenim za absolutni rychlost € ze vztahu (3.9)
dostaneme

J o L
a—tp—(c—'w)-Vp+Vo[p(w+w><r)]:0. (3.19)
Roznésobenim posledniho ¢lenu na levé strané lze upravit do tvaru
dp . . ~
E—(wxr)-Vp+V-(pw)+V-[p(wx'r)]:0. (3.20)

Posledni ¢len na levé strané rovnice (3.20) lze rozepsat jako
Ve [p(@xT)] =Vpe (& xT)+pVe(dxT). (3.21)

Dosazenim do rovnice (3.20) ziskdme

J . = ~ ~
a—tp—l—VO(pw)—Vp-(wx7’)+Vpo(w><'r)+,0V0(w><r):0. (3.22)

Posledni ¢len na levé strané rovnice (3.22) lze zapsat jako
Ve(@XT)=TFeVXW—wWeVxT =0. (3.23)

Protoze o vektorech 7 a @ predpokladdme, Ze jsou v Case pozorovani konstantni, bude jejich
rotace nulovd, tim padem i cely vyraz bude roven nule [47].

Z rovnic (3.22) a (3.23) vidime, ze druhy a tfeti ¢len zmizi a posledni ¢len je nulovy. Rov-
nice kontinuity v relativnim souifadnicovém systému tak nabyva tvaru

0 .
a_f + Ve (pB) = 0. (3.24)
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Zakon zachovani hybnosti v relativnim systému

Rovnici hybnosti v relativnim systému je mozné formulovat ve dvou variantach. Prvni vyjadieni
uzivé relativni rychlosti. Casova zména rychlosti je pak popsana rovnici (3.13). Tato formulace
je vhodna pro tulohy, kde je vétsina oblasti uvazovana jako otacejici se. Druhou moznosti je
vyjadieni pomoci absolutnich rychlosti, které je vhodné pro aplikace, kde je vétsina oblasti sta-
cionarni [10]. V této préci byla zvolena rovnice hybnosti ve formulaci s absolutnimi rychlostmi.

Obdobné jako v piipadé rovnice kontinuity budeme vychéazet z rovnosti materialovych deri-
vaci. Hybnost je oproti hmotnosti veli¢ina vektorova. Pro libovolny vektor plati slozitéjsi vztah
Db Db _ -

— = +wxb. 3.25
Dt Dt ( )
Pro iplnost uved me nékolik algebraickych vztahi, na zakladé kterych bude provedeno odvozeni

rovnice hybnosti v relativnim systému. Predpoklddejme, ze skalarni funkce o a vektorové funkce
a a b jsou spojité a diferencovatelné. Podle [23] a [47] pak plati:

(@)®b=a®(ab)=a(@d®b), (3.26)

Ve(@@b)=(Ved)b+asVh. (3.27)

Pro pfipomenuti opét uved'me tvar rovnice hybnosti pro absolutni systém soufadnic (1.9), nyni
uz se zanedbanim vazkych ¢lenu.

d(pc)

5 T Ve(pE®E)=—Vp+pf. (3.28)

Z rovnice (3.26) je vidét, ze konvektivni ¢len je mozné vyjadrit jako
(pe)® ¢ =¢x(pe). (3.29)
Uzitim vztahtu (3.27) a (3.29) je mozné piepsat konvektivni ¢len do tvaru
Ve [(p8) @ €] = Ve [€0 (08)] = [V+ €] (pE) + € V(s (3.30)

Pokud vyuzijeme relaci mezi materidlovymi derivacemi pro libovolné vektory (3.25), za libo-
volny vektor zvolime b = p¢ a rozepiseme materidlové derivace dle vztahu (3.14) a (3.15), lze

napsat
d(pc) ., _ 9(pc)
5 + c¢eV(pc) = oy

Protoze se snazime ziskat vyjadieni konvektivniho ¢lenu ve formé diadického soucinu, jako v
ptvodnf rovnici (3.28), tak je tieba piicist ¢len [V e €](p€), éimZ dostaneme

+WeV(pC) + & x (pC). (3.31)

¢l = a/(apf) +WeV(p€)+ & x (p€) + [V E](pE).  (3.32)

Prave pricteny vyraz, ktery je nyni posledni na pravé strané rovnice (3.32), lze déle rozepsat

[Ve€](p€) = [V (@ +@)](p€) = [Ve@](p€) + [V« (& x 7)](p€). (3.33)
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Pii odvozovani rovnice kontinuity v relativnim systému jsme dospéli ke vztahu (3.23), ktery
ukazuje nulovost divergence unasivé rychlosti, takze rovnice (3.32) ptrejde do tvaru

[V e €](p€) = [V @] (pC). (3.34)

Sectenim druhého a posledniho ¢lenu na pravé strané rovnice (3.32) s vyuzitim vztahu (3.34)
ziskavame

[VeCl(pC)+wWeV(pC) = [Vew](pC)+weV(pC)=Ve [ (pC)]. (3.35)
Rovnici (3.32) muzeme s pomoci (3.35) a (3.29) zapsat jako

d(pc) o P(pC)
5 +Ve(pc®c)= 5

+Ve(W®pE)+@ x (p¢), (3.36)

¢imz dostavame vyjadreni zakonu zachovani hybnosti v relativnim systému soutradnic ve for-
mulaci s absolutnimi rychlostmi a se zanedbanim vazkych efektu
d(pc)
ot

FVe(p®C)+ @ x (p€)=—Vp+pf. (3.37)

Zakon zachovani energie v relativnim systému

Zakon zachovani energie je podobné jako rovnice kontinuity skalarni rovnice. Pro ptipomenuti
ji zde opét uvedeme pro absolutni systém souradnic se zanedbdnim vazkych ¢lenu tenzoru o a

prestupu tepla
0 — — -~
a—j+v-(ec):—p(v-c)+pu0f. (3.38)

Postupem, ktery byl blize predstaven pro rovnici kontinuity v kapitole 3.2.2, 1ze levou stranu
energetické rovnice prepsat do tvaru

Oe J'e

% +Ve(e?) = 5 + Ve (ew), (3.39)
a tak dostavame o
a—f L Ve (eW) = —p(VeE)+pEo . (3.40)
Vyjadienim absolutni rychlosti € jako souctu rychlosti relativni @ a undsivé & x 7 lze psat
Je _ L - =
EJrVo(ew):—p[Vo('w—irwxr)]+pc-f. (3.41)

Po roznasobeni prvniho ¢lenu na pravé strané rovnice (3.41) a s vyuzitim vztahu (3.23) ziskdvame

o . _, o =
a—:—i—V-(ew):—p(Vow)—l—pc-f. (3.42)

Upravou dostdvame tvar zdkonu zachovani energie v relativnim systému se zanedbanymi vazkymi
efekty a prestupem tepla

de . .

E+V-[(e+p)w}:pc-f. (3.43)
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3.2.3 Krivocary systém souradnic

Pti feseni proudéni radidlnim kompresorem je uzitecné transformovat feSené rovnice do kiivoca-
rého souradnicového systému (s,n, ), ktery je zndzornén na obrazku 3.4. V tomto obecném
kiivocarém systému predstavuje souradnice s vzdalenost mérenou podél proudové plochy, ¢ tihel
bézné pouzivany v polarnich soutadnicich a n soutadnici normélovou vzhledem k souradnici s.
Proudova plocha je definovana jako plocha, ktera m&a nulovou normalovou slozku rychlosti
proudu, w, = 0 [2], [3].

- -
W\J z

Obrazek 3.4: Kiivocary souradnicovy systém

7 tohoto obrazku je vidét, ze pro transformaci rovnic do kfivocarého systému souradnic je
mozné vyuzit cylindricky souradnicovy systém.

3.2.4 Cylindricky systém souradnic

Cylindricky soutadnicovy systém je, podobné jako kartézsky, definovan tfemi souradnicemi.
Osa z je pro oba systémy totoznd, ale na misto soutadnic x, y zde vystupuji souradnice r, ktera
udava vzdalenost od osy z a ¢, ktera definuje thel prumétu pruvodi¢e bodu P do roviny zy.

Obrazek 3.5: Bod v cylindrickém soutradnicovém systému

Z obrazku 3.5 vyplyvaji vztahy pro prevod souradnic mezi kartézskym a cylindrickym systémem.
Pro souradnice plati

I’(T,QO,Z):T’COS(,O, T({E,y,Z): V:E2+y2a
y<,r7 P, ’Z) = T’Siﬂ 2 (344) Qo(xa Y, Z) = arctan <
Z(T’ 2 Z) =z

SRS

), (3.45)

2(x,y,2) = 2.

23



Kapitola 3. Matematicky model radialniho kompresoru

a pro libovolny vektor @ plati

(y = COS Pa, — SIN Pa,, a, = COS Pa, + Sin Ya,,
a, = sin pa, + cos pa,, (3.46) a, = — sin pa, + cos pay, (3.47)
a, = a,; a, = a,.

Pro jednotkové vektory v ortogondlnich systémech, kterym cylindricky systém je [23] [47], plati

31031232‘32283033:1,

(3.48)
3103220, 32033207 3303120.
Derivace jednotkovych vektoru lze s prihlédnutim ke vztahum (3.47) vyjadiit jako
aQT — a_”r‘ — e 8_’T —
=0, 86;0 =€, 5-=0
€ 9€ — 9%
% _0, Be=-37, %=y, (3.49)
o€, _ o€, _ o€, _
=0 =0 F==0

Hamiltontv operator v cylindrickych souradnicich

Hamiltonuv operator V je vektorovy operator, ktery je v kartézskych soutradnicich definovan
jako [47]
0 _, J _ J _.
V=—e,+—€e,+—e,. 3.50
oz oy Y 0z (3:50)

Pro prevedeni slozky x z kartézskych do cylindrickych soutadnic je tfeba si uvédomit, ze se
jedna o slozené funkce, a tak je nutné uzit tzv. ”chain rule”

0 o0 00 0 & oy 1 .
O Ordz  0pdx  Or /x24+ 42 Op x21+(2)2 ' '

Dosazenim za = a y ze vztahu (3.44)

0 _ 9rcosp D (_mw) :ﬁcow+ﬁ(_$w), (3.52)

or  or r @
Obdobné pro slozku y dostavame
£:2ﬁ+iﬁ_¢:6. _i_@cosgo'
dy Ordy Opdy Or
Slozka z se pochopitelné neméni, protoze v kartézském i cylindrickém souradnicovém systému
jsou osy z shodné. Dosazenim téchto vyrazu do puvodni definice operatoru dostavame

0 0 sinp\ _. 0 0 cosp ) . 0 _,
V== - — v — si — —e.. 3.54

(8TCOSS0 dp r )e +<8r8m¢+890 r )ey+8ze (3:54)
Dosazenim slozek vektoru vyjadienych v cylindrickych soufadnicich ziskdvame

0, 10, 0
rdp ¥ 0z 7

(3.53)

(3.55)
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Divergence v cylindrickych soutradnicich

Odvozené zakony zachovani obsahuji konvektivni ¢len, ktery je formalné zapsan jako divergence
vektorového nebo tenzorového pole. Divergenci vektorového pole @ je mozné ve slozkovém
zapisu v cylindrickém systému zapsat jako

Ved - (%a+%%a+%a> (@ ta,E,taE) = (356)

- €, :<araa_? + a%) + (a@a;“" + Eﬁ;;’) + (azaa—é;z + 62%>: - (3.57)
—i—%?a'@ :<a,«88—€; + ETZ—Z) + (%aﬁiw + E’waaczj) + (azaa—iz + 62%>: + (3.58)
4+, (araa—ir vl (%aa—? v 2y <azaa—iz +e. o) (3.50)

S uvazenim derivaci jednotkovych vektoru €,, €,, €, podle jednotlivych soufadnic r, ¢, z,
které jsou popsany vztahy (3.49) a skutecnosti, ze v ortogonalnich soutadnicovych systémech
plati (3.48), lze vyraz (3.56) zjednodusit do tvaru

da, 4y  10a,  da.
or r rdp 0z

Ved = (3.60)

Prvni dva ¢leny na pravé strané rovnice (3.60) lze zapsat jako derivaci soucinu, a tak dostavame
10(ra, 10a da,
19(ra,) + -4+ =
r or r Op 0z

V zakonu zachovani hybnosti se konevektivni ¢len objevuje ve formé tzv. diadického soucinu.

Ved = (3.61)

Meéjme vektory a@ a b, tenzor druhého Fadu & je definovan néasledovné [47]

= . arby aiby  aib; Q11 Pip Pug
P = E X b = a2b1 CLQbQ agbg = (I)Ql @22 (I)Qg . (362)
azby asby aszbs O3 D3y D3

V kartézském soufadnicovém systému lze divergenci tenzorového pole ® vyjadiit jako [47]

[ 0D 0P 0P
( o, 9% 31)

K

V e

~ %\ Tor oy 0z

[ 0P1g | ODgp | 0P
ey<8x * dy * 82)

[ 0Pz OPy3  OP33
—i—ez< Ox * oy * 0z )

(3.63)

Z rovnice (3.63) vidime, Ze vysledkem je vektor, jehoz kazd4 slozka odpovida divergenci sloupce

—

tenzoru &;, kterou lze transformovat pomoci jiz definované divergence vektoru (3.61).
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3.2.5 Zakony zachovani v relativhim cylindrickém systému

Pomoci pravé odvozenych diferencialnich operatoru lze systém teSenych rovnic transformovat
do cylindrického soutadnicového systému.

Rovnice kontinuity a energeticka rovnice

Rovnice kontinuity v relativnim systému ma tvar

dp .
wn + Ve (pw) = 0. (3.64)

Aplikaci divergence na vektor pw dostdvame rovnici kontinuity v cylindrickém systému

dp 10(rpw,) 10pw, Opw,
E—F; or +; dp * 0z

Zékon zachovani energie ma formalné stejny tvar jako rovnice kontinuity. V relativnim systému
nabyva tvaru

= 0. (3.65)

O Ve [(e )] = e T (3.66)

Podobné jako v pripadé rovnice kontinuity lze na vektor (e + p)w aplikovat divergenci, ¢imz
dostavame energetickou rovnici v cylindrickém systému

oe 10t | 10l pn] | ot pu]
ot r or r Do Oz

= plerfr + cofo + 2 f2). (3.67)

Rovnice hybnosti

Zékon zachovani hybnosti je slozitéjsi. V relativnim systému soutadnic nabyva tvaru

a/ - . . e - —
%-I—V%pw@ C)+wx(pé)=-Vp+pf. (3.68)

Pro zachovéani prehlednosti ozna¢me ¢leny & X (p¢é) a p? souhrnym symbolem q. Po uziti
divergence je mozné rozepsat tuto rovnici pro prvni slozku

d pe, 0 10 0 - Op_
L - — )¢ €, +—¢€,=q,. 3.69
ot +p(w 8r+w<pr8g0+wz8z>ce +6re ¢ (369)
Roznésobenim a aplikovanim derivace soucinu dostavame
d' pe, dc, _. 10c, . 10€, dc, _. p _.
r o Er - _€Er - (O z o~ €Er - €r = ({r. 3.70
ot +p<w ar © +w¢ragoe +w¢r 8¢c+w 8ze)+8re ¢ (3.70)
Z derivaci jednotkovych vektoru v cylindrickych souradnicich plati %ﬁ = €,, ¢imz dostavame
©
d' pe, de, _. 19c¢, . e, . WuCr op _,
— €, ——T¢, —€, —€, =q. 3.71
5 —l—p<w 5 © +w¢ra¢e tws et € )+ 5, 6r =1 (3.71)
Obdobné pro druhou a treti slozku:
d'pe ocy, _, 10c, _. 0Cy . WyCy s 10p
R G e R O R -
d'pc., oc, 10c, . Oc, _, op _,
r o €z —7_ €z 2 5. €z a5 €z =0z 3.73
ot ( 8r8+ww7’8<pe w@ze)+8ze 1 (3.73)
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3.3 ResSené rovnice

Z predchozich tivah jsme dospéli k soustave paricdlnich diferencidlnich rovnic, které jsou uvazovany
v rotujicim systému soutadnic ve formulaci s absolutnimi rychlostmi

d'p
4 . . — —
(gtc)+v e(pw®¢)+Vp=—-wx (pc)+pf, (3.74)
de —

EJFV [((e+p)w] =pCef.

V cylindrickém systému soutadnic lze systém (3.74) zapsat ve vektorové formeé jako

d(rw) . d(rF) | 0G aG a( rH Z": .

3.75
ot or 830 (3.75)
kde vektory W, 1—5, GaH nabyvaji hodnot
p pw, Py P
. pCr _ PWyCr + P . PWHCr . PWCy
W= |p,|, F= pwec, |, G=|pwyc,+p|, H= pW,Cy . (3.76)
PC PWyCy PWCy pW.C, + P
e (e + p)w, (e + p)w, (e 4+ p)w,
Pokud predpokladdame jako proudici médium idedlni plyn, tak pro tlak dle (1.24) plati
A+ A+
p=(v-1) (e—p+)- (3.77)

3.3.1 Kvazi-1D Eulerovy rovnice v kiivocarych souradnicich

V systému fesenych rovnic (3.75) je mozné zanedbat ihlové derivace [6], [24]. Systém (3.75) lze
navic rozsitit vyrazem 27b, kde b predstavuje priény rozmér prutoéného kandlu, ¢imz dostavame
Eulerovy rovnice ve tvaru kvazi-1D

O(AW)  O(AF)  O(AH) =~
T T => Q. (3.78)

Z obrazku 3.4 je vidét vztah mezi cylindrickym a kfivo¢arym soutadnicovym systémem. Systém
fesenych rovnic (3.78) tak nabyva tvaru

I(AW,)  O(AF) o
= i 3.79
ot * ds ; Q (3:79)
kde pro vektory ﬁ/: a E plati
W,=W,
F, = Ft, + Ht.. (3.80)

Vektor ¢ = (t,,0,t,) predstavuje jednotkovy vektor ve sméru teény na stfednici kompresoru.
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3.3.2 Zdrojové ¢leny

Na pravé strané feseného systému rovnic (3.79) se vyskytuji ¢leny 67: , které nazyvame zdrojové

vvvvvv

je predavani prace proudicimu médiu nebo prenos tepla.

Dusledkem transformace zakonu zachovani hybnosti do relativniho systému soufadnic jsme
na pravé strané ziskali ¢len & x (p€) popisujici odstiedivou a Coriolisovu silu.

0

N W5 PCy

Q=|—-w.pc |. (3.81)
0
0

Dalsi transformaci rovnice hybnosti do cylindrického systému jsme navic ziskali dalsi clen

0

_ | A

Q=|-p=Al. (3.82)
0
0

V tomto pripadé jsou tyto ¢leny povazovany za zdrojové jen proto, Ze se nachazi na pravé strané
rovnice, ale jak bylo vidét v 3.2.2 a 3.2.5, tak jsou soucasti rovnice hybnosti.

Proménna geometrie

Zdrojovy ¢len popisujici zménu prufezu prutoéného kandlu ma tvar [34]

0
Q= | %pt |. (3.83)
0

Zména sméru proudéni

Pti proudéni radidlnim kompresorem dochazi ke zméné sméru proudu z axidlniho do radidlniho.
Pristupu jak modelovat tuto skutecnost je vice. Prvni z moznosti je nahrazeni stény kanalu
silou, kterd nuti médium zménit smér proudéni. Tato sila pusobi ve sméru kolmém vzhledem
ke stiednici [30]. Zdrojovy ¢len by pak bylo mozné vyjadrit jako

0
Q= |FA . (3.84)
0

Druhou variantou je promitani proudu do spravného sméru pomoci te¢ného vektoru t. Tento
proces musi probihat v prubéhu feseni a lze ho zapsat jako

—_— —>

T=(C1)T. (3.85)
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Sila od lopatek

Predavani prace proudu vzduchu je realizovano pomoci lopatek. Je tedy nutné stanovit silu,
kterou tyto lopatky pusobi na proudové pole. Pfipomenme relativni rychlost

CT
W=C—-—WOXT=|c,—wr]|. (3.86)
Cz

Popisme silu od lopatky jako .
F,=Fn, (3.87)

kde vektor 7 znaci normalu k lopatce obézného kola kompresoru. Postupem blize popsanym v
[42] 1ze dospét k vyjadieni velikosti sily od lopatky ve tvaru

pPTL W
F,=— . 3.88
’ At (3.88)
Zdrojovy c¢len pak nabyva tvaru
0
Qs = F,A : (3.89)

Foe (@ x 7)A

Ztratovy clen

Ve trojrozmérném piipadé je odpor prostiedi v ruznych smérech ruzny. V jednorozmérném
pripadé je mozné uvazovat odpor jako izotropni, takze nam postaci jedna velicina K. Zdrojovy
¢len popisujici ztraty ma tvar

0
Q.= | —KAT |, (3.90)
0
kde 1
K = Spol| €| (3.91)

Ve vztahu (3.91) vystupuje soucinitel narustu entropie o, jehoz hodnotu je mozné stano-
vit pomoci empiricky stanovenych korelaci pro jednotlivé komponenty kompresoru. Rozlozeni
piirustku entropie ma relativné slozity prubéh, ktery je mozné ziskat ze 3D simulace. V nasem
pripadé se spokojime s konstantnim rozlozenim, jak je zndzornéno na obrazku 3.6.

Rozlozeni entropie Uvazované rozlozeni

0 1 2 3 Rez 0 1 2 3 Rez

Obrazek 3.6: Rozlozeni ztrat
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3.4 Ztratovy model

Pro analyzu proudéni a navrh turbostroju je nutné zavést metody jak svazat realny nevratny
déj s idealizovanym. Obecné tyto nevratné procesy nejsou matematicky snadno popsatelné. V
mnohych ptipadech je nutné sestavit idealizovany model, ktery je nasledné modifikovan zahr-
nutim néjaké formy ztratovych koeficientu.

Ztraty v kompresoru se déli na vnitini a vnéjsi. Mezi vnitini ztraty patii ztraty vlivem vstupu
proudiciho média do obézného kola, treni, difuze, miSeni proudu a viteni. Dalsi ztrdata vznika
unikem radialni vuli, kdy proud pretéka z pretlakové ¢ésti lopatky na podtlakovou. V této praci
radialni vule neni modelovana, takze neni uvazovana ani ztrata, kterda by tak vznikala.

Vnéjsi ztraty jsou takové, které zvysuji celkovou entalpii na vystupu z obézného kola bez od-
povidajictho zvyseni hodnoty tlaku. Rad{ se mezi né ztrata zpétnym proudénim z difuzoru do
obézného kola a ztrata interakci zadni stény obézného kola s vedlejsi nehybnou sténou. Tyto
vnéjsi ztraty maji charakter ¢lenu prestupu tepla [48], které v této praci nejsou uvazovany.

Zavedme entropii s jako méiitko nevratnosti nebo odklonu od idealniho déje. Diferencidl ent-
ropie lze zapsat jako [48]

dr dP
ds = Cp? — T?. (392)
Pro isentropicky déj dostavame integraci
T isen
S14 — Sotisen =0 = ¢pIn ( Lt ) +7rln (pZt—) . (3.93)
2,tisen Pt

Pro nevratny déj dostavame integraci

T4 D2t
- =c,] — 1 — . 3.94
S1¢— 824 = Cpln (T2,t) +rin (pu) ( )

Odectenim rovnice (3.93) od (3.94) a substitucemi sy = sy, sat = S2, Toy = Totisen ziskdvame

s1— Sy =rln (£> : (3.95)

P2t isen

Posledni ipravou dostavame bezrozmérny koeficient o popisujici narust entropie
As
P2t exp <——> ~ . (3.96)
D2t isen

Ve statorech neprobiha predavani préace, takze celkova teplota je konstantni, ale dochazi zde k
nevratnému poklesu celkového tlaku

Pit = P2,tisen > P2,t- (3.97)

Pro absolutni soutadnicovy systém muze byt koeficient o vyjddien pomoci vztahtu (3.96) a
(3.97) jako

D2t
— =o. 3.98
D1t ( )
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V pripadé rotoru, které jsou uvazovany v relativnim soutadnicovém systému plati [48]

T ﬁ /
o= |t P2, (3.99)
T2,t Pt

Koeficient ztrat muze byt definovan pomoci poméru tlaku nebo pomoci celkovych nebo sta-
tickych entalpii. V piipadé koeficientu ztrat celkového tlaku existuje také nékolik variant [48].
V této praci je zvolena moznost

Pre =Pt P2t _ 4 _ (3.100)

Pz P

Nérust entropie vyjadreny koeficientem o je mozné definovat i jinak [48]

Y —

v

o= (1 —(y—1) (%)ZA(;> h . (3.101)

Zde aq, predstavuje rychlost zvuku vztazenou k celkovému stavu na vystupu z kola a Ag znaci
bezrozmérny soucinitel entalpické ztraty vztazeny k obvodové rychlosti na vnéjsim pruméru
obézného kola [48]. Upravou dostavame

(1 REEYCE YN )“ (3.102)
o= — . :
i1y 254
Posledni upravou dostavame
v—1 ot
=(1- AH 3.103
? < Yriay t) ( )

a vidime, ze velikost ztratového koeficientu zavisi na celkové teploté na vystupu z obézného
kola T3, a celkového piirustku ztrat entalpie AH;, ktery se stanovi jako soucet diléich piirustku
vyjadrenych pomoci korelaci.

3.4.1 Empirické korelace

Pro kazdy ze ztratovych mechanismiu existuje nékolik empirickych korelaci, které lépe ¢i hure
popisuji dany fyzikalni jev. Ztratovych modelu, které z nich lze sestavit je nepteberné mnozstvi.
Kvalita vypoctu, v tom smyslu jak vérohodné reflektuji inzenyrskou realitu, tedy zavisi na volbé
ztratového modelu. V této praci je pouzity ztratovy model publikovany autorem Oh v [32].

Incidence

Ztrata incidenci vznika, pokud se thel relativni rychlosti 8; lisi od vstupniho geometrického
uhlu lopatky ¢q. V takovém ptipadé proud nahle zméni smér proudéni, coz zaptic¢ini odtrzeni
proudu. Conrad [4] dospél k zaveéru, ze ztréta incidenci je imérnd kvadratu tangencidlni slozky
relativni rychlosti na vstupu do obézného kola. Velikost ztraty pak lze vyjadrit vztahem

wQ

kde soucinitel incidence f;,. nabyva hodnot
fine=0,5-0,7. (3.105)
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Kapitola 3. Matematicky model radialniho kompresoru

Namahani lopatky

Pti proudéni obéznym kolem pobliz stén lopatek se vytvari zaporny rychlostni gradient, coz vede
k narustu mezni vrstvy a odtrhavani proudu. Tento jev pak vede ke ztraté vlivem namahéni
lopatek. Podle Coppage [5] je ndrust mezni vrstvy fizen difuznim koeficientem

AH A D D]t
Euler W2 [ (1_ 1,T>+2 1,T:| ’

T D, D,

Dy=1-—2 40,75="2
w1, Uy  wr

(3.106)

kde AH gy, predstavuje teoretickou zménu entalpie. Tu lze stanovit pomoci Eulerovy turbinové
rovnice [17]
HEuer = U2C2 o — UIC p- (3107)

Samotnd korelace pak ma tvar [5]

AHyq = 0,05D%u3. (3.108)

Miseni

V jednorozmérném pripadé sledujeme proudéni a s nim spojeny prenos energie na pracovni
latku ve stupni radidlnitho kompresoru na stfedni proudnici, na niz predpokladame stiedni
rychlosti. Tento predpoklad je splnén jen do urcité miry, bohuzel zfejmé v nejmensi mite v
hlavni soucdsti stupné, kterou je obézné kolo [17]. Nerovnomérnosti v rychlostnim poli vznikaji
rozdilnymi prubéhy rychlosti na podtlakové a pretlakové strané, pritommnosti relativnich vira
a Coriolisovou silou. Ta je kolméa na relativni rychlost proudu, a tudiz nekond praci, ale je
rozdilna v jadie proudu a v blizkosti stény, kde zpusobuje zmény ve sméru proudéni v mezni
vrstvé vzhledem k proudéni v jadie proudu [17]. Nerovnomérnost rychlostniho pole v pruto¢ném
kanale je zobrazena na obrazku 3.7.

Podtlakova strana
Pritlakovd strana

Obréazek 3.7: Nerovnomérnost rychlostniho pole

Ztrata miSenim proudu v prutoéném kanédle, jak ji popsali Johnson a Dean v [16], ma tvar

1 1—e, —b*\? 2
AH,,;, = v 2. 3.109
1+tan2a2< 1— ey ) 2 ( )

kde €, predstavuje sitku iplavu v kandle. Podle [33] nabyva hodnot mezi 0,366 a 0, 482. V této
praci byla hodnota nastavena na stred intervalu. Symbol b* znac¢i pomér Sirky bezlopatkového
difuzoru na vstupu ku $ifce rotoru na vystupu a symbol « je tihel odklonu absolutni rychlosti
od meridionalni roviny [16].
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Kapitola 3. Matematicky model radialniho kompresoru

Tieni

Ztrata tfenim je zpusobena smykovou silou na povrchu lopatky. Je zalozena na predpokladu
proudéni v trubici a neuvazuje nerovnomérné rychlostni pole zptsobené mezni vrstvou [15].

L
AH, =20 —?, (3.110)
Dhyd

kde soucinitel C; lze vyjadrit v zavislosti na Reynoldsoveé ¢isle [41] jako
Cp = 0,0412Re™ %192, (3.111)
w je prumeérna relativni rychlost

2w2+w1T—w1H

D= ’ : 3.112
0 LT~ e (3112)

Ly je délka prutoéného kanélu, kde se nachazi lopatky

D D 2
Lb =~ g (DQ 2T —g CLE b2 + 2LZ) cos f1,7+cos 1, g (3113)
= + o8 iy
a Dpyq je prumérny hydraulicky prumér
1 <D1T Dlh) <C0551,T+00851,H>
Dhya _ Cos (39 2 2 (3.114)
D2 Z + chosﬂz Z 4 <D1 T+D1, H) <005517T+cosﬁl,H) ) '
i b2 = T \Dir=Diu 2

Ztrata v bezlopatkovém difuzoru

Za obéznym kolem kompresoru se vzdy nachdazi bezlopatkovy prostor. Vznikd zde entalpicka
ztrata vlivem treni, viteni a difuze. Korelaci popisujici ztratu v bezlopatkovém difuzoru odvodil

Stanitz [40]
()7 - () ] 3119
D3t P2

3.4.2 Implementace ztratového modelu

A-[—-[vld = CpT2,t

Samotna implementace ztratového modelu je realizovana pomoci pridruzené obycejné dife-
rencialni rovnice pro velikost ztraty

— =YY" =Y), 3.116
=yt -Y) (3.116)
kde veli¢ina Y predstavuje vypoctem vyhodnocenou velikost ztraty, Y* pfedepsanou hodnotu
ztrat, ktera je dana empirickymi korelacemi a € je relaxacni koeficient, ktery je mensi nez jedna.

Systém parcidlnich diferencidlnich rovnic (3.79) a pridruzend obycejnéd diferencidlni rovnice
(3.116) se Fesi soucasné. V kazdém casovém kroku jsou v kazdé ¢asti kompresoru stanovené
hodnoty Y pomoci vztahu (3.96) a (3.99), které jsou porovnavény s predepisovanymi hodno-
tami Y™, které jsou ziskdny pomoci popsanych empirickych korelaci.
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Kapitola 4

Numerické metody pro reseni
vychozich rovnic

V predchozich kapitolach byl sestaven vychozi systém rovnic, které popisuji proudéni uvnitt
turbostroje. Jedna se o soustavu parcialnich diferencialnich rovnic, které soucasnymi metodami
nelze tesit analyticky. Existuje nékolik zakladnich metod jak tyto problémy fesit, jako jsou
metoda konecnych prvku nebo metoda konecnych diferenci. Pro problémy proudéni tekutin je
vsak vhodnd metoda koneénych objemu, kterou se budeme v této kapitole zabyvat.

4.1 Rovnice advekce

Rovnice advekee je linedrni skaldrni rovnice hyperbolického typu [27]. Vzhledem k linearité a
celkové jednoduchosti rovnice je mozné numerické metody pro jeji feSeni analyzovat a ukéazat
tak nékteré vlastnosti jako je stabilita nebo konvergence. Uvazujme pocatecni iilohu

au(x,t)+af(“($7t)) =0, zeR t>0

ot ox
(4.1)
u(z,0) = uo(x),
kde ¢len f(u(zx,t)) je fyzikdlni tok, ktery je dan jako
flu(z,t)) = au(x,t), a=konst., a€R. (4.2)

Prostorovou proménnou z lze diskretizovat s konstantnim krokem Az. Muzeme definovat body
r; = iAx, které nazveme jako stiedy bunék. Obdobné muzeme zavést i body z;;;/2, které
ozna¢ime jako stény kone¢nych objemu [27].

r; =iAmx,

i=0,+1,42,... (4.3)
Tit1/2 = (Z + %) AQT,

Integraci rovnice (4.1) pies interval (2;_1/2, Zit1/2) dostavame

/2 Qu(z, t) vz of (u(a,t)
/$ 5 dz +/$ ox e =0. -

i—1/2 i—1/2
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Kapitola 4. Numerické metody pro reseni vychozich rovnic

Zaménou poradi derivace a integralu u prvniho ¢lenu, integraci druhého ¢lenu a vydélenim
rovnice Az ziskavame

ci<1 /%Hmmawmﬁ4‘ﬂM%HmJ»—fW@%U”w>:Q (4.5)

dt \ Az Az

Ti—1/2

a vidime, ze vyraz v zavorce lze chapat jako prumérnou hodnotu feseni u(x,t) na intervalu,
pres ktery integrujeme, v ¢ase t. Oznac¢me tedy tento vyraz jako

1 Tiy1/2
m@:gé.qm@m (4.6)
i—1/2
Aproximujme fyzikalni tok f tzv. numerickym tokem F
F(u(win) = Fule, ), 0@, 0) = F®), un®) = Fap@),  (47)
¢imz dostavame metodu konecnych objemu v semidiskrétnim tvaru
TN Fiapp(t) — Fioap(t)] (4.8)

Rovnice (4.8) uz predstavuje soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho rédu, které
umime Tesit ruznymi zpusoby. Nejsnazsi z nich je Eulerova dopifedna metoda. Casovou proménnou
t je mozné diskretizovat obdobné jako prostorovou x. Muzeme definovat casové vrsty t"

t"=nAt, n=0,1,2,.. (4.9)
Aproximaci ¢asové derivace pak zapiseme jako

du; (t") _ Uy(tt) = U(¢) Ut —ur

= 4.10

dt At At (4.10)

Dosazenim této ndhrady do vztahu (4.8) dostavame diskrétni verzi metody kone¢nych objemu
At

Ut =07 - Ar Fipy2(t) — Ficae(1) |- (4.11)

Pro predstavu je ilustrace metody kone¢nych objemu v ¢asoprostoru x —t zobrazena na obrazku.

el
gl Ui

Fi_yp Fiiap
2

vty U Ut
Obrazek 4.1: Tlustrace metody konecnych objemu

Z rovnice (4.11) a obrazku 4.1 je partné, ze numerické metody zalozené na metodé kone¢nych
objemii se budou odliSovat volbou numerického toku Fjq/s. Uvedme zékladni protiproudé

VVVVVV

. = 4.12
27 () proa<0 12

. {f@ﬁ proa >0
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Kapitola 4. Numerické metody pro reseni vychozich rovnic

4.2 Konvergence, konzistence a stabilita metod

Kdykoliv je pouzita numerickd metoda pro teseni diferencidlni rovnice, méla by byt disku-
tovéana pfesnost a konvergence. V praxi aplikujeme na diskrétni sit s koneénym poctem prvki
néjakou metodu a snazime se zajistit, aby numerické feSeni s dostatecnou piresnosti aproxi-
movalo skutecné feseni. Pro realné tlohy bohuzel presné teseni k porovnani vysledku neni k
dispozici. Musime se tak spolehnout na testovani metod na valida¢nich tlohéach, kde je presné
feseni zndmé, a na teoretickou analyzu konvergence. [27]

4.2.1 Konvergence

Aby bylo mozné mluvit o terminech jako presnost nebo konvergence, je nutné nejdiive kvan-
tifikovat chybu, které se pii feSeni dopoustime. Ozna¢me symbolem u exaktni feSeni a apro-
ximativni feSeni symbolem U". V piipadé metody konecnych diferenci bychom exaktni feseni
uvazovali jako hodnotu v uzlu sité

ul = u(z;, ty). (4.13)

Pro metodu konecnych objemu chceme aproximativni feSeni U]* porovnavat s prumérnou hod-
notou v dané bunce

1 Tit1/2
ul = E/ u(z, t,)de. (4.14)

Ti—1/2

Definujme globalni chybu aproximace Eg jako rozdil numerického a analytického Teseni

Ef =U"—u}. (4.15)
Uvazujme posloupnost vypocetnich siti, které budeme zjemnovat. Velikost parametru sité Ax
a At pak pujde postupné k nule. Rekneme, ze metoda konverguje k presnému feSeni, pokud
plati [21], [27]

li EZll = 0. 4.16

i 23] (4.16)

Obecné je nemozné ziskat jednoduché vyjadreni pro globalni chybu Ef. Na misto pokusi ziskat
chybu piimo, je obecné uznavanym pristupem zkouméni numerickych metod z hlediska lokalni
chyby aproximace, které se dopoustime pii kazdém jednotlivém ¢asovém kroku. Zavedme tedy
pojmy konzistence a stabilita metody.

4.2.2 Konzistence

Obecnd explicitni numerickd metoda popsand rovnici (4.11) muze byt zapséna pomoci operatoru
N, ktery aproximuje feSeni ze stdvajictho ¢asového kroku do dalsiho

Urtt = N(UP). (4.17)

Numericky operdtor N’ muzeme aplikovat i na hodnoty exaktniho fesenf u?. Chybu jednoho
kroku muzeme definovat jako rozdil N(u}') a skutetného feseni v nasledujicim ¢asovém kroku.
Lokalni chyba aproximace je pak definovana jako chyba jednoho kroku vztazena k velikosti
casového kroku [27]

Er = — [N - uﬂ“]. (4.18)
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Lokalni chybu aproximace v zavislosti na diskretizaci popisuje tzv. fdd aproximace. O numerické
metodé A fekneme, Ze je r-tého fadu v prostoru a s-tého faddu v case, jestlize

ET = O(A7", At*). (4.19)

Zkoumani chyby, kterou do feseni vnasime v kazdém casovém kroku, vede k pojmu konzistence
metody. O metodé fekneme, zZe je konzistentni s danou diferencidlni rovnici, pokud plati [27]

dim (L] = 0. (4.20)

4.2.3 Stabilita

Zatimco konzistence metody ukazuje lokalni chybu aproximace, stabilita ndm déva informaci
o tom, ze tyto lokalni chyby se ¢asem nezvétsuji a tim padem se nezvétsuje ani globalni chyba
aproximace [27]. Stabilitu lze zkoumat mnoha ruznymi zpusoby. V této praci se omezime pouze
na tzv. spektralni analyzu.

Metoda je stabilni, jestlize pro kazdy ¢as T' > 0 existuji konstanty C, k > 0 takové, ze plati
INOII<C, At <k, nAt <T. (4.21)

Zékladni teorém o kovergenci linearnich metod je Laxova véta o ekvivalenci. Dukaz této véty
je mozné najit v [26], my se vSak omezime na jeji znéni a dusledky, které s ni vyplyvaji.
Laxova véta o ekvivalenci

Pro konzistentni linearni schéma je stabilita nutnou a postacujici podminkou pro konvergenci.

4.2.4 Analyza Upwind schématu

Uvazujme metodu koneénych objemu v diskrétnim tvaru a dosadme za numerické toky Fjiiq/o
schéma Upwind ze vztahu (4.12)

At
U;L+1 — u’? - %(u? - U’anl) pl"O a Z 0 (422)
up — 5 (upy, —uf)  proa < 0.

Pro analyzu tohoto schématu se omezime pouze na piipad, kdy je a > 0.

Rad aproximace a konzistence

Dosad'me vysetfované schéma do definice lokdlni chyby aproximace (4.18)

1 aAt
Ep(z,t) = E(u(x, t) — H(u(m,t} —u(z — Ax,t)) —u(z, t + At)). (4.23)
Rozvinutim jednotlivych ¢lentt do Taylorova rozvoje dostavame
u(z, t + At) = u(z, t) + Guéxt, t>At + O(At?) (4.24)
u(z — Az, t) = u(x,t) — wa + O(Az?) (4.25)
x
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Dosazenim rozvoju do vztahu (4.23) a upravami ziskdvame
ou(x,t
oula1)

Ep(z,t) = ( )+O(At)+ o

+ O(Ax). (4.26)
S uvazenim puvodniho problému (4.1) dostavame
Ep(z,t) = O(Az, At). (4.27)

Z rovnice (4.27) je vidét, ze upwind schéma je prvniho fddu presnosti v ¢ase i v prostoru.

Stabilita
Uvazujme chybu ve tvaru komplexniho ¢isla
E = \"edi, (4.28)

kde A predstavuje amplitudu odpovidajici frekvenci a € (0, 27) v n-té ¢asové hladiné, symbol &
je komplexnf{ jednotka & = v/—1 a i znaé¢i index bunky [21]. Dosazenim do puvodniho schématu
(4.22) dostavame

\HleSia — \npSia _ Z—A;()\"e%m — A" LS hay (4.29)
Vydélenim soucinem \"e¥® dostavame
A—l—Z—At(l— )—1—%(1—cosa+\ssma) (4.30)
Metoda je stabilni ve smyslu spektralniho kritéria, pokud plati [21]
Al <1 (4.31)
Pro snazsi zapis oznacme podil v rovnici (4.30) symbolem v
v= Z—A; (4.32)
a upravime
IMN? = (1 —v+vcosa)® + v’ sina (4.33)
AP =1-2v(1—v)(1l—-cosa). (4.34)
Aby mohla byt splnéna podminka (4.31), musi platit i
AP <1
1-2v(1—v)(1—cosa)<1 (4.35)

—2v(1 —v)(1 —cosa) < 0.
Vidime, ze ¢len (1 — cos @) je vzdy nezaporny, v je dokonce kladné, takze dostavame
la| At

¢imz ziskavame stabilitni podminku pro velikost ¢asového kroku At, tzv. CFL podminku

Ax
At < — (4.37)
jal
Jak bylo vidét v (4.27), tak protiproudé schéma je konzistentni. Nyni jsme ukézali, Zze metoda
je i stabilni. Diky Laxové vété o ekvivalenci tak lze tici, ze metoda je konvergentni.
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4.3 Vlastnosti Eulerovych rovnic

Uvazujme nyni systém Eulerovych rovnic v kartézském soutradnicovém systému pro jedno-
rozmérny piipad
oW  OF
[ + _ =
ot ox
Tento systém lze s vyuzitim jakobidnu numerického toku F' zapsat v kvazilinedrni forme [21]

(4.38)

AL N

— — =0 4.39
W Aw (4.39)
kde jakobidn Z(W) nabyva tvaru
~ . aF o 1 0
A(W) 3(y = 3)u (v=3)u ~v—1]. (4.40)

ow %(7 —Du?—hu h—(y—1u* qu

Pro tuto matici lze stanovit vlastni ¢isla A; a jim piislusné vlastni vektory [21]

A =u—a
)\QZG (441)
)\3:U—|—CL.

Vlastni cisla této matice jsou redlnd a navzajem ruzna, takze systém KEulerovych rovnic je
hyperbolicky. Diky tomu je mozné matici Z(W) diagonalizovat pomoci diagonalni matice
A (W), kterd obsahuje vlastni &fsla A a tenzoru R(W), ktery je slozen z vlastnich vektort [27]

R'AR=A, A=RAR. (4.42)

Definujme tzv. charakteristické proménné jako
V=R'W. (4.43)

Dosazenfm za Jacobiho matici A(W), vyndsobenim rovnice (4.39) tenzorem B~ a zavedenim
charakteristickych proménnych dostavame Eulerovy rovnice ve tvaru
oV = — 9V
L AW)=— =0. 4.44
Vidime, ze systém (4.38) se rozpadl na tii nezavislé hyperbolické skaldrni rovnice.

CFL podminka

V pripadé jediné rovnice advekce je pouze jedno vlastni ¢islo, coz v pripadé systému rovnic
neplati. Stabilitni podminka pak ma tvar

Ax

At < CFL :
P\maa:’

[Amaa| = maz(ju+ al, |ul, [u — al). (4.45)
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4.4 Numericky tok

Vlivem diskretizace oblasti a zpusobu rekonstrukce proménnych vznika v metodé konecnych
objemu na rozhranich bunék fada tzv. Riemannovych problému. Ten lze chépat jako nahlou
nespojitost, kdy se hodnota veli¢iny skokové méni z hodnoty vlevo na hodnotu vpravo.

Resice Riemannova problému mohou byt exaktni nebo aproximativni. Aproximativni fesice,
které jsou pouzity v této praci, mohou byt reprezentovany klasickymi schématy jako jsou
Laxovo-Friedrichsovo nebo Laxovo-Wendroffovo a mnoho jinych. Modernéjsi numerické toky
jsou zalozeny na protiproudém schématu, jehoz vlastnosti byly ukazany v predchozi ¢asti.

4.4.1 Schéma HLL

Schéma HLL je aproximativni Riemannuv tesic, ktery predstavili autori Harten, Lax a van Leer
[13]. Toto schéma zanedbdva kontaktni nespojitost exaktniho feseni Riemannova problému pro
systém Eulerovych rovnic v 1D [35], takze uvazuje pouze tii stavy.

Zavedme signdlni rychlosti vin S, kterymi se informace §iif. Zpusobu jak odhadnout tyto
signdlni rychlosti existuje celda fada. Vétsina téchto odhadu je zalozena na tom, ze rychlosti
vin odpovidaji vlastnim ¢islum (4.41). Pouzity zpusob odhadu signalnich rychlosti je v této
praci dan nasledujicimi vztahy

Sp =min(uy, — ap,ur — ag),
(4.46)

Sg = maz(uy + ap, ug + ag).

Uvazujme nyni dva piipady, které mohou nastat. Na obrdazku 4.2 vlevo je znazornéna situace,
kdy jsou obé signédlni rychlosti kladné. Na obrazku vpravo nastal stav, kdy jsou obé signalni
rychlosti zaporné.

Sk
St

Fy g Fr

Sk

Obrazek 4.2: Signalni rychlosti se stejnymi znaménky

Z téchto obrazku je partné, ze pokud nastane pripad, kdy je signédlni rychlost S;, > 0, numericky
tok pres sténu se tidi stavem vlevo. Naopak nastane-li ptipad Sg < 0, numericky tok se bude
ridit stavem vpravo.
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Komplikovanéjsi situace nastane v pripadé, kdy rychlost S7 neni kladna a Sg je nezédporna,
jak je vidét na obrazku 4.3.

St

Wi, FHLL Wr
Fy Fr

TSy TSk x

Obrazek 4.3: Schéma HLL
Integralni prumeér presného reseni Riemannova problému na oblasti [T'Sy; T'Sg| x [0; T

1 TSk SrWgr — S.Wp + Fp, — Fg
_— Wz, t)de = = WHLL 4.47
T(Sr —S1) Jrs, (#:1) Sr— 5L (447)

Pokud bychom zdkon zachovani integrovali na oblasti [1'Sy; 0] x [0; T, tak obdobné dostaneme

0 0 T T
W(z,t)dr = W (x,0)dx + / Frdt — / FHLE gt (4.48)
TSt TSr 0 0

Vyjadfenim toku FHLL dostavame

1 0
FHLEL — pp — S W — = W(x,t)dx. (4.49)
TSy,

Proved me substituci integrandu posledniho ¢lenu na pravé strané z (4.47), ¢imz ziskdvéame

1 0
FHLL — pp — S Wy, — — / WHEE gy (4.50)
T Jrs,
Integraci dostavame
FHLL — pp 4 S (WHEE — W) (4.51)

Dosazenim za WHEL dostdvame numericky tok pro tento piipad ve formé

FHLL _ SpFL — S.Fp+ SpSL(Wgp— W)

. 4.52
[ (4.52)
Pro numericky tok mezi hranicemi bunék tedy plati [13]
( }_V:L pro S;, > 0
FilE = § SeFesiFatSesWaWa) o §) < 0 < Sp (4.53)
1—51% pro Sg < 0.
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4.4.2 Schéma HLLC

Schéma HLLC, jehoz autorem je Toro [43], je vylepsenou verzi puvodniho HLL schématu.
Pismeno C zde zna¢i Contact, protoze toto schéma zahrnuje do struktury feseni Riemannova
problému i kontaktni vinu. Na rozdil od HLL je tedy ¢tyistavovym aproximativnim Rieman-
novym fesicem. Odvozeni tohoto schématu je obdobné jako v ptipadé HLL, takze uvedeme
pouze vyslednou podobu. Schéma fesice je zndzornéno na obrazku 4.4.

t 3
HLLC
W F Wi
FL FR
TSy, TSgr T

Obrédzek 4.4: Schéma HLLC

Pro prvni dvé signalni rychlosti plati stejné vztahy jako v pripadé HLL, tieti rychlost je stano-
vena z predpisu

g« _ PR DL + prpr(St — ur) — prur(Sk — ur)

4.54
pr(SL — ur) — pr(Sk — ur) (454)
Numericky tok mezi hranicemi bunék je definovén nésledovné [43]
( F I pro Sr, >0
B ST P 5w D g 5> 0> S0
FIHC — (4.55)
2 * W n * TY*
S (SRWRS;€21+SRP D pro S* Z 0 Z SR
L F R pro Sg < 0.
Pro tlak na hranicich plati
g PL +pr + pr(SL —ur)(S —2UL) + pr(Sk — ur)(S* — ug) (4.56)
a vektor D* je definovan jako
0
D=|1]. (4.57)
S*
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4.5 Godunova metoda

Upwind schéma pro rovnici advekce muze byt odvozeno také jako specialni pripad nasledujictho
pristupu, ktery lze pouzit i pro soustavy rovnic. Tato metoda byla predstavena Godunovem [12]
a je mozné ji shrnout do téchto tii kroku, které se opakuji.

1. Z prumérné hodnoty dané veliciny v konkrétni bunce je rekonstruovana polynomialni
funkce u™(x,t,).

2. Reseni Riemannovych problému, které vzniknou na rozhranich bunék, ¢imz je ziskdno
feseni u"(x,t,+1) v Case t + At.

3. Zprumérovani hodnoty feSeni na konecném objemu.

V puvodnim Godunové algoritmu je v prvnim kroku uvazovana rekonstrukce po ¢astech kon-
stantni funkci, jak je vidét na obrazku 4.5. Tento piistup vede k metodé prvniho fadu presnosti,
ktera zavadi do feSeni velkou numerickou vazkost, coz ma za nasledek Spatnou presnost a roz-
mazané vysledky [27].

u™(z, ty)
n
- Ui
mn
i1 _ _
i n
i+1 i+2
Ti-1 T Ti+1 Tit2
Li-1/2 Tit1/2

Obrazek 4.5: Rekonstrukce po ¢astech konstantni funkei

4.6 Metoda vyssiho radu presnosti v prostoru

Uvazujme opét skaldrni rovnici advekece (4.1) pro a > 0. Pomoci Taylorova rozvoje lze odvodit
Laxovo-Wendroffovo schéma, které je druhého Fadu presnosti v prostoru [27]. Pii pouziti ndhrad
jednotlivych derivaci ptistupem z metody konecnych diferenci dostaneme

Ui = Ui' — Ea( i — Uity) + ) <E> az(Uifl — 20"+ Ul}y). (4.58)

Ve formé metody kone¢nych objemu dle schématu () muzeme numericky tok zapsat ve formé
n 1 n n 1At 2 n n

Fily)p = ia(Ui—l +U") — AL (U = ULy). (4.59)

Z numerickych experimentu vychazi najevo, ze tato metoda vykazuje lepsi pfenost v mistech,
kde je teSeni hladké. Pokud se vSak v feseni vyskytuje nespojitost, tak toto schéma selhdva a
generuje nefyzikalni oscilace [27].
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4.6.1 Po castech linearni rekonstrukce

Pro ziskani vyssi presnosti nez je prvni fad musime pouzit lepsi nez po castech konstantni
rekonstrukci. Z prumérné hodnoty v bunce muzeme sestavit linarni funkci ve formé

u"(x,tn) = Uln + O'Zn(.r — SL’Z'), Ti—1/2 <z < Tit1/2; (460)

kde o' znaci derivaci proménné v dané buiice. Linearni funkce v i-té builce je definovana tak,
ze hodnota v jejim stfedu odpovida hodnoté U*, a co je dulezitéjsi, i jeji prumérna hodnota na
tomto konecném objemu je rovna U],

Vyjdéme opét z rovnice advekce pro a > 0. Schéma pak nabyva tvaru

alAt 1aAt
Ut = U = SO - ULy — 5 o (A — a0 — o), (4.61)
odkud vidime, ze se opét jedna o schéma upwind s korekénim clenem, ktery zavisi na volbé
nahrady derivace. Zvolime-li nulovy gradient, dostaneme origindlni Godunovu metodu. Abychom
ziskali metodu druhého tadu je nutné volit nenulovy gradient. Nejsnazsi moznosti se zda byt
pouziti Eulerovy dopfedné metody
n_ Ul - U
ol = N (4.62)
Tento pristup ovsem vede opét k Laxovu-Wendroffovu schématu. Uvazujme toto schéma a apli-
kujme jej na po castech konstantni data, kterda jsou vidét na obrazku 4.6 vlevo. Vidime, ze

funkce u™(z,t,) nadhodnocuje velikost proménné na sténeé.

Pokud se takto rekonstruovanad proménnd posune o vzdéalenost aAt a vypocitame prumeérnou
hodnotu ve sledované bunce i, zjistime, Zze hodnota se zvysila, jak je vidét na obrazku 4.6
vpravo. V dalsim ¢asovém kroku bude gradient v burice ¢ — 1 kladny, coz vede naopak k nizsi
prumérné hodnoté. Tyto oscilace pak v Case rostou.

////// n
/ U:\
i—1 >
“a. °
n n
Uin Uitz
Ti—1 Z; Lit1 Tiy2
Ti-1/2 Tit1/2
n+1
»
n+1
Uity \
n+1 n+1
Uit Ul
Tiq z; T Tit2

Ti-1/2 Tit1/2

Obrazek 4.6: Advekce rekonstruovaného profilu pomoci Laxova-Wendroffova schématu
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V mistech, kde je feSeni hladké, chceme volit linearni rekonstrukci. V blizkosti nespojitosti
potfebujeme omezit velikost gradientu, abychom zabranili oscilacim. Metody zalozené na této
myslence se nazyvaji limiterova schémata.

Abychom mohli kvantifikovat miru oscilace v feseni, zavddime tzv. totalni variaci [27]

TV (u) = /_OO v/ (x)|dz. (4.63)

o
Pokud metoda zpusobuje oscilace, ocekdavame v ¢ase narust totalni variace. Prirozeny pozadavek
na metodu je, aby se totalni variace v ¢ase nezvysSovala.

O metodé fekneme, ze ma vlastnost TVD (total variation diminishing), pokud pro libovol-
nou funkci U? hodnoty U™ vypoéitané danou metodou spliiujf

TV (UMY <TV(UD). (4.64)

Zprumérovani hodnot na konci Godunova algoritmu ani vyhodnoceni Riemannovych problému
neovliviiuji velikost totdlni variace [27]. Potfebujeme tedy zajistit, aby samotnd rekonstrukce
proménnych totalni variaci nezvySovala.

4.6.2 Limitérové schéma

Jednim z limitéru, ktery poskytuje metodu druhého radu presnosti pro hladka feseni a stale
zachovava TVD vlastnost, je tzv. minmod limitér [27]

Un —yn no_pn
o" = minmod ( L A =1 ”Zm : > : (4.65)
kde funkce minmod pro dva argumenty je definovana jako
a pro la] > |b| Aab >0
minmod(a,b) = ¢ b pro |b| < |a|] Aab >0 (4.66)

0 proab<0.

Minmod limitér srovnava dva gradienty a voli mensi z nich. Pokud gradienty maji odlisna
znaménka, pak hodnota U musi byt lokdlnim extrémem a v takovém ptipadé je volena nulova
hodnota a schéma se v tu chvili chova jako metoda prvniho tfadu. Na obrazku 4.7 je znazornéno
srovnani chovani limitéru a Laxova-Wendroffova (LW) schématu v blizkosti nespojitosti.

LW
- minmod
i—1 sz“
\\\ n
o i+2
n —
i1
Ti1 T Tit1 Lit2
Ti-1/2 Tiy1/2

Obrazek 4.7: Rekonstrukce po ¢astech linedrni funkei pomoci minmod limitéru
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4.7 Numerické metody casové integrace

V tvodu kapitoly jsme dospéli k semidiskrétnimu tvaru metody koneénych objemu (4.8).
Oznacme cleny na pravé strané jako residuum Res(W)

aw
= Res(W). (4.67)

Snazime se dosdhnout stacionarniho feseni, pro které plati

dw
— =0 4.68
o (4.68)

Z této rovnice je vidét, ze TeSeni nezavisi na chybé metody casové integrace. Metoda vyssiho
radu vsak dospéje do stacionarniho stavu diive, ¢imz se celkova doba vypoctu snizi.

Obecné 1ze m-krokovou explicitni metodu typu Runge-Kutta zapsat ve tvaru [21]

wo = wn,
W(SJrl) = W(O) + CksAtRQS(W(S)), s = 07 17 ey — 17 (469>
Wt = wm,

Typickym piikladem je metoda kiikrokova, pro kterou jsou koeficienty oy = %, o) = % aqy = 1.

Tato metoda je lindrné stabilni pro CFL = 2 a v ¢ase dosahuje druhého fadu presnosti [21].

4.7.1 Dvoukrokova TVD Runge-Kutta metoda

Z hlediska vypocetni naroc¢nosti je vyhodnéjsi dvoukrokovad metoda typu Runge-Kutta, ktera
je rovnéz druhého fadu presnosti. Kromé usetieni jednoho vypoctu residua v kazdé iteraci, ma
tato metoda navic TVD vlastnost [11]. Hodnota parametru CFL je limitovana C'LF,,., = 1.

W2 — W 4 AtRes(W™) (4.70)
1
Wwntl = 5 (W™ + W2 4 AtRes(W™H/2)] (4.71)

4.7.2 Metoda Runge-Kutta 4. radu presnosti

K systému Eulerovych rovnic je navic pfipojena obycejna diferencidlni rovnice pro ztratovy
soucinitel K, jejiz feseni je provedeno pomoci Runge-Kuttovy metody ctvrtého radu [25]

At
Kn+1 = K™ + F(kl —+ 2/£2 -+ 2k3 + k4)’ kde

kl = f(tna Kn)7
At At
At At
k3 = f(tn + 77Kn + k??)?

ky = f(t" + At, K" + k3At).
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Numericka reseni v aplikacich

V predchozich kapitolach byly ukdzany postupy, jakymi je radialni kompresor modelovan, a
metody, pomoci kterych je mozné analyzu proudéni ziskat. V této kapitole jsou prezentovana
numericka feseni vybranych tloh. Na zékladnich tlohach je ovérena funkénost fesice. Je prove-
deno porovnani kvality numerickych metod s rekontrukcemi prvniho a druhého radu s pouzitim
numerickych toki HLL a HLLC. V dalsi ¢asti je predstavena geometrie radidlntho kompresoru
a zpusob jeji rekonstrukce. Numerické Teseni ziskané jednorozmérnym modelem proudéni s
uvazovanim vlivu ztrat je komparovano s modelem se zanedbanim ztrat a s trojrozmérnou

parametri kompresoru za pouziti ruznych pristupu a srovnani jejich vypocetni narocnosti.

5.1 Konvergentné-divergentni tryska

Jako zékladni valida¢ni iloha byla zvolena geometrie konvergentné-divergentni trysky, kterd je
na obrazku 5.1, pfi ruznych rezimech proudéni.

, Geometrie trysky
T T T

08
06

otrec 2
04— \—/— =

02— —

R [m]
o
I
1

02 -

06— -

08 -

Obréazek 5.1: Geometrie konvergentné-divergentni trysky

Distribuce pruto¢né plochy je prevzatd z [29] a je ddna vztahem

(5.1)

Alr) = 1,75 —0,75cos (7(0,22 — 1)) proz <5
11,25 —0,25cos (7?(0, 2x — 1)) pro x > 5.

47



Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

Pro vSechny rezimy proudéni je nastavena stejna vstupni okrajova podminka. Zaddvané veli¢iny
jsou celkovy tlak p; ;v a celkova teplota T} 1n

Pt IN = 6894, 76 P(I, (52)
Tin = 398,15 K. (5.3)

Jako vystupni okrajova podminka je zaddvan staticky tlak ps oyr prostfednictvim A-nésobku
vstupniho celkového tlaku

ps,our = kour ptn- (5.4)
Vypocitané vysledky jsou porovndvany s numerickymi vysledky publikovanymi v [29] a [38].

5.1.1 Supersonicky rezim

V pripadé supersonického rezimu proudéni se v divergentni casti trysky objevuje kolma razova
vlna. Koeficient vystupni okrajové podminky byl nastaven na hodnotu

kour = 0, 75. (5.5)

Na obrazku 5.2 jsou porovnavané metody ruznych radu presnosti na stejné vypocetni siti. Je z
néj videt, ze metoda vyssiho fadu zachycuje nespojitost lépe nez metoda fadu prvniho.

Tryska: Staticky tlak Tryska: Machovo ¢islo
oo F T 7 T 7 T T :
Vypocet: HLL 1. ad, 100 bunck
Vypocet: HLL 2. 4d, 100 bunek
-o--- Resent z literatury 16

6000 -

5000 -

Machovo cislo Ma [1]

3000 -

o

Vypocet: HLL 1. fad, 100 bunék
Vypocet: HLL 2. ad, 100 bunék
---o--- Reseni z literatury

2000 -

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Z [m) Z [m]

Obréazek 5.2: Prubéh statického tlaku a Machova ¢isla pri supersonickém proudéni s kolmou
razovou vlnou v divergentni ¢asti trysky

5.1.2 Subsonicky rezim

Druhy vypocet probéhl pro subsonicky rezim proudéni, kdy byl koeficient vystupni okrajové
podminky nastaven na hodnotu

kour = 0,89. (5.6)
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Vysledky simulace jsou zobrazeny na obrazku 5.3. I v tomto ptipadé byly srovnany numerické
toky HLL za pouziti rekonstrukce prvniho a druhého fadu. Z vysledku je patrné, ze metoda
prvniho faddu nedosahuje dostatecné prenosti ani pii ¢tyfnasobném zjemnéni vypocetni sité.

Tryska: Staticky tlak Tryska: Machovo ¢islo
T 7 T T

T T

Vypotet: HLL 1. rad, 100 bunck
Vypocet: HLL 1. fad, 400 bunék
Vypocet: HLL 2. fad, 100 bunék 08

6500 N ---0--- ReSent z literatury Ll

6000 -

04f .
5000 [~ —
03f g
Vpocet: HLL 1. tad, 100 bunek
—— Vypoget: HLL 1. Fad, 400 bunék
4500 1 Vypotet: HLL 2. fad, 100 bunck
02 ---0--- Reseni z literatury H
. I I . . . . . I I
o 2 4 6 8 10 ) 2 4 6 8 10
Z [m] Z [m]

Obrazek 5.3: Prubéh statického tlaku a Machova ¢isla pri subsonickém proudéni

5.2 Kanal se zménou sméru

Druhou tlohou je kanal se zménou sméru proudéni. Plocha priutocného kandlu A je konstantni
az do mista, kde je smér proudu vzduchu otocen do sméru osy R, jak je vidét na obrazku 5.4.

%10
26F T T T T T T T 1
T T
ol 7
008 ) Kontura | —22f 4
£ f |
<
N
007 4 ERRds 1
et .|
141 1
0.06 s
12 . . , . . . . . . , |
— 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
005 1 S [m)
~
T T T T T T T T
0.04 8 a0l 1
60 1
0.03 ] < ,
— Uhel o
T 40f 1
B
002 g 201 ]
. . ! . . . \ .
-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 or I ]

L L L L L L L L L
Z [w] 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

S [m]

Obrazek 5.4: Geometrie kandlu se zménou sméru
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V této tloze doslo ke zméné vstupni okrajové podminky tak, aby lépe odpovidala zndmym
parametrum v problematice turbostroji. Misto celkového tlaku p; ;n je zaddvan hmotnostni
tok na vstupu 7y, rn. Celkova teplota T} n se zachovala. Hodnoty okrajové podminky na vstupu
byly zadany nasledovné:
m“N = 0, 5]{39 . S_l,
T, ;v = 298,15 K,

oy = 0°, (5.7)
Bin= 0°.
Okrajova podminka na vystupu zustala nezménénd. Koeficient byl nastaven na hodnotu
kour = 1,8. (5.8)

Na obrazku 5.5 jsou znazornény vysledky numerické simulace v porovnani s analytickym fesenim.
To lze ziskat pomoci dynamickych funkci popsanych v kapitole 1.3.2. Diky zndmému pribéhu
prutoéné plochy a kritickému prufezu je mozné stanovit prubéh Machova ¢éisla z rovnice (1.34).
Z dynamickych funkei pak lze stanovit prubéhy termodynamickych veli¢in podél kanélu.

Numericka tfeseni jsou provedena na stejné vypocetni siti. Vysledky jsou vypocitany pomoci
numerického toku HLL s rekonstrukcemi prvniho a druhého fadu a schématu HLLC s rekon-
strukei druhého tadu. Z vysledku je vidét, ze oproti schématu HLL schéma HLLC lépe odpovida
analytickému feSeni.

Kanal se zménou sméru: Hustota Kandl se zménou sméru: Machovo ¢islo
T T T T T

T T T T T T T T T T T T T T

21 Vypocet: HLL 1. fad, 100 bunék T
Vypocet: HLL 2. ¥4d, 100 bunék
| |[——Vypocet: HLLC 2. fad, 100 bunék |
| s 1eh Fadand 0.7 |
1es T Analytické feseni ad i

0.65 [

06 [~

1

o

o o
o a
— T

o
IS
[

Hustota p [kg-m™*
Machovo islo Ma [1]

o
o
T

04

0.35 -

03k Vipocet: HLL 1. fad, 100 bunék |
[ Vipocet: HLL 2. Fd, 100 bunék
Vipocet: HLLC 2. Fad, 100 bunek
18 7 - - - - Analytické Fesenf

0.25 - A

I L I I L L L I I I L L 1 I I I ! I
0 0.01 002 003 004 005 006 007 0.08 0.09 0.1 0 0.01 002 003 004 005 006 007 0.08 0.09 0.1
7 [m] 7 [m]

Obrazek 5.5: Prubéh hustoty a Machova ¢isla pii proudéni kanalem se zménou sméru

Na zakladé vysledku, které byly prezentovany v této a predchozi uloze, byla pro dalsi vypocty
zvolena rekonstrukce metodou druhého fadu presnosti a pro casovou diskretizaci dvoukrokova
TVD Runge-Kuttova metoda. Fyzikalni tok byl aproximovan numerickym tokem HLLC.
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5.3 Kompresor Eckardt typ O

V oteviené literatufe lze najit nékolik publikovanych geometrii kompresort, nékteré dokonce
véetné experimentu. Tyto vyzkumy v dnesni dobé poskytuji podklady pro validaci a odladéni
CFD fesicu, diky kterym je mozné inzenyrsky proces zrychlit a zefektivnit. Nejvétsi podil ztrat
je generovan pii proudéni obéznym kolem, ¢emuz odpovida i rozsah experimentalnich dat, ktera
jsou dostupna predevsim pro konfigurace obézné kolo s bezlopatkovym difuzorem.

Jako testovaci ptiklad byl zvolen jeden z kompresoru, se kterym pracoval autor Eckardt v sedm-
desatych letech, konkrétné typ O. Celé soustroji se sklada ze vstupni soustavy, obézného kola
a bezlopatkového difuzoru. Obézné kolo ma dvacet hlavnich lopatek s radidlnim zakoncenim,
mezilopatky zadné. Geometrie prutocného kanalu a stfedni cary lopatek je popsdna pomoci
kuzelosecek [37]. Distribuce tloustky vSak explicitné uvedend neni, takze byl zvolen linedrn{
pribéh tloustky od paty ke Spicce lopatky. Na zakladé konstrukénich piirucek z té doby byla
zvolena tloustka na paté t;, = 2,5mm a na §picce t; = 1,25mm. Pro stfednici je potom
tloustka lopatek ¢t = 1,875 mm. Skica a vizualizace obézného kola je vidét na obrazku 5.6.
Puvodni kolo bylo vyrobené z hlinikové slitiny, takze je limitovano nizkymi ota¢kami, které ¢ini
n = 14000 RPM. Bezlopatkovy difuzor byl navrzen tak, ze prutoéna plocha je konstantni az
do poloméru R3 = 400 mm [7].

Experimentélni data jsou pak publikovana v [7], [8], [37]. Béhem méfeni je uvedend teplota
v mistnosti T; = 298, 15 K a standartni atmosfericky tlak p, = 101325 Pa. V navrhovém bodé
¢inil hmotnostni tok . = 5,31 kg-s~!. Pro tento rezim byly experimentalné stanoveny vykonové
parametry. Stlaceni kompresoru dosahlo hodnoty 7= = 2,094 a tacinnost n = 0, 888.
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Obrazek 5.6: Vizualizace obézného kola kompresoru
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

5.3.1 Geometrie

V této praci jsou krivky definujici tvar kandlu uvazovany jako Beziérovy kiivky. V pripadé
statickych soucasti kompresoru jsou pro popis pouzity usecky. Pro popis prutocného kanalu
rotoru bylo hledani nejvhodnéjsich poloh fidicich bodu realizovano prostrednictvim genetického
algoritmu popsaného v [14], [20]. Kritérium pro cenovou funkei bylo definovano jako minimum
sumy Fukleidovskych norem mezi jednotlivymi body.
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Obrazek 5.7: Nahrada geometrie rotoru pomoci kubik

Jak je vidét na obrazku 5.7, optimalni Beziérovy krivky pro popis prutocného kanalu dostatecné
neodpovidaji puvodni geometrii. V zdjmu zachovani jednoduchosti geometrického modelu, ve
smyslu zachovani fadu Beziérovy kiivky, byly zavedeny korekce.

Zpusob vyhodnocovani chyby je vidét na obrazku 5.8. Absolutni chyba Err,ps je stanovena
rozdilem hodnot sobé si odpovidajicich bodu. Tato chyba je aproximovana polynomialni funkci
Approzx, jejiz Tad se zvysuje, dokud neni splnéna podminka na velikost relativni chyby

Erraps — Approx

Errrer = I < 0,0025. (5.9)
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Obrazek 5.8: Vyhodnoceni chyby pro soutadnici R horni vodici kiivky
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

Vysledna geometrie je pak tvorena Beziérovou kubikou, na kterou se superponuje korekce
ziskana aproximovanou polynomidlni funkci. Porovnani kvality nahrady s korekcemi a bez ko-
rekei je vidét na obrazku 5.9. S ohledem na podminku (5.9) je tato kvalita dostatecnd.

T T T
- -~ - Puavodni tvar
200

Néhrada Beziérovou kiivkou bez korekce
Néhrada Beziérovou kiivkou s korekef

L L L L L
0 0.1 02 03 04

05
t[1]

L
0.6

L
0.8

L
0.9

T T
----- Puavodni tvar

Nahrada Beziérovou kiivkou bez korekce
Nahrada Beziérovou kiivkou s korekei

. . . . .
-20 0 20 40 60
7 [mm)

L L
140 160

Obrazek 5.9: Ndhrada geometrie rotoru pomoci Beziérovych kubik s korekcemi

Vizualizace rekonstrukce geometrie fesené ulohy pro trojrozmérny piipad je vidét na obrazku
5.10. Na obrazku 5.11 je zndzornén meridionalni fez pro jednorozmérnou ulohu s naznacenou
vypocetni siti. Pro obé statické ¢dsti kompresoru je zvoleno 10 % bunék z celkové velikosti sité.

Obrazek 5.10: Geometrie pro 3D tlohu
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Obrazek 5.11: Geometrie pro 1D tlohu




Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

5.3.2 Okrajové podminky

Dostupné publikace bohuzel nenabizi naméfenou hodnotu statického tlaku na vystupu ps ovr.

jovou podminku. Ma-li byt zachovana rovnice kontinuity, pak je hmotnostni tok v celé oblasti
konstantni, takze je mozné 1lohu simulovat s pouzitim nasledujicich okrajovych podminek:

PtIN =
Tt,IN =
arN =

Bin =

myour =

101325 Pa,
298, 15 K,
0°,

0 (5.10)

5,31kg-st.

7 této simulace pak byla odectena hodnota statického tlaku na vystupu, ktera byla néasledné
pouzita pro jednorozmérny vypocet. Ziskana hodnota vystupnho statického tlaku je

ps,our = 183500 Pa. (5.11)

5.3.3 Vliv velikosti sité na kvalitu vysledku

Na tesené geometrii byl vysSetfovan vliv velikosti sité na kvalitu vysledku. Jako pozorovany
parametr byl zvolen celkovy tlak na vystupu ps;. Vypocet byl proveden na péti sitich, od poctu
bunék Ny = 800 s koeficientem zhrubnuti sité kg = 0, 5.

Nz’—i—l = l{igNi, pro 1= 0, ]., 2, 3,4 (512)
Vysledky sitové studie jsou zobrazeny na obrazku 5.12, odkud je vidét, ze velikost sité N3 = 100
bunék se stale nachazi v asymptotické ¢asti konvergencéniho spektra. Na zakladeé této studie byla
tato velikost sité zvolena jako dostatecna.
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Obrazek 5.12: Vliv velikosti sité na kvalitu vysledku
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

5.3.4 Navrhovy bod kompresoru

V této césti jsou prezentovany vysledky ruznych druht simulaci ndvrhového rezimu vybraného
kompresoru. Vysledky jednorozmérné tlohy jsou porovnany s feSenim trojrozmérné simulace,
ktera byla provedena v komercnim tesici ANSYS CFX. Data ze 3D simulace byla ziskana jako
prumeér vazeny pres hmotnostni tok.

Vypocetni sit pro trojrozmérnou simulaci ¢itéd 1416 420 bunék, pro 1D vypocet 100. Pro jedno-
rozmérny vypocet byla pouzita rekonstrukce druhého faddu s minmod limitérem. Casové diskre-
tizace probéhla pomoci dvoukrokové TVD Runge-Kutta metody. Fyzikalni tok byl aproximovan
schématem HLLC. Stabilitni podminka byla nastavena na hodnotu CFL = 0,5. Ptridruzena
obycejna diferencidlni rovnice pro ztratovy soucinitel K byla feSena metodou Runge-Kutta
¢tvrtého tadu. Relaxacni koeficient v rovnici byl nastaven na hodnotu ¢ = 0,001. Vsechny
simulace byly nastaveny se stejnymi okrajovymi podminkami, které jsou vidét v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Okrajové podminky pro navrhovy bod

Okrajova podminka H Velic¢ina ‘ Jednotka Hodnota
e IN kg-s7! 5,31
, Ti 1N K 298,15
Vstupni
aIN ° 0
Bin ° 0
Vystupni Ds,0UT Pa 183 500

Na obrazku 5.13 je vidét prubéh hustoty p v zavislosti na normalizované kiivocaré souradnici
S. V okoli pfechodu mezi obéznym kolem a difuzorem, tzn. v misté S = 2, se vyskytuje
nefyzikalni oscilace, kterda muze byt zpusobena ndhlou zménou velikosti bunék v rotoru a ve
statoru. Jednorozmérny vypocet s uvazovanim vlivu ztrat i bez ztrat trendové odpovida prubéhu
hustoty ziskaného z trojrozmérné simulace.

I I T T

——1D
——— 1D bez ztrat,

Hustota p [kg-m™

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.13: Prubéh hustoty pii proudéni kompresorem
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

Na obrazku 5.14 je zobrazen prubéh slozky rychlosti ve sméru R. Na vstupu proudu do rotoru,
tj. S = 1, neni dostateéné zachycen zdkmit v prubéhu slozky rychlosti. Naopak na vystupu z
rotoru dochézi podle 3D simulace k mirnému poklesu slozky rychlosti, s ¢imz si jednorozmeérny
algoritmus poradil dobte. V piipadé uvazovani vlivu ztrat byl do jisté miry spravné zachycen i
opétovny narust rychlosti. Hodnoté slozky rychlosti na vystupu z kompresoru (S = 3) ziskand
3D simulaci lépe odpovida algoritmus se ztratami.

140 = T T T =

——1D
120 |- |— 1D bez ztrat

100 (—

Rychlost ¢, [m-s71]

Obrézek 5.14: Prubeh slozky rychlosti ve sméru R

Prubéh rychlosti ve sméru ¢ je vidét na obrazku 5.15. Rozdily ve vysledcich jednorozmérnych
algoritmu jsou zanedbatelné. Trendy prubéhu dobte odpovidaji trojrozmérné simulaci.
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Obrazek 5.15: Prubéh slozky rychlosti ve sméru ¢
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

Na obrazku 5.16 je vykreslen prubéh rychlosti ve sméry osy Z. Rychlost na vstupu do kompre-
soru je l1épe simulovana algoritmem se ztratami. Pti vstupu proudu do obézného kola se objevuje
nefyzikalni zakmit, nicméné vzrustajici a nasledné klesajici tendence velikosti slozky rychlosti
jsou dobfe zachyceny obéma jednorozmérnymi simulacemi. V difuzoru 1D algoritmy vykazuji
jistou chybovost, kterd je vsak zpusobena metodou implementace zmény sméru proudéni, kdy
probiha prepocet vektoru rychlosti pomoci vektoru te¢ného ke stiednici, viz kapitola 3.3.2.

100 (—

40 —

Rychlost ¢, [m-s71]
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I | | | 1 | |
o 0.5 1 15 2 25 3

Obrézek 5.16: Prubeh slozky rychlosti ve sméru Z

Prubéh Machova ¢isla je vidét na obrazku 5.17. Prudky narust na vstupu do obézného kola je
zpusoben nepfesnostmi v rychlostech a termodynamickych velicinach. Na vystupu z obézného
kola, kde je maximum, zustava podle jednorozmérnych simulaci Machovo cislo stale subsonické.
Trend prubéhu ziskaného pomoci 3D simulace je kopirovan vysledky jednorozmérnych simulaci.
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Obrazek 5.17: Prubéh Machova ¢isla pfi proudéni kompresorem
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

Na obrazku 5.18 je zobrazen prubéh statického tlaku. Na prvni pohled trendy obou prubéhu
ziskanych 1D ptistupy dobie odpovidaji datum z trojrozmérné simulace. Pfipomenme obrazek
2.3, ktery zobrazuje teoretické prubéhy parametru proudu. Je z néj vidét, ze ve vstupni soustaveée
kompresoru se zachovava pouze celkova teplota a hodnoty vsech ostatnich parametru by mély
klesat. To se vSak v piipadé jednorozmeérné simulace bez uvazovani vlivu ztrat nedéje. V pripadée
zahrnuti vlivu ztrat dochazi k mirnému poklesu statického tlaku ve vstupni soustave, coz je v
souladu s digramem 2.3 a tento ptistup tak lépe odpovida realité.

—1D 1=
1.8~ |——1D bez ztrat ".»'1‘4'4/. 7

Staticky tlak p, [Pal

08 = L L 1 1 | | | =

Obrazek 5.18: Prubéh statického tlaku pii proudéni kompresorem

Trendy prubéhu statické teploty ziskanych 1D algoritmy jsou v porovnani s 3D simulaci za-
chyceny spravné. Teplota je s hustotou a tlakem svazana stavovou rovnici, je tak funkci podilu
tlaku a hustoty. Rozdily v prubézich statického tlaku se stiraji, jak je vidét na obrazku 5.19.
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Obrazek 5.19: Prubéh statické teploty pti proudéni kompresorem
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Kapitola 5. Numericka reseni v aplikacich

Prubéhy celkové teploty ziskané z 1D simulaci se témér nelisi a svymi trendy odpovidaji datum
ze 3D simulace. Vysledky jsou v souladu s ocekavanym prubéhem z diagramu 2.3. Hodnota
celkové teploty na vystupu z kompresoru je trochu nizsi oproti trojrozmérné simulaci, jak je
vidét na obrazku 5.20.
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Obrazek 5.20: Prubéh celkové teploty pii proudéni kompresorem

Na obrazku 5.21 je vidét prubeéh celkového tlaku v kompresoru. V ¢asti rotoru trendy ziskanych
prubéhu odpovidaji dobie. Na rozdil od prubéhu celkové teploty se v obrazku 5.21 ve sta-
tickych castech kompresoru v piipadé jednorozmérného modelu se zanedbanim vlivu ztrat ob-
jevuji narusty celkového tlaku, coz zcela neodpovida fyzikalnim predstavam. Tento ptistup tak
nereflektuje skutec¢nost.

22~ [—1D e n
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Obrazek 5.21: Prubéh celkového tlaku pii proudéni kompresorem
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5.3.5 Shrnuti dosazenych vysledka

Pribéhy jednotlivych velic¢in, které byly popsany, poskytuji informace o jevech, které se uvnitt
stroje déji. V inzenyrské praxi je potieba kvantifikovat vysledky piimocareji. K tomu nam slouzi
vykonové parametry jako jsou stlaceni 7 a uc¢innost 7.

Ackoliv byly rozdily ve vysledcich ziskanych jednorozmérnymi simulacemi malé, ve vykonovych
parametrech, kterych by kompresor dosahl pii uvazovani nebo zanedbani vlivu ztrat, uz je
rozdil zna¢ény. Hodnoty stlaceni a tc¢innosti jsou vypocitany dle vztahu (2.6) a (2.7). Shrnuti
je zaneseno do nasledujici tabulky 5.2.

Tabulka 5.2: Srovnani dosazenych vykonovych parametru ruznymi metodami

Metoda H Stlaceni m Utinnost n
Experiment [7] 2,094 88,8
3D 2,119 89,65
1D 2,05 87,8
(1D bez ztrét) 2,35 1,06

Trojzormérny vypocet vykazuje nejmensi odchylku od experimentdlnich dat. To muze byt
zpusobeno nepiesnou volbou distribuce tloustky. V dobovych fotografiich jsou navic vidét i
pomérné velké radiusy pii paté lopatky, které nejsou postihnuty v modelu pro 3D simulaci.
Jednorozmeérné pristupy radiusy postihnout neumi. Z tabulky je vidét, ze 1D piistup se za-
nedbanim vlivu ztrat poskytuje naprosto nevérohodné hodnoty vykonovych parametru.

Chyba v dosazenych vykonovych parametrech pii simulaci jednorozmérnym modelem proudéni
radidlnim kompresorem s uvazovanim vlivu ztrat je vyssi nez u trojrozmérného vypoctu, coz
muze byt ovlivnéno mnoha faktory. Prvnim je zpusob zjednoduseni, kdy je trojrozmérny vazky
vypocet s 1410329 bunkami nahrazen jednorozmérnou nevazkou simulaci s poé¢tem bunék 100.
V jednorozmérné simulaci neni modelovana radidlni vule a nejsou zahrnuty vnéjsi ztraty v
kompresoru. Ztratovy model slozeny z empirickych korelaci mize sam o sobé davat neptesnou
predstavu o velikosti ztrat a jejich rozlozeni nemusi presné odpovidat skutec¢nosti.

Porovnéni trojrozmérné simulace s jednorozmérnym vypoctem z hlediska vypocetni narocnosti
je vidét v tabulce 5.3. Hodnota strojového casu pro 3D simulaci vychézi z predpokladu, ze pocet
vypocetnich jader ovliviiuje vypocetni ¢as primou imérou. Hodnoty jsou uvedené pro vypocty
na jednom vypocetnim jadru.

Tabulka 5.3: Porovnani vypocetni naro¢nosti

Metoda H Pocet bunék Ng Vypocetni cas t.
3D 1416 420 59 h
1D 100 4,5s

Z porovnani Casové narocnosti vypoctu je vidét hlavni vyhoda 1D pristupu. Ukazuje se, ze
zjednoduseny model proudéni muze poskytnout velmi rychlou a relativné presnou analyzu.
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Zaver

Byl vyvinut jednorozmérny model proudéni radialnim kompresorem s uvazovanim vlivu ztrat,
ktery se sklada ze zakladnich zakonu zachovani popsanych v kapitole 1.1. V obecnych zakonech
zachovani byly zanedbany vazké efekty a clen popisujici prestup tepla. Byl tak ziskédn systém
Eulerovych rovnic pro stlacitelné proudéni. Jako proudici médium byl zvolen model idealniho
plynu.

Princip fungovani radialntho kompresoru byl popsan v kapitole 2.1. Vzhledem k povaze tlohy
bylo nutné tyto zakony zachovéani transformovat nejdrive do relativniho systému soutradnic ve
formulaci s absolutnimi rychlostmi, coz bylo ukazano v kapitole 3.2.2, a pak do kfivocarého
soufadnicového systému. Tato transformace byla provedena s vyuzitim cylindrického systému
soutradnic, jak bylo vidét v kapitole 3.2.3.

Prostiednictvim empirickych korelaci byly zahrnuty ztratové mechanismy, které se pii proudéni
radidlnim kompresorem objevuji. Z vnitinich ztrat byly zahrnuty ztraty incidenci, namahanim
lopatky, miSenim, tfenim a ztrata v bezlopatkovém difuzoru, jejichz popis je uveden v kapitole
3.4.1. Ztrata zpusobend radialni vuli zahrnuta nebyla, protoze nebyla modelovana ani samotna
vile. Vngjsi ztraty jako je recirkulace nebo tieni disku zahrnuty nebyly pro jejich povahu ¢lenu
prestupu tepla, ktery modelovan nebyl. Samotné zahrnuti ztrat do systému fesenych rovnic
bylo provedeno pomoci pridruzené obycejné diferencialni rovnice pro ztratovy koeficient K.

Vychozi systém rovnic predstavuje soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic. K jejich reseni
byla zvolena metoda konec¢nych objemu popsana v kapitole 4. Byly predstaveny aproximativni
Riemannovy tesice HLL a HLLC. Déle byl ukazan postup jak docilit metody vyssiho radu
plesnosti v prostoru i v ¢ase. Resenf rovnice pro souéinitel K bylo provedeno pomoci metody
typu Runge-Kutta, kterd je ¢tvrtého faddu presnosti.

Vyvinuty fesi¢ napsany v jazyce C++ byl nejprve testovan na zakladnich piipadech. Prvnim z
nich bylo proudéni v konvergentné-divergentni trysce pri ruznych rezimech proudéni, kde byl po-
rovnavan fad metody. Vysledky prezentovaného fesice byly porovnany s numerickymi vysledky,
které uvadi autofi v [29], [38]. Jako druhd testovaci tloha bylo zvoleno proudéni v kandle se
zménou sméru proudéni. Toto feSeni bylo porovnavano s analytickym feSenim ziskanym pomoci
funkei dynamiky plynt. Na zakladé ziskanych vysledku lze tvrdit, ze fesi¢ funguje spravneé.

Srovnanim metod ruznych tadua presnosti a ruznych numerickych toku se ukazalo, ze z pre-
zentovanych metod je pro dalsi vypocty nejvhodnéjsi volbou pouziti metody druhého radu
presnosti s uzitim minmod limitéru a dvoukrokové metody typu Runge-Kutta, ktera je také
druhého Fadu a ma vlastnost TVD. Jako Riemannuv fesi¢ byl pouzit numericky tok HLLC.
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Zaveér

Jako testovaci tloha kompresoru byl zvolen Eckardtuv kompresor typ O [7], jehoz geomet-
rie definovana kuzeloseckami byla prevedena do popisu prostiednictvim Beziérovych kiivek.
Optimélni polohy Fidicich bodu byly nalezeny pomoci genetického algoritmu popsaného v [14],
ktery byl implementovan do prostiedi MATLAB a otestovan v [20]. Pro dosazeni vétsi shody s
originalni geometrii byly zavedeny korekce, které byly superponovany na Beziérovu kiivku.

Byla provedena sifova studie 5.3.3, ze které je vidét, Ze sit o velikosti sto bunék je dostatecna.
Z celkového poctu bunck je 10 % prirazeno vstupni soustave a dalsich 10 % nélez bezlopat-
kovému difuzoru, ktery nasleduje za rotorem.

Prubéhy rychlostnich, teplotnich a tlakovych poli ziskané prezentovanym vypocetnim nastrojem
s uvazovanim ztrat i s jejich zanedbanim byly komparovany s vysledky z trojrozmérné simu-
lace, které byly zprumérovany ptes hmotnostni tok. V datech z 1D algrotimu se v nékterych
pripadech objevuji nefyzikalni zakmity na prechodu mezi rotujici a statickou ¢asti kompresoru.
To muze byt zpusobeno nahlou zménou velikosti bunék, ale i samotnym 1D pristupem.

Vysledky ziskané jednorozmérnymi piistupy odpovidaji trendum dat ze 3D simulace dobte. V
piipadé prubéhu celkového tlaku se ukéazalo, ze jednorozmérny model bez zahrnuti vlivu ztrat
vykazuje jistou chybovost. Pii proudéni statickymi ¢astmi kompresoru dochéazelo ke zvySovani
hodnoty celkového tlaku, coz neodpovida fyzikalnim predstavam.

Tento chybny narust se projevil zejména pii vyhodnoceni dosazenych vykonovych parametru
kompresoru, které byly porovnavany s experimentdlnimi daty. Nejmensi odchylku od experi-
mentalnich dat vykazuje 3D simulace. Jednorozmérny model s uvazovanim vlivu ztrat se od
experimentalnich dat odchyluje vice, ale stale dobte odpovida realité, jak je vidét v tabulce 5.2.
Z této tabulky rovnéz vyplyva, ze jednorozmérny model se zanedbanim vlivu ztrat poskytuje
naprosto nevérohodné vysledky.

s vyvinutym jednorozmérnym modelem, které je vidét v tabulce 5.3. Jednorozmérny vypocet
je nesrovatelné rychlejsi a poskytuje feseni, které dobte odpovida analyze pomoci 3D simulace.

7 prezentovanych zavéru vyplyva, ze cile prace byly naplnény ve vSech ohledech.

ZlepSeni jednorozmérného modelu je problematikou, kterda ma potencial a ma tedy smysl se
ji dale zabyvat. V dalsi praci by méla byt modelovana radialni vile a ztratovy mechanismus,
ktery tak bude nutné vzit v tvahu. Aby se dosahlo lepsi shody se skutecnym proudénim v
radidlnim kompresoru, mély by se modelovat ztraty zpusobené vnéjsimi ztratovymi mecha-
nismy. Dalsi zlepseni by mélo byt vénovano vypocetni siti, aby nedochézelo ke skokové zméné
velikosti bunék, ale k pozvolnému zvétsovani velikosti bunék smérem od rotoru. Takto vylepSeny
model by mohl byt pouzit pro optimalizaci navrhu, ktery by se podrobil vicerozmérné analyze.
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