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Abstrakt

Cilem préace je shrnout historii a aplikace vypoc¢tu vlastnich ¢isel. Prace ana-
lyzuje nékteré algoritmy pouzivané pro vypocet vlastnich ¢isel. V praktické
¢asti prace je implementovan QR algoritmus s Givensovymi rotacemi v jazyce
Julia a tato implementace je porovnana s jiz dostupnymi implementacemi
tohoto algoritmu v prostredi Mathematica a knihovné LAPACK. Implemen-
tace dosahuje horsich ¢asu i presnosti nez srovnavané alternativy, na rozdil od
nich vsak poskytuje moznost ovliviiovat presnost vysledku a poskytuje vypis
algoritmu.

Klicova slova vlastni ¢isla, vlastni vektory, problém vlastnich ¢isel, QR
algoritmus, Givensovy rotace, programovaci jazyk Julia
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Abstract

This thesis aims to summarize the history and applications of eigenvalue com-
putation. The work analyzes some eigenvalue algorithms. In the practical
part of the thesis, a QR algorithm with Givens rotations is implemented in
the Julia language and compared with the already available implementations
of this algorithm in the Mathematica environment and the LAPACK library.
The implementation is slower and less precise than already developed imple-
mentations, it does however provides possibility of logging the run of algorithm
and possibility of setting precision.

Keywords eigenvalues, eigenvectors, QR algorithm, Julia language, eigen-
value problem, Givens Rotation
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Uvod

Vlastni ¢isla, vektory a jejich vypocet jsou jednim ze zakladnich problému
linedrni algebry, kterému se zadny student této oblasti matematiky nevyhne.
Linedrni algebra ma své koreny jiz ve starovéku, kdy se resily linedrni rovnice
tykajici se napriklad vysadby plodin. Samotna oblast vlastnich ¢isel, vektoru
a jejich vypoctu doznala vétsiho rozmachu az v obdobi novovéku zejména pak
v devatenactém stoleti. Algoritmy na vypocet vlastnich ¢isel se pak nejvice
rozvinuly ve dvacatém stoleti a to predevsim diky vyuziti pocitact. Tato pro-
blematika nachézi Sirokych aplikaci nejenom v matematice, ale i ve fyzice,
v biologii, ve stavebnictvi, v chemii nebo napiiklad v informatice pii imple-
mentaci vyhledavacich softwar.

Toto téma jsem si vybrala, jelikoz pfi vyzkumném projektu, kde jsme se
zabyvali spektralni analyzou Schrédingerova operdtoru na rovinnych oblas-
tech, byl pravé vypocet vlastnich ¢isel na ridkych maticich nejnaroénéjsi casti
vypoctu. Proto jsem se rozhodla v ramci své bakalafské prace prozkoumat
jakym zpusobem se vlastni ¢isla pocitaji, jaké moznosti jejich vypoctu jsou,
jaké algoritmy jsou efektivni pro jaké tridy matic a déle jaké jsou moznosti
zefektivnéni a zrychleni tohoto vypoctu.

V této praci si kladu za cil zmapovat vyvoj vypoctu vlastnich ¢isel v pri-
béhu déjin, aplikace této problematiky a analyzovat bézné pouzivané algoritmy
pro tento vypocet. V praktické ¢asti prace jsem se pak zamértila na implemen-
taci QR algoritmu s Givensovymi rotacemi v jazyce Julia a experimentalni
porovnani vykonnosti této implementace s jiz dostupnymi implementacemi
v prostiedi Mathematica a v knihovné LAPACK.

V prvni kapitole struc¢né shrnuji zakladni pojmy a definice souvisejici s pro-
blematikou vlastnich ¢isel. Analyza této problematiky je obsahem dalsich dvou
kapitol, pricemz v ramci druhé kapitoly se vénuji historii vlastnich ¢isel, vek-
tord a jejich vypoctu pres starovék, stredovék a predevsim pak rozebirdam
vyvoj této problematiky v novovéku a ve dvacatém stoleti. V kapitole treti
pak nasleduje hruba analyza moznych aplikaci problému, pricemz je kladen



Uvob

diiraz na aplikace na poli informatiky a matematiky. Ctvrta kapitola se pak
vénuje analyze vybranych algoritmi pro vypocet vlastnich ¢isel, konkrétné
mocninné metody, Lanczosovy metody a QR algoritmu.

V paté kapitole pak rozebirdm vlastni implementaci QR algoritmu s Gi-
vensovymi rotacemi v jazyce Julia a srovndvam implementaci s jiz dostupnymi
implementacemi v prostfedi Mathematica a v knihovné LAPACK.



KAPITOLA 1

Zakladni pojmy a definice

Aby bylo mozné hovorit o vlastnich ¢islech matic, je potfeba zavést nékolik
zcela zasadnich pojmu. V této kapitole se vychazi z definic ze studijniho textu
pfedmétu Linedrni algebra na FIT CVUT [1]. Tento text lze také vyuzit
k hlubsimu pochopeni zde definovanych pojmu i pro dohledani dukaza tvr-
zeni z této kapitoly.

1.1 Zakladni pojmy

Prvnim z pojmi je vektorovy prostor, jeden ze zakladnich pojmu celé linedrni
algebry.

Definice 1.1.1 (Vektorovy prostor) Af T je libovoiné komutativni téleso,
jeho neutrdlni proky vici operacim scitani resp. ndsobeni se oznaci 0, resp. 1.
Necht je ddle ddana neprdzdnd mnoZina V a dvé zobrazeni @ :V xV —V,®:
T x V — V. Rekneme, e V je vektorovy prostor nad télesem T s vektorovymi
operacemi & a ©, pravé kdyz plati ndsledujici axiomy vektorového prostoru:

1. Ya,beV :a®b=0&a,

2. Va,b,ceV:(a®b)@dc=a® (bDc),

3. Va,BeTNVaeV:a® (foa)=(aB)®a,

4. YaeTVa,beV:a®(adb)=(ada)®(a®b),
5. Va,B €T, VaeV:(a+p)0a=(a®a)®(BOa),
6. VaeV:10a=a,

7.0 eV NaeV:00a=0.



1. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Tato definice umoznuje vystavét celou linearni algebru, operace v tomto
textu vzdy splinuji tyto definice. Typicky se v tomto textu uvazuje téleso
realnych cisel R, pripadné téleso ¢isel komplexnich C, operacemi @ resp. ©®,
je zde mysleno s¢itani, resp. ndsobeni. Vektorovym prostorem pak se typicky
mysli R”, pripadné C", coz je vzdy jasné feceno.

Vektory je dulezité umét porovnavat. K tomuto tcelu se pouzivaji ruzné
normy umoznujici pocitat vzdalenosti vektoru. Norma je funkce ||-|| : R” — R,
ktera splnuje nasledujici podminky:

lz]| =0, z € R",
]| =0, pouze pro x = 0,
e+ yll < llzll + [lyll, z,y € R",
locz]| = fex [l a€R, z € R™.

V tomto textu se pouzivaji dvé vektorové normy, konkrétné

zlly =l + |2| + - + [al,

lzllz = /212 + |eaf2 + - + a2,

|lz|l1 budeme pro jednoduchost oznacovat i jako [|z||. Norma ||z||2 se nazyvé
Euklidovska a je rovna vzdélenosti z od poc¢atku souradnicové soustavy 6.

Aby bylo mozné s vektorovymi prostory pracovat, je dulezité je umét po-
pisovat. Zavede se proto nékolik pojmi, jez to umozni. Prvnim z téchto pojmu
je linedrni (ne)zdvislost souboru resp. mnoziny vektoru. K tomu je tfeba de-
finovat pojem linedrni kombinace vektorti. Souborem pak je myslena konecnd
usporadand ntice vektori.

Definice 1.1.2 Necht V je vektorovy prostor nad T, x € V a (x1,...,Tn)
je soubor vektori z V. Rikdme, Ze vektor x je linedrni kombinaci souboru
(T1,...,2p), prdvé kdyz existuji éisla aq,...,an € T takovd, Ze

n
r = E ;5.
=1

Cisla o;, 1 = 1,...,n, se nazyvaji koeficienty linedrni kombinace. Jestlize Vi =
1,...,n: a; = 0, nazjvd se takovd linedrni kombinace trividlni. V opacném
pripadé jde o linedrni kombinaci netrividlni.

Definice 1.1.3 Necht (x1,...,x,) je soubor vektori z V. Rekneme, Ze sou-
bor (x1,...,xy,) je linedrné nezdvisly (LN) soubor, pravé kdyz pouze trividlni
linedrni kombinace tohoto souboru je rovna nulovému vektoru 6. V opacném
pripadé se soubor nazyvd linedrné zdvisly (LZ).

4



1.1. Zakladni pojmy

Definice 1.1.4 Bud' V vektorovy prostor nad T, O # M C V. Rekneme, Ze M
je linedrné zdvisla (LZ) mnoZina, prdvé kdyz existuji vektory x1,...,x, € M
takové, Ze x; # xj pro i # j, kde i, j =1,...,n, a soubor (z1,...,zy) je LZ.
V opacném pripadé je mnozina M linearné nezdvisla (LN).

V tuto chvili je treba definovat pojem bdze linedrniho prostoru, diky némuz
je mozno vyuzit pomérné malo vektort k popisu celého vektorového prostoru.
K tomu je jesté nutno definovat pojem linearni obal souboru.

Definice 1.1.5 Nechf (z1,...,x,) je soubor vektori z V, pak mnoZina viech
linearnich kombinaci souboru (z1,...,xy) se nazyvd linedrni obal souboru
(X1y...,@p), znaci se (x1,...,Ty).

Bud § # M C V. MnoZina viech linedrnich kombinaci viech soubori
vektori z mnoZiny M se nazve linedrnim obalem mnoziny M a znaci se (M).

Definice 1.1.6 (Baze) Pokud existuje ve vektorovém prostoru V usporddand
mnozina vektoru B takovd, Ze

1. B je linedrné nezdvisld,
2. (B)=1V,
pak se tato usporddand mnozina B nazyvd bdze vektorového prostoru V.

Jelikoz kazdy vektor z V je linedrni kombinaci vektori baze a béze je
linedrné nezavisla mnozina, lze jej proto jednozna¢né popsat pomoci koefici-
entl této kombinace a zavést pojem souradnic.

Definice 1.1.7 Nechf X = (z1,...,x,) je bdze V a vektor z € V,, spliuje

n
Z = E Q5.
1=1

Souradnicemi vektoru z € V v bdzi X se nazve usporddand ntice (sloupcovy
vektor)
aq
(Z)X = S ™!

Qn

Definice 1.1.8 Bud V wvektorovy prostor nad T. ﬁfekneme, Ze dimenze vek-
torového prostoru V' je rovna

e 0, pokud ve V neexistuje LN soubor délky 1, tedy V = {6}.

e n € N pokud ve V' existuje LN soubor délky n, ale kazdy soubor délky
n+ 1 uZ je nutné LZ.



1. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

o 00, pokud ve V existuje LN soubor libovolné délky.

Dimenze vektorového prostoru V' se oznacuje symbolem dim V.

Dalsim neméné dulezitym pojme je pak linearni zobrazeni. Pripomenme si
definici zobrazeni, ktera je zde vystavena na definici kartézského souc¢inu dvou
mnozin.

Definice 1.1.9 (Kartézsky souéin) Kartézskym soucinem mnozin A a B,
ozn. A X B, je mnozina vsech usporddanych dvojic (a, b), kde a € A a b € B.

Definice 1.1.10 (Zobrazeni) Zobrazenim z A do B, f : A — B se rozumi
podmnozina kartézského soucinu f C A x B, kde pro kaZdé a € A existuje
nejvyse jedno b € B, takové, Ze (x,y) € f. Skutecnost (z,y) € f se standardné
zapisuje y = f(x)

V ramci linedrni algebry se pak zkoumaji zobrazeni linearni.

Definice 1.1.11 Budte P a Q dva vektorové prostory nad stejnym télesem
T, necht A : P — Q. Zobrazeni A se nazijvd linedrni, prdvé kdyz soucasné
plati:

1. (aditivita): Vx,y € P: A(z +y) = A(x) + A(y),

2. (homogenita): Voo € T,V € P : A(ax) = aA(x).

MnoZina vsech linedrnich zobrazeni z P do @ se znaci L(P, Q).

Pro linedrni zobrazeni se ¢asto skutecnost (x,y) € f zapisuje jako y = fux.
Spolu s linedrnim zobrazenim 1ze rovnou definovat i pojem linearni operator.

Definice 1.1.12 (Linedrni operator) Linedrni zobrazeni prostoru V do V
se nazyvd linedrni operdtor (transformace) na V.

Posledni definici z oblasti zobrazeni je definice pojmu jadro zobrazeni.

Definice 1.1.13 Necht A € L(P,Q). Jddro zobrazeni A se definuje jako
mnozing

kerA:={z € P| Az =fp}.



1.2. Matice

1.2 Matice

Nasledné je tfeba definovat i pojmy matice, identicka matice a operace s nimi,
jelikoz jsou to v algoritmech popisovanych v tomto textu velice casté pojmy.

Definice 1.2.1 (Matice) Necht m,n € N. Usporddany soubor mn ¢isel za-
psany do tabulky o m rddcich a n sloupcich se nazjvd matice typu m X n.
Matice obvykle znacime takto:

aii, a2 ... Qain

a1 ago e aon
A =

Aml Am2 ... Qmn

kde ai; jsou prvky matice (nékdy se znaci taky jako Aj). Cislu i se Tikd
radkovy a ¢islu j sloupcovy index. MnozZina vsech matic typu m xn (s redlngmi
proky) se znaci R™™. Jako A € R™ se znaci jty sloupec matice A:

A
Podobné A;. € RY" znaci ity rddek matice A:
A, = (ail ap ... am> .
Nyni je mozné oba pojmy spojit a definovat matici zobrazeni.

Definice 1.2.2 Necht A € L(Py,Qn), X = (z1,...,2n) a Y = (y1,---,Yn)
baze Py, respektive Q. Matice XAY € T™™, jez se definuje po sloupcich
predpisem

Viel,...,m: (XAY) = (Azj)y,

g
se nazve matici zobrazeni A v bdzich X,Y (nebo ,z bdze X do bdze Y “).
Matici linedrniho operdtoru X AX zkrdcené znacime X A = X AX

Zjednodusené feceno, A ve svych sloupcich obsahuje souradnice obrazu
Azx; vektort z baze X v bazi Y.
Specialné se pak definuje matice pfechodu.

Definice 1.2.3 Necht X = (z1,...,2,) a Y = (Y1,...,Yn) jsou bdze V.
Matice identického operdtoru E na V,, tj. XEY € T™", se nazjvd matici
prechodu od bdze X k bdzi Y.

Z praktickych divodu se definuje i nékolik specidalnich druht matic.



1. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Definice 1.2.4 (Jednotkova matice) Matice A € R™", ktera md nulové
vSechny prvky, kromé proki a;j, kde i = j, jeZ jsou rovny 1 se nazjvd jednot-
kovd matice nebo identickd matice. Znaci se By, pripadné lze v literature najit
1 oznaceni I,,.

Prikladem jednotkové matice je

E;

I
cocoocowr
cooroOo
cor—~ oo
o~ oo o
— oo oo

Déle je tfeba definovat obecnou diagonalni matici

Definice 1.2.5 (Diagonalni matice) Diagondlni matice je libovolnd
ctvercovd matice D € T™" splnujici

Vi,j=1,...,n: 27&] - dij:O.

Piikladem diagonalni matice z R%® je

1.2 0 0 0 O
0 2 0 0 O
Ds=| 0 0 45 0 0
0 0 0 6 O
0 0 0 0 02

Déle lze definovat tridiagonalni matici.

Definice 1.2.6 (Tridiagonalni matice) Tridiagondlni matice je libovolnd
ctvercovd matice T € T™"™ splniugici

Vi,j=1,....n: |i—j|>1 = t;; =0.

Piikladem tridiagonalni matice z R® je

1.2 2 0 0 O
1 2 89 0 0
Ts=| 0 0 45 5 0
0 0 42 6 7
0 0 0 3 02

Jednd se tedy o matici, kterd je mimo diagonalu a pas ¢isel nad ni a pod
ni nulova.
Dalsim specidlnim druhem je Hessenbergova matice.



1.2. Matice

Definice 1.2.7 (Hessenbergova matice) Hessenbergova matice je libovol-
nd ctvercovd matice H € T™™ splnujici

Vi,j=1,...,n: i+1>j = hz‘jZO.

Znamend to tedy, ze prvky hned pod diagonalou mohou jesté byt nenulové,
prvky, které jsou pod diagondlou a pfimo s ni nesousedi, uz nulové byt musi.
Piikladem Hessenbergovy matice z R% je

1.2 2 6 1 2
1 2 89 4 3
Hs=| 0 0 45 5 5
0 0 42 6 7
0 0 0 3 02

Dle struktury pak 1ze rozliSovat i horni a dolni trojihelnikové matice.

Definice 1.2.8 (Horni trojahelnikovd matice) Horni trojihelnikovd ma-
tice je libovolnd ctvercovd matice U € T™™ splnujici

Vij=1,...,n: i>j = uy =0.

Piikladem horni trojihelnikové matice z R je

1.2 2 6 1 2
0 2 89 4 3
Us=]|0 0 45 5 5
0 0 0 6 7
0 0 0O 0 02

Definice 1.2.9 (Dolni trojihelnikova matice) Dolni trojihelnikovd ma-
tice je libovolnd ctvercovd matice L € T™™ splnujici

Vij=1,...,n: i<j = lj =0.

Piikladem dolni trojihelnikové matice z R je

1.2 0 0 0 0
21 2 0 0 O
Ls=]1 3 45 0 0
9 54 8 6 0
1 2 8 9 02

Velice dtlezitou tifidou matic jsou matice symetrické.

Definice 1.2.10 (Symetricka matice) Symetrickd matice je takovd mati-
ce, pro kterou plati,

Vl,jzl,...,n: Qj5 = Qj -



1. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Pro tuto matici tedy plati AT = A. Piikladem symetrické matice z R>?

je
1.2 7 2 0 1
7 2 0 8 0
Ss=|2 0 45 3 5
0 8 3 6 0
1 0 5 0 02

Posledni specidlni matici, kterd je pouzita v algoritmech v tomto textu je
pak matice ortogonalni, tedy ta, kterd vyndsobena svoji transpozici je rovna
identické matici.

Definice 1.2.11 (Ortogondlni matice) Ortogondlni matice je libovolnd
¢tvercovd matice Q € R™™ spliujici QT - Q = E.

Vyse uvedené typy matic jsou jasné definovany z hlediska tvaru, struk-
tury ¢i vlastnosti. O maticich v informatice se ¢asto hovoii i z hlediska jejich
ulozeni — klasickd hustda matice o rozmérech m x n se uklada jako 2D pole,
ale napriklad, je-li o nékteré matici zndmo, ze je diagondlni, staci ulozit jeji
diagondlu, tedy z O(mn) prostoru v pripadé matice A € R"™" staci O(n).
Podobné lze naklddat i s tridiagondlni matici, kde se ulozi pouze diagonala
a pas kolem ni. V souvislosti s timto se pak ¢asto hovori o fidkych maticich,
jez nemaji presnou definici, respektive maji, ale je jich vicero. Ridkou matici se
rozumi matice, kterda ma vétsinu prvk nulovych. Jak presné je vétsina urcena,
zélezi na implementaci — Fidké matice se daji ukladat jako prvky a jeho indexy,
kdy je toto ulozZeni ale vhodné, je pak vzdy tieba zvazovat.

Zcela zasadni operaci, jiz je nutné definovat, je pak nasobeni matic.

Definice 1.2.12 (Nasobeni matic) Budte m,n,p € N, A € R™" matice
s proky a;; a B € R™P matice s proky b;j. Souc¢inem matic A a B je matice
D € R™P s proky d;;, pro jejiz proky plati

n
dij = > aibk
k=1
znaci se D = AB.

Pro nasobeni matic pak v implementacich lze pouzit nasledujici algoritmus
Naivni implementace pomoci toho defini¢niho vzorecku mé pro husté matice
slozitost n3.

Lze jednoduse vidét, ze algoritmus [1f m4 slozitost O(n?), coz se podafilo
optimalizovat az na O(n?-3728596) [2].

Dalsim pojmem, ktery se pfimo vyuziva k vypoctu vlastnich cisel je pak
pojem determinantu matice.
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1.3. Vlastni ¢isla a jejich vlastnosti

Algoritmus 1: Nasobeni matic
Input: A € R™" B e R™P
Output: C € R"™P

1 for i = 1'm do

2 for j = 1:p do

3 Cli,j] = 0;

4 for k= 1:ndo

5 Cli,j] += A[Lk]B[k,]];
6 end

7 end

8 end

Definice 1.2.13 Bud A ¢&tvercovd matice z T™". Determinant matice A je
¢islo definované vztahem

det A= 3" sgn(m) [T aing)-
TESy =1

V sumeé se s¢ita pres vsechny permutace mnoziny {1,...,n}, poet s¢itancu
je proto roven n!. Cinitelé souc¢inu jsou pak prvky matice v i-tém radku a m(7)-
tém sloupci. sgn(m) oznacuje znaménko permutace 7.

1.3 Vlastni cisla a jejich vlastnosti

Za pomoci téchto definic je mozno definovat i pojem vlastni ¢islo a vlastni
vektor.

Definice 1.3.1 (Vlastni &islo a vlastni vektor) Necht A :V — V je li-
nedrnim operdtorem ve V nad C. Cislo A € C se nazyvd vlastnim cislem
operdtoru A, pokud existuje vektor x € V, x # 0 takovy, Ze Ax = \x. Vek-
tor x, ktery splnuje uvedenou rovnost, se nazyvd wvlastni vektor operdtoru A
prislusng vlastnimu c¢islu A. MnoZina vsech vlastnich cisel A se nazyvd spek-
trem operdtoru A, znaci se symbolem o(A).

Vlastni ¢isla operatorii na kone¢né-dimenzionalnim prostoru lze najit jako
koteny tzv. charakteristického polynomu.

Definice 1.3.2 Necht A € L(V,,). Pak polynom
pa(X) :=det(A - AE), XeC,
se nazve charakteristickym polynomem operdtoru A.

11



1. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Polynom p4 je polynomem stupné n a nezavisi na volbé baze X . Nasobnost
c¢isla A jako kotene charakteristického polynomu se nazyva algebraicka nasob-
nost, znaci se v4(\).

Vlastni ¢isla maji déle ndsobnost geometrickou, v4(A), kterd oznacuje di-
menzi podprostoru vlastnich vektort ptislusnych danému vlastnimu ¢&islu.

Definice 1.3.3 Nechf A € C je vlastni &islo operdtoru A € L(V,). Cislo
d(A— \E) = dimker(A — AE) se nazve geometrickd ndsobnost vlastniho cisla
A a znact se vg(N).

Vlastni ¢isla je mozno definovat i pro matice.

Definice 1.3.4 Komplezni c¢islo A se nazve vlastnim cislem matice A € C™",
prave kdyz existuje nenulovy vektor x € C™ splnujici

A -z =\,

Takovyto vektor x se pak nazyvd vlastni vektor matice A prislusejici vlastnimu
Cislu X. Spektrem matice A (ozn. o(A)) je mnozina vsech vlastnich ¢isel matice
A. Charakteristicky polynom matice A (ozn. pa ) se definuje predpisem

PA(N) :=det(A — \E).

Jak bylo zminéno, vlastni ¢isla operdtori i matic lze hledat jako koreny cha-
rakteristického polynomu. Ten vsSak je stupné n, a proto je tento kol pomérné
nesnadny, stejné jako samotné urceni tohoto polynomu. Ve vyjimecnych pri-
padech je mozné koreny uhodnout, coz neni implementovatelné a fakticky to
neni reseni tohoto problému, navic timto zptisobem je fesitelnd pomérné mald
mnozina matic a proto se v praxi vyuziva jinych metod. Mnoho z nich vyuziva
podobnosti matic a souvislosti se spektrem.

Definice 1.3.5 Matice A,B € C™" se nazjvaji podobné, prdvé kdyz existuje
reguldrni matice P € C™"™ takovd, Ze plati

A=P!1.B.P.

Pokud jsou dvé matice podobné, maji tyto matice shodné charakteristické
polynomy a spektra obou matic jsou stejna.

Pro nékteré operatory je mozné najit bazi, v niz je matice operatoru dia-
gonalni. Témto operatorim a jejich maticim se riké diagonalizovatelné.

Definice 1.3.6 Operdtor A € L(V,) se nazjvd diagonalizovatelny, jestliZe
existuje baze X prostoru V,, takovd, Ze matice X A je diagondlni. Matice A €

C™™ je diagonalizovatelnd, jestlize je podobnd diagondlni matici.

12



1.3. Vlastni ¢isla a jejich vlastnosti

Operator je diagonalizovatelny, prave kdyz kazdé jeho vlastni ¢islo mé stej-
nou algebraickou a geometrickou nasobnost. Pak lze sestavit bazi z vlastnich
vektorti matice a matici A tohoto operatoru je mozné zapsat néasledovneé:

A=P!1.B.P,

kde P bude matice prechodu ze standardni baze do baze tvorené vlastnimi
vektory.
Matice A pak vzhledem k bazi

X = (xl,la PR 2 W RN PR ) NS PIRP R 7 R 'axk‘,fk)7

kde ¢; je ndsobnost vlastniho ¢isla A1, x; j je j-ty vlastni vektor ¢tého vlastniho
¢isla, bude mit tvar

ME, O e ... ©
© XE, © ... ©

XA — @ @ )\3Ez3 @
0 0 © - MEg

Matice B pak bude diagonalni a na diagonale bude mit vlastni ¢isla matice
A. Matice prechodu ze standardni baze do baze X pak bude mit ve sloupcich
zapsany vlastni vektory matice prislusné k vlastnim ¢islim v odpovidajicich
sloupcich matice B.

Dale pak uzitecnou vlastnosti je i to, ze vlastni ¢isla horni ale i dolni
trojihelnikové matice se nachdzi na diagondle, nebot charakteristicky polynom
takovychto matic B ma tvar:

pB()\) = (a171 - )\)(0272 - )\) PN (an,n - )\),

zbytek clent charakteristického polynomu je diky nulam pod, respektive nad,
diagonélou roven nule.

Prave téchto vlastnosti lze vyuzit pfi hledani vlastnich ¢isel. Je mozno
najit matici B, podobnou zadané matici a tim padem i matici prechodu —
vlastni vektory zadané matice? A jak? To je otdzka, kterd trapila matematiky
po nékolik staleti.
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KAPITOLA 2

Historie problematiky vlastnich
Cisel a vektort

2.1 Nejstarsi historie

Prvni zminky o maticich lze najit uz v dilech ze starovéké Ciny [3]. Dochoval
se nam napriklad text s ndzvem Devét kapitol matematického umeéni, ktery
byl pravdépodobné sepsén nékdy kolem roku 200 p¥. n. 1 [4].

Tento text patii mezi nejstarsi matematické texty na svété. Dle [5] se v kni-
ze Tesi soustavy az Sesti rovnic o az Sesti neznamych. Pro feseni téchto soustav
vyziva vypocetni tabulku s ndzvem fang chéngﬂ ¢insky /7%, kterou bychom
dnes nazyvali matici. Rovnice se zapsaly do sloupcil, a pak byla soustava
redukovana do horniho stupniovitého tvaru pomoci metody, které se dnes rika
Gausova eliminace. Na obrazku je pak ilustrace, jak takova vypocetni tabulka
vypadala, obrazek je prevzat z [4].

Podle [3] 1ze zminky o soustavéch linedrnich rovnic z podobné doby, i kdyz
zdaleka ne tak detailni, najit i v pramenech ze starovékého Babylonu.

Problematika diagonalizace matic a dalsi s tim spojené fenomény se pak
v zaznamech objevuji az v sedmnactém stoleti. Nizozemsky matematik Jan de
Witt ve své publikaci Elementa curvarum linearumﬂ kterad byla publikovana
jako komentar k Descartové dilu La Géométri(ﬂ ukéazal, ze lze diagonalizovat
symetrickou matici, bohuzel v té dobé se jesté pojem matice nepouzival a tak
toto zustalo bez dalstho zkouméni, jak se lze docist v [3].

Dalsi rozvoj problematiky matic 1ze najit v Japonsku. Matematik Taka-
kazu Seki (v nékterych pramenech taky Kowa Seki) ve svém dile Kaifukudai
no Ho (fRR21%),[] 2z roku 1683 objevuje mimo Bernoulliho &fsel a diskri-

Wipoéetni tabulka

2Elementy kiivek

3Geometrie

4Zphisoby feSeni disimulovanjch problémt
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Obrazek 2.1: Fang chéng

minantu pojem determinant, dokonce pak predstavuje i obecnou formuli pro
jeho vypocet, zndmou jako Laplacedv rozvoj determinantu [3].

O deset let pozdéji, v roce 1693 lze pak nalézt prvni zminky o determi-
nantu a jeho vypoctu z evropské scény. V roce 1693 pise Leibniz I’'Hospitalovi
dopis, ve kterém vysvétluje, ze systém rovnic

10+ 11z + 12y = 0,
20 + 21z + 22y = 0,
30 + 31z + 32y = 0,

ma netrividlni feSeni, protoze
10-21-32+11-22-30+12-20-31=10-22-31411-20-32+12-21-30

coz odpovidé formuli pro determinant .

Dalsi formule pro determinant pak zkoumali kromé Leibnize také Gabriel
Cramer, Colin Maclaurin, Etienne Bézout a Pierre-Simon Laplace. V prame-
nech z té doby, tedy osmnactého stoleti, se vyskytuje pro determinant vyraz
resultant. Pojem determinant zavadi v roce 1801 Johann Carl Friedrich Gauss
v dile Disquisitiones arithmeticae, nicméné ne ve stejném kontextu, jako se de-
terminant pouziva dnes. Prvnim, kdo uzil pojmu determinant v jeho dnesnim
vyznamu, byl Augustin Louis Cauchy v roce 1812, ktery také dokézal nékterd
vyznamnd tvrzeni tykajici se determinantu. [3]

2.2 Vyvoj pojmenovani

Byl to také Cauchy, kdo jako prvni uzil pojem vlastni ¢isla a to v roce 1829
v dile Sur I’équation a l'aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires
des mouvements des planéteﬂ Tento text, ktery byl soucasti jeho Ezxercises

50 rovnici, kterd pomshé uréit sekuldrni nerovnosti v pohybu planet
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2.2. Vyvoj pojmenovani

(Aze—3)2 4+ Ay y +As3=0,
(43) Ary 2+ (Ayy—35)y +Ayz5=0,
Az 2+ Ay + (Aaz— ) 5=0;

Obréazek 2.2: Cauchy: Sur l’équation a laide de laquelle on détermine les
inégalités séculaires des mouvements des planétes (6]

et
(53) ‘(AH—‘}(A”{"")(A“—’)
s l - A;rs(aﬂ_ ‘) T A:':'.(A!I"' ‘} B A:'y{ IA3-?-'_' ") -+2 ‘:yﬂ;s ‘,a.

Obrazek 2.3: Cauchy: Sur [’équation da l'aide de laquelle on détermine les
inégalités séculaires des mouvements des planétes [6]

de mathématiquesﬁ bychom dnes popsali jako dikaz, ze symetrickd matice ma
realnd vlastni ¢isla.

Jak je mozné vidét na obrazcich 2.2]a Cauchy popisuje v textu hledani
vlastnich ¢isel pomoci charakteristického polynomu. Cauchy nazyval vlastni
¢isla jako wvaleurs propresﬂ coz je dodnes pouzivany termin ve francouzstiné.

Zhruba dvanact let po Cauchym prisel James Joseph Sylvester s ¢lankem
ve Philosophical Magazmﬁ [7] o vyuziti matic pro vypocet kofenu kvadra-
tickych polynomt. V ¢lanku nepouzil zadné terminologie pro tyto pojmy, o to
se pokusil az o dvacet let pozdéji, kde prosazoval slovo latent jako vlastni
¢islo. [§]

Nebyl jediny, kdo se snazil pojmenovat vlastni ¢isla a vektory. Dalsi, kdo
se o vlastni ¢isla a funkce zajimal, byl Henri Poincaré. Ten roku 1894 [8] napsal
spis Sur les Equations de la Physique Mathématique, kde pro tyto pojmy zvolil
nazev fonction harmonique a nombre caractéristique |9]. Jesté i dnes se pouziva
v nékterych oblastech characteristic values (of a matriz).

Dalsfm matematikem, ktery se snazil vlastni &sla pojmenovat byl Emil
Picard. Ten pouzival pojmu singularni body. Nazev singularni hodnoty se po-
uziva i dnes, nicméné se pouziva pro zobecnéni vlastnich ¢isel na i nec¢tvercové
matice. Tato partie ma také velké aplikace (viz Singular Value Decomposition).

S germanistickym nazvem eigenvalues, vlastni hodnoty, tedy terminem,
ktery se v anglicky mluvicich zemich pouziva dodnes, prisel David Hilbert a to

5Cviteni z matematiky
"spravné hodnoty
8Filosoficky magazin
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2. HISTORIE PROBLEMATIKY VLASTNICH CISEL A VEKTORU

konkrétné ve svém dile z roku 1904 Grundzige einer allgemeinen Theorie der
linearen Integmlglez'chungenﬂ 8].

2.3 Metody hledani a nejnovéjsi vyvoj

Pti odhlédnuti od historie pojmenovani, nelze opomenout praci Carla Gustava
Jacoba Jacobiho. Ten v roce 1846 prisel v élanku Uber ein leichtes Verfahren
die in der Theorie der Sdcularstorungen vorkommenden Gleichungen nume-
risch aufzuldsewm [10] se svou iteraéni metodou, kterd byla po ném pojme-
novana. Jeji nevyhodou je predevsim jeji pomalost.

V roce 1929 pak prisli R. von Mises a H. Pollaczek-Geiringer s takzvanou
mocninnou metodou, coz je pomérné jednoduchy algoritmus, ktery vSak miize
konvergovat pomérné pomalu a hledd pouze jedno tzv. dominantni vlastni
¢islo. Tato metoda je nicméné pomérné vyuzivani a to zejména v pripadech,
kdy neni potieba vice vlastnich ¢isel anebo kdyz je matice Fidka [11]. Jeji
podrobnéjsi analyza nésleduje v kapitole

Jistou obménou mocninné metody je Rayleighova pomérné iterace, Ra-
yleigh quotient iteration, jejiz koreny lze vystopovat do devatenactého sto-
leti k Johnu Williamu Srtuttovi, tfetimu baronu Rayleigh [12]. Praktické
vyuziti této metody prinesly az pocitace a prace Alexandra Markovice Os-
trovského z let 1958 az 1959 [11].

Na konci padesatych let, konkrétné v roce 1958, pak prisel Heinz Ru-
tishauser s myslenkou LR algoritmu. Tento algoritmus vyuzival rozkladu
matice A na souc¢in matic L a R, kde L je dolni trojihelnikova matice
s jednickami na diagondle a R je horni trojihelnikova matice. Rutishauser
si vsiml, ze pokud mame rozklad A = LR, pak matice RL je podobna matici
A protoze

L 'AL =L 'LRL = ERL = RL.

Rutishauser navrhnul rozlozit sou¢in RL znovu a znovu, pak R konverguje
k horni trojihelnikové matici a L k matici jednotkové [11].

Na zakladé tohoto poznatku pak stoji QR algoritmus, se kterym prisel
mezi roky 1961 a 1962 John G. F. Francis. Tento algoritmus je dodnes nej-
pouzivanéjsim algoritmem k vypoctu vlastnich ¢isel a vektort. Dnes se pouziva
s jistymi variacemi z devadesatych let, jako jsou implicitni posuny |11]. Také
analyzu tohoto algoritmu lze nalézt v kapitole

Kromeé iterativnich algoritmu se v priibéhu dvacatého stoleti objevily i al-
goritmy redukcni. Jednim z nich je Lanczosova metoda, kterou v roce 1950
predstavil madarsky matematik Kornél Lanczos. Metoda se pouzivé pro vy-
pocet vlastnich ¢isel symetrickych matic. Princip této metody je vysvétlen
v kapitole [l Tato metoda byla v padesatych letech povazovdna za nesta-
bilni a nespolehlivou [11].

9Zsklady vieobecné teorie linedrnich integralnich rovnic
190 snadném postupu k FeSeni rovnic, vyskytujicich se v teorii sekuldrnich poruch
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2.3. Metody hledani a nejnovéjsi vyvoj

O rok pozdéji, v roce 1951, predstavil Walter Edwin Arnoldi sviij pristup
k metodé, kterou navrhl Lanczos. Arnoldiho metodu, narozdil od Lanczosovy,
lze aplikovat i na nesymetrické matice, jedna se pouze o drobnou modifi-
kaci [13].

V roce 1975 navrhl chemik Ernest R. Davidson iterativni metodu, ktera
fungovala podobné jako Arnoldiho iterace, nicméné promitala na jiny pod-
prostor. Tato metoda vsak vyzadovala pomérné dobrou volbu pocateéniho
vektoru, aby dévala uspokojivé vysledky [11].

Na konci dvacatého stoleti pak Gerard L. G. Sleijpen a Henk A. Van der
Vorst predstavili Jacobi-Davidsonovu metodu, pro iterativni vypocet nékolika
v absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich ¢isel a jejich prislusnych vlastnich
vektord. V praci kombinuji Jacobiovu metodu s praci E. R. Davidsona a diky
tomu predstavuji metodu, ktera je efektivni pro velké fidké matice, pro néz
je pristup s posuny a inverzemi prilis drahy. Volba pocate¢nich podminek pro
dalsi tFidy matic pak zustavéa otevienym problémem této metody |11, |14].

Mezi nejnovéjsi algoritmy se pak radi Cuppentiv rekurzivni pfistup a me-
todu Rozdél a panuj, kterou predstavil v roce 1981. Metoda je aplikovatelna
na symetrické tridiagonalni matice a na téchto je pak radové rychlejsi nez
QR algoritmus, ktery ale pro bloky mensiho fadu nez 25 dnes vyuziva [15]
11].
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KAPITOLA 3

Aplikace vlastnich
Cisel a vektort

Vlastni ¢isla a vlastni vektory nachazeji celou fadu uplatnéni. V této kapi-
tole se rozebiraji predevsim aplikace v oboru informatiky, a to Markovského
fetézce, Page Rank, jez je zdkladnim prvkem modernich vyhleddvact, ana-
lyza hlavnich komponent a hledani kofenu polynomu. Dalsi aplikace jsou pak
zminény v posledni podkapitole.

3.1 Markovské retézce

Markovské (nebo Markovovy) Fetézce jsou pojmenovany po profesoru Andreji
Andrejevici Markovovi, ruském matematikovi, ktery Zil a ptisobil v druhé polo-
viné devatenictého stoleti a prvnich dvou dekadach stoleti dvacatého. Pusobil
predevsim na univerzité v Petrohradu a byl ¢lenem Ruské Akademie véd. Jeho
nejveétsim objevem jsou bezpochyby pravé Markovské retézce, model posloup-
nosti stavi néjakého systému takovych, ze stav v urCitém case zavisi pouze na
stavu v ¢ase predchozim. [16] Markovsky Fetézec si lze predstavit jako koneény
automat, kde je pro prechod mezi stavy definovana pravdépodobnost.

Tyto pravdépodobnosti lze zapsat do matice, kde pak indexy sloupcu
a radkt predstavuji jednotlivé stavy a prvky predstavuji pravdépodobnosti
prechodu ze stavu ¢ do stavu j, kde ¢, resp. 7, je index radku, resp. sloupce.
Takové matici se rika matice pravdépodobnostniho prechodu. Tato matice
bude mit fadkovy soucet — tj. soucet hodnot v fadku — roven jedné. Matici,
jez toto spliuje, se 1ikd (Tddkové) stochastickd. PoCateéni stav ndm urcuje
radkovy vektor v, jeho presnd hodnota zavisi na konkrétnim retézci. Stav po
n opakovanich experimentu lze uréit jako v - P™ [17].

Markovské retézce 1ze vyuzit v mnoha védach: sociologii, biologii a dalsich.
Ukézka vyuziti z , matematické biologie“ je napriklad monitorovani pohybu
zvére: Je znamo, ze x liSek zZije v oblasti I a y liSek v oblasti J, s tim, zZe
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3. APLIKACE VLASTNICH CISEL A VEKTORU

liska prejde z oblasti I do oblasti J s pravdépodobnosti 30 %, ale z oblasti J
do oblasti I pouze s 20% pravdépodobnosti. Existuje néjaky stav, ktery bude
rovnovazny? Kde bude pak kolik lisek? Obdobny pfipad jde najit i pro pohyb
obyvatelstva — tedy napriklad pro stéhovani lidi mezi méstem a vesnici.

Pro rovnovazny stav bude platit, ze k nému po dostate¢cném mnozstvi
krokili za¢ne stav konvergovat, necht se tak stane po n krocich, tedy

Vv P
Po kazdém dalsim kroku bude feseni vypadat nasledovné
v-P"-PxV. P

v- P V. P

a protoze je rovnovazny, pak také pro n+ 1, v-P"! ~ V, tedy v - P! ~
V-Pav-P'"! =V, z éehoz vyplyva

VP=V

Pokud je V nenulové, je levym vlastnim vektorem matice P odpovidajici
vlastnimu ¢islu 1. Toto Teseni se nazyva ekvilibrium, rovnovazné feseni nebo
stacionarni feseni.

3.2 Google Page Rank

Jednou z nejvyznamnéjsich aplikaci vlastnich ¢isel z oblasti informaénich tech-
nologii je vyhledavaci engine od spole¢nosti Google. Princip, ktery predstavili
Sergey Brin a Lawrence Page v roce 1998 ve svém clanku The Anatomy
of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine [18]@ stoji na vypoctu
jistého vlastniho ¢isla oznacovaného jako Page Rank. Tento algoritmus byl
pomérné revolu¢ni, protoze nejen ze uz na prelomu tisicileti stacilo pro dvacet
Sest miliond stranek nékolik hodin na pramérné pracovni stanici na
vypocet [18], ale také déval velice presné vysledky.

Cilem vyhledavace je nabidnout uzivateli nejrelevantnéjsi vysledky vy-
hledavani jako prvni. Otazkou ovSem je, jak relevantni stranky poznat. Metoda
Page Ranku stoji na predpokladu, ze na dulezité a relevantni stranky vede vice
odkazu nez na ty méné relevantni. Pokud by jako skére stranky byl pouzit ¢isté
pocet odkazu vedoucich na stranku, dava to velkou vahu , hlasu“ stranek, ze
kterych vede hodné odkazii na stranky jiné. Nejjednodussim Fesenim tohoto
problému je normalizovat ,,hlas* kazdé stranky, tedy vydélit prispévek kazdé
stranky poctem odkazli z ni odchazejicich.

Princip systému vysvétluje [19]: Necht web obsahuje n strdnek Aj ... A,.
Z kazdé z téchto stranek vede n; odkazli, mnozinu indext téchto stranek,

11 Anatomie rozséhlého hypertextového webového vyhledavace
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3.2. Google Page Rank

Obrazek 3.1: Sit o étyfech strankéich

odkazujicich se na tuto strdnku oznacime L;. Pokud stranka A; odkazuje
na stranku Ay, pfispivéa k jejimu skére ;%, kde z; je skére stranky A;. Tedy
vysledkem je n rovnic ve tvaru:

Odkazy sama na sebe se ignoruji.

Pokud se tyto rovnice zanesou do matice H, hledand hodnoceni stranek
budou prvky vlastniho vektoru prislusejiciho k vlastnimu ¢islu 1. Matice H
ma tedy prvky definovany takto:

L pokud stranka A; odkazuje na stranku A;

h. J— ny
" 0 jinak
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3. APLIKACE VLASTNICH CISEL A VEKTORU

Jako pifklad lze pouzit sit z obrazku[3.1] M4 étyf¥i stranky, Sipka znézortiuje
odkaz. Matice H bude vypadat tedy takto:

1
0011
1
= 0 0 O
H:i)l 1
3 32 0 35
1 1
§§00

Vlastnim ¢islem této matice je (mimo jiné) ¢islo A = 1 a k nému prislusejici
vlastni vektor je napiiklad v = (12,4, 9, 6). Toto skére lze normalizovat, vydélit
31 tak, aby soucet prvkl vektoru byl roven 1. Tedy vysledkem je pak vektor

o= (8 & % &)~ (0387 0129 0200 0.194).

Lze si povsimnout, Ze oproti oby¢ejnému poctu odkazt, podle kterého by
byla nejrelevantnéjsi strankou stranka ¢. 3, je dle této metodiky nejvyznam-
nejsi strankou stranka ¢. 1, a to pfedevsim diky odkazu ze stranky ¢. 3.

Matice m4 1 jako vlastni ¢islo, pokud sit neobsahuje tzv. visici stranky
(anglicky dangling nodes), tedy stranky bez odchozich odkazu a pokud ma
matice H hodnost rovnou n [19].

Prvni problém vznikd, kdyz je vstupem nesouvisld sit, kterd postrada
ramec, v némz by bylo mozné stranky porovnat. Jak rozhodnout, ktera stranka
je relevantnéjsi, kdyz spolu nesouviseji? Druhy problém vznikd u obrézki
a dalsich stranek, které nemaji odchozi odkazy, jelikoz pak 1 nebude vlastnim
¢islem matice H.

Druhy problém méa pomérné jednoduché feseni, nulovy sloupec v matici se
nahradi vektorem, jehoz slozky budou rovny 1/n, kde n je pocet stranek [20],
tedy se secte matice H s matici H, kde ity sloupec je roven %, pokud je ita
stranka visici.

S=H+A

Matici S lze interpretovat jako matice Markovského fetézce, ktery predsta-
vuje osobu surfujici po internetu, vstupy matice jsou pak pravdépodobnosti,
ze klikne na néjaky odkaz [21]. Nahrazeni nul % pak je mozno interpretovat
jako ndhodné zvolena dalsi stranka.

Prvni problém lze vyresit nasledujici modifikaci: pridanim parametru c,
ktery predstavuje pravdépodobnost, ze si uzivatel zvoli nasledujici stranku
dle matice S, (1 —«) pak predstavuje pravdépodobnost, Ze se uzivatel dostane
nahodné jinam. Matici pak lze upravit nasledovné:

1
G=aS+(1—-a)-
n

Tato matice se nazyva Google matice [21]. Parametr alfa je pak, dle ¢lanku [18],
pro vyhledava¢ Google zvolen jako 0.85.
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3.3. PCA — Analyza hlavnich komponent

K vypoctu vlastniho vektoru je pak pouzita mocninnd metoda [20], kterd
bude popsana v kapitole [4. Dnes je Page Rank pouze ¢asti algoritmu pro
doporucovéani stranek, nicméné stile pomérné vyznamnou [22]. Systém Page
Ranku je vyuzivan i v dalSich podobnych systémech, napiiklad je ¢asti do-
porucovani koho sledovat na socidlni siti Twitter [23].

3.3 PCA — Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent je metoda pouzivanad ve zpracovani dat k re-
dukci dimenzionality, tedy zmenseni poctu sloupcti v datasetu. Cilem metody
je extrahovat co nejvice informaci z dat, komprimovat velikost datasetu za
minimélni ztraty informace, zjednodusit strukturu dat a analyzovat strukturu
proménnych [24]. Analyza hlavnich komponent se vyuzivé i pfi rozpozndvani
oblic¢eju [25].

K vypoctu se uziva vybérové variancni matice, ktera ma jako ijtou slozku
vybérovou kovarianci itého a jtého priznaku, statistickou mirou linedrni za-
vislosti téchto priznakd. Tato matice je nutné symetrickd a na diagondle ma
vybérové rozptyly. Ze symetri¢nosti matice plyne nutné jeji diagonalizovatel-
nost. Jelikoz kovariance i rozptyly jsou nutné kladné, je matice i pozitivné
semi-definitni a tim padem jsou jeji vlastni ¢isla kladna.

Metoda stoji na hypotéze, ze ptiznak s odpovidajicim nejvétsim vlastnim
¢islem nese nejvice informaci a tedy je idedlni jej zachovat [26].

Transformace datasetu se provede prendsobenim stredovaného datasetu
transformacni matici V, jez mé ¢ sloupcu a tyto sloupce odpovidaji vlastnim
vektorim kovarian¢ni matice.

Algebraicky feceno, hlavni komponenty jsou g konkrétnich linedrnich kom-
binaci pivodnich proménnych, geometricky tyto kombinace predstavuji novy
systém souradnic, ktery vznikl rotaci toho puvodniho. Dalo by se fici, ze se
voli jina baze prostoru. Novy systém reprezentuje ,,smér* nejvétsiho rozptylu
dat a poskytuje jednodussi a Setrnéjsi popis kovarianéni struktury [27].

3.4 Hledani koreni polynomt
V prvni kapitole byl popsan charakteristicky polynom a jak se pomoci néj daji

hledat vlastni ¢isla. Daji se ale i naopak pocitat komplexni kofeny komplexniho
¢i redlného polynomu pomoci hledani vlastnich &sel. Necht je

pA) =D apA®
k=0

polynom stupné n jehoz koreny je treba najit. Bez Gjmy na obecnosti lze
predpokladat, ze a, = 1.
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3. APLIKACE VLASTNICH CISEL A VEKTORU

Skutecné, z predpokladu o stupni n nutné plyne a,, # 0, a pak lze misto
p(A) = 0 Fesit ip()\) = 0. Nyni je mozno sestrojit matici

000 -+ 0 —ap

1 00 0 —a

010 0 —ag
Ap =1 . .

0 00 0 —ap—2

0 0 0 1 —ap_1

Charakteristicky polynom této matice je pak polynom p, a tim padem
vlastni ¢isla matice A jsou préavé koreny polynomu p a lze je tedy napocitat
pomoci znamych algoritmu. Matici A se rika matice spolecnice, anglicky com-
panion matrix.

3.5 Dalsi aplikace

Vlastni ¢isla se daji vyuzit naptiklad i v mediciné. Prikladem mtize byt difuzni
tenzorové zobrazovani (DTI) [28], coz je technika magnetické rezonance (MRI)
pouzivand predevsim ve zdravotnictvi k zobrazeni vnitinich organu lidského
téla. Umoznuje diagnostikovat roztrousenou sklerézu, Alzheimerovu chorobu,
fokalni kortikdlni dysplasii, pouziva se pri predoperacnich vySetfenich pred
neurologickymi operacemi a pro brzké zjisténi patologickych zmén v mozku [29].
Vlastni cisla a vektory se zde pouzivaji pro urc¢eni hlavnich smeért difuze
a prislusnych difuzivit [30].

V rdmci mediciny, respektive epidemiologie, 1ze dle [31] vyuzit i Lotka—
Volterrovy rovnice, jejichz stabilita zavisi pravé na vlastnich ¢éislech [32]. Tyto
rovnice, zndmé jako model predator—korist, ¢i lovec—korist, z anglického pre-
dator—prey, popisuji napriklad populace preddtora a jeho kofisti v zavislosti
na Case. Epidemiologickou interpretaci tohoto fenoménu je pak Kermack—
McKendrickuv model, ktery byl pfedstaven v roce 1927 v ¢lanku A con-
tribution to the mathematical theory of epidemicﬁ [33]. Jednd se o mo-
del diferencidlnich rovnic, popisujici vyvoj epidemiologické situace v case.
Dalsi moznou interpretaci jsou nékteré chemické reakce, aplikaci vsak miizeme
nalézt i v ekonomice [32].

Analyza vlastnich ¢isel najde vyuziti i ve stavebnictvi, kde se pomoci ni
pocitaji statické zatéze a pomahaji urcit limity stavby. Prikladem muze byt
i zkouméni toho, co se stalo s mostem Tacoma Narrows [34]. Most Tacoma
Narrows se nachazel ve staté Washington v USA. Kvili nekvalitnimu navrhu
a snaze usetfit na jeho stavbé se zritil ani ne pil roku po svém uvedeni do pro-
vozu v roce 1940. Z celého incidentu, pii kterém diky vCasném uzavieni mostu

12pyispévek k matematické teorii epidemie
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nikdo nezemrel, se dochoval i videozaznam [35]. Vysvétleni tohoto incidentu
prinasi pravé analyza vlastnich ¢isel a jejich vliv na statiku stavby [34].

Vyuziti naleznou vlastni ¢isla i v chemii a fyzice, respektive kvantové me-
chanice, vZdyt vyraz spektrum, pouzivany pro mnoZinu vlastnich &isel méa
puvod pravé v téchto oborech. Hledani vlastnich ¢isel a vektord najde své
uplatnéni tfeba pri reseni diferencidlnich rovnic, napriklad pomoci metody
koneéné diskretizace. Tato metoda spocivd v nahrazeni derivaci diferencemi
a tim padem diskretizaci spojitého analytického problému. Ten se pak d4 resit
pomoci numerickych metod. Vyuziti diferencidlnich rovnic je pak celd rada,
od akustiky, pres vypocty obvodua az po vyuziti v kvantovych pocitacich ¢i pri
zkoumani tepelné vodivosti.
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KAPITOLA 4

Analyza vybranych algoritmii

V této kapitole se rozebiraji tii algoritmy pro vypocet vlastnich ¢isel a vektort
matice a to: mocninnd metoda, Lanczosova metoda a QR algoritmus, jejich
vyhody, nevyhody, slozitost a pouziti. Popisy algoritmt a jejich vlastnosti
vychézeji z knihy [36].

4.1 Mocninna metoda

Mocninnad metoda je metodou k nalezeni dominantniho neboli v absolutni
hodnoté nejvétsiho vlastniho ¢isla a k nému prislusného vlastniho vektoru.
Metoda spociva v nasobeni matice vektorem, proto je vhodnda predevsim pro
matice ridké, takze s vétSinou nulovych prvki. Predpokladem k pouziti této
metody je, ze nase n X n matice mé néjaké dominantni vlastni ¢islo A\; a zZe
ma n linedrné nezavislych vlastnich vektori, tedy je diagonalizovatelna.
Necht je na vstupu matice A € C™" a vektor z. Z predpokladu o linearni
nezavislosti vlastnich vektori je ziejmé, ze x lze zapsat nasledovné:

n
xr = E (67X}
=1

kde (v1,...,v,) jsou vlastni vektory matice A prislusné vlastnim ¢islium
(Ayeay An).

Pokud se toto vyjadreni bude postupné nédsobit matici A zleva, dojde
se k nasledujicim rovnostem:

n n
Ax = Z OéiAUi = Z O[Z')\Z'Ui,
i=1 =1

n n
A% = Z a;A%v; = Z ai/\?vi.
i=1 =1
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Po k krocich dojdeme k:
n n
AFgy = Z aiAkvi = Zaw\fvi.
i=1 i=1
Vytkne-li se nyni dominantni vlastni ¢islo A1, dostaneme

AFg = )\Ifzn:ai (Ai)kvi.
A1

=1

Jelikoz plati, ze |[A1] > |\i| pro j = 2...n, je ziejmé, zZe
A\
lim (22) =0

AFg ~ )\]falvl.

a proto lze Tici, ze

Postup konverguje k nule, jestlize |A\1| < 1 a diverguje, pokud |[A;| > 1 za
predpokladu, ze a; # 0.
Tento postup je zaroven dikaz nasledujici véty:
Véta 4.1.1 Md-li matice A n linedrné nezdvislych vektori a je-li vlastni ¢islo
A1 dominanini a pro vektor xg € C™ plati, Ze xg neni kolmy na vi. Pak
. Ak
lim ~E a1vV1.
k—o0 Al

7 tohoto pak plyne, ze je-li y libovolny vektor, jez neni kolmy na vy, plati

T
A = lim Y fk+17
k—oco Y- Tk
kde zj.1 = Axy, = AFxg.

Nevyhodou této metody je predevsim to, ze v praxi nejsme schopni ovérit
vstupni podminky, tedy existenci dominantniho vlastniho ¢isla a neortogona-
litu vektoru xg na prislusny vlastni vektor, takze neni zajisténo, ani ze metoda
bude konvergovat, ani ze vypocte dominantni vlastni ¢islo. Dalsim problémem
je problematicky odhad chyby. Metoda je zapsédna jako algoritmus

Jedna iterace tohoto algoritmu mé ¢asovou slozitost O(n?) operaci v po-
hyblivé desetinné ¢arce. Rychlost konvergence a tedy celkovy pocet iteraci
zavisi na volbé xg a poméru :\\—f Jediné, co je potreba implementovat, je
nasobeni matice s vektorem, ukladat je treba vektor x a vlastni hodnotu.
Jelikoz matici A pro tento algoritmus neni nutné uklddat jako n x n pole, me-
toda je obzvlasté zajimavé pro Fidké matice. Algoritmus se zastavi ve chvili,
kdy je odhad Az — Az mensi nez néjaké e. Tato metoda ovSem nepredpoklada
zadnou zvlastni strukturu matice, coz je jeji velkou vyhodou. Dalsi vyhodou
je i moznost vyuziti na komplexni matice.
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Algoritmus 2: Mocninnd metoda
Input: A € C"", x5 € C™, presnost tol
Output: Dominantni vlastni ¢islo A\q

1 X = Xp;

2e=x-A-x;

3 while True do

4 Ax = A - x;

s x = x/Ax]a);
6 en=x" A x;

7 if e —en| < tol then
8 break;

9 end

10 e =e.n;

11 end

12 return e;

4.2 Lanczosova metoda

Lanczosova metoda je metodou urcenou k reseni problému hledani nékolika
nejvétsich a nejmensich vlastnich ¢isel. Jedna se o metodu urcenou pro syme-
trické, respektive hermitovské matice. Zobecnénim této metody je Arnoldiova
metoda.

Metoda stoji na vyuziti Krylovovych podprostort a jejich vlastnosti. Kry-
lovy podprostory jsou podprostory generované vektory, které vznikaji pii ite-
racich mocninné metody, tedy pro matici A, vektor ¢ a parametr m € N
klademe

,Cm(A7 q) = <Q7 Aq7 AQQ? o 7Am_1q>

Posloupnosti ¢, Aq, A%q, ..., A"q se ik Krylovova posloupnost.

Tyto Krylovovy podprostory maji nékolik zajimavych vlastnosti, které
umoznuji hermitovskou ¢i symetrickou matici tridiagonalizovat, coz umozni
jednodussi vypocet vlastnich cisel.

Cilem metody je najit regularni matici Q € R™™ takovou, ze plati

T=Q 'AQ

a zaroven je matice T € R™™ tridiagonalni. Toho se d4 dosdhnout po-
moci Householderovych transformaci ¢i Givensovych rotaci, jez budou ro-
zebrany v dalsi ¢asti. Ty vyzaduji v kazdém kroku upravu matice A, coz
je nevyhodné, je-li matice ridka, a to obzvlasté v pripadé Householderovych
transformaci, které fidkost nezachovavaji. Matici T = Q' AQ lze vSak zkon-
struovat i primo, postupnou konstrukei posloupnosti vektora — sloupcti matice
Q. Jsou-li sloupce Q po sloupcich rovny vektorim Krylovovy posloupnosti
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q,---,qm a je-li

aq 51 cee 0
fr o '
T = ,
: - Bia
0 ce Bj—l Qg

pak pfi ipravé rovnice AQ = QT, je mozno ziskat nésledujici rekurenci

gji+1 = Aqj — jq; — Br—1qr—1,

Tim provedeme ortonormalizaci baze Krylovova podprostoru. Ortonorma-
lita vektort ¢; pak naznacuje, ze o;j = ququ. Navic, pokud r; = (A—o;E)q;—
Bj—1¢j—1 je nenulové, pak plati g; 11 = % Koeficient 3; se spocte jako norma
+||7r;]]2. Pokud je r; rovno nule, iterace se rozbije, nicméné v praxi toto prilis
¢asto nenastava [36] a pokud ano, znamena to, ze qi, . .., g je vlastni podpro-
stor matice A.

Vysledkem algoritmu je tedy tridiagondlni matice T € R™™, jejiz spek-
trum je podmnozinou spektra matice A. Matice T miize mit pfitom mnohem
mensi rozmery.

Vysledkem téchto poznatku je algoritmus

Algoritmus 3: Lanczosova symetrickd metoda

Input: Symetrickd matice A € R™"™ pocatecni vektor g € R"
Output: Ortonormélni vektory qi, ..., gm, takové, ze
(g1, am) = (a1, Aq1,..., A" 1q)
1 g1 =q/llqll2
2 for k=1:m-1 do
Qk+1 = Adq;
ar = qf gr41;
dk+1 = 9k+1 - QkGk;
B = llar+1ll2;
if B == 0 then
set flag invariant;
break;
10 end
11 Qi1 = Gre1/ B
12 end

© W N o ok~ ®w

Vektory qi, ..., gn jsou nazyvany Lanczosovy vektory.
Vlastni ¢isla matice T jsou pak pomérné dobrou aproximaci vlastnich hod-
not matice A. Matice T ale mtze mit mensi rozméry, coz je vyhodné, pokud

32



4.3. QR algoritmus

nas zajima pouze nékolik malo hodnot. Pro jejich samotny vypocet je pak
mozno pouzit dalsi metody, napiiklad metodu puleni intervali, ktera je de-
tailné popsana napiiklad v [36]. Tato metoda dokonce konverguje linedrné,
stale probiha vyzkum optimalizaci této metody, viz napfiklad [37]. Lze vyuzit
i dal${ metody, at uz mocninnou, nebo napiiklad QR algoritmus.

je zde vypocet Agqy. Cely algoritmus mé tedy slozitost O(n?), jeho vysledkem
nicméné nejsou vlastni hodnoty jako takové, nybrz matice T.

4.3 QR algoritmus

V praxi nejrozsitenéjsim a nejpouzivanéjsim algoritmem pro vypocet vlastnich
hodnot je QR algoritmus. Pouziva se pfedevsim pro husté matice v ptipadé, ze
potfebujeme znat celé spektrum matice. Algoritmus umoznuje také jednoduse
spocitat vSechny prislusné vlastni vektory.

Tento algoritmus vyuziva vlastnosti QR rozkladu matice. QR rozklad je
rozklad zadané matice A na ortogonalni matici Q a horni trojihelnikovou
matici R. Tedy A = QR.

QR rozklad 1ze implementovat nékolika riiznymi zplisoby, v praxi nejc¢astéji
pouzivané jsou Householderovy reflexe a Givensovy rotace.

Givensovy rotace, pojmenované po svém objeviteli, kterym byl americky
matematik James Wallace Givens Jr., jsou transformace, jez umoznuji ,, vyro-
bit* nuly na specifickych mistech v matici. Vyuziva se zde nasledujicich matic:

M1 - 0 --- 0 --- 0]
0 c s 0
0 -5 c 0
o -~ 0 -~ 0 --- 1]

kde ¢ = cos(f) a s = sin(f) pro néjaké 6 a gi; = grr = ¢ Gri = S
a gix = —s. Givensovy matice jsou pak ocividné ortogonalni [36]. Nasobenim
vektoru zleva matici G(i,k,0)7 se dostane rotace proti sméru hodinovych
rucicek o 6 radianu v roviné dané itou a ktou souradnici. Napiiklad pokud
reRay =Gk, 0,

cxr; — STk, pokud j =1,
yj = { sx; + cxg, pokud j =k,

xj, jinak
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4. ANALVZA VYBRANYCH ALGORITMU

Diky tomu je mozné pri vhodné volbé ¢ a s dostat do vysledného vektoru
na ktou. Takové c a s lze najit pomoci nasledujici rovnice:

Z; — T

—_— a4 §= .
/.2 2 /.2 2
fci—}—xk xi+xk

Pri vypoctu rozkladu se proto prochézi postupné po sloupcich prvky pod
diagondlou a nuluji se. Tyto zmény se nasobenim zprava Givensovou matici
ukladaji do matice Q. V matici R naopak nasobenim zleva matici G’ po-
stupné vznikd horni trojihelnikovd matice. Pseudokéd algoritmu je popsan
v algoritmu &. 4] jeho sloZitost je je 6n® floating point operaci [36].

C =

Algoritmus 4: QR rozklad pomoci Givensovych rotaci
Input: Matice A
Output: Matice Q, R, takové, ze Q je ortogonalni a R je horni
trojuhelnikova matice a zaroven plati, ze A = QR.

1 m = rows(A);

2 n = cols(A);

3 Q = En;

1 R=A;

5 for j = 1:n do

6  fori=m:-1:;5+1 do

. c,s = givens(ri—1,5,7i;);
. R =G(i—1,i,0) R;
0 Q= QG(i —1,i,0);
10 end

11 end

Druhym zptsobem vypoctu QR rozkladu jsou Householderovy reflexe, ¢i
transformace. Oproti Givensovym rotacim vyzaduje QR rozklad pomoci Hou-
seholderovych transformaci polovinu operaci [38]. Pomoci této transformace
se nuluje cely sloupec az na jeho prvni prvek. Déje se tak za pomoci matice

2vvT
P-—E-—
vy’
kde v € R™ a ||v|| = 1. Matice H se nazyva Householderova matice a vektor v

se nazyvéa Householderuv vektor. Matice P je symetrickd a ortogonalni [36].
Pokud chceme, aby Px byl nulovy az na prvni prvek, uréi se v jako

v =+ sign(r1) [|z(]2e1,

kde ey = E.;. V praxi se pak pouziva normalizovany vektor v, tedy cely
vektor se vydéli prvnim prvkem. Algoritmus vypoc¢tu Householderova vektoru
ukazuje algoritmus
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4.3. QR algoritmus

Algoritmus 5: Vypocet Householderova vektoru, funkce house

Input: vektor x € R*, n
Output: Householderiv vektor v
= 2] 2
VvV =X;
if © # 0 then
B = 1 + sign(x1)u;
Vo:n = U2:n/ﬁ;
end
v = 1;

B = L BN VURE VR

Householderovy reflexe jsou zajimavé i z duvodu, Ze nulované Casti ma-
tice lze vyuzit pro ulozeni vektoru v. QR rozklad pomoci Householderovych
transformaci pak ukazuje algoritmus [0]

Algoritmus 6: QR rozklad za pomoci Householderovych reflexi
Input: Matice A € R™"
Output: Matice Q a R, takové, ze A = QR

1 R=A

2 for j=1:n do

3 vj = house(Rjn j);

4 8= 72/2}]-ij;

5 w = BRj:n,j:ntQ

6 Rj:n,j:n = Rj:n,j:n + vij;
7 if j <n then

8 Aj+1:n,j = V2:n;

9 end
10 end
11 Q= Ey;
12 for j = n:-1:1 do
13 8= —2/vavj;

14 Vw= BQj:n,j:ntS

15 Qj:n,j:n = Qj:n,j:n + ijT;
16 Qj:n,j:n = Qj:n,j:n + ijT;
17 end

Algoritmus @ mé pak slozitost 8n3 /3 floating point operaci, tedy pro husté
matice je vyhodnéjsi pouzivat pravé Householderovy transformace. Pro ridké
matice nicméné muze byt vyhodnéjsi pouzit Givensovy rotace, jelikoz nevadi
ukladat nékolik ridkych matic a naopak Givensovy rotace zachovavaji ridkost
matic. Givensovy rotace je mozné upravit tak, aby dosahovaly stejné rychlosti
jako Householderovy reflexe [36].
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4. ANALVZA VYBRANYCH ALGORITMU

Vlastni QR algoritmus pak vyuziva podobnosti matic. Zakladni vztah pro
tento algoritmus je popsan nésledovné:

A = QrRy,
A1 = RyQp = ER, Qi = Qi QR Qi = Qf A Qy

Rozlozime-li tedy matici Ax na soucin matic Q a R, ziskdme matici Ayyq
jako soucin matic R a Q. Diky ortogonalité matice Q jsou si pak matice Ay
a Agyq podobné.

Lze dokézat, ze pii QR rozkladu pomoci Givensovych rotaci, resp. Hause-
holderovych transformacich posloupnost Aj; konverguje k matici, jez mé na
diagondle pravé vlastni ¢isla matice Ai, respektive v pripadé matic, jejichz
vlastni ¢isla jsou komplexni, jejich redlné casti. Dikaz je mozné nalézt napri-
klad v knize od J. H. Wilkinsona [39].

V praxi se ukazuji zplsoby, jak vylepsit konvergenci algoritmu. Jednim
z nich je pfedem uvést matici do Hessenbergovského tvaru. Tento tvar je za-
chovavan QR iteracemi a tedy pri rozkladu matice sta¢i vzdy projit pouze
prvky pfimo pod diagondlou a nikoli zbytek matice. Redukce na Hessenbe-
rovsky tvar se provadi vétsinou pres Householderovy transformace [36]. Dale
se pro zlepseni konvergence pouziva predevsim strategie posunt, ilustrovand
algoritmem

Algoritmus 7: QR aloritmu s posuny
Input: Matice A € R™"

1 for k=1,2,.. do

2 urc¢i skalar pu;

3 A-uE = QR;

4 A = RQ + uE;

5 end

Jednim ze zptsobii urceni skaldru p je vzit prvek A, ,,. To se nazyva ,, Stra-
tegie implicitniho posunu® [36].

Konvergence algoritmu je ovliviiovdna pomeéry /\f\—:l [40]. Pfi optimAlni
strategii lze dosdhnout aZ slozitosti 25n° floating point operaci pii vypoctu jak
vlastnich hodnot tak i prislusnych vlastnich vektora. Pokud jsou pozadovana
pouze vlastni ¢isla, slozitost je vétsinou 10n3, jak vychézi dle [36] z empirického
pozorovani.
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KAPITOLA

Implementace

Praktickym vystupem této prace je implementace QR algoritmu s Given-
sovymi rotacemi. Implementace vychéazi z obecného QR algoritmu bez posunti.

Jako technologie byl zvolen programovaci jazyk Julia [41]. Julia je dyna-
micky typovany jazyk urceny pro védecké vypocty. Diky JIT — Just In Time —
kompilaci implementované technologii LLVM dosahuje rychlosti skoro stejné
jako jazyk C [42]. Mezi hlavni vyhody jazyka patii jednoduchd syntaxe a para-
lelizace, ale i indexovani pole od 1 nikoli od 0 [43], coz je naopak ¢asti odborné
verejnosti vnimano jako nevyhoda. Jazyk byl publikovan v roce 2012, nyni,
v roce 2021, vysla verze 1.6 [41, 42].

Vystup je koncipovan jako projekt v jazyce Julia. Poskytuje nékolik funkci
a to: qreigenall(A,atol,maxiteration,log), kterd vraci vlastni ¢isla i vek-
tory zadané matice A, qreigenval (A,atol,maxiteration,log), kterd vraci
pouze vlastni hodnoty a qreigvecs(A,atol,maxiteration,log), kterd vraci
vlastni vektory. K modulu je dodana i uzivatelskd dokumentace.

Vnitiné je kéd clenén do vice funkcei, které jsou kazda ve vlastnim souboru,
pojmenovaném jménem funkce. Implementace se da rozdélit do nékolika po-
myslnych ¢asti.

5.1 Givensovy rotace

Prvni ¢asti je implementace Givensovych rotaci, ktera je realizovana pomoci
nékolika funkci. Naivni implementace vyuzivd dvé funkce, a to funkci
givensrotations(A::Matrix{T}) where {T<:Number} a ddle pak funkeci
givenscoefficients(a: :Number, b::Number). Number je libovolny ciselny
typ jazyka Julia, notace s T pak umoznuje pouzivat tento typ v ramci funkce
— napriklad pri vytvareni kompatibilni identické matice.
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5. IMPLEMENTACE

function givenscoeff (a::Number, b::Number)

if b ==
cos =1
sin = 0

elseif abs(b) > abs(a)
r=a/b
sin = 1 / sqrt(l + r"2)
cos = sin * T

else
r=>b/ a
cos = 1 / sqrt(l + r~2)
sin = cos * T

end

return cos, sin
end

Vypis kédu 1: Funkce givenscoeffinients(a,b)

Funkce givenscoefficients(a::Number, b::Number) vraci koeficienty
jez umoznuji vynulovat prvek b — tedy spocitd ¢ = cos(f) a s = sin(0) tak, ze

T
c s a\ _(r
() 6)-6)

Funkce provede 5 floating point operaci a pouze jednou odmocni. Neni
treba pocitat presnou hodnotu thlu rotace @, takze neni nutné vyuzivat tri-
gonometrické funkce.

Funkce givensrotations(A::Matrix{T}) where {T<:Number} vyuziva
klasického algoritmu na vypocet Givensovy rotace, kdy na zdkladé koefici-
entli z funkce givenscoefficients(a: :Number, b::Number) zkonstruuje ce-
lou Givensovu matici a nasobenim zleva, respektive zprava, pocita matici R,
respektive Q.

Tento pristup je pomérné neefektivni, jelikoz hlavni vyhodou Givensovych
rotaci je, ze matice G(i—1,1,6) je kromé ctyrech prvkia (¢i—1,i—1, gi—1,i> Gii—1,
gi,i) rovna matici E,, tim padem lze misto celych matic pracovat pouze s pri-
slusnymi radky, resp. sloupci, G;_1. a G;. resp. G;—1 a G;.

Diky této optimalizaci m4 algoritmus |4 sloZitost O(n?), kde n je velikost
matice. Bez optimalizaci m4 samo nésobeni slozitost O(n?), cely algoritmus
tedy (n®).

Tato optimalizace se pomérné zasadné projevila i pfi benchmarkovém testu
spousténém na stovce matic za pouziti datového typu Float64 na maticich
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5.2. Hessenbergovské redukce

o velikosti 75 x 75. Pro benchmark byl vyuzit balicek BenchmarkTools.jl [44],
vystupy z benchmarku jsou vidét na néasledujicim vypisu.

#Neoptimalizovand verze
BenchmarkTools.Trial:

memory estimate: 6.92 GiB

allocs estimate: 1594059

minimum time: 5.898 s (19.85 % GC)
median time: 5.898 s (19.85 % GC)
mean time: 5.898 s (19.85 % GC)
maximum time: 5.898 s (19.85 % GC)
samples: 1

evals/sample: 1

#Optimalizovana verze
BenchmarkTools.Trial:

memory estimate: 8.15 MiB

allocs estimate: 1559

minimum time: 21.407 ms (0.00 % GC)
median time: 24.608 ms (0.00 % GC)
mean time: 25.100 ms (4.25 % GC)
maximum time: 53.806 ms (53.19 % GC)
samples: 200

evals/sample: 1

Test srovnaval funkce givensrotations(A) a givensrotationsopt(A).
Findlni verze funkce pro QR rozklad je qrdecompositiongivens(A). Ta vy-
uziva optimalizace, jez pocita s tim, Zze matice na vstupu je Hessenbergovska,
coz funkce i kontroluje. Tim padem neni nutné provadét n?/2 rotaci, nybrz
pouze n — 1 rotaci. Kazda rotace mé pak slozitost 8n floating point operaci.
Celkem tedy dostdvame slozitost 8n? operaci.

Funkce givensrotationsopt (A) a qrdecompositiongivens(A) vyuzivaji
funkci rotation(Q, R, cs, sn, i), kterd provadi samotnou rotaci.

Pribéh algoritmu jde pomeérné hezky ilustrovat. Na obrazcich a
lze pozorovat prubéh algoritmu, kdy matice se Q postupné plni a matice R
naopak vyprazdnuje.

5.2 Hessenbergovska redukce

Pro optimalizaci se vyuziva funkce hessenbergstep(A). Tato funkce pomoci
Householderovych transformaci spocitda matice H a Uy, tak, ze plati A =
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Obrazek 5.1: Matice Q v pribéhu QR rozkladu

UHUTY a zéroven plati, Ze U je matice ortogonélni, H matice hessenbergovska.
Funkce je napsana ve dvou variantach, varianté, kterd vraci jak matici H,
tak matici U, hessenbergstep(A: :Matrix{T}) where {T<:Number} a ve va-
rianté hessenbergstepvals(A: :Matrix{T}) where {T<:Number}, kterd ma-
tici U neukldda a nevraci. Pokud jsou totiz pozadovany pouze vlastni hodnoty,
neni matici U potfeba a proto je mozné ji nepocitat a usettit tak kapacity.
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Obrazek 5.2: Matice R v prubéhu QR rozkladu

5.3 Implementace QR algoritmu

Balicek poskytuje tri funkce, které vypocitaji konecny vysledek. Zakladni
funkei je qralgorithm(A::Matrix{T}, atol::Real = eps(T), maxitera-
tions = MAXITERATIONS, showprogress = SHOWPROGRESS) where
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{T<:Number}. Tato funkce vraci pro zadanou matici jeji vlastni ¢isla a vektory.

Funkce bere na vstupu matici A, jez muze byt jakéhokoli ¢iselného typu,
uzivatel muze pak zadat absolutni odchylku, se kterou jsou pak kontrolovany
nuly pod diagonalou. Na ¢iselném typu Float64 je nejmensi odchylka, pri
které algoritmus konverguje 1.e-322. Argument maxiteration urcuje alter-
nativni podminku zastaveni, kdy se funkce zastavi, probéhne-li pocet iteraci
rovny parametru. Je-li tento parametr nastaven na —1, nemda na zastaveni
funkce vliv. Poslednim argumentem je showprogress, ktery zapind a vypind
log, jez do konzole vypisuje iterace a prvek na némz konci kontrola popsana
nize. Vychozi hodnoty argumentti se nachazi v souboru config. j1.

Pokud jsou vyzadovany pouze vlastni ¢isla a nikoli vlastni vektory, po-
skytuje balitek funkci qreigenval(A::Matrix{T}, atol::Real = eps(T),
maxiterations = MAXITERATIONS, showprogress = SHOWPROGRESS)
where {T<:Number}. U této funkce funguji argumenty stejné jako u funkce
gralgorithm. Funkce vyuziva optimalizované hessenbergovské redukce a ne-
ukldda matice Q, coz vede k vySsi Casové efektivité.

Posledni funkci je qreigvecs(A::Matrix{T}, atol::Real = eps(T),
maxiterations = MAXITERATIONS, showprogress = SHOWPROGRESS) whe-
re {T<:Number}. Funkce je pouze wrapper pro funkci qralgorithm, ktery
zahazuje spocitané vlastni hodnoty.

Vsechny tii poskytované funkce vyuzivaji pro kontrolu zastaveni funkci
checkdeflation(A: :Matrix{T}, tol = eps(T)) where {T<:Number}. Im-
plementace funkce je prilozena v ramci vypisu kodu ¢. [2| Tato funkce prochéazi
prvky piimo pod diagonalou a kontroluje pomoci funkce isapprox, zda pro
zadanou toleranci jsou rovny nule. Funkce vraci index sloupce a prvek, na
némz kontrola selhala. Pokud uzivatel nastavil parametr log na hodnotu true,
prvek se mu zobrazi ve vypisu a uzivatel muze upravit presnost.

5.4 Testy

Kéd byl v pribéhu vyvoje testovan. K testovani bylo vyuzito nékolik skript.
Testy vyuzivaly modul Tests [45], ktery je soucdsti standardni knihovny jazyka
Julia.

Funkce implementujici QR rozklad byly testovany pomoci skriptu given-
srotationstest.jl, jez spoustél opakované funkci givensrotation() a kon-
troloval rovnost matice A a soucinu vracenych matic Q a R.

Skript hessenbergtest. j1 testoval podobnym zptisobem funkce pro vy-
pocet Hessenbergovské redukce. Kromé kontroly validnich vysledk pro na-
hodné generované matice kontroloval validni vysledky pro diagondalni matici
a dalsich nékolik malych matic. Skript kontroloval rovnost spekter matice H
a pivodn{ matice A, tvar matice H, i rovnost A = QHQT.

Samotné funkce na vypocet vlastnich hodnot a vektorti se kontrolovaly po-
moci skriptll qrtest. jl a eigvalstest. j1l. Oba skripty obsahovaly podobné
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function checkdeflation(A::Matrix{T}, tol = eps(T), backwards
= false) where {T <: Number}

m,n = size(A)

if !backwards

for j =n - 1:-1:1

if !isapprox(A[j + 1, jl, zero(T), atol = tol)
return j, A[j + 1, j]
end
end
else
for j =1:n -1
if l!isapprox(A[j + 1, jl, zero(T), atol = tol)

return j, A[j + 1, jl
end
end

end

return 0, T(0)

end

Vypis kodu 2: Ukazka funkce checkdeflation(A)

testy, testovala se diagonalni matice, malé symetrické matice s vicendsobnymi
vlastnimi ¢isly a ndhodné generované symetrické matice. Testy dosahovaly asi
86% pokryti. Pokryti se méfilo pomoci balicku Coverage.j1 |46].

5.5 Srovnani implementaci

Implementace byla porovnana s dostupnymi implementacemi v knihovné LA-
PACK a v prostredi Mathematica.

LAPACK, tedy Linear Algebra PACKage, je knihovna napsand v jazyce
Fortran 90 pro feseni soustav linearnich rovnic, problému vlastnich ¢isel a hle-
déni singuldrniho rozkladu [47]. Mathematica je komeréni vypocetni software
od spolec¢nosti Wolfram [48|. V obou pripadech se jedna o desitky let vyvijené
systémy.

Aby bylo mozné implementace porovnavat, bylo nagenerovano 97 matic
od velikosti 3 x 3 po velikost 100 x 100. Tyto matice se ulozily do .csv sou-
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Otestset "Random symmetric matrices" begin
testcount = 100
testmin = 20
testdimension = 20

@info("Random tests begin")

for i = 1:testcount

@info("Test number ", i)

m = rand(testmin:testdimension)
A = rand(Float64,m,m)

A = AxA'

my_evals, U = qralgorithm(A, 1.e-100, -1)
Otest isapprox(sort(my_evals), eigvals(A))
Otest isapprox(A * U, U*diagm(my_evals) )

end
@info("Random tests done")

end

Vypis kédu 3: Ukédzka testit metody qralgorithm

bori. V kazdém z testil byly pak matice nacteny, spocitala se vlastni ¢isla.
Vysledky testti se ukladaly k pozdéjsi analyze, jsou dostupné na ptilozeném
médiu. Vsechny testy byly provadény na notebooku Dell G5 15 5587, s pro-
cesorem Intel Core i7 osmé generace. LAPACK byl volan pres Julii, jelikoz
je soucasti balicku LinearAlgebra, skriptem benchmark lapack.jl. Prostfedi
Mathematica bylo testovano pomoci skriptu benchmark _mathematica.nb.

Jako prvni varianta konfigurace pro implementaci v Julii byla nastavena
presnost eps (Float64). Maximalni pocet iteraci nebyl nastaven, v obrazku|5.3
oznaceno jako , Julia — eps(Float64)“. Dalsimi testovanymi variantami byla
presnost na 1.e-10, pridany maximalni pocet iteraci — kvadraticky s n pfi
velikosti vstupu n X n a posledni testovanou alternativou bylo nastaveni ma-
ximalné tisice iteraci.

Rychlost implementace nebyla v porovnéni s knihovnou LAPACK ani
s prostfedim Mathematica dobra, jak je vidét na obrazcich a Nej-
lepsi vysledky z testovanych variant ukazovalo nastaveni s maximalné 1000
iteracemi, nicméné ani to se rychlostné neblizilo implementacim v prostredi
Mathematica a knihovné LAPACK. To je ddno predevsim pouzitim Given-
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5.5. Srovnéani implementaci

sovych rotaci na husté matice a pouzitim jednodussi verze algoritmu. Méreni
mohlo byt lehce ovlivnéno vytizenim pocitace, vysvétluje to lehké rozdily ve
srovnani jednotlivych konfiguraci, kdy na nékterych vstupech vysla casové
hiife varianta s nastavenym maximalnim poctem iteraci.

Na obrazku je vyrazné vidét peak u nékterych matic, zvlasté u matice
s rozméry 91 x 91. Algoritmus u téchto vstupt konvergoval velmi pomalu,
je to kvuli degeneraci spektra, tyto matice maji nékolik vlastnich ¢isel velmi
blizko u sebe.

Dale byla zkouména pfesnost algoritmu. Pro porovnani bylo zvoleno srov-
nani kumulativni sumy rezidua. Reziduum je rozdil souc¢ini Az a Az, kde z je
vlastni vektor a lambda k nému ptislusné vlastni ¢islo. Tyto dva vyrazy by si
mély byt rovné, ale jelikoz vypocet neni presny, ve skute¢nosti tomu tak neni.
Proto se rozdil téchto dvou vyrazt dd vyuzit k méreni chyby vypoctu. V téchto
testech se porovnava kumulativni chyba, tedy soucet rezidua — absolutniho
rozdilu Ax pres vSechny vlastni vektory. Zapsdno matematicky, definujeme-li
matici M jako rozdil matic AU a souc¢inu U s diagonalni matici, kterd mé na
diagonéale vlastni ¢isla Aq,..., A, — Dg.

M =AU -UD,

. Porovnavame vyraz
n n
2D Mg
i=1j=1
Chyba vypoctu se zvysuje v zavislosti na rozmérech vstupni matice. Je

vyrazné vidét, ze ve chvili, kdy algoritmus nedobéhne, tedy je zastaven ma-
ximdalnim pocétem iteraci, lze pozorovat vyssi chybu, jak je vidét na obrazku|5.5
Peaky odpovidaji vstuptim, kde dosahovaly vyrazné vyssich ¢ast béhy zastavo-
vané bez ohledu na pocet iteraci. K¥ivky, které se pfekryvaji jsou pak detailné
vidét na obrazku
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for

end

k=3:100

display (k)

M = CSV.File("samples/matrix_"*string(k)*".csv", header = false) |> Tables.matrix
vals,vecs = qralgorithm(M, eps(Float64),-1)

res = sum(sum(broadcast(abs,M * vecs - vecs*diagm(vals)),dims=2),dims = 1) [1]

dataframe = DataFrame(Technology = String[], Iteration = Int[], Time = Float64[])
push! (dataframe, ("Julia - original",k,res))
CSV.write("benchmarks/julia_error.csv", dataframe, writeheader = false, append = true)

Vypis kédu 4: Skript benchmark_julia. jl pro testovani presnosti
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5. IMPLEMENTACE

Na obrazku lze také pozorovat, jak roste chyba s velikosti matice, jde
o srovnani pravé béhu, kdy nebyl algoritmus zastavovan natvrdo s knihov-
nou LAPACK a prostfedim Mathematica. Vzhledem k tomu, zZe jde o chybu
kumulativni, tedy soucet pres vsechny prvky, je logické, ze roste s rostouci ve-
likosti matice, nicméné muizeme vidét, ze implementace je schopnd poskytovat
pomérné presné vysledky bez ohledu na velikost vstupu.
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Zaver

Prace shrnuje déjiny problematiky vlastnich ¢isel a to od nejstarsich zminek
0 maticich, pfes vyvoj pojmenovani fenoménu vlastnich ¢isel az po vyvoj
numerickych metod ve dvacatém stoleti. Popisuje nékteré aplikace vypoctu
vlastnich ¢éisel. Podrobnéji vysvétluje Markovské fetézce, algoritmus vypoctu
Page Ranku, pouzivany naptiklad ve vyhledavac¢i Google, analyzu hlavnich
komponent, coz je jedna z metod zpracovani dat, jako aplikace z oblasti infor-
matiky. Dale je pak rozebrana souvislost hledani korenti polynomt s vlastnimi
Cisly a dalsi aplikace z mnoha raznych oblasti, od stavebnictvi, pres medicinu
az po fyziku a chemii.

Prace analyzuje t¥i vybrané metody vypoctu vlastnich ¢isel, potazmo vek-
tord. Rozebird a analyzuje mocninnou metodu, coz je jedna z nejstarsich me-
tod vypoctu, jez vypocita jedno v absolutni hodnoté nejvétsi ¢islo, Lanczosovu
metodu, a QR algoritmus, kde je rozebran zejména rozdil Householderovych
transformaci a Givensovych rotaci.

Prakticka ¢ast prace pak implementuje QR algoritmus s Givensovymi ro-
tacemi. Algoritmus byl implementovan jako modul v jazyce Julia. Modul po-
skytuje nékolik metod, jez umoznuji uzivateli spocitat vlastni ¢isla, pripadné
vektory. Je mozné nastavovat pfesnost i sledovat postup algoritmu pomoci
logti.

Implementace byla porovnana s dalsimi alternativami, konkrétné s kni-
hovnou LAPACK a s prostredim Mathematica. Porovnavala se rychlost béhu
a velikost chyby. Alternativy vysly jako rychlejsi a numericky stabilnéjsi. Po-
rovnavaly se i rizné moznosti konfigurace metod poskytovanych v ramci této
prace. Soucasti prace je i uzivatelskd dokumentace

Cile prace, tedy zmapovat historicky vyvoj problematiky, popsat mozné
aplikace vypocétu vlastnich ¢isel, analyzovat metody vypoctu vlastnich ¢isel,
implementovat QR algoritmus s Givensovymi rotacemi a tuto implementaci
porovnat s alternativami - prostfedim Mathematica a knihovnou LAPACK,
se podarilo naplnit.
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ZAVER

Prace by mohla byt rozsifena o implementaci dalsich metod, jako je na-
priklad mocninnd metoda. Bylo by mozné optimalizovat algoritmus pro lepsi
rychlost konvergence i pro vyssi numerickou stabilitu metody.
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PRILOHA A

Obsah prilozeného média

readme.tXt......oovveuunn.. stru¢ny popis obsahu a instrukce k instalac
Ecode ..................................... zdrojové kody implementace
7 0= e = text prace
tthesis.pdf ............................. text prace ve formatu PDF
T < zdrojové koédy prace



	Úvod
	Základní pojmy a definice
	Základní pojmy
	Matice
	Vlastní čísla a jejich vlastnosti

	Historie problematiky vlastních čísel a vektorů
	Nejstarší historie
	Vývoj pojmenování
	Metody hledání a nejnovější vývoj

	Aplikace vlastních čísel a vektorů
	Markovské řetězce
	Google Page Rank
	PCA – Analýza hlavních komponent
	Hledání kořenů polynomů
	Další aplikace

	Analýza vybraných algoritmů
	Mocninná metoda
	Lanczosova metoda
	QR algoritmus

	Implementace
	Givensovy rotace
	Hessenbergovská redukce
	Implementace QR algoritmu
	Testy
	Srovnání implementací

	Závěr
	Bibliografie
	Obsah přiloženého média

