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Prohlášeńı
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Abstrakt

Ćılem práce je shrnout historii a aplikace výpočtu vlastńıch č́ısel. Práce ana-
lyzuje některé algoritmy použ́ıvané pro výpočet vlastńıch č́ısel. V praktické
části práce je implementován QR algoritmus s Givensovými rotacemi v jazyce
Julia a tato implementace je porovnána s již dostupnými implementacemi
tohoto algoritmu v prostřed́ı Mathematica a knihovně LAPACK. Implemen-
tace dosahuje horš́ıch čas̊u i přesnosti než srovnávané alternativy, na rozd́ıl od
nich však poskytuje možnost ovlivňovat přesnost výsledku a poskytuje výpis
algoritmu.

Kĺıčová slova vlastńı č́ısla, vlastńı vektory, problém vlastńıch č́ısel, QR
algoritmus, Givensovy rotace, programovaćı jazyk Julia
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Abstract

This thesis aims to summarize the history and applications of eigenvalue com-
putation. The work analyzes some eigenvalue algorithms. In the practical
part of the thesis, a QR algorithm with Givens rotations is implemented in
the Julia language and compared with the already available implementations
of this algorithm in the Mathematica environment and the LAPACK library.
The implementation is slower and less precise than already developed imple-
mentations, it does however provides possibility of logging the run of algorithm
and possibility of setting precision.

Keywords eigenvalues, eigenvectors, QR algorithm, Julia language, eigen-
value problem, Givens Rotation
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Úvod 1
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1.3 Vlastńı č́ısla a jejich vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Historie problematiky vlastńıch č́ısel a vektor̊u 15
2.1 Nejstarš́ı historie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.3 Metody hledáńı a nejnověǰśı vývoj . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

Vlastńı č́ısla, vektory a jejich výpočet jsou jedńım ze základńıch problémů
lineárńı algebry, kterému se žádný student této oblasti matematiky nevyhne.
Lineárńı algebra má své kořeny již ve starověku, kdy se řešily lineárńı rovnice
týkaj́ıćı se např́ıklad výsadby plodin. Samotná oblast vlastńıch č́ısel, vektor̊u
a jejich výpočtu doznala větš́ıho rozmachu až v obdob́ı novověku zejména pak
v devatenáctém stolet́ı. Algoritmy na výpočet vlastńıch č́ısel se pak nejv́ıce
rozvinuly ve dvacátém stolet́ı a to předevš́ım d́ıky využit́ı poč́ıtač̊u. Tato pro-
blematika nacháźı širokých aplikaćı nejenom v matematice, ale i ve fyzice,
v biologii, ve stavebnictv́ı, v chemii nebo např́ıklad v informatice při imple-
mentaci vyhledávaćıch softwar̊u.

Toto téma jsem si vybrala, jelikož při výzkumném projektu, kde jsme se
zabývali spektrálńı analýzou Schrödingerova operátoru na rovinných oblas-
tech, byl právě výpočet vlastńıch č́ısel na ř́ıdkých matićıch nejnáročněǰśı část́ı
výpočtu. Proto jsem se rozhodla v rámci své bakalářské práce prozkoumat
jakým zp̊usobem se vlastńı č́ısla poč́ıtaj́ı, jaké možnosti jejich výpočtu jsou,
jaké algoritmy jsou efektivńı pro jaké tř́ıdy matic a dále jaké jsou možnosti
zefektivněńı a zrychleńı tohoto výpočtu.

V této práci si kladu za ćıl zmapovat vývoj výpočtu vlastńıch č́ısel v pr̊u-
běhu dějin, aplikace této problematiky a analyzovat běžně použ́ıvané algoritmy
pro tento výpočet. V praktické části práce jsem se pak zaměřila na implemen-
taci QR algoritmu s Givensovými rotacemi v jazyce Julia a experimentálńı
porovnáńı výkonnosti této implementace s již dostupnými implementacemi
v prostřed́ı Mathematica a v knihovně LAPACK.

V prvńı kapitole stručně shrnuji základńı pojmy a definice souvisej́ıćı s pro-
blematikou vlastńıch č́ısel. Analýza této problematiky je obsahem daľśıch dvou
kapitol, přičemž v rámci druhé kapitoly se věnuji historii vlastńıch č́ısel, vek-
tor̊u a jejich výpočtu přes starověk, středověk a předevš́ım pak rozeb́ırám
vývoj této problematiky v novověku a ve dvacátém stolet́ı. V kapitole třet́ı
pak následuje hrubá analýza možných aplikaćı problému, přičemž je kladen
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Úvod

d̊uraz na aplikace na poli informatiky a matematiky. Čtvrtá kapitola se pak
věnuje analýze vybraných algoritmů pro výpočet vlastńıch č́ısel, konkrétně
mocninné metody, Lanczosovy metody a QR algoritmu.

V páté kapitole pak rozeb́ırám vlastńı implementaci QR algoritmu s Gi-
vensovými rotacemi v jazyce Julia a srovnávám implementaci s již dostupnými
implementacemi v prostřed́ı Mathematica a v knihovně LAPACK.
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Kapitola 1
Základńı pojmy a definice

Aby bylo možné hovořit o vlastńıch č́ıslech matic, je potřeba zavést několik
zcela zásadńıch pojmů. V této kapitole se vycháźı z definic ze studijńıho textu
předmětu Lineárńı algebra na FIT ČVUT [1]. Tento text lze také využ́ıt
k hlubš́ımu pochopeńı zde definovaných pojmů i pro dohledáńı d̊ukaz̊u tvr-
zeńı z této kapitoly.

1.1 Základńı pojmy

Prvńım z pojmů je vektorový prostor, jeden ze základńıch pojmů celé lineárńı
algebry.

Definice 1.1.1 (Vektorový prostor) At’ T je libovolné komutativńı těleso,
jeho neutrálńı prvky v̊uči operaćım sč́ıtáńı resp. násobeńı se označ́ı 0, resp. 1.
Necht’ je dále dána neprázdná množina V a dvě zobrazeńı ⊕ : V × V → V,� :
T× V → V. Řekneme, že V je vektorový prostor nad tělesem T s vektorovými
operacemi ⊕ a �, právě když plat́ı následuj́ıćı axiomy vektorového prostoru:

1. ∀a, b ∈ V : a⊕ b = b⊕ a,

2. ∀a, b, c ∈ V : (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c),

3. ∀α, β ∈ T,∀a ∈ V : α� (β � a) = (αβ)� a,

4. ∀α ∈ T, ∀a, b ∈ V : α� (a⊕ b) = (α� a)⊕ (α� b),

5. ∀α, β ∈ T,∀a ∈ V : (α+ β)� a = (α� a)⊕ (β � a),

6. ∀a ∈ V : 1� a = a,

7. ∃θ ∈ V,∀a ∈ V : 0� a = θ.
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1. Základńı pojmy a definice

Tato definice umožňuje vystavět celou lineárńı algebru, operace v tomto
textu vždy splňuj́ı tyto definice. Typicky se v tomto textu uvažuje těleso
reálných č́ısel R, př́ıpadně těleso č́ısel komplexńıch C, operacemi ⊕ resp. �,
je zde myšleno sč́ıtáńı, resp. násobeńı. Vektorovým prostorem pak se typicky
mysĺı Rn, př́ıpadně Cn, což je vždy jasně řečeno.

Vektory je d̊uležité umět porovnávat. K tomuto účelu se použ́ıvaj́ı r̊uzné
normy umožňuj́ıćı poč́ıtat vzdálenosti vektor̊u. Norma je funkce ‖·‖ : Rn → R,
která splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

‖x‖ ≥ 0, x ∈ Rn,
‖x‖ = 0, pouze pro x = θ,

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ Rn,
‖αx‖ = |α|‖x‖, α ∈ R, x ∈ Rn.

V tomto textu se použ́ıvaj́ı dvě vektorové normy, konkrétně

‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|,

‖x‖2 =
√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2,

‖x‖1 budeme pro jednoduchost označovat i jako ‖x‖. Norma ‖x‖2 se nazývá
Euklidovská a je rovna vzdálenosti x od počátku souřadnicové soustavy θ.

Aby bylo možné s vektorovými prostory pracovat, je d̊uležité je umět po-
pisovat. Zavede se proto několik pojmů, jež to umožńı. Prvńım z těchto pojmů
je lineárńı (ne)závislost souboru resp. množiny vektor̊u. K tomu je třeba de-
finovat pojem lineárńı kombinace vektor̊u. Souborem pak je myšlena konečná
uspořádaná ntice vektor̊u.

Definice 1.1.2 Necht’ V je vektorový prostor nad T, x ∈ V a (x1, . . . , xn)
je soubor vektor̊u z V. Řı́káme, že vektor x je lineárńı kombinaćı souboru
(x1, . . . , xn), právě když existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že

x =
n∑
i=1

αixi.

Čı́sla αi, i = 1, . . . , n, se nazývaj́ı koeficienty lineárńı kombinace. Jestlǐze ∀i =
1, . . . , n: αi = 0, nazývá se taková lineárńı kombinace triviálńı. V opačném
př́ıpadě jde o lineárńı kombinaci netriviálńı.

Definice 1.1.3 Necht’ (x1, . . . , xn) je soubor vektor̊u z V . Řekneme, že sou-
bor (x1, . . . , xn) je lineárně nezávislý (LN) soubor, právě když pouze triviálńı
lineárńı kombinace tohoto souboru je rovna nulovému vektoru θ. V opačném
př́ıpadě se soubor nazývá lineárně závislý (LZ).
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1.1. Základńı pojmy

Definice 1.1.4 Bud’ V vektorový prostor nad T, ∅ 6= M ⊆ V . Řekneme, že M
je lineárně závislá (LZ) množina, právě když existuj́ı vektory x1, . . . , xn ∈ M
takové, že xi 6= xj pro i 6= j, kde i, j = 1, . . . , n, a soubor (x1, . . . , xn) je LZ.
V opačném př́ıpadě je množina M lineárně nezávislá (LN).

V tuto chv́ıli je třeba definovat pojem báze lineárńıho prostoru, d́ıky němuž
je možno využ́ıt poměrně málo vektor̊u k popisu celého vektorového prostoru.
K tomu je ještě nutno definovat pojem lineárńı obal souboru.

Definice 1.1.5 Necht’ (x1, . . . , xn) je soubor vektor̊u z V , pak množina všech
lineárńıch kombinaćı souboru (x1, . . . , xn) se nazývá lineárńı obal souboru
(x1, . . . , xn), znač́ı se 〈x1, . . . , xn〉.

Bud’ ∅ 6= M ⊆ V . Množina všech lineárńıch kombinaćı všech soubor̊u
vektor̊u z množiny M se nazve lineárńım obalem množiny M a znač́ı se 〈M〉.

Definice 1.1.6 (Báze) Pokud existuje ve vektorovém prostoru V uspořádaná
množina vektor̊u B taková, že

1. B je lineárně nezávislá,

2. 〈B〉 = V ,

pak se tato uspořádaná množina B nazývá báze vektorového prostoru V .

Jelikož každý vektor z V je lineárńı kombinaćı vektor̊u báze a báze je
lineárně nezávislá množina, lze jej proto jednoznačně popsat pomoćı koefici-
ent̊u této kombinace a zavést pojem souřadnic.

Definice 1.1.7 Necht’ X = (x1, . . . , xn) je báze V a vektor z ∈ Vn splňuje

z =
n∑
i=1

αixi.

Souřadnicemi vektoru z ∈ V v bázi X se nazve uspořádaná ntice (sloupcový
vektor)

(z)X :=

α1
...
αn

 ∈ Tn,1

Definice 1.1.8 Bud’ V vektorový prostor nad T. Řekneme, že dimenze vek-
torového prostoru V je rovna

• 0, pokud ve V neexistuje LN soubor délky 1, tedy V = {θ}.

• n ∈ N pokud ve V existuje LN soubor délky n, ale každý soubor délky
n+ 1 už je nutně LZ.
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1. Základńı pojmy a definice

• ∞, pokud ve V existuje LN soubor libovolné délky.

Dimenze vektorového prostoru V se označuje symbolem dimV .

Daľśım neméně d̊uležitým pojme je pak lineárńı zobrazeńı. Připomeňme si
definici zobrazeńı, která je zde vystavena na definici kartézského součinu dvou
množin.

Definice 1.1.9 (Kartézský součin) Kartézským součinem množin A a B,
ozn. A×B, je množina všech uspořádaných dvojic (a, b), kde a ∈ A a b ∈ B.

Definice 1.1.10 (Zobrazeńı) Zobrazeńım z A do B, f : A → B se rozumı́
podmnožina kartézského součinu f ⊆ A × B, kde pro každé a ∈ A existuje
nejvýše jedno b ∈ B, takové, že (x, y) ∈ f . Skutečnost (x, y) ∈ f se standardně
zapisuje y = f(x)

V rámci lineárńı algebry se pak zkoumaj́ı zobrazeńı lineárńı.

Definice 1.1.11 Bud’te P a Q dva vektorové prostory nad stejným tělesem
T, necht’ A : P → Q. Zobrazeńı A se nazývá lineárńı, právě když současně
plat́ı:

1. (aditivita): ∀x, y ∈ P : A(x+ y) = A(x) +A(y),

2. (homogenita): ∀α ∈ T,∀α ∈ P : A(αx) = αA(x).

Množina všech lineárńıch zobrazeńı z P do Q se znač́ı L(P , Q).

Pro lineárńı zobrazeńı se často skutečnost (x, y) ∈ f zapisuje jako y = fx.
Spolu s lineárńım zobrazeńım lze rovnou definovat i pojem lineárńı operátor.

Definice 1.1.12 (Lineárńı operátor) Lineárńı zobrazeńı prostoru V do V
se nazývá lineárńı operátor (transformace) na V .

Posledńı definićı z oblasti zobrazeńı je definice pojmu jádro zobrazeńı.

Definice 1.1.13 Necht’ A ∈ L(P,Q). Jádro zobrazeńı A se definuje jako
množina

kerA := {x ∈ P | Ax = θQ}.
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1.2. Matice

1.2 Matice

Následně je třeba definovat i pojmy matice, identická matice a operace s nimi,
jelikož jsou to v algoritmech popisovaných v tomto textu velice časté pojmy.

Definice 1.2.1 (Matice) Necht’ m,n ∈ N. Uspořádaný soubor mn č́ısel za-
psaný do tabulky o m řádćıch a n sloupćıch se nazývá matice typu m × n.
Matice obvykle znač́ıme takto:

A =


a11, a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
am1 am2 . . . amn


kde aij jsou prvky matice (někdy se znač́ı taky jako Aij). Čı́slu i se ř́ıká
řádkový a č́ıslu j sloupcový index. Množina všech matic typu m×n (s reálnými
prvky) se znač́ı Rm,n. Jako A:j ∈ Rm,1 se znač́ı jtý sloupec matice A:

A:j =


a1j
a2j
...

amj

 .

Podobně Ai: ∈ R1,n znač́ı itý řádek matice A:

Ai: =
(
ai1 ai2 . . . ain

)
.

Nyńı je možné oba pojmy spojit a definovat matici zobrazeńı.

Definice 1.2.2 Necht’ A ∈ L(Pm, Qn), X = (x1, . . . , xn) a Y = (y1, . . . , yn)
báze Pm, respektive Qn. Matice XAY ∈ Tn,m, jež se definuje po sloupćıch
předpisem

∀j ∈ 1, . . . ,m :
(
XAY

)
:j

:= (Axj)Y ,

se nazve matićı zobrazeńı A v báźıch X,Y (nebo ”z báze X do báze Y “).
Matici lineárńıho operátoru XAX zkráceně znač́ıme XA := XAX

Zjednodušeně řečeno, A ve svých sloupćıch obsahuje souřadnice obraz̊u
Axj vektor̊u z báze X v bázi Y .

Speciálně se pak definuje matice přechodu.

Definice 1.2.3 Necht’ X = (x1, . . . , xn) a Y = (y1, . . . , yn) jsou báze Vn.
Matice identického operátoru E na Vn, tj. XEY ∈ Tn,n, se nazývá matićı
přechodu od báze X k bázi Y .

Z praktických d̊uvod̊u se definuje i několik speciálńıch druh̊u matic.
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1. Základńı pojmy a definice

Definice 1.2.4 (Jednotková matice) Matice A ∈ Rn,n, která má nulové
všechny prvky, kromě prvk̊u aij, kde i = j, jež jsou rovny 1 se nazývá jednot-
ková matice nebo identická matice. Znač́ı se En, př́ıpadně lze v literatuře naj́ıt
i označeńı In.

Př́ıkladem jednotkové matice je

E5 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


Dále je třeba definovat obecnou diagonálńı matici

Definice 1.2.5 (Diagonálńı matice) Diagonálńı matice je libovolná
čtvercová matice D ∈ Tn,n splňuj́ıćı

∀i, j = 1, . . . , n : i 6= j =⇒ dij = 0.

Př́ıkladem diagonálńı matice z R5,5 je

D5 =


1.2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 4.5 0 0
0 0 0 6 0
0 0 0 0 0.2


Dále lze definovat tridiagonálńı matici.

Definice 1.2.6 (Tridiagonálńı matice) Tridiagonálńı matice je libovolná
čtvercová matice T ∈ Tn,n splňuj́ıćı

∀i, j = 1, . . . , n : |i− j| > 1 =⇒ tij = 0.

Př́ıkladem tridiagonálńı matice z R5,5 je

T5 =


1.2 2 0 0 0
1 2 8.9 0 0
0 0 4.5 5 0
0 0 4.2 6 7
0 0 0 3 0.2


Jedná se tedy o matici, která je mimo diagonálu a pás č́ısel nad ńı a pod

ńı nulová.
Daľśım speciálńım druhem je Hessenbergova matice.

8



1.2. Matice

Definice 1.2.7 (Hessenbergova matice) Hessenbergova matice je libovol-
ná čtvercová matice H ∈ Tn,n splňuj́ıćı

∀i, j = 1, . . . , n : i+ 1 > j =⇒ hij = 0.

Znamená to tedy, že prvky hned pod diagonálou mohou ještě být nenulové,
prvky, které jsou pod diagonálou a př́ımo s ńı nesoused́ı, už nulové být muśı.

Př́ıkladem Hessenbergovy matice z R5,5 je

H5 =


1.2 2 6 1 2
1 2 8.9 4 3
0 0 4.5 5 5
0 0 4.2 6 7
0 0 0 3 0.2


Dle struktury pak lze rozlǐsovat i horńı a dolńı trojúhelńıkové matice.

Definice 1.2.8 (Horńı trojúhelńıková matice) Horńı trojúhelńıková ma-
tice je libovolná čtvercová matice U ∈ Tn,n splňuj́ıćı

∀i, j = 1, . . . , n : i > j =⇒ uij = 0.

Př́ıkladem horńı trojúhelńıkové matice z R5,5 je

U5 =


1.2 2 6 1 2
0 2 8.9 4 3
0 0 4.5 5 5
0 0 0 6 7
0 0 0 0 0.2


Definice 1.2.9 (Dolńı trojúhelńıková matice) Dolńı trojúhelńıková ma-
tice je libovolná čtvercová matice L ∈ Tn,n splňuj́ıćı

∀i, j = 1, . . . , n : i < j =⇒ lij = 0.

Př́ıkladem dolńı trojúhelńıkové matice z R5,5 je

L5 =


1.2 0 0 0 0
2.1 2 0 0 0
1 3 4.5 0 0
9 5.4 8 6 0
1 2 8 9 0.2


Velice d̊uležitou tř́ıdou matic jsou matice symetrické.

Definice 1.2.10 (Symetrická matice) Symetrická matice je taková mati-
ce, pro kterou plat́ı,

∀i, j = 1, . . . , n : ai,j = aj,i.
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1. Základńı pojmy a definice

Pro tuto matici tedy plat́ı AT = A. Př́ıkladem symetrické matice z R5,5

je

S5 =


1.2 7 2 0 1
7 2 0 8 0
2 0 4.5 3 5
0 8 3 6 0
1 0 5 0 0.2


Posledńı speciálńı matićı, která je použita v algoritmech v tomto textu je

pak matice ortogonálńı, tedy ta, která vynásobená svoji transpozićı je rovna
identické matici.

Definice 1.2.11 (Ortogonálńı matice) Ortogonálńı matice je libovolná
čtvercová matice Q ∈ Rn,n splňuj́ıćı QT ·Q = E.

Výše uvedené typy matic jsou jasně definovány z hlediska tvaru, struk-
tury či vlastnost́ı. O matićıch v informatice se často hovoř́ı i z hlediska jejich
uložeńı – klasická hustá matice o rozměrech m × n se ukládá jako 2D pole,
ale např́ıklad, je-li o některé matici známo, že je diagonálńı, stač́ı uložit jej́ı
diagonálu, tedy z O(mn) prostoru v př́ıpadě matice A ∈ Rm,n stač́ı O(n).
Podobně lze nakládat i s tridiagonálńı matićı, kde se ulož́ı pouze diagonála
a pás kolem ńı. V souvislosti s t́ımto se pak často hovoř́ı o ř́ıdkých matićıch,
jež nemaj́ı přesnou definici, respektive maj́ı, ale je jich v́ıcero. Ř́ıdkou matićı se
rozumı́ matice, která má většinu prvk̊u nulových. Jak přesně je většina určena,
zálež́ı na implementaci – ř́ıdké matice se daj́ı ukládat jako prvky a jeho indexy,
kdy je toto uložeńı ale vhodné, je pak vždy třeba zvažovat.

Zcela zásadńı operaćı, již je nutné definovat, je pak násobeńı matic.

Definice 1.2.12 (Násobeńı matic) Bud’te m,n, p ∈ N, A ∈ Rm,n matice
s prvky aij a B ∈ Rn,p matice s prvky bij. Součinem matic A a B je matice
D ∈ Rm,p s prvky dij, pro jej́ı̌z prvky plat́ı

dij =
n∑
k=1

aikbkj

znač́ı se D = AB.

Pro násobeńı matic pak v implementaćıch lze použ́ıt následuj́ıćı algoritmus
1. Naivńı implementace pomoćı toho definičńıho vzorečku má pro husté matice
složitost n3.

Lze jednoduše vidět, že algoritmus 1 má složitost O(n3), což se podařilo
optimalizovat až na O(n2.3728596) [2].

Daľśım pojmem, který se př́ımo využ́ıvá k výpočtu vlastńıch č́ısel je pak
pojem determinantu matice.
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1.3. Vlastńı č́ısla a jejich vlastnosti

Algoritmus 1: Násobeńı matic
Input: A ∈ Rm,n, B ∈ Rn,p
Output: C ∈ Rm,p

1 for i = 1:m do
2 for j = 1:p do
3 C[i,j] = 0;
4 for k = 1:n do
5 C[i,j] += A[i,k]B[k,j];
6 end
7 end
8 end

Definice 1.2.13 Bud’ A čtvercová matice z Tn,n. Determinant matice A je
č́ıslo definované vztahem

detA =
∑
π∈Sn

sgn(π)
n∏
i=1

ai,π(i).

V sumě se sč́ıtá přes všechny permutace množiny {1, . . . , n}, počet sč́ıtanc̊u
je proto roven n!. Činitelé součinu jsou pak prvky matice v i-tém řádku a π(i)-
tém sloupci. sgn(π) označuje znaménko permutace π.

1.3 Vlastńı č́ısla a jejich vlastnosti

Za pomoci těchto definic je možno definovat i pojem vlastńı č́ıslo a vlastńı
vektor.

Definice 1.3.1 (Vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor) Necht’ A : V → V je li-
neárńım operátorem ve V nad C. Čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastńım č́ıslem
operátoru A, pokud existuje vektor x ∈ V , x 6= θ takový, že Ax = λx. Vek-
tor x, který splňuje uvedenou rovnost, se nazývá vlastńı vektor operátoru A
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ. Množina všech vlastńıch č́ısel A se nazývá spek-
trem operátoru A, znač́ı se symbolem σ(A).

Vlastńı č́ısla operátor̊u na konečně-dimenzionálńım prostoru lze naj́ıt jako
kořeny tzv. charakteristického polynomu.

Definice 1.3.2 Necht’ A ∈ L(Vn). Pak polynom

pA(λ) := det(A− λE), λ ∈ C,

se nazve charakteristickým polynomem operátoru A.
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1. Základńı pojmy a definice

Polynom pA je polynomem stupně n a nezáviśı na volbě báze X. Násobnost
č́ısla λ jako kořene charakteristického polynomu se nazývá algebraická násob-
nost, znač́ı se νa(λ).

Vlastńı č́ısla maj́ı dále násobnost geometrickou, νg(λ), která označuje di-
menzi podprostoru vlastńıch vektor̊u př́ıslušných danému vlastńımu č́ıslu.

Definice 1.3.3 Necht’ λ ∈ C je vlastńı č́ıslo operátoru A ∈ L(Vn). Čı́slo
d(A− λE) = dim ker(A− λE) se nazve geometrická násobnost vlastńıho č́ısla
λ a znač́ı se νg(λ).

Vlastńı č́ısla je možno definovat i pro matice.

Definice 1.3.4 Komplexńı č́ıslo λ se nazve vlastńım č́ıslem matice A ∈ Cn,n,
právě když existuje nenulový vektor x ∈ Cn splňuj́ıćı

A · x = λx,

Takovýto vektor x se pak nazývá vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı vlastńımu
č́ıslu λ. Spektrem matice A (ozn. σ(A)) je množina všech vlastńıch č́ısel matice
A. Charakteristický polynom matice A (ozn. pA) se definuje předpisem

pA(λ) := det(A− λE).

Jak bylo zmı́něno, vlastńı č́ısla operátor̊u i matic lze hledat jako kořeny cha-
rakteristického polynomu. Ten však je stupně n, a proto je tento úkol poměrně
nesnadný, stejně jako samotné určeńı tohoto polynomu. Ve výjimečných př́ı-
padech je možné kořeny uhodnout, což neńı implementovatelné a fakticky to
neńı řešeńı tohoto problému, nav́ıc t́ımto zp̊usobem je řešitelná poměrně malá
množina matic a proto se v praxi využ́ıvá jiných metod. Mnoho z nich využ́ıvá
podobnosti matic a souvislosti se spektrem.

Definice 1.3.5 Matice A,B ∈ Cn,n se nazývaj́ı podobné, právě když existuje
regulárńı matice P ∈ Cn,n taková, že plat́ı

A = P−1 ·B ·P.

Pokud jsou dvě matice podobné, maj́ı tyto matice shodné charakteristické
polynomy a spektra obou matic jsou stejná.

Pro některé operátory je možné naj́ıt bázi, v ńıž je matice operátoru dia-
gonálńı. Těmto operátor̊um a jejich matićım se ř́ıká diagonalizovatelné.

Definice 1.3.6 Operátor A ∈ L(Vn) se nazývá diagonalizovatelný, jestlǐze
existuje báze X prostoru Vn taková, že matice XA je diagonálńı. Matice A ∈
Cn,n je diagonalizovatelná, jestlǐze je podobná diagonálńı matici.
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1.3. Vlastńı č́ısla a jejich vlastnosti

Operátor je diagonalizovatelný, právě když každé jeho vlastńı č́ıslo má stej-
nou algebraickou a geometrickou násobnost. Pak lze sestavit bázi z vlastńıch
vektor̊u matice a matici A tohoto operátoru je možné zapsat následovně:

A = P−1 ·B ·P,

kde P bude matice přechodu ze standardńı báze do báze tvořené vlastńımi
vektory.

Matice A pak vzhledem k bázi

X = (x1,1, . . . , x1,`1 , x2,1, . . . , x2,`2 , . . . , xk,1, . . . , xk,`k),

kde `i je násobnost vlastńıho č́ısla λ1, xi,j je j-tý vlastńı vektor itého vlastńıho
č́ısla, bude mı́t tvar

XA =


λ1E`1 Θ Θ · · · Θ

Θ λ2E`2 Θ · · · Θ
Θ Θ λ3E`3 · · · Θ
...

...
... . . . ...

Θ Θ Θ · · · λkE`k


Matice B pak bude diagonálńı a na diagonále bude mı́t vlastńı č́ısla matice

A. Matice přechodu ze standardńı báze do báze X pak bude mı́t ve sloupćıch
zapsány vlastńı vektory matice př́ıslušné k vlastńım č́ısl̊um v odpov́ıdaj́ıćıch
sloupćıch matice B.

Dále pak užitečnou vlastnost́ı je i to, že vlastńı č́ısla horńı ale i dolńı
trojúhelńıkové matice se nacháźı na diagonále, nebot’ charakteristický polynom
takovýchto matic B má tvar:

pB(λ) = (a1,1 − λ)(a2,2 − λ) . . . (an,n − λ),

zbytek člen̊u charakteristického polynomu je d́ıky nulám pod, respektive nad,
diagonálou roven nule.

Právě těchto vlastnost́ı lze využ́ıt při hledáńı vlastńıch č́ısel. Je možno
naj́ıt matici B, podobnou zadané matici a t́ım pádem i matici přechodu –
vlastńı vektory zadané matice? A jak? To je otázka, která trápila matematiky
po několik stalet́ı.
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Kapitola 2
Historie problematiky vlastńıch

č́ısel a vektor̊u

2.1 Nejstarš́ı historie

Prvńı zmı́nky o matićıch lze naj́ıt už v d́ılech ze starověké Č́ıny [3]. Dochoval
se nám např́ıklad text s názvem Devět kapitol matematického uměńı, který
byl pravděpodobně sepsán někdy kolem roku 200 př. n. l [4].

Tento text patř́ı mezi nejstarš́ı matematické texty na světě. Dle [5] se v kni-
ze řeš́ı soustavy až šesti rovnic o až šesti neznámých. Pro řešeńı těchto soustav
vyž́ıvá výpočetńı tabulku s názvem fāng chéng1, č́ınsky 方程, kterou bychom
dnes nazývali matićı. Rovnice se zapsaly do sloupc̊u, a pak byla soustava
redukována do horńıho stupňovitého tvaru pomoćı metody, které se dnes ř́ıká
Gausova eliminace. Na obrázku je pak ilustrace, jak taková výpočetńı tabulka
vypadala, obrázek je převzat z [4].

Podle [3] lze zmı́nky o soustavách lineárńıch rovnic z podobné doby, i když
zdaleka ne tak detailńı, naj́ıt i v pramenech ze starověkého Babylonu.

Problematika diagonalizace matic a daľśı s t́ım spojené fenomény se pak
v záznamech objevuj́ı až v sedmnáctém stolet́ı. Nizozemský matematik Jan de
Witt ve své publikaci Elementa curvarum linearum2, která byla publikována
jako komentář k Descartově d́ılu La Géométrie3, ukázal, že lze diagonalizovat
symetrickou matici, bohužel v té době se ještě pojem matice nepouž́ıval a tak
toto z̊ustalo bez daľśıho zkoumáńı, jak se lze doč́ıst v [3].

Daľśı rozvoj problematiky matic lze naj́ıt v Japonsku. Matematik Taka-
kazu Seki (v některých pramenech taky Kowa Seki) ve svém d́ıle Kaifukudai
no Hō (解伏之法), 4 z roku 1683 objevuje mimo Bernoulliho č́ısel a diskri-

1Výpočetńı tabulka
2Elementy křivek
3Geometrie
4Zp̊usoby řešeńı disimulovaných problémů
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2. Historie problematiky vlastńıch č́ısel a vektor̊u

Obrázek 2.1: Fāng chéng

minantu pojem determinant, dokonce pak představuje i obecnou formuli pro
jeho výpočet, známou jako Laplaceúv rozvoj determinantu [3].

O deset let později, v roce 1693 lze pak nalézt prvńı zmı́nky o determi-
nantu a jeho výpočtu z evropské scény. V roce 1693 ṕı̌se Leibniz l’Hospitalovi
dopis, ve kterém vysvětluje, že systém rovnic

10 + 11x+ 12y = 0,
20 + 21x+ 22y = 0,
30 + 31x+ 32y = 0,

má netriviálńı řešeńı, protože

10 · 21 · 32 + 11 · 22 · 30 + 12 · 20 · 31 = 10 · 22 · 31 + 11 · 20 · 32 + 12 · 21 · 30

což odpov́ıdá formuli pro determinant [3].
Daľśı formule pro determinant pak zkoumali kromě Leibnize také Gabriel

Cramer, Colin Maclaurin, Étienne Bézout a Pierre-Simon Laplace. V prame-
nech z té doby, tedy osmnáctého stolet́ı, se vyskytuje pro determinant výraz
resultant. Pojem determinant zavád́ı v roce 1801 Johann Carl Friedrich Gauss
v d́ıle Disquisitiones arithmeticae, nicméně ne ve stejném kontextu, jako se de-
terminant použ́ıvá dnes. Prvńım, kdo užil pojmu determinant v jeho dnešńım
významu, byl Augustin Louis Cauchy v roce 1812, který také dokázal některá
významná tvrzeńı týkaj́ıćı se determinantu. [3]

2.2 Vývoj pojmenováńı

Byl to také Cauchy, kdo jako prvńı užil pojem vlastńı č́ısla a to v roce 1829
v d́ıle Sur l’équation à l’aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires
des mouvements des planétes5. Tento text, který byl součást́ı jeho Exercises

5O rovnici, která pomáhá určit sekulárńı nerovnosti v pohybu planet
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2.2. Vývoj pojmenováńı

Obrázek 2.2: Cauchy: Sur l’équation à l’aide de laquelle on détermine les
inégalités séculaires des mouvements des planétes [6]

Obrázek 2.3: Cauchy: Sur l’équation à l’aide de laquelle on détermine les
inégalités séculaires des mouvements des planétes [6]

de mathématiques6 bychom dnes popsali jako d̊ukaz, že symetrická matice má
reálná vlastńı č́ısla.

Jak je možné vidět na obrázćıch 2.2 a 2.3, Cauchy popisuje v textu hledáńı
vlastńıch č́ısel pomoćı charakteristického polynomu. Cauchy nazýval vlastńı
č́ısla jako valeurs propres7, což je dodnes použ́ıvaný termı́n ve francouzštině.

Zhruba dvanáct let po Cauchym přǐsel James Joseph Sylvester s článkem
ve Philosophical Magazine8 [7] o využit́ı matic pro výpočet kořen̊u kvadra-
tických polynomů. V článku nepoužil žádné terminologie pro tyto pojmy, o to
se pokusil až o dvacet let později, kde prosazoval slovo latent jako vlastńı
č́ıslo. [8]

Nebyl jediný, kdo se snažil pojmenovat vlastńı č́ısla a vektory. Daľśı, kdo
se o vlastńı č́ısla a funkce zaj́ımal, byl Henri Poincaré. Ten roku 1894 [8] napsal
spis Sur les Équations de la Physique Mathématique, kde pro tyto pojmy zvolil
název fonction harmonique a nombre caractéristique [9]. Ještě i dnes se použ́ıvá
v některých oblastech characteristic values (of a matrix).

Daľśım matematikem, který se snažil vlastńı č́ısla pojmenovat byl Émil
Picard. Ten použ́ıval pojmu singulárńı body. Název singulárńı hodnoty se po-
už́ıvá i dnes, nicméně se použ́ıvá pro zobecněńı vlastńıch č́ısel na i nečtvercové
matice. Tato partie má také velké aplikace (viz Singular Value Decomposition).

S germanistickým názvem eigenvalues, vlastńı hodnoty, tedy termı́nem,
který se v anglicky mluv́ıćıch zemı́ch použ́ıvá dodnes, přǐsel David Hilbert a to

6Cvičeńı z matematiky
7správné hodnoty
8Filosofický magaźın
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2. Historie problematiky vlastńıch č́ısel a vektor̊u

konkrétně ve svém d́ıle z roku 1904 Grundzüge einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen9 [8].

2.3 Metody hledáńı a nejnověǰśı vývoj

Při odhlédnut́ı od historie pojmenováńı, nelze opomenout práci Carla Gustava
Jacoba Jacobiho. Ten v roce 1846 přǐsel v článku Über ein leichtes Verfahren
die in der Theorie der Säcularstörungen vorkommenden Gleichungen nume-
risch aufzulösen10 [10] se svou iteračńı metodou, která byla po něm pojme-
nována. Jej́ı nevýhodou je předevš́ım jej́ı pomalost.

V roce 1929 pak přǐsli R. von Mises a H. Pollaczek-Geiringer s takzvanou
mocninnou metodou, což je poměrně jednoduchý algoritmus, který však může
konvergovat poměrně pomalu a hledá pouze jedno tzv. dominantńı vlastńı
č́ıslo. Tato metoda je nicméně poměrně využ́ıvaná a to zejména v př́ıpadech,
kdy neńı potřeba v́ıce vlastńıch č́ısel anebo když je matice ř́ıdká [11]. Jej́ı
podrobněǰśı analýza následuje v kapitole 4.

Jistou obměnou mocninné metody je Rayleighova poměrná iterace, Ra-
yleigh quotient iteration, jej́ıž kořeny lze vystopovat do devatenáctého sto-
let́ı k Johnu Williamu Srtuttovi, třet́ımu baronu Rayleigh [12]. Praktické
využit́ı této metody přinesly až poč́ıtače a práce Alexandra Markoviče Os-
trovského z let 1958 až 1959 [11].

Na konci padesátých let, konkrétně v roce 1958, pak přǐsel Heinz Ru-
tishauser s myšlenkou LR algoritmu. Tento algoritmus využ́ıval rozkladu
matice A na součin matic L a R, kde L je dolńı trojúhelńıková matice
s jedničkami na diagonále a R je horńı trojúhelńıková matice. Rutishauser
si všiml, že pokud máme rozklad A = LR, pak matice RL je podobná matici
A, protože

L−1AL = L−1LRL = ERL = RL.

Rutishauser navrhnul rozložit součin RL znovu a znovu, pak R konverguje
k horńı trojúhelńıkové matici a L k matici jednotkové [11].

Na základě tohoto poznatku pak stoj́ı QR algoritmus, se kterým přǐsel
mezi roky 1961 a 1962 John G. F. Francis. Tento algoritmus je dodnes nej-
použ́ıvaněǰśım algoritmem k výpočtu vlastńıch č́ısel a vektor̊u. Dnes se použ́ıvá
s jistými variacemi z devadesátých let, jako jsou implicitńı posuny [11]. Také
analýzu tohoto algoritmu lze nalézt v kapitole 4.

Kromě iterativńıch algoritmů se v pr̊uběhu dvacátého stolet́ı objevily i al-
goritmy redukčńı. Jedńım z nich je Lánczosova metoda, kterou v roce 1950
představil mad’arský matematik Kornél Lánczos. Metoda se použ́ıvá pro vý-
počet vlastńıch č́ısel symetrických matic. Princip této metody je vysvětlen
v kapitole 4. Tato metoda byla v padesátých letech považována za nesta-
bilńı a nespolehlivou [11].

9Základy všeobecné teorie lineárńıch integrálńıch rovnic
10O snadném postupu k řešeńı rovnic, vyskytuj́ıćıch se v teorii sekulárńıch poruch
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2.3. Metody hledáńı a nejnověǰśı vývoj

O rok později, v roce 1951, představil Walter Edwin Arnoldi sv̊uj př́ıstup
k metodě, kterou navrhl Lánczos. Arnoldiho metodu, narozd́ıl od Lánczosovy,
lze aplikovat i na nesymetrické matice, jedná se pouze o drobnou modifi-
kaci [13].

V roce 1975 navrhl chemik Ernest R. Davidson iterativńı metodu, která
fungovala podobně jako Arnoldiho iterace, nicméně promı́tala na jiný pod-
prostor. Tato metoda však vyžadovala poměrně dobrou volbu počátečńıho
vektoru, aby dávala uspokojivé výsledky [11].

Na konci dvacátého stolet́ı pak Gerard L. G. Sleijpen a Henk A. Van der
Vorst představili Jacobi-Davidsonovu metodu, pro iterativńı výpočet několika
v absolutńı hodnotě největš́ıch vlastńıch č́ısel a jejich př́ıslušných vlastńıch
vektor̊u. V práci kombinuj́ı Jacobiovu metodu s praćı E. R. Davidsona a d́ıky
tomu představuj́ı metodu, která je efektivńı pro velké ř́ıdké matice, pro něž
je př́ıstup s posuny a inverzemi př́ılǐs drahý. Volba počátečńıch podmı́nek pro
daľśı tř́ıdy matic pak z̊ustává otevřeným problémem této metody [11, 14].

Mezi nejnověǰśı algoritmy se pak řad́ı Cuppen̊uv rekurzivńı př́ıstup a me-
todu Rozděl a panuj, kterou představil v roce 1981. Metoda je aplikovatelná
na symetrické tridiagonálńı matice a na těchto je pak řádově rychleǰśı než
QR algoritmus, který ale pro bloky menš́ıho řádu než 25 dnes využ́ıvá [15,
11].
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Kapitola 3
Aplikace vlastńıch

č́ısel a vektor̊u

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory nacházej́ı celou řadu uplatněńı. V této kapi-
tole se rozeb́ıraj́ı předevš́ım aplikace v oboru informatiky, a to Markovského
řetězce, Page Rank, jež je základńım prvkem moderńıch vyhledávač̊u, ana-
lýza hlavńıch komponent a hledáńı kořen̊u polynomů. Daľśı aplikace jsou pak
zmı́něny v posledńı podkapitole.

3.1 Markovské řetězce

Markovské (nebo Markovovy) řetězce jsou pojmenovány po profesoru Andreji
Andrejeviči Markovovi, ruském matematikovi, který žil a p̊usobil v druhé polo-
vině devatenáctého stolet́ı a prvńıch dvou dekádách stolet́ı dvacátého. Působil
předevš́ım na univerzitě v Petrohradu a byl členem Ruské Akademie věd. Jeho
největš́ım objevem jsou bezpochyby právě Markovské řetězce, model posloup-
nosti stav̊u nějakého systému takových, že stav v určitém čase záviśı pouze na
stavu v čase předchoźım. [16] Markovský řetězec si lze představit jako konečný
automat, kde je pro přechod mezi stavy definována pravděpodobnost.

Tyto pravděpodobnosti lze zapsat do matice, kde pak indexy sloupc̊u
a řádk̊u představuj́ı jednotlivé stavy a prvky představuj́ı pravděpodobnosti
přechodu ze stavu i do stavu j, kde i, resp. j, je index řádku, resp. sloupce.
Takové matici se ř́ıká matice pravděpodobnostńıho přechodu. Tato matice
bude mı́t řádkový součet – tj. součet hodnot v řádku – roven jedné. Matici,
jež toto splňuje, se ř́ıká (řádkově) stochastická. Počátečńı stav nám určuje
řádkový vektor v, jeho přesná hodnota záviśı na konkrétńım řetězci. Stav po
n opakováńıch experimentu lze určit jako v · Pn [17].

Markovské řetězce lze využ́ıt v mnoha vědách: sociologii, biologii a daľśıch.
Ukázka využit́ı z ”matematické biologie“ je např́ıklad monitorováńı pohybu
zvěře: Je známo, že x lǐsek žije v oblasti I a y lǐsek v oblasti J , s t́ım, že
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lǐska přejde z oblasti I do oblasti J s pravděpodobnost́ı 30 %, ale z oblasti J
do oblasti I pouze s 20% pravděpodobnost́ı. Existuje nějaký stav, který bude
rovnovážný? Kde bude pak kolik lǐsek? Obdobný př́ıpad jde naj́ıt i pro pohyb
obyvatelstva – tedy např́ıklad pro stěhováńı lid́ı mezi městem a vesnićı.

Pro rovnovážný stav bude platit, že k němu po dostatečném množstv́ı
krok̊u začne stav konvergovat, necht’ se tak stane po n kroćıch, tedy

V ≈ v ·Pn

Po každém daľśım kroku bude řešeńı vypadat následovně

v ·Pn ·P ≈ V ·P

v ·Pn+1 ≈ V ·P

a protože je rovnovážný, pak také pro n + 1, v · Pn+1 ≈ V , tedy v · Pn+1 ≈
V ·P a v ·Pn+1 ≈ V , z čehož vyplývá

VP = V

Pokud je V nenulové, je levým vlastńım vektorem matice P odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu č́ıslu 1. Toto řešeńı se nazývá ekvilibrium, rovnovážné řešeńı nebo
stacionárńı řešeńı.

3.2 Google Page Rank

Jednou z nejvýznamněǰśıch aplikaćı vlastńıch č́ısel z oblasti informačńıch tech-
nologíı je vyhledávaćı engine od společnosti Google. Princip, který představili
Sergey Brin a Lawrence Page v roce 1998 ve svém článku The Anatomy
of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine [18]11 stoj́ı na výpočtu
jistého vlastńıho č́ısla označovaného jako Page Rank. Tento algoritmus byl
poměrně revolučńı, protože nejen že už na přelomu tiśıcilet́ı stačilo pro dvacet
šest milion̊u stránek několik hodin na pr̊uměrné pracovńı stanici na
výpočet [18], ale také dával velice přesné výsledky.

Ćılem vyhledávače je nab́ıdnout uživateli nejrelevantněǰśı výsledky vy-
hledáváńı jako prvńı. Otázkou ovšem je, jak relevantńı stránky poznat. Metoda
Page Ranku stoj́ı na předpokladu, že na d̊uležité a relevantńı stránky vede v́ıce
odkaz̊u než na ty méně relevantńı. Pokud by jako skóre stránky byl použit čistě
počet odkaz̊u vedoućıch na stránku, dává to velkou váhu ”hlasu“ stránek, ze
kterých vede hodně odkaz̊u na stránky jiné. Nejjednodušš́ım řešeńım tohoto
problému je normalizovat ”hlas“ každé stránky, tedy vydělit př́ıspěvek každé
stránky počtem odkaz̊u z ńı odcházej́ıćıch.

Princip systému vysvětluje [19]: Necht’ web obsahuje n stránek A1 . . . An.
Z každé z těchto stránek vede nj odkaz̊u, množinu index̊u těchto stránek,

11Anatomie rozsáhlého hypertextového webového vyhledávače
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3.2. Google Page Rank

Obrázek 3.1: Śıt’ o čtyřech stránkách

odkazuj́ıćıch se na tuto stránku označ́ıme Lj . Pokud stránka Aj odkazuje
na stránku Ak, přisṕıvá k jej́ımu skóre xj

nj
, kde xj je skóre stránky Aj . Tedy

výsledkem je n rovnic ve tvaru:

xk =
∑
j∈Lk

xj
nj
,

Odkazy sama na sebe se ignoruj́ı.
Pokud se tyto rovnice zanesou do matice H, hledaná hodnoceńı stránek

budou prvky vlastńıho vektoru př́ıslušej́ıćıho k vlastńımu č́ıslu 1. Matice H
má tedy prvky definovány takto:

hi,j =


1
nj

pokud stránka Aj odkazuje na stránku Ai

0 jinak
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Jako př́ıklad lze použ́ıt śıt’ z obrázku 3.1. Má čtyři stránky, šipka znázorňuje
odkaz. Matice H bude vypadat tedy takto:

H =


0 0 1 1

2
1
3 0 0 0
1
3

1
2 0 1

2
1
3

1
2 0 0


Vlastńım č́ıslem této matice je (mimo jiné) č́ıslo λ = 1 a k němu př́ıslušej́ıćı
vlastńı vektor je např́ıklad v = (12, 4, 9, 6). Toto skóre lze normalizovat, vydělit
31 tak, aby součet prvk̊u vektoru byl roven 1. Tedy výsledkem je pak vektor

v′ =
(

12
31

4
31

9
31

6
31

)
≈
(
0.387 0.129 0.290 0.194

)
.

Lze si povšimnout, že oproti obyčejnému počtu odkaz̊u, podle kterého by
byla nejrelevantněǰśı stránkou stránka č. 3, je dle této metodiky nejvýznam-
něǰśı stránkou stránka č. 1, a to předevš́ım d́ıky odkazu ze stránky č. 3.

Matice má 1 jako vlastńı č́ıslo, pokud śıt’ neobsahuje tzv. viśıćı stránky
(anglicky dangling nodes), tedy stránky bez odchoźıch odkaz̊u a pokud má
matice H hodnost rovnou n [19].

Prvńı problém vzniká, když je vstupem nesouvislá śıt’, která postrádá
rámec, v němž by bylo možné stránky porovnat. Jak rozhodnout, která stránka
je relevantněǰśı, když spolu nesouvisej́ı? Druhý problém vzniká u obrázk̊u
a daľśıch stránek, které nemaj́ı odchoźı odkazy, jelikož pak 1 nebude vlastńım
č́ıslem matice H.

Druhý problém má poměrně jednoduché řešeńı, nulový sloupec v matici se
nahrad́ı vektorem, jehož složky budou rovny 1/n, kde n je počet stránek [20],
tedy se sečte matice H s matićı H, kde itý sloupec je roven 1

n , pokud je itá
stránka viśıćı.

S = H + A

Matici S lze interpretovat jako matice Markovského řetězce, který předsta-
vuje osobu surfuj́ıćı po internetu, vstupy matice jsou pak pravděpodobnosti,
že klikne na nějaký odkaz [21]. Nahrazeńı nul 1

n pak je možno interpretovat
jako náhodně zvolená daľśı stránka.

Prvńı problém lze vyřešit následuj́ıćı modifikaćı: přidáńım parametru α,
který představuje pravděpodobnost, že si uživatel zvoĺı následuj́ıćı stránku
dle matice S, (1−α) pak představuje pravděpodobnost, že se uživatel dostane
náhodně jinam. Matici pak lze upravit následovně:

G = αS + (1− α) 1
n

Tato matice se nazývá Google matice [21]. Parametr alfa je pak, dle článku [18],
pro vyhledávač Google zvolen jako 0.85.
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3.3. PCA – Analýza hlavńıch komponent

K výpočtu vlastńıho vektoru je pak použita mocninná metoda [20], která
bude popsána v kapitole 4. Dnes je Page Rank pouze část́ı algoritmu pro
doporučováńı stránek, nicméně stále poměrně významnou [22]. Systém Page
Ranku je využ́ıván i v daľśıch podobných systémech, např́ıklad je část́ı do-
poručováńı koho sledovat na sociálńı śıti Twitter [23].

3.3 PCA – Analýza hlavńıch komponent

Analýza hlavńıch komponent je metoda použ́ıvaná ve zpracováńı dat k re-
dukci dimenzionality, tedy zmenšeńı počtu sloupc̊u v datasetu. Ćılem metody
je extrahovat co nejv́ıce informaćı z dat, komprimovat velikost datasetu za
minimálńı ztráty informace, zjednodušit strukturu dat a analyzovat strukturu
proměnných [24]. Analýza hlavńıch komponent se využ́ıvá i při rozpoznáváńı
obličej̊u [25].

K výpočtu se už́ıvá výběrové variančńı matice, která má jako ijtou složku
výběrovou kovarianci itého a jtého př́ıznaku, statistickou mı́rou lineárńı zá-
vislosti těchto př́ıznak̊u. Tato matice je nutně symetrická a na diagonále má
výběrové rozptyly. Ze symetričnosti matice plyne nutně jej́ı diagonalizovatel-
nost. Jelikož kovariance i rozptyly jsou nutně kladné, je matice i pozitivně
semi-definitńı a t́ım pádem jsou jej́ı vlastńı č́ısla kladná.

Metoda stoj́ı na hypotéze, že př́ıznak s odpov́ıdaj́ıćım největš́ım vlastńım
č́ıslem nese nejv́ıce informaćı a tedy je ideálńı jej zachovat [26].

Transformace datasetu se provede přenásobeńım středovaného datasetu
transformačńı matićı V, jež má q sloupc̊u a tyto sloupce odpov́ıdaj́ı vlastńım
vektor̊um kovariančńı matice.

Algebraicky řečeno, hlavńı komponenty jsou q konkrétńıch lineárńıch kom-
binaćı p̊uvodńıch proměnných, geometricky tyto kombinace představuj́ı nový
systém souřadnic, který vznikl rotaćı toho p̊uvodńıho. Dalo by se ř́ıci, že se
voĺı jiná báze prostoru. Nový systém reprezentuje ”směr“ největš́ıho rozptylu
dat a poskytuje jednodušš́ı a šetrněǰśı popis kovariančńı struktury [27].

3.4 Hledáńı kořen̊u polynomů

V prvńı kapitole byl popsán charakteristický polynom a jak se pomoćı něj daj́ı
hledat vlastńı č́ısla. Daj́ı se ale i naopak poč́ıtat komplexńı kořeny komplexńıho
či reálného polynomu pomoćı hledáńı vlastńıch č́ısel. Necht’ je

p(λ) =
n∑
k=0

akλ
k

polynom stupně n jehož kořeny je třeba naj́ıt. Bez újmy na obecnosti lze
předpokládat, že an = 1.
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Skutečně, z předpokladu o stupni n nutně plyne an 6= 0, a pak lze mı́sto
p(λ) = 0 řešit 1

an
p(λ) = 0. Nyńı je možno sestrojit matici

Ap =



0 0 0 · · · 0 −a0
1 0 0 · · · 0 −a1
0 1 0 · · · 0 −a2
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 −an−2
0 0 0 · · · 1 −an−1


Charakteristický polynom této matice je pak polynom p, a t́ım pádem

vlastńı č́ısla matice A jsou právě kořeny polynomu p a lze je tedy napoč́ıtat
pomoćı známých algoritmů. Matici A se ř́ıká matice společnice, anglicky com-
panion matrix.

3.5 Daľśı aplikace

Vlastńı č́ısla se daj́ı využ́ıt např́ıklad i v medićıně. Př́ıkladem může být difuzńı
tenzorové zobrazováńı (DTI) [28], což je technika magnetické rezonance (MRI)
použ́ıvaná předevš́ım ve zdravotnictv́ı k zobrazeńı vnitřńıch orgán̊u lidského
těla. Umožňuje diagnostikovat roztroušenou sklerózu, Alzheimerovu chorobu,
fokálńı kortikálńı dysplasii, použ́ıvá se při předoperačńıch vyšetřeńıch před
neurologickými operacemi a pro brzké zjǐstěńı patologických změn v mozku [29].
Vlastńı č́ısla a vektory se zde použ́ıvaj́ı pro určeńı hlavńıch směr̊u difuze
a př́ıslušných difuzivit [30].

V rámci medićıny, respektive epidemiologie, lze dle [31] využ́ıt i Lotka–
Volterrovy rovnice, jejichž stabilita záviśı právě na vlastńıch č́ıslech [32]. Tyto
rovnice, známé jako model predátor–kořist, či lovec–kořist, z anglického pre-
dator–prey, popisuj́ı např́ıklad populace predátora a jeho kořisti v závislosti
na čase. Epidemiologickou interpretaćı tohoto fenoménu je pak Kermack–
McKendrick̊uv model, který byl představen v roce 1927 v článku A con-
tribution to the mathematical theory of epidemics12 [33]. Jedná se o mo-
del diferenciálńıch rovnic, popisuj́ıćı vývoj epidemiologické situace v čase.
Daľśı možnou interpretaćı jsou některé chemické reakce, aplikaci však můžeme
nalézt i v ekonomice [32].

Analýza vlastńıch č́ısel najde využit́ı i ve stavebnictv́ı, kde se pomoćı ńı
poč́ıtaj́ı statické zátěže a pomáhaj́ı určit limity stavby. Př́ıkladem může být
i zkoumáńı toho, co se stalo s mostem Tacoma Narrows [34]. Most Tacoma
Narrows se nacházel ve státě Washington v USA. Kv̊uli nekvalitńımu návrhu
a snaze ušetřit na jeho stavbě se zř́ıtil ani ne p̊ul roku po svém uvedeńı do pro-
vozu v roce 1940. Z celého incidentu, při kterém d́ıky včasném uzavřeńı mostu

12Př́ıspěvek k matematické teorii epidemie
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nikdo nezemřel, se dochoval i videozáznam [35]. Vysvětleńı tohoto incidentu
přináš́ı právě analýza vlastńıch č́ısel a jejich vliv na statiku stavby [34].

Využit́ı naleznou vlastńı č́ısla i v chemii a fyzice, respektive kvantové me-
chanice, vždyt’ výraz spektrum, použ́ıvaný pro množinu vlastńıch č́ısel má
p̊uvod právě v těchto oborech. Hledáńı vlastńıch č́ısel a vektor̊u najde své
uplatněńı třeba při řešeńı diferenciálńıch rovnic, např́ıklad pomoćı metody
konečné diskretizace. Tato metoda spoč́ıvá v nahrazeńı derivaćı diferencemi
a t́ım pádem diskretizaci spojitého analytického problému. Ten se pak dá řešit
pomoćı numerických metod. Využit́ı diferenciálńıch rovnic je pak celá řada,
od akustiky, přes výpočty obvod̊u až po využit́ı v kvantových poč́ıtač́ıch či při
zkoumáńı tepelné vodivosti.
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Kapitola 4
Analýza vybraných algoritmů

V této kapitole se rozeb́ıraj́ı tři algoritmy pro výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u
matice a to: mocninná metoda, Lanczosova metoda a QR algoritmus, jejich
výhody, nevýhody, složitost a použit́ı. Popisy algoritmů a jejich vlastnost́ı
vycházej́ı z knihy [36].

4.1 Mocninná metoda

Mocninná metoda je metodou k nalezeńı dominantńıho neboli v absolutńı
hodnotě největš́ıho vlastńıho č́ısla a k němu př́ıslušného vlastńıho vektoru.
Metoda spoč́ıvá v násobeńı matice vektorem, proto je vhodná předevš́ım pro
matice ř́ıdké, takže s většinou nulových prvk̊u. Předpokladem k použit́ı této
metody je, že naše n × n matice má nějaké dominantńı vlastńı č́ıslo λ1 a že
má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u, tedy je diagonalizovatelná.

Necht’ je na vstupu matice A ∈ Cn,n a vektor x. Z předpokladu o lineárńı
nezávislosti vlastńıch vektor̊u je zřejmé, že x lze zapsat následovně:

x =
n∑
i=1

αivi

kde (v1, . . . , vn) jsou vlastńı vektory matice A př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um
(λ1, . . . , λn).

Pokud se toto vyjádřeńı bude postupně násobit matićı A zleva, dojde
se k následuj́ıćım rovnostem:

Ax =
n∑
i=1

αiAvi =
n∑
i=1

αiλivi,

A2x =
n∑
i=1

αiA2vi =
n∑
i=1

αiλ
2
i vi.
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4. Analýza vybraných algoritmů

Po k kroćıch dojdeme k:

Akx =
n∑
i=1

αiAkvi =
n∑
i=1

αiλ
k
i vi.

Vytkne-li se nyńı dominantńı vlastńı č́ıslo λ1, dostaneme

Akx = λk1

n∑
i=1

αi

(
λi
λ1

)k
vi.

Jelikož plat́ı, že |λ1| > |λi| pro j = 2 . . . n, je zřejmé, že

lim
k→∞

(
λj
λ1

)k
= 0

a proto lze ř́ıci, že
Akx ≈ λk1α1v1.

Postup konverguje k nule, jestliže |λ1| < 1 a diverguje, pokud |λ1| ≥ 1 za
předpokladu, že α1 6= 0.

Tento postup je zároveň d̊ukaz následuj́ıćı věty:

Věta 4.1.1 Má-li matice A n lineárně nezávislých vektor̊u a je-li vlastńı č́ıslo
λ1 dominantńı a pro vektor x0 ∈ Cn plat́ı, že x0 neńı kolmý na v1. Pak

lim
k→∞

Akx0
λk1

= α1v1.

Z tohoto pak plyne, že je-li y libovolný vektor, jež neńı kolmý na v1, plat́ı

λ1 = lim
k→∞

yTxk+1
yTxk

,

kde xk+1 = Axk = Akx0.
Nevýhodou této metody je předevš́ım to, že v praxi nejsme schopni ověřit

vstupńı podmı́nky, tedy existenci dominantńıho vlastńıho č́ısla a neortogona-
litu vektoru x0 na př́ıslušný vlastńı vektor, takže neńı zajǐstěno, ani že metoda
bude konvergovat, ani že vypočte dominantńı vlastńı č́ıslo. Daľśım problémem
je problematický odhad chyby. Metoda je zapsána jako algoritmus 2.

Jedna iterace tohoto algoritmu má časovou složitost O(n2) operaćı v po-
hyblivé desetinné čárce. Rychlost konvergence a tedy celkový počet iteraćı
záviśı na volbě x0 a poměru λ2

λ1
. Jediné, co je potřeba implementovat, je

násobeńı matice s vektorem, ukládat je třeba vektor x a vlastńı hodnotu.
Jelikož matici A pro tento algoritmus neńı nutné ukládat jako n×n pole, me-
toda je obzvláště zaj́ımavá pro ř́ıdké matice. Algoritmus se zastav́ı ve chv́ıli,
kdy je odhad Ax−λx menš́ı než nějaké ε. Tato metoda ovšem nepředpokládá
žádnou zvláštńı strukturu matice, což je jej́ı velkou výhodou. Daľśı výhodou
je i možnost využit́ı na komplexńı matice.
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Algoritmus 2: Mocninná metoda
Input: A ∈ Cn,n, x0 ∈ Cn, přesnost tol
Output: Dominantńı vlastńı č́ıslo λ1

1 x = x0;
2 e = x · A · x;
3 while True do
4 Ax = A · x;
5 x = x/‖Ax|‖2);
6 e n = x ·A· x;
7 if |e− e n| < tol then
8 break;
9 end

10 e = e n;
11 end
12 return e;

4.2 Lanczosova metoda

Lanczosova metoda je metodou určenou k řešeńı problému hledáńı několika
největš́ıch a nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel. Jedná se o metodu určenou pro syme-
trické, respektive hermitovské matice. Zobecněńım této metody je Arnoldiova
metoda.

Metoda stoj́ı na využit́ı Krylovových podprostor̊u a jejich vlastnost́ı. Kry-
lovy podprostory jsou podprostory generované vektory, které vznikaj́ı při ite-
raćıch mocninné metody, tedy pro matici A, vektor q a parametr m ∈ N
klademe

Km(A, q) = 〈q, Aq,A2q, . . . , Am−1q〉

Posloupnosti q, Aq,A2q, . . . , Anq se ř́ıká Krylovova posloupnost.
Tyto Krylovovy podprostory maj́ı několik zaj́ımavých vlastnost́ı, které

umožňuj́ı hermitovskou či symetrickou matici tridiagonalizovat, což umožńı
jednodušš́ı výpočet vlastńıch č́ısel.

Ćılem metody je naj́ıt regulárńı matici Q ∈ Rn,m takovou, že plat́ı

T = Q−1AQ

a zároveň je matice T ∈ Rm,m tridiagonálńı. Toho se dá dosáhnout po-
moćı Householderových transformaćı či Givensových rotaćı, jež budou ro-
zebrány v daľśı části. Ty vyžaduj́ı v každém kroku úpravu matice A, což
je nevýhodné, je-li matice ř́ıdká, a to obzvláště v př́ıpadě Householderových
transformaćı, které ř́ıdkost nezachovávaj́ı. Matici T = Q−1AQ lze však zkon-
struovat i př́ımo, postupnou konstrukćı posloupnosti vektor̊u – sloupc̊u matice
Q. Jsou-li sloupce Q po sloupćıch rovny vektor̊um Krylovovy posloupnosti
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4. Analýza vybraných algoritmů

q1, . . . , qm a je-li

T =



α1 β1 . . . 0
β1 α2

. . . ...
. . . . . . . . .

... . . . . . . βj−1
0 . . . βj−1 αj


,

pak při úpravě rovnice AQ = QT, je možno źıskat následuj́ıćı rekurenci

qj+1 = Aqj − αjqj − βk−1qk−1,

T́ım provedeme ortonormalizaci báze Krylovova podprostoru. Ortonorma-
lita vektor̊u qi pak naznačuje, že αj = qTj Aqj . Nav́ıc, pokud rj = (A−αjE)qj−
βj−1qj−1 je nenulové, pak plat́ı qj+1 = rj

βj
. Koeficient βj se spočte jako norma

±‖rj‖2. Pokud je rj rovno nule, iterace se rozbije, nicméně v praxi toto př́ılǐs
často nenastává [36] a pokud ano, znamená to, že q1, . . . , qk je vlastńı podpro-
stor matice A.

Výsledkem algoritmu je tedy tridiagonálńı matice T ∈ Rm,m, jej́ıž spek-
trum je podmnožinou spektra matice A. Matice T může mı́t přitom mnohem
menš́ı rozměry.

Výsledkem těchto poznatk̊u je algoritmus 3

Algoritmus 3: Lanczosova symetrická metoda
Input: Symetrická matice A ∈ Rn,n počátečńı vektor q ∈ Rn
Output: Ortonormálńı vektory q1, . . . , qm, takové, že

〈q1, . . . , qm〉 = 〈q1,Aq1, . . . ,Am−1q〉
1 q1 = q/‖q‖2
2 for k=1:m-1 do
3 qk+1 = Aqk;
4 αk = qTk qk+1;
5 qk+1 = qk+1 - αkqk;
6 βk = ‖qk+1‖2;
7 if βk == 0 then
8 set flag invariant;
9 break;

10 end
11 qk+1 = qk+1/βk
12 end

Vektory q1, . . . , qm jsou nazývány Lanczosovy vektory.
Vlastńı č́ısla matice T jsou pak poměrně dobrou aproximaćı vlastńıch hod-

not matice A. Matice T ale může mı́t menš́ı rozměry, což je výhodné, pokud
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nás zaj́ımá pouze několik málo hodnot. Pro jejich samotný výpočet je pak
možno použ́ıt daľśı metody, např́ıklad metodu p̊uleńı interval̊u, která je de-
tailně popsána např́ıklad v [36]. Tato metoda dokonce konverguje lineárně,
stále prob́ıhá výzkum optimalizaćı této metody, viz např́ıklad [37]. Lze využ́ıt
i daľśı metody, at’ už mocninnou, nebo např́ıklad QR algoritmus.

Časová složitost jedné iterace Lanczosova algoritmu jeO(n2), nejnáročněǰśı
je zde výpočet Aqk. Celý algoritmus má tedy složitost O(n3), jeho výsledkem
nicméně nejsou vlastńı hodnoty jako takové, nýbrž matice T.

4.3 QR algoritmus

V praxi nejrozš́ı̌reněǰśım a nejpouž́ıvaněǰśım algoritmem pro výpočet vlastńıch
hodnot je QR algoritmus. Použ́ıvá se předevš́ım pro husté matice v př́ıpadě, že
potřebujeme znát celé spektrum matice. Algoritmus umožňuje také jednoduše
spoč́ıtat všechny př́ıslušné vlastńı vektory.

Tento algoritmus využ́ıvá vlastnost́ı QR rozkladu matice. QR rozklad je
rozklad zadané matice A na ortogonálńı matici Q a horńı trojúhelńıkovou
matici R. Tedy A = QR.

QR rozklad lze implementovat několika r̊uznými zp̊usoby, v praxi nejčastěji
použ́ıvané jsou Householderovy reflexe a Givensovy rotace.

Givensovy rotace, pojmenované po svém objeviteli, kterým byl americký
matematik James Wallace Givens Jr., jsou transformace, jež umožňuj́ı ”vyro-
bit“ nuly na specifických mı́stech v matici. Využ́ıvá se zde následuj́ıćıch matic:

G(i, k, θ) =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
... . . . ...

...
...

0 · · · c · · · s · · · 0
...

... . . . ...
...

0 · · · −s · · · c · · · 0
...

...
... . . . ...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


,

kde c = cos(θ) a s = sin(θ) pro nějaké θ a gi,i = gk,k = c, gk,i = s
a gi,k = −s. Givensovy matice jsou pak očividně ortogonálńı [36]. Násobeńım
vektoru zleva matićı G(i, k, θ)T se dostane rotace proti směru hodinových
ručiček o θ radián̊u v rovině dané itou a ktou souřadnićı. Např́ıklad pokud
x ∈ Rn a y = G(i, k, θ)Tx,

yj =


cxi − sxk, pokud j = i,

sxi + cxk, pokud j = k,

xj , jinak
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Dı́ky tomu je možné při vhodné volbě c a s dostat do výsledného vektoru
na ktou. Takové c a s lze naj́ıt pomoćı následuj́ıćı rovnice:

c = xi√
x2
i + x2

k

a s = −xk√
x2
i + x2

k

.

Při výpočtu rozkladu se proto procháźı postupně po sloupćıch prvky pod
diagonálou a nuluj́ı se. Tyto změny se násobeńım zprava Givensovou matićı
ukládaj́ı do matice Q. V matici R naopak násobeńım zleva matićı GT po-
stupně vzniká horńı trojúhelńıková matice. Pseudokód algoritmu je popsán
v algoritmu č. 4, jeho složitost je je 6n3 floating point operaćı [36].

Algoritmus 4: QR rozklad pomoćı Givensových rotaćı
Input: Matice A
Output: Matice Q, R, takové, že Q je ortogonálńı a R je horńı

trojúhelńıková matice a zároveň plat́ı, že A = QR.
1 m = rows(A);
2 n = cols(A);
3 Q = En;
4 R = A;
5 for j = 1:n do
6 for i = m:-1:j+1 do
7 c,s = givens(ri−1,j , ri,j);
8 R = G(i− 1, i, θ)TR;
9 Q = QG(i− 1, i, θ);

10 end
11 end

Druhým zp̊usobem výpočtu QR rozkladu jsou Householderovy reflexe, či
transformace. Oproti Givensovým rotaćım vyžaduje QR rozklad pomoćı Hou-
seholderových transformaćı polovinu operaćı [38]. Pomoćı této transformace
se nuluje celý sloupec až na jeho prvńı prvek. Děje se tak za pomoćı matice

P = E− 2vvT
vT v

,

kde v ∈ Rn a ‖v‖ = 1. Matice H se nazývá Householderova matice a vektor v
se nazývá Householder̊uv vektor. Matice P je symetrická a ortogonálńı [36].

Pokud chceme, aby Px byl nulový až na prvńı prvek, urč́ı se v jako

v = x+ sign(x1) ‖x‖2e1,

kde e1 = E:,1. V praxi se pak použ́ıvá normalizovaný vektor v, tedy celý
vektor se vyděĺı prvńım prvkem. Algoritmus výpočtu Householderova vektoru
ukazuje algoritmus 5.
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Algoritmus 5: Výpočet Householderova vektoru, funkce house
Input: vektor x ∈ Rn, n
Output: Householder̊uv vektor v

1 µ = ‖x| 2;
2 v = x;
3 if µ 6= 0 then
4 β = x1 + sign(x1)µ;
5 v2:n = v2:n/β;
6 end
7 v1 = 1;

Householderovy reflexe jsou zaj́ımavé i z d̊uvodu, že nulované části ma-
tice lze využ́ıt pro uložeńı vektoru v. QR rozklad pomoćı Householderových
transformaćı pak ukazuje algoritmus 6.

Algoritmus 6: QR rozklad za pomoci Householderových reflex́ı
Input: Matice A ∈ Rn,n
Output: Matice Q a R, takové, že A = QR

1 R = A
2 for j=1:n do
3 vj = house(Rj:n,j);
4 β = −2/vTj vj ;
5 w = βRj:n,j:nvj ;
6 Rj:n,j:n = Rj:n,j:n + vjw

T ;
7 if j < n then
8 Aj+1:n,j = v2:n;
9 end

10 end
11 Q = En;
12 for j = n:-1:1 do
13 β = −2/vTj vj ;
14 v w = βQj:n,j:nvj ;
15 Qj:n,j:n = Qj:n,j:n + vjw

T ;
16 Qj:n,j:n = Qj:n,j:n + vjw

T ;
17 end

Algoritmus 6 má pak složitost 8n3/3 floating point operaćı, tedy pro husté
matice je výhodněǰśı použ́ıvat právě Householderovy transformace. Pro ř́ıdké
matice nicméně může být výhodněǰśı použ́ıt Givensovy rotace, jelikož nevad́ı
ukládat několik ř́ıdkých matic a naopak Givensovy rotace zachovávaj́ı ř́ıdkost
matic. Givensovy rotace je možné upravit tak, aby dosahovaly stejné rychlosti
jako Householderovy reflexe [36].
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Vlastńı QR algoritmus pak využ́ıvá podobnosti matic. Základńı vztah pro
tento algoritmus je popsán následovně:

Ak = QkRk,

Ak+1 = RkQk = ERkQk = QT
kQkRkQk = QT

kAkQk

Rozlož́ıme-li tedy matici Ak na součin matic Q a R, źıskáme matici Ak+1
jako součin matic R a Q. Dı́ky ortogonalitě matice Q jsou si pak matice Ak
a Ak+1 podobné.

Lze dokázat, že při QR rozkladu pomoćı Givensových rotaćı, resp. Hause-
holderových transformaćıch posloupnost Ak konverguje k matici, jež má na
diagonále právě vlastńı č́ısla matice A1, respektive v př́ıpadě matic, jejichž
vlastńı č́ısla jsou komplexńı, jejich reálné části. Důkaz je možné nalézt např́ı-
klad v knize od J. H. Wilkinsona [39].

V praxi se ukazuj́ı zp̊usoby, jak vylepšit konvergenci algoritmu. Jedńım
z nich je předem uvést matici do Hessenbergovského tvaru. Tento tvar je za-
chováván QR iteracemi a tedy při rozkladu matice stač́ı vždy proj́ıt pouze
prvky př́ımo pod diagonálou a nikoli zbytek matice. Redukce na Hessenbe-
rovský tvar se provád́ı většinou přes Householderovy transformace [36]. Dále
se pro zlepšeńı konvergence použ́ıvá předevš́ım strategie posun̊u, ilustrovaná
algoritmem 7.

Algoritmus 7: QR aloritmu s posuny
Input: Matice A ∈ Rn,n

1 for k=1,2,.. do
2 urči skalár µ;
3 A-µE = QR;
4 A = RQ + µE;
5 end

Jedńım ze zp̊usob̊u určeńı skaláru µ je vźıt prvek An,n. To se nazývá ”Stra-
tegie implicitńıho posunu“ [36].

Konvergence algoritmu je ovlivňována poměry λk+1
λk

[40]. Při optimálńı
strategii lze dosáhnout až složitosti 25n3 floating point operaćı při výpočtu jak
vlastńıch hodnot tak i př́ıslušných vlastńıch vektor̊u. Pokud jsou požadována
pouze vlastńı č́ısla, složitost je většinou 10n3, jak vycháźı dle [36] z empirického
pozorováńı.
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Kapitola 5
Implementace

Praktickým výstupem této práce je implementace QR algoritmu s Given-
sovými rotacemi. Implementace vycháźı z obecného QR algoritmu bez posun̊u.

Jako technologie byl zvolen programovaćı jazyk Julia [41]. Julia je dyna-
micky typovaný jazyk určený pro vědecké výpočty. Dı́ky JIT – Just In Time –
kompilaci implementované technologíı LLVM dosahuje rychlosti skoro stejné
jako jazyk C [42]. Mezi hlavńı výhody jazyka patř́ı jednoduchá syntaxe a para-
lelizace, ale i indexováńı pole od 1 nikoli od 0 [43], což je naopak část́ı odborné
veřejnosti vńımáno jako nevýhoda. Jazyk byl publikován v roce 2012, nyńı,
v roce 2021, vyšla verze 1.6 [41, 42].

Výstup je koncipován jako projekt v jazyce Julia. Poskytuje několik funkćı
a to: qreigenall(A,atol,maxiteration,log), která vraćı vlastńı č́ısla i vek-
tory zadané matice A, qreigenval(A,atol,maxiteration,log), která vraćı
pouze vlastńı hodnoty a qreigvecs(A,atol,maxiteration,log), která vraćı
vlastńı vektory. K modulu je dodána i uživatelská dokumentace.

Vnitřně je kód členěn do v́ıce funkćı, které jsou každá ve vlastńım souboru,
pojmenovaném jménem funkce. Implementace se dá rozdělit do několika po-
myslných část́ı.

5.1 Givensovy rotace

Prvńı část́ı je implementace Givensových rotaćı, která je realizována pomoćı
několika funkćı. Naivńı implementace využ́ıvá dvě funkce, a to funkci
givensrotations(A::Matrix{T}) where {T<:Number} a dále pak funkci
givenscoefficients(a::Number, b::Number). Number je libovolný č́ıselný
typ jazyka Julia, notace s T pak umožňuje použ́ıvat tento typ v rámci funkce
– např́ıklad při vytvářeńı kompatibilńı identické matice.
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function givenscoeff(a::Number, b::Number)
if b == 0

cos = 1
sin = 0

elseif abs(b) > abs(a)
r = a / b
sin = 1 / sqrt(1 + rˆ2)
cos = sin * r

else
r = b / a
cos = 1 / sqrt(1 + rˆ2)
sin = cos * r

end

return cos, sin
end

Výpis kódu 1: Funkce givenscoeffinients(a,b)

Funkce givenscoefficients(a::Number, b::Number) vraćı koeficienty
jež umožňuj́ı vynulovat prvek b – tedy spoč́ıtá c = cos(θ) a s = sin(θ) tak, že

(
c s
−s c

)T (
a
b

)
=
(
r
0

)
.

Funkce provede 5 floating point operaćı a pouze jednou odmocńı. Neńı
třeba poč́ıtat přesnou hodnotu úhlu rotace θ, takže neńı nutné využ́ıvat tri-
gonometrické funkce.

Funkce givensrotations(A::Matrix{T}) where {T<:Number} využ́ıvá
klasického algoritmu na výpočet Givensovy rotace, kdy na základě koefici-
ent̊u z funkce givenscoefficients(a::Number, b::Number) zkonstruuje ce-
lou Givensovu matici a násobeńım zleva, respektive zprava, poč́ıtá matici R,
respektive Q.

Tento př́ıstup je poměrně neefektivńı, jelikož hlavńı výhodou Givensových
rotaćı je, že matice G(i−1, i, θ) je kromě čtyřech prvk̊u (gi−1,i−1, gi−1,i, gi,i−1,
gi,i) rovna matici En, t́ım pádem lze mı́sto celých matic pracovat pouze s př́ı-
slušnými řádky, resp. sloupci, Gi−1: a Gi: resp. G:i−1 a G:i.

Dı́ky této optimalizaci má algoritmus 4 složitost O(n3), kde n je velikost
matice. Bez optimalizaćı má samo násobeńı složitost O(n3), celý algoritmus
tedy (n5).

Tato optimalizace se poměrně zásadně projevila i při benchmarkovém testu
spouštěném na stovce matic za použit́ı datového typu Float64 na matićıch
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5.2. Hessenbergovská redukce

o velikosti 75× 75. Pro benchmark byl využit baĺıček BenchmarkTools.jl [44],
výstupy z benchmarku jsou vidět na následuj́ıćım výpisu.

#Neoptimalizovaná verze
BenchmarkTools.Trial:
memory estimate: 6.92 GiB
allocs estimate: 1594059
---------------
minimum time: 5.898 s (19.85 % GC)
median time: 5.898 s (19.85 % GC)
mean time: 5.898 s (19.85 % GC)
maximum time: 5.898 s (19.85 % GC)
---------------
samples: 1
evals/sample: 1

#Optimalizovana verze
BenchmarkTools.Trial:
memory estimate: 8.15 MiB
allocs estimate: 1559
---------------
minimum time: 21.407 ms (0.00 % GC)
median time: 24.608 ms (0.00 % GC)
mean time: 25.100 ms (4.25 % GC)
maximum time: 53.806 ms (53.19 % GC)
---------------
samples: 200
evals/sample: 1

Test srovnával funkce givensrotations(A) a givensrotationsopt(A).
Finálńı verze funkce pro QR rozklad je qrdecompositiongivens(A). Ta vy-
už́ıvá optimalizace, jež poč́ıtá s t́ım, že matice na vstupu je Hessenbergovská,
což funkce i kontroluje. T́ım pádem neńı nutné provádět n2/2 rotaćı, nýbrž
pouze n − 1 rotaćı. Každá rotace má pak složitost 8n floating point operaćı.
Celkem tedy dostáváme složitost 8n2 operaćı.

Funkce givensrotationsopt(A) a qrdecompositiongivens(A) využ́ıvaj́ı
funkci rotation(Q, R, cs, sn, i), která provád́ı samotnou rotaci.

Pr̊uběh algoritmu jde poměrně hezky ilustrovat. Na obrázćıch 5.2 a 5.1
lze pozorovat pr̊uběh algoritmu, kdy matice se Q postupně plńı a matice R
naopak vyprazdňuje.

5.2 Hessenbergovská redukce

Pro optimalizaci se využ́ıvá funkce hessenbergstep(A). Tato funkce pomoćı
Householderových transformaćı spoč́ıtá matice H a U0, tak, že plat́ı A =
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Obrázek 5.1: Matice Q v pr̊uběhu QR rozkladu

UHUT a zároveň plat́ı, že U je matice ortogonálńı, H matice hessenbergovská.
Funkce je napsána ve dvou variantách, variantě, která vraćı jak matici H,

tak matici U, hessenbergstep(A::Matrix{T}) where {T<:Number} a ve va-
riantě hessenbergstepvals(A::Matrix{T}) where {T<:Number}, která ma-
tici U neukládá a nevraćı. Pokud jsou totiž požadovány pouze vlastńı hodnoty,
neńı matici U potřeba a proto je možné ji nepoč́ıtat a ušetřit tak kapacity.
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Obrázek 5.2: Matice R v pr̊uběhu QR rozkladu

5.3 Implementace QR algoritmu

Baĺıček poskytuje tři funkce, které vypoč́ıtaj́ı konečný výsledek. Základńı
funkćı je qralgorithm(A::Matrix{T}, atol::Real = eps(T), maxitera-
tions = MAXITERATIONS, showprogress = SHOWPROGRESS) where
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{T<:Number}. Tato funkce vraćı pro zadanou matici jej́ı vlastńı č́ısla a vektory.
Funkce bere na vstupu matici A, jež může být jakéhokoli č́ıselného typu,

uživatel může pak zadat absolutńı odchylku, se kterou jsou pak kontrolovány
nuly pod diagonálou. Na č́ıselném typu Float64 je nejmenš́ı odchylka, při
které algoritmus konverguje 1.e-322. Argument maxiteration určuje alter-
nativńı podmı́nku zastaveńı, kdy se funkce zastav́ı, proběhne-li počet iteraćı
rovný parametru. Je-li tento parametr nastaven na −1, nemá na zastaveńı
funkce vliv. Posledńım argumentem je showprogress, který zaṕıná a vyṕıná
log, jež do konzole vypisuje iterace a prvek na němž konč́ı kontrola popsaná
ńıže. Výchoźı hodnoty argument̊u se nacháźı v souboru config.jl.

Pokud jsou vyžadovány pouze vlastńı č́ısla a nikoli vlastńı vektory, po-
skytuje baĺıček funkci qreigenval(A::Matrix{T}, atol::Real = eps(T),
maxiterations = MAXITERATIONS, showprogress = SHOWPROGRESS)
where {T<:Number}. U této funkce funguj́ı argumenty stejně jako u funkce
qralgorithm. Funkce využ́ıvá optimalizované hessenbergovské redukce a ne-
ukládá matice Q, což vede k vyšš́ı časové efektivitě.

Posledńı funkćı je qreigvecs(A::Matrix{T}, atol::Real = eps(T),
maxiterations = MAXITERATIONS, showprogress = SHOWPROGRESS) whe-
re {T<:Number}. Funkce je pouze wrapper pro funkci qralgorithm, který
zahazuje spoč́ıtané vlastńı hodnoty.

Všechny tři poskytované funkce využ́ıvaj́ı pro kontrolu zastaveńı funkci
checkdeflation(A::Matrix{T}, tol = eps(T)) where {T<:Number}. Im-
plementace funkce je přiložena v rámci výpisu kódu č. 2. Tato funkce procháźı
prvky př́ımo pod diagonálou a kontroluje pomoćı funkce isapprox, zda pro
zadanou toleranci jsou rovny nule. Funkce vraćı index sloupce a prvek, na
němž kontrola selhala. Pokud uživatel nastavil parametr log na hodnotu true,
prvek se mu zobraźı ve výpisu a uživatel může upravit přesnost.

5.4 Testy

Kód byl v pr̊uběhu vývoje testován. K testováńı bylo využito několik skript̊u.
Testy využ́ıvaly modul Tests [45], který je součást́ı standardńı knihovny jazyka
Julia.

Funkce implementuj́ıćı QR rozklad byly testovány pomoćı skriptu given-
srotationstest.jl, jež spouštěl opakovaně funkci givensrotation() a kon-
troloval rovnost matice A a součinu vrácených matic Q a R.

Skript hessenbergtest.jl testoval podobným zp̊usobem funkce pro vý-
počet Hessenbergovské redukce. Kromě kontroly validńıch výsledk̊u pro ná-
hodně generované matice kontroloval validńı výsledky pro diagonálńı matici
a daľśıch několik malých matic. Skript kontroloval rovnost spekter matice H
a p̊uvodńı matice A, tvar matice H, i rovnost A = QHQT .

Samotné funkce na výpočet vlastńıch hodnot a vektor̊u se kontrolovaly po-
moćı skript̊u qrtest.jl a eigvalstest.jl. Oba skripty obsahovaly podobné
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5.5. Srovnáńı implementaćı

function checkdeflation(A::Matrix{T}, tol = eps(T), backwards
= false) where {T <: Number}

m,n = size(A)

if !backwards
for j = n - 1:-1:1

if !isapprox(A[j + 1, j], zero(T), atol = tol)
return j, A[j + 1, j]

end
end

else
for j = 1:n - 1

if !isapprox(A[j + 1, j], zero(T), atol = tol)
return j, A[j + 1, j]

end
end

end

return 0, T(0)
end

Výpis kódu 2: Ukázka funkce checkdeflation(A)

testy, testovala se diagonálńı matice, malé symetrické matice s v́ıcenásobnými
vlastńımi č́ısly a náhodně generované symetrické matice. Testy dosahovaly asi
86% pokryt́ı. Pokryt́ı se měřilo pomoćı baĺıčku Coverage.jl [46].

5.5 Srovnáńı implementaćı

Implementace byla porovnána s dostupnými implementacemi v knihovně LA-
PACK a v prostřed́ı Mathematica.

LAPACK, tedy Linear Algebra PACKage, je knihovna napsaná v jazyce
Fortran 90 pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, problému vlastńıch č́ısel a hle-
dáńı singulárńıho rozkladu [47]. Mathematica je komerčńı výpočetńı software
od společnosti Wolfram [48]. V obou př́ıpadech se jedná o deśıtky let vyv́ıjené
systémy.

Aby bylo možné implementace porovnávat, bylo nagenerováno 97 matic
od velikosti 3 × 3 po velikost 100 × 100. Tyto matice se uložily do .csv sou-
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@testset "Random symmetric matrices" begin
testcount = 100
testmin = 20
testdimension = 20
@info("Random tests begin")

for i = 1:testcount
@info("Test number ", i)
m = rand(testmin:testdimension)
A = rand(Float64,m,m)
A = A*A'

my_evals, U = qralgorithm(A, 1.e-100, -1)
@test isapprox(sort(my_evals), eigvals(A))
@test isapprox(A * U, U*diagm(my_evals) )

end
@info("Random tests done")

end

Výpis kódu 3: Ukázka test̊u metody qralgorithm

bor̊u. V každém z test̊u byly pak matice načteny, spoč́ıtala se vlastńı č́ısla.
Výsledky test̊u se ukládaly k pozděǰśı analýze, jsou dostupné na přiloženém
médiu. Všechny testy byly prováděny na notebooku Dell G5 15 5587, s pro-
cesorem Intel Core i7 osmé generace. LAPACK byl volán přes Julii, jelikož
je součást́ı baĺıčku LinearAlgebra, skriptem benchmark lapack.jl. Prostřed́ı
Mathematica bylo testováno pomoćı skriptu benchmark mathematica.nb.

Jako prvńı varianta konfigurace pro implementaci v Julii byla nastavena
přesnost eps(Float64). Maximálńı počet iteraćı nebyl nastaven, v obrázku 5.3
označeno jako ”Julia – eps(Float64)“. Daľśımi testovanými variantami byla
přesnost na 1.e-10, přidaný maximálńı počet iteraćı – kvadratický s n při
velikosti vstupu n× n a posledńı testovanou alternativou bylo nastaveńı ma-
ximálně tiśıce iteraćı.

Rychlost implementace nebyla v porovnáńı s knihovnou LAPACK ani
s prostřed́ım Mathematica dobrá, jak je vidět na obrázćıch 5.4 a 5.3. Nej-
lepš́ı výsledky z testovaných variant ukazovalo nastaveńı s maximálně 1000
iteracemi, nicméně ani to se rychlostně nebĺıžilo implementaćım v prostřed́ı
Mathematica a knihovně LAPACK. To je dáno předevš́ım použit́ım Given-
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5.5. Srovnáńı implementaćı

sových rotaćı na husté matice a použit́ım jednodušš́ı verze algoritmu. Měřeńı
mohlo být lehce ovlivněno vyt́ıžeńım poč́ıtače, vysvětluje to lehké rozd́ıly ve
srovnáńı jednotlivých konfiguraćı, kdy na některých vstupech vyšla časově
h̊uře varianta s nastaveným maximálńım počtem iteraćı.

Na obrázku je výrazně vidět peak u některých matic, zvláště u matice
s rozměry 91 × 91. Algoritmus u těchto vstup̊u konvergoval velmi pomalu,
je to kv̊uli degeneraci spektra, tyto matice maj́ı několik vlastńıch č́ısel velmi
bĺızko u sebe.

Dále byla zkoumána přesnost algoritmu. Pro porovnáńı bylo zvoleno srov-
náńı kumulativńı sumy rezidua. Reziduum je rozd́ıl součin̊u Ax a λx, kde x je
vlastńı vektor a lambda k němu př́ıslušné vlastńı č́ıslo. Tyto dva výrazy by si
měly být rovné, ale jelikož výpočet neńı přesný, ve skutečnosti tomu tak neńı.
Proto se rozd́ıl těchto dvou výraz̊u dá využ́ıt k měřeńı chyby výpočtu. V těchto
testech se porovnává kumulativńı chyba, tedy součet rezidua – absolutńıho
rozd́ılu Ax přes všechny vlastńı vektory. Zapsáno matematicky, definujeme-li
matici M jako rozd́ıl matic AU a součinu U s diagonálńı matićı, která má na
diagonále vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn – Dσ.

M = AU−UDσ

. Porovnáváme výraz
n∑
i=1

n∑
j=1

mi,j .

Chyba výpočtu se zvyšuje v závislosti na rozměrech vstupńı matice. Je
výrazně vidět, že ve chv́ıli, kdy algoritmus nedoběhne, tedy je zastaven ma-
ximálńım počtem iteraćı, lze pozorovat vyšš́ı chybu, jak je vidět na obrázku 5.5.
Peaky odpov́ıdaj́ı vstup̊um, kde dosahovaly výrazně vyšš́ıch čas̊u běhy zastavo-
vané bez ohledu na počet iteraćı. Křivky, které se překrývaj́ı jsou pak detailně
vidět na obrázku 5.6.
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Obrázek 5.3: Porovnáńı rychlosti implementaćı
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plem
entaćı
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for k=3:100
display(k)
M = CSV.File("samples/matrix_"*string(k)*".csv", header = false) |> Tables.matrix
vals,vecs = qralgorithm(M, eps(Float64),-1)
res = sum(sum(broadcast(abs,M * vecs - vecs*diagm(vals)),dims=2),dims = 1)[1]

dataframe = DataFrame(Technology = String[], Iteration = Int[], Time = Float64[])
push!(dataframe,("Julia - original",k,res))
CSV.write("benchmarks/julia_error.csv", dataframe, writeheader = false, append = true)

end

Výpis kódu 4: Skript benchmark julia.jl pro testováńı přesnosti
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Na obrázku 5.6 lze také pozorovat, jak roste chyba s velikost́ı matice, jde
o srovnáńı právě běh̊u, kdy nebyl algoritmus zastavován natvrdo s knihov-
nou LAPACK a prostřed́ım Mathematica. Vzhledem k tomu, že jde o chybu
kumulativńı, tedy součet přes všechny prvky, je logické, že roste s rostoućı ve-
likost́ı matice, nicméně můžeme vidět, že implementace je schopná poskytovat
poměrně přesné výsledky bez ohledu na velikost vstupu.

52



5.5.
Srovnáńıim
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Obrázek 5.6: Porovnáńı přesnosti – přesněǰśı metody
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Závěr

Práce shrnuje dějiny problematiky vlastńıch č́ısel a to od nejstarš́ıch zmı́nek
o matićıch, přes vývoj pojmenováńı fenoménu vlastńıch č́ısel až po vývoj
numerických metod ve dvacátém stolet́ı. Popisuje některé aplikace výpočtu
vlastńıch č́ısel. Podrobněji vysvětluje Markovské řetězce, algoritmus výpočtu
Page Ranku, použ́ıvaný např́ıklad ve vyhledávači Google, analýzu hlavńıch
komponent, což je jedna z metod zpracováńı dat, jako aplikace z oblasti infor-
matiky. Dále je pak rozebrána souvislost hledáńı kořen̊u polynomů s vlastńımi
č́ısly a daľśı aplikace z mnoha r̊uzných oblast́ı, od stavebnictv́ı, přes medićınu
až po fyziku a chemii.

Práce analyzuje tři vybrané metody výpočtu vlastńıch č́ısel, potažmo vek-
tor̊u. Rozeb́ırá a analyzuje mocninnou metodu, což je jedna z nejstarš́ıch me-
tod výpočtu, jež vypoč́ıtá jedno v absolutńı hodnotě největš́ı č́ıslo, Lanczosovu
metodu, a QR algoritmus, kde je rozebrán zejména rozd́ıl Householderových
transformaćı a Givensových rotaćı.

Praktická část práce pak implementuje QR algoritmus s Givensovými ro-
tacemi. Algoritmus byl implementován jako modul v jazyce Julia. Modul po-
skytuje několik metod, jež umožňuj́ı uživateli spoč́ıtat vlastńı č́ısla, př́ıpadně
vektory. Je možné nastavovat přesnost i sledovat postup algoritmu pomoćı
log̊u.

Implementace byla porovnána s daľśımi alternativami, konkrétně s kni-
hovnou LAPACK a s prostřed́ım Mathematica. Porovnávala se rychlost běhu
a velikost chyby. Alternativy vyšly jako rychleǰśı a numericky stabilněǰśı. Po-
rovnávaly se i r̊uzné možnosti konfigurace metod poskytovaných v rámci této
práce. Součást́ı práce je i uživatelská dokumentace

Ćıle práce, tedy zmapovat historický vývoj problematiky, popsat možné
aplikace výpočtu vlastńıch č́ısel, analyzovat metody výpočtu vlastńıch č́ısel,
implementovat QR algoritmus s Givensovými rotacemi a tuto implementaci
porovnat s alternativami - prostřed́ım Mathematica a knihovnou LAPACK,
se podařilo naplnit.
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Závěr

Práce by mohla být rozš́ı̌rena o implementaci daľśıch metod, jako je na-
př́ıklad mocninná metoda. Bylo by možné optimalizovat algoritmus pro lepš́ı
rychlost konvergence i pro vyšš́ı numerickou stabilitu metody.
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10.1017/cbo9780511702686.009.

7. SYLVESTER, James Joseph. A new and more general theory of multiple
roots. The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and
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s0025-5718-1974-0405823-3.

13. ARNOLDI, W. E. The principle of minimized iterations in the solu-
tion of the matrix eigenvalue problem. Quarterly of Applied Mathema-
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č. 1, s. 1–11 [cit. 2021-04-21]. issn 0040-5809. Dostupné z doi: https:
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Př́ıloha A
Obsah p̌riloženého média

readme.txt..................stručný popis obsahu a instrukce k instalac
code .....................................zdrojové kódy implementace
thesis.....................................................text práce

thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
src............................................zdrojové kódy práce
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