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Abstrakt

Prace se zabyvéa Ludolfovym ¢islem, algoritmy pro jeho vypocet a jeho nor-
malitou. V teoretické ¢asti je popsdno Ludolfovo ¢islo a vybrané algoritmy pro
jeho aproximaci. V praktické ¢asti jsou tyto algoritmy implementovany pomoci
knihovny GNU-MPFR. Déle je porovnana rychlost jejich konvergence. V po-
sledni ¢éasti prace je zkoumano, jestli jsou aproximace Pi normalni ¢isla. K to-
muto ucelu je porovnan vyskyt jednotlivych ¢islic a fetézcu délky 2 v desitkové
a Sestnactkové bézi.

Pri testovani rychlosti konvergence vychazeji nejlépe Chudnovskyho al-
goritmus a Gauss-Legendreho algoritmus. Na zakladé vysledkil ziskanych pti
vysetfovani normality je mozné Tici, ze zkoumané aproximace jsou normalni
¢isla.

Klicova slova Ludolfovo c¢islo, aproximacni algoritmus, rychlost konver-
gence, C++, GNU-MPFR, normalita ¢isla

Abstract

Thesis deals with Ludolphian number, algorithms for calculating its value and
its normality. Ludolphian number and chosen approximation algorithms are
described in the theoretical part. These algorithms are implemented with
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GNU MPFR library in the practical part. The speed of convergence of those
algorithms is also measured. At the end, the normality of approximations of
Pi is tested. The occurrence of single digits and strings of length 2 in base 10
and 16 is compared for this purpose.

The biggest speed of convergence was measured by Chudnovsky algorithm
and Gauss—Legendre algorithm. By results achieved from normality testing it
is safe to say, that tested approximations of Pi are normal numbers.

Keywords Ludolphian number, approximation algorithm, speed of conver-
gence, C++, GNU-MPFR, normality of a number
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Uvod

Ludolfovo ¢islo je nejdulezitéjsi konstanta v matematice. Jeho vyuziti vsak
oblast matematiky znacné presahuje a najdeme ho i v mnoha rovnicich fyziky.
Ackoliv pro praktické vyuziti staci ¢islo Pi aproximovat na nékolik desitek de-
setinnych mist, stale padaji nové rekordy v poctu vycislenych cifer. K dosazeni
takovych vysledkt je tfeba velmi vysoky vypocetni vykon, ale také korektni a
efektivni algoritmus. Algoritmt pro poc¢itani Ludolfova ¢isla je mnoho a neni
vylouceno, ze budou vznikat dalsi.

Préce je urcena pro vsechny, které jako mé zajima matematika, a zejména
mentaci a porovnani jejich rychlosti na jednom misteé.

Cilem prace je nastudovat a popsat Ludolfovo ¢islo a algoritmy pro jeho
pocitani. Dalsim cilem je implementace algoritmu a porovnani rychlosti jejich
konvergence. V neposledni fadé je cilem také urcit, zda jsou aproximace Pi
normalni ¢isla.

Cilem teoretické casti je popsat Ludolfovo ¢islo, jeho vlastnosti, historii a
vyuziti ve védé. Déle pak nastudovat a popsat algoritmy pro vypocet cisla Pi,
a to zejména ty, které vyuzivaji nekonecné rady. Také je cilem popsat ostatni
algoritmy, jako jsou iterativni algoritmy nebo spigot algoritmy.

Cilem praktické ¢ésti je sezndmit se s knihovnou GNU-MPFR pro préci
s desetinnymi ¢isly s neomezenou presnosti. Dale algoritmy popsané v teo-
retické ¢asti pomoci této knihovny naimplementovat, zmérit rychlost jejich
konvergence a porovnat vysledky. Déle je cilem zjistit, jestli jsou aproximace
Ludolfova ¢isla normélni ¢isla a to pro ruzné baze.






KAPITOLA

Definice pojmii a podobné prace

1.1 Definice pojmi

Iracionalni ¢islo Iraciondlni ¢islo je takové, které nelze vyjadrit podilem
dvou celych ¢isel. Znamena to, ze se nedd zapsat jako ¢islo s ukoncenym de-
setinnym rozvojem ani jako ¢islo periodické, v jeho rozvoji tedy neexistuje
zadny stédle se opakujici vzor.

Transcendentni ¢islo Cislo ¢ je transcendentni, pravé kdyz neexistuje ra-
ciondlni polynom, jehoz korenem je c. Cislo ¢ tedy nemuze byt zapsano jako
kombinace racionalnich ¢isel a n-tych odmocnin.

Normalni ¢islo Cislo je brano jako normalni v bézi b, pokud kazdé z b cifer
je v cisle zastoupena rovnomérné s hustotou % a obecné pokud pro vsSechna
prirozena n, pro vSechny mozné retézce cislic délky n plati, ze se v Cisle vy-

skytuji rovnomérné s hustotou b=".

Absolutné normalni éislo Cislo je absolutné normalni, pokud je normalni
pro vSechny béaze vétsi nebo rovny dvéma.

Nekoneéna rada Nekonecna rada je posloupnost ¢astecnych soucti po-
sloupnosti (a,)52 . Znacime: Y oo, a.

RAd konvergence Aproximacni algoritmus je fadu konvergence n(r = n),
pravé kdyz se vysledna aproximace pri kazdé iteraci m-nasobné priblizi ke
skutecné hodnoté.



1. DEFINICE POJMU A PODOBNE PRACE

1.2 Prace na podobné téma

Podobnym tématem se jiz zabyvalo mnozstvi autoru. Napiiklad Madelaine
Jansson se ve své bakalarské praci Approximation of Pi zabyval algoritmy
pro vypocet Pi. Zabyval se ale pouze nékolika méalo algoritmy a na rozdil
od této prace neporovnaval rychlost jejich konvergence. Henrik Vestermark
ve své praci Practical implementation of 7w Algorithms provedl praktickou
implementaci algoritmi. Teorii okolo téchto algoritmu se ale zabyval pouze
okrajové. Velmi podobnym tématem se zabyval Adam Pavlis ve své bakalarské
praci Vypocet Ludolfova ¢isla a ovéreni jeho vlastnosti. Narozdil ode mé se vice
zabyval analyzou knihoven pro praci s desetinnymi ¢isly s libovolnou presnosti.
Ja se vice zaméril na teoreticky popis algoritmi, zejména téch, vyuzivajicich
nekonecné rady.



KAPITOLA 2

Popis Ludolfova cisla, jeho
vlastnosti, historie a vyuziti ve
védé

2.1 Popis

Cislo Pi(7) je matematickd konstanta, nejcastéji definovand jako pomér ob-
vodu ku pruméru kruhu. Tento pomér zustava stejny pro jakoukoli velikost
kruhu. Existuje celd rada dalsich definic tohoto ¢isla, napriklad pokud bychom
méli kruh a ¢tverec o strané jeho poloméru, pomér obsahu kruhu ku obsahu
¢tverce by byl roven ¢islu Pi. Jeho nazev je odvozen od prvniho pismena
feckého slova perimetros, které znamena obvod. Také je nazyvano Ludol-
phovo ¢islo podle némeckého matematika Ludolpha van Ceulena, ktery jej
na prelomu 16. a 17. stoleti vy¢islil na 35 desetinnych mist.[9, strany 182—
183] Miuzeme se s timto ¢islem setkat i jako s Archimédovou konstantou
podle feckého matematika a fyzika Archiméda ze Syrakus, ktery se jako prvni
zabyval jeho vypoctem.[10]

Hodnota Ludolphova éisla je priblizné 3,1415. Honba za co nejpresnéjsim
vycislenim Archimedovy konstanty zacala uz u starovékych civilizaci. Archi-
medes vytvoril prvni algoritmus pro aproximaci Pi jiz ve 3. stoleti pr. n. I
V 5. stoleti n. 1. vy¢islili ¢insti a indi¢ti matematici Ludolphovo ¢islo na 7,
respektive 5 desetinnych mist. Prvni algoritmus na aproximaci m pouzivajici
nekonecné rady byl zalozen na Leibnizové fadé objevené ve 14. stoleti. Diky
vykonnym pocitacim dnesni doby a rychle konvergujicim algoritmtim dokézeme
dnes Ludolphovo ¢islo aproximovat na biliony desetinnych mist. Pro praktické
vyuziti ndm staci vycisleni na nékolik desitek desetinnych mist. Takto presné
aproximace jsou tedy spise o prekonavani rekordu, ukézce schopnosti moderni
techniky a v neposledni fadé o touze dozvédét se o této konstanté co nejvice.[9,
strana 17]



2. Popris LUDOLFOVA CISLA, JEHO VLASTNOSTI, HISTORIE A VYUZITI VE
VEDE

Cislo Pi se, vzhledem k jeho definici, pochopitelné vyskytuje v mnoha
rovnicich tykajicich se geometrie a trigonometrie. Objevuje se vSak i v méné
oc¢ekavanych odvétvich matematiky jako tfeba v teorii ¢isel nebo ve statistice.
Je hojné pouzivano i v mnoha odvétvich fyziky. Ludolphovo ¢islo je zndmo i
mimo oblast matematiky a fyziky, lidé si napriklad snazi zapamatovat deseti-
tisice cislic jeho desetinného rozvoje.

Circumference HIOK
| 2| !
| o Radius
i ]
Circumference 4
T[ ~  Diameter 3.14138
Obréazek 2.1: Definice [I]
2.2 Vlastnosti
Ackoli byva Pi nékdy aproximovano zlomkem 2—72, je iraciondlni. Existuje

nékolik dikazi iracionality Ludolphova ¢isla. Dukazy vétsinou pouzivaji kal-
kulus a dikaz sporem. Stupen iracionality, tedy jak presné lze ¢islo aproximo-
vat pomoci zlomku, neni presné znam. Podle odhadi je ale stupen iracionality
P{ vy$si nez napt. u ¢isla e nebo In 2.[I1], strany 570-572] Pi je také transcen-
dentni ¢islo. [12] Dusledkem je, ze Pi nelze euklidovsky zkonstruovat kruzitkem
a pravitkem. To znamenad, ze nelze provést kvadraturu kruhu, tedy zkonstruo-
vat ¢tverec, jehoz obsah je stejny, jako obsah kvadraturovaného kruhu. Tento
problém pochézi ze starého Recka. I kdyz je matematicky dokazano, ze kva-
dratura kruhu je nemozna, nékteri se o to stile pokouseji.

Normalita Ludolphova ¢isla nebyla ani dokazana ani vyvracena. Vyzkumy
naznacuji, ze by Pi mohlo byt normélni ¢islo. Nicméné vyskytuji se v ném
sekvence Cislic, které se zdaji byt ne iplné nahodné, jako napt. sekvence Sesti
devitek za¢inajici na 762. pozici desetinného rozvoje. Toto misto se nazyva

6



2.2. Vlastnosti

Feynmantv bod. Takovéato sekvence se zda dost podezreld, pravdépodobnost
jejtho vyskytu je vsak nenulova a normalitu rozhodné nevyvracuje.[13] P1 se,
jako kazdé iraciondlni ¢islo, da reprezentovat pomoci nekonec¢ného retézového

zlomku: 1
LT ——

+ 292+ -1

Useknuti tohoto zlomku da vzdy néjakou aproximaci Pi, napt. 3, % a %.

Aproximace vzniklé timto zptsobem jsou nejlepsi mozné, neexistuje tedy zlo-
mek se stejnym nebo mensim jmenovatelem, ktery by byl blize 7.[14, strana
78] Zlomek se da generovat nésledujicim algoritmem [I5, strany 151-152]:

ag — |_7TJ =3
up = ~ 7,0625
ﬂ- [—
an = U]
1
Un+1 =
n — On

Obréazek 2.2: Kvadratura kruhu [2]



2. Popris LUDOLFOVA CISLA, JEHO VLASTNOSTI, HISTORIE A VYUZITI VE
VEDE

2.3 Historie

Néktef{ egyptologové tvrdi, Ze staiif Egypfané pouzivali zlomek 2 jako apro-
ximaci Pi jiz ve 3. tisicilet{ pf. n. 1.[I6] Tato tvrzeni jsou vsak pouze do-
hady a jsou brana dost skepticky. Nejstarsi pisemny odhad Ludolphova ¢isla
pochézi od Babylonanu z 2. tisicileti pf. n. 1. jako 3,125.[9, strana 167] In-
dické astronomické vypocty ze 4. stoleti pf. n. 1. pouzivaly aproximaci Pi
jako %, tedy priblizné 3,139.[17, strana 133] Prvni algoritmus pro vypocet
hodnoty Ludolphova ¢isla pouzival opsané a vepsané polygony. Vymyslel ho
Archimedes asi v poloviné 3. stoleti pf. n. I. Archimedes pomoci polygonu
s 96 stranami urcil, ze % <7< %, tedy ze 3.1408 < 7 < 3.1429.[9,
strana 170] V roce 265 pouzil ¢insky matematik Liu Hui algoritmus s po-
lygony s 3072 stranami a ziskal hodnotu 3,1416. Asi o 200 let pozdéji pouzil
stejny algoritmus Zu Chongzhi s 12288strannymi polygony a dosahl aproxi-
mace 3.1415926 < 7 < 3.1415927.[18, strana 202] Dalsi rekordy ptisly az
0 800 let pozdéji. V roce 1424 persky astronom Jamshid al-Kashi aproximoval
Pi na 16 desetinnych mist pomoci polygonti s 3 - 228 stranami.[T9, strany 64—
85] Ludolph van Ceulen, holandsky matematik, v roce 1596 vy¢islil 7 na 20,
pozd&ji na 35 desetinnych mist.[9, strany 182-183] Pomoci polygont s 1040
stranami aproximoval Pi v roce 1630 rakousky astronom Christoph Grienber-
ger na 38 desetinnych mist, coz je nejlepsi vysledek dosazeny pomoci algo-
ritmu pouzivajici polygony.[9, strana 183] S objevem nekone¢nych fad, doslo
k novym rekordim v aproximovani Pi. Prvni nekonetné rady k tomuto ucelu
vznikaly v Indii. Indicky matematik Madhava ze Sangamagramy pouzil tyto
rady na pocatku 15. stoleti k aproximaci Pi na 11 desetinnych mist.[5] Prvni
nekonecnd rada obsahujici m objevend v Evropé, byla prekvapivé nekonecny

produkt:
2 V2 \J24+vZ \2+\2+V2
= 5 . 5

™

Pfiel na ni francouzsky matematik Frangois Viete v roce 1593.[9, strana 187]
Kolem roku 1660 objevili Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz kalkulus,
coz vedlo ke vzniku mnoha nekone¢nych rad, které se daly pouzit k aproximaci
Ludolphova ¢isla. Nekonecna rada:

23 5

arctanz =z — — +

2 _#
3 )

=

byla objevena v roce 1671 Jamesem Gregorym a poté v roce 1674 Gottfrie-

dem Leibnizem. Tato rada, rika se ji Madhavova nebo Gregory-Leibnizova
™

fada, je rovna 7 pro z = 1.[I4, strany 53-54] Tuto fadu pouzil v roce 1699

anglicky matematik Abraham Sharp s z = % a aproximoval tak Pi na 71

desetinnych mist.[9, strana 189] V roce 1706 vytvoril John Machin podle
Gregory-Leibnizovy fady jinou fadu, kterd konverguje mnohem rychleji [9}

8



2.3. Historie

strany 192-193]:
T 1
— = 4arctan — — arctan —.
4 5 239
S touto radou aproximoval Machin P{ na 100 desetinnych mist. Pozdéji vzni-
kaly rtzné varianty této rady. Tzv. Machin-like fady. Daniel Ferguson pouzil
v roce 1946 jednu z nich k vyc¢isleni Ludolphova ¢isla na 620 desetinnych
mist.[9), strany 72-74]

Rozvoj pocitaca ve 20. stoleti znamenal obrovsky pokrok v aproximaci
Pi. Pomoci Machin-like fad dochézelo k opakovanému prekonavani rekordu.
V roce 1973 bylo Pi vy¢isleno na milion desetinnych mist.[d, strana 197] Kolem
roku 1980 vznikaly iterativni algoritmy, které byly mnohem rychlejsi nez dopo-
sud pouzivané nekone¢né fady, jsou oviem mnohem pamétové naroénéjsi. [20]
Také byly objeveny algoritmy pro rychlejsi nasobeni velkych ¢isel, jako napf.
Karacubuv algoritmus.[9, strany 15-17] V osmdesatych a devadeséatych le-
tech 20. stoleti byly objeveny nové nekonecné rady, které jsou stejné rychlé,
mozna i rychlejsi nez iterativni algoritmy, a hlavné jsou mnohem méné naroéné
na pamét.[20] Jedna z nich je nekoneénd fada Srinivasa Ramanujana:

1 2v2 & (4k)!(1103 + 26390k)
T 2 k!4(3964k)

™ 9801 /=
[9, strany 103-104] V roce 1985 ji Bill Gosper pouzil na aproximaci Pi na 17
milionta desetinnych mist.[9) strany 104, 206] Touto fadou se inspirovali bratti
Chudnovsti a v roce 1987 objevili fadu, ktera produkuje 14 ¢islic za 1 prvek[14],
strana 254]:

1 12 i (6k)!(13591409 + 545140134k)

T 6403203 & (3K)!(k)3(—640320)F

Ta byla nékolikrat pouzita k prekonani rekordu. Naposledy Timothy Mulli-
canem v roce 2020, ktery Ludolphovo ¢islo vy¢islil na 50 bilionti desetinnych
¢islic.[21] V roce 1995 vymyslel Simon Plouffe algoritmus BBP:

< 1y 2 1 1
”*kz:%ﬁ(szﬁﬂ_8k+4_8k+5_8k+6)‘

[9, strany 117, 126-128] Jednda se o metodu ze skupiny tzv. spigot algoritmi.
Tyto algoritmy dokazou spocitat jakoukoli ¢islici desetinného zapisu ¢isla Pi,
aniz by poc¢italy ty predchozi.[9], strany 77-84] Algoritmus BBP byl také pouzit
ke zjisténi kvadriliontého bitu Ludolphova ¢isla, coz je 0.[9, strana 20] Monte
Carlo metody na aproximaci Pi pouzivaji pravdépodobnost. Tyto metody
ovSem nedévaji presny vysledek, jde pouze o odhady.[9, strana 39] Jednou
z téchto metod je Buffonova jehla. Méjme list papiru s nakreslenymi rov-
nobéznymi primkami. Vzdalenost mezi kazdymi dvéma sousednimi piimkami
je t. Méjme jehlu délky [ a n-krat ji ndhodné hodime na papir. Ozna¢me

9



2. Popris LUDOLFOVA CISLA, JEHO VLASTNOSTI, HISTORIE A VYUZITI VE
VEDE

x pocet hodu, pri kterych jehla zkrizila nékterou z primek. Pak muzeme Pi

aproximovat jako:
2nl
TR —.
xt
[22] Pfi dalsi Monte Carlo metodé méme kruh vepsany ve ¢tverci a do ¢tverce
ndhodné umistujeme body. Pomér bodii nachizejicich se uvniti kruhu ku vem

umisténym bodim je potom piiblizné F[9, strany 39-40].

Number of Digits

1w

0

heses mesar m s sas

108

W omm b ssag.

1000 ¢

=
Feats
a

L S — year (A.D)
—~1000 0 1000 2000

Obréazek 2.3: Historie pfesnosti aproximace Ludolphova ¢isla [3]

2.4 Vyuziti ve védé

Cislo Pi se hojné vyskytuje v matematickych a fyzikalnich rovnicich. Pocho-
pitelné se nachézi v geometrii. Napr. objem a povrch koule s polomérem 7:

4
V= §7rr3
S = 4mr?.

V matematice se uhly méii v radidnech. To je jednotka, ktera je definovana
tak, aby cely kruh mél 27 radiant. Trigonometrické funkce jako sin a cos maji
tim padem periodu 27w. Kazdé komplexni ¢islo z se da vyjadrit podle jeho
absolutni hodnoty r a dhlu ¢, ktery znazornuje rotaci od kladné redlné osy.
Tomuto znazornéni se rika goniometricky tvar:

z = r(cos ¢ + isin ¢).

Jelikoz Uhly se vyjadruji v radidnech, casto se zde vyskytuje Pi. Za zminku
stoji i s timto souvisejici Eulerova formule, kterd je mnohymi povazovana za
nejkrasnéjsi formuli matematiky:

e +1=0.

10



2.4. Vyuziti ve védé

Ludolphovo ¢islo se také vyskytuje ve Fourierové transformaci, kterd slouzi
k prevodu signalu mezi ¢asovou a frekvenc¢ni oblasti. Jde o integralni transfor-
maci, kterd vezme redlnou integrovatelnou funkci f a vrati funkei:

o(€) = [ s

[23, strana 29] Pi se objevuje také u normalniho rozdéleni, podle kterého se
ridi vétsina jeva v prirodé. Hustotu pravdépodobnosti norméalniho rozdéleni
predstavuje Gaussova funkce a je definovana nésledovné:

1 _ (@=w)?
flz) = et

Co2r

kde p znamené stfedni hodnotu ndhodného rozdéleni a ¢ jeho smérodatnou
odchylku.[24) strany 106-107] V mnoha oblastech matematiky se pouziva Ri-
emannova funkce zeta:

1 1
C8) =1+ g5 55+
Pro s = 2 je vysledek roven %2.[25, strana 284] Z této skuteCnosti vyplyva

napr. to, ze pravdépodobnost, Ze 2 ndhodné zvolena ¢isla budou nesoudélna,

o2 4 P o g . .
je rovna pravé %-[9, strany 41-43]. Cislo P1i se casto pouziva i ve fyzice. Napf.
doba kmitu T kyvadla délky [ se da vyjadrit jako:

T = 27r\/7,
9

kde g je gravitaéni zrychleni.[26] strana 381] Jednim ze zékladnich pilifu kvan-
tové mechaniky je Heisenbergiiv princip neurcitosti, ktery riké, ze presnosti
meéreni polohy ¢éastice a jeji hybnosti jsou na sobé zavislé a nemohou byt libo-
volné vysoké. D& se vyjadrit vztahem:

Awip > 1,
4

kde Az je odchylka méfeni polohy castice, Ap je odchylka méfeni hybnosti
¢astice a h je Planckova konstanta.[26, strana 1145]
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2. Poris LUDOLFOVA CISLA, JEHO VLASTNOSTI, HISTORIE A VYUZITI VE
VEDE

Obrazek 2.4: Matematické kyvadlo [4]

12



KAPITOLA 3

Algoritmy pro vypocet cCisla Pi

Budeme se zabyvat algoritmy, které se pouzivaji pro vypocet ¢isla Pi. Téchto
algoritmii je mnoho. My se zamérime na ty nejefektivnéjsi a na ty z his-
pomoci knihovny GNU MPFR v jazyce C++. Zméfime rychlost jejich kon-
vergence a porovname vysledky.

3.1 Algoritmy na principu nekonecnych rad

Nejprve se budeme zabyvat algoritmy vyuzivajici nekonec¢né rady. Tyto algo-
ritmy se pouzivaji k prekonani rekordu v poctu vy¢islenych cifer Ludolfova
C¢isla nejcastéji. Ackoli mohou existovat i rychlejsi algoritmy, vyhodou téchto
fad je to, Ze algoritmy které je vyuzivaji, jsou malo naroéné na pamét. Prvni
nekonecné fady vznikaly v Indii v 15. stoleti. Nejprve byly zaznamenany bez
dukaz, ale ty byly zminény v dile, které se datuje kolem roku 1530. V Evropé
byly tyto fady objeveny az na ptrelomu 16. a 17. stoleti.[5, strany 101-102]

3.1.1 Wallistiiv produkt

Nekoneény produkt:

=N
(Y=
ol O

ol
~l o
S~—

)52

Wl N

T
Z =
byl objeven Johnem Wallisem v roce 1656.[9, strana 187] Jedn4 se o jednu z nej-
starsich nekone¢nych rad pouzivanych k aproximaci Pi. Wallistv produkt kon-
verguje velmi pomalu. Na vyc¢isleni Ludolfova ¢isla alespon na jedno desetinné
misto je tfeba 19 ¢lent produktu. Pti objevu se Wallis zabyval nasledujicim
integralem:

1 1
/ (1 —2%)2da.
0

13



3. ALGORITMY PRO VYPOCET CisLa Pt

Tento integral je roven obsahu Ctvrtiny jednotkového kruhu, tedy 7. Wallis
tento pripad zobecnil na

1 1
/ (1 —a?)dx.
0

Ptisel na to, zZe plati:

1 1!
[
0 (p+q)!

pokud p a g jsou cela nezaporna ¢isla. Dale zjistil, ze podobné pravidla plati i
pro zlomky. Pokud p = ¢ = %, jednd se o obsah ¢tvrtiny jednotkového kruhu,
dostavame tedy:

Nasledné odvodil vysledky pro dalsi racionalni hodnoty p a ¢ a diky tomu
nasel 7 v nekoneéném produktu.[27]

3.1.2 Gregory-Leibnizova rada

Rada:
T 1+1 1
4 3 5 7

byla nezavisle na sobé objevena Gottfriedem Leibnizem v roce 1674 a Jamesem
Gregorym v roce 1671. Je mozné, ze v Indii byla zndma jiz v 15. stoleti. Jedna
se o specidlni pripad Gregoryho rady:

23 5 7

. B z z
arctanz = z 3+5 7-~~
pro z = 1, kterd byla objevena pravé Jamesem Gregorym v roce 1668.[28|
strana 247] Gregory-Leibnizova fada vznikla v dobé, kdy jesté nebyla diplné
znadma, pravidla kalkulu. Jeji objev proto ovlivnil problémy jako kvadratura
kruhu nebo nalezeni obsahu plochy pod kiivkou. Leibniz se ve skutec¢nosti
zabyval pravé problémem kvadratury kruhu, kdyz objevil tuto radu.[5] Gregory-
Leibnizova fada dava pfi pouziti 10 élent postupné vysledky (zaokrouhlené):
4; 2,667; 3,466; 2,895; 3,339; 2,976; 3,283; 3,017; 3,252; 3,041. Z toho je trochu
vidét, ze tato fada konverguje velice pomalu. Pri pouziti 1 000 000 ¢lent rady,
dostaneme ¢islo Pi pouze na 10 desetinnych mist. Konvergenci lze znacné
urychlit pouzitim jistych technik, kterymi se v této praci vSak nebudeme
zabyvat. Zvlastnosti této rady je to, ze nékdy vycisli Ludolfovo ¢islo na mno-
hem vice desetinnych mist s chybami v nékterych cifrach. Tyto chyby lze
predvidat, na¢emz je zaloZena jedna z technik urychlujicich konvergenci.|[29]
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3.1. Algoritmy na principu nekone¢nych fad

strany 28-30] Moderni dukaz Gregory-Leibnizovi fady vyuziva kalkulus. Nej-
prve musime dokézat nasledujici rovnici:
#An—+2

1
B )
1+ t2 + Tt 1+ t2

Podle souctu geometrické fady dostaneme:

1 — (—t2)2n+1 2n

e T

k=0
1 t2 2n+1
1 t4n+2
e tige s e
1 t4n+2

=12ttt )
14 ¢2 + Tt 1+ ¢2

Odmocnina z realného ¢isla je vzdy nezapornd, a tedy plati:

pro vsechna realna t. Podminky pro soucet geometrické rady jsou splnény a
ditkaz plati pro vSechna redlnd t. Nyni méjme redlné ¢islox e R: 0 <z < 1.
Dokéazanou rovnici zintegrujeme podle ¢ od 0 do z:

——dt=1— "+ — 4+

x 1 3 5 7 4An+1
/ x x x x _ Rn(m)
o 1412 3 5 7 4n —1

kde

x t4n+2

Protoze odmocnina z realného cisla je vzdy nezdporna mame:

2>0

1<1+1¢2

Podle pravidel urcitého integralu plati:

0 < Ru(z) < / {2y
0

x4n+3

0<R, < .
- (x)_4n+3

15



3. ALGORITMY PRO VYPOCET CisLa Pt

Pritom 0 < z < 1 tedy:
x4n+3 1

<
In+3 7~ 4dn+3
1
dn +3°

0< Ry(z) <

Trividlné plati:

1
lim
n—oo 4n + 3

Tudiz dostavame:

T 1 333 x5 $7
L VA
/0 Tk S

Soucasné vime, ze:

1
T arctan(t) = e
1
t = —dt.
arctan(x) /Oxl P
Dostavame tedy:
tan(z) z3 n 25 2T n
arctan(z) =0 — —+ — — — + -+
3 5 7
Pokud za x dosadime 1:
s 1 1 1
e N
4 3 + 5 7

Nicméné Leibniz fadu dokazoval tplné jinak. Pouzil k tomu geometrii a goni-
ometrické funkce.[5]

T
Q
ds
P
S v
by ¢
R y

; ¢/2_ "3

o e dx A

Obrazek 3.1: Zaklad Leibnizova dukazu [5]
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3.1. Algoritmy na principu nekone¢nych fad

3.1.3 Nilakanthova rada
Dalsi relativné jednoduchou radou je rada:

P S S S
T=2T53.4 456 6-7-8

Byla obejvena Nilakanthou jiz v 15. stoleti.[9, strana 223] Nilakantha byl
vyznamny indicky astronom a matematik z kiralské skoly. Nilakanthova rada
konverguje mnohem rychleji nez Gregory-Leibnizova fada a k vy¢isleni ¢isla Pi
je tedy vhodnéjsi. P¥i pouziti 10 ¢lent dostaneme vysledek 3,141406 ..., ktery
je dobfe na 3 desetinna mista. Pii 100 ¢lenech dostavame stravné 6 desetinnych
mist a napiiklad pri pouziti 100 000 ¢lent dosdhneme na 14 desetinnych mist.
Zajimavé je, ze kazdy ze jmenovateli rady predstavuje obsah pythagorejského
trojihelniku. Vsechny pythagorejské trojice mohou byt vyjadreny jako:

2 2

a=2mn,b=m?—n?c=m?+n?

kde m a n jsou celd ¢isla. Obsah odpovidajiciho trojihelniku je potom
S = ab/2 = mn(m? — n?),
coz pron = 1 dava
S=(m—-1)m(m+1),

coz presné odpovidd jmenovatelim Nilakanthovy fady. Tato fada, a diky ni
celé Ludolfovo ¢islo, se také nachazi v Pascalové trojihelniku. Cislo 3 pred
desetinnou ¢arkou muze byt vyjadieno jako soucet tii jednicek (na obrazku
zelené) a jednotlivé zlomky se daji vyjadrit jako ¢isla v oranzovém v citateli
a Cisla ve zlutém ve jmenovateli. [6]

(D

L,_
“6
\ 2 @
5 1
1015 30

\ 1

5'—10 10 1

21+28 E

\1615201561
1 7 1

721 35 35 2
Yof
1 8 28 5 70 5 28 8 1

Obrazek 3.2: Nilakanthova fada v Pascalové trojihelniku [6]
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3. ALGORITMY PRO VYPOCET CisLa Pt

3.1.4 Eulerova rada
Eulerovou radou v kontextu aproximace Ludolfova ¢isla myslime fadu:

m? TR S B
5 tmtyEtpEt
Tato fada nekonverguje nijak zv143t rychle, pii 1000 iteracich algoritmu dosta-
neme pouze 2 desetinné ¢islice, k vypoctu ¢isla Pi je tedy nevhodné. Nicméné
jeji objeveni mélo vliv na mnoho matematickych otazek, napriklad Rieman-
novy zeta-hypotézy, kterou se matematici zabyvaji dodnes. Eulerova rada je
ve skutecnosti fesenim tzv. basilejského problému. Jedna se pravé o soucet
rady:
1 1 1

14 52 + 32 + Z
Tento problém byl poprvé vysloven v roce 1650 a vyresen pravé Leonardem
Eulerem v roce 1735. Podle Eulerovy prace byla v roce 1859 definovana Rie-
mannova zeta-funkce. Operace, které Euler pii objevu provadél, nebyly v té
dobé korektné dokézany, ale o 100 let pozdéji Karl Weierstrass prokazal, ze
Eulerovy tpravy byly korektni. I bez tohoto potvrzeni byl Euler schopen své
feseni dokazat numericky pomoci ¢astecnych soucti fady a v roce 1741 vydal
podrobny dikaz. Resen{ vyuziva Taylorovu fadu pro funkei sinus:

W

o R
s1n:n—:x—§+a—ﬁ+-"

[30]

3.1.5 Machin-like formule

Machinova formule:

T A arct 1 ; 1
— = 4arctan — — arctan —
4 5 239

byla objevena v roce 1706. Machin vyuzil Gregoryho radu a vytvoril formuli,
ktera konverguje mnohem rychleji nez doposud znamé rady. Jiz po 4 krocich
algoritmu dostavame ¢islo Pi na 5 desetinnych mist. Po 10 krocich jsme jiz na
14 desetinnych mistech. Machin tuto formuli pouzil pro vy¢isleni Ludolfova
¢isla na 100 desetinnych mist.[31], strana 102] V prubéhu dalsich let vznikaly
nové formule tvaru:

N
™ an
COZ = g ¢, arctan b—,
n=1 n

tzv. Machin-like formule. Tyto formule hrily vyznamnou roli ve vycislovani
Pi az do 2. poloviny 20. stoleti. Machin-like formule vyuzivaji Taylorovu fadu
pro funkei arctan [32]:

2 xd a2l

1 =y — — 4+ — — — 4 ...,
arctanx = x 3—1—5 7+
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3.1. Algoritmy na principu nekone¢nych fad

Dalsimi vyznamnymi Machin-like formulemi jsou Shanksova formule:

1 1
% = Garctan 3 + 2 arctan 57 + arctan 239”

pomoci niz bylo v roce 1961 vypocteno 100 000 ¢islic w[33] a Takanova formule,
diky niz bylo Ludolfovo ¢islo vy¢isleno na vice nez bilion desetinnych mist:

1
239 110443

Pro dikaz Machinovy formule musime nejdiive dokazat tangens souctu a tan-
gens rozdilu:

1 1 1
% = 12 arctan o + 32 arctan 5 Harctan —— + 12 arctan

tanu — tanv
tan(u —v) = ————
1+ tanutanv
pro vSechna u a v. Vime, Ze: sin(u —v) = sinu cos v —sinv cos u a cos(u—v) =

cos u cosv + sinu sin v. Tangens rozdilu mizeme tedy prepsat jako:

sin(fu —v)  sinwcosv — sinvcosu

tan(u —v) = = - — .
cos(u —v)  cosucosv + sinusinv

Vydélenim citatele i jmenovatele cos u cos v za predpokladu u, v # § +7mn, pro
vSechna n € N, dostaneme:

sin u cos v—sin v cos u
05 oS tanu — tanv

COS U CcOS v+sin u sin v = 1+tanutanv'
COS U COS v

tan(u — v) =

Tim je tangens rozdilu dokazan. Pro tangens souctu:

tan(u + v) tanu + tanwv

an(u+v)= ———
1 —tanutanv

staCl misto v dosadit —v a vyuzit faktu, Ze tangens je lichd funkce. Nyni

muzeme dokdzat Machinovu formuli:

T 1
— = 4arctan — — arctan —

4 5 239

Aplikujeme funkci tangens na obé strany rovnice:

tan © = tan(4arctan - tan —)
an — = tan(4 arctan — — arctan ——).
4 5 239
Leva strana je rovna 1 a pravou stranu muzeme pomoci tangensu rozdilu
prepsat jako:

tan(4 arctan %) — tan(arctan ﬁ) _ tan(4arctan %) — 539
-

1 + tan(4 arctan %) tan(arctan ﬁ) 14 tan(4 arctan %)@

1

Déle muzeme tan(4arctan %) zapsat jako:

1 1 1
tan(4 arctan g) = tan(2arctan R + 2arctan 5)
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3. ALGORITMY PRO VYPOCET CisLa Pt

a diky tangensu souctu dostaneme:

1 tan(2arctan ) + tan(2arctan 1)
tan(4 arctan —) = 1 :
5 1 — tan(2arctan ) tan(2 arctan )
1 tan(arctan + + arctan 1) + tan(arctan t + arctan i
tan(4 arctan —) = ( I ) i ( 2 51) .
5 1 — tan(arctan ¢ + arctan ) tan(arctan ¢ + arctan )

Po opétovném pouziti tangensu souctu mame:

. tan(arctan %)j—tan(arctan %1) tan(arctan %)j—tan(arctan %1)
1—tan(arctan <) tan(arctan =) 1—tan(arctan =) tan(arctan =)
tan(4 arctan —) = 2 2 2 2
5 tan(arctan ¢ )-+tan(arctan ¢ ) _ tan(arctan g )+tan(arctan g )

1

" 1—tan(arctan %) tan(arctan %) 1—tan(arctan é) tan(arctan é)

a protoze tan(arctan 1) = & dostaneme:

1 1 1 1
ss 4 575 50 5
1 -1t 2155 8 72000 120
tan(4arCtang) = 1,1 1,1 = 1 50 \2 = 1 2500 71400 = 119'
1— 255245 (120) 14400
=55 1-3%%
Po dosazeni ziskame:
120 1 28561
119 2390 _ 28441 _ 4
14120 L 28561 ’
119 ~ 23 28441

COZ znamenas ze:

1 1
T 4 arctan — — arctan —.0J
4 5 239

132]
3.1.6 Chudnovskyho algoritmus

Algoritmus bratii Chudnovskych je zaloZen na formuli:

1 12 i (6k)!(13591409 + 545140134k)

T 6403203 = (3k)!(k!)3(—640320)%

[34] Tato formule vychézi z prace Ramanujana, ktery vytvoril nékolik formuli

pro vypocet 7 tvaru:
Ak + B

kde s(k) je posloupnost celych ¢isel a A, B a C' jsou konstanty. Témto fromulim
se 1ikd Ramanujan-Sato fady.[35] Bratii Chudnovsti se jako mnoho matema-
tikd pfed nimi zabyvali otdzkami jako je Ludolfovo ¢islo normélni, jak vypadé
jeho reprezentace pomoci nekonecného fetézového zlomku a jak moc je ¢islo
Pi iracionalni.[36] Svoji formuli, kterd produkuje vice nez 14 desetinnych mist
Ludolfova ¢isla za jeden clen, publikovali v roce 1988. V soucasné dobé se jedné
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3.1. Algoritmy na principu nekone¢nych fad

o nejrychlejsi algoritmus pro aproximaci 7. Byl nékolikrat pouzit k prekonani
svétového rekordu: 2,7 bilionu desetinnych ¢islic Pi v roce 2009[37], 10 bi-
lionti v roce 2011[38], 22,4 biliont ¢islic v roce 2016[39], 31,4 biliont v letech
2018-201940] a 50 bilionu ¢islic v lednu 2020[21]. Sami bratfi Chudnovsti
pouzili svij algoritmus v letech 1988-1989 k aproximaci m na 480 miliont de-
setinnych mist. Jejich kody byly napsany v jazyce Fortran a poc¢itani probihalo
na pocita¢ich IBM.[36] Formule muze byt zjednodusena:

112 i (6k)!(13591409 + 545140134k)
T 6403203 = (3k)!(Kk!)3(—640320)3F
l Z (6k)! 13591409 + 545140134k)
m 640320\/ 640320 (k!)3(—640320)3k
l Z 13591409 + 545140134k)
T 426880\/ 10005 1)3(—640320)3k
1 i 13591409 + 545140134k)
™ 426880\/ 10005 3k‘ (—262537412640763000)%

V tomto vzorci mtizeme vidét 3 ¢leny: multinomidlni ¢len My, linedrni clen
Ly, exponencialni ¢len X}, a konstantu C' pro néz plati:

6k)!
M = (3;)!(2!)3
Ly, = 545140134k + 13591409
X = (—262537412640768000)".
C = 426880v/10005.

Pro multinomialni ¢len dale plati:
(6k + 6)!
Bk +3)!((k+1)!)3
(6k +6)(6k +5)--- (6k + 1)(6k)!
(3k 4+ 3)(3k + 2)(3k + 1)(3k)!(k + 1)3(k!)3
Moy = (6k)! (6k + 6)(12k + 10)(6k + 4)(12k + 6)(6k + 2)(12k + 2)
+1 :

My =

My =

(3k)1(k!)3 (6k + 6)(6k + 4)(6k + 2)(k + 1)3
v (6L (12K +10)(12k +6)(12k +2)
ML BRIk (k+1)3

Nyni uz muzeme urcit rekurentni vztahy:

(12K + 10)(12k + 6)(12k + 2)

My 1 = My (k+ 1)3
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3. ALGORITMY PRO VYPOCET CisLa Pt

Ly = Ly + 545140134
X1 = X (—262537412640768000)
s poc¢atetnimi podminkami:
My =1, Lo = 13591409, X, = 1.
Cislo P{ vyjadiime jako:
> ML
= C’(Z )];k b

k=0

)

3.2 Ostatni algoritmy

V této casti se budeme zabyvat rtuznymi algoritmy k aproximaci m, které
nepouzivaji nekonecné rady. Mezi né patii iterativni algoritmy. Zatimco al-
goritmy na principu nekoneénych fad s kazdym ¢lenem pridaji nékolik dese-
tinnych mist, iterativni algoritmy jejich pocet znasobi. Konverguji tedy znac¢né
rychleji nez nekone¢né fady. Jejich nevyhodou ovSem je, Ze jsou znacné narocné
na pamét. Prvni takové algoritmy vznikaly v letech 1975-1976. Dalsimi algo-
ritmy jsou tzv. spigot algoritmy. Pomoci nich Ize zjistit urcitou ¢islici Ludolfova
¢isla bez nutnosti znat vSechny predchozi. Tyto metody se pouzivaji k ovéreni
spravnosti novych rekordt. Kdyz vznikne nové aproximace, pomoci nékterého
spigot algoritmu se uréi nékolik ndhodnych ¢islic z konce aproximace. Pokud
se shoduji, rekord je ovéren. Spigot algoritmy vznikaly v 90. letech 20. stoleti.

3.2.1 Gauss—Legendreho algoritmus

Tento algoritmus je zalozen na praci Gausse a Legendreho z 19. stoleti. Jeho
moderni verze byla objevena v roce 1975 Richardem Brentem a Eugenem
Salaminem. Proto je nékdy také nazyvan Brent—Salamin algoritmus.[41] Al-
goritmus je zalozen na nésledujicich rekurentnich vztazich:

an + by,
ap+1 = 5
bn+l = Vapby

tn—l—l - tn - pn(an - an+1)2
Pn+1 = 2pp

s pocatecnimi podminkami:

)

o

Il
G-
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3.2. Ostatni algoritmy

!
4
po = 1.
Potom je mozné aproximovat Pi jako:
~ (an + bn)2
at,

[42] Algoritmus s kazdym krokem pocet spravnych ¢islic desetinného zapisu
zhruba zdvojnésobi. Jiz pfi tieti iteraci dostdvdme aproximaci spravnou na 18
desetinnych mist, algoritmus tedy konverguje velice rychle. Hlavni myslenkou
algoritmu je Gaussem definovany aritmeticko-geometricky primér dvou ¢isel.
Méjme ¢isla a a b a definujme posloupnosti a,, a b, jako:

apg = a
an + by,
an+1 = 9
a
bo =
bn+1 = anbn.

Potom miizeme aritmeticko-geometricky prameér definovat jako:
M(a,b) = nh—>Hc>lo ap, = nh_)ngo bp.
[41]

3.2.2 Borwein algoritmy

Dalsim iterativnim algoritmem je algoritmus brati{ Borweint. Jonathan a Pe-
ter Borweinovi se zabyvali aproximaci Ludolfova ¢isla mnoho let. Inspirovali
se praci Ramanujana a vymysleli mnoho algoritmu.[43] Prvni z nich vytvorili
v roce 1984. Méjme pocateéni podminky:

ap = V2

bp =0
bo = 2+ \/57

potom muzeme algoritmus popsat rekurencemi:
Van + 7=

aptl = ———(F—

2
b (1+by)\/an
n+1 an + bn
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3. ALGORITMY PRO VYPOCET CisLa Pt

(1 + an—i—l)pnbn—i-l
L+bppr

Posloupnost py potom konverguje s fddem konvergence 2 (r = 2) k 7. S
kazdou iteraci se tedy pocet spravnych ¢islic priblizné zdvojnasobi.[d, strana
236] V prubéhu dalsich let Borweinovi prichazeli na dalsi algoritmy. Algoritmus
z roku 1985 s opét kvadratickou konvergenci(r = 2) byl v roce 1986 pouzit
ke spocteni 29 milionu ¢islic Pi[44] a v roce 2009 k vy¢isleni 7 na 2.5 bilionu
desetinnych mist.[45] V roce 1987 bratri objevili dalsi kvadraticky algoritmus.
V roce 1991 pfisli na kubicky(r = 3) algoritmus, ktery pocet spravnych &islic
pri kazdém kroku ztrojnasobi:

Pn+1 =

3
Tkl = — .1
1+2(1—s3)3
Tka+1 — 1
Sk41 = +T

2 k(o2
Qg1 = Thr1ak — 3" (g — 1),

Pricemz 1
an = —

073

V3—1
S0 —
2
Potom plati:

1
TR —.

ay

Za zminku stoji také quarticky algoritmus:

1
11 —y)a
Yk+1 = T T
14+ (1 —y)t
a1 = a1+ yrr1)* — 223y (L4 g + y20),

kde
ap = 2(v2 - 1)?

Yo = V2 — 1.

ay pak konverguje s fadem konvergence 4 (r = 4) k hodnoté %, pocet spravnych
cifer se tedy s kazdou iteraci zeCtyinasobi. Jeden krok quartického algoritmu
je ekvivalentni dvéma krokim Gauss—Legendreho algoritmu.

Borweinovi vymysleli také quinticky(r = 5) a nonicky(r = 9) algoritmus,
ktery pocet ¢islic v kazdé iteraci zpétinasobi, respektive zdevitinasobi. Ackoli
tyto algoritmy konverguji rychleji z pohledu pocétu potiebnych iteraci, diky
slozitym vypoctum jsou pomalejsi z pohledu poctu spravné aproximovanych
¢islic za urcity cas.[42]
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3.2. Ostatni algoritmy

3.2.3 algoritmus BBP

Formule:
© 1( 4 2 1 1
m = —_— —_— pa— —
016" 8&+1 8i+4 8 +5H Ki+6

)
i—
byla objevena v roce 1995 Plouffem a publikovdna o rok pozdéji Baileym,
Borweinem a Plouffem.[46] Tato formule patii do rodiny spigot algoritmi.
Lze pomoci ni zjistit jakoukoli hexadeciméalni cifru Pi, aniz by bylo nutné
pocitat vSechny predchozi cifry.
Objevitelé BBP formule se zabyvali formuli:

[e. 9]

1
log2 = Z o
e

diky které lze zjistit jakoukoli binarni ¢islici log2. Snazili se najit podobné
formule i pro jiné konstanty. Toto hledani provadéli pomoci Fergusonova al-
goritmu PSLQ na hledani spojitosti mezi celymi ¢isly. Tento algoritmus je
povazovan za jeden z nejveétsich objevli 20. stoleti v oblasti experimentalni
matematiky. Hledani pomoci PSLQ bylo Gspésné, a tak byla nalezena BBP
formule.[47]

Pozdéji byly objevovany podobné formule tvaru:

pro dalsi konstanty «, kde p(k) a ¢(k) jsou polynomy s celo¢iselnymi koefici-
enty a b je celo¢iselnd baze. K hleddni polynomiu p(k) a ¢(k) se pouziva pravé
PSLQ algoritmus.[48]

Specializaci obecné formule je:

[ee] 1 m
(s,b,m, A) — —t ),

z:: k]=1 (mk—l—j)s)
kde s, b a m jsou celd ¢isla a A = (a1, a9, ...,ay) je celoéiselnd posloupnost.
Pro BBP formuli plati:

i 1 2 1 1
1Z z+1 8z+4 8 +5 8z+6

i=

P(1,16,8,(4,0,0,—2,—1,—1,0,0)) = ).

Existuje také formule tohoto tvaru pro 72 [44]:

i 1 6 8 16
=16 i 81 + 1) T (8i+2)?  (8i+3)2 (8i+4)?
4 4 2
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V roce 1997 Fabrice Bellard BBP formuli mirné modifikoval a dosahl tak
asi 43% zrychleni:
I & (—1)F, 32 8 1

T=——

64 = o Tyl T2 g3

[47]
Pro dikaz BBP formule za¢neme nasledujici rovnici, kterd plati pro vSechna
k< 8:

00 1
/f 1S (28) ) da = Z(/ﬂ 2SI
i=0 70

0 1*338

ijravu podle soué¢tu geometrické fady mizeme provést, protoze |2%| < 1 pro
kazdé z, 0 < x < \1[ Po tpravé dostaneme:

f l‘k 1 o k+81 x—l 1 X

o 1-a28" k+8ﬂ _Qgi: 1618z+kz)

Diky tomu miuzeme BBP formuli zapsat jako:

i 1 2 1 /f4ﬂ8x — 4\/22* — 82°
= 11 z+1 Qi4+4 8 +5 82+6 1— 28

Nyni provedeme substituci y = v/2z, tedy = = % adr = %dy. Po upravée

mame:
<1 4 2 1 1

§1Gi(8¢+1_8i+4_8i+5_8¢+6

)

_/14“5‘8‘2351/3—4@-1114—8-455@5.1dy

1— 1548 V2

y+ 2y— / —1
—16/ dy = 16 d
¥® — 16 (y2 — 2)( y—2y+2)y

Po pouziti metody parcidlnich zlomkt dostaneme:

<1 2 1 1
16Z Z—I—l C8i+4 8i+5 8i+6

1=

L9y —2 1 1
_2/ 2/ 7" dy+4| ————d
y—2 0o ¥ -2y +2"” 0oy —2y+2""

= —4darctan(—1) = 7.0J

)

[49]
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3.2. Ostatni algoritmy

3.2.4 Rabinowitz—Wagon algoritmus

Prvni spigot algoritmus vymysleli v roce 1990 Rabinowitz a Wagon. Vychéazeli

pri tom z této rady:
22z+1

oo
Z (20 4+ 1)!

z:O
kterou je mozné odvodit z Wallisova produktu.

Algoritmus zac¢ind s dvojkami ve sloupcich oznacenych zlomky, jak je
zndzornéno na obrazku [3.3] Kazdd dvojka je vyndsobena deseti. Potom je
zprava kazdy vysledek zredukovan podle modula den, piicemz "2 je oznacenf
daného sloupce. Vznika kvocient ¢ a zbytek r. Zbytek je ponechan do dalsi
iterace a vysledek vyrazu g - num je pricten k vysledku dalsiho sloupce. Po-
tom ¢islice na misté desitek vysledku uplné vlevo predstavuje dalsi ¢islici 7.
Algoritmus pokrac¢uje vyndsobenim vSech zbytku deseti a opétovnym redu-
kovanim.[7]

Digits 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 1 12

of T 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Initialize 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
<10 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
Carry F107 g a2 gjﬂ\\r&},&\,ﬂﬁ“ £ e\ g =
30 “32\1\32\ 36,132,127, 128,120, 120,126, 20 A20,

Remainders b SN Yoo NP el N ap) 990 9o
<10 ozo 20 40 30 100 10 130 120 10 200 200 200
Carry 1 +13 +20 +33 +40 +65 +48 +98 +88 +72+150+]132 (796 _—
'\(}3 40 53 80 95 148 108 218 192 160 332 2967200

Remainders 3 1 3 3 5 5 4 8 5 8 17 20 -6
« 10 30 10 30 30 SO S0 40 80 S0 80 170 200 0
Carry 4e_+ll +24 +30 + 40 +42 +63 +64 +90+120 + 88 +0 =
%134507090921031441402002532000
Remainders 1 1 0 0 0 4 12 9 4 10 6 16 0
<10 10 10 0 0 O 40 120 90 40 100 60 160 O
lc\ﬂﬂ:2+21+ii+_ﬁi+_63+&ﬁ*_12+_ﬂl+_ﬁﬂ:ﬂ =

14 12 9 24 55 124 183 138 112 160 126 160 O

Obrazek 3.3: Znazornéni 1. spigot algoritmu [7]
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KAPITOLA 4

Implementace algoritmu a
porovnani ryhlosti konvergence

V této kapitole se budeme zabyvat knihovnou GNU MPFR pro praci s ¢isly
s plovouci ¢arkou s neomezenou presnosti. Ta byla pouzita pii implementaci
algoritmu z predchozi kapitoly. Dale se podrobné podivame na zdrojové kody
nékterych ze zminénych algoritmi. V zavéru kapitoly zméiime rychlost kon-
vergence algoritmu z pohledu ¢asu potifebného pro dosazeni urcité presnosti.
Vysledky porovname a znazornime pomoci grafi.

4.1 Knihovna GNU MPFR

GNU MPFR je knihovna pro jazyk C a C++ pro aritmetiku s plovouci ¢arkou
s libovolnou pfesnosti. Je zalozena na knihovné GNU MP a rozsituje IEEE
754 standart, diku tomu jsou vysledky programu nezavislé na platformé. GNU
MPEFR je zdarma distribuovana pod GNU LGPL. Tato knihovna nabizi dobte
definovanou sémantiku a spravné zaokrouhlovani pro vsechny implemento-
vané matematické funkce. Kazdé c¢islo méa vlastni presnost v bitech, ktera
se nastavi pri inicializaci proménné. GNU MPFR podporuje specialni ¢isla
jako nekonecna a NaN (not a number). Funkce implementované v této kni-
hovné vyuzivaji efektivni algoritmy, diky kterym dosahuje velké rychlosti. Na
obrazku muzeme vidét srovnani rychlosti nékolika zakladnich matema-
tickych operaci s ostatnimi knihovnami. [§]
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MPFR CLN PARI NTL
operation digits 220 1.1.11 2.2.12-beta 54
xxy 107 0.00048 0.00071 0.00056 0.00079
10t 0.48 0.81 0.58 0.57
x/y 107 0.0010 0.0013 0.0011 0.0020
104 1.2 24 1.2 1.2
Jvx 102 0.0014 0.0016 0.0015 0.0037
10* 0.81 1.58 0.82 1.23
expx 107 0.017 0.060 0.032 0.140
10* 54 70 68 1740

Obrazek 4.1: Porovnani rychlosti ruznych knihoven [§]

Knihovna GNU MPFR dava pro testované funkce nejlepsi vysledky, to byl
také hlavni divod, pro¢ byla pro tuto praci vybrana.

4.2 Implementace

Algoritmy byly implementovany pomoci GNU MPFR. Byly pouzity zejména
funkce mpfr_add, mpfr_sub, mpfr_mul, mpfr_div, mpfr_pow a mpfr_sqrt.
Postupné se podivame na implementaci algoritmi vyuzivajicich nekonecné
rady, iterativnich algoritmi a spigot algoritmt. Nékteré z nich rozebereme
podrobnéji.

4.2.1 Implementace algoritmiai na principu nekonecnych rad

Implementace téchto algoritmu funguje tak, Ze nastavi aproximaci na néjakou
pocatectni hodnotu. Potom pri kazdém prichodu for cyklem spocitda dalsi
Clen fady a pri¢tenim nebo vynasobenim ho pridd k aproximaci. Na zavér
je vétsinou tireba aproximaci vynasobit néjakym c¢islem. Dukladné probereme
algoritmus vyuzivajici Gregory—Leibnizovu fadu, popsany v kapitole

Zdrojovy kod je k nalezeni v pifloze v ¢asti [A] Implementace nejprve
nastavi aproximaci na pocatecni hodnotu 0. Potom ve for cyklu vzdy na-
stavi pravé pocitany ¢len rady na 1, vydéli ho odpovidajicim jmenovatelem a
vynésobi znaménkem, tedy ¢islem 1 nebo —1, podle toho, jestli se ma pricist ¢i
odecist. Nakonec se spocteny ¢len pri¢te k aproximaci a nastavi se znaménko
a jmenovatel na spravné hodnoty pro nasledujici iteraci. Na uplny zavér se
aproximace vynasobi 4.

4.2.2 Implementace iterativnich algoritmu

Iterativni algoritmy jsou zalozeny na rekurentnich vztazich a pocatecnich
podminkach. Pri implementaci je tedy nejdiive nutné nastavit proménné na
pocatecni hodnoty podle po¢atecnich podminek. Déle se pti kazdém prichodu
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for cyklem proménné upravi podle rekurentnich vztaht. Aproximace 7w se pak
ziska z vySe zminovanych proménnych. Podrobné se podivame na implemen-
taci Gauss—Legendreho algoritmu, probraného v ¢asti

an + by,
an41 = 9
bni1 = Vapb,

tn—H = tn - pn(an - an+1)2

pn+1:2pn
P
Alo=pm=1

Zdrojovy kéd je v ¢asti[B] Nejdfive se nastavi proménné a, b, t a p podle
pocatecnich podminek. Déle se ve for cyklu vzdy nastavi proménné a0ld a
t01d na hodnoty proménnych a a t z predchozi iterace a hodnoty proménnych

a, b, t a p se upravi podle rel;urentnich vztaht. Vysledny odhad Pi se pak
(an+bn)
it, -

ap = 1,bp =

ziska podle vztahu 7 ~

4.2.3 Implementace spigot algoritmi

Spigot algoritmy v kazdém priichodu for cyklem pridaji k aproximaci jednu
Cislici. V této praci se zabyvame pouze dvéma algoritmy z této skupiny. Im-
plementace algoritmu BBP je podobna implementaci algoritmii na principu
nekone¢nych rad. Podivame se tedy na Rabinowitz—Wagon algoritmus, ktery
byl popsan v kapitole

Zdrojovy kéd lze nalézt v ¢asti [C] Implementace nastavi aproximaci na
pocatecni hodnotu 0 a délku vektoru na potfebnou hodnotu podle zvoleného
poctu iteraci. Déle se nastavi poc¢ate¢ni hodnoty a pojmenovani sloupcu. Pri
kazdém prichodu for cyklem se potom vysledek vynasobi 10 a pricte se k nému
odpovidajici carry, ulozi se zbytek po zredukovani modulem den a vyraz q-num
se ulozi jako carry pro dalsi sloupec. Vysledek posledniho sloupce modulo 10
pak predstavuje dalsi desetinnou ¢islici Pi. Ziskana cislice je potom vydélena
odpovidajicim nasobkem 10 a pri¢tena k aproximaci.

4.3 Porovnani vysledku

Kazdy algoritmus byl nékolikrat spustén s riznym poctem iteraci. Vzdy byl
zméfen ¢as vypocCtu a presnost aproximace. K méreni presnosti aproximace
byla pouzita funkce z knihovny GNU MPFR mpfr_const_pi. Algoritmy byly
pro porovnani vysledkii rozdéleny do t¥i kategorii. Jednoduché nekonecné rady,
mezi které byly zarazeny Wallistiv produkt, Gregory—Leibnizova fada, Nila-
kanthova rada a Eulerova rada. Komplexnéjsi nekonecné rady a spigot algo-
ritmy, do kterych byly zarazeny Machin-like fady, Chudnovskyho algoritmus,
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algoritmus BBP a Rabinowitz—Wagon algoritmus. A iterativn{ algoritmy, do
kterych patii Gauss—Legendreho algoritmus, Borwein-Quadratic algoritmus,
Borwein-Cubic algoritmus a Borwein-Quartic algoritmus.

4.3.1 Porovnani vysledkti jednoduchych nekone¢nych rad

Na obrazku je vidét chyba aproximace dosazené za dany cas v sekundach.

— Wallis
= Gregory-Leibniz
g 1077 1 —— Nilakantha
—— Euler
107
\E
10711 1 o

002 003 004 005 006 007 008 009 010
cas(s)

Obrazek 4.2: Porovnani vysledki jednoduchych nekoneénych rad

Podle oc¢ekavani dopadla nejlépe Nilakanthova fada, popsand v kapitole
B-1.3] a to vyrazné. Ostatni fady jsou na tom dost podobné, Wallisiv produkt,
popsany v kapitole mirné zaostava.

4.3.2 Porovnani vysledki komplexnéjsich nekonecnych rad a
spigot algoritmu

Na obrazku je zndzornén pocet spravnych desetinnych éislic aproximace
dosazené za urcity cas v sekundéch.
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Obrazek 4.3:
algoritmii

4.3. Porovnani vysledka
—— Machin
17500 Machin-Hermann
15000 { — Machin-Shanks
—— Machin-Takano
4 12500 { — Chudnovsky
E- —— Rabinowitz-Wagon
» 10000 4 BEP
£
w7500
8
5000 A
2500 A
D B
02 03 04 05 06 07 048 09 10
cas(s)

Porovnani vysledkti komplexnéjsich nekonec¢nych rad a spigot

Vyrazné nejlepsich vysledkii dosahuje Chudnovskyho algoritmus, probrany
v kapitole Pro prehlednost vysledkti dalsich algoritmi se podivame na
obrazek 1.4 do kterého Chudnovskyho algoritmus nebyl zafazen.

Obrazek 4.4:

1600 1 Machin
1400 Machin-Hermann
= Machin-Shanks
1200 1 —— Machin-Takano
v —— Rabinowitz-Wagon
% 1000 1 — BBP
2 80O -
&
o
v 600 1
°
400
200 1
02 03 04 05 06 07 08 09 10
cas(s)

Porovnani vysledkt komplexnéjsich nekonecnych rad a spigot

algoritmti bez Chudnovskyho algoritmu

Prekvapivé dobre dopadl Rabinowitz—Wagon algorimus, popsany v ¢asti
3274 pravdépodobné proto, ze provadi pfevazné operace s celymi ¢isly, které
jsou rychlejsi nez operace s ¢isly s plovouci ¢arkou. Ostatni algoritmy dosahuji
podobnych vysledkt.
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4.3.3 Porovnani vysledkt iterativnich algoritmi

Na obrazku 5] je zndzornéna presnost aproximace podle spravnych dese-
tinnych ¢islic dosazené za urcity cas v sekundéch.

10" { — Gauss-Legendre
Bowrein Quadratic

—— Borwein Cubic

—— Borwein Quartic

10° 1§

10* §

10° 4

desetinne cislice

107 {

10* 4

10 15 20 25 30 35 40 45 50
cas(s)

Obréazek 4.5: Porovnani vysledku iterativnich algoritmu

Pro poéitani Pi na 10° desetinnjch mist je nejlepsi Gauss-Legendreho
algoritmus, probrany v c¢asti Timto algoritmem by to trvalo asi 4,5
sekundy a bylo by potfeba priblizné 9 MB paméti.
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KAPITOLA 5

Ovéreni normality Ludolphova
Cisla

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jestli jsou rizné aproximace Cisla Pi
normalni ¢isla. Normalita ¢isla byla definovana v ¢asti Byly zkoumany
aproximace délky 1 milion, 10 miliond, 100 miliont a 1 miliarda ¢islic a to
v desitkové a Sestndctkové soustavé. Aproximace byly stazeny jako textové
soubory ze stranek [50], [51] a [52]. Byl méfen pocet vyskytu jednotlivych
Cislic a pocet vyskytt vSech retézcu délky 2 v obou bazich.

Na obrézcich[5.1]af5.2l muzeme vidét porovnéni poétu vyskyti jednotlivych
¢islic v desitkové a Sestnactkové soustaveé v aproximaci o délce 1 milion ¢islic.

110000

105000 -

100000 A

95000 1

pocet vyskytd

90000 1

85000 4

80000 -

dislice

Obréazek 5.1: Pocet vyskytu cislic v desitkové bazi v 1 milionu ¢islic
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5. OVERENI NORMALITY LUDOLPHOVA CISLA

01 2 3 456 7 89 abcdeHf
dslice

Obréazek 5.2: Pocet vyskytl Cislic v Sestnactkové bazi v 1 milionu ¢éislic

Rozdily mezi vyskyty jednotlivych ¢cislic jsou velmi malé.

V tabulkéich a [5.4] jsou minimélni a maximdlni vyskyty &islic
a fetézct délky 2 v desitkové a Sestnactkové bazi. V tabulkach se také nachéazi
maximalni rozdil od primérného vyskytu a horni odhad pravdépodobnosti
vyskytu krajnich hodnot podle éebyéovy nerovnosti:

P(X >e¢) < E(EX)
Pocet cislic Minimum Maximum Maximéalni rozdil Pravdépodobnost
od priméru vyskytu
10° 99548 100359 452 99.55 %
107 999333 1001093 1093 99.89 %
108 9993478 10003863 6522 99.93 %
10? 99986912 100011958 13088 99.99 %

Tabulka 5.1: Statistika vyskytu ¢islic v desitkové bazi

Pocet ¢islic Minimum Maximum Maximalni rozdil Pravdépodobnost
od praméru vyskytu

10° 9721 10239 279 97.29 %

107 99314 100816 816 99.19 %

108 997874 1002842 2842 99.71 %

10° 9993549 10008207 8207 99.92 %

Tabulka 5.2: Statistika vyskytu fetézcu délky 2 v desitkové bazi
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Pocet ¢islic Minimum Maximum Maximéalni rozdil Pravdépodobnost
od praméru vyskytu

106 62070 62829 430 99.32 %

107 623635 626014 1365 99.78 %

108 6246592 6255492 3408 99.95 %

10° 62482731 62514234 14234 99.98 %

Tabulka 5.3: Statistika vyskytu ¢islic v Sestnactkové bazi

Pocet ¢islic Minimum Maximum Maximalni rozdil Pravdépodobnost
od pruméru vyskytu

10° 3729 4093 186.75 95.44 %

107 38477 39570 585.5 98.52 %

108 388867 392110 1758 99.55 %

10° 3900347 3911993 5903 99.85 %

Tabulka 5.4: Statistika vyskytu fetézct délky 2 v Sestnactkové béazi

Horni odhady pravdépodobnosti jsou velmi vysoké a se zvysujicim se
mnozstvi ¢islic konverguji ke 100 %.
Z vysledk muzeme usoudit, ze aproximace Ludolfova ¢isla o délce mezi 1
milionem a 1 miliardou ¢islic jsou normalni ¢isla.
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Zaver

vvvvv

ritmu pro jeho pocitani, jejich implementace a porovnani jejich rychlosti.
Diléim cilem pak bylo rozhodnout, zda jsou aproximace P{ normélni ¢éisla. Al-
goritmy byly popsény, nékteré véetné dikazu (napiiklad Gregory—Leibnizova
fada nebo Chudnovskyho algoritmus).

Algoritmy byly déle implementovany pomoci knihovny GNU-MPFR. Byla
zmérena rychlost jejich konvergence a pro porovnani vysledkt byly algoritmy
rozdéleny do tii kategorii: jednoduché nekoneéné rady, komplexni nekoneéné
fady a spigot algoritmy a iterativni algoritmy. V neposledni fadé byla zkoumana
normalita riznych aproximaci Ludolfova ¢isla v riznych béazich. Normalita
byla zkoumana v desitkové a Sestnactkové bézi pro jednotlivé cislice a retézce
délky 2. Pri testovani normality vysly rozdily mezi vyskyty jednotlivych ci-
fer a fetézcu velmi malé a bylo rozhodnuto, Ze zkoumané aproximace Pi jsou
normalni ¢isla.

Na tuto praci by bylo mozné navzavat pridanim nékterych algoritmu.
Napriklad kvanticky a nonicky Borwein algoritmus byl v préaci jen okrajové
zminén, ale nebyl podrobné popsan ani naimplementovan. Zkoumani norma-
lity by bylo mozné rozsitit pridanim statistik v jinych bazich a s delsimi
Tetézci.
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PRILOHA A

Zdrojovy kod
Gregory—Leibnizova algoritmu

void GregoryLeibnizAlgorithm::run(mpfr_t destination, int steps)
{

mpfr_t member;

mpfr_init2 (member, 100000);

mpfr_set_d (destination, 0.0, MPFR_RNDD);

int sign = 1;

int denom = 1;

for (int i = 0; i < steps; i++)

{
mpfr_set_d (member, 1.0, MPFR_RNDD);
mpfr_div_si (member, member, denom, MPFR_RNDD) ;
mpfr_mul_si (member, member, sign, MPFR_RNDU);
mpfr_add (destination, destination, member, MPFR_RNDD);
denom += 2;
sign = -sign;

}

mpfr_mul_si (destination, destination, 4, MPFR_RNDU);
mpfr_clear (member);
return;
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PRILOHA B

Zdrojovy kdd Gauss—Legendreho
algoritmu

void GaussLegendreAlgorithm::run(mpfr_t destination, int steps)

{

mpfr_t a, b, t, p, a0ld, t0ld, sqrt2;
mpfr_init2 (a, 10000000);

mpfr_init2 (b, 10000000);

mpfr_init2 (t, 10000000);

mpfr_init2 (p, 10000000);

mpfr_init2 (a0ld, 10000000);

mpfr_init2 (t01d, 10000000);

mpfr_init2 (sqrt2, 10000000);

mpfr_sqrt_ui (sqrt2, 2, MPFR_RNDD);

mpfr_set_d (destination, 0.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (a, 1.0, MPFR_RNDD); // a_0 = 1
mpfr_set_d (b, 1.0, MPFR_RNDD);

mpfr_div (b, b, sqrt2, MPFR_RNDD); // b_0 = 1 / sqrt(2)
mpfr_set_d (t, 1.0, MPFR_RNDD);

mpfr_div_si (t, t, 4, MPFR_RNDD); // t_0 = 1/4
mpfr_set_d (p, 1.0, MPFR_RNDD); // p_0 = 1
mpfr_set_d (a0ld, 1.0, MPFR_RNDD);

mpfr_set_d (t0ld, 1.0, MPFR_RNDD);

for (int i = 0; i < steps; i++)

{

mpfr_add_si (a0ld, a, 0, MPFR_RNDD);
mpfr_add_si (t0ld, t, O, MPFR_RNDD);
mpfr_add (a, a0ld, b, MPFR_RNDD);
mpfr_div_si (a, a, 2, MPFR_RNDD);
mpfr_mul (b, a0ld, b, MPFR_RNDU);
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B. ZDROJOVY KOD GAUSS-LEGENDREHO ALGORITMU

mpfr_sqrt (b, b, MPFR_RNDU);
mpfr_sub (t, a0ld, a, MPFR_RNDD);
mpfr_ mul (t, t, t, MPFR_RNDU);
mpfr_mul (t, t, p, MPFR_RNDU);
mpfr_sub (t, t0ld, t, MPFR_RNDD);
mpfr_mul_si (p, p, 2, MPFR_RNDU);
}
mpfr_add (destination, a, b, MPFR_RNDD);
mpfr_mul (destination, destination, destination, MPFR_RNDU);
mpfr_mul_si (t, t, 4, MPFR_RNDU);
mpfr_div (destination, destination, t, MPFR_RNDD);
mpfr_clear (a);
mpfr_clear (b);
mpfr_clear (t);
mpfr_clear (p);
mpfr_clear (a0ld);
mpfr_clear (t01d);
mpfr_clear (sqrt2);
return;
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PRILOHA C

Zdrojovy kod
Rabinowitz—\Wagonova
algoritmu

void RabinowitzWagonAlgorithm::run(mpfr_t destination, int steps)

{

mpfr_t member, multiple;

mpfr_init2 (member, 100000);

mpfr_init2 (multiple, 100000);
mpfr_set_d (destination, 0.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (member, 0.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (multiple, 1, MPFR_RNDD);

std:
std:
std:
std:

int
int
for

{

:vector<int> nums;
:vector<int> dens;
:vector<int> carries;
:vector<int> reminders;
len = 10 * steps / 3;
entry = 0;

(int 1 = 0; i < len; i++)

reminders.push_back(2);
carries.push_back(0);
nums.push_back(len - 1 - i);
dens.push_back((len - 1 - i) * 2 + 1);

(int i = 0; i < steps; i++)

mpfr_set_d (member, 0.0, MPFR_RNDD);
for (int j = 0; j < len - 1; j++)

o1



C. ZDROJOVY KOD RABINOWITZ—WAGONOVA ALGORITMU

{
entry = reminders[j] * 10 + carries([j];
reminders[j] = entry % dens[j];
carries[j + 1] = entry / dens[j] * nums[j];
}

entry = reminders[len - 1] * 10 + carries([len - 1];
reminders[len - 1] = entry % 10;
mpfr_add_si (member, member, entry / 10, MPFR_RNDD);
mpfr_div (member, member, multiple, MPFR_RNDU) ;
mpfr_mul_si (multiple, multiple, 10, MPFR_RNDU);
mpfr_add (destination, destination, member, MPFR_RNDU);

}

mpfr_clear (member);

mpfr_clear (multiple);

return;
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PRILOHA D

Seznam pouzitych zkratek

GNU GNU’s not Unix!

MPFR Multiple precision floating-point reliable
BBP Bailey-Borwein—Plouffe

MP Multiple precision arithmetic library

IEEE Institute of electrical and electronics engineers
LGPL Lesser general public license

MB Megabajt

PDF Portable document format
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PRILOHA E

Obsah prilozeného média

readme . BXE . vvnn it i e stru¢ny popis obsahu média

| _src
pi-algorithms .............. zdrojové kédy aproximacnich algoritmii
normality testing............. zdrojové kédy k testovani normality
theSiS cvviiiinnnnn . zdrojova forma prace ve formatu ITEX
I =D P text prace
Lthesis.pdf ............................. text prace ve formatu PDF
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