
Pokyny pro vypracování

1) Nastudujte a popište Ludolphovo číslo, jeho vlastnosti, historii a využití ve vědě. 

2) Popište algoritmy(zejména Chudnovskyho algoritmus [1]) pro výpočet Ludolphova čísla využívající 

nekonečné řady. Stručně popište i iterační algoritmy a algoritmus BBP [2]. 

3) Pomocí knihovny GNU MPFR implementujte algoritmy z bodu 2) a porovnejte rychlost jejich 

konvergence. 

4) Ověřte, že různě přesné aproximace Ludolphova čísla jsou normální čísla. 

  
[1] https://www.craig-wood.com/nick/articles/pi-chudnovsky/[2] 

https://www.experimentalmath.info/bbp-codes/bbp-alg.pdf 
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Abstrakt

Práce se zabývá Ludolfovým č́ıslem, algoritmy pro jeho výpočet a jeho nor-
malitou. V teoretické části je popsáno Ludolfovo č́ıslo a vybrané algoritmy pro
jeho aproximaci. V praktické části jsou tyto algoritmy implementovány pomoćı
knihovny GNU-MPFR. Dále je porovnána rychlost jejich konvergence. V po-
sledńı části práce je zkoumáno, jestli jsou aproximace Ṕı normálńı č́ısla. K to-
muto účelu je porovnán výskyt jednotlivých č́ıslic a řetězc̊u délky 2 v deśıtkové
a šestnáctkové bázi.

Při testováńı rychlosti konvergence vycházej́ı nejlépe Chudnovskyho al-
goritmus a Gauss-Legendreho algoritmus. Na základě výsledk̊u źıskaných při
vyšetřováńı normality je možné ř́ıci, že zkoumané aproximace jsou normálńı
č́ısla.

Kĺıčová slova Ludolfovo č́ıslo, aproximačńı algoritmus, rychlost konver-
gence, C++, GNU-MPFR, normalita č́ısla

Abstract

Thesis deals with Ludolphian number, algorithms for calculating its value and
its normality. Ludolphian number and chosen approximation algorithms are
described in the theoretical part. These algorithms are implemented with
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GNU MPFR library in the practical part. The speed of convergence of those
algorithms is also measured. At the end, the normality of approximations of
Pi is tested. The occurrence of single digits and strings of length 2 in base 10
and 16 is compared for this purpose.

The biggest speed of convergence was measured by Chudnovsky algorithm
and Gauss–Legendre algorithm. By results achieved from normality testing it
is safe to say, that tested approximations of Pi are normal numbers.

Keywords Ludolphian number, approximation algorithm, speed of conver-
gence, C++, GNU-MPFR, normality of a number
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3.2 Ostatńı algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.1 Gauss–Legendreho algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.2 Borwein algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.3 algoritmus BBP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2.4 Rabinowitz–Wagon algoritmus . . . . . . . . . . . . . . 27
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Závěr 39
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Úvod

Ludolfovo č́ıslo je nejd̊uležitěǰśı konstanta v matematice. Jeho využit́ı však
oblast matematiky značně přesahuje a najdeme ho i v mnoha rovnićıch fyziky.
Ačkoliv pro praktické využit́ı stač́ı č́ıslo Ṕı aproximovat na několik deśıtek de-
setinných mı́st, stále padaj́ı nové rekordy v počtu vyč́ıslených cifer. K dosažeńı
takových výsledk̊u je třeba velmi vysoký výpočetńı výkon, ale také korektńı a
efektivńı algoritmus. Algoritmů pro poč́ıtáńı Ludolfova č́ısla je mnoho a neńı
vyloučeno, že budou vznikat daľśı.

Práce je určena pro všechny, které jako mě zaj́ımá matematika, a zejména
Ludolfovo č́ıslo. Práce nab́ıźı popis nejd̊uležitěǰśıch algoritmů, jejich imple-
mentaci a porovnáńı jejich rychlosti na jednom mı́stě.

Ćılem práce je nastudovat a popsat Ludolfovo č́ıslo a algoritmy pro jeho
poč́ıtáńı. Daľśım ćılem je implementace algoritmů a porovnáńı rychlosti jejich
konvergence. V neposledńı řadě je ćılem také určit, zda jsou aproximace Ṕı
normálńı č́ısla.

Ćılem teoretické části je popsat Ludolfovo č́ıslo, jeho vlastnosti, historii a
využit́ı ve vědě. Dále pak nastudovat a popsat algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı,
a to zejména ty, které využ́ıvaj́ı nekonečné řady. Také je ćılem popsat ostatńı
algoritmy, jako jsou iterativńı algoritmy nebo spigot algoritmy.

Ćılem praktické části je seznámit se s knihovnou GNU-MPFR pro práci
s desetinnými č́ısly s neomezenou přesnost́ı. Dále algoritmy popsané v teo-
retické části pomoćı této knihovny naimplementovat, změřit rychlost jejich
konvergence a porovnat výsledky. Dále je ćılem zjistit, jestli jsou aproximace
Ludolfova č́ısla normálńı č́ısla a to pro r̊uzné báze.
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Kapitola 1
Definice pojmů a podobné práce

1.1 Definice pojmů

Iracionálńı č́ıslo Iracionálńı č́ıslo je takové, které nelze vyjádřit pod́ılem
dvou celých č́ısel. Znamená to, že se nedá zapsat jako č́ıslo s ukončeným de-
setinným rozvojem ani jako č́ıslo periodické, v jeho rozvoji tedy neexistuje
žádný stále se opakuj́ıćı vzor.

Transcendentńı č́ıslo Č́ıslo c je transcendentńı, právě když neexistuje ra-
cionálńı polynom, jehož kořenem je c. Č́ıslo c tedy nemůže být zapsáno jako
kombinace racionálńıch č́ısel a n-tých odmocnin.

Normálńı č́ıslo Č́ıslo je bráno jako normálńı v bázi b, pokud každá z b cifer
je v č́ısle zastoupena rovnoměrně s hustotou 1

b a obecně pokud pro všechna
přirozená n, pro všechny možné řetězce č́ıslic délky n plat́ı, že se v č́ısle vy-
skytuj́ı rovnoměrně s hustotou b−n.

Absolutně normálńı č́ıslo Č́ıslo je absolutně normálńı, pokud je normálńı
pro všechny báze větš́ı nebo rovny dvěma.

Nekonečná řada Nekonečná řada je posloupnost částečných součt̊u po-
sloupnosti (an)∞n=1. Znač́ıme: ∑∞

n=1 an.

Řád konvergence Aproximačńı algoritmus je řádu konvergence n(r = n),
právě když se výsledná aproximace při každé iteraci n-násobně přibĺıž́ı ke
skutečné hodnotě.
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1. Definice pojmů a podobné práce

1.2 Práce na podobné téma

Podobným tématem se již zabývalo množstv́ı autor̊u. Např́ıklad Madelaine
Jansson se ve své bakalářské práci Approximation of Pi zabýval algoritmy
pro výpočet Ṕı. Zabýval se ale pouze několika málo algoritmy a na rozd́ıl
od této práce neporovnával rychlost jejich konvergence. Henrik Vestermark
ve své práci Practical implementation of π Algorithms provedl praktickou
implementaci algoritmů. Teoríı okolo těchto algoritmů se ale zabýval pouze
okrajově. Velmi podobným tématem se zabýval Adam Pavlis ve své bakalářské
práci Výpočet Ludolfova č́ısla a ověřeńı jeho vlastnost́ı. Narozd́ıl ode mě se v́ıce
zabýval analýzou knihoven pro práci s desetinnými č́ısly s libovolnou přesnost́ı.
Já se v́ıce zaměřil na teoretický popis algoritmů, zejména těch, využ́ıvaj́ıćıch
nekonečné řady.

4



Kapitola 2
Popis Ludolfova č́ısla, jeho

vlastnost́ı, historie a využit́ı ve
vědě

2.1 Popis

Č́ıslo Ṕı(π) je matematická konstanta, nejčastěji definovaná jako poměr ob-
vodu ku pr̊uměru kruhu. Tento poměr z̊ustává stejný pro jakoukoli velikost
kruhu. Existuje celá řada daľśıch definic tohoto č́ısla, např́ıklad pokud bychom
měli kruh a čtverec o straně jeho poloměru, poměr obsahu kruhu ku obsahu
čtverce by byl roven č́ıslu Ṕı. Jeho název je odvozen od prvńıho ṕısmena
řeckého slova perimetros, které znamená obvod. Také je nazýváno Ludol-
phovo č́ıslo podle německého matematika Ludolpha van Ceulena, který jej
na přelomu 16. a 17. stolet́ı vyč́ıslil na 35 desetinných mı́st.[9, strany 182–
183] Můžeme se s t́ımto č́ıslem setkat i jako s Archimédovou konstantou
podle řeckého matematika a fyzika Archiméda ze Syrakus, který se jako prvńı
zabýval jeho výpočtem.[10]

Hodnota Ludolphova č́ısla je přibližně 3,1415. Honba za co nejpřesněǰśım
vyč́ısleńım Archimedovy konstanty začala už u starověkých civilizaćı. Archi-
medes vytvořil prvńı algoritmus pro aproximaci Ṕı již ve 3. stolet́ı př. n. l.
V 5. stolet́ı n. l. vyč́ıslili č́ınšt́ı a indičt́ı matematici Ludolphovo č́ıslo na 7,
respektive 5 desetinných mı́st. Prvńı algoritmus na aproximaci π použ́ıvaj́ıćı
nekonečné řady byl založen na Leibnizově řadě objevené ve 14. stolet́ı. Dı́ky
výkonným poč́ıtač̊um dnešńı doby a rychle konverguj́ıćım algoritmům dokážeme
dnes Ludolphovo č́ıslo aproximovat na biliony desetinných mı́st. Pro praktické
využit́ı nám stač́ı vyč́ısleńı na několik deśıtek desetinných mı́st. Takto přesné
aproximace jsou tedy sṕı̌se o překonáváńı rekord̊u, ukázce schopnost́ı moderńı
techniky a v neposledńı řadě o touze dozvědět se o této konstantě co nejv́ıce.[9,
strana 17]
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2. Popis Ludolfova č́ısla, jeho vlastnost́ı, historie a využit́ı ve
vědě

Č́ıslo Ṕı se, vzhledem k jeho definici, pochopitelně vyskytuje v mnoha
rovnićıch týkaj́ıćıch se geometrie a trigonometrie. Objevuje se však i v méně
očekávaných odvětv́ıch matematiky jako třeba v teorii č́ısel nebo ve statistice.
Je hojně použ́ıváno i v mnoha odvětv́ıch fyziky. Ludolphovo č́ıslo je známo i
mimo oblast matematiky a fyziky, lidé si např́ıklad snaž́ı zapamatovat deseti-
tiśıce č́ıslic jeho desetinného rozvoje.

Obrázek 2.1: Definice [1]

2.2 Vlastnosti

Ačkoli bývá Ṕı někdy aproximováno zlomkem 22
7 , je iracionálńı. Existuje

několik d̊ukaz̊u iracionality Ludolphova č́ısla. Důkazy většinou použ́ıvaj́ı kal-
kulus a d̊ukaz sporem. Stupeň iracionality, tedy jak přesně lze č́ıslo aproximo-
vat pomoćı zlomku, neńı přesně znám. Podle odhad̊u je ale stupeň iracionality
Ṕı vyšš́ı než např. u č́ısla e nebo ln 2.[11, strany 570–572] Ṕı je také transcen-
dentńı č́ıslo.[12] Důsledkem je, že Ṕı nelze euklidovsky zkonstruovat kruž́ıtkem
a prav́ıtkem. To znamená, že nelze provést kvadraturu kruhu, tedy zkonstruo-
vat čtverec, jehož obsah je stejný, jako obsah kvadraturovaného kruhu. Tento
problém pocháźı ze starého Řecka. I když je matematicky dokázáno, že kva-
dratura kruhu je nemožná, někteř́ı se o to stále pokoušej́ı.

Normalita Ludolphova č́ısla nebyla ani dokázána ani vyvrácena. Výzkumy
naznačuj́ı, že by Ṕı mohlo být normálńı č́ıslo. Nicméně vyskytuj́ı se v něm
sekvence č́ıslic, které se zdaj́ı být ne úplně náhodné, jako např. sekvence šesti
dev́ıtek zač́ınaj́ıćı na 762. pozici desetinného rozvoje. Toto mı́sto se nazývá
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2.2. Vlastnosti

Feynman̊uv bod. Takováto sekvence se zdá dost podezřelá, pravděpodobnost
jej́ıho výskytu je však nenulová a normalitu rozhodně nevyvracuje.[13] Ṕı se,
jako každé iracionálńı č́ıslo, dá reprezentovat pomoćı nekonečného řetězového
zlomku:

3 + 1
7 + 1

15+ 1
1+ 1

292+ 1
...

Useknut́ı tohoto zlomku dá vždy nějakou aproximaci Ṕı, např. 3, 22
7 a 333

106 .
Aproximace vzniklé t́ımto zp̊usobem jsou nejlepš́ı možné, neexistuje tedy zlo-
mek se stejným nebo menš́ım jmenovatelem, který by byl bĺıže π.[14, strana
78] Zlomek se dá generovat následuj́ıćım algoritmem [15, strany 151–152]:

a0 = bπc = 3

u1 = 1
π − 3 ≈ 7, 0625

an = bunc

un+1 = 1
un − an

.

Obrázek 2.2: Kvadratura kruhu [2]
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2. Popis Ludolfova č́ısla, jeho vlastnost́ı, historie a využit́ı ve
vědě

2.3 Historie

Někteř́ı egyptologové tvrd́ı, že stař́ı Egypt’ané použ́ıvali zlomek 22
7 jako apro-

ximaci Ṕı již ve 3. tiśıcilet́ı př. n. l.[16] Tato tvrzeńı jsou však pouze do-
hady a jsou brána dost skepticky. Nejstarš́ı ṕısemný odhad Ludolphova č́ısla
pocháźı od Babyloňan̊u z 2. tiśıcilet́ı př. n. l. jako 3,125.[9, strana 167] In-
dické astronomické výpočty ze 4. stolet́ı př. n. l. použ́ıvaly aproximaci Ṕı
jako 339

108 , tedy přibližně 3,139.[17, strana 133] Prvńı algoritmus pro výpočet
hodnoty Ludolphova č́ısla použ́ıval opsané a vepsané polygony. Vymyslel ho
Archimedes asi v polovině 3. stolet́ı př. n. l. Archimedes pomoćı polygon̊u
s 96 stranami určil, že 223

71 < π < 22
7 , tedy že 3.1408 < π < 3.1429.[9,

strana 170] V roce 265 použil č́ınský matematik Liu Hui algoritmus s po-
lygony s 3072 stranami a źıskal hodnotu 3,1416. Asi o 200 let později použil
stejný algoritmus Zu Chongzhi s 12288strannými polygony a dosáhl aproxi-
mace 3.1415926 < π < 3.1415927.[18, strana 202] Daľśı rekordy přǐsly až
o 800 let později. V roce 1424 perský astronom Jamshid al-Kashi aproximoval
Ṕı na 16 desetinných mı́st pomoćı polygon̊u s 3 · 228 stranami.[19, strany 64–
85] Ludolph van Ceulen, holandský matematik, v roce 1596 vyč́ıslil π na 20,
později na 35 desetinných mı́st.[9, strany 182–183] Pomoćı polygon̊u s 1040

stranami aproximoval Ṕı v roce 1630 rakouský astronom Christoph Grienber-
ger na 38 desetinných mı́st, což je nejlepš́ı výsledek dosažený pomoćı algo-
ritmu použ́ıvaj́ıćı polygony.[9, strana 183] S objevem nekonečných řad, došlo
k novým rekord̊um v aproximováńı Ṕı. Prvńı nekonečné řady k tomuto účelu
vznikaly v Indii. Indický matematik Madhava ze Sangamagramy použil tyto
řady na počátku 15. stolet́ı k aproximaci Ṕı na 11 desetinných mı́st.[5] Prvńı
nekonečná řada obsahuj́ıćı π objevená v Evropě, byla překvapivě nekonečný
produkt:

2
π

=
√

2
2 ·

√
2 +
√

2
2 ·

√
2 +

√
2 +
√

2
2 · · · .

Přǐsel na ni francouzský matematik François Viète v roce 1593.[9, strana 187]
Kolem roku 1660 objevili Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz kalkulus,
což vedlo ke vzniku mnoha nekonečných řad, které se daly použ́ıt k aproximaci
Ludolphova č́ısla. Nekonečná řada:

arctan z = z − z3

3 + z5

5 −
z7

7 · · ·

byla objevena v roce 1671 Jamesem Gregorym a poté v roce 1674 Gottfrie-
dem Leibnizem. Tato řada, ř́ıká se j́ı Madhavova nebo Gregory-Leibnizova
řada, je rovna π

4 pro z = 1.[14, strany 53–54] Tuto řadu použil v roce 1699
anglický matematik Abraham Sharp s z = 1√

3 a aproximoval tak Ṕı na 71
desetinných mı́st.[9, strana 189] V roce 1706 vytvořil John Machin podle
Gregory-Leibnizovy řady jinou řadu, která konverguje mnohem rychleji [9,

8



2.3. Historie

strany 192–193]:
π

4 = 4 arctan 1
5 − arctan 1

239 .

S touto řadou aproximoval Machin Ṕı na 100 desetinných mı́st. Později vzni-
kaly r̊uzné varianty této řady. Tzv. Machin-like řady. Daniel Ferguson použil
v roce 1946 jednu z nich k vyč́ısleńı Ludolphova č́ısla na 620 desetinných
mı́st.[9, strany 72–74]

Rozvoj poč́ıtač̊u ve 20. stolet́ı znamenal obrovský pokrok v aproximaci
Ṕı. Pomoćı Machin-like řad docházelo k opakovanému překonáváńı rekordu.
V roce 1973 bylo Ṕı vyč́ısleno na milion desetinných mı́st.[9, strana 197] Kolem
roku 1980 vznikaly iterativńı algoritmy, které byly mnohem rychleǰśı než dopo-
sud použ́ıvané nekonečné řady, jsou ovšem mnohem pamět’ově náročněǰśı.[20]
Také byly objeveny algoritmy pro rychleǰśı násobeńı velkých č́ısel, jako např.
Karacub̊uv algoritmus.[9, strany 15–17] V osmdesátých a devadesátých le-
tech 20. stolet́ı byly objeveny nové nekonečné řady, které jsou stejně rychlé,
možná i rychleǰśı než iterativńı algoritmy, a hlavně jsou mnohem méně náročné
na pamět’.[20] Jedna z nich je nekonečná řada Srinivasa Ramanujana:

1
π

= 2
√

2
9801

∞∑
k=0

(4k)!(1103 + 26390k)
k!4(3964k) .

[9, strany 103–104] V roce 1985 ji Bill Gosper použil na aproximaci Ṕı na 17
milion̊u desetinných mı́st.[9, strany 104, 206] Touto řadou se inspirovali bratři
Chudnovšt́ı a v roce 1987 objevili řadu, která produkuje 14 č́ıslic za 1 prvek[14,
strana 254]:

1
π

= 12
640320 3

2

∞∑
k=0

(6k)!(13591409 + 545140134k)
(3k)!(k!)3(−640320)3k .

Ta byla několikrát použita k překonáńı rekordu. Naposledy Timothy Mulli-
canem v roce 2020, který Ludolphovo č́ıslo vyč́ıslil na 50 bilion̊u desetinných
č́ıslic.[21] V roce 1995 vymyslel Simon Plouffe algoritmus BBP:

π =
∞∑
k=0

1
16k ( 4

8k + 1 −
2

8k + 4 −
1

8k + 5 −
1

8k + 6).

[9, strany 117, 126–128] Jedná se o metodu ze skupiny tzv. spigot algoritmů.
Tyto algoritmy dokážou spoč́ıtat jakoukoli č́ıslici desetinného zápisu č́ısla Ṕı,
aniž by poč́ıtaly ty předchoźı.[9, strany 77–84] Algoritmus BBP byl také použit
ke zjǐstěńı kvadriliontého bitu Ludolphova č́ısla, což je 0.[9, strana 20] Monte
Carlo metody na aproximaci Ṕı použ́ıvaj́ı pravděpodobnost. Tyto metody
ovšem nedávaj́ı přesný výsledek, jde pouze o odhady.[9, strana 39] Jednou
z těchto metod je Buffonova jehla. Mějme list paṕıru s nakreslenými rov-
noběžnými př́ımkami. Vzdálenost mezi každými dvěma sousedńımi př́ımkami
je t. Mějme jehlu délky l a n-krát ji náhodně hod́ıme na paṕır. Označme

9



2. Popis Ludolfova č́ısla, jeho vlastnost́ı, historie a využit́ı ve
vědě

x počet hod̊u, při kterých jehla zkř́ıžila některou z př́ımek. Pak můžeme Ṕı
aproximovat jako:

π ≈ 2nl
xt
.

[22] Při daľśı Monte Carlo metodě máme kruh vepsaný ve čtverci a do čtverce
náhodně umist’ujeme body. Poměr bod̊u nacházej́ıćıch se uvnitř kruhu ku všem
umı́stěným bod̊um je potom přibližně π

4 [9, strany 39–40].

Obrázek 2.3: Historie přesnosti aproximace Ludolphova č́ısla [3]

2.4 Využit́ı ve vědě

Č́ıslo Ṕı se hojně vyskytuje v matematických a fyzikálńıch rovnićıch. Pocho-
pitelně se nacháźı v geometrii. Např. objem a povrch koule s poloměrem r:

V = 4
3πr

3

S = 4πr2.

V matematice se úhly měř́ı v radiánech. To je jednotka, která je definovaná
tak, aby celý kruh měl 2π radián̊u. Trigonometrické funkce jako sin a cos maj́ı
t́ım pádem periodu 2π. Každé komplexńı č́ıslo z se dá vyjádřit podle jeho
absolutńı hodnoty r a úhlu φ, který znázorňuje rotaci od kladné reálné osy.
Tomuto znázorněńı se ř́ıká goniometrický tvar:

z = r(cosφ+ i sinφ).

Jelikož úhly se vyjadřuj́ı v radiánech, často se zde vyskytuje Ṕı. Za zmı́nku
stoj́ı i s t́ımto souvisej́ıćı Eulerova formule, která je mnohými považována za
nejkrásněǰśı formuli matematiky:

eπi + 1 = 0.

10



2.4. Využit́ı ve vědě

Ludolphovo č́ıslo se také vyskytuje ve Fourierově transformaci, která slouž́ı
k převodu signálu mezi časovou a frekvenčńı oblast́ı. Jde o integrálńı transfor-
maci, která vezme reálnou integrovatelnou funkci f a vrát́ı funkci:

g(ξ) =
∫ ∞
−∞

f(x)e2πixξdx.

[23, strana 29] Ṕı se objevuje také u normálńıho rozděleńı, podle kterého se
ř́ıd́ı většina jev̊u v př́ırodě. Hustotu pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı
představuje Gaussova funkce a je definována následovně:

f(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 ,

kde µ znamená středńı hodnotu náhodného rozděleńı a σ jeho směrodatnou
odchylku.[24, strany 106–107] V mnoha oblastech matematiky se použ́ıvá Ri-
emannova funkce zeta:

ζ(s) = 1 + 1
2s + 1

3s + · · · .

Pro s = 2 je výsledek roven π2

6 .[25, strana 284] Z této skutečnosti vyplývá
např. to, že pravděpodobnost, že 2 náhodně zvolená č́ısla budou nesoudělná,
je rovna právě π2

6 [9, strany 41–43]. Č́ıslo Ṕı se často použ́ıvá i ve fyzice. Např.
doba kmitu T kyvadla délky l se dá vyjádřit jako:

T = 2π
√
l

g
,

kde g je gravitačńı zrychleńı.[26, strana 381] Jedńım ze základńıch piĺı̌r̊u kvan-
tové mechaniky je Heisenberg̊uv princip neurčitosti, který ř́ıká, že přesnosti
měřeńı polohy částice a jej́ı hybnosti jsou na sobě závislé a nemohou být libo-
volně vysoké. Dá se vyjádřit vztahem:

∆x∆p ≥ h

4π ,

kde ∆x je odchylka měřeńı polohy částice, ∆p je odchylka měřeńı hybnosti
částice a h je Planckova konstanta.[26, strana 1145]

11



2. Popis Ludolfova č́ısla, jeho vlastnost́ı, historie a využit́ı ve
vědě

Obrázek 2.4: Matematické kyvadlo [4]
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Kapitola 3
Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

Budeme se zabývat algoritmy, které se použ́ıvaj́ı pro výpočet č́ısla Ṕı. Těchto
algoritmů je mnoho. My se zaměř́ıme na ty nejefektivněǰśı a na ty z his-
torického hlediska nejd̊uležitěǰśı. Vybrané algoritmy poté naimplementujeme
pomoćı knihovny GNU MPFR v jazyce C++. Změř́ıme rychlost jejich kon-
vergence a porovnáme výsledky.

3.1 Algoritmy na principu nekonečných řad

Nejprve se budeme zabývat algoritmy využ́ıvaj́ıćı nekonečné řady. Tyto algo-
ritmy se použ́ıvaj́ı k překonáńı rekordu v počtu vyč́ıslených cifer Ludolfova
č́ısla nejčastěji. Ačkoli mohou existovat i rychleǰśı algoritmy, výhodou těchto
řad je to, že algoritmy které je využ́ıvaj́ı, jsou málo náročné na pamět’. Prvńı
nekonečné řady vznikaly v Indii v 15. stolet́ı. Nejprve byly zaznamenány bez
d̊ukaz̊u, ale ty byly zmı́něny v d́ıle, které se datuje kolem roku 1530. V Evropě
byly tyto řady objeveny až na přelomu 16. a 17. stolet́ı.[5, strany 101–102]

3.1.1 Wallis̊uv produkt

Nekonečný produkt:

π

2 = (2
1 ·

2
3)(4

3 ·
4
5)(6

5 ·
6
7) · · ·

byl objeven Johnem Wallisem v roce 1656.[9, strana 187] Jedná se o jednu z nej-
starš́ıch nekonečných řad použ́ıvaných k aproximaci Ṕı. Wallis̊uv produkt kon-
verguje velmi pomalu. Na vyč́ısleńı Ludolfova č́ısla alespoň na jedno desetinné
mı́sto je třeba 19 člen̊u produktu. Při objevu se Wallis zabýval následuj́ıćım
integrálem: ∫ 1

0
(1− x2)

1
2dx.
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3. Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

Tento integrál je roven obsahu čtvrtiny jednotkového kruhu, tedy π
4 . Wallis

tento př́ıpad zobecnil na ∫ 1

0
(1− x

1
p )qdx.

Přǐsel na to, že plat́ı: ∫ 1

0
(1− x

1
p )qdx = p!q!

(p+ q)! ,

pokud p a q jsou celá nezáporná č́ısla. Dále zjistil, že podobná pravidla plat́ı i
pro zlomky. Pokud p = q = 1

2 , jedná se o obsah čtvrtiny jednotkového kruhu,
dostáváme tedy:

((1
2)!)2 = π

4

(1
2)! =

√
π

2 .

Následně odvodil výsledky pro daľśı racionálńı hodnoty p a q a d́ıky tomu
našel π v nekonečném produktu.[27]

3.1.2 Gregory-Leibnizova řada

Řada:
π

4 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 · · ·

byla nezávisle na sobě objevena Gottfriedem Leibnizem v roce 1674 a Jamesem
Gregorym v roce 1671. Je možné, že v Indii byla známa již v 15. stolet́ı. Jedná
se o speciálńı př́ıpad Gregoryho řady:

arctan z = z − z3

3 + z5

5 −
z7

7 · · ·

pro z = 1, která byla objevena právě Jamesem Gregorym v roce 1668.[28,
strana 247] Gregory-Leibnizova řada vznikla v době, kdy ještě nebyla úplně
známa pravidla kalkulu. Jej́ı objev proto ovlivnil problémy jako kvadratura
kruhu nebo nalezeńı obsahu plochy pod křivkou. Leibniz se ve skutečnosti
zabýval právě problémem kvadratury kruhu, když objevil tuto řadu.[5] Gregory-
Leibnizova řada dává při použit́ı 10 člen̊u postupně výsledky (zaokrouhleně):
4; 2,667; 3,466; 2,895; 3,339; 2,976; 3,283; 3,017; 3,252; 3,041. Z toho je trochu
vidět, že tato řada konverguje velice pomalu. Při použit́ı 1 000 000 člen̊u řady,
dostaneme č́ıslo Ṕı pouze na 10 desetinných mı́st. Konvergenci lze značně
urychlit použit́ım jistých technik, kterými se v této práci však nebudeme
zabývat. Zvláštnost́ı této řady je to, že někdy vyč́ısĺı Ludolfovo č́ıslo na mno-
hem v́ıce desetinných mı́st s chybami v některých cifrách. Tyto chyby lze
předv́ıdat, načemž je založena jedna z technik urychluj́ıćıch konvergenci.[29,
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3.1. Algoritmy na principu nekonečných řad

strany 28–30] Moderńı d̊ukaz Gregory-Leibnizovi řady využ́ıvá kalkulus. Nej-
prve muśıme dokázat následuj́ıćı rovnici:

1
1 + t2

= 1− t2 + t4 − t6 + · · ·+ t4n − t4n+2

1 + t2
.

Podle součtu geometrické řady dostaneme:

1− (−t2)2n+1

1− (−t2) =
2n∑
k=0

(−t2)k

1 + (t2)2n+1

1 + (t2) = 1− t2 + t4 − t6 + · · ·+ t4n

1
1 + t2

+ t4n+2

1 + t2
= 1− t2 + t4 − t6 + · · ·+ t4n

1
1 + t2

= 1− t2 + t4 − t6 + · · ·+ t4n − t4n+2

1 + t2
.

Odmocnina z reálného č́ısla je vždy nezáporná, a tedy plat́ı:

t2 ≥ 0

−t2 ≤ 0

−t2 6= 1

pro všechna reálná t. Podmı́nky pro součet geometrické řady jsou splněny a
d̊ukaz plat́ı pro všechna reálná t. Nyńı mějme reálné č́ıslo x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1.
Dokázanou rovnici zintegrujeme podle t od 0 do x:∫ x

0

1
1 + t2

dt = x− x3

3 + x5

5 −
x7

7 + · · ·+ x4n+1

4n− 1 −Rn(x)

kde
Rn(x) =

∫ x

0

t4n+2

1 + t2
dt.

Protože odmocnina z reálného č́ısla je vždy nezáporná máme:

t2 ≥ 0

1 ≤ 1 + t2.

Podle pravidel určitého integrálu plat́ı:

0 ≤ Rn(x) ≤
∫ x

0
t4n+2dt

0 ≤ Rn(x) ≤ x4n+3

4n+ 3 .
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3. Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

Přitom 0 ≤ x ≤ 1 tedy:
x4n+3

4n+ 3 ≤
1

4n+ 3

0 ≤ Rn(x) ≤ 1
4n+ 3 .

Triviálně plat́ı:
lim
n→∞

1
4n+ 3 = 0.

Tud́ıž dostáváme: ∫ x

0

1
1 + t2

dt = x− x3

3 + x5

5 −
x7

7 · · · .

Současně v́ıme, že:
d

dx
arctan(t) = 1

1 + t2

arctan(x) =
∫

0
x

1
1 + t2

dt.

Dostáváme tedy:

arctan(x) = x− x3

3 + x5

5 −
x7

7 + · · · .

Pokud za x dosad́ıme 1:
π

4 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 · · · .�

Nicméně Leibniz řadu dokazoval úplně jinak. Použil k tomu geometrii a goni-
ometrické funkce.[5]

Obrázek 3.1: Základ Leibnizova d̊ukazu [5]
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3.1. Algoritmy na principu nekonečných řad

3.1.3 Nilakanthova řada

Daľśı relativně jednoduchou řadou je řada:

π = 3 + 4
2 · 3 · 4 −

4
4 · 5 · 6 + 4

6 · 7 · 8 + · · · .

Byla obejvena Nilakanthou již v 15. stolet́ı.[9, strana 223] Nilakantha byl
významný indický astronom a matematik z kiralské školy. Nilakanthova řada
konverguje mnohem rychleji než Gregory-Leibnizova řada a k vyč́ısleńı č́ısla Ṕı
je tedy vhodněǰśı. Při použit́ı 10 člen̊u dostaneme výsledek 3,141406 . . . , který
je dobře na 3 desetinná mı́sta. Při 100 členech dostáváme strávně 6 desetinných
mı́st a např́ıklad při použit́ı 100 000 člen̊u dosáhneme na 14 desetinných mı́st.
Zaj́ımavé je, že každý ze jmenovatel̊u řady představuje obsah pythagorejského
trojúhelńıku. Všechny pythagorejské trojice mohou být vyjádřeny jako:

a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2,

kde m a n jsou celá č́ısla. Obsah odpov́ıdaj́ıćıho trojúhelńıku je potom

S = ab/2 = mn(m2 − n2),

což pro n = 1 dává
S = (m− 1)m(m+ 1),

což přesně odpov́ıdá jmenovatel̊um Nilakanthovy řady. Tato řada, a d́ıky ńı
celé Ludolfovo č́ıslo, se také nacháźı v Pascalově troj̊uhelńıku. Č́ıslo 3 před
desetinnou čárkou může být vyjádřeno jako součet tř́ı jedniček (na obrázku
3.2 zeleně) a jednotlivé zlomky se daj́ı vyjádřit jako č́ısla v oranžovém v čitateli
a č́ısla ve žlutém ve jmenovateli.[6]

Obrázek 3.2: Nilakanthova řada v Pascalově trojúhelńıku [6]
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3. Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

3.1.4 Eulerova řada

Eulerovou řadou v kontextu aproximace Ludolfova č́ısla mysĺıme řadu:

π2

6 = 1 + 1
22 + 1

32 + 1
42 + · · · .

Tato řada nekonverguje nijak zvlášt’ rychle, při 1000 iteraćıch algoritmu dosta-
neme pouze 2 desetinné č́ıslice, k výpočtu č́ısla Ṕı je tedy nevhodná. Nicméně
jej́ı objeveńı mělo vliv na mnoho matematických otázek, např́ıklad Rieman-
novy zeta-hypotézy, kterou se matematici zabývaj́ı dodnes. Eulerova řada je
ve skutečnosti řešeńım tzv. basilejského problému. Jedná se právě o součet
řady:

1 + 1
22 + 1

32 + 1
42 + · · · .

Tento problém byl poprvé vysloven v roce 1650 a vyřešen právě Leonardem
Eulerem v roce 1735. Podle Eulerovy práce byla v roce 1859 definována Rie-
mannova zeta-funkce. Operace, které Euler při objevu prováděl, nebyly v té
době korektně dokázány, ale o 100 let později Karl Weierstrass prokázal, že
Eulerovy úpravy byly korektńı. I bez tohoto potvrzeńı byl Euler schopen své
řešeńı dokázat numericky pomoćı částečných součt̊u řady a v roce 1741 vydal
podrobný d̊ukaz. Řešeńı využ́ıvá Taylorovu řadu pro funkci sinus:

sin x = x− x3

3! + x5

5! −
x7

7! + · · · .

[30]

3.1.5 Machin-like formule

Machinova formule:
π

4 = 4 arctan 1
5 − arctan 1

239
byla objevena v roce 1706. Machin využil Gregoryho řadu a vytvořil formuli,
která konverguje mnohem rychleji než doposud známé řady. Již po 4 kroćıch
algoritmu dostáváme č́ıslo Ṕı na 5 desetinných mı́st. Po 10 kroćıch jsme již na
14 desetinných mı́stech. Machin tuto formuli použil pro vyč́ısleńı Ludolfova
č́ısla na 100 desetinných mı́st.[31, strana 102] V pr̊uběhu daľśıch let vznikaly
nové formule tvaru:

c0
π

4 =
N∑
n=1

cn arctan an
bn
,

tzv. Machin-like formule. Tyto formule hrály významnou roli ve vyč́ıslováńı
Ṕı až do 2. poloviny 20. stolet́ı. Machin-like formule využ́ıvaj́ı Taylorovu řadu
pro funkci arctan [32]:

arctan x = x− x3

3 + x5

5 −
x7

7 + · · · .
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3.1. Algoritmy na principu nekonečných řad

Daľśımi významnými Machin-like formulemi jsou Shanksova formule:
π

4 = 6 arctan 1
8 + 2 arctan 1

57 + arctan 1
239 ,

pomoćı ńıž bylo v roce 1961 vypočteno 100 000 č́ıslic π[33] a Takanova formule,
d́ıky ńıž bylo Ludolfovo č́ıslo vyč́ısleno na v́ıce než bilion desetinných mı́st:

π

4 = 12 arctan 1
49 + 32 arctan 1

57 − 5 arctan 1
239 + 12 arctan 1

110443 .

Pro d̊ukaz Machinovy formule muśıme nejdřive dokázat tangens součtu a tan-
gens rozd́ılu:

tan(u− v) = tan u− tan v
1 + tan u tan v

pro všechna u a v. Vı́me, že: sin(u−v) = sin u cos v− sin v cosu a cos(u−v) =
cosu cos v + sin u sin v. Tangens rozd́ılu můžeme tedy přepsat jako:

tan(u− v) = sin(u− v)
cos(u− v) = sin u cos v − sin v cosu

cosu cos v + sin u sin v .

Vyděleńım čitatele i jmenovatele cosu cos v za předpokladu u, v 6= π
2 +πn, pro

všechna n ∈ N, dostaneme:

tan(u− v) =
sinu cos v−sin v cosu

cosu cos v
cosu cos v+sinu sin v

cosu cos v
= tan u− tan v

1 + tan u tan v .

T́ım je tangens rozd́ılu dokázán. Pro tangens součtu:

tan(u+ v) = tan u+ tan v
1− tan u tan v

stač́ı mı́sto v dosadit −v a využ́ıt faktu, že tangens je lichá funkce. Nyńı
můžeme dokázat Machinovu formuli:

π

4 = 4 arctan 1
5 − arctan 1

239 .

Aplikujeme funkci tangens na obě strany rovnice:

tan π4 = tan(4 arctan 1
5 − arctan 1

239).

Levá strana je rovna 1 a pravou stranu můžeme pomoćı tangensu rozd́ılu
přepsat jako:

tan(4 arctan 1
5)− tan(arctan 1

239)
1 + tan(4 arctan 1

5) tan(arctan 1
239)

=
tan(4 arctan 1

5)− 1
239

1 + tan(4 arctan 1
5) 1

239
.

Dále můžeme tan(4 arctan 1
5) zapsat jako:

tan(4 arctan 1
5) = tan(2 arctan 1

5 + 2 arctan 1
5)

19



3. Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

a d́ıky tangensu součtu dostaneme:

tan(4 arctan 1
5) =

tan(2 arctan 1
5) + tan(2 arctan 1

5)
1− tan(2 arctan 1

5) tan(2 arctan 1
5)

tan(4 arctan 1
5) =

tan(arctan 1
5 + arctan 1

5) + tan(arctan 1
5 + arctan 1

5)
1− tan(arctan 1

5 + arctan 1
5) tan(arctan 1

5 + arctan 1
5)
.

Po opětovném použit́ı tangensu součtu máme:

tan(4 arctan 1
5) =

tan(arctan 1
5 )+tan(arctan 1

5 )
1−tan(arctan 1

5 ) tan(arctan 1
5 ) + tan(arctan 1

5 )+tan(arctan 1
5 )

1−tan(arctan 1
5 ) tan(arctan 1

5 )

1− tan(arctan 1
5 )+tan(arctan 1

5 )
1−tan(arctan 1

5 ) tan(arctan 1
5 ) ·

tan(arctan 1
5 )+tan(arctan 1

5 )
1−tan(arctan 1

5 ) tan(arctan 1
5 )

a protože tan(arctan 1
5) = 1

5 dostaneme:

tan(4 arctan 1
5) =

1
5 + 1

5
1− 1

5 ·
1
5

+
1
5 + 1

5
1− 1

5 ·
1
5

1−
1
5 + 1

5
1− 1

5 ·
1
5
·

1
5 + 1

5
1− 1

5 ·
1
5

=
2 50

120
1− ( 50

120)2 =
5
6

1− 2500
14400

= 72000
71400 = 120

119 .

Po dosazeńı źıskáme:
120
119 −

1
239

1 + 120
119 ·

1
239

=
28561
28441
28561
28441

= 1,

což znamená že:
π

4 = 4 arctan 1
5 − arctan 1

239 .�

[32]

3.1.6 Chudnovskyho algoritmus

Algoritmus bratř́ı Chudnovských je založen na formuli:

1
π

= 12
640320 3

2

∞∑
k=0

(6k)!(13591409 + 545140134k)
(3k)!(k!)3(−640320)3k .

[34] Tato formule vycháźı z práce Ramanujana, který vytvořil několik formuĺı
pro výpočet π tvaru:

1
π

=
∞∑
k=0

s(k)Ak +B

Ck

kde s(k) je posloupnost celých č́ısel a A, B a C jsou konstanty. Těmto fromuĺım
se ř́ıká Ramanujan-Sato řady.[35] Bratři Chudnovšt́ı se jako mnoho matema-
tik̊u před nimi zabývali otázkami jako je Ludolfovo č́ıslo normálńı, jak vypadá
jeho reprezentace pomoćı nekonečného řetězového zlomku a jak moc je č́ıslo
Ṕı iracionálńı.[36] Svoji formuli, která produkuje v́ıce než 14 desetinných mı́st
Ludolfova č́ısla za jeden člen, publikovali v roce 1988. V současné době se jedná
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3.1. Algoritmy na principu nekonečných řad

o nejrychleǰśı algoritmus pro aproximaci π. Byl několikrát použit k překonáńı
světového rekordu: 2,7 bilionu desetinných č́ıslic Ṕı v roce 2009[37], 10 bi-
lion̊u v roce 2011[38], 22,4 bilion̊u č́ıslic v roce 2016[39], 31,4 bilion̊u v letech
2018–2019[40] a 50 bilion̊u č́ıslic v lednu 2020[21]. Sami bratři Chudnovšt́ı
použili sv̊uj algoritmus v letech 1988–1989 k aproximaci π na 480 milion̊u de-
setinných mı́st. Jejich kódy byly napsány v jazyce Fortran a poč́ıtáńı prob́ıhalo
na poč́ıtač́ıch IBM.[36] Formule může být zjednodušena:

1
π

= 12
640320 3

2

∞∑
k=0

(6k)!(13591409 + 545140134k)
(3k)!(k!)3(−640320)3k

1
π

= 12
640320

√
640320

∞∑
k=0

(6k)!(13591409 + 545140134k)
(3k)!(k!)3(−640320)3k

1
π

= 1
426880

√
10005

∞∑
k=0

(6k)!(13591409 + 545140134k)
(3k)!(k!)3(−640320)3k

1
π

= 1
426880

√
10005

∞∑
k=0

(6k)!(13591409 + 545140134k)
(3k)!(k!)3(−262537412640768000)k .

V tomto vzorci můžeme vidět 3 členy: multinomiálńı člen Mk, lineárńı člen
Lk, exponenciálńı člen Xk a konstantu C pro něž plat́ı:

Mk = (6k)!
(3k)!(k!)3

Lk = 545140134k + 13591409

Xk = (−262537412640768000)k.

C = 426880
√

10005.

Pro multinomiálńı člen dále plat́ı:

Mk+1 = (6k + 6)!
(3k + 3)!((k + 1)!)3

Mk+1 = (6k + 6)(6k + 5) · · · (6k + 1)(6k)!
(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)(3k)!(k + 1)3(k!)3

Mk+1 = (6k)!
(3k)!(k!)3 ·

(6k + 6)(12k + 10)(6k + 4)(12k + 6)(6k + 2)(12k + 2)
(6k + 6)(6k + 4)(6k + 2)(k + 1)3

Mk+1 = (6k)!
(3k)!(k!)3 ·

(12k + 10)(12k + 6)(12k + 2)
(k + 1)3

Nyńı už můžeme určit rekurentńı vztahy:

Mk+1 = Mk
(12k + 10)(12k + 6)(12k + 2)

(k + 1)3
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3. Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

Lk+1 = Lk + 545140134

Xk+1 = Xk(−262537412640768000)

s počátečńımi podmı́nkami:

M0 = 1, L0 = 13591409, X0 = 1.

Č́ıslo Ṕı vyjádř́ıme jako:

π = C(
∞∑
k=0

MkLk
Xk

)−1.

3.2 Ostatńı algoritmy

V této části se budeme zabývat r̊uznými algoritmy k aproximaci π, které
nepouž́ıvaj́ı nekonečné řady. Mezi ně patř́ı iterativńı algoritmy. Zat́ımco al-
goritmy na principu nekonečných řad s každým členem přidaj́ı několik dese-
tinných mı́st, iterativńı algoritmy jejich počet znásob́ı. Konverguj́ı tedy značně
rychleji než nekonečné řady. Jejich nevýhodou ovšem je, že jsou značně náročné
na pamět’. Prvńı takové algoritmy vznikaly v letech 1975–1976. Daľśımi algo-
ritmy jsou tzv. spigot algoritmy. Pomoćı nich lze zjistit určitou č́ıslici Ludolfova
č́ısla bez nutnosti znát všechny předchoźı. Tyto metody se použ́ıvaj́ı k ověřeńı
správnosti nových rekord̊u. Když vznikne nová aproximace, pomoćı některého
spigot algoritmu se urč́ı několik náhodných č́ıslic z konce aproximace. Pokud
se shoduj́ı, rekord je ověřen. Spigot algoritmy vznikaly v 90. letech 20. stolet́ı.

3.2.1 Gauss–Legendreho algoritmus

Tento algoritmus je založen na práci Gausse a Legendreho z 19. stolet́ı. Jeho
moderńı verze byla objevena v roce 1975 Richardem Brentem a Eugenem
Salaminem. Proto je někdy také nazýván Brent–Salamin algoritmus.[41] Al-
goritmus je založen na následuj́ıćıch rekurentńıch vztaźıch:

an+1 = an + bn
2

bn+1 =
√
anbn

tn+1 = tn − pn(an − an+1)2

pn+1 = 2pn
s počátečńımi podmı́nkami:

a0 = 1

b0 = 1√
2
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3.2. Ostatńı algoritmy

t0 = 1
4

p0 = 1.

Potom je možné aproximovat Ṕı jako:

π ≈ (an + bn)2

4tn
.

[42] Algoritmus s každým krokem počet správných č́ıslic desetinného zápisu π
zhruba zdvojnásob́ı. Již při třet́ı iteraci dostáváme aproximaci správnou na 18
desetinných mı́st, algoritmus tedy konverguje velice rychle. Hlavńı myšlenkou
algoritmu je Gaussem definovaný aritmeticko-geometrický pr̊uměr dvou č́ısel.
Mějme č́ısla a a b a definujme posloupnosti an a bn jako:

a0 = a

an+1 = an + bn
2

a
b0 = b

bn+1 =
√
anbn.

Potom můžeme aritmeticko-geometrický pr̊uměr definovat jako:

M(a, b) = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

[41]

3.2.2 Borwein algoritmy

Daľśım iterativńım algoritmem je algoritmus bratř́ı Borwein̊u. Jonathan a Pe-
ter Borweinovi se zabývali aproximaćı Ludolfova č́ısla mnoho let. Inspirovali
se praćı Ramanujana a vymysleli mnoho algoritmů.[43] Prvńı z nich vytvořili
v roce 1984. Mějme počátečńı podmı́nky:

a0 =
√

2

b0 = 0

p0 = 2 +
√

2,

potom můžeme algoritmus popsat rekurencemi:

an+1 =
√
an + 1√

an

2

bn+1 = (1 + bn)√an
an + bn
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pn+1 = (1 + an+1)pnbn+1
1 + bn+1

.

Posloupnost pk potom konverguje s řádem konvergence 2 (r = 2) k π. S
každou iteraćı se tedy počet správných č́ıslic přibližně zdvojnásob́ı.[9, strana
236] V pr̊uběhu daľśıch let Borweinovi přicházeli na daľśı algoritmy. Algoritmus
z roku 1985 s opět kvadratickou konvergenćı(r = 2) byl v roce 1986 použit
ke spočteńı 29 milion̊u č́ıslic Ṕı[44] a v roce 2009 k vyč́ısleńı π na 2.5 bilionu
desetinných mı́st.[45] V roce 1987 bratři objevili daľśı kvadratický algoritmus.
V roce 1991 přǐsli na kubický(r = 3) algoritmus, který počet správných č́ıslic
při každém kroku ztrojnásob́ı:

rk+1 = 3
1 + 2(1− s3

k)
1
3

sk+1 = rk+1 − 1
2

ak+1 = r2
k+1ak − 3k(r2

k+1 − 1),

Přičemž
a0 = 1

3

s0 =
√

3− 1
2 .

Potom plat́ı:
π ≈ 1

ak
.

Za zmı́nku stoj́ı také quartický algoritmus:

yk+1 = 1− (1− y4
k)

1
4

1 + (1− y4
k)

1
4

ak+1 = ak(1 + yk+1)4 − 22k+3yk+1(1 + yk+1 + y2
k+1),

kde
a0 = 2(

√
2− 1)2

y0 =
√

2− 1.

ak pak konverguje s řádem konvergence 4 (r = 4) k hodnotě 1
π , počet správných

cifer se tedy s každou iteraćı zečtyřnásob́ı. Jeden krok quartického algoritmu
je ekvivalentńı dvěma krok̊um Gauss–Legendreho algoritmu.

Borweinovi vymysleli také quintický(r = 5) a nonický(r = 9) algoritmus,
který počet č́ıslic v každé iteraci zpětinásob́ı, respektive zdev́ıtinásob́ı. Ačkoli
tyto algoritmy konverguj́ı rychleji z pohledu počtu potřebných iteraćı, d́ıky
složitým výpočt̊um jsou pomaleǰśı z pohledu počtu správně aproximovaných
č́ıslic za určitý čas.[42]

24



3.2. Ostatńı algoritmy

3.2.3 algoritmus BBP

Formule:
π =

∞∑
i=0

1
16i (

4
8i+ 1 −

2
8i+ 4 −

1
8i+ 5 −

1
8i+ 6)

byla objevena v roce 1995 Plouffem a publikována o rok později Baileym,
Borweinem a Plouffem.[46] Tato formule patř́ı do rodiny spigot algoritmů.
Lze pomoćı ńı zjistit jakoukoli hexadecimálńı cifru Ṕı, aniž by bylo nutné
poč́ıtat všechny předchoźı cifry.

Objevitelé BBP formule se zabývali formuĺı:

log 2 =
∞∑
k=0

1
k2k ,

d́ıky které lze zjistit jakoukoli binárńı č́ıslici log 2. Snažili se naj́ıt podobné
formule i pro jiné konstanty. Toto hledáńı prováděli pomoćı Fergusonova al-
goritmu PSLQ na hledáńı spojitost́ı mezi celými č́ısly. Tento algoritmus je
považován za jeden z největš́ıch objev̊u 20. stolet́ı v oblasti experimentálńı
matematiky. Hledáńı pomoćı PSLQ bylo úspěšné, a tak byla nalezena BBP
formule.[47]

Později byly objevovány podobné formule tvaru:

α =
∞∑
k=0

( 1
bk
· p(k)
q(k) )

pro daľśı konstanty α, kde p(k) a q(k) jsou polynomy s celoč́ıselnými koefici-
enty a b je celoč́ıselná báze. K hledáńı polynomů p(k) a q(k) se použ́ıvá právě
PSLQ algoritmus.[48]

Specializaćı obecné formule je:

P (s, b,m,A) =
∞∑
k=0

( 1
bk

m∑
j=1

aj
(mk + j)s ),

kde s, b a m jsou celá č́ısla a A = (a1, a2, . . . , am) je celoč́ıselná posloupnost.
Pro BBP formuli plat́ı:

P (1, 16, 8, (4, 0, 0,−2,−1,−1, 0, 0)) =
∞∑
i=0

1
16i (

4
8i+ 1−

2
8i+ 4−

1
8i+ 5−

1
8i+ 6).

Existuje také formule tohoto tvaru pro π2 [44]:

π2 =
∞∑
i=0

1
16i (

16
(8i+ 1)2 −

16
(8i+ 2)2 −

8
(8i+ 3)2 −

16
(8i+ 4)2

− 4
(8i+ 5)2 −

4
(8i+ 6)2 + 2

(8i+ 7)2 ).
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3. Algoritmy pro výpočet č́ısla Ṕı

V roce 1997 Fabrice Bellard BBP formuli mı́rně modifikoval a dosáhl tak
asi 43% zrychleńı:

π = − 1
64

∞∑
k=0

(−1)k
1024k ( 32

4k + 1 + 8
4k + 2 + 1

4k + 3).

[47]
Pro d̊ukaz BBP formule začneme následuj́ıćı rovnićı, která plat́ı pro všechna

k < 8: ∫ 1√
2

0

xk−1

1− x8dx =
∫ 1√

2

0
xk−1(

∞∑
i=0

(x8)i)dx =
∞∑
i=0

(
∫ 1√

2

0
xk−1+8idx).

Úpravu podle součtu geometrické řady můžeme provést, protože |x8| < 1 pro
každé x, 0 ≤ x ≤ 1√

2 . Po úpravě dostaneme:

∫ 1√
2

0

xk−1

1− x8dx =
∞∑
i=0

[ x
k+8i

k + 8i ]
x= 1√

2
x=0 = 1

2 k2

∞∑
i=0

1
16i(8i+ k) .

Dı́ky tomu můžeme BBP formuli zapsat jako:

∞∑
i=0

1
16i (

4
8i+ 1−

2
8i+ 4−

1
8i+ 5−

1
8i+ 6) =

∫ 1√
2

0

4
√

2− 8x3 − 4
√

2x4 − 8x5

1− x8 dx.

Nyńı provedeme substituci y =
√

2x, tedy x = 1√
2 a dx = 1√

2dy. Po úpravě
máme:

∞∑
i=0

1
16i (

4
8i+ 1 −

2
8i+ 4 −

1
8i+ 5 −

1
8i+ 6)

=
∫ 1

0

4
√

2− 8 · 1
2
√

2y
3 − 4

√
2 · 1

4y
4 − 8 · 1

4
√

2y
5

1− 1
16y

8 · 1√
2
dy

= 16
∫ 1

0

y5 + y4 − 2y3 − 4
y8 − 16 dy = 16

∫ 1

0

y − 1
(y2 − 2)(y2 − 2y + 2)dy.

Po použit́ı metody parciálńıch zlomk̊u dostaneme:
∞∑
i=0

1
16i (

4
8i+ 1 −

2
8i+ 4 −

1
8i+ 5 −

1
8i+ 6)

= 2
∫ 1

0

2y
y2 − 2dy − 2

∫ 1

0

2y − 2
y2 − 2y + 2dy + 4

∫ 1

0

1
y2 − 2y + 2dy

= −4 arctan(−1) = π.�

[49]
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3.2. Ostatńı algoritmy

3.2.4 Rabinowitz–Wagon algoritmus

Prvńı spigot algoritmus vymysleli v roce 1990 Rabinowitz a Wagon. Vycházeli
při tom z této řady:

π =
∞∑
i=0

(i!)22i+1

(2i+ 1)! ,

kterou je možné odvodit z Wallisova produktu.
Algoritmus zač́ıná s dvojkami ve sloupćıch označených zlomky, jak je

znázorněno na obrázku 3.3. Každá dvojka je vynásobena deseti. Potom je
zprava každý výsledek zredukován podle modula den, přičemž num

den je označeńı
daného sloupce. Vzniká kvocient q a zbytek r. Zbytek je ponechán do daľśı
iterace a výsledek výrazu q · num je přičten k výsledku daľśıho sloupce. Po-
tom č́ıslice na mı́stě deśıtek výsledku úplně vlevo představuje daľśı č́ıslici π.
Algoritmus pokračuje vynásobeńım všech zbytk̊u deseti a opětovným redu-
kováńım.[7]

Obrázek 3.3: Znázorněńı 1. spigot algoritmu [7]
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Kapitola 4
Implementace algoritmů a

porovnáńı ryhlosti konvergence

V této kapitole se budeme zabývat knihovnou GNU MPFR pro práci s č́ısly
s plovoućı čárkou s neomezenou přesnost́ı. Ta byla použita při implementaci
algoritmů z předchoźı kapitoly. Dále se podrobně pod́ıváme na zdrojové kódy
některých ze zmı́něných algoritmů. V závěru kapitoly změř́ıme rychlost kon-
vergence algoritmů z pohledu času potřebného pro dosažeńı určité přesnosti.
Výsledky porovnáme a znázorńıme pomoćı graf̊u.

4.1 Knihovna GNU MPFR

GNU MPFR je knihovna pro jazyk C a C++ pro aritmetiku s plovoućı čárkou
s libovolnou přesnost́ı. Je založena na knihovně GNU MP a rozšǐruje IEEE
754 standart, d́ıku tomu jsou výsledky programů nezávislé na platformě. GNU
MPFR je zdarma distribuována pod GNU LGPL. Tato knihovna nab́ıźı dobře
definovanou sémantiku a správné zaokrouhlováńı pro všechny implemento-
vané matematické funkce. Každé č́ıslo má vlastńı přesnost v bitech, která
se nastav́ı při inicializaci proměnné. GNU MPFR podporuje speciálńı č́ısla
jako nekonečna a NaN (not a number). Funkce implementované v této kni-
hovně využ́ıvaj́ı efektivńı algoritmy, d́ıky kterým dosahuje velké rychlosti. Na
obrázku 4.1 můžeme vidět srovnáńı rychlosti několika základńıch matema-
tických operaćı s ostatńımi knihovnami.[8]
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4. Implementace algoritmů a porovnáńı ryhlosti konvergence

Obrázek 4.1: Porovnáńı rychlosti r̊uzných knihoven [8]

Knihovna GNU MPFR dává pro testované funkce nejlepš́ı vysledky, to byl
také hlavńı d̊uvod, proč byla pro tuto práci vybrána.

4.2 Implementace

Algoritmy byly implementovány pomoćı GNU MPFR. Byly použity zejména
funkce mpfr_add, mpfr_sub, mpfr_mul, mpfr_div, mpfr_pow a mpfr_sqrt.
Postupně se pod́ıváme na implementaci algoritmů využ́ıvaj́ıćıch nekonečné
řady, iterativńıch algoritmů a spigot algoritmů. Některé z nich rozebereme
podrobněji.

4.2.1 Implementace algoritmů na principu nekonečných řad

Implementace těchto algoritmů funguje tak, že nastav́ı aproximaci na nějakou
počátečńı hodnotu. Potom při každém pr̊uchodu for cyklem spoč́ıtá daľśı
člen řady a přičteńım nebo vynásobeńım ho přidá k aproximaci. Na závěr
je většinou třeba aproximaci vynásobit nějakým č́ıslem. Důkladně probereme
algoritmus využ́ıvaj́ıćı Gregory–Leibnizovu řadu, popsaný v kapitole 3.1.2:

π

4 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 · · · .

Zdrojový kód je k nalezeńı v př́ıloze v části A. Implementace nejprve
nastav́ı aproximaci na počátečńı hodnotu 0. Potom ve for cyklu vždy na-
stav́ı právě poč́ıtaný člen řady na 1, vyděĺı ho odpov́ıdaj́ıćım jmenovatelem a
vynásob́ı znaménkem, tedy č́ıslem 1 nebo −1, podle toho, jestli se má přič́ıst či
odeč́ıst. Nakonec se spočtený člen přičte k aproximaci a nastav́ı se znaménko
a jmenovatel na správné hodnoty pro následuj́ıćı iteraci. Na úplný závěr se
aproximace vynásob́ı 4.

4.2.2 Implementace iterativńıch algoritmů

Iterativńı algoritmy jsou založeny na rekurentńıch vztaźıch a počátečńıch
podmı́nkách. Při implementaci je tedy nejdř́ıve nutné nastavit proměnné na
počátečńı hodnoty podle počátečńıch podmı́nek. Dále se při každém pr̊uchodu
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4.3. Porovnáńı výsledk̊u

for cyklem proměnné uprav́ı podle rekurentńıch vztah̊u. Aproximace π se pak
źıská z výše zmiňovaných proměnných. Podrobně se pod́ıváme na implemen-
taci Gauss–Legendreho algoritmu, probraného v části 3.2.1:

an+1 = an + bn
2

bn+1 =
√
anbn

tn+1 = tn − pn(an − an+1)2

pn+1 = 2pn

a0 = 1, b0 = 1√
2
, t0 = 1

4 , p0 = 1.

Zdrojový kód je v části B. Nejdř́ıve se nastav́ı proměnné a, b, t a p podle
počátečńıch podmı́nek. Dále se ve for cyklu vždy nastav́ı proměnné aOld a
tOld na hodnoty proměnných a a t z předchoźı iterace a hodnoty proměnných
a, b, t a p se uprav́ı podle rekurentńıch vztah̊u. Výsledný odhad Ṕı se pak
źıská podle vztahu π ≈ (an+bn)2

4tn .

4.2.3 Implementace spigot algoritmů

Spigot algoritmy v každém pr̊uchodu for cyklem přidaj́ı k aproximaci jednu
č́ıslici. V této práci se zabýváme pouze dvěma algoritmy z této skupiny. Im-
plementace algoritmu BBP je podobná implementaci algoritmů na principu
nekonečných řad. Pod́ıváme se tedy na Rabinowitz–Wagon algoritmus, který
byl popsán v kapitole 3.2.4.

Zdrojový kód lze nalézt v části C. Implementace nastav́ı aproximaci na
počátečńı hodnotu 0 a délku vektor̊u na potřebnou hodnotu podle zvoleného
počtu iteraćı. Dále se nastav́ı počátečńı hodnoty a pojmenováńı sloupc̊u. Při
každém pr̊uchodu for cyklem se potom výsledek vynásob́ı 10 a přičte se k němu
odpov́ıdaj́ıćı carry, ulož́ı se zbytek po zredukováńı modulem den a výraz q·num
se ulož́ı jako carry pro daľśı sloupec. Výsledek posledńıho sloupce modulo 10
pak představuje daľśı desetinnou č́ıslici Ṕı. Źıskaná č́ıslice je potom vydělena
odpov́ıdaj́ıćım násobkem 10 a přičtena k aproximaci.

4.3 Porovnáńı výsledk̊u

Každý algoritmus byl několikrát spuštěn s r̊uzným počtem iteraćı. Vždy byl
změřen čas výpočtu a přesnost aproximace. K měřeńı přesnosti aproximace
byla použita funkce z knihovny GNU MPFR mpfr_const_pi. Algoritmy byly
pro porovnáńı výsledk̊u rozděleny do tř́ı kategoríı. Jednoduché nekonečné řady,
mezi které byly zařazeny Wallis̊uv produkt, Gregory–Leibnizova řada, Nila-
kanthova řada a Eulerova řada. Komplexněǰśı nekonečné řady a spigot algo-
ritmy, do kterých byly zařazeny Machin-like řady, Chudnovskyho algoritmus,
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4. Implementace algoritmů a porovnáńı ryhlosti konvergence

algoritmus BBP a Rabinowitz–Wagon algoritmus. A iterativńı algoritmy, do
kterých patř́ı Gauss–Legendreho algoritmus, Borwein-Quadratic algoritmus,
Borwein-Cubic algoritmus a Borwein-Quartic algoritmus.

4.3.1 Porovnáńı výsledk̊u jednoduchých nekonečných řad

Na obrázku 4.2 je vidět chyba aproximace dosažené za daný čas v sekundách.

Obrázek 4.2: Porovnáńı výsledk̊u jednoduchých nekonečných řad

Podle očekáváńı dopadla nejlépe Nilakanthova řada, popsaná v kapitole
3.1.3, a to výrazně. Ostatńı řady jsou na tom dost podobně, Wallis̊uv produkt,
popsaný v kapitole 3.1.1 mı́rně zaostává.

4.3.2 Porovnáńı výsledk̊u komplexněǰśıch nekonečných řad a
spigot algoritmů

Na obrázku 4.3 je znázorněn počet správných desetinných č́ıslic aproximace
dosažené za určitý čas v sekundách.
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4.3. Porovnáńı výsledk̊u

Obrázek 4.3: Porovnáńı výsledk̊u komplexněǰśıch nekonečných řad a spigot
algoritmů

Výrazně nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje Chudnovskyho algoritmus, probraný
v kapitole 3.1.6. Pro přehlednost výsledk̊u daľśıch algoritmů se pod́ıváme na
obrázek 4.4, do kterého Chudnovskyho algoritmus nebyl zařazen.

Obrázek 4.4: Porovnáńı výsledk̊u komplexněǰśıch nekonečných řad a spigot
algoritmů bez Chudnovskyho algoritmu

Překvapivě dobře dopadl Rabinowitz–Wagon algorimus, popsaný v části
3.2.4, pravděpodobně proto, že provád́ı převážně operace s celými č́ısly, které
jsou rychleǰśı než operace s č́ısly s plovoućı čárkou. Ostatńı algoritmy dosahuj́ı
podobných výsledk̊u.
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4. Implementace algoritmů a porovnáńı ryhlosti konvergence

4.3.3 Porovnáńı výsledk̊u iterativńıch algoritmů

Na obrázku 4.5 je znázorněna přesnost aproximace podle správných dese-
tinných č́ıslic dosažené za určitý čas v sekundách.

Obrázek 4.5: Porovnáńı výsledk̊u iterativńıch algoritmů

Pro poč́ıtáńı Ṕı na 106 desetinných mı́st je nejlepš́ı Gauss–Legendreho
algoritmus, probraný v části 3.2.1. T́ımto algoritmem by to trvalo asi 4,5
sekundy a bylo by potřeba přibližně 9 MB paměti.
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Kapitola 5
Ově̌reńı normality Ludolphova

č́ısla

V této kapitole se budeme zabývat t́ım, jestli jsou r̊uzné aproximace č́ısla Ṕı
normálńı č́ısla. Normalita č́ısla byla definována v části 1.1. Byly zkoumány
aproximace délky 1 milion, 10 milion̊u, 100 milion̊u a 1 miliarda č́ıslic a to
v deśıtkové a šestnáctkové soustavě. Aproximace byly staženy jako textové
soubory ze stránek [50], [51] a [52]. Byl měřen počet výskyt̊u jednotlivých
č́ıslic a počet výskyt̊u všech řetězc̊u délky 2 v obou báźıch.

Na obrázćıch 5.1 a 5.2 můžeme vidět porovnáńı počtu výskyt̊u jednotlivých
č́ıslic v deśıtkové a šestnáctkové soustavě v aproximaci o délce 1 milion č́ıslic.

Obrázek 5.1: Počet výskyt̊u č́ıslic v deśıtkové bázi v 1 milionu č́ıslic
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5. Ověřeńı normality Ludolphova č́ısla

Obrázek 5.2: Počet výskyt̊u č́ıslic v šestnáctkové bázi v 1 milionu č́ıslic

Rozd́ıly mezi výskyty jednotlivých č́ıslic jsou velmi malé.
V tabulkách 5.1, 5.2, 5.3 a 5.4 jsou minimálńı a maximálńı výskyty č́ıslic

a řetězc̊u délky 2 v deśıtkové a šestnáctkové bázi. V tabulkách se také nacháźı
maximálńı rozd́ıl od pr̊uměrného výskytu a horńı odhad pravděpodobnosti
výskytu krajńıch hodnot podle Čebyšovy nerovnosti:

P (X ≥ ε) ≤ E(X)
ε

.

Počet č́ıslic Minimum Maximum Maximálńı rozd́ıl
od pr̊uměru

Pravděpodobnost
výskytu

106 99548 100359 452 99.55 %
107 999333 1001093 1093 99.89 %
108 9993478 10003863 6522 99.93 %
109 99986912 100011958 13088 99.99 %

Tabulka 5.1: Statistika výskytu č́ıslic v deśıtkové bázi

Počet č́ıslic Minimum Maximum Maximálńı rozd́ıl
od pr̊uměru

Pravděpodobnost
výskytu

106 9721 10239 279 97.29 %
107 99314 100816 816 99.19 %
108 997874 1002842 2842 99.71 %
109 9993549 10008207 8207 99.92 %

Tabulka 5.2: Statistika výskytu řetězc̊u délky 2 v deśıtkové bázi
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Počet č́ıslic Minimum Maximum Maximálńı rozd́ıl
od pr̊uměru

Pravděpodobnost
výskytu

106 62070 62829 430 99.32 %
107 623635 626014 1365 99.78 %
108 6246592 6255492 3408 99.95 %
109 62482731 62514234 14234 99.98 %

Tabulka 5.3: Statistika výskytu č́ıslic v šestnáctkové bázi

Počet č́ıslic Minimum Maximum Maximálńı rozd́ıl
od pr̊uměru

Pravděpodobnost
výskytu

106 3729 4093 186.75 95.44 %
107 38477 39570 585.5 98.52 %
108 388867 392110 1758 99.55 %
109 3900347 3911993 5903 99.85 %

Tabulka 5.4: Statistika výskytu řetězc̊u délky 2 v šestnáctkové bázi

Horńı odhady pravděpodobnost́ı jsou velmi vysoké a se zvyšuj́ıćım se
množstv́ı č́ıslic konverguj́ı ke 100 %.

Z výsledk̊u můžeme usoudit, že aproximace Ludolfova č́ısla o délce mezi 1
milionem a 1 miliardou č́ıslic jsou normálńı č́ısla.
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Závěr

Tématem bakalářské práce bylo Ludolfovo č́ıslo, popis nejd̊uležitěǰśıch algo-
ritmů pro jeho poč́ıtáńı, jejich implementace a porovnáńı jejich rychlost́ı.
Dı́lč́ım ćılem pak bylo rozhodnout, zda jsou aproximace Ṕı normálńı č́ısla. Al-
goritmy byly popsány, některé včetně d̊ukaz̊u (např́ıklad Gregory–Leibnizova
řada nebo Chudnovskyho algoritmus).

Algoritmy byly dále implementovány pomoćı knihovny GNU-MPFR. Byla
změřena rychlost jejich konvergence a pro porovnáńı výsledk̊u byly algoritmy
rozděleny do tř́ı kategoríı: jednoduché nekonečné řady, komplexńı nekonečné
řady a spigot algoritmy a iterativńı algoritmy. V neposledńı řadě byla zkoumána
normalita r̊uzných aproximaćı Ludolfova č́ısla v r̊uzných báźıch. Normalita
byla zkoumána v deśıtkové a šestnáctkové bázi pro jednotlivé č́ıslice a řetězce
délky 2. Při testováńı normality vyšly rozd́ıly mezi výskyty jednotlivých ci-
fer a řetězc̊u velmi malé a bylo rozhodnuto, že zkoumané aproximace Ṕı jsou
normálńı č́ısla.

Na tuto práci by bylo možné navzávat přidáńım některých algoritmů.
Např́ıklad kvantický a nonický Borwein algoritmus byl v práci jen okrajově
zmı́něn, ale nebyl podrobně popsán ani naimplementován. Zkoumáńı norma-
lity by bylo možné rozš́ı̌rit přidáńım statistik v jiných báźıch a s deľśımi
řetězci.
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books?id=gB3aBwAAQBAJ

[25] Posamentier, A. S.; Lehmann, I.; Hauptman, H. A.: Pi: A Bi-
ography of the World’s Most Mysterious Number. Prometheus,
2013, ISBN 9781615920815. Dostupné z: https://books.google.cz/
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2021-03-04]. Dostupné z: http://www.numberworld.org/y-cruncher/
records/2016_11_11_pi.txt

[40] Yee, A.: Google Cloud Topples the Pi Record. Numberworld, 2019,
[online]. [cit. 2021-03-04]. Dostupné z: http://www.numberworld.org/
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2017/03/10/pi-digits-download/

[51] Trueb, P.: Various Mathematical Constants to 1 Billion Digits. In-
ternet Archive, 2016, [online]. [cit. 2021-04-10]. Dostupné z: https:
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Př́ıloha A
Zdrojový kód

Gregory–Leibnizova algoritmu

void GregoryLeibnizAlgorithm::run(mpfr_t destination, int steps)
{

mpfr_t member;
mpfr_init2 (member, 100000);
mpfr_set_d (destination, 0.0, MPFR_RNDD);
int sign = 1;
int denom = 1;
for (int i = 0; i < steps; i++)
{

mpfr_set_d (member, 1.0, MPFR_RNDD);
mpfr_div_si (member, member, denom, MPFR_RNDD);
mpfr_mul_si (member, member, sign, MPFR_RNDU);
mpfr_add (destination, destination, member, MPFR_RNDD);
denom += 2;
sign = -sign;

}
mpfr_mul_si (destination, destination, 4, MPFR_RNDU);
mpfr_clear (member);
return;

}
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Př́ıloha B
Zdrojový kód Gauss–Legendreho

algoritmu

void GaussLegendreAlgorithm::run(mpfr_t destination, int steps)
{

mpfr_t a, b, t, p, aOld, tOld, sqrt2;
mpfr_init2 (a, 10000000);
mpfr_init2 (b, 10000000);
mpfr_init2 (t, 10000000);
mpfr_init2 (p, 10000000);
mpfr_init2 (aOld, 10000000);
mpfr_init2 (tOld, 10000000);
mpfr_init2 (sqrt2, 10000000);
mpfr_sqrt_ui (sqrt2, 2, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (destination, 0.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (a, 1.0, MPFR_RNDD); // a_0 = 1
mpfr_set_d (b, 1.0, MPFR_RNDD);
mpfr_div (b, b, sqrt2, MPFR_RNDD); // b_0 = 1 / sqrt(2)
mpfr_set_d (t, 1.0, MPFR_RNDD);
mpfr_div_si (t, t, 4, MPFR_RNDD); // t_0 = 1/4
mpfr_set_d (p, 1.0, MPFR_RNDD); // p_0 = 1
mpfr_set_d (aOld, 1.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (tOld, 1.0, MPFR_RNDD);
for (int i = 0; i < steps; i++)
{

mpfr_add_si (aOld, a, 0, MPFR_RNDD);
mpfr_add_si (tOld, t, 0, MPFR_RNDD);
mpfr_add (a, aOld, b, MPFR_RNDD);
mpfr_div_si (a, a, 2, MPFR_RNDD);
mpfr_mul (b, aOld, b, MPFR_RNDU);
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B. Zdrojový kód Gauss–Legendreho algoritmu

mpfr_sqrt (b, b, MPFR_RNDU);
mpfr_sub (t, aOld, a, MPFR_RNDD);
mpfr_mul (t, t, t, MPFR_RNDU);
mpfr_mul (t, t, p, MPFR_RNDU);
mpfr_sub (t, tOld, t, MPFR_RNDD);
mpfr_mul_si (p, p, 2, MPFR_RNDU);

}
mpfr_add (destination, a, b, MPFR_RNDD);
mpfr_mul (destination, destination, destination, MPFR_RNDU);
mpfr_mul_si (t, t, 4, MPFR_RNDU);
mpfr_div (destination, destination, t, MPFR_RNDD);
mpfr_clear (a);
mpfr_clear (b);
mpfr_clear (t);
mpfr_clear (p);
mpfr_clear (aOld);
mpfr_clear (tOld);
mpfr_clear (sqrt2);
return;

}
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Př́ıloha C
Zdrojový kód

Rabinowitz–Wagonova
algoritmu

void RabinowitzWagonAlgorithm::run(mpfr_t destination, int steps)
{

mpfr_t member, multiple;
mpfr_init2 (member, 100000);
mpfr_init2 (multiple, 100000);
mpfr_set_d (destination, 0.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (member, 0.0, MPFR_RNDD);
mpfr_set_d (multiple, 1, MPFR_RNDD);
std::vector<int> nums;
std::vector<int> dens;
std::vector<int> carries;
std::vector<int> reminders;
int len = 10 * steps / 3;
int entry = 0;
for (int i = 0; i < len; i++)
{

reminders.push_back(2);
carries.push_back(0);
nums.push_back(len - 1 - i);
dens.push_back((len - 1 - i) * 2 + 1);

}
for (int i = 0; i < steps; i++)
{

mpfr_set_d (member, 0.0, MPFR_RNDD);
for (int j = 0; j < len - 1; j++)
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C. Zdrojový kód Rabinowitz–Wagonova algoritmu

{
entry = reminders[j] * 10 + carries[j];
reminders[j] = entry % dens[j];
carries[j + 1] = entry / dens[j] * nums[j];

}
entry = reminders[len - 1] * 10 + carries[len - 1];
reminders[len - 1] = entry % 10;
mpfr_add_si (member, member, entry / 10, MPFR_RNDD);
mpfr_div (member, member, multiple, MPFR_RNDU);
mpfr_mul_si (multiple, multiple, 10, MPFR_RNDU);
mpfr_add (destination, destination, member, MPFR_RNDU);

}
mpfr_clear (member);
mpfr_clear (multiple);
return;

}
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Př́ıloha D
Seznam použitých zkratek

GNU GNU’s not Unix!

MPFR Multiple precision floating-point reliable

BBP Bailey–Borwein–Plouffe

MP Multiple precision arithmetic library

IEEE Institute of electrical and electronics engineers

LGPL Lesser general public license

MB Megabajt

PDF Portable document format
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Př́ıloha E
Obsah p̌riloženého média

readme.txt................................stručný popis obsahu média
src

pi algorithms .............. zdrojové kódy aproximačńıch algoritmů
normality testing.............zdrojové kódy k testováńı normality
thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX

text ....................................................... text práce
thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
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