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Abstrakt

Teoretickd Cast této price popisuje abstraktni datovou strukturu prioritni
fronta, jeji podporované operace a rfadu moznych implementaci, které jsou
podrobné rozebrany po teoretické strance. Déle jsou uvedeny priklady uziti
prioritni fronty. Prace rovnéz nastinuje nékolik moznosti paralelniho pristupu
k této strukture.

V ramci praktické ¢asti byla vétsina z moznych realizaci prioritni fronty
implementovana v jazyce C++ a na skolnim serveru STAR byla zméfena jejich
praktickd vykonnost v nékolika scénarich. Prace uvadi vysledky téchto méreni
a analyzuje je. V okomentovanych grafech jsou jednotlivé implementace primo
porovnany.

Na zakladé téchto vysledkil je mozné vybrat vhodnou variantu prioritni
fronty pro konkrétni pouziti a zejména pro velkd vstupni data tak uSetiit
vypocetni ¢as. Z méreni vyplynulo Ze implementacné jednodussi nebo asympto-
ticky pomalejsi datové struktury mohou byt v praxi vykonnéjsi.

Kli¢ova slova prioritni fronta, datova struktura, pole, spojovy seznam, vy-
hledavaci strom, halda, vykonnost, paralelizace
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Abstract

The theoretical part of this thesis describes an abstract data structure called
priority queue, it’s supported operations and a number of possible implemen-
tations which are described in detail from the theoretical point of view. After
that, examples of priority queue applications are listed. This thesis also men-
tions several possible approaches to parallelization of this structure.

In the practical part, most of the described priority queue realizations have
been implemented in C++. Their practical performance has been measured
on the STAR school cluster in several test cases. This thesis shows results of
these measurements and analyses them. The implementations are compared
on several commented graphs.

These results help to choose a suitable priority queue variant for a spe-
cific purpose in order to save computing time, especially for large input data.
The measurements have shown that simpler or asymptotically slower data
structures can be faster in practice.

Keywords priority queue, data structure, array, linked list, search tree,
heap, performance, parallelization
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Uvod

Rada problémi vyzaduje pristup k prvkiim nikoli v poradi, ve kterém byly
vlozeny (neboli princip FIFO), ani v opacném poradi (LIFO), ale podle jejich
dilezitosti. Clovek chee nejdrive splnit ten nejdulezitéjsi iikol, procesor se snazi
poskytnout ¢as procesiim s nejvétsi prioritou atp.

Prioritni fronta je narozdil od klasické fronty nebo zasobniku pro problémy
tohoto typu uzitetnd, nebot pravé takovy pristup k prvkém nabizi. Uréité
je zadouci, aby byla co nejefektivnéjsi, jenze existuje rada zpusobu, jak ji
implementovat, z nichz nékteré se od sebe svou efektivitou znacné odlisuji.
Tato prace nabidne jejich popis a praveé srovnani jejich efektivity v riznych
situacich. Ukaze, zda je vyhodné pouzit velmi slozité datové struktury, které
maji priznivou asymptotickou slozitost ale velké skryté konstanty, a které jsou
nachylné na chyby ¢asto zpisobujici i pad programu, nebo jestli nepostacuji
podstatné jednodussi struktury, které mohou byt ve specifickych pripadech
i rychlejsi.

Bude nahlédnuto i do moznosti paralelniho pristupu k prioritni fronté, coz
je oblast zatim prozkoumana jen malo.

Struktura prace

Prvni kapitola tvori teoretickou ¢ast. Je zde predstavena abstraktni datova
struktura prioritni fronta, operace které podporuje a jejich teoretické slozitosti.
V dalsi casti kapitoly je podrobné rozebrano mnozstvi datovych struktur, které
se daji pouzit pri implementaci prioritn{ fronty, od téch nejjednodussich az po
ty pokrocilé. Nasleduji priklady vyuziti prioritni fronty. Na konci kapitoly jsou
popsany moznosti a prinos paralelizace této struktury.

Datové struktury predstavené v prvni kapitole byly implementovany v ja-
zyce C++. Zatimco prvni kapitola poskytla abstraktnéjsi popis datovych
struktur, kapitola druhd vysvétluje nékteré zajimavé implementacni detaily.



Uvob

Ukazuje jakych vlastnosti jazyka bylo vyuzito, jaké operace byly nakonec im-
plementovany atd.

Treti kapitola se zabyva mérenim vykonnosti jednotlivych implementaci
prioritni fronty. Na zac¢atku jsou popsany metody méfeni, pouzity hardware
a nastaveni prekladace. Potom nasleduji popisy jednotlivych testii a jejich oko-
mentované vysledky zobrazené v grafech. Vyhodnocuje se, jak ktera implemen-
tace obstéla v jednotlivych testech a ktera se tedy hodi pro ruznd pouziti.



KAPITOLA 1

Analyza

1.1 Prioritni fronta

Prioritni fronta je abstraktni datova struktura umoznujici pristup k prvkam
na zakladé néjakého klice — priority. Hodnoty téchto klici musi tvorit tplné
usporadanou mnozinu, aby bylo vzdy mozné rozhodnout o tom, ktery kli¢ je
vetst 2.

Pokud je jako prvni vydan prvek s nejvétsi prioritou, hovori se o maximové
prioritni fronté, pokud naopak ten s nejmensi prioritou, jednéd se o minimovou
prioritni frontu [1].

V celé préci se pracuje s maximovou verzi, pokud neni feCeno jinak.

1.1.1 Operace
Maximovd prioritni fronta ) podporuje minimalné tyto dvé operace [3]:
e insert(Q, k) vlozi do ) novy prvek s klicem k.

e extractMax(Q) odstrani z ) prvek s nejvétsi prioritou a vrati ho. Otazka
je, jak bude tato operace pracovat s prvky, jejichZ klice se rovnaji. Bud'to
lze ze vSech prvkl s maximélnim klicem vratit ten, ktery byl vlozen
nejdrive, nebo nechat toto poradi nedefinované. Dale bude uvazovana
varianta s nedefinovanym pofadim prvki se stejnymi klici.

Volitelné muze podporovat i dalsi operace jako jsou napiiklad [4]:
e size(Q) vrati pocet prvki v Q.
o findMax(Q) vrati prvek z @ s nejvétsi prioritou, ale neodstrani ho.

e merge(Q1, Q2) sloudi @1 a @9, neboli vlozi do @1 vSechny prvky Qs.
Tato operace muze zménit strukturu Q.
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1. ANALVYZA

e increaseKey(Q, x, k) zméni prvku z kli¢ na k za predpokladu, ze k
je vétsi nez stavajici kli¢ prvku x.

e delete(Q, x) odstrani prvek = z Q.

Jak jiz bylo Tec¢eno, v prioritni fronté bude povolena pritomnost vice prvku
se stejnym klicem, pficemz nebude nijak garantovano jejich poradi. Pokud by
posledni dvé zminéné operace byly definované jako increaseKey(Q, k, k’)
a delete(Q, k), kde k je kli¢ néjakého prvku a k' je jeho novy Kkli¢, pri
pritomnosti vice prvki se stejnym klicem bychom neméli zZadnou jistotu, na
ktery z nich bude tato operace aplikovana. Je tedy nutné témto operacim
predavat ukazatel na prvek.

1.2 Datové struktury pouzitelné pro jeji
implementaci

Nyni bude predstavena celd fada moznosti, jak prioritni frontu implemento-
vat, a bude ukézano, jak jsou v nich realizovdny jednotlivé operace. Urcité
jsou dilezité asymptotické sloZitosti vsech operaci, byt hlavni jsou rozhodné
insert(Q, k) a extractMax(Q). Pro né je ale zndmy dolni odhad slozitosti
a lze tedy rici, kterd datovéa struktura je umoznuje provadét v optimalnim
case. K urceni dolni meze pomuze tato véta:

Véta 1: Kazdy deterministicky algoritmus v porovndvacim modelu, ktery tridi
n-prokovou posloupnost, pouzije v nejhorsim pripadé Q(nlogn) porovndni [3].

Dikaz. Dukaz této véty je uveden napt. v [1], [3], [5]. V tomto textu bude
pouze nastinéna hlavni myslenka prevzata z téchto zdroji, ale nebudou doka-
zovana pomocnd lemmata, ani nebudou definované vsechny pojmy.

Chceme sefadit vstupni posloupnost aj,as, ..., a,. Jediny zpusob, jak lze
ziskat informaci o potradi prvki ve vstupnich datech, je jejich porovnani. Rezii
spojenou se vSemi ostatnimi operacemi (jako je pfesouvani) neuvazujeme, ty
mohou vysledny ¢as pouze zvysit.

Sestavime si rozhodovaci strom, neboli binarni strom, jehoz listy obsahuji
jednotlivé permutace vstupni posloupnosti. Vnitini uzly maji tvar (i : j), kde
1 <i,j < n, a odpovidaji porovnani prvku s témito indexy. Tento strom re-
prezentuje béh algoritmu. Pokud algoritmus provede porovnani dvou prvki a;
a aj a zjisti, Ze a; < aj, jde do levého syna, v opa¢ném piipadé jde do pravého
syna. Jakmile vstoupi do listu, znamena to, zZe sefadil vstupni posloupnost
a vysledkem je jeji permutace obsazena v tomto listu.

Kazda cesta z kofene do listu odpovida posloupnosti porovnani vyko-
nanych algoritmem, pokud se v listu nachazi permutace, ktera seradi vstupni
posloupnost. Bez provedeni vsech téchto porovnani nemé algoritmus dost in-
formaci na to, aby prohlasil, ze tato permutace je ta spravn4.
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1.2. Datové struktury pouzitelné pro jeji implementaci

asza1as aza10as3

aiazas || a1a3as aga3a; || astaaq

Obrazek 1.1: Priklad rozhodovaciho stromu pro tiiprvkovou posloupnost.

Existuje celkem n! permutaci vstupni posloupnost, tudiz nas rozhodo-
vaci strom alespon n! listu. Zadnou nelze vynechat, protoze potom bychom
vzdy dokézali najit vstup, ktery algoritmus nebude schopny korektné seradit.
Casové slozitosti algoritmu v nejhorsim piipadé odpovida délka nejdelsi cesty
z korene do listu.

Lemma 1: Bindrni strom hloubky h md nejvgse 2" listd.

Diky tomuto lemmatu muzeme fici, Zze pro pocet listti | rozhodovaciho
stromu plati
n! <1<2h

Coz po zlogaritmovani dava
h > log(n!) = Q(nlogn)

Hloubka stromu je tedy aspon nlogn a to je také délka nejdelsi cesty z korene
do listu. 0

S pomoci této véty je mozné dokazat, ze plati:

Véta 2: Alespon jedna z operaci insert (Q, k) a extractMaz(Q) na prioritni
fronté ma asymptotickou slozitost Q(logn) [4).

Dikaz. Pro spor méjme prioritni frontu (), kde obé zminéné operace maji
slozitosti o(logn).

Daéle méjme posloupnost n ¢isel. Pokud bychom vsechna ¢isla z této po-
sloupnosti vlozili do @ a nasledné n krat zavolali extractMax(Q), dostali
bychom sefazenou posloupnost. To znamend, ze bychom toto sefazeni zvladli
v Case

©(n) - o(logn) + ©(n) - o(logn) = O(n) - o(logn)
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a jelikoz plati, ze ©(n) - o(logn) € o(n -logn), dosli jsme ke sporu s predchozi
vétou [4]. O

U vsech déle popisovanych datovych struktur bude udrzovan ukazatel na
nejveétsi prvek, i kdyz to nebude explicitné zminéno. Neni to nutné a nijak
to neméni asymptotické slozitosti operaci insert(Q, k) a extractMax(Q)
(bude to mit vliv pouze na skryté konstanty), ale ve vsech pripadech bude diky
tomu mit operace findMax(Q) konstantni ¢asovou slozitost. Bude totiz stacit
vratit hodnotu, na kterou tento ukazatel ukazuje. Tato operace uz nebude
déle popisovana.

Stejné tak si bude dand struktura vzdy zvlast pamatovat a aktualizovat
Cita¢ prvku a déle nebude vysvétlovana operaci size(Q).

1.2.1 Pole

Pole je spojita datova struktura fixni velikosti umoznujici pristup k prvkam
na zakladé jejich indexu nebo adresy v konstantnim case. Je prostorové velice
efektivni, protoze nepotiebuje zadné ukazatele ani jiné rezijni informace [2].

Implementace prioritni fronty pomoci pole je ta vibec nejjednodussi va-
rianta. Problémem je ale ona fixni velikost. Moznosti by bylo pro tento ucel
vytvorit pole s predem danou velkou kapacitou, ale to by bylo plytvani mistem
a stejné by nebylo zaruceno, ze velikost bude dostatecna. Proto bude nyni
predstaveno takzvané dynamické pole [2].

Dynamické pole umoznuje zménu velikosti za béhu programu. Zacne se
s polem dané velikosti a pokud se toto pole celé zaplni, vytvori se nové pole
o velikosti k& nasobku velikosti puvodni (Casto se jako k pouziva ¢islo 2), do
ného se prekopiruji vSechny stavajici prvky, staré pole se dealokuje a pracuje
se uz jen s novym polem. Ve chvili, kdy se musi pole velikosti n zvétsit, zabere
operace vkladani o¢ividné ©(n) ¢asu. V ostatnich piipadech zabere konstantni
cas.

Nyni ale bude ukazano, ze slozitost operace vkladani je ponékud prekvapivé
amortizované konstantni.

Véta 3: Priddni n prvki do prazdného dynamického pole trvd ©(n) casu [2).

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti zvolme k = 2. Zacina se s polem velikosti 1.
Zajima néas, kolikrdt musime zkopirovat prvek at uZ do stavajictho pole nebo
do nového pole dvojnédsobné velikosti béhem n vkladéani.

Abychom mohli vlozit celkem n prvkii, bude nutné provést logy n zvétseni
pole. Prvni vlozeny prvek bude nutné zkopirovat pii prvnim, druhém, ¢tvrtém,
osmém atd. vklddéni. Ale ne vSechny prvky budou kopirovany tak cCasto.
Napfiiklad prvek vloZeny na pozici n/2 + 1 bude zkopirovan jen jednou (pfi
svém vkladani), protoze pole uz je v tu dobu na dostatecné kapacité na
pojmuti vsech n prvka.
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1.2. Datové struktury pouzitelné pro jeji implementaci

To znamena, ze polovina prvka bude zkopirovdna jednou, ¢tvrtina dvakrat,
osmina ttikrat atd. a celkovy pocet kopirovani je roven

logan logan %)

Zi n )20 :nZi/Qi SnZi/Qi =2n
=1 i=1 7

1

Suma na pravé strané nerovnosti je fada konvergujici k ¢islu 2 [2]. O

Vlozeni n prvkia vyzaduje ©(n) operaci kopirovéni. Casové slozitost ope-
race vkladdni do dynamického pole je tedy O*(1).
Nyni budou predstaveny dva zpusoby, jak s polem pracovat.

1.2.1.1 Neserazené pole

Prvky prioritni fronty jsou udrzovany v dynamickém poli. Pro prehled o tom,
kde se v poli nachdzi maximum, si sta¢i pamatovat jeho index.

insert(Q, k) Vkladani do nesefazeného pole je velice jednoduché, novy pr-
vek je pouze vlozen na konec, coz zabere, jak jiz bylo fe¢eno, O*(1) casu. Poté
jsou porovnany klice stavajictho maximalni prvku s prvkem nové vlozenym
a pripadné je upraven index maxima. Celd operace mé tedy Casovou slozitost

0*(1).

extractMax(Q) Diky indexu nejvétsiho prvku je zndmo, kde se maximum
nachazi. Aby nebylo nutné vsechny prvky, které se v poli nachazi dal nez
soucasné maximum, posouvat o jednu pozici doleva, zkopiruje se na jeho po-
zici posledni prvek a pole se zmensi o 1. Potom se nalezne nové maximum,
coz se nedéa udélat jinak nez projitim vsech prvki. Celkova ¢asova slozitost
extractMax(Q) je O(n).

merge(Q1, Q2) Pro slouceni dvou nesefazenych poli a; a ag staéi alokovat
nové pole o velikosti n + m (n = size(a;) a m = size(az)) a prekopirovat
do néj vsechny prvky z a; a za né prvky z as. Index nového maxima miize
byt bud'to index maxima a; nebo index maxima as zvyseny o size(ay). Na to
staci jedno porovnani. Operaci merge (Q1, Q2) lze tedy zvladnout za O(n+m)
casu.

increaseKey(Q, x, k) Prvky v nesefazeném poli mezi sebou neudrzuji
zddny invariant, stac¢i tedy kli¢ prvku x prepsat. Pokud je vétsi nez kli¢
soucasného maxima, prepise se ukazatel na maximum. Casové slozitost je

o(1).
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delete(Q, x) Mazéni libovolného prvku probihé naprosto stejné jako mazéni
maxima s dvéma vyjimkami. Pokud dany prvek nebyl nejvétsi, nemusi se hle-
dat nové maximum a postacuje tak konstantni ¢as. Pokud byl maximéalni pr-
vek na konci a byl jim nahrazen vymazany prvek, je nutné jesté aktualizovat
ukazatel na maximum.

1.2.1.2 Serazené pole

V neserazeném poli musi byt vzdy nové maximum nalezeno projitim vsech
prvki. Tento nedostatek se da odstranit tim, ze prvky pole budou po kazdé
operaci udrzovany sefazené. To ale na druhou stranu zvysi ndrocnost vkladani.

Pole bude sefazené vzestupné, protoze fakt, Ze maximalni prvek bude na
posledni pozici a nikoliv na té prvni, je vyhodny. Ukazatel na maximalni prvek
je tedy vzdy ukazatel na posledni prvek pole.

insert(Q, k) Novy prvek se vlozi na posledni pozici, coz zabere O*(1) casu.
Poté je nutné opravit serazeni pole. Zkontroluje se tedy, jestli je novy prvek
mensi nez predchozi prvek. Pokud je vétsi nebo roven nebo bylo dosazeno
zacatku pole, algoritmus skon¢i. Pokud je mensi, tyto dva prvky jsou proho-
zeny a pokracuje se porovnanim s dalsim predchozim prvkem. Novy prvek
takto ,,probubld* na spravné misto. V nejhorsim pripadé (pokud je vlozen
prvek, ktery je mensi nez vSechny stavajici), bude provedeno n porovnani
a prohozeni. Casové sloZitost této operace je tedy O(n).

extractMax(Q) Smazini maxima ze sefazeného pole je trividlni, protoze
nejvetsi prvek je vzdy na posledni pozici. Sta¢i pouze zmensit pole o 1, coz
znamend, ze operace mé konstantni ¢asovou slozitost.

merge(Q1, Q2) Nejjednodussi pristup ke sluéovani dvou setazenych poli a
absprvky a1 <as < ...<a,ab <b <..<b, je zavolat m krat operaci
vklddéani na a. To by ale vedlo na slozitost O(m - n). Jak bude nize ukézano,
jde to rychleji s pomoci algoritmu slévani.

Pouziji se dva ukazatele ¢ a j. Na zacatku se nastavi ¢ na a1 a j na b a naa-
lokuje se pole velikosti n+m. V kazdém kroku jsou porovnény prvky, na které
ukazuji 7 a 7, mensi u nich se zkopiruje do nového pole a prislusny ukazatel se
posune o jeden prvek. Tento postup je opakovan, dokud se nedojde na konec
jedno z puvodnich poli. Jakmile se tak stane, cely zbytek druhého pole (to
bude obsahovat vzdycky miniméalné jeden prvek) se zkopiruje do vystupniho
pole.

Pozndmka: tento postup je pouzit naptiklad jako subrutina v algoritmu
Mergesort v [1].

Véta 4: Algoritmus slévani vyrobi ze dvou serazengch poli a a b v case
O(n + m) serazené pole obsahujici vsechny prvky a a b.
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Dikaz. Pro spor predpokladejme, ze vystupni pole neni korektné serazené, tj.
obsahuje dva za sebou jdouci prvky z a y, kde x > y. To, Ze prvky jsou za
sebou znamena, ze na né v jednu chvili ukazovaly ukazatele i a j a algoritmus
se musel rozhodnout, ktery z nich vlozit do vystupniho pole. V takové situaci
je ale vzdy vybran mensi prvek, coz je v tomto pripadé y a takova situace
tudiz nemohla nastat, ¢imz jsme dosli ke sporu.

Na kazdy prvek puvodnich poli bude néktery z ukazatelt ukazovat pouze
jednou. Prvek nésledné presuneme do vystupu a uz s nim nijak nemanipulu-
jeme. S kazdym prvkem tedy stravime konstantné mnoho casu. Celkova ¢asova
slozitost je O(n + m). O

increaseKey(Q, x, k) Po zvétseni kli¢e je nutné pro prvek najit nové misto.
Poutzije se stejny postup jako v pripadé vkladani nového prvku, ale prvek se
tentokrat bude posouvat doprava. Casova slozitost je rovnéz O(n).

delete(Q, x) Smazany prvek nelze jednoduse nahradit poslednim prvkem
jako v pripadé neserazeného pole. Misto toho musi byt vSechny nésledujici
prvky posunuty o jednu pozici doleva. To vede na linearni ¢asovou slozitost
v nejhorsim pripadé.

1.2.2 Spojové seznamy

Spojovy seznam je jednoduchd spojova datové struktura. To dle [2] znamen4,
ze hodnoty nejsou v paméti ulozeny bezprostiedné za sebou jako ve spojitych
strukturach, ale jsou uchovavany na ruznych mistech v takzvanych uzlech,
které kromé ni obsahuji také ukazatel na jeden nebo vice dalsich uzli.

Pro tuto praci jsou zajimavé dva hlavni typy spojovych seznamu a to jed-
nosmérné zretézeny a obousmeérné zietézeny spojovy seznam. V jednosmérné
zietézeném seznamu obsahuje kazdy uzel ukazatel na uzel nésledujici a pro
pristup k celému seznamu si sta¢i pamatovat adresu prvniho uzlu. Obousmeérné
zietézeny seznam se pak sklada z uzld, které obsahuji i druhy ukazatel — na
pfedchozi uzel [2]. Pokud jsou udrzovény ukazatele na zacatek i na konec
seznamu, muze byt prochazen v obou smérech.

Ble}——f2fel—s[s} X

Obrazek 1.2: Jednosmérné zietézeny seznam.

XJ—re-51e e |3|e Tel0 X

Obrazek 1.3: Obousmérné zietézeny seznam.

U pole bylo dlouze rozebirano, jak umoznit jeho proménlivou velikost po-
moci tzv. dynamického pole. Nic takového ale neni u spojovych seznamu
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potfeba, ty se mohou libovolné zvétsovat a zmensovat bez nutnosti jakéhokoli
presouvani stavajicich prvka a velikost je omezena jen dostupnou paméti. To
patii také mezi jejich nejvétsi vyhody oproti jednodussimu poli. Dalsi vyhodou
je napriklad fakt, ze vkladani na libovolnou pozici v seznamu je snazsi, jak
bude rozebrano dale.

Mezi nejvétsi nevyhody spojovych seznami patii nemoznost efektivniho
pristupu k libovolnému prvku a horsi vyuziti skrytych paméti (cache). Kviuli
ukazatelum taktéz zabird vice paméti nez pole [2].

U pole stacilo znat index nejvétsiho prvku, coz by zde bylo velmi neefek-
tivni, takze bude udrzovan ukazatel na uzel s nejvétsi hodnotou.

1.2.2.1 Nesetrazeny spojovy seznam

Bude uvazovan obousmeérné zietézeny seznam, coz usnadni operaci mazani
maxima. Stejné jako v neserazeném poli nebude mezi prvky udrzovan zadny
invariant.

insert(Q, k) Novy prvek lze vkladat na zacatek nebo na konec seznamu se
stejnou ¢asovou slozitosti. V tomto pripadé budou nové prvky vkladané na
zacatek.

Vytvori se novy uzel a jeho ukazatel na dalsi uzel se nastavi na stavajici
zacitek seznamu (jehoz ukazatel na predchozi uzel bude taktéz upraven). Po-
kud je nové vlozena hodnota vétsi nez dosavadni nejvétsi hodnota, aktualizuje
se ukazatel na maximum. Na to oc¢ividné staci konstantni mnozstvi ¢asu.

extractMax(Q) Uzel s maximalni hodnotou se ze seznamu vypoji tak, Ze se
upravi ukazatele jeho sousedt. Diky tomu, Ze je pouzit obousmeérné zretézeny
seznam, je znamy predchidce uzlu a neni nutné ho hledat. Pokud bylo maxi-
mum na zacatku nebo konci seznamu, aktualizuji se i odpovidajici ukazatele.
Poté se musi najit nové maximum, coz nelze udélat jinak, nez projitim celého
seznamu. Operace extractMax(Q) ma tedy casovou slozitost O(n).

merge(Q1, Q2) Pii slucovani dvou nesefazenych seznamu je staci jed-
noduse spojit za sebe a ukazatel na maximum nastavit na vétsi z maxim
obou seznamt. Casova slozitost je O(1).

increaseKey(Q, x, k) Stac¢i pouze zménit hodnotu daného uzlu a podivat
se, jestli se v ném nyni nenachdzi maximum, coz trva O(1) Casu.

delete(Q, x) Operace mazani libovolného prvku se realizuje Gplné stejné
jako extractMax(Q). Pokud neni odstranovano maximum, staci O(1) ¢asu,
jinak je potfeba O(n).
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1.2.2.2 Serazeny spojovy seznam

Stejné jako v poli je mozné i ve spojovém seznamu udrzovat prvky serazené.
Opét se bude jednat o obousmérné zietézeny seznam, ktery bude razen se-
stupné. Pokud by nebylo potfeba implementovat i operaci delete(Q, x),
stacilo by pouzit jednosmérné zietézeny seznam.

insert(Q, k) Pri vkladéni prvku je pro néj potieba najit vhodnou pozici.
Seznam bude prochazen od zac¢atku a jakmile bude nalezen uzel u, ktery nema
néslednika nebo jehoz naslednik ma hodnotu mensi nez nové vkladany prvek,
novy uzel se vlozi za u. V nejhorsim pripadé bude prohledén cely seznam,
casovd slozitost je tedy O(n).

extractMax(Q) Nejvétsi prvek se odstrani za konstantni ¢as odpojenim
prvniho uzlu a aktualizovanim ukazatele na zacatek seznamu.

merge(Q1, Q2) Pro slouceni dvou sefazenych spojovych seznami je mozné
pouzit stejny algoritmus jako v pripadé sefazenych poli, tentokrat si ale vystaci
s konstantnim mnozstvim pomocné paméti [4].

increaseKey(Q, x, k) Uzel se zvétsenou hodnotou je potieba presunout
doleva na spravnou pozici, coz zabere O(n) Casu.

delete(Q, x) Pri mazani libovolného prvku staéi prepojit ukazatele sou-
sednich uzld, ostatni prvky se nemusi presouvat. Slozitost operace je diky
pouziti obousmérné zretézeného seznamu vzdy O(1) (jinak by bylo nutné najit
predchozi uzel projitim celého seznamu).

1.2.3 Stromy

Stromy jsou dalsi skupinou datovych struktur pouzitelnych pro implementaci
prioritni fronty. Nejdiive bude ujasnéna terminologie, [6] uvadi nasledujici:

Definice 1 (Strom): Jako strom je oznacen souvisly graf, ktery neobsahuje
zdadnou kruznici.

Definice 2 (Zakorenény graf): Dvojice (G, v), kde graf G = (V, E) a v je
zvoleny vrchol, se nazijvd zakorenény graf s korenem wv.

A pro ucely prvnich t¥i podkapitol se bude hodit jesté jedna definice z [3]:
Definice 3 (Binarni strom): Strom se nazgvd bindrnim, pokud je zakorenény
a kazdy vrchol md nejvyse dva syny, u nichz se rozlisuje, ktery je levy a ktery

pravy.
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1.2.3.1 Binarni vyhledavaci strom

Definice 4 (Bindrni vyhledavaci strom): Bindrni vyhleddvaci strom je
bindrni strom, jehoZ kazdy uzel obsahuje klic a ktery splniuje podminku, Ze klic
v kaZdém uzlu u je vetsi nezZ klice vsech uzlu v levém podstromu u a zdroven je
mensi nez klice véech uzli v pravém podstromu u [5].

BVS je nejjednodussi strukturou popisovanou v této kapitole. Je mozné
ho naimplementovat jako spojovou datovou strukturu. Ukazatel na maximum
bude vzdy ukazovat na nejpravéjsi uzel stromu, v ném se nachézi nejvétsi kIlic.
2

Definice [4] je pomérné benevolentni, to znamena ze BVS mohou vypadat
ruzne.

Obrazek 1.4: Priklady bindrnich vyhleddvacich stromt

P1i pohledu na tyto obrazky je vidét, ze BVS miize v extrémnim piipadé
zdegradovat az na spojovy seznam. Neni tézké si rozmyslet, ze vnitini struk-
tura bude mit velky vliv na rychlost operaci.

insert(Q, k) VloZeni nového prvku do prazdného stromu je trividlni. Pouze
se vytvori novy uzel s danym klicem.

V opaéném pripadé je vkladany kli¢ porovnén s klicem kotfene a na zakladé
vysledku tohoto porovnani je stejnym zptisobem vlozen do levého (novy kli¢ je
mensi nebo roven kli¢i kofene) nebo do pravého (novy kli¢ je vétsi) podstromu.

Je tedy potreba az tolik zanoteni, kolik je hloubka stromu. A ta muize byt
nejvyse rovna poctu uzli. Casova slozitost vkladani do BVS je tedy O(n) [2].

extractMax(Q) Obecné pfi mazani uzlu z BVS mohou nastat t¥i pripady
podle poctu synt, které uzel ma. Maximum ovSem nikdy nemd pravého syna
(ten by obsahoval jesté vétsi klic), takze piipad s dvéma syny v tomto pripadé
neni tfeba uvazovat.
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Pokud nema uzel zadného syna, je rovnou smazan.

V pripadé jednoho syna je uzel odstranén a nahrazen svym synem.

V obou situacich je poté nutné aktualizovat ukazatel na maximum. Novym
maximem bude predchtidce souc¢asného nejvétsiho prvku. Tim je nejpraveéjsi
prvek jeho levého podstromu a pokud levy podstrom neexistuje, pak je pred-
chiidcem uzlu jeho rodi¢. Pokud ani rodi¢ neexistuje, znamend to, ze strom
obsahoval jen jeden prvek.

Co se tyce slozitosti operace extractMax(Q), samotné smazani znamend
pouze prepsat nékolik ukazateli, ale najit nové maximum muze (jak je uve-
deno v [I]) trvat dobu linedrni s hloubkou stromu, coz je v nejhorsim pripadé
az O(n) ¢asu. Pokud by nebyl explicitné udrzovdn ukazatel na maximum,
stejné by bylo nutné ho vzdy pred mazanim nejdiive najit, takze by nedoslo
k asymptotickému zrychleni.

merge(Q1, Q2) Klice z obou BVS se ulozi do poli ve vzestupném poradi.
Toho se da docilit tak, ze se strom projde in-order, tedy zacne se v koreni a re-
kurzivné jsou nejprve ulozeny klice z levého podstromu, potom kli¢ z korene
a nakonec klice z pravého podstromu. Obé pole jsou nasledné slouceny algo-
ritmem slévani{ z kapitoly

Timto postupem vznikne sefazené pole obsahujici klice z obou strom1, ze
kterého se da dle [4] v ¢ase O(m + n) postavit BVS nésledujicim zptsobem.

Prazdné pole reprezentuje prazdny strom. Prostredni prvek pole se vlozi do
kotene. Poté je stejnym zptsobem rekurzivné postaven levy podstrom z prvni
a pravy podstrom z druhé poloviny pole.

increaseKey(Q, x, k) Zvétseni klice libovolného uzlu se dé implementovat
jako volani operace delete(Q, x) a nasledné volani insert(Q, k) s novym
klicem. Obé tyto operace maji v nejhorsim piipadé slozitost linearni s po¢tem
uzlt a tedy i operace zvétSeni klice ma Casovou slozitost O(n).

delete(Q, x) Pri mazani libovolného uzlu v muze oproti mazani maxima
nastat jesté jedna situace - uzel muze mit dva syny. Tentokrat neni mozné u
smazat primo, protoze syny by nebylo kam ptipojit. Misto toho je nalezen jeho
néaslednik (nejlevéjsi uzel v pravém podstromu - [3]), ktery ma urcité nejvyse
jednoho syna. Kli¢ naslednika je zkopirovan do u a naslednik je smazan tak, jak
bylo popsano u operace extractMax(Q). S touto operaci mé i delete(Q, x)
shodnou ¢asovou slozitost.

Jak jiz bylo zminéno, od hloubky BVS se odviji rychlost zékladnich operaci
insert(Q, k) a extractMax(Q). Hloubka muze byt mezi logn a n. Dolni hra-
nice plyne primo z lemma |1| zlogaritmovanim obou stran nerovnice. Zadouci
je tedy udrzet co nejmensi hloubku stromu a dosdhnout tak az logaritmické
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casové slozitosti. Nabizi se napriklad udrzovat strom tzv. dokonale vyvdzeny,
coz je pojem definovany v [3].

Definice 5 (Dokonale vyvazeny strom): Bindrni vyhleddvaci strom je doko-
nale vyvdzZeny, pokud pro kaZdy jeho vrchol v plati

IL(0)| = [P()]] <1
Jingmi slovy pocet vrcholi levého a pravého podstromu se smi lisit nejvyse o 1.

Takovy strom mé hloubku |log, n], ovSem tento pozadavek je velmi striktni
a po kazdém vkladani nebo mazani je nutné zajistit, aby byl BVS i nadéle do-
konale vyvazeny. To s sebou bohuzel nese neprijemnou skutecnost, jak uvadi
[31.

Véta 5: Pro kazZdou implementaci operaci insert a delete udrzujicich strom
dokonale vyvazeny plati, Ze insert nebo delete trva Q(n) pro nekonecéné mnoho
ruzngch n.

Drikaz. Nejprve si predstavime, jak bude vypadat dokonale vyvazeny BVS
skli¢i1,...,n, kde n = 2¥ —1. Tvar stromu je uréen jednoznaéné: Kofenem musi
byt prostfedni z kli¢u (jinak by se levy a pravy podstrom korene lisily o vice
nez 1 uzel). Levy a pravy podstrom proto maji pravé (n —1)/2 = 28=1 — 1
uzld, takze jejich koreny jsou opét urceny jednoznacné a tak dale. Navic si
vSimneme, Ze vSechna liché ¢isla jsou umisténa v listech stromu.

Nyni na tomto stromu provedeme nasledujici posloupnost operaci:

insert(n + 1), delete(1), insert(n + 2), delete(2),

Po provedeni i-té dvojice operaci bude strom obsahovat hodnoty ¢+1, ..., 1 +n.
Podle toho, zda je i sudé nebo liché, se budou v listech nachizet bud’ vsechna
sudd, nebo vsechna liché ¢isla. Pokazdé se proto vSem uzlim zméni, zda jsou
listy, na coz je potieba upravit Q(n) ukazateli. Tedy aspon jedna z operaci
insert(Q, k) a delete(Q, x) trva Q(n) [3]. O

V dalsich kapitolach budou ukazany méné striktni pozadavky na vyvazeni
BVS, které skutecné povedou na logaritmickou slozitost zékladnich operaci.

1.2.3.2 AVL strom

AVL stromy jsou podle [7] nejstarsim a stéle nejvice pouzivanym typem vyva-
zovanych stromi, hloubka stromu s n uzly je nejvyse 1,44 - logyn (dikaz
alesponi asymptotické hloubky je uveden nize).

Definice 6 (AVL strom): Strom je hloubkové vyvdzeny, pokud pro kazdy vni-
trni uzel plati, zZe hloubka levého podstromu a hloubka pravého podstromu se
lisi nejugse o 1. Takovy strom je ¢aso oznacovdn jako AVL strom [7].
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1.2. Datové struktury pouzitelné pro jeji implementaci

Véta 6: AVL strom na n vrcholech md hloubku ©(logn).

Diikaz. Nejprve pro kazdé h > 0 stanovime Ay, coz bude minimalni mozny
pocet vrcholi v AVL stromu hloubky h, a dokdzeme, Ze tento pocet roste
s hloubkou exponencialné.

Ocividné plati, ze Ay = 1 (samotny kofen) a A; = 2 (kofen s jednim
synem). Uvazujme jak vypadd minimalni AVL strom pro vétsi h. Jeho kotren
musi mit dva podstromy, jeden z nich hloubky A — 1 a druhy hloubky h — 2.
Oba tyto podstromy musi byt minimalni AVL stromy dané hloubky. Musi
tedy platit Ay, = Ap_1 + Ap_o + 1.

Plati, ze Aj, > 2h/2 (nebude zde dokazovéano). Jinymi slovy vime, ze plati
Ay > ¢ pro konstantu ¢ = /2. Proto AVL strom o n vrcholech miize mit
nejvyse log,n hladin — kdyby jich mél vice, obsahoval by vice nez c°8™ = n
vrchold.

Na druhou stranu nejvétsi mozny AVL strom hloubky A je tplny binarni
strom s 2t1 — 1 vrcholy. TudiZ minimalni mozna hloubka AVL stromu je
Q(logn) [3]. O

Tentokrat bude u kazdého uzlu podstatna i hloubka stromu, jehoz je tento
uzel korenem. Uzel bez syntit mé hloubku 0 a prazdny strom mé hloubku -1.

insert(Q, k) Novy prvek se vlozi stejnym zpusobem jako v BVS. Je ale
mozné, ze tato operace rozbila hloubkové vyvazeni a bude potieba ho opravit.
K zjisténi stavu vyvazeni se pouziva znaménko, které se spocitd pro kazdy
uzel jako sign(u) = h(t(u),h(l(uw)) [3].

Nyni budou uzly prochézeny od nové vlozeného smérem ke kofenu (coz se
velmi snadno déla pfi ndvratu z rekurze) a budou se pocitat znaménka vrchola
po cesté. Pokud je sign(u) v intervalu [—1,1], je pfislusny strom s kofenem
u hloubkové vyvazeny a staci aktualizovat tidaj o hloubce a presunout se do
rodice u. Hloubka se vzdy prepocitava timto zpusobem:

height(u) = maz(h(l(u)), h(r(u))) + 1

Pokud neni znaménko v tomto intervalu, znamena to, Ze je potifeba vyvazovat.
Vyvazovani se v AVL stromu fesi tzv. rotacemi. Existuji dva typy rotaci — leva
(L) a prava (R).

V nékterych situacich ale jednoduché rotace problém nevytesi. Tehdy je
nutné pouzit dvojité LR nebo RL rotace. Na obrazku je znazornéna LR
rotace. Nejprve je provedena L rotace v uzlu y a nésledné R rotace v uzlu x.
RL rotace by probihala obdobné jen s opac¢nou dvojici operaci.

Typ pouzité rotace zavisi na hodnoté znaménka, jak je rozepsano v [3].
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1. ANALVYZA

leftRotate(x)

rightRotate(x)

Obrazek 1.6: Prava (R) rotace.

o Pokud sign(u) < —1:

— Pokud sign(l(u)) = 1, pouzije se LR rotace

— Jinak se pouzije R rotace
o Pokud sign(u) > 1:

— Pokud sign(r(u)) = —1, pouzije se RL rotace

— Jinak se pouzije L rotace

V minulé kapitole bylo uvedeno, ze rychlost vkladani do binarniho vy-
hleddvaciho stromu zavisi na jeho hloubce. Ta je u AVL stromu O(logn).
Prvek byl tedy vlozen za O(logn) ¢asu. Pti navratu z rekurze byly navstiveny
uzly na cesté do korene a v kazdém uzlu byla prepocitana hloubka a pripadné
provedena nékterd rotace. Hloubky podstromu jsou ale ulozené a neni nutné
je pokazdé pocitat. Tim padem stravil algoritmus v kazdém uzlu konstantni
mnozstvi ¢asu a slozitost celé operace je O(logn).
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Obrazek 1.7: LR rotace.

extractMax(Q) a delete(Q, x) Logika je podobnd jako v pfipadé operace
insert(Q, k), nejprve se uzel smaze standardnim zpusobem a poté se budou
smérem ke korenu prepocitavat hloubky a kontrolovat vyvazeni. Pro opraveni
vyvazeni se pouzivaji rotace stejnym zpusobem, jako pri vkladani. To zabere
rovnéz O(logn) ¢asu [3].

merge(Q1, Q2) Slucovani dvou AVL stromu bude probihat stejné jako
v piipadé BVS. Strom vznikly konstrukei z pole kli¢h je dokonale vyvéazeny
a tim padem je i hloubkové vyvazeny. Casové slozitost je opét O(n + m).

increaseKey(Q, x, k) I tato operace funguje stejné jako u BVS, avsak diky
vétsi efektivité operaci insert(Q, k) a delete(Q, x) bude casova slozitost
pouze O(logn).

1.2.3.3 éerveno-éerny strom

Pouziti AVL stromu samoziejmé neni jedinym zpusobem, jak udrzet BVS
vyvazeny. Podle [§] je jejich nevyhodou nutnost provést velké mnozstvi rotaci
pri mazani. Nyni bude predstaven ¢erveno-Cerny strom, ktery pouziva jinou
strategii k obnoveni vyvéaZeni, byt asymptotické sloZitosti jsou stejné. Jeho
definice uvedena v [1] zni nésledovné:

Definice 7 (Cerveno-¢erny strom): Bindrni vyhleddvaci strom, jehoZ vSechny
uzly jsou obarveny bud dervenou nebo cernou barvou, se nazjvd cerveno-
cernym stromem, pokud splnuje tyto vlastnosti:

1. Koren je cerny.
2. Vsechny listy (NIL) jsou cerné.

3. Oba synové cerveného uzlu jsou cernd.
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4. Pro kazdij uzel u plati, Ze vsechny cesty z u do listu obsahuji stejng pocet
cerngjch uzli.

Je potreba si vysvétlit, co znamenad onen NIL zminény v definici. Jedné
se o specialni uzel, ktery neobsahuje kli¢. Listy stromu (a také rodi¢ korene)
budou vyhradné NIL uzly. Ostatni uzly jsou nazvany wnitrnimi uzly. To je
zména oproti diive predstavenym stromovym strukturam. Tento pohled ale
zjednodusi popis nékterych operaci.

Obrazek 1.8: Priklad ¢erveno-¢erného stromu véetné NIL listu

Definice neni na prvni pohled tak jasna jako v pripadé AVL stromu.
K udrzovani spravné struktury nestaci pouze rotace. Popis i implementace
zékladnich operaci (vkladani a mazani) je o néco delsi, jak bude zéhy ukazano.

Nyni ale bude dokazano, ze vysSe uvedend definice rovnéz zarucuje priznivou
hloubku stromu. Véta i dikaz jsou k nalezeni v [I]. Pokud se mluvi o cerné
hloubce uzlu u (bude znaceno jako bh(u)), mysli se tim pocet ¢ernych uzlu
(vyjma u) na cesté z u do listu.

Véta 7: éemeno—éemgj strom s n vnitrnimi uzly md hloubku nejvyse
2log(n+1).

Dikaz. Nejdrive dokdzeme indukci podle hloubky, ze podstrom 7T, zakorenény
v uzlu u mé alespoti 2°%(*) — 1 vnitinich uzld.

Pokud je hloubka T, nulova, musi « byt NIL. V tom ptipadé ma T, urcité
alespori 20(w) — 1 = 20 — 1 = () ynit¥nich uzli.

V indukénim kroku budeme uvazovat podstrom 7T, ktery mé kladnou
hloubku a © ma dva syny. éerveny syn bude mit ¢ernou hloubku bh(u) a ¢erny
syn bude mit ¢ernou hloubku bh(u) — 1. Vyska syna je urcité mensi nez vyska
samotného u, takze na néj muzeme aplikovat indukéni predpoklad. Podle néj
by oba synové méli mit alespon 2°#(¥)=1 — 1 ynitinich uzli. To znamens, ze
T, ma minimalné (20M(W~1 — 1) 4 (26M(W) =1 _1) 4 1 = 20(w) 1 ynit¥nich uzld,
¢imz je tento diléi dikaz hotov.
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Pro zbytek hlavniho dikazu si oznac¢ime v jako vysku celého stromu. Podle
podminky 4 z definice |7} je aspon polovina uzli (kromé korene) na cesté
z kofene do listu ¢ernd. Cernd vyska kofene je tedy minimdlné h / 2. Diky
predchozimu dil¢imu tvrzeni muzeme fici, Ze pro pocet uzli n ve stromu plati:

n>2oh2 _1

n+1>2M?
log(n+1)>h/2
h <2log(n+1)

A tim je dukaz hotov. O

insert(Q, k) Novy uzel x se vlozi misto néjakého listu standardnim algorit-
mem na vkladani do BVS. Poté mu bude nastavena cervend barva a jako syny
mu budou dény dva NIL uzly. Ted je ale nutné opravit strukturu, aby platily
vSechny podminky uvedené v definici [7] Podminka 2 urcité neni porusena,
protoze byly pridany dva nové cerné listy. Rovnéz tak podminka 4 urcité
stale plati, pridanim cerveného uzlu misto listu se nezmeénila ¢ernd hloubka
zddného uzlu. Podminky 1 a 3 ale byt poruseny mohly. Postup opravy se
deéli do nékolika pripadu tak, jak jsou uvedeny v [I]. Strycem uzlu x se chape
sourozenec jeho rodice a znaci se u. Rodi¢ x je pak znacen jako p.

Pokud je z korenem stromu, stac¢i ho prebarvit na cerno a algoritmus
miuze skonéit. Stejné tak, pokud je p Cerny, je hotovo. Nyni bude rozebran

vvvvvv

1. u je cerveny. Uzly p a u se obarvi ¢erné a rodi¢ p ¢ervené. To lze bez
problémt udélat, protoze v daném podstromu se tim zadna podminka
neporusi. Tim se vyftesil problém, Ze x i p jsou Cerveni. Tyto zmény ale
mohly zptlsobit poruseni podminky 3 vyse ve stromu. Proto se bude
cely postup opravy aplikovat na rodi¢e p, ktery bude novym z. To tedy
znamend, ze se algoritmus presune o dvé drovné vyse.

2. w je cerny a x je pravym synem p. V tomto pripadé se algoritmus presune
do rodice. Ukazatel x se tedy prepiSe na p. Nasledné v x dojde k prove-
deni levé rotace (rotace v ¢erveno-Cerném stromu vypadaji stejné jako
rotace v AVL stromu). Uzel z je nyni urcité levym synem svého rodice.
Dale se pokracuje ptripadem 3.

3. u je cerny a x je levym synem p. Do tohoto pripadu se da dostat rovnou

nebo pres pripad 2. Kazdopadné se uzel p obarvi ¢erné a rodic p ¢ervené.
Poté se provede prava rotace v rodici p.
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Cely dosavadni postup pocita s tim, ze p je levym synem svého rodice.
Pokud by byl pravym synem, vSechny operace probéhnou symetricky. To zna-
mena, ze se zméni sméry rotaci atd.

Co se tyce analyzy této operace, tak O(logn) ¢asu zabere samotné vlozeni
uzlu. Déle [§] uvadi, Zze pri vkladéni se provede O(logn) prebarveni uzlu
a pouze konstantni mnozstvi rotaci (nejvyse jedna). Celkové ¢asova slozitost
operace je tedy O(logn).

extractMax(Q) a delete(Q, u) Tyto dvé operace budou popsiny do-
hromady, protoze mazani maxima se od mazani ostatnich prvki nijak nelisi.
Pouze je nutné najit jeho predchtidce a aktualizovat ukazatel na maximum.
Mazany uzel je vyjimecné oznaceny jako u, aby nedochézelo ke zmateni ve
znaceni.

Podle [1] se nejprve postupuje jako pfi mazéani z obycejného BVS. Tento
algoritmus ale pracuje s poctem synu. Proto musi byt modifikovan tak, aby
NIL uzly nepocital jako syny.

Necht je x uzel, ve kterém mohlo dojit k poruseni podminek. Miize se
jednat o NIL uzel, ktery nahradil u, v pripadé, Ze u nemél zadného syna. Nebo
muze x byt jediny syn u. Pokud mél u dva syny, potom se jedna o pravého
syna jeho ndslednika (coz muze byt i NIL). Na zac¢dtku mazani je dulezité si
také poznamenat ptuvodni barvu u (nebo barvu jeho naslednika, pokud ma u
dva syny).

Pokud tato puvodni barva byla ¢ervend, nemohlo dojit k porusSeni zddné
podminky a operace je dokoncena. Pokud ale byla ¢ernd, je situace slozitéjsi.

Nadale bude p oznacovat rodice = a s sourozence z. Pokud je = koren
stromu nebo je ¢erveny, je operace dokoncéend. Jinak mohou nastat 4 pripady

[1:

1. s je cerveny. V tomto pripadé je urcité p ¢erny a oba synové s jsou cerni.
Prohodi se tedy barvy p a s a nasledné se provede leva rotace v p. Novy
sourozenec s (jeden ze syniu puvodniho s) je nyni Cerny a muze nastat
néktery z dalsich pripad.

2. s je cerny a oba jeho synové jsou také cerni. Uzel s bude pfebarven na
cerveno a cely postup opravy se opakuje pro nové x = p.

3. s je cerny, jeho levy syn je cerveny a pravy syn je cerny. Zameéni se barvy
s a jeho levého syna. Poté bude provedena prava rotace v s. Nové s m4
nyni ¢ernou barvu a jeho pravy syn je ¢erveny. Tim padem algoritmus
pokracuje pripadem 4.

4. s je ¢erny a jeho pravy syn je cervenjy. Barva s se nastavi na barvu p.
Naésledné dojde k obarveni p a a pravého syna s ¢erné. Dalsim krokem
je leva rotace v p. Nakonec se nastavi x na kofen stromu, ¢imz cely
algoritmus v dalsi iteraci skonéi.
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Tento postup plati, pokud je x levym synem svého rodice. V opa¢ném
pripadé jsou vSechny operace symetrické.

Podle [8] se pti mazani se provede O(logn) prebarveni uzlu a nejvyse dvé
rotace. Celkova ¢asova slozitost mazani libovolného uzlu i mazani maxima je

O(logn).

merge(Q1, Q2) Strom se zkonstruuje stejnym zpusobem jako v piripadé
klasického BVS. Zbyva se ale rozhodnout, jak uzly obarvit. Pokud by vSechny
uzly byly ¢erné, nemusela by platit podminka 4. Proto se uzly v posledni
hladiné obarvi ¢ervené (kromé pripadu kdy je v posledni hladiné i koten). To
zaruc¢i platnost vsech podminek.

Casova slozitost merge (Q1, Q2) je linedrni vzhledem k poctu prvki obou
strom.

increaseKey(Q, x, k) Zvétseni kli¢e se opét realizuje pomoci smazani uzlu
a jeho vlozeni s novym klicem. Diky casové slozitosti téchto dvou operaci
zabere zvétSeni klice O(logn) Casu.

1.2.3.4 (a-b)-strom

Zatim byli predstaveni pouze zastupci binarnich stromt. Existuji ale i stromy,
které dovoluji uzlu mit vice klici a synt, aby si udrzely priznivou hloubku.
Jednd se o (a-b)-stromy, které jsou definované v [3].

Definice 8 (Obecny vyhledavaci strom): Obecny vyhleddvaci strom je
zakorenény strom s uréenym poradim synu kaZdého uzlu. Uzly se déli na
wnitrni a vnejsi, pricemz plati:

Vnitrnd uzly maji jeden nebo vice klici. Uzel s klici xo < ... < zp md k+1
syni oznacenych o, ..., Sk. Pro ucely definice plati xg = —00 a T4 = 00.
Klice slouzi jako oddélovace hodnot v podstromech, to znamend, Ze pro kaZdy
klic h 2 T(s;), proi €0,...,k, plati Ze x; < h < z;41. T(s;) oznacuje podstrom
zakorenény v s;.

Vneéjsi uzly neobsahuji Zadné klice a nemaji Zddné syny, jednd se tedy o listy
stromu [3].

Definice 9 ((a-b)-strom): Jako (a-b)-strom s parametry a > 2,b> 2a — 1
se oznacuje obecny vyhleddvaci strom, pro ktery plati:

o Koten md 2 aZ b syni, ostatni vnitrni uzly maji a aZ b syni.
o Vsechny vnéjsi uzly (listy) jsou ve stejné hloubce.
Mezi ¢asto popisované varianty patii (2-3)-stromy [5] nebo (2-4)-stromy [8].

Diive zminéné Cerveno-¢erné stromy se nékdy definuji s pomoci (2-4)-stromii,
jak je uvedeno v [§].
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Obrézek 1.9: Piiklad (2-3)-stromu. Bilé ¢tverecky reprezentuji vnéjsi uzly.

I tu tohoto typu stromu je dtlezité si ukazat, ze garantuje logaritmickou
hloubku, [3] riké, ze:

Véta 8: (a-b)-strom s n kli¢i md hloubku ©(logn).

Dtikaz probihd velmi podobné jako dikaz hloubky AVL stromu a nebude
zde uveden. Je k dispozici v [3], pfesné odhady jsou pak popsany v [9].

insert(Q, k) Jelikoz v této praci je v prioritni fronté umoznéna piitomnost
vice stejnych kli¢i, je nutné prizpisobit si definici [§ Mezi kli¢i v uzlu bude
tedy platit neostrd nerovnost. Déale bude platit, ze pokud xz; = k, tak se
pti vklddéani klice k algoritmus zanori do podstromu 7'(s;41) (pravého syna
z pohledu z;) a nikoliv T'(s;).

Dle [3] se postupuje jako pti vkladani do BVS s rozdilem, Ze mohou byt
i vice nez 2 moznosti, kam se zanorit. Nakonec algoritmus skon¢i v néjakém
listu /. Pokud by byl misto [ vlozen novy vnitini uzel s jedinym klicem a dvéma
listy jako syny, mohlo by dojit k poruseni podminky o minimalnim poc¢tu synt
i o stejné hloubce listi.

Misto vytvéareni nového uzlu se vlozi novy kli¢ a jeden novy syn (list) do
otce [ (dale jako p). Pokud v p i nadale plati podminka, Ze ma maximélné
b syni, algoritmus kon¢i. V opac¢ném pripadé se uzel p rozdéli na tii ¢asti -
prostiedni kli¢ x,,, levou ¢ast (leva pulka kli¢i a synové mezi nimi) a pravou
cast. Z levé a pravé ¢asti vzniknou nové uzly u; a ug. Nésledné se vlozi do otce
p na prislusné misto kli¢ z,,. Tim vzniknou mista pro dva nové syny. Na tyto
mista se vlozi u; a ug. Tim ale mohlo dojit k preplnéni otce p, coz je nutné
opét zkontrolovat a pripadné opravit stejnym zpusobem.

Pokud se takto dojde az do kofene a koten se rozdéld na dva uzly, vznikne
novy koren a cely strom se prohloubi o 1.

Strom ma logaritmickou hloubku a algoritmus stravi v kazdé trovni kon-
stantni mnozstvi ¢asu (musi sice najit spravnou pozici pro syna mezi vSemi
kli¢i, ale a a b jsou konstanty). Casova slozitost operace insert (Q, k) je tedy
i podle [9] O(logn).
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Obrazek 1.10: Priklad déleni uzlu v (2-3)-stromu (bez vnéjsich uzli). Nejlevéjsi
uzel ma prilis mnoho synti a je rozdélen.

delete(Q, x) Tato operace se diky mozné pritomnosti vice stejnych klicu
ve stromu zna¢né komplikuje. Dal§im problémem je, ze v kapitole [I.1.1] bylo
feceno, ze operaci delete se predava ukazatel, zde vSak je v uzlu i vice nez
1 kli¢. Nejdiiv bude podle [3] popsdno mazani daného klice k (nikoliv uzlu)
z (a-b)-stromu, ktery vyzaduje unikatni klice, a na konci bude uvedeno nékolik
moznosti, jak tento postup upravit pro pouziti v tomto pripadeé.

Nejdiive bude tedy mazany kli¢ ve stromu vyhledan. Pokud se nachéazi
v predposledni hladiné, z ptislusného uzlu se rovnou smaze kli¢ k£ a jeden syn.
V opacném piipadé ho pfimo smazat nelze, protoze uzel by prisel o misto
pro syna, kterym je vnittni uzel. Misto toho se bude postupovat stejné jako
u binarnich stromt, to znamend, ze se kli¢ nahradi svym naslednikem, ktery
se urc¢ité nachédzi v predposledni hladiné, a smaze se tento naslednik.

V obou pripadech se muze stat, ze v uzlu u, ze kterého byl kli¢ odebrén,
zbude méné nez a klica. V takovém pripadé se algoritmus podiva do levého
bratra [ uzlu (nebo do pravého, pokud levy bratr neexistuje). Necht uzly u
a s v otci oddéluje Kli¢ o.

Nyni se podle poctu kli¢t v [ rozhodne, co dal. Pokud ma [ vice nez a
synt, lze z néj odpojit nejpravéjsiho syna ¢ a nejpravéjsi klic m. Klic m se
presune do otce a o vlozi se jako prvni kli¢ do u. Tim se v u vytvorilo misto pro
nejlevéjsiho syna, na které se pripoji ¢, ¢imz byl opraven uzel v a v [ nedoslo
k poruseni zadné podminky.

Obrazek 1.11: Priklad dopliiovani uzlu v (2-3)-stromu. Prostfedni syn kofene
méa nedostatek synid a pujci si syna od levého bratra.

Pokud ma ale [ pouze a syni, tento postup by zpusobil nedostatek synu
v 1. Dojde proto ke slouceni uzlt u a [ a do vysledného uzlu v se prida jesté
kli¢ o. Z otce byli tedy odebrani dva synové a jeden kli¢, takze zbyva misto
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pro jednoho syna. Na toto misto se pfipoji v. Ted ale miiZe nastat nedostatek
syni otce, bude na néj tedy aplikovan stejny postup.

Obrazek 1.12: Ptiklad slu¢ovani uzlt v (2-3)-stromu. Prostfedni syn kofene
mé nedostatek syni a je sloucen se svym levym bratrem.

Timto zptsobem lze dojit az do korene. Pokud byli slucovani jeho synové,
mohlo se stat, ze kofen nyni neobsahuje zadny kli¢ a mé jen jednoho syna.
V takovém piipadé se kofen smaze a novym kofenem se stane praveé tento syn.
Hloubka stromu se pak snizi o 1.

Smazat libovolny kli¢ 1ze za O(logn) ¢asu dle [9].

Zbyva vytesit problém zminény na zacatku této sekce. Neni mozné preda-
vat pouze ukazatel na uzel, algoritmus potrebuje védét i ktery kli¢ ma smazat.
Jedno z moznych feseni by bylo specidlné pro (a-b)-stromy predefinovat ope-
raci delete tak, aby jako parametr méla kli¢ a nikoliv ukazatel. V kapitole
[[.1.1] jiz bylo zminéno, jaké toto feSeni prindsi nevyhody. Preddvani jak uka-
zatele na uzel, tak i klice ma uplné stejnd tiskali, navic by bylo nutné pridat
do uzlad ukazatele na rodice. Bude tedy uvazovana varianta s predavani klice
a smifime se s faktem, ze se mtze smazat libovolny prvek s danym klicem.

extractMax(Q) Mazédni maxima je jednodussi v tom, Ze neni nutné vy-
hledavat spravného syna, ale stac¢i se rovnou zanorit do nejpravéjsiho syna.
Jakmile se algoritmus dostane do nejpravéjsiho uzlu stromu, smaze mu po-
sledni kli¢. Za povsimnuté stoji, ze vrcholy, které pak budou prochizeny pti
cesté smérem ke koreni nikdy nemaji pravého syna. Casova slozitost mazani
maxima je tedy rovnéz O(logn).

merge(Q1, Q2) U bindrnich stromu vzdy stacila konstrukce dokonale vyva-
zeného stromu ze sefazeného pole a jeho pripadnou lehkou tpravou. Dokonale
vyvéazeny bindrni strom bohuzel ¢asto neni korektni (a-b)-strom (napf. uz pri
volbé a > 2). Pro slouceni dvou (a-b)-stromu se tedy bude opakované volat
insert(Q1, k) pro kazdé k € Q2, coz vede k linearitmické casové slozitosti
vzhledem k pocCtu prvku obou stromii.

increaseKey(Q, x, k) I zde nastavé tplné stejny problém jako v ptipadé
mazani. Uvazovana bude tedy varianta increaseKey(Q, k, k’), kdy bude
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prvku s klicem k nastaven kli¢ k' s tim, Ze nelze garantovat, na ktery z prvku
s klicem k, bude zména aplikovana.

Jako u vsSech ostatnich stromii i zde se pouzije dvojice operaci mazani
a vkladani, coz zabere O(logn) casu.

1.2.4 Haldy

Posledni velkou skupinou datovych struktur pouzitelnych pro implementaci
prioritni fronty, které budou v této praci predstaveny, jsou haldy. Jak ik
[7], jedna se o velmi pouzivané struktury a nékdy se dokonce pojmy halda
a prioritni fronta zaménuji. Jednotlivé druhy hald se svoji vnitini strukturou
lisi, ale vSechny maji formu jednoho nebo vice binarnich, pifipadné n-narnich
stromi.

Bude se hodit vysvétlit si tzv. haldové uspordaddni z [3]. V maximové verzi
tato podminka Fiké, ze pokud je v uzel stromu a s je jeho syn, plati k(v) > k(s).

1.2.4.1 Binarni halda

Binarni halda je nejjednodussim piikladem haldy. Dle [I] se na ni d4 divat
jako na témér Uplny binarni strom. Vsechny hladiny stromu jsou kompletné
zaplnény, az na posledni hladinu, ktera se plni zleva doprava.

Obrazek 1.13: Binarni halda se 6 uzly

Samozrejmé je mozné binarni haldu implementovat jako strom, avsak da
se reprezentovat i jednoduseji jako pole. Pokud se pouzije pole, pro uzel
nachdzejici se v ném na pozici n (pri indexovani od 0) plati, Ze jeho rodié¢
se nachdzi na pozici |[(n — 1) /2], levy syn na 2-n + 1 a pravy syn na po-
zici 2-n + 2. Sipky na obrazku reprezentuji vztahy rodic¢ - syn. Nékterd
literatura, napiiklad [2] nebo [I], indexuje od 1, coz v dusledku znamend, ze
pozice rodice a syni se pocitaji lehce jinak.

Je dobré si uvédomit, jakou hloubku bude halda s n prvky mit.

Véta 9: Bindrni halda s n proky md hloubku h = |logn| [2].
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9 7 6 1 4 4
0 1 2 3 4 5

Obrazek 1.14: Halda z obrazku reprezentovand v poli.

Dikaz. Plati ze
h

Yoot =2 1>

i=0
Nerovnost plyne z faktu, ze posledni hladina nemusi byt zcela zaplnénda a uzla
tedy muze byt méné. Z této nerovnice rovnou vidime, ze h = |logn| [2]. O

insert(Q, k) Vklddany kli¢ se vlozi do nového uzlu a ten je pfipojen na
konec haldy. To znamenda na prvni volnou pozici v posledni hladiné, pripadné
na prvni pozici nové hladiny, pokud je ta predchozi zaplnéna. Efektivné to
znamena pridat kli¢ na konec pole.

Tim ale mohlo byt poruseno haldové usporadani. To se opravi tak, ze po-
kud je k vétsi nez kli¢ otce nového uzlu, klice se prohodi. Tim se ale problém
nemusel vyresit, takze se algoritmus presune do rodice a postup se opakuje.
Naopak, pokud nerovnost danéd haldovym usporadanim plati nebo uz se algo-
ritmus nachazi v koreni, je hotovo. Na tuto proceduru bude dale odkazovano
jako na bubbleUp(x), kde z je uzel haldy.

Vlozeni prvku do pole trva O*(1) Casu, jak uz bylo dokdzano. Prove-
deni bubbleUp(x) potom trva O(logn). Pfi vlozeni nového maxima je nutné
ho ,,probublat® az do korene, pricemz v kazdém uzlu se provede konstantni
mnozstvi operaci. Celkova Casové slozitost je tedy logaritmicka [5].

extractMax(Q) Maximum se vzdy nachdzi v kofeni. Ten nebude odstranén
primo, misto toho do néj bude zkopirovan kli¢ z posledniho uzlu u a smaze se
U.

Tim opét mohla vzniknout nevalidni halda, coz se opravi podobné jako
v pripadé insert(Q, k). Tentokrit se ale algoritmus bude divat do synt.
Bud z aktudlni uzel a s ten z jeho syni, ktery ma vétsi kli¢. Pokud mé s
veétsi klic nez x, klice se prohodi a stejny postup se opakuje pro s. Pokud
uz haldové usporadani plati, nebo uz zadny syn neexistuje, algoritmus kon¢i.
Tento postup bude dale oznacovan jako bubbleDown (x).

Smazéni posledniho prvku zabere pouze konstantni mmnozstvi ¢asu, pro-
cedura bubbleDown (x) je na tom z hlediska slozitosti stejné jako bubbleUp (x)
a Casovéa slozitost operace je tedy opét logaritmicka [5].
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merge(Q1, Q2) Pokud jsou obé haldy reprezentované polem, tyto pole se
pouze spoji za sebe do jednoho a z vysledného pole se postavi validni binérni
halda podle algoritmem heapBuild [2].

Zkusme se na pole podivat zezadu od posledniho (n — 1.) prvku. Tento
prvek reprezentuje uzel, ktery neméa zadné syny, tvori tedy sam o sobé va-
lidni bindrni haldu. To samé plati pro poslednich [n / 2| prvku, protoze
ty jsou také listy. Pfi prochazeni pole smérem dopredu ¢asem narazime na
prvni prvek, ktery ma alespon jednoho syna. V tomto misté mtize byt haldové
usporadani poruseno, ale synové jsou urcité validni binarni haldy. Pfesné na
to se hodi procedura bubbleDown(x). Staci tedy provést |n /2] netrividlnich
voldn{ bubbleDown (x).

Na prvni pohled to vypadd, ze tato operace bude vyzadovat linearitmicky
mnoho ¢asu. To je sice spravny, avsak ne tésny odhad.

Véta 10: Algoritmus heapBuild zavolany na pole o velikosti n postavi bindrni
haldu v ¢ase O(n).

Dikaz. U kazdého prvku muzeme vykonat az |logn| operaci. U vétsiny prvka
ale zdaleka tolik ¢asu nestravime. Pfipomenme si, Ze rychlost bubbleDown (x)
ja zavisla na hloubce haldy, na kterou je volana. Vétsina téchto hald je ale
velmi mald. V plném bindrnim stromu na n uzlech je n /2 listu (stromu vysky
0), n /4 uzla vysky 1, n /8 vysky 2 atd. To velmi pfipomind situaci jako pfi
dokazovani véty |3l 1 tady plati podobna nerovnost. Cas nutny pro postaveni
haldy je je:

llogn| [logn |

Z [n /2" h <n Z h/2" <2n

h=0 h=0

2] O

Z toho plyne ¢asova slozitost slu¢ovani dvou bindrnich hald O(n 4+ m).

Byly popsany i efektivnéjsi zptisoby slu¢ovani bindrnich hald. V [10] autori
prisli s algoritmem, kterému staci O(logn -logm) ¢asu (pri implementaci po-
moci stromu, ne pole), v [I1] je pak popsan zpusob, jak operaci provést v Case
O(n + min(logm - loglogm,logn - logm)). To je vSak dosti nad rdmec této
prace, zde popsand binarni halda si vystaci s vySe popsanym zpusobem.

increaseKey(Q, x, k) Haldy obecné nejsou narozdil od stromu struk-
tury priliS vhodné pro vyhledédvani libovolného prvku. Pokud ale je ukaza-
tel na prvek k dispozici, pro zvétseni klice staci kli¢ prepsat a poté zavolat
bubbleUp(x). Na to stac¢i O(logn) Casu.

delete(Q, x) Je nékolik zptisobi, jak smazat libovolny uzel, d4 se napiiklad
postupovat obdobné jako pri mazani maxima. To znamena, ze se do x zkopiruje
kli¢ z posledniho uzlu, ktery se poté smaze. Néasledné se zkontroluje platnost
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haldového usporadani a pripadné se zavola bubbleUp(x) nebo bubbleDown (x)
podle vysledku porovnani k(z) s kli¢i rodice a synt. To zabere O(logn) Casu.

1.2.4.2 Binomialni halda

vvvvvv

- jak bude vidét déle - nabizi efektivnéjsi operaci sluc¢ovani. Puvodné byla
v [12] predstavena jako binomidini fronta, protoze byla vytvorend specidlné
pro pouziti jako prioritni fronta.

Nejdiive bude definovdana pomocna struktura, ze které je binomimdalni
halda postavena.

Definice 10 (Binomidlni strom fadu k): Binomidlni strom rddu k, ktery
bude znacen jako By, je definovany induktivné. By je samotny koren. By, kde
k > 0, je definovdn jako By_1, k jehoZ korenu je jako nejpravéejsi syn pripojeny
dalsi By_1. [12]

%%@%@% 34

Obrazek 1.15: Priklady binomidlnich stromu. Pfevzato z [IJ.

Definice 11 (Binomidlni halda): Binomidlni halda je dle [1] mnoZina bi-
nomidlnich stromai, pro kterou plati:

o V kazdém uzlu stromu se nachdzi klic.
o V kazdém stromu mezi sebou uzly udrzuji haldové uspordddnd.
e Pro kazdé k > 0 obsahuje halda mazimdlné jeden By.

Maximum se vzdy nachazi v koreni jednoho ze strom1.
Pro dalsi analyzu se budou hodit dvé lemmata uvedend a dokazand v [3].
V tomto textu nebudou jejich dikazy uvedeny.

Lemma 2: Binomidlni strom rddu k md 2% vrcholi.

Lemma 3: Binomidlni strom s n vrcholy md hloubku O(logn) a pocet synii
korene je taktéz O(logn).
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merge(Q1, Q2) Trochu neobvykle bude nejdiive popsana operaci slu¢ovani
dvou binomidlnich hald, protoze dalsi operace ji vyuzivaji. K pochopeni toho,
jak tato operace funguje, je dobré si ukazat, ze binomialni haldy maji souvis-
lost s bindrnim zépisem ¢isel [3].

Lemma 4: Binomidlni halda s n prvky obsahuje binomidini strom vddu k
prdavé tehdy, kdyz je ve dvojkovém zdpisu c¢isla n k-ty nejnizsi bit roven 1.

Diikaz. Binomiédlni halda H (neboli binomialni stromy, z nichz se skldda) ob-
sahuje celkem Zf:o b2 = n vrcholi, kde k je maximalni ¥ad stromu v H a b;
jerovno 1, pokud H obsahuje B; a 0 jinak. Cislo brpbr_1 - - - by je zapis ¢isla n ve
dvojkové soustavé. Navic je zapis ¢isla ve dvojkové soustavé jednoznacny pro
kazdé n a tim padem i hodnoty b; (neboli to, které stromy jsou v H piitomny)
jsou urceny jednoznac¢né [3]. O

7 tohoto lemmatu rovnéz plyne, ze v binomialni haldé s n prvky se nachazi
nejvyse [logy n| binomiélnich stromu [3].

Pro pochopeni slu¢ovani binomialnich hald je dobré si pripomenout, jak
funguje skolni s¢itani binarnich ¢isel a a b, pod sebou*. Do kazdého radu miize
prijit carry z nizsiho fddu. Bit vysledného ¢isla se spocita jako

¢ = (a; + b; + carry;) mod 2
a novy prenos do vyssiho rfadu
carryiy1 = (a; + by + carry;) / 2.

V praxi to znamenad, ze jsou tii vstupy do kazdého radu. Pokud jsou vSechny
tTi 0, napise se do vysledku 0 a do prenosu taktéz. V piipadé jednoho vstupu
s hodnotou 1 jde na vystup 1 a do prenosu 0. Pokud jsou dva vstupy nenulové,
zapisuje se 0 a do prenosu jde 1. Pokud jsou 1 ve vsech tifech vstupech, na
vystupu i v pfenosu budou jednicky [3].

Diky platnosti lemmatu [4 1ze naprosto stejné postupovat i pii slu¢ovani
binomialnich hald. Pripady s Zadnym nebo jednim kladnym s¢itancem v radu
jsou jasné. Co to ale znamena secist dva kladné bity v fadu ¢ a vytvorit tak
prenos do vyssiho fadu? To znamena sloucit dva stromy B,i a B,% a vytvorit
tak jeden strom fadu k 4+ 1. To znamend, Ze jeden z nich se pfipoji jako
nejpravéjstho syna kofene druhého. Coz presné odpovidé definici [I0] Pouze
musi byt porovnany klice kofenu a stromy se musi propojit tak, aby bylo
dodrzeno haldové usporadéni.

Slozitost ocividné zavisi na poctu stromi v obou slucovanych haldéach.
Téch je, jak jiz bylo FeCeno, logaritmicky mnoho vzhledem k poctu prvk.
V kazdém tadu stromt se provede konstantné mnoho operaci. Slozitost celé
operace merge(Q1, Q2) je tedy O(log(m +n)) [4].
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insert(Q, k) Po zadefinovani operace merge(Q1, Q2) je vklddéni nového
prvku trivialni. Z vkladaného klice je vytvorena binomidlni haldu o jednom
prvku (neboli samotny strom By), ktera je nasledné sloucena s Q.

Analyza slozitosti az tak jednoduchd neni. Na prvni pohled lze tict, ze diky
logaritmické slozitosti operace sluovani zabere insert(Q, k) O(logn) Casu.
To ale neni tésny odhad. Dle [7] je slozitost dokonce O*(1). Dukaz se nachazi
napiiklad v [3].

extractMax(Q) Strom, v jehoz kofeni u se nachdzi maximum, se z haldy
odtrhne. Nésledné je ze syni u, coz jsou binomidlni stromy, vyrobena korektni
binomiélni halda @Q’. Poté jsou Q a @’ slouceny.

Odtrhnuti stromu zabere O(1) ¢asu, syni u je O(logn) a slou¢eni obou
hald trvd O(logn). Celd operace ma tedy logaritmickou Casovou slozitost [3].

increaseKey(Q, x, k) Zvétsovani kli¢e bude probihat podobné jako u vyse
predstavené binarni haldy. Kli¢ v uzlu se prepise a nasledné se opravi hal-
dové usporadani ,,probublanim® kli¢e nahoru. Pfinejhorsim bude k£ novym
maximem, coz by jako disledek lemmatu [3| znamenalo provedeni O(logn) po-
rovnani a prohozeni.

delete(Q, x) Smazani libovolného uzlu se da provést jako voldni dvojice
operaci increaseKey(Q, x, oo) a extractMax(Q). Obé tyto operace maji
logaritmickou slozitost a tim padem se celé mazani provede v ¢ase O(logn)
Z

1.2.4.3 Fibonacciho halda

Fibonacciho halda byla dle [I3] zavedena jako vylepSeni binomialni haldy.
Principidlné z ni vychazi, ale dovoluje porusit strukturu haldy i jednotlivych
stromt a do korektniho stavu je opravit az be chvili, kdy to bude nutné. Tim
se da dosdhnout konstantni slozitosti operace vkladani a slucovani a amor-
tizované konstantni slozitosti increaseKey(Q, x, k) za cenu horsi slozitosti
mazani (jak maxima, tak i libovolného prvku), které v nejhorsim pripadé

vvvvv

novana takto:

Definice 12 (Fibonacciho halda): Fibonacciho halda se skldidd ze souboru
stromu T =1Ty,---, Ty, kde:

e Uchovdvané prvky jsou uloZeny ve vrcholech stromi T;.
e Pro kazdy strom T; € T plati haldové uspordddnd.

Pro kazdy vrchol v je definovan jesté rad vrcholu v jako pocet synu v, 7dd
stromu T je pak roven fadu korene T'. Kazdy vrchol muze byt oznacen. Na
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tento pojem bude odkazovano, ale jeho vyznam bude vysvétlen az pri popisu
operace increaseKey(Q, x, k).

Na prvni pohled je vidét, ze z definice oproti binomialni haldé vypadla
podminka o poc¢tu stromi stejného fadu v haldé, mutze jich tedy byt neomezené
mnoho. Samotné stromy jsou rovnéz velmi volné definované. Pozdéji ale bude
ukézano, ze uplné libovolnou strukturu mit nemohou.

merge(Q1, Q2) Pro popis dalsich operaci je nutné védét, jak se dvé Fibo-
nacciho haldy slucuji. Jedna se o trividlni operaci, kdy jsou spojové seznamy
stromt obou hald spojené za sebe a je aktualizovan ukazatel na maximum
[14].

insert(Q, k) Z kli¢e k je vytvorena nové halda (neboli samotny strom fadu
0, jehoz kofen neni oznaceny) a provede se slouceni s Q. Jak je uvedeno v [13],
mé operace merge(Ql, Q2) a tim paddem i insert(Q, k) casovou slozitost

o(1).

extractMax(Q) Bude popsan postup podle [14]. Strom, v jehoz kofeni se
nachazi maximum, se odtrhne ze seznamu stromi. Vsem jeho syntim se vy-
nuluje ukazatele na otce, zrusi se jejich pripadné oznaceni a vytvori se z nich
halda. Ta se nasledné slouci se zbytkem ptvodni haldy.

Takto by ale Fibonacciho halda zdegradovala na tiplné obycejny nesetazeny
spojovy seznam. Proto bude v dals$im kroku provadéna tzv. konsolidace (na-
zvand puvodné linking step), ktera bude slucovat stromy stejného radu, aby se
zmensil pocet stromt v haldé. Nejprve bude provedena analyza maximalniho
radu stromu v haldé.

Necht Fj, je k-té Fibonacciho éislo. Dale pocet vrcholtt stromu T bude
znacen jako |T'|. V [3] jsou uvedena a dokdzana dvé lemmata.

Lemma 5: Po kazdé provedené operaci plati, zZe je-li T € T rddu k, potom
T| > Fyo.

Lemma 6: Rdd kazdého stromu ve Fibonacciho haldé je nejvyse 2[logy n].

Prvni lemma bude ponechano bez diukazu. Druhé pak plyne primo z lem-
matua z faktu, 7e pro k >0 je Fjyo > 1,6% [3].

Pii provadéni konsolidace bude vytvoreno 2[logy n]+1 spojovych seznamii.
Tento pocet vychdzi z lemmatu [6] Postupné se z haldy odpoji vSechny stromy
a umisti se do seznami dle jejich fadu. Strom Fadu ¢ se bude nachazet v i-tém
seznamu. Poté algoritmus postupuje od nejmensiho po nejvétsi rad a stromy
po dvou z odpovidajictho seznamu vybird. Pokud byly v seznamu ¢ alespon
dva stromy, sloudi je (stejnym zpusobem jako se slu¢ovaly binomidlni stromy),
a vysledny strom vlozi do seznamu 7 + 1. Pokud se v seznamu nachézel pouze
jeden strom, prida ho zpatky do haldy. Tento postup je opakovan, dokud neni
seznam vyprazdnén. Poté se algoritmus presune do dalstho radu.
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Na konec se projdou koreny vsech novych stromt a najde se nové maxi-
mum.

V [3] je provedena podrobna analyza, ze které vyplyva, ze slozitost je
v nejhorsim pripadé je O(n), ale amortizovand cena operace je pouze O*(logn).

increaseKey(Q, x, k) Efektivita této operace je jednou z vyhod Fibo-
nacciho haldy oproti diive predstavenym haldam. Uzel se zménénym klicem
zde nebude ,, bublat® smérem vzhuru.

Misto toho je dle [4] zruseno pripadné oznaceni x, podstrom zakofenény
v ¢ je odtrzen a pridan ho do haldy. Nyni se poprvé vyuzije moznost oznaceni
uzlu. Oznadi se otec uzlu = (dale bude znacen jako o). Pokud uz ale o oznaceny
byl, oznaéeni se zrusi a odtrhne se i podstrom zakofenény v o a nasledné je
pripojen zpét do haldy. Takto se pokracuje i s otcem o, dokud se nenarazi na
neoznaceny uzel nebo na koren celého stromu. Tento postup zabrani tomu,
aby stromy prilis ztratily svoji strukturu.

Podobné jako u extractMax(Q), je i zde slozitost operace popsand v [3].
Zvétseni klice ma amortizovanou ¢asovou slozitost O*(1).

delete(Q, x) Mazani libovolného prvku se podle [13] realizuje jako zvétSeni
klice x na oo a nasledné smazani maxima. Slozitosti téchto dvou operaci jiz
byla uvedena, takze neni tézké si rozmyslet, ze i slozitost delete(Q, x) je
O*(logn).

1.2.4.4 Parovaci halda

Fibonacciho halda je pomérné implementacné slozit4 a byt asymptotické ana-
Iyza vychazi dobre, v praxi neni tak rychla jako jiné typy hald [15]. Proto byla
predstavena parovaci halda, ktera je principidlné podstatné jednodussi. Jeji
analyza je vsSak velmi slozitd a dodnes neni plné dokoncend, i kdyz uz se ji
vénovala Fada praci jako napt. [16] nebo [17].

Na rozdil od ptredchozich struktur je dle [15] parovaci halda reprezentovana
jedinym zakofenénym stromem, ve kterém plati haldové usporadani, maxi-
mum je tedy v kofeni.

merge(Q1, Q2) Dva stromy (libovolné velké) budou slu¢ovany podobnym
zpusobem jako v pripadé binomidlni nebo Fibonacciho haldy. Na zakladé po-
rovnani klict v korenech je jeden strom pripojen jako nejlevéjsi syn druhého.
To vede na konstantni ¢asovou slozitost [15].

insert(Q, k) Vytvoii se novy strom sklddajici se pouze z kofene, ktery je
poté sloucen se zbytkem haldy. I vkladani je tedy operace s konstantni ¢asovou
slozitosti [15].
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vvvvvv

odebran koten stromu. Tak zbude seznam jeho synii a jejich podstromii.
Synové se nésledné zleva doprava po dvojicich (odtud nézev parovaci halda)
slucuji. Vysledné stromy se v dalsim kroku slucuji zprava doleva do jediného
stromu, ktery bude reprezentovat haldu po odebrani maxima.
Casovd slozitost extractMax (Q) je stejné jako v pripadé Fibonacciho haldy
O*(logn) [15).

Pozndmka: existuji i odlisné strategie pro sluCovani syni, k dispozici jsou
napriklad v [17].

delete(Q, x) Mazani libovolného prvku (jiného nez maxima) je popsano
napiiklad v [I7]. Uzel z je odtrzen ze stromu, z jeho syni se vyrobi korektni
parovaci halda stejnym zptsobem jako pri mazani maxima. Ta je nakonec
sloucena se zbytkem Q. Casové slozitost je rovnéz O*(logn).

increaseKey(Q, x, k) Nejdiiv se zméni kli¢e na k. Pokud je x kofen, algo-
ritmus konci. V opacném pripadé mohlo dojit k poruseni haldového usporadandi.
Cely podstrom s kofenem z je tedy odtrzen a sloucen se zbytkem haldy.

Analyza této operace stile neni hotova. V [16] byla dokdzdna dolni mez
Q*(loglogn). Naopak horni mez je podle [I8] O*(22vIo8loen) coz je funkee
striktné nizstho fddu nez logn. Ani jedna z mezi avSak neni tésné.

1.2.4.5 Striktni Fibonacciho halda

Predstaveni Fibonacciho haldy bylo prilomem, jelikoz tento typ haldy dosdhl
¢asové slozitosti O*(1) pro vSechny operace kromé mazani (a mazani maxima),
kde je potieba O*(logn) ¢asu. Jejich nevyhodou je ale komplikovanost v po-
rovnani s diive predstavenymi haldami. Dle [19] nejsou v praxi tak efektivni
jako jiné teoreticky pomalejsi struktury. Od té doby se mnoho védcii snazilo
najit haldu, jejiz operace by dosahovaly stejné ¢asové slozitosti jako operace na
Fibonacciho haldé, ale v nejhorsim pripadé a nikoliv amortizované. Pti tomto
vyzkumu vznikla celd fada Casto velmi slozitych datovych struktur, které se
tomuto cili priblizovaly.

Striktni Fibonacciho halda predstavena v [19] je prvni halda, kterd tohoto
cile doséhla bez pouziti poli. Nejdrive bude princip jejtho fungovani popsan
na abstraktni trovni dle [19].

Cela striktni Fibonacciho halda je reprezentovana jedinym zakofenénym
stromem, v jehoz kazdém uzlu se nachéazi jediny kli¢ a v némz plati hal-
dové usporadani. Velikosti stromu se zna¢i pocCet jeho uzli. Stuperni uzlu je
pocet jeho synu. Kazdy uzel je aktivni nebo pasivni. Aktivni uzel s pasivnim
rodi¢em se nazyva aktivni koren. Hodnost aktivniho uzlu je definovana jako
pocet jeho aktivnich syni. Kazdému aktivnim uzlu je pritazeno nezaporné ¢islo
ztrdta. Celkovd ztrdta haldy je soucet ztrat vsech aktivnich uzli. Pasivni uzel
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je pripojitelng, pokud jsou vsichni jeho synové pasivni. VSechny uzly kromé
kofene jsou udrzovény v obycejné fronté Q’. Uzel mé pozici p, pokud se v Q'
nachdazi na p. pozici. Halda pocita s unikatnosti kli¢ti, tudiz pro pouziti v pri-
oritni fronté definované v této praci je nutné ke kli¢i pridat jesté identifikdtor.
Pro ucely analyzy (ale nikoliv implementace) je potfeba jesté jedna konstanta
R = 2logn + 6, kde n je pocet prvkia v haldé [19]. Nyni budou predstaveny
invarianty, které se v haldé udrzuji.

1. Aktivni synové uzlu se vzdy nachazi nalevo od pasivnich synu. Kofen je
pasivni a jeho pripojitelni pasivni synové se nachazi uplné vpravo. Pro
kazdy aktivni uzel plati, Ze i-ty nejpravéjsi aktivni syn méa soucet ztraty
a stupné alespon i — 1. Aktivni kofen mé nulovou ztratu.

2. Pocet aktivni uzli je nejvyse R + 1.
3. Celkova ztrata je nejvyse R + 1.

4. Maximalni stupen kofene je R+ 3. Necht z je n&jaky uzel kromé kofene
a p je jeho pozice v Q'. Pokud je x pasivni uzel nebo aktivni uzel s klad-
nou ztratou, jeho stupen je nejvyse 2log(2n — p) + 9; jinak je x aktivni
uzel s nulovou ztratou a muze mit stupen az 2log(2n — p) + 10.

Tyto invarianty zajisti platnost nasledujici véty. I s jejim dikazem jsou
uvedeny v [19].

Veéta 11: Vsechny uzly ve striktni Fibonacciho haldé maji hodnost nejvyse R.

Nyni bude predstaveno nékolik transformaci, kterymi lze opravit struk-
turu, pokud dojde k jejimu poruseni provedenim operaci [19]. Unikéatnost klicu
zajistuje, Ze se ve stromu po provedeni téchto transformaci nikdy neobjevi cyk-
lus.

e Pripojeni. Nejjednodussi transformace, kterd odpoji uzel x ze seznamu
synu svého otce a s i jeho podstromem ho pripoji pod uzel y. Pokud je x
aktivni, bude pripojen jako nejlevéjsi syn y. Jinak se stane nejpravéjsim
synem.

e Redukce aktivnich korenii. Necht jsou = a y aktivni kofeny stejné hod-
nosti. Nejprve se porovnaji jejich klice. BUNO feknéme, ze kli¢ x je
vetsi. Uzel y se pripoji pod = a tim se zvétsi hodnost x o jedna. Pokud
je nejpravéjsi syn z uzlu z pasivni, pripoji se z pod koren stromu. Tim
se snizi pocet aktivnich kofent o 1 a stupen kofene se muze zvétsit o 1.

e Redukce stupné korene. Budiz x, y a z tIi nejpravéjsi pripojitelni sy-
nové korene. S uzitim t¥i porovnani se sefadi kli¢e téchto uzlu. BUNO
predpoklddejme, ze k(z) < k(y) < k(x). Uzly = a y se oznali jako ak-
tivni. Uzel z se pripoji pod y a y se pripoji pod z. Déle se x pripoji
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jako nejlevejsi syn korene. Poté bude uzlim x a y nastavena ztrata 0
a hodnosti po fadé 1 a 0. Diky tomu se stupen kofene snizi o 2 a pocet
aktivnich korent se zvysi o 1.

o Jednouzlovd redukce ztrdty se aplikuje, kdyz existuje aktivni uzel x se
ztratou > 2. Necht je y rodicem x. Uzel z je pfipojen pod kofen stromu
a je oznacen jako aktivni s nulovou ztratou, ¢imz se hodnost y snizi o 1.
Pokud y neni aktivni kofen, jeho ztrata se zvétsi o 1. Jelikoz se ztrata z
snizila miniméalné o 2, celkova ztrata klesla alespon o 1.

e Dvouuzlovd redukce ztraty ptrijde na fadu ve chvili, kdy dva aktivni uzly
x a y se stejnou hodnosti maji ztratu rovnou 1. BUNO predpokladejme,
ze k(x) > k(y). Rodi¢e y oznaé¢me jako z. Nejdiive se y pripoji pod z,
¢imz dojde ke zvyseni hodnosti x. Ztrata x a y se nisledné nastavi na
nulu. Timto se stupen i hodnost z snizi o 1. Pokud neni z aktivni kofen,
jeho ztrata stoupne o 1.

merge(Q1, Q2) BUNO predpoklddejme, Ze velikost Q1 je nejvyse velikost
Q2.Vsechny uzly v @1 se oznadi jako pasivni, coz lze provést za O(1) ¢asu
zménou jediné hodnoty [19]. Necht je u véts{ z kofentt a v mensi z nich. Uzel
v se pripoji pod u. Fronta @' bude zfetézeni Q}, v a @5, kde Q) je oby¢ejna
fronta. kterd je soucéasti haldy @);. Nakonec budou provadény redukce aktivnich
kofenu a redukce stupné korene, dokud bude néktera z téchto transformaci
mozné. Slouc¢it dvé striktni Fibonacciho haldy trva O(1) ¢asu [19].

insert(Q, k) Vytvori se nova halda s jednim uzlem obsahujicim kli¢ &, kterd
je poté sloucena s (). Diky efektivité sluc¢ovani ma i tato operace konstantni
¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé [19).

extractMax(Q) Prvek s nejvétsim klicem se nachézi v koteni (déle znacen
jako 7). Algoritmus nejdiive najde uzel z jako toho ze synu r, ktery obsahuje
nejvetsi klic. Pokud je x aktivni, udéla z néj pasivni uzel, ¢imz se ze vsech
jeho aktivnich synti stanou aktivni uzly. Vsechny ostatni syny r pfipoji pod z.
Pasivni ptipojitelné syny x presune v seznamu synti z doprava. Uzel x bude od-
stranén z Q" a smazan. Poté se dvakrat provede nésledujici: uzel y nachazejici
se na zacatku @’ se presune na konec této fronty; pripoji se dva nejpravéjsi
synové y k x, pokud jsou pasivni. Potom bude provedena jedna redukce ztraty
a nakonec bude provadéna v libovolném poradi redukce aktivnich korent a re-
dukce stupné korene, dokud bude jedna z téchto transformaci mozna. Timto
postupem je dosazeno Casové slozitosti O(logn) [19].

increaseKey(Q, x, k) Necht je r kofen haldy. Nejdiive se uzlu z nastavi
kli¢ k. Pokud je x kofen, operace je dokoncend. Pokud je k(z) > k(r), prvky
v téchto uzlech se vyméni. Rodi¢e x bude déale znacen jako y. Uzel x bude
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pripojen pod koren. Pokud byl x aktivni uzel ale nikoliv aktivni kofen, stane
se z x aktivni kofen s nulovou ztratou a hodnost y se snizi o 1. Pokud je to
mozné, provede se redukce ztraty. Poté se bude provadét 6 redukei aktivniho
korene a 4 redukce stupné korene, dokud je to mozné. Casov4 slozitost operace
increaseKey(Q, x, k) je O(1) [19].

delete(Q, x) Jako u nékterych predchozich typu hald, i zde se zvysi kli¢
T na oo a smaze se maximum. Mazani libovolného prvku mé tedy casovou
slozitost O(logn) [19].

1.2.5 Tabulka ¢asovych slozitosti

Nyni budou pfehledné shrnuty asymptotické casové slozitosti operaci v 13
datovych strukturdch, které byly predstaveny vyse. V kapitole [3] pak bude
vidét, jestli je dobré se pfi vybéru implementace prioritni fronty fidit cisté
asymptotickymi slozitostmi nebo nikoliv.

Operace findMax a size maji na vsech strukturach shodné ¢asovou slozi-
tost O(1), jak jiz bylo Feceno na zac¢atku kapitoly proto nebudou uvedeny.
Pokud je u operace merge uvedeno n, mysli se tim soucet velikosti obou front.

’ H insert ‘ extractMax ‘ merge ‘

Neserazené pole 0*(1)/0(n) O(n) O(n)
Sefazené pole O(n) o(1) O(n)
Nesefaz. spoj. seznam 0O(1) O(n) 0(1)
Sefaz. spoj. seznam O(n) o(1) O(n)
BVS O(n) O(n) O(n)
AVL strom O(logn) O(logn) O(n)
Cerveno-cerny strom O(logn) O(logn) O(n)

(a-b)-strom O(logn) O(logn) O(nlog(n))
Binarni halda O(logn) O(logn) O(n)

Binomialni halda 0*(1)/O(logn) O(logn) O(logn)

Fibonacciho halda 0O(1) O*(logn)/O(n) 0(1)
Parovaci halda 0(1) O*(logn)/O(n) 0(1)
Striktni Fib. halda 0(1) O(log n) 0(1)

Tabulka 1.1: Tabulka asymptotickych casovych slozitosti operaci na
predstavenych strukturach.

*0O(1) v pripadé, ze se maze jakykoli jiny prvek nez maximum.
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H increaseKey ‘ delete ‘
Nesefazené pole 0(1) O(n)ﬂ
Serazené pole O(n) O(n)
Nesefaz. spoj. seznam 0(1) O(n)®
Sefaz. spoj. seznam O(n) 0(1)
BVS O(n) O(n)
AVL strom O(logn) O(logn)
Cerveno-Cerny strom O(logn) O(logn)
(a-b)-strom O(logn) O(logn)
Binarni halda O(logn) O(logn)
Binomiélni halda O(logn) O(logn)
Fibonacciho halda 0*(1)/O(n) | O*(logn)/O(n)
Parovaci halda O*(22Vleglogn) | O*(logn)/O(n)
Striktn{ Fib. halda 0(1) O(logn)

Tabulka 1.2: Pokracovani tabulky

1.3 Vyuziti

V predchozich ¢astech prace byla predstavena prioritni fronta a podrobné
rozebrana rfada moznych implementaci. Nyni bude uvedeno nékolik prikladu
pouziti, na kterych bude vidét vyznam této abstraktni datové struktury.

1.3.1 Heapsort

Prioritni fronta se dd velmi jednodusSe pouzit k razeni. Algoritmus heapsort
funguje tak, ze vSechny prvky vstupni posloupnosti se vlozi do (maximové)
prioritni fronty a ndsledné se opakované vold mazani maxima [5]. Je mozné
pouzit libovolnou implementaci, ale jak uz nazev algoritmu napovida, casto
se uziva (bindrni) halda, pfi¢emz algoritmus pak s haldou pracuje odliSnym
zpusobem, nez by se na prvni pohled nabizelo [5].

Vstupni posloupnost je ulozena v poli. Na toto pole se zavold algoritmus
heapBuild popsany v kapitole Poté se bude volat extractMin. Diky tomu,
ze maximum se vzdycky prohodi s poslednim prvkem aktudlné uvazovaného
pole, zbyde v poli na konci sestupné serazend vstupni posloupnost [1].

Postavit z pole haldu trva O(n) ¢asu. N-krat vyjmout maximum z bindrni
haldy zabere O(nlogn) casu. Celkova ¢asova slozitost algoritmu heapsort je
tedy O(nlogn), coz znamend, ze se jednd o asymptoticky optimdlni fadici
algoritmus [3]. V praxi se ukdzalo, Ze algoritmus quicksort je rychlejsi, byt
jeho ¢asova slozitost v nejhorsim ptipadé je kvadraticka [I].
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1.3.2 Dijkstrav algoritmus

Dijkstriv algoritmus slouzi k hledani nejkratsich cest z jednoho vrcholu vy
v orientovaném grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny nezapornymi ¢isly [I].
Délka hrana e bude znacend jako [(e).

Kazdy vrchol v miize byt bud'to nenalezens, otevieny nebo uzavreny a je
mu pridéleno ohodnoceni (h(v)). Aby bylo mozné nejkratsi cestu zrekonstruo-
vat, je nutné si pamatovat jesté predchiidce v. Na zac¢atku jsou vSechny vrcholy
nenalezené a jejich ohodnoceni je oo, s vyjimkou vy, ktery je otevieny a jeho
ohodnoceni je 0 [3]. V prioritni fronté si algoritmus bude ukldadat oteviené
vrcholy.

Dokud existuji néjaké oteviené vrcholy, vybere z nich vrchol v, ktery ma
nejmensi ohodnoceni. Pro kazdého naslednika w vrcholu v vykond nasledujici:
pokud plati, ze h(w) > h(v) + I(v,w), nastavi h(w) na h(v) + I(v,w), otevie
w a jeho predchidce nastavi na v. Po projiti vSech nésledniki v uzavie [3].

V Dijkstrové algoritmu se uplatni minimova prioritni fronta. Otevieni vr-
cholu znamenda zavolani operace insert, aktualizace ohodnoceni vrcholu je
volani decreaseKey a uzavieni vrcholu znamend provedeni extractMax. Pti
pouziti nesefazeného pole doséhne ¢asové slozitosti O(n?), coz je vyhodné pro
husté grafy [I]. Pii pouzit{ bindrni haldy ovSem postacuje O((n + m)logn)
¢asu a s Fibonacciho haldou dokonce pouze O(m + nlogn) (n zna¢i pocet
vrcholi a m pocet hran grafu)[3].

1.3.3 Jarnikav algoritmus

Jarniktv (nebo také Primiv) algoritmus dokaze najit minimdlni kostru ohod-
noceného grafu. Jedna se o hladovy algoritmus, ktery zacind se stromem o jed-
nom (libovolném) vrcholu a zadné hrané. V kazdém kroku je poté do stromu
pridana nejleh¢i hrana vedouci mezi nékterym vrcholem stromu a zbytkem
grafu. Takto budou vybrany hrany tvorici néjakou minimélni kostru [9].

Problém spociva ve zvoleni efektivniho zptsobu vybéru nejlehéi hrany ve-
douci do zbytku grafu. V prioritni fronté budou udrzovany sousedni vrcholy -
vrcholy lezici mimo strom, které jsou s nim spojeny alespon jednou hranou.
Kazdému sousednimu vrcholu bude pfifazeno ohodnoceni udavajici vahu nej-
lehéi hrany, kterou je pripojen ke stromu. V kazdém kroku je tedy vybran
leh¢i hranou. Poté je nutné do prioritni fronty pridat sousedy vrcholu u, nebo
upravit jejich ohodnoceni, pokud v ni uz byly [3].

Takto popsany Jarnikv algoritmus pfipomina Dijkstriv algoritmus, se
kterym m4 i shodnou ¢asovou slozitost [3].

1.3.4 Huffmanovo kédovani

Huffmantv kéd je optimalni prefixovy kéd pouzivany pro bezztratovou kom-
presi. Symboly, které se ve vstupu objevi nejéastéji budou zakdédovany pomoci
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mensiho poc¢tu biti. Naopak symboly, které se v ném vyskytuji zridka, budou
mit kddové slovo delsi. Kod lze zkonstruovat pomoci hladového algoritmu [2].

Algoritmus stavi binarni strom, jehoz listy jsou symboly puvodni abecedy.
Na zacatku je z kazdého symbolu abecedy vytvoren strom o jednom uzlu. Tyto
stromy jsou vlozeny do minimové prioritni fronty, kdy priorita je dana ¢etnosti
vyskytu symbolt ve stromu. Poté jsou v kazdé iteraci z fronty vybrany dva
stromy s nejmensi ¢etnosti, které jsou nasledné spojeny vytvorenim nového
kotrene. Na konci v prioritni fronté zbyde pouze jeden findlni strom. Kédové
slovo symbolu je dano cestou do daného listu z kotene. Dekddovani potom
probiha prochazenim stromu [IJ.

P1i pouziti bindrni haldy je Casova slozitost postaveni stromu O(nlogn)
[1]. Komprese Huffmanovym kdédem je velmi efektivni, tspora se vétsinou po-
hybuje mezi 20% a 90% [1], ovSem ma i nékolik nevyhod. Pro zakédovani
jsou nutné dva pruchody vstupem (jeden na postaveni stromu a druhy na
samotné zakédovani), kédovaci tabulka musi byt explicitné ulozena spolu se
zakédovanym textem a Huffmantuv kéd sice dokéaze vyuzit ¢etnosti jednot-
livych znaku, ale existuji i algoritmy, které rozpoznaji i delsi opakujici se
vzory [2].

1.3.5 Dalsi priklady vyuziti

Kromé zde uvedenych priikladi méa prioritni fronta i fadu dalsich pouziti.
V diskrétnich simulacich je potieba udrzovat si mnozinu ¢ekajicich udalosti, ze
kterych se dd vybrat ta nejdéle ¢ekajici a vlozit nové vytvorené [9]. Stejné tak
operacni systém musi pridélovat omezené prostredky riznym procesim, které
mohou mit ruznou prioritu [1]. Za zminku stoji jesté algoritmus A*, ktery
stejné jako Dijkstriv algoritmus hleda nejkratsi cesty v grafu, ale vyuziva
heuristiky [20].

1.4 Moznosti a prinos paralelizace prioritni fronty

Pojem paralelizace prioritni fronty mize byt chapan dvéma zptsoby. Miuze jit
o pouziti nékolika procesorti ke zrychleni operaci, které manipuluji s jednim
prvkem prioritni fronty. Tomuto tématu se vénovalo v minulosti nékolik praci,
prikladem je préace [21I]. V ni byla popséna prioritni fronta pro model CREW
PRAM (definovan v [22]), podporujici nalezeni maxima v konstantnim ¢ase na
jednom procesoru a ostatni operace (vytvoreni, vkladdni, slu¢ovani, nalezeni
a mazani maxima, mazani libovolného prvku a zménu klice) v konstantnim
¢ase pri pouziti O(logn) procesoru.

Nebo se muze jednat o paralelizaci ve smyslu soucasného pristupu (vkla-
déni, mazani, ...) ke k prvkum, kde k je konstanta [23]. Déle bude podrobné ro-
zebrana jedna strategie, jak tyto operace efektivné realizovat a bude odkézano
na nékolik dalsich.
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1.4.1 n-Bandwidth-Heap a n-Bandwidth-Leftist-Heap

Nejprve je tfeba definovat paralelni prioritni frontu podle [24].

Definice 13 (Paralelni prioritni fronta): (Maximovd) paralelni prioritni
fronta Q je abstrakini datovd struktura sklddajici se z prvki oznacengch
prirozenymi ¢isly, kterd podporuje ndsledujici operace:

o Insert(<il,...,in,>, Q) vlozi prvky iy, ...,i, do Q.
e Deletemin(Q, n) smaZe a vrdti n nejvétsich prvki z Q.
o Makequeue(S, §) zkonstruuje Q z mnoZiny prvki S.
A wvolitelné:
o Meld(Q1, @2, Q) slouci Q1 a Q2 do Q.

V [24] byly predstaveny hned dvé datové struktury n-Bandwidth-Heap
(kratce n-H) a n-Bandwidth- Leftist- Heap (n-L) vychézejici z binarni respektive
levicové haldy (leftist heap)ﬂ Zmeéna spociva v pritomnosti n kli¢t v uzlu. Uzly
mezi sebou udrzuji takzvané rozsirené haldové usporddani, tzn. ze nejvétsi kli¢
ulozeny v uzlu je vétsi nebo roven vsem klictim uloZenym v potomcich tohoto
uzlu (v maximové verzi). Necht m = f(n) - n, kde f(n) je rostouci funkce z n
do N, je pocet klica v haldé. Hloubka n-H nebo délka nejpravéjsi cesty v n-L
bude znacena jako h € O(log ™).

Déle jsou v [24] popsany i algoritmy umoznujici efektivni realizaci operaci
paralelni prioritni fronty. N-Bandwidth-Leftist-Heap narozdil od n-Bandwidth-
Heap podporuje slucovani. Pro obé haldy jsou dulezité dvé zakladni operace
- PARALLEL-SORT(S) a PARALLEL-MERGE(F;,E5), kde S je mnozina prvku
k sefazeni, F1 a E5 jsou sefazené posloupnosti, které budou slity. S pomoci n
procesoru v modelu CREW PRAM mize byt n kli¢u sefazeno v ¢ase O(logn)
a slévani dvou vektoru s kardinalitou kq respektive ko 1ze zvladnout v Case
O(ktk2 4 1oglogn) [24].

Operace s n-H Pro kazdou cestu z kotene haldy do listu plati, Zze konkate-
nace mnozin prvki z jednotlivych uzlid v této cesté tvori sefazenou mnozinu.
P1i vkladani nebo mazani ale dojde ke zméné prvkia v koreni nebo listu, coz
porusi rozsitené haldové usporadani. Aby se toto usporadani obnovilo, je de-
finovana subrutina REARRANGE, ktera jako parametry prijimé cestu v haldé
a uzel (kofen nebo list na této cesté). tato subrutina zavold PARALLEL-MERGE
na vsechny kli¢e v uzlech na cesté. Vysledna posloupnost je rozdélena na celky
po n prvcich, které jsou vlozeny zpét do uzlu. Casova slozitost této subrutiny
je O(|m| + loglogn), kde || je délka cesty [24].

>Nebyla popsana v této praci, popis se nachazi napiiklad v [25].
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Pri vkladani n prvkia do n-H jsou nejdrive prvky vlozeny do nejlevéjsiho
prazdného listu (jako u klasické bindrni haldy). Nésledné jsou prvky v tomto
uzlu sefazeny pomoci PARALLEL-SORT. Na konci je cesta z korene do tohoto
listu opravena pomoci REARRANGE. Casové slozitost celého vkladani je ddna
zejména serazenim vkladanych klic a naslednou opravou cesty, celkem tedy
O(h + logn) [24].

Pro popis dalsich operaci je potfeba si definovat minimdini cestu. Ta je
definovana rekurzivné. Koten haldy patfi do minimalni cesty. Pokud uzel patii
do minimaln{ cesty a X a Y jsou jeho synové a Y je bud'to prazdny nebo je
nejveétsi klic v X mensi nebo roven nejmensimu kli¢i v Y, pak X patii do
miniméln{ cesty [24]. Déle je potieba dalsi subrutina ADJUST. Ta pro kazdy
uzel P na minimdln{ cesté zkontroluje, zda existuje jeho sourozenec P’. Pokud
ano, provede se paralelni slévani klici P a P’ a vyslednd posloupnost se rozdéli
na poloviny a vlozi zpét do P a P’. To se d& zvladnout za O(h + loglogn)
casu [24].

Magzani rovnéz zacind stejné jako v klasické binarni haldé. Do korene se
zkopiruji prvky z nejpravéjsiho obsazeného listu z posledni hladiny. Nasledné
se provede volani ADJUST na minimalni cestu a REARRANGE rovnéz na minimalni
cestu s tim, ze druhym argumentem je koren. Nakonec jsou vraceny prvky
piivodniho kofene. Casové, slozitost mazani n prvki je O(h + loglogn) [24].

Posledni popisovanou operaci je Makequeue (S, Q). Nejdiive je postavena
nova halda, jejiz uzly obsahuji sefazené klice (neboli ™ volani PARALLEL-SORT).
V tuto chvili jesté nemusi platit rozsitené haldové usporadani. To se opravi
tak, Ze se celd halda projde od nejnizsi rovné az po koren a v kazdé trovni
se pro kazdy uzel P najde minimalni cesta z P do koTfene a zavola se na ni
ADJUST a REARRANGE. Postaveni haldy zabere O(* logn) casu [24].

Operace s n-L  Struktura n-H neumoznuje stejné jako klasickd binarni
halda efektivni slu¢ovani, naproti tomu operace s n-L jsou postavené na sluco-
vani dvou téchto struktur, je tedy nutné si nejdiive popsat tuto operaci.
Nejprve jsou slouceny cesty cesty z korent do nejpravéjsich uzli obou hald.
Ostatni uzly jsou k vysledné cesté vhodné pripojeny. Nakonec je provedeno
prepocitani hodnosti, aby se obnovila spravné struktura levicové haldy. To je
velmi vagni popis, ale vzhledem k tomu, ze v této praci nebyla levicova halda
popséana, na podrobny popis bude pouze odkazano do [24]. Slouc¢eni dvou n-L
zabere O(h + loglogn) ¢asu [24].

Pri vkladani n prvka do n-L @ je vytvorena nova n-L s jednim uzlem, ktera
je sloucena s Q). Mazéani n nejvétsi prvka probiha tak, ze se smaze koren a jeho
levy a pravy podstrom (dva korektni n-L) jsou slouc¢eny. Pfi konstruovani n-L
se vytvoif 7 hald o jednom uzlu, které jsou poté postupné slouceny do jedné.
Casové slozitosti téchto operaci jsou stejné jako v pfipadé n-H [24].
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1.4.2 Dalsi pristupy

V [26] byla predstavena paralelni prioritni fronta pracujici na modelu EREW
PRAM (definice dostupna v [22]). Jedna se opét o dvé struktury, z nichz jedna
podporuje efektivni slu¢ovani. Tyto struktury jsou podobné haldam popsanym
v ale zvladnou provést vlozeni k prvki nebo smazani k nejvétsich prvki
v case O(loglog 7 +log k) [23].

Dale byl v [27] predstaven zpusob, jak efektivné namapovat prioritni frontu
reprezentovanou tzv. slope haldou na hyperkrychli a optimdalni paralelni algo-
ritmy pro vkladani a mazani maxima. Prace popisuje dvé implementace téchto
operaci. Prvni z nich dosahuje na prioritni fronté o n prvcich, kde v kazdém
uzlu je ulozeno b prvki, pri mazani b nejmensich prvka nebo vkladani b prvki
zrychleni O(min(logn, bgﬁi’%)), kde b = O(n'/¢) pro ¢ > 1. Zejména
operace jednoho vkladani nebo jednoho mazani jsou optimalni a pri pouziti
p= O(lolgfgo gn) procesori vyzaduji pouze O(lo% + logp) ¢asu. Druhd imple-
mentace vyuziva vétsi mnozstvi procesoru a na jedné hyperkrychli dosahuje
témér optimalniho zrychleni. Vkladani logn serazenych prvkt nebo mazani
log n nejvétsich prvki zvladne za O(loglog n?) ¢asu na O( 15?12;1) procesorech.

Na silnéjsim modelu ztetézené hyperkrychle pak vykonéd druhd implementace
log?n
loglogn

logn operaci v ¢ase O(loglogn) pouzitim O( ) procesort, coZ znamena,
ze doséhne optimélniho zrychleni [27].

Za zminku stoji jesté paralelni prioritni fronta predstavend v [28], kterd
umoznuje provedeni paralelniho vkladani sefazené posloupnosti prvki, para-
lelni zvétseni klice sefazené posloupnosti prvki, smazani maxima a smazani
libovolného prvku v konstantnim case. Tato prioritni fronta mutze byt imple-
mentovana na EREW PRAM a umoznuje provést jakoukoli posloupnost n ope-
raci v case O(n) a pri O(nlogn) celkové prace, kde m je pocet vkladanych nebo
upravovanych prvka. Tvirci zamyslené pouziti této struktury je predevsim pa-
ralelni implementace Dijkstrova algoritmu, ktery by na CREW PRAM bézel
v case O(n) pfi O(mlogn) celkové prace (n znaci pocet vrcholi a m pocet
hran grafu) [28].

Vyse uvedené pristupy rozhodné nejsou jediné strategie pro implementaci
paralelni prioritni fronty, v rtznych pracich bylo publikovano jesté nékolik
dalsich strategii.
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KAPITOLA

Implementace

V ramci praktické ¢asti prace byla implementovana prioritni fronta s pomoci
datovych struktur popsanych v kapitole Byl pouzit jazyk C++, ktery je
pro tento ucel vhodny zejména diky své efektivité. Ze trinacti predstavenych
datovych struktur jich bylo implementovano 12, striktni Fibonacciho halda se
mezi nimi nenachézi vzhledem k jeji znacné komplikovanosti a praktické nedo-
stupnosti vzorové implementace v zadném jazyce. Popis mozné implementace
je ale uveden déle v podkapitole
Z operaci definovanych v kapitole se v kodu nachézi tyto:

e insert(Q, k)
e extractMax(Q)
e size(Q)

o findMax(Q)

« merge(Ql, Q2)

To znamend, Zze increaseKey(Q, x, k) a delete(Q, x) nebyly imple-
mentovany. V nékterych pripadech by to s timto rozhranim ani nebylo mozné,
konkrétné pro (a-b)-stromy (jak bylo vysvétleno v kapitole[1.2.3.4)) a pro struk-
tury realizované pomoci pole (sefazené pole, nesetazené pole, bindrni halda),
jejichz prvky se v paméti presouvaji.

Implementace datovych struktur vychézi z jejich abstraktnéjsich popisu
v kapitole[I.2]s nékolika zjednodusenimi, které jsou zpusobeny praveé nepiitom-
nosti dvou vyse uvedenych operaci. To znamend, ze se mohly v nékterych
pripadech mirné zjednodusit i ostatni operace. Z4dna z téchto drobnych zmén
ale nema vliv na asymptotické slozitosti.

Prakticka ¢ast prace casto vyuziva standardni knihovnu jazyka CH4+,
napt. STL kontejnery, knihovnu <algorithm> nebo dalsi.
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2.1 Struktura projektu

Zékladem je tfida PriorityQueue, kterda v konstruktoru prijima ukazatel na
abstraktni tfidu DataContainer. Slouzi tedy jako obal pro néjakou konkrétni
implementaci jako je napt. SortedArrayContainer nebo AVLTreeContainer,
coz jsou podtiidy DataContainer. Vsechny tyto tfidy jsou Ssablonové a maji
typovy parametr ValueType. Je mozné vytvorit prioritni fronty z prvka da-
tového typu, ktery ma definované operatory mensi, mensi nebo rovno a rovno.

V projektu se ale nachazi jesté dvé dalsi podtiidy DataContainer. Jednd
se 0 StdPQContainer (vold metody std: :priority_queue a slucovani je vyte-
seno jako opakované vkladdni prvki) a BoostFibHeapContainer (obaluje
boost/heap/fibonacci heap). Tyto tfidy budou pro srovnani rovnéz zahr-
nuty do méreni popsaného v kapitole|3| aby nebyly pouze porovnavany vlastni
implementace mezi sebou.

Dale jsou v projektu pritomny jesté tiidy EmptyQueueException (vyjimka
vyhazovand pii pokusu o ziskdni prvku z prazdné fronty), Tester (obsahuje
testy pro datové struktury) a PerformanceMeter, kterd méii vykonnost jed-
notlivych datovych struktur dle metrik popsanych v kapitole

2.2 Pole

Tridy reprezentujici sefazené i neserazené pole jsou v podstaté obalové tridy
nad std::vector. V nesefazené varianté je potieba jesté index nejvétsiho
prvku.

2.3 Spojové seznamy

I zde bylo vyuzito kontejnerti z knihovny STL. V pripadé nesefazené varianty
spojového seznamu bylo vyuzito obousmérné zretézeného seznamu std: :1list
s tim, ze je udrzovan const_iterator na uzel s maximalni hodnotou.

Pro sefazenou variantu postacuje pouziti std: :forward_1ist, neboli jed-
nosmérné zietézeného seznamu, jelikoz nikdy nebude mazan jiny nez prvni
uzel. Zde neni zadny iterator potieba.

2.4 Binarni vyhledavaci strom

Vsechny struktury popsané v podkapitole jsou implementované jako spo-
jové struktury, pricemz u BVS obsahuje kazdy uzel kromé klice i ukazatel na
levého a pravého syna a na rodice. V pripadé, Ze syn nebo rodi¢ neexistuji,
ukazatel ma hodnotu nullptr.

Pro cely strom je potfeba znat adresu kofene a nejpravéjsiho uzlu (s ma-
ximélnim klicem). Veskerd manipulace se stromem poté znamend aktualizaci

44



2.5. AVL strom

ukazatelt v uzlech, vétsina operaci je realizovand rekurzivné. Pii implemen-
taci BVS (i jeho vyvazovanych variant) nebylo potfeba brat v uvahu situaci,
kdy se maze uzel se dvéma syny, tedy ten nejkomplikovanéjsi pripad.

2.5 AVL strom

Reprezentace AVL stromu je podobné jako v ptipadé klasického BVS. V uzlu
pouze pribyla informace o hloubce. Tu tedy neni potfeba pocitat pokazdé
znovu, je ale nutné ji vzdy udrzovat aktudlni.

Pochopitelné bylo nutné implementovat logiku vyvazovéani stromu a le-
vou a pravou rotaci (LR a RL rotace jsou realizoviany dvéma voldanimi jedno-
duchych rotaci).

2.6 Cerveno-cerny strom

V kazdém uzlu se kromé standardnich ti{ ukazatelt udrzuje jesté informace
o barvé. Na rozdil od predchozich struktur neni chybéjici syn nebo rodic re-
prezentovan nulovym ukazatelem. Misto toto byl zaveden specidlni uzel NIL,
ktery neobsahuje Klic.

Neni nutné vytvaret vice instanci NIL uzlu, postacuje jen jedna instance,
na kterou bude ukazovat vice vnitinich uzlt. Ukazatele na rodice tohoto je-
diného NIL uzlu je mozné dle potreby upravovat. Konkrétné ve tiidé
RedBlackTreeContainer je NIL reprezentovan statickou ¢lenskou proménnou
(stejného datového typu jako ostatni uzly). Klicové slovo static bylo pouzito
z davodu pristupu k NIL z vnorené struktury. Diky tomu neni tato tiida
thread-safe, méfeni provadéné v ramci této price je ovSem realizované Cisté
sekvencné, takze nedojde ke zkresleni vysledk.

U popisu operace slu¢ovani v kapitole[I.2.3.3]bylo fe¢eno, Ze uzly v posledni
hladiné budou obarveny cervené, ale z tohoto vysvétleni neni Uplné jasné,
jak toho efektivné docilit. Obarvovani lze zajistit uz pri konstrukci stromu.
7 poctu uzli se spoc¢itd maximalni hloubku. P¥i samotné konstrukeci se poté
jako parametr rekurzivni funkce predava i hloubka zanoreni. Podle tohoto
udaje algoritmus vi, do jaké hladiny vklada a mutze tedy zvolit spravnou barvu.

2.7 (a-b)-strom

Struktura (a-b)-stromu se od ostatnich stromti zna¢né odlisuje. Prislusna tfida
ABTreeContainer sice byla implementovana pro obecné parametry, ale pro
jejich zménu je potieba tridu znovu zkompilovat. Tématem prace neni hledédni
nejvhodnéjsich parametru (a-b)-stromu, vSechna méreni budou provedena na
¢asto pouzivaném (2-3)-stromu.

Vnéjsi uzly jsou reprezentovany nulovymi ukazateli. V uzlu je uloZen se-
znam kli¢t a seznam ukazatelti na syny (pro oboje byl vyuzit std: :vector).
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Ukazatel na rodice v uzlu neni ptitomen. Jak jiz bylo ukazano, pii opravé
struktury po vklddani nebo mazani mohou vznikat nebo zanikat uzly a udrzo-
Na rozdil od ostatnich spojovych struktur neni zvlast udrzovan ukazatel na
uzel s nejvétsim klicem, ale primo hodnota tohoto klice, jelikoz ukazatel na
nejpraveéjsi uzel ve stromu muze byt nékterymi operacemi zneplatnén. Prave
z duvodu absence ukazatele na rodice se pripadné déleni uzli provadi pri
navratu z rekurze.

Pouzitd implementace se z velké ¢asti drzi pseudokddi z [3]. To znamena,
ze pii vkladani je volana pomocnd metoda, kterd vraci budto @ (v kédu
std: :nullopt) nebo trojici obsahujici kli¢ a dva uzly (std: :tuple).

2.8 Binarni halda

Binarni halda je reprezentovéana polem (std: : vector), nikoliv spojovou struk-
turou. Pouzivé se indexovani od 0. Z kapitoly stoji za pripomenuti, ze
v tomto pfipadé se index rodice n-tého prvku spocitd jako |(n—1) /2], index
levého syna je 2-n 4+ 1 a pravy syn se nachdzi na pozici 2 -n + 2. Slucovani se
realizuje difve popsanym algoritmem heapBuild.

2.9 Binomialni halda

Uzel binomialniho stromu je v paméti reprezentovan jako struktura, kterd
kromé klice obsahuje jesté ukazatel na rodice, na nejpraveéjsiho syna a na
levého sourozence.

Pro celou haldu si staci pamatovat ukazatel na kofen nejmensiho stromu.
Vsechny stromy pak budou tvofit spojovy seznam. K tomu lze vyuzit ukazatel
na levého sourozence kofenti. Tim vznikne jednosmérné zietézeny seznam,
takze je dobré si pamatovat i ukazatel na predchiidce stromu s maximalnim
klicem, at ho neni nutné hledat.

Pti mazani uzlu se vyrabi binomidlni halda ze synti. Synové uz se ve spo-
jovém seznamu nachézi, avSak jsou ve Spatném potadi. Je proto nutné otocit
smeér seznamu. K tomu postacuje jeden priichod seznamem.

2.10 Fibonacciho halda

V fadé zdroju véetné puvodniho ¢lanku predstavujiciho Fibonacciho haldu [14]
se uvadi implementace souboru stromii a souboru synu kazdého vrcholu po-
moci kruhového obousmérné zietézeného spojového seznamu. V implementaci
vytvorené v ramci této prace je ale pouzit po vzoru [3] klasicky obousmérné
zfetézeny seznam (std::list).

Pro celou haldu je udrzovan ukazatel na T3, T; (neboli prvni a posledni
strom haldy) a na uzel s maximalnim klicem, coz je rovnéz kotfen néjakého
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stromu. V kazdém uzlu je spolu s klicem ulozen fad uzlu, ukazatele na rodice,
nejlevéjsiho syna a levého a pravého sourozence. V této implementaci tplné
odpadlo oznacovani vrcholl, protoze podstromy jiného uzlu nez maxima se ni-
kdy nebudou odtrhavat. Tim se i mirné zjednodusila operace mazani maxima,
kdy neni odpada krok s rusenim oznaceni synt.

2.11 Parovaci halda

V kazdém uzlu parovaci haldy se nachézeji ukazatele na nejlevéjsiho syna
a na pravého sourozence. To znemoznuje efektivné implementovat operace
increaseKey(Q, x, k) a delete(Q, x) (pro upraveni ukazatele na syna
v otci & by musel byt prohledan cely strom), coz ale v tomto pripadé nevadi.
Pokud by mély byt pouzivany i tyto dvé operace, by byl pfidédn jesté ukazatel
na levého sourozence, ktery by v pripadé uzli, které levého sourozence nemaji,
slouzil jako ukazatel na otce [9]. V [9] je popsdn jesté mirné komplikovanéjsi
zpusob, jak reprezentovat strom pomoci dvou ukazateli v uzlu pfi stejnych
casovych slozitostech téchto operaci.

Za zminku stoji konkrétni podoba implementace operace mazani maxima.
Algoritmus potiebuje dvé pole. Synové kotene se odpoji ze seznamu souro-
zencu a jsou vlozeny do prvniho pole P;. Pokud byl synu lichy pocet, vlozi se
na konec P jesté prazdny strom. Nyni prijde na fadu sluc¢ovani po stromt po
dvojicich. Vysledné stromy se budou vklddat do druhého pole (P). Stromy
v P, se nakonec slouc¢i béhem jediného prichodu polem. To znamen4, ze pro
k od I do 1 se bude slucovat Pslk] s P2lk — 1] a vysledek se bude ukladat do
P,k — 1]. Na konci se tak bude v P[0] nachézet vysledny strom.

2.12 Striktni Fibonacciho halda

NiZe bude uvedena jedna z moznych implementaci zminéna v [19].

Kazdy uzel bude kromeé klice obsahovat jesté ukazatele na levého a pravého
sourozence, rodi¢e a nejlevéjsiho syna a ukazatel na tzv. aktioni zdznam. In-
formace o tom, zda-li je uzel aktivni nebo pasivni tedy neni uloZena primo
v uzlu.

Aktivni zdznam obsahuje booleovskou proménnou, kterd urcuje jestli jsou
uzly ukazujici na tento zdznam aktivni nebo pasivni. Déale se zde nachézi i ¢itac
referenci, ktery je uzitecny pro uvolnéni paméti v pripadé, ze zaznam uz neni
potieba.

Dale je potieba seznam hodnosti, ktery bude v sestupném poradi obsahovat
jeden uzel pro kazdou moznou hodnost r. V kazdém z téchto uzli se nachazi
ukazatel na oba sourozence, 2 ukazatele na zaznam v seznamu oprav (bude
predstaven déle) - jeden na aktivni uzel hodnosti r s kladnou ztratou a jeden
na aktivni kofen hodnosti r. Posledni polozkou bude ¢éita¢ referenci.
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2. IMPLEMENTACE

Dalsi polozkou, ktera bude ukladana, je jiz zminény seznamu oprav, v jehoz
zédznamu se nachazi ukazatel na uzel stromu, ukazatel na levého a pravého sou-
rozence (jednd se o kruhovy spojovy seznam) a ukazatel na prislusny zdznam
v seznamu hodnosti (dle hodnosti uzlu). Ucel seznamu oprav je ukladani ak-
tivnich uzli, nad kterymi by se dala provést néktera z transformaci zminénych
vyse.

K praci s haldou je nutné znét jeji velikost, ukazatel na kofen, ukazatel
na aktivni zdznam, ukazatel na nejlevéjsiho pasivniho neptipojitelného syna
kofene, ukazatel na uzel, ktery se nachdzi a prvnim misté v @Q’, ukazatele
na nejpravéjsi zaznamy v seznamu hodnosti a seznamu oprav a ukazatel na
nejleveéjsi zdznam v seznamu hodnosti s kladnou ztratou.
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KAPITOLA 3

Meéreni

Déle byla zmérena praktickd vykonnost implementovanych variant prioritni
fronty v nékolika scénérich.

3.1 Technika méreni

V prvnim testu bylo do prioritni fronty vlozeno n prvka vzestupné serazené
posloupnosti. Kazdy nové vlozeny prvek mél tedy maximalni klic. Poté byla
n-krat voland operace mazani maxima.

Druhy test je podobny, ale tentokrat byly vlozeny prvky sestupné serazené
posloupnosti, zadny vlozeny prvek tedy nebyl novym maximem (kromé prvku
vloZeného na zacétku). Nakonec byly vSechny prvky z fronty opét vyjmuty.

Nasledné byl proveden test ndhodného vkldddni a viybéru, kdy byl n-krat
s 50% pravdépodobnosti do prioritni fronty vlozen prvek s ndhodnym kli¢em.
Jinak bylo smazidno maximum. Pokud by méli dojit k mazani maxima, ale
fronta byla prazdna, rovnéz se vlozil nahodny prvek. Na konci byly vyjmuty
vSechny zbyvajici prvky. V tomto scénarii se s velkou pravdépodobnosti nikdy
nebude ve fronté vyskytovat velké mnozstvi prvku.

V dalsim scénéii - prevazujici vklddani - tomu bude jinak. Pomér operaci
vkladani a mazani nyni bude 4:1. Na konec se opét smazou zbyvajici prvky.
Na konec bude zméfena vykonnost operace slucovani. Zde se naplni n

prioritnich front 100 prvky (¢as potfebny k naplnéni neni zahrnut do méreni)
a nasledné se vsechny slou¢i do jedné.

Pro kazdou hodnotu n probéhly vSechny testy trikrat a jako vysledny cas
je bran medidn jednotlivych c¢asti. Ve vsech testech byl jako prvek prioritni
fronty pouzit datovy typ uint32_t.
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3.2 Testovaci server a nastaveni prekladace

Méfteni bylo provedeno na skolnim serveru STAR, aby se snizila mira ovlivnéni
méfeni jinymi bézicimi procesy. Server mél nasledujici konfiguraci:

o CPU: Intel® Xeon® CPU E5-2620 v2 @ 2,1 GHz (6 jader, 12 vldken)
« RAM: 32 GB

e OS: CentOS 7

Pouzitym prekladacem je g++ ve verzi 8.2.1 s prepinaci -Wall -pedantic
-std=c++17 -03.

V pritbéhu tvorby implementace se ukazalo, ze prepina¢ -03 méa znacény
vliv na vysledky méfeni. U nékterych struktur nebyl rozdil mezi stupni op-
timalizace 0 a 3 znatelny, nékde ale slo o desetindsobné zrychleni. Zkouméni
vlivu optimalizace ale neni cilem této prace.

3.3 Diskuze vysledka

Nyni budou rozebrany vysledky méreni dle vyse popsanych scénait. Grafy
kompletnich vysledki jsou k dispozici v ptiloze[A] Vzhledem k po¢tu mérenych
datovych struktur ale nejsou grafy na prvni pohled prehledné a jsou v praci
uvedené hlavné pro tiplnost.

3.3.1 Vzestupné serazena posloupnost

V tomto scénafi se jasné vyprofilovaly dvé skupiny implementaci.

Zdaleka nejhiife dopadly prioritni fronty realizované jako neserazené pole,
neserazeny spojovy seznam a bindarni vyhleddvaci strom. U prvnich dvou struk-
tur bylo sice vkladani velmi rychlé, avsak pri kazdém vyjmuti maxima bylo
nutné projit vSechny prvky a najit nové maximum, coz se ukazalo jako velmi
casoveé naroc¢né. Binarni vyhleddvaci strom v tomto pripadé zdegeneroval na
spojovy seznam, ktery musel byt cely prohledan pri vkladani. Vysledky nej-
pomalejsich struktur se nachézi v grafu

Naopak nejlépe si vedly serazené varianty pole a spojového seznamu, coz
je vidét v grafu[3.2] Pri vklddani vzestupné sefazené posloupnosti nebylo t¥eba
presouvat zadné drive vlozené prvky. Tyto datové struktury se tedy hodi pro
implementaci prioritni fronty ve specifickém piipadé, kdy je vkladdna (témeér)
sefazend posloupnost prvku.

Vysledné ¢asy ostatnich implementaci se od sebe lisSi uz méné. Za zminku
stoji, ze dobrého vysledku dosahla naptiklad vétsina hald a std::priority_queue,
naopak horsi ¢as byl naméren u vyvaZovanych variant BVS a obou implemen-
taci Fibonacciho haldy.
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Obrazek 3.1: Nejpomalejsi implementace v testu vzestupné sefazené posloup-
nosti.

3.3.2 Sestupné serazena posloupnost

Jak je vidét na obrazku(3.3] opét se jako pomalé ukazaly implementace pomoci
neserazeného pole, neserazeného spojového seznamu a bindrniho vyhleddvaciho
stromu. Podobné Spatné si ale tentokrat vedly i serazené pole a neserazeny
spojovy seznam, dokonce jsou pomalejsi nez jejich neserazené verze. Na rozdil
od scénare s vkladanim vzestupné serazené posloupnosti bylo pri vkladani
nutné novy prvek presunout na zacatek.

7 tohoto testu nevysel jasny vitéz. Se srovnatelnym casem skoncily haldy
(kromé Fibonacciho) a std::priority_queue. Vyvazované stromy a Fibonacciho
halda (vyse popsand implementace i ta z knihovny boost) byly opét o néco
pomalejsi. Vybrané vysledky jsou znazornéné v grafu

3.3.3 Nahodné vkladani a vybér

V tomto scénari se s velkou pravdépodobnosti v prioritni fronté nenachézelo
mnoho prvki. Rozdil v naméfenych casech je podle ocekavani mezi jednot-
livymi implementacemi o poznani mensi. Jako nejpomalejsi se ukazaly prio-
ritni fronty postavené na neserazemém poli a zejména neserazeném spojovém
seznamu. Jejich serazené varianty ale dopadly naopak nejlépe ze vsech im-
plementaci. V grafu jsou znazornéné obé varianty. Z ostatnich implemen-
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Obrazek 3.2: Nejrychlejsi implementace v testu vzestupné sefazené posloup-
nosti.

taci stoji za zminéni (2-3)-strom a implementace Fibonacciho haldy vytvorena
v rdmci této prace. Jejich casy se blizi neserazenému poli. Zbytek datovych
struktur dopadl srovnatelné.

3.3.4 Prevazujici vkladani

Zde uz jsou diky pritomnosti vétsiho mnozstvi prvku vidét vétsi rozdily.
V tomto testu propadly zejména spojové seznamy a za nimi pole(nebudeme
ukazovat na grafu, jednd se o podobnou situaci jako v predchozich testech).
Vibec nejlépe si vedly bindrni halda a std::priority_queue.

V grafu [3.6]1ze s odstupem pozorovat jesté cerveno-cerny strom. V tésném
zavésu za nim skoncila vétsina ostatnich struktur. Pouze (2-3)-strom a verze
Fibonacciho haldy implementovana v ramci této prace jsou znatelné pomalejsi,
coz je rovnéz trend pozorovany i v predchozich scénarich.

3.3.5 Slucovani
Casy namérené v ramci testu slucovani se pro jednotlivé implementace znacné
lisi.

Témér identickych ¢ast dosdhly BVS, AVL strom a cerveno-cerng strom.
Za nimi skoncily neserazené varianty pole a spojového seznamu a bindrni
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Obrazek 3.3: Nejpomalejsi implementace v testu sestupné sefazené posloup-
nosti.

halda, jak je vidét v grafu O néco lépe dopadl posledni ze stromi - (2-3)-
strom, tfebaze jeho operace slu¢ovani byla implementovana pouze jako opako-
vané vkladani a nikoliv jako postaveni stromu ze serazeného pole. To odpovida
zjisténi z [4], kde v podobném testu také dopadl lépe strom s touto varian-
tou slucovani. Roli zde hraje fakt, ze nedochézi ke slu¢ovani dvou prioritnich
front s velkym mnozstvim prvki, ale velkého mnozstvi mensich. To znamena,
ze znacna ¢ast vysledného stromu byla postavena mnohokrat.

Lépe si vedla jednak std::priority_queue a také neserazené pole. Vitézi jsou
ale varianty prioritni fronty, které maji konstantni, pripadné logaritmickou
casovou slozitost operace slucovani. Jednd se o neserazeny spojovy seznam
a komplikovanéjsi typy hald (binomidlni, pdrovaci, a obé implementace Fi-
bonacciho). V grafu je z nich pro prehlednost znazornén pouze spojovy
seznam, ostatni zminované struktury se nachazi tésné za nim.

3.3.6 Obecné zavéry

Za zminku stoji, jak si vedly implementace vytvorené v ramci praktické ¢asti
této prace v porovnani se dvéma knihovnimi implementacemi, které byly za-
hrnuty. Bindrni haldu lze piimo srovnat s std::priority_queue [29]. V grafu
je vidét, jak tyto struktury skoncily v testu s prevazujicim vkladanim. Obé
bindrni haldy dosahly podobnych ¢asti, byt v jinych testech operaci vkladani
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Obrazek 3.4: Nejrychlejsi implementace v testu sestupné setazené posloup-
nosti.

a mazani maxima knihovni implementace mirné vitézi. Implementace Fibo-
nacciho haldy z knihovny boost se ukézala ve vsSech testech jako rychlejsi
(s vyjimkou testu slucovani, kde ale rozdil neni velky).

Zajimavé je rovnéz srovnani vyhledavacich stromti. Obycejny BVS propadl
v testech vkladani sefazenych posloupnosti, pro ndhodné hodnoty ale dopadl
srovnatelné s vyvazovanymi variantami. Neni to prekvapivé, jelikoz ocekavand
hloubka BVS postaveného z n ruznych ndhodnych kli¢t je O(n) [1] - v tomto
testu se sice ve stromu mohou objevit duplikaty, ale na vysledkdch méreni je
vidét, ze hloubka stromu se drzela u této meze. (2-3)-strom si pak vzdy vedl
o néco hure nez AVL a ¢erveno-Cerny strom.

7 vysledku plyne, ze ve specifickych pripadech jsou nejrychlejsi jednoduché
datové struktury jako pole nebo spojové seznamy, jindy ale vyrazné zaostavaji.
S vyjimkou slucovani se ukazalo ze rezie spojena se zvétsovanim pole je mensi
nez manipulace s ukazateli spojového seznamu. Pro ndhodné prvky je mozno
za vitéze prohlasit binarni haldu. Jeji nevyhoda je ale neefektivni slucovani.
parovaci halda jsou kompromisy, které dosahuji dobrych casu pii vkladani
a mazani i pri sluc¢ovani. Prestoze vyhleddvaci stromy nejsou na rozdil od
hald primarné ucené pro pouziti jako prioritni fronta, zejména cerveno-cerny
strom za nimi ve vétSiné testl nezaostaval.
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Obréazek 3.5: Vybrané vysledky testu ndhodného vkladani a mazani.

Jak bylo feceno, do test nebyla zahrnuta striktni Fibonacciho halda. Z mé-
feni provedenych v [30] vyplyvd, Ze je velmi pomald. V testu fazeni a pouziti
v Dijkstrové algoritmu skoncila dokonce jako viibec nejpomalejsi ze vsech tes-
tovanych hald. Na jejim prikladé je vidét, ze datové struktury nelze posuzovat
cisté dle asymptotickych slozitosti operaci.

Stejnou problematikou se ve své praci zabyval Simon Schierreich [4]. Pri
prostudovani vysledka jeho prace vyslo najevo, Ze vykonnost stejnych typu
prioritni fronty ve srovnatelnych scénarich se nékdy lisi od casii namérenych
v této praci. Mize to byt zpisobeno odlisnym nastavenim piekladace nebo
implementac¢nimi detaily. Nikdy ale nejde o radové rozdily a z této prace nelze
vyvodit zadnd zjisténi, kterd by byla primo v rozporu ze zjisténimi v préaci
Simona Schierreicha.
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Obrazek 3.6: Vybrané vysledky testu s prevazujicim vkladanim.
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Zaver

Cilem prace bylo nastudovat abstraktni datovou strukturu prioritni fronta,
nastudovat a implementovat jeji varianty a zmérit jejich praktickou vykonnost.
Dalsim cilem bylo popsat moznosti paralelizace prioritni fronty.

V préci bylo detailné popsano mnozstvi riznych implementaci a s jednou
vyjimkou se je vSechny podafilo implementovat. Striktni Fibonacciho halda
se ukéazala jako velmi slozitd a diky nedostupnosti jeji vzorové implementace
v jakémkoli programovacim jazyce se ji nepodarilo implementovat.

V rédmci praktické ¢éasti probéhlo i méfeni vykonnosti implementovanych
datovych struktur v nékolika scénarich. Ukazalo se, ze pfi vybéru implemen-
tace prioritni fronty se nelze tidit pouze asymptotickymi slozitostmi operaci,
protoze v praxi se mohou na vykonnosti negativné projevit skryté konstanty.
Prace podrobné rozebrala vysledky vsech méreni. Velmi dobrych vysledku
dosahly zejména haldy, jmenovité binarni nebo parovaci halda. Ve specifickych
pripadech prekvapily svou rychlosti velmi jednoduché datové struktury jako
je setazené pole.

Prace rovnéz poskytuje struény prehled dosavadniho vyzkumu na poli pa-
ralelizace prioritni fronty, coz neni v ¢eském prostiedi prilis diskutované téma.

Na praci se da navazat nastudovanim a implementovanim jinych datovych
struktur vhodnych pro pouziti jako prioritni fronta. Rovnéz je mozno imple-
mentovat i operace pro zmeénu klice a mazani libovolného prvku a provést
meéteni jejich vykonnosti, napiiklad pti pouziti v Dijkstrové algoritmu nebo
jinych realnych aplikacich nebo algoritmech. Zajimavé by bylo také naimple-
mentovat striktni Fibonacciho haldu, ktera zde byla pouze popsana. Prestoze
implementace vytvorené v ramci této prace jsou sablonové, méfeni probéhlo
pouze na jednom primitivnim datovém typu. Dalo by se tedy provést méreni
i pro ruzné uzivatelské datové typy.
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PRILOHA A

Kompletni vysledky méreni
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Obréazek A.1: Vysledky testu vzestupné sefazené posloupnosti.

66



102

10!

100

10~1

Cas [s]
S
"

e D,

N

T 11179

10~
102 103

Pocet vlozenych prvki

—F—
—R—

—— Nesetazeny spojovy seznam
—o— Sefazeny spojovy seznam
—— Bindrni vyhledavaci strom

—
—o—

——
——

—x—
ke
——
—=—

—o— boost/heap/fibonacci-heap

Neserazené pole
Serazené pole

AVL strom
Cerveno-cerny strom
(2-3)-strom
Binarni halda
Binomialni halda
Fibonacciho halda
Parovaci halda
std::priority _queue

Obréazek A.2: Vysledky testu sestupné serazené posloupnosti.
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Obrazek A.3: Vysledky testu ndhodného vkladani a vybéru (1:1).
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Obrazek A.4: Vysledky testu ndhodného vkladéani a vybéru s prevazujicim
vkladanim (4:1).

69



A. KOMPLETNI VYSLEDKY MERENT

—

70

102

=)

\

)

£ =

Pocet slucovanych hald

——
—R—

—

Neserazené pole
Serazené pole

—+— Nesefazeny spojovy seznam
—o— Sefazeny spojovy seznam
—— Bindrni vyhledavaci strom

AVL strom
Cerveno-cerny strom
(2-3)-strom
Binarni halda
Binomialni halda
Fibonacciho halda
Parovaci halda
std::priority _queue

—©o— boost/heap/fibonacci_-heap

Obréazek A.5: Vysledky testu slucovani.
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PRILOHA B

Seznam pouzitych zkratek

FIFO First In, First Out

LIFO Last In, First Out

BVS Binarni vyhledavaci strom
PRAM Parallel random-access machine
EREW Exclusive read exclusive write

CREW Concurrent read exclusive write
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PRILOHA C

Obsah prilozeného CD

readme.tXt ... .. i stru¢ny popis obsahu CD
I o o zdrojové kody
IMPL et e zdrojové kody implementace
thesis . ooveriiiinnnennnnn. zdrojova forma prace ve formatu KITEX
e - v PP kompletni vysledky méreni
| Tesults.CsV..eiiiii vysledky ve formatu CSV
I =D P text prace
Lthesis.pdf ............................. text prace ve formatu PDF
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