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Anotace

Tato diplomova prace prinasi prehled zékladnich analytickych vypocta kritické
sily pro ztratu stability kompozitovych materiali. Prace je rozdélena na teoretickou a
vypoctovou ¢ast. Teoreticka ¢ast obsahuje popis principt ztraty stability, seznameni s
problematikou klasické laminatové teorie a odvozeni ohybové analyzy desek a kritické
sily pro ztratu stability materidlu. Prakticka ¢ast obsahuje provedené vypocty kritické
sily pro izotropni a ortotropni desky pomoci prfimého a energetického feseni principem
minima potencialni energie.

Abstract

This thesis provides an overview of basic analytical calculations of the critical
forces for buckling for composite materials. Document is split into theoretical and
computational part. The theoretical part describes principle of buckling, introducing
of classical lamination theory, including bending analysis and buckling calculations.
The practical part demonstrates calculations of the critical force for buckling for
isotropic and orthotropic composite plates by direct solution, as well as energetic
solution based on the principle of minimum potential energy.
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Uvod

Kompozity pfedstavuji od 60.let minulého stoleti velmi atraktivni skupinu mate-
rialt pti stavbé konstrukei ve strojirenstvi. Tyto materialy jsou pii spravném pouziti
schopny prenést v urcenych smérech velké napéti a zaroven maji nizkou hmotnost a
Ize je pouzit v tenkych vrstvach. Kvili témto divodim se firmam vyplati investovat
do vyvoje a inovaci novych kompozitnich materiali, které by zdokonalily jejich pro-
dukty v leteckém, automobilovém, lodnim nebo sportovnim primyslu. Na rozdil od
konvenc¢nich materialti nejsou vlaknové kompozity izotropni material se 2 nezavislymi
konstantami, ale jsou material ortotropni. Ortotropni material ma 9 nezavislych kon-
vyznamné ovlivituje vzpér nosniku a ztratu stability desek. U izotropniho materialu
muzeme citlivost proti ztraté stability ovlivnit geometrii desky a volbou materialu.
U kompozitové desky mohou i drobné nuance pfi vybéru vrstev zptisobit vyrazny
rozdil v citlivosti laminatové desky proti ztraté stability. Laminatové desky se vyuzi-
vaji naptiklad v letectvi, kde muze byt konstrukéni chyba fatalni. Z tohoto duvodu
potfebuje byt konstruktér pfi navrhovani kompozitovych prvkt dobie obeznamen s
problematikou mechaniky kompozitnich materiali.

Tato prace se zabyva analyzou stability laminatovych desek. V kapitole 1 diplo-
mové prace je popsana problematika ztraty stability a predstaven koncept stability
s potencialni energii v systému, ktery je slozen ze tifi fazi. Dale je popsana ztrata
stability laminatovych desek a zminény problémy, které pri ztraté stability nastavaji.

V kapitole 2 je predstavena klasickd lamindtovd teorie, ktera je odvozena od Kir-
chhoffovy hypotézy. Tato hypotéza je zakladnim prvkem vedoucim k rovnicim lamina-
tové desky, které uvadim v 2.3. Pro tyto rovnice plati predpoklad rovinné napjatosti,
protoze tloustka je viici ostatnim dvéma parametriim zanedbatelna. Pfi aplikaci Cau-
chyho tenzoru deformace ziskdme z pomérné deformace a kiivosti desky sily a mo-
menty, které pisobi na dany laminat. Vazby mezi témito veli¢inami udéavaji prvky
globalni matice tuhosti. Nékteré tyto prvky nejsou zadouci a vhodnou skladbou vrs-
tev je mizeme vynulovat. Zakladni zptsoby skladani vrstev a efekt na globalni matici
tuhosti je zobrazen v kapitole 2.4.

V kapitole 2.2 jsou predstaveny tfi rovnice rovnovahy. Tyto tfi rovnice maji Sest
neznamych a jako rovnici kompatibility pouzijeme klasickou laminatovou teorii a za-
kladni rovnice laminatové desky. Po aplikaci rovnic kompatibility ziskame vztah pro
ohybovou analyzu laminatovych desek predstavenou v kapitole 3.1. Tyto vypocty fun-
guji pii zanedbatelnych tlakovych silach ptisobicich ve sméru normaly tloustky desky.
Pri kritickém nartstu téchto sil dochéazi ke ztrate stability. Vypocet této kritické sily je
predstaven v kapitole 3.2. Pfimé analytické feSeni ztraty stability dle Naviera je zob-
razeno v kapitole 3.4. Pfimé analytické feseni lze vyuzit u jednoduchych ptipadi, pro
divodu je v kapitole 3.6 predstaveno energetické reseni pro symetrické desky zalozené
na vypoctu deformacni a potencialni energie soustavy. Ritzova metoda, vysvétlena v
kapitole 3.7, je zaloZzena na principu minima potencialni energie. Aplikaci této metody
ziskame vztahy pro vypocet kritické sily pro ztratu stability i pfi komplikovanéjsich
pripadech.



V kapitole 3.9 se zabyvam vypoctem kritické sily v zavislosti na thlu natoceni
vlaken v laminé pro laminat se skladbou [+45];. Z téchto vysledkt nasledné zkoumam
laminat se skladbou [£45], s rtiznymi mddy zatiZeni. Tyto vypocty jsou zobrazeny v
kapitole 3.10.

Hlavnim cilem této prace je analyza ztraty stability laminatovych desek. Dil¢imi
cili je zkoumani kritické sily pro ztratu stability v zavislosti na délce strany, poméru
stran, po¢tu vrstev, thlu natoceni vlaken v jednotlivych vrstvach a pomeéru sil ptiso-
bicich na laminatovou desku.



1 Ztrata stability

Fyzicky jev, pti kterém je rovny, dostatecné stihly prvek pri¢né ohyban z jeho
podélné polohy tlakovym zatizenim, se nazyva vzpér pro nosniky a ztrata stability pro
desky. Existuji dva typy ztraty stability: bifurcation-type a deflection-amplification-
type. Prvni typ je pouze koncepcni, protoze pro fungovani tohoto modelu by byl
zapotiebi dokonale rovny homogenni ¢len. Na tento ¢len by navic tlakové zatizeni
muselo ptisobit presné v ose. V realném provozu jsou tyto podminky nedosazitelné.
Tento model ale mizeme vyuzit pro stanoveni horni hranice kritické sily [1].

Stabilitu systému lze definovat nékolika zptisoby. Statickou stabilitu rovnovahy
muzeme definovat vztahem mezi narusenim statické rovnovahy na vstupu a vyslednym
pri¢nym posuvem na vystupu. Systém je stabilni, pokud je vysledny posuv maly
viuci vSem pripustnym zatizenim. Systém je labilni, pokud je vysledny posuv velky
v porovnani s velikosti zatizeni. V nasi problematice je vychozi vychyleni tlakové
zatizeni télesa a vysledny posuv zkoumame pomoci deformace. Podminku stability
muzeme v naSich pripadech ovéfit, pokud pocatecni stav a nekonecné blizké okoli
zatizime silou, kterd bude ve vSech mistech neménné. Systém mulzeme oznacit za
stabilni, pokud se po nasledném odlehceni systém vrati do piivodni pozice. Labilni
systém se po odlehceni zdeformuje do konecné podoby. U indiferentniho stavu pti
odlehéeni v blizkém okoli od poc¢atecniho stavu, zistane systém v misté odlehéeni [2].
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(a) Stabilni stav (b) Labilni stav (c) Indiferentni stav

Obréazek 1.1: T¥i faze rovnovahy [1]

Koncept stability je také spjat s potencialni energii v systému. Tento princip
lze dobie ukézat na dokonale tuhé kouli, ktera je zobrazena ve vSech trech fazich
na obrazku 1.1. Pokud je koule (a) lehce vychylena z pocatecni pozice, tak se po
odstranéni zatizeni vrati do pivodni pozice. Pfi vychyleni z ptivodni pozice se zvysi

Vv

Vv

7 téchto poznatkt vyplyva, ze pro stabilni stav je energie v systému minimalné na
lokdlnim minimu a pro labilni stav je energie na svém lokalnim maximu. Koule v
indiferentnim stavu (c) po odstranéni zatiZeni ztistane na stejném misté, energie se v
systému nezmeéni [2, 1, 3].



1.1 Ztrata stability laminatové desky

Laminatové desky jsou pod tihou tlakovych nebo smykovych sil na stfedni rovinu
desky nachylné ke ztraté stability. Tento stav je velmi podobny vzpéru u jednoroz-
mérnych nosniki, nicméné je zde nékolik odlisnosti. Pti vzpéru nosniku tato kriticka
sila pro vzpér zpusobuje finalni kolaps a nosnik neni schopen prenaset nadale za-
tizeni. Desky mohou i po ztraté stability prenaset urcitou velikost zatiZeni, protoze
se jedné obvykle o lokalni ztratu stability [4]. Sila, kterou je deska schopné prendaset,
zavisi na geometrii desky, materidlovych vlastnostech, okrajovych podminkach a typu
zatizeni [1]. Problematika laminatovych desek po ztraté stability je ale velmi kompli-
kovana a nelinearni. Po ztraté stability existuje velké riziko finalniho kolapsu desky a
je zapotiebi byt velmi konzervativni [4].

Se ztratou stability laminatovych desek se mizeme potykat v letectvi, konkrétné
pii navrhovani konstrukei na piipustné poskozeni (Damage Tolerance). V pribéhu
zivotnosti téchto konstrukei predpokladame pravidelné inspekce. Pii ztraté stability,
nebo pfi jiném poskozeni desky dochazi k mnoha delaminacim mezi jednotlivymi
vrstvami po celé tlousfce laminatu a postupné vznikd nékolik tencich sublaminati.
Tyto nové sublaminaty maji mensi ohybovou tuhost a jsou citliveéjsi k dalsi ztrate
stability, coz povede k vyraznéjsimu oddéleni lamin od sebe a zaroven vzniku novych
delaminaci. Toto Sifeni mtize pri pripadném zanedbani inspekci dospét ke konec¢nému
kolapsu dané desky [5].

Pro kazdou laminatovou desku s danymi rozmeéry, materidly matrice a vlaken,
okrajovymi podminkami a danym zatizenim existuje matematicky nekone¢né mnoho
sil, které ztratu stability zptisobi. Fyzikdlni vyznam ma pouze nejmensi z téchto
sil. Tato sila se pii vypoctech urcuje pomoci vlastnich ¢isel. Na rozdil od vlastnich
frekvenci dané desky, kdy i dalsi vlastni ¢isla dané soustavy maji fyzikalni vyznam

[6].



2 Klasicka laminatova teorie

Zakladnim prvkem pro studium a feSeni problematiky laminatovych desek je tak-
zvana klasickd lamindtovd teorie. Tato teorie je odvozena z Kirchhoffovy hypotezy,
ktera byla pfedstavena v poloviné 19. stoleti némeckym fyzikem Gustavem Robertem
Kirchhoffem. Laminat, neboli kompozit je ortotropni material. Ortotropni material
ma tfi roviny symetrie, které jsou na sebe navzajem kolmé. Pti vypoctech laminato-
vych desek se budeme pohybovat v pravotocivém kartézském souradnicovém systému
x-y-z, ve kterém se rovina zy bude nachazet ve stfedové roviné laminatu. Laminat se
skladd z N vrstev tzv. lamin, kde k-t4 tloustka A, je ve srovnani s délkou a Sifkou
velmi malé, a proto budeme uvazovat v kazdé vrstvé rovinnou napjatost. Tloustka
celého laminatu je h a stfedova rovina se nachazi v poloviné této tloustky. Od st¥edové
roviny ve vzdalenosti -h/2 ve sméru osy z se nachézi vrstva 1, u které je tloustka
definovana soutadnicemi zy a z;. Timto zptisobem jsou postupné ve sméru osy z de-
finovany vSechny tloustky vrstev laminétu, pficemz k-t& vrstva je od z,_1 aZ po z; a
posledni vrstva N je v rozmezi od zy_; do zy. Tento laminat je zobrazen na obrazku
2.1 [7]. Dalsi dulezitou vlastnosti je thel mezi vlakny ve vrstvé vici ose z v globalnim
soufadnicovém systému. Skladba vrstev se zapisuje do hranatych zavorek a za kazdou

vrstvu je zapsan tthel mezi vlakny a osou x. Na obrazku 2.2 je nesymetricky laminat
se skladbou [0/45/90/0][8].

1. vrstva
2. vrstva
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h k. vrstva

N. vrstva

z

Obréazek 2.2: Nesymetricky laminét [0/45/90/0] [8]

2.1 Kirchhoffova hypotéza

Kirchhoffova hypotéza je jednim z predpokladi pro feseni desek a skotfepin. Tato
hypotéza se vyuziva pro kovové, drevéné, betonové a jiné materialy. Teorie dava diraz



na zpusob slozeni vrstev, druh zatiZzeni a na okrajové podminky. Materialové vlast-
nosti jsou v této teorii vedlejsi. Tato hypotéza se vyuziva u soucasti vyrobenych z
kompozitu. Analogicky pro nosniky existuje Bernoulliho hypotéza.

Pro vysvétleni Kirchhoffovy hypotézy si predstavme laminatovou desku, na kterou
pusobi rizné druhy zatizeni. Na obrazku 2.3 vidime desku zatiZzenou momentem M,
spojitym zatizenim p, silou F' a osovou silou N. Tato deska je slozena z nékolika
vrstev, které jsou mezi sebou spojeny dokonalou, nekonec¢né tenkou vrstvou. Vsechny
tyto vrstvy jsou navzajem rovnobézné. Na obrazku 2.4 lze vidét tsecku AA’, ktera
prochazi celym laminatem a pred zatizenim s deformaci byla tato tisecka norméalou k
povrchu kazdé vrstvy [7].

EEE

Obréazek 2.3: Laminatova deska zatiZena rtiznymi druhy sil [7]

Kirchhoffova hypotéza predpoklada, ze puvodni tsecka AA’ zistane i po defor-
maci laminatu tseckou a zaroven i normalou k zdeformované stfedni roviné a navic
nezméni svoji délku, jak je vidét na obrazku 2.4 [7, 9]. Protoze povrchy lamin zustavaji
rovnobézné vuci sobé i vici stfedni plose, ztustava usecka AA’ normalou k povrchu
kazdé vrstvy. Zajimavou Casti této hypotézy je i neménnost délky tsecky po defor-
maci. To znamena, Ze se neméni vzdalenost mezi horni a spodni rovinou laminatu. Z
toho vyplyva, ze deformace €, = 0. Tento pfedpoklad je v redlném pripadé chybny,
ale Kirchhoffova hypotéza se timto problémem nezabyva [7].

[N

Obréazek 2.4: Deska v roviné zz pted a po deformaci [7]



Vzhledem k pfedpokladu zachovani ptivodni tisecky jako normaly ke vsem lami-
nam pri zachovani ptvodni délky, miizeme posuv jakéhokoliv bodu z tsecky zjistit
pomoci geometrické stiedni roviny. Z tohoto diivodu tuto rovinu pojmenujeme jako
referencni rovinu, protoze posuv, napéti i deformaci v bodé na usecce lze pripadné
dourdit [7].

2.2 Rovnice rovnovahy laminatové desky

Pro ziskani rovnice rovnovahy vyuzijeme laminatovou desku s N vrstvami a tla-
kovym zatiZenim p(z,y), ze které vyjmeme element o rozmérech drxdyxh a na tomto
elementu zobrazime vSechny vnitini sily a momenty zptisobené vnitinim napétim.
Rozmér h je konecny, a proto je funkce napéti neznamé a zavisla na z. Naproti tomu
rozmeéry dz a dy se limitné blizi nule a funkci napéti mizeme aproximovat ve sméru
z Taylorovym polynomem ve tvaru

00 b 9%0 , da?

(@ + da,y,2) = 04 d oy
oz +dz,y,z) = 0 + e T+ 522 ol +

a analogicky ve sméru y

aO-ab azo-ab dyZ
ow(T,y+dy,2z) =04 + dy + — 4+ ...,
b(7,y + dy, 2) v, W e
kde o4 = ouw(x,y,2). Z divodu snizovani Ffadu u kazdého dalsiho ¢lenu Taylorova
polynomu o jeden fad, budeme pro budouci vypocty vyuzivat pouze prvni dva cCleny
polynomu, ostatni zanedbame. Pro lepsi grafickou prehlednost bude parcialni derivace
zapisovana zpusobem o, = 99ap [9].

dc

e s
PR

|

i
g

3y i e /l; e )
y/ :Uyy oy Oxz
3
dz

z

Obréazek 2.5: Napéti na elementu dzxdyxh. Upraveno z [9]

Na obrazku 2.5 jsou zobrazena vSechna napéti s norméalou ve sméru osy x nebo
y. Tato napéti jsou v kazdé vrstvé rozdilna, a proto vyjadiime silu a moment jako
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vyslednici daného typu napéti ze vSech vrstev. Tyto sily a momenty maji nasledujici
tvary

v

me = /2 U:mcdz> Nyy = /2 O'yde, ny = /2 O-xydz’
]Vyz :/ aymdz, sz :/ O-:Dzdz7 Qyz :/ Uyzdza
h h
-b _h _
wa :/ ZO'xde, Myy :/
h
-k _

M,, :/h 20y d2.

2

|
>

NI >

[Ny

2
20y,dz, Mxy:/ 203y d2

SIS

[T

Jak lze vidét v definicich pro rtzné sily, tyto sily nejsou vyjadieny v [N], ale
v [N/mm]. Z tohoto divodu se témto vyslednicim sil fika linedrni hustota sily a
momentim hustota momentu s jednotkami [N]. Pro ziskdni sily je zapotiebi tuto
linearnt hustotu sily vynéasobit Sitkou strany elementu, na kterou tato sila ptisobi. Na
obrézku 2.6a lze vidét vSechny sily ptisobici ve sméru osy z [9].

|
|
1
|
|
I ”
Nya dz T | Nyydz x
| 7z
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|
I B Lz | a

Nowdy | | N New
| (Nao + Naz,adz)dy i i

y / [(Nyz + Nyw.ydy)da y / g ksl
: |(Nyy + Nyy,ydy)dz
| |
S | - T T ST T T T T T T T N

Ll *
7 7
7 o
7z ra
ll L
(a) ve sméru osy z. Upraveno z [9] (b) ve sméru osy y. Upraveno z [9]

Obrézek 2.6: Sily ptisobici na dany element

Nyni sestavime rovnici rovnovahy a dostaneme
(Nzz + Nyp odx)dy + (Nyg + Nyg ydy)dx — Nypdy — Nygdr = 0.
Po vykréaceni a upravé dostaneme prvni rovnici rovnovahy ve tvaru
Nega + Nyzy = 0 (2.1)

Sily ptisobici ve sméru osy y jsou zobrazeny na obrazku 2.6b a druhd rovnice
rovnovahy ma tvar

Nyyy+ Nypyo = 0. (2.2)



Quzdy

J (Qyz + Qyz,ydy)dx

[pts)
[]

\ (Qaz + Quz,odx)dy

Obréazek 2.7: Sily pusobici v elementu ve sméru osy z. Upraveno z [9]

V ose z ptisobi kromé vnitinich sil i vnéjsi tlakové zatizeni p(z,y), jak je znédzornéno
na obrazku 2.7. Po upravach dostaneme rovnici

p+ sz,x + Qyz,y = 0.

(2.3)

Vzhledem k variabilnimu napéti v kazdé jednotlivé vrstvé, vznikaji vaci refere-
nént plose momenty. Tyto momenty jsou vyjadieny jako linedrni hustota momentu
s jednotkami [N]. Pro zisk momentu je zapotfebi tuto hustotu momentu vynasobit
sitkou elementu, na kterou tato hustota momentu ptiisobi. V nasledujicich vypoctech
jsme zanedbali moment dvojice sil Q.. dxr a Q. ,dy, protoze tento narist bude vici
ptvodnim momentim minimalné o ¥ad mensi [9].

|

|

|

|

|

|

I Myz dz,”
| s
|

|

|

|

|

(Mya + Myq ydy)de
|

(a) ve sméru osy z

My dy

d

Mo, zdx)dy

\ + Moment dvojice sil Qy. — Qy=

€T
—

(A[J;y + l\fxy_ﬁdw)dy

l + Moment dvojice sil Qg2 — Qu 2
z

(b) ve sméru osy y

Obrazek 2.8: Momenty ptisobici na dany element

Na obrazcich 2.8a a 2.8b lze vidét momenty ptsobici ve sméru osy z, respektive
osy y. Po sestaveni rovnic rovnovahy ve sméru z a y dostaneme rovnice ve tvarech

Qyz,y - Mwy,w -

M,

yy,y

0,

(2.4)



sz,x - Mxx,a: - Myw,y = 0. (25)

Z rovnice (2.4) vyjadiime silu (). a z rovnice (2.5) vyjadiime ()., které dosadime
do (2.3) a dostaneme tfeti rovnici rovnovahy ve tvaru

D+ Myg oo +2Myy oy + Myyyy = 0 (2.6)

Po ziskani tfech rovnic rovnovdhy méame tfi rovnice na Sest neznamych. Proto
potfebujeme rovnici kompatibility, kterad by tento problém s velkym mnozstvim ne-
znamych na pocet rovnic rovnovahy vytesila. Nejcast€ji se pro tento problém vyuziva
Klasickd lamindtovd teorie, zaloZena na Kirchhoffové hypotéze z kapitoly 2.1 [9].

2.3 Zakladni rovnice laminatové desky

w,y

:/m/b/l 5
L))

)
Oo—> Qq—>

(a) v roviné zz (b) v roviné yz

Obrazek 2.9: Laminatova deska zobrazena pred a po deformaci. Upraveno z [9)].

Pro vysvétleni klasické laminatové teorie si vezmeme laminatovou desku, kde bu-
deme pozorovat prubéhy posuvi bodi A a B, které lezi na stfedové plose laminatu a
bodu B. Tyto body lezi na piimce, ktera je kolméa na stfedovou plochu. Po deformaci
desky a aplikaci Kirchhoffovy hypotézy ztstanou tyto dva body na stejné piimce a
vzajemnda vzdalenost se nezméni. Na obrazku 2.9a a 2.9b vidime desku pred a po
deformaci s body Ay a By pied deformaci a body A a B po deformaci. Uhel mezi
primkou pred a po deformaci je diky Kirchhoffove hypotéze tihel natoceni prithybové
cary, coz je definované jako prvni derivace prithybu. Pro posuv bodu B ve sméru osy
x, 0sy y a osy z plati

U = Uy — Wy, (2.7)
Vo= Uy — Wy, (2.8)
UJ(I,y,Z) = wO(‘ray)' (29)
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kde ug = uo(z,y) a vg = vo(z,y). Prihyb bodu B ve sméru osy z bude pfi malych de-
formacich stejny jako bodu A, takze w(zx,y, z) = wo(x,y) [9, 8, 7]. Pro zisk deformaci
vyuzijeme Cauchyho tenzor malych deformaci ve tvaru

Eii — = = —\U; 4 Uji)-
772 \ox; Tox,) 2v T

Aplikaci Cauchyho tenzoru deformace na rovnice (2.7) — (2.9) ziskdme deformace

Exz = Upg — Wy, (2.10)
Eyy = Uoy — 2Wyy, (2.11)
Yoy = 26zy = Uoy + Vog — 22W 4y, (2.12)

e = Eyz = Ez2-

Rovnice (2.10) az (2.12) je mozné psat také ve tvaru

Exx uO,x _w,x:c
ey | = Vo,y +z | —wy, =€ + 2K, (2.13)
Vay Uo,y + Vo, —2W 4y

kde gy je deformace stfedni plochy a k je kiivost desky. Pro zisk napéti vyuzijeme
obecny Hookiiv zdkon v tomto ortotropnim materidlu a pri rovinné napjatosti ve
tvaru
O_I — SQ?EI’

kde S je matice tuhosti vic¢i globdlnimu soufadnicovému systému. Vzhledem k ne-
spojitému pribéhu napéti po tloustce lamindtu Setfime sily a momenty pisobici v
prifezu laminatu jako soucet Gc¢inki ze vSech N vrstev [8, 9]. Potom pro sily je mozné
psat

Nxx h/2 - h/2 zp p px -
Ny, | = / odz = / T,ST.dze .
ny —h/2 —h/2

p
kde S je matice tuhosti v hlavnich smérech laminy ve tvaru

p 1 EL VLTET 0
S = 1— . VTLEL ET 0 5 (214)
—VLrvre O O GLT(l — I/LTVTL)

kde E}, je modul pruznosti ve sméru vlaken, Er je modul pruznosti kolmo viici sméru

p
vlaken, G je modul pruznosti ve smyku a v je Poissonovo ¢islo. T, je transfor-
macni matice napéti z hlavniho souradnicového systému dané laminy do globalniho
soufadnicového systému ve tvaru

cos? © sin?©® —25in O cos ©
T,(0) = sin? © cos® © 2sin© cos © (2.15)
sin©®cos® —sin®cos® cos?O —sin? O
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pr
a T, je transformacni matice deformace z globalniho do hlavniho soufadnicového

systému ve tvaru

cos? © sin?© sin © cos ©
T.(0) = sin? © cos? © —sin®cos© | . (2.16)
—28inOcosO® 2sinOcosO cos?O —sin? O

Tato soustava rovnic plati pro jednu laminu. Pro celou laminatovou desku secteme
ucinky ve vSech vrstvach a dostaneme

N:EIE
N,, | = Aé, + Bk, (2.17)
N,,

kde A je matice tahové tuhosti definovana vztahem
h/2 g
—h/2

a matice vazebni tuhosti B definovand vztahem

h/2 o N 2k zp p px
B = / 2Spdz =) / 2T, (0,)8:T.(0))dz,
k=1 " #k—1

h/2

kde transformacni matice napéti a tuhosti jsou funkci thlu Oy, coz je tthel mezi
vlakny ve vrstvé k a osou z v globalnim soufadnicovém systému a Si je matice tuhosti
k-té vrstvy [9]. Matici tahové tuhosti mizeme psat ve tvaru

N p pr
A= (2 — zn) (@k)SkT (©r) (2.18)
k=1
a matici vazebni tuhosti B ve tvaru
i SN
B = — =T T. ) 2.1
> 5 Lo(On)5kT:(On) (2.19)

k=1

Analogicky mtizeme tento postup pouzit i pro momenty a dostaneme rovnici ve tvaru

Mm:r h/2 . /2 zp p pz
My, | = / zodz = / ZT,ST.dz = Bey + Dr, (2.20)
Mxy —h/2 —h/2

kde D je matice ohybové tuhosti, kterou lze vyjadiit vztahem

N 3 3
2y — Zo 4 TP p px
D=>" ’fT’“TU(@k)SkTE(@k). (2.21)

k=1
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Rovnice (2.17) a (2.20) mizeme spojit dohromady a vyjadfit sily a momenty
pomoci pomérnych deformaci ve stfedni roviné a kiivosti ve tvaru

N,
N,
N,
M.
M,

PSS

8

<

M,

nebo ve tvaru submatic

A Ap
Ao A
_ | Aat Aee
B B
By Bay
| Bs1  DBe2
N
L

-

Asg

A
B

B
D

By Big
By Bas
Bsz  Bes
D1z Dig
Doy Do
Des  Deg

3]

ECC$
Eyy

Tay | (2.22)

(2.23)

Matice, vyjadiujici vztah mezi silami a momenty a deformaci s kiivosti se nazyva
celkova matice tuhosti nebo globalni matice tuhosti. Ze vztahu (2.22) je zfejmé, Ze
matice A vaze pomérnou deformaci stfedové roviny se slozkami sil, zatimco matice D
vyjadiuje vztah mezi kiivosti desky a slozkami moment. Matice vazbové tuhosti B
dava do vztahu slozky sil s kiivosti desky a zaroven vaze slozky momentt s pomérnou
deformaci stfedni roviny. Jinymi slovy pfi nenulové matici B zpisobi sily ohybani
a zkrouceni desky, momenty déle zptisobi deformaci ve stfedni roviné. Ve vétsiné
pripadl nejsou tyto vztahy zadouci a je snaha o odstranéni téchto vazeb. Tomuto
efektu je mozné se vyhnout pii spravné skladbé vrstev laminatu [8].

2.4 Zpusoby skladani kompozitovych desek

Prvek Nenulovy prvek Nulovy prvek
Nee S]TTTTTTTTTT "7 N New T [ T7777TTTTT0 | Neo
A16 e , : }
B Nes 7, 72 Nea L= g e
11 v e 4
b o SR -/ e e~
— S
Now 7 Naaw Now 7 Nas
B12 zx I// I/ Nz M /:/ ______________ ///4.“
re—
Nao // TTT 4> Nea New 4 ;7 Nua
BlG o e —— i’ //__77 //
[ At o S
D ’ // —= \/ LN
16 N O e S OMe M/ S}

Obrazek 2.10: Dusledek danych prvki z globalni matice tuhosti na vazbu mezi sloz-
kami sil a deformace [10)]

Jak bylo zminéno v predchozi kapitole, pfi obecném slozeni laminatt z nékolika
vrstev, dochézi k vazbam mezi silami s momenty vii¢i pomérné deformaci s kiivosti.
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Na obrazku 2.10 vidime, jaky je rozdil mezi ptisobenim sil a momentdi na danou
desku pri nulovém a nenulovém prvku z globalni matice tuhosti. Pokud jsou tyto
prvku nulové, pak se ztraci vazba mezi danymi slozkami, které zpiisobuji pridavna
namahani materidlu, které u izotropniho materidlu nevznikaji [10]. Tyto prvky z
globalni matice tuhosti (2.22) mizeme vynulovat vhodnou skladbou laminétovych
desek.

2.4.1 Symetrické laminaty

Pro snizeni namahani laminatu by bylo vhodné odstranit vazby zptisobené matici
B. Tento ptedpoklad zajistime, pokud pro rovnici (2.19) bude platit

N 2 2
25— z7 TP p px
B=)_ %Tg(@wsk:rg(@k) = 0. (2.24)
k=1

Vsechny prvky budou v této matici nulové, pokud pro kazdou k-tou vrstvu nad
stfedni rovinou bude existovat m-t4 vrstva se stejnou tloustkou, stejnymi materia-
lovymi vlastnostmi a stejnou orientaci vldken pod stfedni rovinou (Obrazek 2.11).
Stejné materialové vlastnosti a orientace vldken ve vrstvé zajisti stejnou matici tu-
hosti pro k-tou a m-tou vrstvu. Spoleéné se stejnou tloustkou vrstev je zajisténa
nulovd matice B [8].

k-td vrstva (©)

hyg—1
— h

stredni rovina

el ____preemrerne ] L,
X
I — hm—1
T

m-td vrstva (©)

Z

Obrazek 2.11: Priklad symetrické desky

Timto slozenim vrstev ndm mizi vazby zpiisobené prvky v matici B, popsané v
kapitole 2.4 [8]. Z tohoto divodu se ndm rovnice (2.22) vykrati do tvaru

N, A A Agg Ezx
Ny = A21 AQQ A26 Eyy (225)
wa A61 A62 A66 Yy
a do tvaru
M, D1 Dip Dig Kg
My = D21 D22 D26 Ry . (226)

M,, De1 Dg2  Deg Kay
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2.4.2 Vyrovnané laminaty

Vyrovnané laminaty jsou takové laminaty, kde pro kazdou vrstvu k, kterda ma
orientaci vlaken pod thlem +0© existuje vrstva m s identickymi materidlovymi vlast-
nostmi a tloustkou, kterd ma orientaci vlaken pod thlem —©. Pfi tomto slozeni plati

(A16)m = —(A16)s  (As)m = —(As)i- (2.27)

Pokud je takto slozeny cely laminat, vypadnou z matice tahové tuhosti prvky
Aqg, Agg. Tyto prvky v kompozitu zptisobuji vazbu mezi norméalovymi silami a smyko-
vou deformaci, jak bylo uvedeno v kapitole 2.4. Na obrazku 2.12 1ze vidét, Ze vzajemna
poloha mezi témito vrstvami neni duilezita [7, 8.

k-td vrstva (©) I t

stredni rovina X

m-td vrstva (—©) I t

Z

Obrazek 2.12: Piiklad vyrovnaného laminatu

2.4.3 Vyrovnané symetrické laminaty

Vyrovnané symetrické laminaty musi splinovat podminky jak pro symetrické, tak
i pro vyrovnané laminaty. Toho lze dosdéhnout pouze kladenim ¢ty vrstev se stejnou
tloustkou a stejnymi mechanickymi vlastnostmi v nasledujicim poradi orientaci (O,
—0),. Diky vrstvam s thly © a —0O ztraci laminat vazbu mezi normélovymi silami a
smykovou deformaci, zatimco symetrie viaci stredni roviné zajisti ztratu vazeb mezi
tahem a ohybem a tahem a krutem [8]. V tomto p¥ipadé se rovnice (2.22) dostane do

tvaru
N, A Ap
= 2.28
{ N, } { Ay Au (2.28)
a s vazbou mezi smykovymi silami a zkosem jako u izotropniho materidlu ve tvaru

N:):y = A6671y .

Vztah mezi momenty a kiivosti desky je stejny jako rovnice (2.26) u symetrického
laminatu z kapitoly 2.4.1 [7].

2.5 Krizové vrstvené laminaty

Tyto laminaty jsou tvofeny postupnym sklddanim stejnych vrstev pod thly 0 a
7/2. Tyto laminaty muzeme sklddat symetricky a antisymetricky [8].
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2.5.1 Symetrické kiizové vrstvené laminaty

Tento laminat, symetricky vrstveny podle stiedni vrstvy, ma lichy pocet vrstev
podle stfedni roviny. Laminat mé pocet vrstev n > 3. Tyto laminaty maji vSechny
klady symetrickych laminati a navic vyzivaji vlastnosti, Zze prvky matice tuhosti mezi
tahem a smykem jsou nulové, a proto pro tyto prvky plati

Ag = Az = Dig = Do = 0.

Vlastnosti symetrického kiizové vrstveného laminatu jsou stejné jako vlastnosti orto-
tropni desky k jejim hlavnim sméram [8].
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3 Stabilita desek

V této kapitole se budeme zabyvat analyzou pricného prithybu desek pod zatize-
nim pri¢nych sil a predikci sil potfebnych ke ztraté stability laminatové desky. Pri¢ny
prihyb zptisobeny ohybem je obvykle vétsi néz prithyb desky zpisobeny tlakovymi si-
lami ptsobicimi na okraje desky, protoze ohybova tuhost je obvykle mensi nez tahova
tuhost [11]. P¥i primarnim navrhu desky se v mnoha pfipadech zanedbavaji pficné
smykové deformace a deformace zpiisobené zménou teploty a vlhkosti pro ziskani
jednodussiho TeSeni na tkor chyb, které timto zjednodusenim vznikly. Tento model
je poté zkoumdan z hlediska ohybové analyzy, kterd je obvykle zasadni [12]. Ztrata
stability se definuje jako stav, pfi kterém tlakové a smykové sily piisobici ve sméru
normaly tloustky desky zptisobuji nadmérny pii¢ny prihyb. V rovnovaznych rovnicich
pro pruhyb desek jsou zahrnuty jak ohybové, tak i tlakové a smykové sily. Vztah mezi
priuhybem a tlakovymi silami se ale bere v potaz pouze pti ztraté stability nebo pfi
nadmérném prihybu. Divod spoc¢iva v konstrukci laminati, které jsou navrhovany
prevazné pro ohyb a Tesi se u nich ohybova analyza desek a tlakové se smykovymi
silami jsou malé pro ztratu stability [11].

3.1 Ohybova analyza desek
V kapitole 2.2 jsme z rovnice rovnovahy ziskali vztah (2.6) ve tvaru
Mx:c,a:z + 2Mxy,xy + Myy,yy = _p(xa y) :

Do této rovnice dosadime ze zakladnich rovnic laminatové desky, konkrétné pro
momenty ve tvaru

wa h/2 - h/2 zp p px - -
My, | = / zodz = / 2T ,S8T.dze = Bey + Dk .
Mxy —h/2 —h/2

Pro nasledujici odvozeni budeme uvazovat desku z jedné laminy s ithlem natoceni
vldken a a tloustkou h. Tato lamina mé vSechny prvky matice vazebni tuhosti B
nulové, a proto budou zakladni rovnice laminatové desky ve tvaru

R/2 zp p px 3 ap p px
M = T,(©)ST.(0)dzk = ETU(@)STE(G)) K
—h/2

nebo zjednodusené ve tvaru

M, D1 Dia Das —W g
Myy = D12 DQQ D26 —W yy . (31)
Mxy Dig Dys Deg _Qw,xy

Tyto rovnice dosadime do (2.6) a ziskdme rovnici pro ohybovou analyzu desky ve
tvaru

Dllw,xxx:c + 4D16w,m:xy + <2D12 + 4D66>w,xxyy + 4D23w,xyyy + D22w,yyyy =p. (32)
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Tuto rovnici miizeme pro symetricky kiizové vrstvené laminaty zjednodusit do
tvaru

D11W ger + 2(D12 + 2D66 )W payy + Dot yyyy = p(T,y) (3.3)
kde koeficienty jsou obvykle zjednoduseny do formy
D1y = Dy, Doy = Dy, (D1 + 2Dgs) = D3
a rovnice (3.3) se dostane do tvaru
Diw 4300 + 2D3W 40y + Dow gy = p(2, ), (3.4)

Tato zjednodusena forma rovnice se také vyuziva v konstrukci pro prvotni kon-
strukci desek, kdy se zanedbavaji vazby mezi tahem a smykem, teplotni zmény a
zmény vlhkosti, coz muze vést k podstatnym chybam ve vypoctech. Tyto nevyhody
jsou ale kompenzovany jednodussim a rychlej$im zptisobem vypoctu [6].

Pro izotropni desky se vztah mezi momenty a kiivosti desky zjednodusi do podoby

Eh3 Evh3 0
M. 12](51—];;2) 12%}:31/2) —W gz
. v,
My, | = 12(1-2) 12(1—22) 0 Wy
Eh3(1—v) —
My 0 0 2007 2W gy

kde p je Poissonovo ¢islo a E je modul pruznosti. Po dosazeni téchto vztaht do (2.6)
dostaneme vztah pro ohybovou analyzu izotropnich desek ve tvaru

Dw,mzxw + 2Dw,wmyy + Dw,yyyy - p(x, y) ) (35)
kde i
D=_""
12(1 — p?)

Rovnice (3.1) - (3.5) miZeme fesit dvéma zpusoby: pfimym feSenim diferencialnich
rovnic nebo pouzitim pribliznych energetickych metod, naptiklad principem minima
uplné potencialni energie. Pfimé analytické feseni diferencialnich rovnic kompozitnich
desek spada do nékolika kategorii. Nejcastéji se vyuziva separace proménnych, kde
pfiény prihyb nahradime dvéma fourierovymi fadami (feSeni podle Naviera), nebo
jednou fourierovou fadou (feSeni podle M. Levyho). Kazdé z téchto feSeni ma své
vyhody a nevyhody, vhodnost pouziti téchto metod zalezi na okrajovych podminkach
dané desky. Reseni dle Naviera se vyuziva pro desky, které jsou na vsech stranach pro-
sté podepfeny. Reseni dle Levyho je vhodné pro desky, které jsou na dvou protilehlych
stranach prosté podepreny a na druhych protilehlych stranach deska podepiena neni.
Ptimé teseni 1ze obvykle pouzit pro jednoduché priklady se zakladnimi okrajovymi
které jsou v mnoha pfipadech rychlejsi. V nékterych pripadech jsou energetické me-
tody jediné mozné feseni [6]. Fourierovy fady neni mozné pouzit pro vypocet, pokud
neni na danych protilehlych stranach deska prosté podepfena. V téchto pripadech lze
pouzit pouze piiblizna FeSeni, napiiklad Galerkinovu nebo Ritzovu metodu [11].
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3.2 Ztrata stability laminatové desky

V kapitole 3.1 byly odvozeny vzorce pro ohybovou analyzu desek, ktera byla zpt-
sobena pfi¢nymi silami. Sily N,,, N,, a N, ptsobici ve sméru normély tloustky byly
minimdlni [11, 6]. Pro tyto pfipady byla rovnovéha soustavy stabilni a pfi¢ny prithyb
byl zanedbatelny. Pti nartistu sil ptisobicich ve sméru norméaly na kritickou mez do-
chazi ke ztraté stability a soustava se dostava do labilniho stavu. K tomuto meznimu
stavu dochdzi pii kritické sile pro ztratu stability [13]. Pro vypocet kritické sily ztraty
stability vyjmeme ze zdeformované desky element o rozmérech dz x dy x h. Na tento
element puisobi sily pisobici ve sméru normaély tloustky a zkouméame vztah mezi pfic-
nym prithybem a témito silami [6]. Element je zobrazen na obrazku 3.1. Vné&jsi tlakové
zatiZeni p, vnitini linedrni hustoty sily @,. a @,. a hustoty momentu ptisobi na tento
element stejné jako v rovnovazném stavu. Jako u rovnovazného stavu predpokladejme
rozdilné sily a deformace pres dany element a od tretiho ¢lenu zanedbame vSechny
nésledujici ¢leny Taylorova rozvoje . Uhly natoéeni w, a w,, jsou stale malé [1].

Nyy

W,y
0 />( L r

Nuy + N;l:y.l'dx
Nya + Nyz,ydy

W,y +w,yydy
Nyy + Nyy,ydy

Obrazek 3.1: sily ptsobici na element v nerovnovazném stavu [1]

P1i souctu sil ptisobicich ve sméru osy x a y dostaneme stejné rovnice jako v
kapitole 2.2, ¢ili ve sméru osy x

Nazac,z + Nyac,y - 07

a ve Sméru osy y
Nyyy + Neyo =0.

Soucet sil ve sméru osy z si pro prehlednost rozdélime na slozky od sily N,., od
sily Ny, a od sily N,,. Slozky od sily N, ve sméru osy z jsou

(Nam + Nacx,;tdx>dy(w,ac + w,mx) - Nzxdyw,x )
po upravé a zanedbani ¢lenti o Fad nizsich dostaneme tyto ¢leny

(NpZW gy + Ny w5 )dx dy
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Analogicky pro silu N, ve sméru osy z dostaneme tyto cleny
(Nyyw,yy + Nyyyw,y)dz dy
a pro silu N,
(Nay oW,y + Npy oo + NypW 4y + Nyg g0 ) dx dy

Vysledny soucet sil ve sméru osy z je

(p + sz,x + Qyz,y + Nzxw,xm + Nxm,mw,x + Nyyw7yy + Nyy,yw,y—i_
+ Nuy oWy + Ny oy + Nyp gy + Ny yw - )dr dy = 0. (3.6)

Do této rovnice dosadime z (2.1), (2.2), (2.4) a (2.5) a dostaneme diferencialni rovnici
pro vypocet ztraty stability zohlediujici vliv sil Ng,, Ny, a N, na pficny prihyb w
ve tvaru

Mg aw + 2Mey oy + Myyyy = p(2,Y) + NoaW zo + Nyyw gy + 2Ng 0 4 (3.7)

Zdturaznéme, ze sila potiebna ke ztraté stability je nezavisla na pricnych silach
pusobicich na laminatovou desku. Pii analyze dané desky mohou tyto sily v kombinaci
se silami pusobicimi ve sméru normadly tloustky desky zpiusobit napéti, pii kterém
dojde k poruse desky pred ztratou stability. Tento jev je patrny i u vlastnich frekvenci
dané desky, kdy pri¢né sily nijak tyto frekvence neovlivni. P¥i navrhu konstrukce
laminatové desky s rizikem ztraty stability je doporuceno desky skladat symetricky
podle stfedni roviny. Touto konstrukei jsou zajistény nulové prvky vazebni matice a
je tim redukovana pravdépodobnost poruchy desky pted kritickou silou zptisobujici
ztratu stability [6].

3.3 Okrajové podminky

Pro teseni diferencialnich rovnic ¢tvrtého fadu pro ohybovou rovnici i rovnici pro
ztratu stability jsou zapotiebi ¢tyfi okrajové podminky na okrajich rovnobéznych
s osou z a Ctyfi okrajové podminky na okrajich desek rovnobéznych s osou y. To
znamend dvé okrajové podminky na kazdé strané [6]. Okrajové podminky obvykle
délime na deformacni a silové [14]. Pro prosté podepienou stranu se pouzivaji okrajové
podminky ve formé

w=20,

3.8
M, =0, (3:8)

kde n je smér norméaly daného okraje [6]. Pro tuhé vetknuti dané strany jsou pouzi-
vany okrajové podminky

w=0,

3.9
ou_, 2
on
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Obréazek 3.2: Izotropni deska zatiZena silou N, [15]

3.4 Ztrata stability pri jednoosém tlakovém napéti

Uvazujme izotropni desku o rozmérech a x b, ktera je zatizena silou N,,. Ostatni
sily N,, a N, jsou nulové, stejné jako pficné tlakové zatizeni p(z,y). Deska je na
vSech stranach prosté podepfena. Deska zobrazena na obrazku 3.2 [6]. Rovnici (3.7)
pro tuto izotropni desku mizeme zjednodusit do tvaru

Dw g0y + 2DW gy + DW gy — NppW o = 0, (3.10)
kde
1 Eh3
121 -2
Jak bylo uvedeno v kapitole 3.1, desky prosté podepfenou ve vsSech stranach
muzeme piimo Fesit pomoci separace proménnych, konkrétné pouzijeme feseni dle
Naviera. Funkci pri¢ného prihybu nahradime dvéma fourierovymi fadami ve tvaru

w:ZZAmnsinmwxsinn—Zy (mn=1,2,...). (3.11)
a

Tato funkce musi spliiovat okrajové podminky dané desky z (3.8). Po pfislusné
parciélni derivaci funkce dosadime do rovnice (3.5) a dostavame rovnici

2 2

o 00 2 2
4 [T n om

Netrivialnim feSenim této rovnice je

mnx | nmy
sin— =0

a b

A SIn

4 m2 n2 2 2m2

Z tohoto vztahu ziskdme vztah pro vypocet kritické sily pro ztratu stability pfi
jednoosém napéti ve tvaru

Dr2a2 2 2\ 2
N:va;C’r:_ Ta (m_+n) s (312)

m2 a? b2
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kde index ., znaci kritickou silu zptisobujici ztratu stability. Lze si vSimnout, Ze kri-
ticka sila je zaporna a pusobi na danou desku tlakovym zatiZzenim. m a n jsou vlastni
¢isla dané soustavy. Kombinace celych vlastnich ¢isel znaci kritickou silu pro ztratu
stability. Fyzikalni vyznam m4 ale pouze nejmensi z téchto sil. V tomto piipadé musi
byt vlastni ¢islo n = 1. Druhé vlastni ¢islo zalezi na geometrii dané desky. Zavedeme
si pomér mezi danymi stranami r = a/b a pfi substituci v rovnici (3.12), kdy n = 1
je

Nxxcr = -

Dm? /m r\2
b2 <_ _) '

P¥i (a < b) se bude kriticka sila s pribyvajici velikosti vlastniho ¢isla m zvétSovat,
a proto minimalni kriticka sila bude pro m = n = 1. Pfi¢ny prihyb bude definovan
funkci

(3.13)

r m

w(z,y) = Ay sin <E> sin (%) (3.14)
a
a kriticka sila bude nabyvat hodnoty
D% (1 2
Nx:pcr = - b2 <; + T) . (315)

Miutzeme dale najit pomeér sitky a délky, pfi kterém dosahuje kriticka sila pro ztratu
stability svého minima, necht

ANeser _y__2D7* (1 L
dr b2 r " r? '

Tato rovnice je splnéna pro r = 1. Minimalni kriticka sila proa =bam=n =1

je
47 4y
Nx:pcra:b = _? = _? . (316)
V pripadech, kdy deska byla Sirsi nez delsi minimélni kritickd sila nastala pii
vlastnim c¢isle m = 1. Existuje ale pomér stran r, pii kterém by kritickd sila pro
vlastni ¢islo m = 2 byla mensi nez pro m = 1?7 Tuto otazku lze vyjadrit matematicky
ve formé

2
(T+1)2§(m_1+ r > = m(m—1) < (3.17)
room T m—1
V rovnici (3.17) lze vidét, ze kriticka sila pro ztratu stability Ny,e.(m = 2) <
Nyzer(m = 1) bude platit v piipadé, ze pomér mezi stranami r = /2. Tento fakt
zaroven znamena, ze tato izotropni deska se pri ztraté stability ve sméru osy z vychyli
o celou sinusoidu, ne jen o pilku sinusoidy, protoze pfi¢ny prihyb bude

w(z,y) = Ag sin (Waﬁ) sin (W—by) :

Na obrazku 3.3 lze vidét zavislost volby vlastniho ¢isla dané desky na poméru
délky a sitky desky. Zaroven lze na tomto obrazku vidét, pii jakém poméru stran
dosahuje dané vlastni ¢islo své minimalni sily pro ztratu stability. Minimalni kriticka
sila je pro vSechny vlastni ¢isla stejna [6, 15].
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Obrazek 3.3: Kriticka sila pro ztratu stability jako funkce poméru stran desky a
vlastnich ¢isel [6]

3.5 Ztrata stability pii dvouosém tlakovém napéti

Uvazujme laminu s vldkny s tthlem natoceni © = 0° o rozmérech a x b, ktera
je zatiZena silami —N,, a —N,,. Pficné tlakové zatiZeni a smykova sila N, jsou
nulové a deska je na vSech stranach prosté podepfena. Laminatova deska je slozena z
vldken t600 a epoxidové matrice s objemovym podilem vldken 60 %. Pro toto slozeni
ma lamina EL = 139800 MPCL, ET = 7759 MPCL, GLT = 3817MPCL, vt = 0,340
Schematicky je lamina zobrazena na obrazku 3.4.

|
|
|
|
] |
—Naal 7 | —Naa
|
|
|
|

Obrézek 3.4: Laminatova deska zatiZena silami N, a Ny,

Pro laminovou desku s timto zatiZzenim a tthlem vldken © muzeme rovnici (3.7) s
vyuzitim (2.20) zapsat ve tvaru

Dllw,mzzw + (2D12 + 4D66)w,zzyy + D22w,yyyy = _Nxa:w,;cz - Nyyw,yy ) (318)
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kde koeficienty matice ohybové tuhosti pro tthel natoceni © = 0° odpovidaji matici
tuhosti v hlavnich smérech vynasobenou tloustkou vrstvy nebo-li

Dy Dy Dig B3 Er virEr 0
Dy Doy Dy | = T v B Er 0
D¢ Dig Des 0 0 Grr(1 —vprvrr)

Pro teseni této ztraty stability opét pouzijeme feseni dle Naviera, kde pric¢ny
prihyb definujeme jako funkci dvou fourierovych fad ve tvaru

w:ZZAmnsinmﬂxsin? (m,n=1,2,...).
a

Definujme si pomér tlakovych sil
Nyy
Nm:c

a po prislusnych parcialnich derivacich funkce prithybu dostaneme

[0 (50" () () () e () oo (5
v Sin”%y =0, (3.19)

A, Sin
a

kde
Dll = Dl 2D12 + 4D66 = D3 ,D22 = DQ .

Netrivialnim fesenim je

D (7)o () () e () = e () e ()

Kriticka sila pro ztratu stability je

@@y @) )]
(2 o)

Vlastni ¢isla pro urceni minimalni kritické sily budou zaviset na poméru sirky a
délky desky, poméru sil a a mikromechanice dané laminy. Na obrazku 3.5 je zobrazen
vztah mezi kritickou silou pro ztratu stability na délce strany a pomeéru sil a pro
¢tvercovou laminatovou desku s tthlem natoceni vlaken © = 0°. Na prvnim grafu lze
vidét kritickou silu v zavislosti na sméru ptisobeni sily. Pti kladném pribéhu ptisobi
sila zptisobujici ztratu stability ve sméru osy z, zatimco pii pribéhu kritické sily v za-
pornych hodnotach ptisobi kriticka sila ve sméru osy y. Ve druhém grafu je porovnani
velikosti kritické sily bez zavislosti na sméru ptisobeni. Na prvnim grafu je ziejmé,
ze pro a = (—2; —1) bude kriticka sila pisobit ve sméru osy y. Pro ostatni poméry

Noger = (3.20)
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Obrazek 3.5: Zavislost kritické sily pro ztratu stability na délce strany a poméru sil
Nz a Ny, pro ¢tvercovou laminatovou desku

a bude tato kritické sila ptsobit ve sméru osy x. Z druhého grafu mtizeme vycist, ze
nejodolnéjsi deska proti ztraté stability bude pfi poméru aw = —0.5. Pribéhy kritické
sily v zavislosti na délce strany a jsou pro poméry sil o = (—2;1,5) a jednoosé za-
tizeni velmi podobné. Vsechny tyto vysledky jsou pfi jednovrstvé lamine€ silné zavislé
na materialovych vlastnostech kompozitu v pfiécném a podélném sméru vlaken. Na-
priklad pfi zméné thlu natoceni vldken na © = 90 ° budou desky odolnéjsi vici ztraté
stability pii tlakovém zatizeni ve sméru y a tahovém zatizeni ve sméru .

3.6 Energetické reseni ztraty stability

Pti komplikovan€jsich pripadech geometrie desky, okrajovych podminkéch a zpi-
sobu zatizeni dochézi pfi feSeni pfimym fesenim ke komplexnéjsim vypoctim nebo
je tento zpiisob feSeni nemozny. Tyto pfipady musime fesit pouze priblizné. Jednim
z pribliznych feSeni danych desek jsou energetické metody [13]. Energetické principy
jsou zakladem pro vypocty metodou koneénych prvku [16]. V mechanice se pouzivaji
tfi zakladni energetické principy. Prvnim je princip minima potencialni energie, dru-
hym je minimum doplitkové energie a tietim je Hellinger-Reissner varia¢ni princip.
Tteti zminény princip se ale v téchto pripadech vyuziva ziidka, nebot je zapotiebi spl-
nit silové okrajové podminky a rovnici rovnovahy, které se splnuji hiite nez podminky
na posuv. Dale se budeme zabyvat pouze principem minima potencialni energie. Tento
princip je pii komplikovaném zptisobu zatizeni nebo slozitych okrajovych podminkach
idedlnim nastrojem pro zisk relevantnich vysledku [6].
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3.6.1 Deformacni energie laminatové desky

Deformacni energie elastického télesa v soufadném systému z,y,z je dana vztahem

1
U= 5 ///(0'355351» + OyEyy + 0620 + TozVar + TyzVyz + Txy%vy)dx dy dZ, (321)
v

kde je trojity integral vztazen na dané deformované téleso. V disledku aplikace Kur-
chhoffovy hypotézy je €, = €,, = €,, = 0 a rovnici (3.21) muzeme zapsat ve tvaru

1 k k k k
U= 2 ///( 51)53336 + 2Q§Q)€zx€yy + 2Q§6)5m%y + 2Q§6)€yy%y+
v

+ QW2+ QW2 dr dydz, (3.22)

kde Qz(f) je ¢len mimoosové matice k-té vrstvy ziskany ze vztahu

Tp p pT

Q=T,5T.. (3.23)

Deformace nahradime vztahy (2.10) — (2.12) a déle budeme uvazovat pouze o
symetrickych laminatovych deskach, kde ¢leny matice vazebni tuhosti B;; = 0. Timto
predpokladem zmizi vazba mezi rovinnymi posuvy ug, vy a pricnym prihybem w. Pro
¢isty ohyb a problematiku ztraty stability mtizeme uvazovat, ze deformacni energie

zpusobena rovinnymi posuvy je konstantni a deformacni energii pro cisty ohyb a
ztratu stability po integraci po tloustce stény je

1
U= 3 // [D11W?$I + 2D 10w 32wy + DQ?wi/y+
A

+4 (D16W 20 + Dogw yy) W 2y + 4D66w,2xy:| dedy+C, (3.24)

kde C je konstanta deformacni energie zptisobené rovinnymi posuvy ug, vg.

3.6.2 Potencialni energie laminatové desky

Potencialni energii rozdélime na dvé c¢asti: energii zptisobenou pri¢nymi silami a
energii zpusobenou silami pisobicimi ve sméru normaély tloustky. Potencidlni energie
zplsobend pricnymi silami je

W= — / / p(z,y) wdzr dy (3.25)
A

a potencialni energie zptisobend silami ptisobicimi ve sméru normély tloustky je

V= //(Nmem + Nyyeyy + Nuyyeoy)da dy (3.26)
A
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Obréazek 3.6: Deformace v zavislosti na pfi¢ném prihybu w pro (a) normélovou de-
formaci a (b) smykovou deformaci [15]

kde Nz, Ny, a N,y jsou pocatecni sily ptsobici ve sméru normaly tloustky stény
pred ztratou stability a e, €,y a €. jsou deformace stiedni roviny zptisobené piic-
nym prihybem w. Tyto deformace jsou obvykle spjaty s velkymi odchylkami zis-
kané z Green-Lagrangeova tenzoru deformace a tyto deformace jsou nelinearni funkeci
prihybu w [16].

Pro linearni vztahy uvazujme element o velikosti dz x dy nachéazejici se ve stredové
roviné desky. Tento element je ohybové zatizen a zkoumame vztah mezi deformaci a
pfiénym prihybem w. Jak lze vidét na obrazku 3.6(a), pti deformaci ¢,, se element
| Ao By| zdeformuje na element | AB| pfi zachovani vzdalenosti mezi body dz. Horizon-
talni slozka tohoto zdeformovaného elementu bude

213 2
[dm2—<g—;udx>] :dx—%(g—i}) dr + ...

Deformace stfedni roviny pii aproximaci prvnich dvou ¢lend bude

1 [(0w\>

1 /0w\?

Pro urceni smykové deformace uvazujme dva elementy |OAy| a |OBy| ve smérech
os T a y, zobrazeném na obrazku 3.6(b). Tyto elementy zdeformuji do pozice |O"A|
a |0'B|. Zdeformovany element |O’A| si rozdélime na smérové kosiny l,m; a n; a
element |O'B| na ly, my a ng, kde

ow 2
{dﬁ — —da:)Q] 5
| = Ox 1 1 (8w> m =0 = (Ow/0x)dr  Ow

Analogicky ve sméru osy y

N dz - 2\ oz ox T o
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1 [(ow)? 0
12:0 m2~1——<azj> ngza—zj.

Smykovou deformaci ziskdme porovnanim £A\OBy a ZAO'B ve tvaru
Yoy = g — Z/AO'B = sin (g - 4A0’B) = cos(LAO'B) = LIy + myms + nang .

Po dosazeni ziskavame smykovou deformaci v zavislosti na prithybu w ve tvaru

ow Ow
oy = — — 3.29
Ty = B dy (3:29)
Tyto vztahy dosadime do (3.26) a dostaneme
V= / / Nazw?, + Nyyw?, 4 2Ny 4| da dy . (3.30)

Rovnice (3.24), (3.25) a (3.30) jsou zdkladem pro ziskani pfiblizného feseni ener-
getickymi metodami. Dvéma piiklady energetickych metod na principu minima po-
tencilni energie jsou Ritzova a Galerkinova metoda [15, 16].

3.7 Ritzova metoda

Ritzova metoda poskytuje metodu zaloZenou na principu minimalni potencialni
energie, pii kterém ziskdme pribliznou hodnotu okrajové tlohy. Tato metoda lze pou-
zit pro vypocet Cistého ohybu, ztraty stability nebo pro volné kmitani. Pro ztratu
stability mtzeme vyjadrit energetickou podminku ve tvaru

(ug,vo, w) =U +V +W. (3.31)

Deformac¢ni a potencialni energii v Ritzové metodé vyjadiime funkci pticného
prihybu w ve tvaru

= > AW (2, 1) (3.32)

m=1n=1

kde A,,, jsou neznamé koeficienty a W,,, jsou funkce obvykle separatné proménné
Xm(x) aY,(y) Tyto funkce musi spliiovat okrajové podminky zadané desky a zarover
musi byt jejich derivace spojité minimalné ve stejném radu jako jsou diferencialni
rovnice. P¥i substituci (3.32) do (3.31) vede cely problém k minimalizaci neznamych
koeficienti. Matematicky toto vyjadiime ve tvaru

oIl . {m:LQ,...,Ml

9A n=12,..., N (3.33)

Po této minimalizaci dostaneme soustavu rovnic s M; x N; neznamymi koeficienty
a poctem rovnic. Tento postup vede u ztraty stability k problematice vlastnich cisel
dané soustavy rovnic [16].
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3.8 Reseni ztraty stability Ritzovou metodou

P1i néasledujicich vypoctech uvazujme desku o rozmérech a x b, kterd je zatizena
silami Ny, Ny, a N,,. P¥i¢né zatizeni zanedbejme a z rovnic (3.24), (3.30) dostaneme
vztah ve tvaru

1 a b
II = 5 /0 /0 [an?m + 2D12W 4 W 4y + Dggw?yy +4D16W oW gy +
+4Dogw 4y W 4y + 4D66w?$y + wa?x + Nyyw?y + 2N$yw’my] drdy. (3.34)
Pri¢ny prihyb vyjadiime fadou se separovatelné proménnymi ve tvaru

m=1n=1

které musi spliovat okrajové podminky fesené desky. Okrajové podminky pro za-
kladni typy ulozeni jsou

ow
w = - 0 pro tuhé vetknuti
82” (3.35)
w
w= ——= =0 pro prosté podepieni.

2

0
Pfi substituci (3.32) do (3.34) fesime problém ve tvaru [16]

M N
m=>Y Y |Du / / XonwaXpaa YnYedx dy + 4+ Doy / / X XYy Yoy dy+
m,p=1n,r=1 A A
+ D12 // XmXp,zxYn,yyY;"dx dy + // Xm,mmXpYnS/r,yydx dy +
A A

+2D16 // )(m,mc)(p,acYVnY;ﬂ,ydaj dy // Xm,xXp,xxYn,yde dy +
A A

+2D26 // XmXp,x n,yyY:r,ydx dy/ Xm,a:XpYn,y}/ﬁyyd‘r dy +
A

A
+ 4 Dgg // X2 XpaYnyYryde dy + Ny, // Xpnw X, oYy Yoda dy-+
A A
+ N:Ey // Xm,xXpYn}/'r,ydI' dy+ // XmXprn’m)/T.dl' dy —+
A A

1
+ Ny, / / X0 XY Yo da dy §Afm (3.36)
A
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3.8.1 Ztrata stability pro prosté podepienou desku

Pokud je deska na vSech stranach prosté podepfena, pouzijeme pro funkci pti¢ného
pruhybu sinusové fady ve tvaru

M N
w = Z Z A Sin m;ra: sin % (3.37)

m=1 n=1

Pti dosazeni do (3.36) se dostaneme k integraci dvou fad. Prvni touto fadou je

a aq .
/ “in mnx sin ]ﬂdq: _ / 5 <cos M — cos M) dr
0 0

a a a a

Tento vyraz mizeme dale integrovat a ziskame

/a . mmx . pTxT 1]. (m—p)rx a . (m+p)mx a
sin sin ——dxz = — |sin — sin
0 a a 2 a (m —p)w a (m+p)m

a

0
Sinus je pro kmrx = 0,k € N, a proto nas zajima pouze pfipad, kdy m =p a

(m—pmz  a ] 1<Sm<m—p)m a >

1
= lim -
a (m—p)w e a (m—p)w

lim - [sin
mfp%OQ

0 m—p—0 2

. a[sin(m—p)w
= lim —|—F—
m—p—0 2 (m — p)TF

I’ Hospitalovo pravidlo

— lim acos((m — p)m)m _ o

m—p—0 2 T 2

Timto dostavame

/sinmmrsinzﬂdx: :8’ pro. m #p, (m,p € N), (3.38)
0 a a =95, pro m=p, (mp€N).

Analogicky pro sinusové fady ve sméru osy y a tim dostavame

a b
b
/0 /0 sin m;rw sin pzx sin n;ry sin T?;y dr dy = 5mp5m,az , (3.39)

kde Kroneckerova delta

o — 1 pro =k,
M= 0 pro 1#k.

Druhou radou, kterou je zapotiebi vytesit je

a a 1 _
/ CoS mre COS jrﬂdm = / — <cos M ~+ cos M) dx
0 0

a a 2 a a

Jak slo vidét u predchozi fady, pouze prvni ¢len je nenulovy, a proto

a b

b

/ / COS mre cos pre coS Y coS my dr dy = (5mp5ma— , (3.40)
o Jo a a b b 4
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Posledni fadou je

a a1 _
hw:i/(msmwxﬁngg@xzi/ _(QHQL_TZEL+$n@Ci@ZE>dm,
0 0

a a 2 a a

Po integraci a Gpravé dostaneme

1 [ — 1 /¢
[ R Ek O L WU RN RO LE
P2, a 2

0 a
= %(p +am)7r<1 — cos(p+m)m) + X —am)7r<1 —cos(p —m)m) =
= 5= (U e S ()
Je-li m + p sudé, pak je
mtp=2k (k=1,2,...)= I, =0.
Je-li m + p liché, pak je
a a

—2%k41 (k=12 )=>1, — .
mAp=2ktl (k=12 )= e = G O

Obecné miizeme tento vyraz zapsat ve tvaru

— +my @ p
Ly = (1= (=1)7 );pQ_—mg~

Analogicky mutzZeme vypocitat fady ve sméru osy y ve tvaru

b r
I, =(1—(=1)*t")=
(1= (1))
Celou fadu mtzeme nyni zapsat ve tvaru
a b
MmTT . prT nwy . Ty ab pr
cos sin cos sin dx dy = ©,pnr— (3.41
/0 /0 a a b b Y PR 2 (p2 — m2)(r2 — n?) (341)
kde

o _J 0 jei m+pUn+r sudé,
TP 4 jeli m4pnn+r liché.

P¥i vyuziti vztaht (3.39), (3.40) a (3.41) jsme nyni schopni ziskat celkovou poten-
cidlni energii laminatové desky, pres kterou ziskame kritickou silu pro ztratu stability
[14].
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Obréazek 3.7: Laminat ze skladbou vrstev [+0]s zatiZena silou —N,,

3.9 Symetricka laminatova deska pri jednoosém tlakovém na-
péti

Uvazujme laminatovou desku ze skladbou [£0]; o rozmérech a x b a tloustce
jednotlivé vrstvy h, ktera je zatiZena silou —N,,. Pfi¢né i tlakové sily NN,,, N, za-
nedbejme a deska je na vSech stranach prosté podepiena. Pomér mezi stranami je
b = v - a. Tento laminat se skldda z vldken t600 a epoxidové matrice s objemovym
podilem vldken 60 %. Pro toto slozeni maji jednotlivé laminy E; = 139800 M Pa,
Er = 77159 M Pa, Gpr = 3817 M Pa, vy = 0,340. Schematicky je tento laminat
zobrazen na obrazku 3.7.

Pro zjisténi kritické sily pro ztratu stability vyzijeme Ritzovu energetickou me-
todu, kde potfebujeme zjistit celkovou potenciadlni energii laminy. U symetrické la-
minatové desky je pro pripad ztraty stability celkova potencialni energie slozena z
deformacni energie a potencialni energie zptisobené silami ve sméru normaly tlou-
stky. Matematicky vyjadiime celkovou potencidlni energii ve tvaru

1 a b ) )
I=U+V= 5/0' /O [anm + 2D12w7mw,yy + Dggw’yy‘F (342)

F4D16W 42 W 4y + 4D W 4y W 4y + 4D66w?xy — wa?x]dav dy ,
kde prvky matice ohybové tuhosti pro vldkna s tthlem natoceni © ziskame z rovnice
3

Z5 o xP p px
%TU(@k)STa(@k) .

Funkci ptfi¢ného prithybu w pro prosté podeprenou desku budou dvé Fourierovy rady
ve tvaru

M N
. mmwx | nmy m = 1,2,3,.... M
T D) S R A e
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Po substituci funkce pti¢ného prihybu do (3.42) a minimalizaci potencidlni energie

diky (3.33) dostaneme soustavu rovnic

M N
B - m,p = 1,2,3,...,. M
Z;Z_;(Gprmn bprmn>Amn - 0 { n’r _ 1 2 3 N

Pro prehlednost zavedeme zkracenou notaci

m = 1,2,3,....M
k= (m—1)M+n {n — 1,23,....N
v 7T RN
a rovnici (3.43) zapiSeme ve tvaru
MxN MxN
DD (Gu— M)A =0,
k=1 i=1

G =" [Dn (= )4 2(Dy3 + 2Ds) (ZL)Q (%)2 Dy (%ﬂ 5ot
— o7t Dis {( - 2 > (—) ;L_l; (mz _pZ;?nz — T2)+
m 2 /n\ ab r
()0 G) Fg—mim nz)} O+
(06 6) Fam=m=y

P
+ (%) %) <%>2 Z_Z; (p? — m2p)127°2 - nQ)] Ormnpr

abr?

m 2
by = 2N (-) S .
Lk 4 a Lk

—27T4D26

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Pokud laminatova deska neztrati stabilitu, prihyb A,,, = 0, pfi ztraté stability je
prihyb nenulovy. Hodnoty A pro desku se ztratou stability jsou vlastni ¢isla soustavy
rovnic (3.46). Tato soustava ma M x N vlastnich ¢isel, ale pouze nejmensi vlastni ¢islo
mé fyzikdlni vyznam a je dilezity pro vypocet kritické sily. Timto vlastnim c¢islem

vynéasobime prvotni odhad sily N,, a ziskdme tim kritickou silu N, [10].

3.9.1 Ctvercovy laminit zatiZeny jednoosym napé&tim

Uvazujme laminatovou desku o rozmérech a x a = 200 mm, tloustce jednotlivych
vrstev h = 0,25 mm a skladbé [£0,,]s. Pro pfiény prihyb je uvazovéna funkce dvou

fourierovych fad ve tvaru

77
. mrwx . nmy
(r,y) = g E A Sin smT.

m=1n=1
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Na obrazku 3.8 je zobrazena zavislost kritické sily N,,i.;+ na thlu vlaken a poctu
vrstev n. Z obrazku je patrné, ze k maximalni kritické sile dochazi pti © = 45° Lze
také vidét, ze nejmensi kritickou silu za téchto podminek mé deska s thlem natoceni
© = 90°. Zaroven mnozstvim vrstev stoupa nutna sila potfebna ke ztraté stability.
Tento jev je z duvodu rostouci tloustky laminatu, coz pii této skladbé zpisobuje
vyssi hodnoty jednotlivych ¢lentt matice ohybové tuhosti. Zaroven lze také vidét trend
vyrazného nartstu kritické sily pii relativné malém zvysSeni pocétu vrstev. Naptiklad

pro thel © = 45° je nartst kritické sily o 240 % pri porovnani laminatové desky o 8
a 12 vrstvach.

[N/mm]

xxkrit

Z 300

100 =

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Uhel © [deg]

Obrazek 3.8: Laminatova deska se skladbou [£0,,]s, zavislost kritické sily na thlu
vlaken a poctu vrstev n

3.9.2 Laminatova deska s proménnym pomérem stran

Uvazujme lamindtovou desku o rozmérech a = 200mm, b = ~ - a, tloustce jed-
notlivych vrstev h = 0,25mm a skladbé [£0],. Pro pfi¢ny prihyb w je uvazovano
prvnich sedm ¢lent dvou fourierovych fad ve tvaru

Tato soustava bude zatizena silou N,, a budeme zkoumat zavislost kritické sily
na thlu vldken © a poméru mezi stranami . Mizeme si také vSimnout, ze kiivky
pro n € (2;5) jsou po ¢astech spojité, ale n = 1 je spojitd v celém intervalu. Toto je
zplisobeno vlastnimi ¢isly matice, které se v bodé u thlu © = 57 ° zadsadnim zptisobem
zméni. P vétsim vybéru ¢lent fourierovych fad pro funkci pri¢ného prithybu by tyto
sily byly presnéjsi, ale ¢as vypoc¢tu by exponencialné rostl.

Z obrazku 3.9 mizeme vidét tuto zévislost pro © € (0;90) a v € (0, 4; 3). Muzeme
zde pozorovat silny vliv poméru stran v na pribéh kritické sily v zavislosti na thlu

34



[N/mm]

xxkrit

N

0 I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Uhel © [deg]

Obrazek 3.9: Laminatova deska se skladbou [£0O]s, zavislost kritické sily na thlu
vldken a poméru mezi stranami ©

vldken. U desek, kde strana a > b kriticka sila dosahuje svého maxima pro © = 45°. U
desek s rozméry b > a tato sila v pribéhu klesa a svého minima dosahne pro © = 90 °.
Nejvyssich hodnot dosahuje v mistech, kde vlakna v laminatu jsou rovnobézna s osou
x. Z tohoto dtvodu je vhodné pii navrhu skladby vrstev v konstrukcich nachylnych
na ztratu stability mit vrstvy, kde thel vldken je +45° viici dominantni sile pisobici
na tuto desku.

3.10 Symetricka laminatova deska se slozenim vrstev +45°

UvaZzujme lamindtovou desku se slozenim vrstev [£45s]s o rozmérech a x b a
tloustce vrstvy h, kterd je zatizena tlakovymi silami —N,,, —N,, a —N,,. P¥i¢né sily
zanedbejme a deska je na vSech stranach prosté podeprena a schematicky zobrazena
na obrazku 3.10. Pro vypocet kritické sily predpokladejme, Ze sily NV, = a - N, a
Na:y = 6 * Ny

fsNI:IIT P aNyy
T,
El =
- —ngi [£45,], | N
- =
kAR R AR AR AR AR AR
alNza BNy
y+

Obréazek 3.10: Laminatova deska [+£45s],, zatiZzend silami N,,, aN,, a BNy,
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Pro zjisténi kritické sily vyuzijeme energetickou Ritzovu metodu a spocitame cel-
kovou potencialni energie daného laminatu. Laminat se bude skladat z vldken t600 a
epoxidové matrice s objemovym podilem vladken 60 %. Pro toto sloZeni maji jednot-
livé laminy F; = 139800 M Pa, Er = 7759 M Pa, G- = 3817 M Pa, vir = 0, 340.

Celkova potencialni energie ma tvar

1 a b
NM=U+V=- / / [DlleM + 2D19w gy w 4y + D22w2yy + 4D16W W 5yt
2)s /s , ! (3.49)

+4DogW 4y W 4y + 4D66w?zy - wa?z - awai — 28N W 4y ldx dy

kde prvky matice ohybové tuhosti pro laminu s N vrstvami a thlem natoceni ©
ziskdme z rovnice

N 3 3
27 — Zp_ 4 TP p px
D=> j%n(@k)sn(@k).
k=1

Pro prosté podeprenou desku ze vSech stran predepiSseme funkci pri¢ného prihybu
w ve tvaru

M N
B . mmx . nmy m = 1,2,3,..., M
w—ZZAmnSm ——sin—= { n o= 1,2.3.....N.

Po dosazeni funkce pfi¢ného prihybu do (3.49) a derivaci prislusnych funkci do-
staneme rovnici celkové potencialni energie. Po minimalizaci velikosti prihybu diky
(3.33) a nésledné zméné notace indext dostaneme soustavu rovnic

MXN MxN

D> (G = Mbw) Ay =0,

k=1 I[=1

kde Gy, je stejné jako v (3.47) na strané 33. by, ziskany z potencidlni energie zptisobené
silami plisobicimi ve sméru normaly tloustky bude

abrm? my 2 ny 2
3.50
aN mnpr mnpr o (3.50)
B (R [ I e | R

3.10.1 Laminatova deska +45° pri dvouosém napéti

Symetrickd laminatova deska slozend z 8 vrstev o tloustce vrstvy h = 0,25 mm
a skladbou [£45,]s je zatizena silou N,, ve sméru osy z a silou Ny, = a - N, ve
sméru osy y. Strana a = 200 mm. Pomér pro smykové zatizeni S = 0. Na obrazku
3.11 je zobrazena zavislost kritické sily N, na poméru o € (—2;2) a poméru stran
b =~ -a. Pro vypocet bylo u funkce pri¢ného prihybu w pouzito prvnich sedm ¢lenti
fourierovych rad

7
w(z,y) = Z Z = A sin T Gin ?
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Obrazek 3.11: Zavislost kritické sily N,,i-i; na poméru stran v a na pomeéru sil «

Na obrazku 3.11 je zavislost kritické sily N,k na poméru stran vy a pomeéru
sil a. Jednoosa napjatost je zobrazena teckovanou carou, kritické sily s pomeér sil
a < 0 jsou zobrazeny cerchovanou carou a kfivky s pomérem o > (0 zobrazeny
plnou c¢arou. Z obrazku 3.11 lze vidét, ze kritickd sila dosahuje nejvyssich hodnot
pri jednoosém napéti. Zaroven kriticka sila potiebna pro ztratu stability klesa pti
rostoucim rozmeéru b. P¥i vysokém poméru v dojde k jednorozmérnému problému,
ktery se bude tykat vzpéru nosniku, konkrétné II. ptipadu vzpéru. Déle lze vidét, ze
pro zaporny pomér sil a je do urcitého pomeéru stran kriticka sila N,,.; tahova a po
presdhnuti tohoto pomeéru prichazi skokova zména a tato kriticka sila je tlakova.

1500 -

1000 -

[N/mm]

xxkrit

N

-500 -

000 T T T T o s e - m ol |

-1500 I I I I I I I I I |
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Obrazek 3.12: Skokova zmeéna kritické sily N,,r.: pfi poméru stran a poméru sil
a = —0.5
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P1i detailnim zobrazeni kiivky kritické sily, ktery je na obrazku 3.12, pro a =
—0,5 a pomeéru stran vy € (0,4;0,6) lze vidét, ze k tomuto skoku pfiblizné dochézi
pri dosazeni rovnosti poméru stran v a pomeéru sil . Tento trend je patrny pro
vSechny kiivky se zdpornym pomeérem sil N, a N,,. Dlivodem tohoto skoku je zména
,dominantni“ sily ptisobici na desku. Do daného poméru stran + dochazi ke ztraté
stability pii IV,,, a proto IV, je tahova sila. Pii v > —a dojde ke ztraté stability z
dtvodu sily N,, a N, je tahova sila.

Kritickou silu pro zménu stability mtizeme jednoduse zménit tloustkou celé laminy,
napiiklad zvySenim poctu vrstev pfi zachovani tloustky jednotlivych lamin. Timto
zpusobem zvétsime prvky matice ohybové tuhosti a dany laminat bude odolnéjsimi
VUci ztraté stability. Na obrazku 3.13 vidime laminat zatiZeny silami N,, a N, v
poméru a = 2, ktery je slozen z [£45,]s. P¥i nartstajicim poctu vrstev laminatu
narasta i kriticka sila zptisobujici ztratu stability. Takto lze desky udélat odolnéjsi
proti ztraté stability pfi drobném nértstu tloustky. Napiiklad kritické sila je vice nez
dvojnésobné pii porovnani [+453)s a [+454)s, kdy dochdzi k navyseni poctu vrstev
z 12 na 16. Je to nejjednodussi zpiisob, jak ochranit laminatové desky pfi vhodné
skladbé vrstev proti ztraté stability.

4000 -

—n=1—n=4
3500 —n=2—n=5
n=3
3000
T 2500 -
£
£. 2000
&
%
Z 1500
1000 -
500 -
o ‘ ) : , ‘
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

pomér stran ~

Obrazek 3.13: Zména kritické sily v zavislosti na mnozstvi vrstev konstantni tloustky
pro sloZeni vrstev [+45,]s pro o = 2

3.10.2 Laminatova deska £45° pfi jednoosém a smykovém napéti

Symetrickd laminatova deska sloZena z 8 vrstev o tloustce vrstvy h = 0,25 mm a
skladbou [£45,]s je zatiZena silami N,, a Ny, = - Ny,. Strana desky a = 200 mm
a pomér o = N, = 0. Na obrazku 3.14 je vidét kritickd sila Nygpr v zavislosti
na poméru stran v a na poméru sil 5. Pomér stran v € (0, 3;2,5) a pomér sil g €
(—10; 10).

Pfi porovnani pomért « z kapitoly 3.10.1 a S z obrazku 3.14 je patrné mensi
ovlivnéni kritické sily smykovymi silami N,,. Tento trend lze vidét jiz ze soustavy
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Obrazek 3.14: Zavislost kritické sily na pomeéru stran v a poméru sil 3

rovnic by, kdy ¢leny ovlivnéné silami V,, jsou v porovnani s ¢leny N,, a N, o fad
mensi a neovlivni takovym zptisobem vlastni ¢isla soustavy. Déle si miizeme vSimnout,
Ze pri vysokém pomeéru stran «y jsou kritické sily pro vSechny druhy zatizeni podobné.
Kriticka sila je stale nejvyssi pii jednoosém napéti a pii rostoucim poméru sil 3 se
tato kriticka sila snizuje. Je také vidét, ze smér ptisobeni mirnym zptisobem ovlivni
velikost kritické sily. Napiiklad pro f = 42 a pomér stran v = 0,5 je rozdil mezi
témito silami necelych 10 %.
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Obrazek 3.15: Zavislost kritické sily na poméru stran v a poméru sil S pfi signifikant-

nich smykovych silach

Vlastnosti z obrazku 3.14 plati pii signifikantni tiloze sily N,,. Pfi vétsim rozsahu
pomeéru sil £ je patrna vétsi variabilita vysledki kritické sily. Na obrazku 3.15 je pomér
stran v € (0,2;2,5) a pomér sil § € (—50;50). Mzeme se zde setkat se skokovou
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zménou kritické sily z tlakové na tahovou hodnotu pfi dosazeni poméru stran v, a
tim i zménou ,dominantni“ slozky v daném systému. Prvotné je vyznamnéjsi silou
N, P1i vyrazné smykové slozce jsou dané kiivky v kladném a zaporném sméru témér
symetrické vici nulové kritické sile.
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Z.avér

Cilem této diplomové prace byla analyza ztraty stability laminatovych desek. Dil-
¢imi cili bylo zkoumani kritické sily na rtznych faktorech a hledani idealni kombinace
odolné proti ztraté stability. Tohoto cile bylo dosazeno piimym a energetickym fese-
nim pfi vyuziti principu minima potencialni energie.

V teoretické ¢asti jsem se seznamil s problematikou stability systému a odvozeni
zakladni rovnice klasické laminatové teorie. Spole¢né s tim byla predstavena i globéalni
matice tuhosti popisujici vazby laminatu mezi pomérnou deformaci a kiivosti desky
se silami a momenty ptisobicimi na danou desku. Byly predstaveny zakladni zptisoby
skladby laminatovych desek pro ovlivnéni prvkt v globalni matici tuhosti. Na zavér
byly popsany vypocty pro ohybovou analyzu desek a vypocty kritické sily ptisobici
ve sméru normdly tloustky desky. Tento vypocet jsem fesil Ritzovou metodou nebo
piimym Fesenim diferencialnich rovnic. Oba druhy vypoctu jsou problematikou vlast-
nich cisel soustavy. VSechny desky maji nekone¢né kritickych sil zpiisobujicich ztratu
stability, ale pouze ta nejmensi bez zavislosti na tlakovém ¢i tahovém zatizeni ma
fyzikalni vyznam. Cilem bylo najit takovou kombinaci vlastnich ¢isel soustavy, pfi
které je tato sila nejmensi. VSechny laminatové desky byly na vSech stranach prosté
podepieny a pii téchto okrajovych podminkach definujeme funkci pfi¢ného prihybu
dvéma fourierovymi sinusovymi fadami.

V kapitole 3.4 probéhlo seznameni s vypoc¢tem pro ztratu stability izotropni desky.
Tato deska byla jednoose zatizena ve sméru osy z. U prikladu bylo potvrzeno, ze ztratu
stability zptisobi pouze tlakové zatizeni desky. Dale zde byla patrna zména jednoho
vlastniho ¢isla soustavy pii zméné poméru stran desek. Zaroven minimalni kritickéa
sila je pro vSechna vlastni ¢isla stejna.

V kapitole 3.5 jsem Tesil ¢tvercovou laminu s thlem natoceni vldken © = 0° za-
tizenou silami ve sméru os z a y v poméru «. Tato lamina se sklada z vlaken t600 a
epoxidové matrice s objemovym podilem vlaken 60%. U této desky je patrny klesajici
trend kritické sily pfi nartistajici délce strany. Nejodolnéjsi proti ztraté stability byla
laminatova deska zatizena tlakové ve sméru osy = a tahoveé ve sméru osy y v poméru
sil @ = — 0, 5. Tento trend 1ze pro jednovrstvou laminu zménit thlem natoceni vldken
0 90°, pfi kterém se citlivost vici ztraté stability na poméru sil a zméni. Tyto prvni
dva priklady je Casové nejvyhodnéjsi fesit pifimym Tesenim, protoze c¢leny ohybové
matice tuhosti Dig, Dog jsou nulové. Nasledujici priklady maji tyto prvky obecné ne-
nulové a energetické feseni zalozené na principu minima potencialni energie je ¢asové
vyhodné;jsi.

Po odvozeni energetického feseni jsem fesil problematiku kritické sily zéavislé na
tthlu natodeni vldken ©. Regil jsem symetricky laminat se skladbou vrstev [+0], a
¢tvercovym rozmérem. Deska dosahuje nejvétsi kritické sily pro ztratu stability pii
uhlu natoceni vlaken © = +45°. Tato odolnost se zvySuje pfi nartstajicim poctu
vrstev £0. Tento trend je zplisobeny nartistem velikosti prvk ohybové matice D;;
a zvySenou tloustkou laminétu. Pro zvySeni odolnosti laminatu proti ztraté stability
je jednim z feSeni zvysSit pocet vrstev se skladbou 445°. Tento zpusob je vhodny
predevsim pro desky, pfi kterych je strana, na kterou ptisobi dana sila mensi nez
druhy rozmeér desky.
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Z predchoziho vypoctu jsem zkoumal laminaty se sloZenim vrstev [+45],, které
byly zatiZeny silami NV,, a NV, v poméru o a pomérem stran vy. Byla vypocitana
zavislost kritické sily na pomeéru sil a pomeéru stran laminatové desky. Vysokou odol-
nost proti ztraté stability dosahovala deska pti jednoosém napéti. Zajimavych hodnot
dosahovaly desky s pomérem sil o < 0. Pfi tomto poméru jedna sila zatézuje desku
tlakové, zatimco druhé zatézuje tahové. Pii vypoctech desky s timto zptisobem za-
tizeni dochazi ke skokové zméné sily N, v kritickém stavu. Zatimco u mensiho pomeéru
stran je tlakovou silou plisobici na desku NV, pii naristu poméru dochazi ke zméné
a kritickou tlakovou silou se stava N,,. Tato skokova zména nastava pri —a ~ 7. Po
této skokové zméné jsou desky dobfe odolné proti ztraté stability.

Posledni problém, ktery jsem fesil byla laminatova deska se slozenim vrstev [+45],.
Deska byla zatiZena silami NV,, a N, v poméru [ a pomérem stran 7. Smykové sily
v tomto pripadé snizovaly hodnotu N,, v kritickém stavu pro ztratu stability. Smér
pusobeni smykovych sil zasadnim zptisobem neovlivni kritickou N, -

Tato prace splnila stanovené cile. V budoucnu by se mohla provést optimalizace
skladby vrstev laminatu zatiZeného silami N,,, Ny, 1 Ngy.
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Seznam pouzitych velic¢in

Symbol Jednotka
a [mm]

A [N mm™!]
b [mm]

B [N]

D [N mm)]
Er (M Pa]
Er (M Pa]

F [N]

GLT [MPCL]

h [mm]

M [N]

N [N mm™!]
Nigrit [N mm™]
Q [N mm™?]
p [N mm~?]
"

S [N mm™2]
TU

TE

u [mm]

U [J]

v [mm]

\Y% [J]

W [mm]

W [J]

T-Y-2

o

5

Y

P)/xy7 Vyz? 7:132

Exay Eyys €2z

© [deg]

vrr

I1 [J]

Oxzs Oyys Ozs [M Pal
Ouys Oyzy Oz [M Pal

Nazev

délka desky

matice tahové tuhosti

sitka desky

matice vazebni tuhosti

matice ohybové tuhosti

modul pruznosti v podélném sméru
modul pruznosti v pficném smeéru
pricna sila

modul pruznosti ve smyku

tloustka laminatu

moment na jednotku délky

sila na jednotku délky

kriticka sila pro ztratu stability
matice mimoosové tuhosti

pricné tlakové zatizeni

pomér mezi délkou a Sitkou stény
matice tuhosti

transformacni matice napéti
transformac¢ni matice deformace
posuv v ose

deformacni energie

posuv v ose y

potencialni energie

posuv v ose z

potencialni energie

soutfadnicovy systém z,y,z

pomér mezi silami NV,, a NV,
pomér mezi silami N, a Ny,
pomér mezi sitkou a délkou desky
zkosy v soufadnicovém systému z-y-z
pomérna deformace v systému z-y-z
uhel sméru vldken

poissonovo ¢islo

celkova potencidlni energie

slozky normalového napéti s soutadnico-
vém systému x-y-z

slozky smykového napéti s souradnicovém
systému z-y-z
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