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Abstrakt

Ćılem této práce je v prvńı řadě seznámeńı se se základńımi pojmy z kombi-
natoriky na slovech a s teoríı D0L-systémů. Daľśı část práce se zabývá nastu-
dováńım a porozuměńım algoritmům pro zjǐst’ováńı vybraných vlastnost́ı D0L-
systémů, konkrétně jde o vlastnosti: pushy, injektivita, repetitivita a cirkula-
rita. Tyto vybrané algoritmy implementovat v jazyce Python a následně po-
moćı nich zjistit tyto vlastnosti pro binárńı morfismy. Vyhodnoceńım výsledk̊u
vytvořit přehled vlastnost́ı testovaných binárńıch morfismů.

Kĺıčová slova kombinatorika na slovech, DOL-systém, morfismus, injekti-
vita, pushy, repetitivita, cirkularita, synchronizačńı zpožděńı

Abstract

The aim of this work is to present combinatorics on word and theory od
D0L-systems. Further, to study and understand algorithms for determining
selected properties of D0L-systems, namely: pushy, injectivity, repetitivity
and circularity. Furthermore, to implement these selected algorithms in the
language Python and then use them to find out these properties for binary
morphisms and to evaluate the results of creating an overview of the properties
of the tested binary morphisms.
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repetitivity, cirkularity, synchronization delay
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2.2 Injektivita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2.1 Popis algoritmu na rozhodnut́ı o injektivitě s ukázkou
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1.1 Ukázka propojeńı kombinatoriky na slovech s jinými matematickými
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čarami.[3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Úvod

Kombinatorika na slovech je oblast́ı spojovanou s mnoha obory matematiky
i informatiky a patř́ı mezi stále zkoumané oblasti. L-systémy jsou varian-
tou formálńıch gramatik využ́ıvaj́ıćı přepisovaćı pravidla. Byly p̊uvodně vyvi-
nuty pro modelováńı biologického vývoje, ale později našly využit́ı i ve světě
matematiky a informatiky. Jejich speciálńı variantou jsou D0L-systémy, kde
zkratka D0L znamená: deterministický (D), bezkontextový (0) L-systém, tedy
že každý symbol má pouze jedno přepisovaćı pravidlo a přepisovaćı pravidlo
nezálež́ı na sousedńıch symbolech. Dı́ky těmto vlastnostem je možné množinu
přepisovaćıch pravidel zachytit jako morfismus. V [2], [3] a [4] byly definovány
vlastnosti morfismů a D0L-systémů, konkrétně: pushy, injektivita, repetitivita
a cirkularita.
V této práci představ́ıme základńı pojmy z oblasti kombinatoriky na slovech
i D0L-systémů, které byli čerpány z [1], [2], [3] a [4]. Následně definujeme
a vysvětĺıme výše zmı́něné vlastnosti, včetně návrhu algoritmů vedoućıch ke
zjǐstěńı daných vlastnost́ı pro konkrétńı morfismus. Všechny tyto algoritmy
byly implementovány v jazyce Python tak, aby konvence odpov́ıdala kni-
hovnám programu SageMath [16]. Všechny algoritmy byly otestovány pro vy-
brané binárńı morfismy na binárńı abecedě {a, b}. Výsledkem práce je tedy
přehled implementovaných algoritmů a přehled testovaných binárńıch mor-
fismů s uvedenými vlastnostmi.
Pokračováńım práce by mohlo být testováńı implementovaných algoritmů
na morfismech s větš́ı abecedou či prozkoumáńı a implementováńı daľśıch
zaj́ımavých vlastnost́ı morfismů a D0L-systémů. Následné zařazeńı všech im-
plementovaných algoritmů do knihoven programu SageMath.
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Kapitola 1
Teorie a základńı pojmy

Obsah práce spadá do oblasti kombinatoriky na slovech a zároveň jsou použ́ıvá-
ny některé pojmy z teorie o L-systémech. Prvńı část této kapitoly představuje
základńı pojmy z kombinatoriky na slovech, které budeme později potřebovat.
Druhá část obsahuje stručný úvod do L-systémů, speciálně je věnována po-
zornost D0L-systémům, a třet́ı část představuje přehled vybraných vlastnost́ı
D0L-systémů, kterým se věnujeme i algoritmicky.

1.1 Kombinatorika na slovech

Kombinatorika na slovech je spojena s mnoha moderńımi i klasickými obory
matematiky. Spojeńı s kombinatorikou, jež je jej́ı součást́ı, je zřejmé, nicméně
i spojeńı s algebrou je velmi hluboké. [5] Vzájemné vztahy mezi kombinatori-
kou na slovech s daľśımi matematickými odvětv́ımi jsou patrné z obrázku 1.1
:

V této části déle představ́ıme všechny potřebné základńı pojmy a značeńı
souvisej́ıćı s kombinatorikou na slovech a vše je demonstrováno na několika
př́ıkladech. Při definováńı pojmů se oṕıráme o [1], [2], [3] a [4].

1.1.1 Základńı pojmy z kombinatoriky na slovech

• Abeceda – je konečná množina symbol̊u označována A, někdy i B.

• Ṕısmena – prvky abecedy, které se obvykle označuj́ı bud’ nezápornými
celými č́ısly 0,1,2,. . .nebo malými ṕısmeny ze začátku abecedy a, b, c, . . ..

• Jazyk – volný monoid na A, označujeme A∗.

• Slova – prvky jazyka. Konečná nebo doprava nekonečná (definujeme
později) posloupnost ṕısmen, kterou označujeme malým ṕısmenem z konce
abecedy, obvykle u, v nebo w.
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1. Teorie a základńı pojmy

Obrázek 1.1: Ukázka propojeńı kombinatoriky na slovech s jinými matema-
tickými odvětv́ımi. [5]

• Prázdné slovo – unikátńı slovo délky 0, které je označováno ε. Prázdné
slovo je neutrálńım prvkem abecedy.

• Množina všech konečných neprázdných slov – označujeme A+.
Plat́ı tedy A∗ = A+ ∪ {ε}.

• Délka slova – slovo w = a0a1 · · · an−1, kde n ∈ N, ai ∈ A, je konečné
slovo nad abecedou A délky n a označujeme |w|.

• Součin slov [6] – je definován pomoćı zřetězeńı slov. Tedy pokud w =
a0a1 · · · an−1 a v = b0b1 · · · bm−1 jsou slova, pak jejich součin wv je slovo

wv = a0a1 · · · an−1b0b1 · · · bm−1

délky n + m. Součin slov je asociativńı, to znamená, že pro všechna
u, v, w ∈ A+ plat́ı

u(vw) = (uv)w.
Prázdné slovo je v̊uči operaci zřetězeńı neutrálńı, pro libovolné slovo
w tedy plat́ı

εw = wε = w.

• Mocnina slova – použ́ıváme ji ke zjednodušeńı zápisu: pro všechny
w ∈ A∗ a n ∈ N ṕı̌seme

wn = ww · · ·w.

• Nekonečné slovo nad abecedou A – je (doprava) nekončená posloup-
nost ṕısmen z A označována malým tučným ṕısmenem z konce abecedy,
např. u = u0u1u2 · · · , kde ui ∈ A. Pro všechny w ∈ A∗ ṕı̌seme

wω = www · · · .

Množinu všech nekonečných slov nad abecedou A označujeme AN.
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1.1. Kombinatorika na slovech

• Faktor, prefix a suffix – slovo u je faktor w (resp. prefix, suffix) pokud
existuje slovo x a y takové, že

w = xuy (resp.w = uy,w = xu).

• Jazyk slova – množina všech faktor̊u slova w. Označujeme L(w).

• Mazáńı prefixu a suffixu – můžeme definovat analogicky jako zřetězeńı.
Necht’ w = v1uv2 je konečné slovo pro nějaké v1, u, v2 ∈ A∗. Potom slovo
w bez prefixu v1 označ́ıme v−1

1 w = uv2. Podobně w bez suffixu v2 je
slovo wv−1

2 = v1u.

• Periodické a aperiodické slovo – nekonečné slovo u je posléze peri-
odické pokud existuj́ı slova v, w ∈ A∗ taková, že u = vwww · · · = vwω.
Pokud nav́ıc v = ε, u je periodické. Každé nekonečné slovo, které neńı
posléze periodické je aperiodické.

Př́ıklad 1. Uvažujme abecedu A = {a, b, c} obsahuj́ıćı tři ṕısmena a, b, c.
Př́ıklady slov nad A jsou řetězce v1 = babcca délky |v1| = 6 a v2 = bcbc délky
|v2| = 4. Zřetězeńı slov v1 a v2 je slovo w = v1v2 = babccabcbc délky |w| = 10.
Slovo v2 m̊uže být také zapsáno jako v2 = (bc)2. Všechny se nazývaj́ı vlastńı,
pokud jsou rozd́ılné od w.

Př́ıklad 2. Necht’ A = {0, 1} je abeceda. Champernownovo slovo uC je defi-
nováno jako zřetězeńı binárńıch reprezentaćı všech po sobě jdoućıch nezáporných
celých č́ısel:

uC = 011011100101111 · · · .

Př́ıklad 3. Necht’ w = bcca je slovo nad abecedou A = {a, b, c}. Prefixy
slova w jsou b, bc a bcc. Protože prázdné slovo ε m̊uže být prefix, suffix nebo
také faktor, prefix w jsou také slova ε a bcca. Podobně suffixy w jsou slova
ε, a, ca, ccaabcca. Jazyk w je množina

L(w) = {ε, b, c, a, bc, cc, ca, bcc, cca, bcca}.

Př́ıklad 4. Očividně, jazyk Champernownova slova uC (př́ıklad 2) je množina
všech konečných slov nad binárńı abecedou: L(uC) = A∗.

Př́ıklad 5. Slovo u1 = 001001001 · · · = (001)w je periodické. Slovo

u2 = 11110110110 · · · = 11(110)w

je posléze periodické . Champernownovo slovo (př́ıklad 2) uC = 011011100 · · ·
je aperiodické.

Př́ıklad 6. Uvažte slovo w = bcca nad abecedou A = {0, 1, 2}. Pokud v1 = b
a v2 = ca, potom v−1

1 w = cca, wv−1
2 = bc a v−1

1 wv−1
2 = c.
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1. Teorie a základńı pojmy

1.1.2 Morfismus

Slova (nekonečná) lze konstruovat r̊uznými zp̊usoby. Jeden z velmi jedno-
duchých př́ıklad̊u byl prezentován v př́ıkladu 2. Bohatou rodinu nekonečných
slov se zaj́ımavými vlastnostmi lze nicméně źıskat též iteraćı speciálńıch zob-
razeńı, tzv. morfismy.

• Morfismus – na volném monoidu A∗ je zobrazeńı θ : A∗ → A∗ takové,
že pro všechny u, v ∈ A∗ splňuje θ(uv) = θ(u)θ(v). Pro každé slovo
w = a0a1 · · · an−1, ai ∈ A, tedy plat́ı θ(w) = θ(a0)θ(a1) · · · θ(an−1).
Jakýkoli morfismus je zcela určen jeho obrazy ṕısmen z abecedy; pokud
známe slova θ(a) pro všechny a ∈ A, morfismus θ je jednoznačně defi-
nován a můžeme vytvořit obraz jakéhokoli konečného slova nad A. Tuto
skutečnost použ́ıváme k rozš́ı̌reńı definice na nekonečná slova.

• Obraz nekonečného slova – Necht’ u = u0u1u2 · · · je nekonečné slovo
nad A. Máme

θ(u) = θ(u0u1u2 · · · ) = θ(u0)θ(u1)θ(u2) · · · .

Všimněme si, že morfismy lze definovat obecněji, protože neńı nutné mı́t
obrazy a předobrazy ve stejné abecedě. Necht’ A,B jsou dvě abecedy.
Morfismus z A∗ do B∗ je zobrazeńı: θ : A∗ → B∗ takové, že pro všechny
u, v ∈ A∗ splňuje

θ(uv) = θ(u)θ(v).

• Nevymazávaj́ıćı morfismus – je takový morfismus, pro který plat́ı
θ(a) 6= ε pro všechna a ∈ A.

• Periodický bod morfismu θ – nazýváme nekonečné slovo u nad abe-
cedou A pokud θl(u) = u pro nějaké l ∈ N. Speciálně, pokud l = 1,
ř́ıkáme, že u je pevný bod θ.

Pokud existuje ṕısmeno a ∈ A a slovo u ∈ A+ takové, že ϕ(a) = au a nav́ıc, po-
kud limn→∞ |ϕn(a)| = +∞, potom ϕ se nazývá prodloužitelné naa. Je snadno
vidět, že pro všechny n ∈ N máme

ϕn(a) = aϕ(u)ϕ2(u) · · ·ϕn−1(u).

Tedy, ϕn(a) je prefix ϕn+1(a) pro všechny n ∈ N a protože |ϕn(a)| jde k ne-
konečnu když n→ +∞, sekvence (ϕ(a))n∈N konverguje k nekonečnému slovu
označenému

ϕω(a) = aϕ(u)ϕ2(u) · · · .

Toto nekonečné slovo je pevným bodem ϕ. Nevymazávaj́ıćı morfismus, který je
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1.1. Kombinatorika na slovech

prodloužitelný na některém ṕısmenu z abecedy je někdy nazýván substitućı.
Nejznáměǰśı substituce na binárńı abecedě jsou substituce Thue-Morseova
a Fibonacciho.

Př́ıklad 7. Morfismy jsou obvykle definovány svými obrazy ṕısmen. Uvažme
morfismus θ1 nad binárńı abecedou {0,1} definovaný jako

θ1(0) = 1,

θ1(1) = 0.

Pak m̊užeme snadno naj́ıt obraz faktoru 011 pomoćı morfismu θ1:

θ1(011) = θ1(0)θ1(1)θ1(1) = 100.

Př́ıklad 8. Periodický bod morfismu θ1 z př́ıkladu 7 je např́ıklad slovo (01)w =
010101 · · · od

θ2(010101 · · · ) = θ(101010 · · · ) = 010101 · · · .

Ukázka pevného bodu je v př́ıkladu 9.

Př́ıklad 9. Thue-Morseova substituce ϕT M je definována jako

ϕT M (0) = 01,

ϕT M (1) = 10.

Jej́ı pevný bod zač́ınaj́ıćı ṕısmenem 0, t.j. nekonečné slovo

uT M = ϕω
T M (0) = 0110100110 · · · ,

se nazývá Thue-Morseovo slovo.

Př́ıklad 10. Fibonacciho slovo je jediný pevný bod substituce ϕF definované
jako

ϕF (0) = 01,

ϕF (1) = 0,

takže je to nekonečné slovo

uF = ϕω
F (0) = 010010100100101 · · · .

Zd̊urazněme, že jeden morfismus může mı́t několik pevných bod̊u zač́ınaj́ıćıch
r̊uznými ṕısmeny. Jelikož mohou tyto pevné body určovat rozd́ılné jazyky, je
k jednoznačné definici jazyk̊u nutné specifikovat morfismus a ṕısmeno. K řešeńı
tohoto problému je použit koncept D0L-systémů jenž je popsán v kapitole 1.2.
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1. Teorie a základńı pojmy

Př́ıklad 11. Uvažme morfismus ϕ:

ϕ(0) = 012,

ϕ(1) = 2,

ϕ(2) = 22,

ϕ(3) = 303

Tento morfismus obsahuje tři pevné body, zač́ınaj́ıćı ṕısmeny 0, 2, 3, tj. ne-
konečná slova:

ϕω(0) = 012222 · · ·

ϕω(2) = 22222222 · · ·

ϕω(3) = 303012303 · · · .

Každé z těchto nekonečných slov má jiný jazyk.

1.2 D0L-systémy

V souvislosti s tématem práce je třeba krátce zmı́nit i historii D0L-systémů.
Základy L-systému položil biolog Aristid Lindenmayer. L-systémy j́ım byly
tehdy vyvinuty jako matematický formalismus pro popis biologického vývoje.
Na základě tehdeǰśıho užit́ı lze L-systém definovat jako množinu přepisova-
ćıch pravidel, podle kterých systém postupuje z daného počátečńıho stavu.
V Lindenmayerově L-systému byly jednotlivé buňky prezentovány symboly
a přepisovaćı pravidla simulovala jejich děleńı. S odstupem času byl d́ıky infor-
matikovi Przemyslawu Prusinkiewiczkému implementován do vývoje poč́ıta-
čové grafiky. V této oblasti byly L-systémy už́ıvány pro generováńı fraktál̊u
a realistické modelováńı rostlin.[7]

Přepisovaćı systémy byly v minulosti podrobeny mnoha studíım. Nejlépe
pochopené funguj́ı na řetězćıch znak̊u. Na zvýšeném zájmu o princip přepiso-
vaćıch pravidel měla nezanedbatelný pod́ıl práce lingvisty Noama Chomského
z roku 1957[7], o formálńıch gramatikách. Zásadńı rozd́ıl mezi praćı Chomského
a principem L-systémů je odlǐsný postup v aplikaci produkćı. Chomsky apli-
koval produkce postupně, zat́ımco L-systémy je aplikuj́ı paralaleně, nahrazuj́ı
tedy všechna ṕısmena v daném slově současně. Z tohoto rozd́ılu je patrná
p̊uvodńı biologická motivace L-systémů. [7]

D0L-systémy jsou nejjednodušš́ı tř́ıdou L-systémů. Zkratka D0L znamená
deterministický (D) bezkontextový (0) L-systém: každý symbol má pouze
jedno přepisovaćı pravidlo a přepisovaćı pravidla nezáviśı na sousedńıch sym-
bolech. Základńı myšlenka D0L-systémů, jak ji v roce 1991 uvedli Lindenmayer
a Prusinkiewicz je demonstrována v následuj́ıćım př́ıkladu.
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Budeme uvažovat o řetězćıch skládaj́ıćıch se ze dvou ṕısmen a, b. Pro každé
ṕısmeno urč́ıme přepisovaćı pravidlo a → ab a b → a. Tedy každé ṕısmeno
a bude nahrazeno řetězcem ab a každé ṕısmeno b bude nahrazeno řetězcem
a. Proces přepisováńı vždy muśı zač́ıt od nějakého počátečńıho řetězce, který
nazýváme axiom. Zvolme za axiom ṕısmeno a. Jednotlivé kroky přepisováńı
jsou ilustrovány na obrázku 1.2 [7]:

Obrázek 1.2: Ukázka jednotlivých krok̊u přepisováńı podle přepisovaćıch pra-
videl a→ ab a b→ a z počátečńıho axiomu a.

Dı́ky vlastnostem D0L-systémů, tedy determinismu a bezkontextovosti, je
možné množinu přepisovaćıch pravidel zachytit jako morfismus, přičemž axiom
představuje počátečńı stav. Definovat D0L-systémy lze tedy následovně:

D0L-systém je trojice D = (A, ϕ, w), kde:

• A je abeceda,

• ϕ je morfismus na A,

• w je slovo z A+ zvané axiom.

V souvislosti s D0L-systémy je třeba uvést několik základńıch pojmů, jež bu-
dou pro daľśı vysvětleńı problematiky potřebné. Definice těchto pojmů vycháźı
z [2].

• Jazyk D0L-systému D – množina L(D) = {ϕn(w)|n ∈ N}.

• Faktorový jazyk D0L-systému D – množina S(L(D)) = {u|u je
faktor z ϕn(w), n ∈ N}.

• Konečný D0L-systém D – D je konečný, pokud je L(D) je konečný.
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• Omezená a neomezená ṕısmena – ṕısmeno a je omezené pokud
D0L-systém (A, ϕ, a) je konečný, jinak je neomezené. Množinu všech
omezených ṕısmen označujeme jako A0.

• PD0L-systém – nevymazávaj́ıćı D0L-systém. V této práci obvykle pou-
ž́ıváme PD0L-systém mı́sto D0L-systému, tj. uvažujeme pouze nevy-
mazávaj́ıćı morfismus. Ve skutečnosti je pro každý D0L-systém možné
zkonstruovat v jistém smyslu ekvivalentńı PD0L-systém s injektivńı sub-
stitućı viz. [8].

• Graf prvńıch ṕısmen – graf, jehož uzly jsou všechna ṕısmena abecedy
a hrana vždy vede ṕısmene a do prvńıho ṕısmene obrazu a. Dı́ky tomu
je možné zjistit, kolik je potřeba krok̊u k tomu, aby dané ṕısmeno znovu
zobrazilo samo na sebe, tedy lze pomoćı něj naj́ıt periodické body.

Př́ıklad 12. Uvažujme abecedu A = {0, 1}, Thue-Morse substituce ϕT M (př́ıklad
9.) a slovo 0. Potom systém DT M = (A, ϕT M , 0) je př́ıklad D0L-systému. Ja-
zyk DT M je množina

L(DT M ) = {0, 01, 0110, 01101001, 0110100110010110, · · · }

a faktorový jazyk DT M je množina

S(L(DT M )) = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 001, 010, 011, 100, 101, 110, · · · }.

1.3 Vlastnosti morfismů a D0L-systémů

V této části práce jsou představeny vybrané vlastnosti morfismů a D0L-
systémů. Veškeré definice, tvrzeńı, lemmata i věty se oṕıraj́ı o [3], [2], [4].
Všechny uvedené vlastnosti jsou vysvětleny a demonstrovány na př́ıkladech.
Vlastnostem uvedeným v této části se později věnujeme algoritmicky a do-
statečný prostor je jim věnován i ve výsledćıch prováděných experiment̊u.
Jedná se o injektivitu, pushy, repetitivitu a cirkularitu se synchronizačńım
zpožděńım.

1.3.1 Injektivita

Definice 1. Necht’ U je podmnožina A∗. Morfismus ϕ nad A je injektivńı na
U pokud pro všechna u, v ∈ U plat́ı následuj́ıćı implikace:(

ϕ(w) = ϕ(v)
)
⇒ w = v.

Možnost́ı volby množiny U je v́ıce. Můžeme např́ıklad uvažovat o injektivitě
na faktorovém jazyce S(L(D)) př́ıslušného D0L-systému D = (A, ϕ, a). O této
injektivitě uvažujeme v pr̊uběhu implementovaných algoritmů i výsledných
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experimentech. Dále můžeme uvažovat o injektivitě na A∗. Tato podmı́nka je
př́ısněǰśı. Nav́ıc plat́ı, že každý morfismus injektivńı na A∗ je injektivńı i na
S(L(G)). V opačném př́ıpadě toto tvrzeńı neplat́ı.[4]

Definice 2. Plat́ı, že D0L-systém D = (A, ϕ, w) je injektivńı pokud pro
všechny w, v ∈ S(L(D)), ϕ(w) = ϕ(v)⇒ w = v.

Je tedy zřejmé, že pokud ϕ je injektivńı, potom je injektivńı i D. Obráceně
to však neńı pravda.

Př́ıklad 13. Uvažme ϕ : a → abc, b → bc, c → a, potom ϕ neńı injek-
tivńı, protože ϕ(cb) = ϕ(a), ale D = ({a, b, c}, , a) je injektivńı, protože cb /∈
S(L(D)).

Neńı obt́ıžné rozhodnout, zda je daný morfismus injektivńı na A∗, a to d́ıky
tvrzeńı uvedenému v [4]. Složitěǰśı je oproti tomu určeńı, zda je daný morfis-
mus injektivńı na S(L(D)). Neńı zat́ım znám žádný jiný algoritmus než použit́ı
hrubé śıly. Hrubou silou je v tomto kontextu myšleno postupné procházeńı
všech faktor̊u a jejich kontrola – tedy že má každý z nich pouze jeden předobraz,
aby byla splněna podmı́nka injektivity. Existuj́ı-li pro nějaký faktor dva a v́ıce
předobraz̊u, pak je zadaný D0L-systém neinjektivńı. Nalezeńı takového fak-
toru však může být záležitost́ı časově velmi náročnou, nebot’ může být libo-
volně dlouhý.

1.3.2 Pushy

Definice 3. D0L-systém D = (A, ϕ, w) je pushy, pokud pro všechna n ∈ N
existuje slovo v ∈ S(L(D)) délky n, které obsahuje pouze omezená ṕısmena.
V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že D neńı pushy.

Př́ıklad 14. Uvažme D0L-systém D = ({a, b, c}, ϕD, a) kde ϕD je definováno
pomoćı přepisovaćıch pravidel a→ bcc, b→ ab, c→ c. Ṕısmeno c je omezené
a ṕısmena a a b jsou neomezená. Protože faktorový jazyk S(L(D)) neobsahuje
faktory ck, k ≥ 3, systém D je non-pushy.

Uvažme D0L-systém E = ({a, b, c, d}, ϕE , a) kde ϕE je definováno pomoćı
a→ ab, b→ cd, c→ d, d→ c. Ṕısmena b, c, d jsou omezená nebot’ {ϕn(b)|n ∈
N} = {cd, dc}, {ϕn(c)|n ∈ N} = {d} a {ϕn(d)|n ∈ N} = {c}. Jazyk L(E)
zač́ıná jako

a→ ab→ abcddc→ abcddccd→ abcddccddc→ · · · .

Je jednoduché ověřit, že faktorový jazyk S(L(E)) obsahuje faktory (cddc)n pro
všechny n ∈ N a proto je systém E pushy.

Ověřeńı, zda je konkrétńı D0L-systém pushy, lze provést též pomoćı graf̊u ne-
omezených ṕısmen.[2]
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Definice 4. Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém. Graf neomezených ṕısmen
z G z prava, je orientovaný graf označený URG a definovaný takto:

(i) množina vrchol̊u je V (URG) = A \A0,

(ii) existuje orientovaná hrana z a do b s označeńım u ∈ A∗0, pokud existuje
v ∈ A∗ takové, že ϕ(a) = vbu pro nějaké u ∈ A∗.

Graf neomezených ṕısmen z G z leva ULG je definován analogicky: jediný
rozd́ıl je, že role v a u v definici orientované hrany se vyměńı.

Plat́ı, že D0L-systém G je pushy tehdy a jen tehdy, když jeden z graf̊u URG

a ULG obsahuje cyklus, který obsahuje hranu označenou jinak než ε. Pokud
maj́ı všechny hrany ve všech cyklech označeńı ε, neńı daný D0L-systém pushy.

Př́ıklad 15. Na obrázku 1.3 vid́ıme neomezené grafy pro D0L-systém
G = ({a, b, c}, ϕG, a), kde ϕG je definováno pomoćı přepisovaćıch pravidel
a → abc, b → c a c → c. Vzhledem k tomu, že jedna hrana cyklu grafu URG

má označeńı cb (tedy jiné než ε), je tento D0L-systém pushy.

Obrázek 1.3: Ukázka graf̊u neomezených ṕısmen: ULG (vlevo) a URG (vpravo)
pro pushy D0L-systém.

Př́ıklad 16. Na obrázku 1.4 vid́ıme neomezené grafy pro D0L-systém
G = ({a, b, c}, ϕG, a), kde ϕG je definováno pomoćı přepisovaćıch pravidel
a → abc, b → cb a c → ab. Vzhledem k tomu, že všechny hrany grafu URG

maj́ı označeńı ε, neńı tento D0L-systém pushy.

1.3.3 Repetitivita a neomezená repetitivita

Definice 5. D0L-systém G je repetitivńı, pokud pro každé k ∈ N existuje
neprázdné slovo w takové, že wk je faktor, tedy wk ∈ S(L(G)). Pokud nav́ıc
existuje slovo wk pro které plat́ı, že wk ∈ S(L(G)) pro všechna k ∈ N+,
ř́ıkáme že G je silně repetitivńı. Podle [9] je každý repetitivńı D0L-systém
silně repetitivńı.

Definice 6. D0L-systém G je neomezeně repetitivńı pokud existuje w ∈ S(L(G))
takové, že wk ∈ S(L(G)) pro všechna k a w obsahuje minimálně jedno neo-
mezené ṕısmeno.
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Obrázek 1.4: Ukázka graf̊u neomezených ṕısmen: ULG (vlevo) a URG (vpravo)
pro non-pushy D0L-systém.

O neomezené repetitivitě je možné rozhodnout pomoćı algoritmu na zkon-
struováńı injektivńıch zjednodušeńı (v́ıce v [10], [11] a [2]) společně s algorit-
mem pro nalezeńı všech konečných repetic v G [2]. Nav́ıc podle [3] je každé
injektivńı G svým vlastńım injektivńım zjednodušeńım. Zároveň plat́ı, že po-
kud je podmı́nka neomezené repetitivity splněna pro nějaké injektivńı zjed-
nodušeńı, je splněna pro všechna injektivńı zjednodušeńı - viz tvrzeńı 10 v [3].
Proto v př́ıpadě, že budeme uvažovat pouze injektivńı D0L-systémy, stač́ı nám
k rozhodnut́ı o neomezené repetitivitě pouze algoritmus, který je popsán v ka-
pitole 2.4.
Důležitá věta pro daľśı závěry je odvozena z Tvrzeńı 10 v [3] a z Věty 1 v [2].

Věta 7. Necht’ G je repetitivńı D0L-systém, potom plat́ı jedno z následuj́ıćıch:

(i) G je pushy,

(ii) G je neomezeně repetitivńı.

1.3.4 Cirkularita a synchronizačńı zpožděńı

V literatuře je možné naj́ıt dva mı́rně rozd́ılné pohledy na cirkularitu. Oba
tyto pohledy lze však vyjádřit pomoćı pojmu interpretace.[3]

Definice 8. Necht’ G = (A, ϕ, w) je PD0L-systém. Potom interpretace slova
u ∈ S(L(G)) je trojice (p, v, s), kde v je slovo z A+, p, s ∈ A∗ a zároveň plat́ı
ϕ(v) = pus.

13
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Př́ıklad 17. Uvažme PD0L-systém G = ({a, b, c}, ϕG, a), kde ϕG je defi-
nováno pomoćı přepisovaćıch pravidel a → abc, b → bc a c → c. Potom
interpretace faktoru bc jsou: (a, a, ε) a (ε, b, ε).

Definice 9. O dvou interpretaćıch (p, v, s) a (p′, v′, s′) ř́ıkáme, že jsou syn-
chronizované na pozici k, pokud se na pozici k potkávaj́ı hranice mezi obrazy
dvou ṕısmen v obou interpretaćıch (označme a|b).

Definice 10. Necht’ G = (A, ϕ, w) je PD0L-systém. Slovo u ∈ S(L(G)) má
synchronizačńı bod na pozici k, kde 0 ≤ k ≤ |u|, pokud všechny jeho interpre-
tace jsou synchronizované na pozici k.

Př́ıklad 18. Uvažme PD0L-systém D = ({a, b, c}, ϕD, a), kde ϕD je defi-
nováno pomoćı přepisovaćıch pravidel: a→ abc, b→ cab a c→ bbc. Např́ıklad
slovo bccab má tyto dvě interpretace: (a, ab, ε) a (b, cb, ε). Pro obě interpretace
plat́ı, že hranice mezi obrazy dvou ṕısmen jsou následuj́ıćı: bc|cab|. Hranice
tedy existuje pro k = 2 a k = 5. Tedy slovo bccab má dva synchronizačńı
body (2, 5). Oproti tomu slovo abc má např́ıklad tyto dvě interpretace: (ε, a, ε)
a (c, bb, ab). Prvńı interpretace má hranice |abc| a druhá interpretace má hra-
nice ab|c. Tyto dvě interpretace nemaj́ı hranici pro stejné k a proto zde syn-
chronizačńı bod neexistuje.

Následuj́ıćı definice cirkularity je převzata z [12].

Definice 11. Necht’ G = (A, ϕ, w) je PD0L-systém a necht’ (p, v, s) a (p′, v′, s′)
jsou dvě interpretace neprázdného slova u ∈ S(L(G)) s v = v1 · · · vn, v′ =
v′0 · · · v′m a u = u1 · · ·ul. Řekneme, že G je cirkulárńı se synchronizačńım
zpožděńım D > 0, pokud kdykoli máme

|ϕ(v1 · · · vi)| − |p| > D

a
|ϕ(vi+1 · · · vn)| − |s| > D

pro nějaké 1 ≤ i ≤ n, potom máme 1 ≤ j ≤ m takové, že

|ϕ(v1 · · · vi−1)| − |p| = |ϕ(v′1 · · · v′j−1)| − |p′|

a vi = v′j .

Tato definice ř́ıká, že daný D0L-systém je cirkulárńı, pokud existuje dostatečně
dlouhé slovo, které má jedinečný předobraz, s výjimkou nějakého prefixu a suf-
fixu kratš́ıho než konstanta D. Dále si můžeme všimnout, že pokud G obsahuje
libovolně dlouhá slova se dvěma r̊uznými předobrazy (tj. pro jakékoli n > 0
existuj́ı slova v a u ∈ S(L(G)) deľśı než n s ϕ(v) = ϕ(u)), pak nemůže být
cirkulárńı.

Dále můžeme cirkulárńı D0L-systém, který je injektivńı, definovat pomoćı
synchronizačńıho bodu následovně vit [4] nebo [15]
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Obrázek 1.5: Dvě interpretace z definice cirkularity s vi = v′j .[3]

Definice 12. D0L-systém G = (A, ϕ, w) je cirkulárńı na U, pokud ϕ je in-
jektivńı na U a existuje konstanta Z ∈ N taková, že každé slovo v ∈ U kde
|v| ≥ 2Z má alespoň jeden synchronizačńı bod. Nejmenš́ı Z, pro které je tato
podmı́nka splněna se nazývá synchronizačńı zpožděńı.

Situace ohledně rozhodnut́ı, co zvolit za množinu U, je shodná se situaćı
v př́ıpadě injektivity. Pro naši práci bylo za U zvoleno S(L(G)) .

Cirkularita může být samozřejmě definována i pro neinjektivńı D0L-systémy,
avšak rozhodnut́ı o cirkularitě se v tomto př́ıpadě stává velmi komplikovaným
problémem a proto v naš́ı práci i algoritmech uvažujeme pouze injektivńı D0L-
systémy.

Obrázek 1.6: Dvě interpretace synchronizované na pozićıch znázorněných
tečkovanými čarami.[3]
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1.3.4.1 Vztah mezi cirkularitou a neomezenou repetitivitou

Nyńı uvedeme definici slabé cirkularity, kterou potřebujeme pro formulaci věty
o charakterizaci injektivńıho cirkulárńıho D0L-systému pomoćı neomezené re-
petitivity. Nicméně pro injektivńı D0L-systémy je slabá cirkularita to samé
jako cirkularita, neplat́ı to však pro neinjektivńı př́ıpady.

Definice 13. PD0L-system G se nazývá slabě cirkulárńı, pokud existuje kon-
stanta D > 0, taková že každé v z S(L(G)) je deľśı než 2D má synchronizačńı
bod.

Jak je uvedeno výše, pokud je G injektivńı, slabá cirkularita je ekvivalentńı cir-
kularitě. Jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad, toto neplat́ı pro neinjektivńı př́ıpad.

Př́ıklad 19. Uvažme D0L-systém G1 = ({a, b, c}, ϕ1, a) s neinjektivńım ϕ1 :
a → abca, b → bc, c → bc. Tento systém neńı cirkulárńı, protože pro všechna
m ∈ N slovo (bc)2m má dva rozd́ılné předobrazy (bc)m a (cb)m. Avšak od-
pov́ıdaj́ıćı interpretace maj́ı synchronizačńı body pro m > 1 na pozićıch 2k
pro všech 0 < k < m. Kromě toho lze snadno zkontrolovat, že G1 je slabě
cirkulárńı. Takže cirkularita implikuje slabou cirkularitu, ale obráceně to neńı
pravda.

Věta 14. Každý PD0L-systém, který neńı slabě cirkulárńı, je repetitivńı.

K d̊ukazu této věty jsou v [3] použita dvě lemata, která zde uvedeme. Následu-
j́ıćı lemma a jeho d̊ukaz je založen na myšlenkách v d̊ukazu věty 4.35 v [13].
Důkaz věty 13 i obou následuj́ıćıch lemmat je možné naj́ıt v [3].

Lemma 15. Necht’ G = (A, ϕ, w) je PD0L systém. Pokud existuje sekvence
ε(k) s limk→∞ ε(k) = +∞ a pokud pro každé k ∈ N existuj́ı dvě neprázdná
slova u a v ∈ S(L(G)) obsahuj́ıćı neomezené ṕısmeno, tak, že jsou splněny
následuj́ıćı podmı́nky

(i) |u| = k;

(ii) existuj́ı dvě celá č́ısla m a n taková, že m > n a ṕısmena a a b taková,
že pro každé i ∈ {m,n} slovo ϕi(u) je faktor ϕi(v) a ϕi(v) je faktor
ϕi(aub), nav́ıc |ϕ

i(u)|
|ϕi(a)| > ε(k) nebo |ϕ

i(u)|
|ϕi(b)| > ε(k); a

(iii) pro každé i ∈ {m,n} faktor ϕi(u) nemá synchronizačńı bod: dvě nesyn-
chronizované interpretace jsou (ε, ϕi−1(u), ε) a (pi, ϕ

i−1(v), si),

potom je D0L-systém repetitivńı.

Lemma 16. V každém PD0L-systému existuje konstanta C taková, že všechny
faktory nad omezenými ṕısmeny deľśı než C maj́ı synchronizačńı bod.
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V předchoźı části jsme prokázali, že jakýkoli PD0L-systém, který neńı slabě
cirkulárńı, je repetitivńı. Daľśı věta dává charakterizaci injektivńıho cirkulár-
ńıho D0L-systému.

Věta 17. Injektivńı D0L-systém G = (A, ϕ, w) neńı cirkulárńı právě tehdy,
když je neomezeně repetitivńı.

D̊ukaz. (⇒) Protože injektivńı morfismus je zároveň nevymazávaj́ıćı (PD0L),
tak z věty 14 v́ıme, že pokud neńı slabě cirkulárńı, pak je repetitivńı. Dále
podle věty 7 plat́ı, že je-li repetitivńı, tak je bud’ pushy nebo neomezeně repe-
titivńı. Předpokládejme tedy, že je pushy a neńı neomezeně repetitivńı. Pak
by platilo, že všechny repetice ul, kde u ∈ S(L(G)) jsou pouze nad omezenými
ṕısmeny, tedy že u ∈ A+

0 . Podle Lemmatu 15 a 16 však plat́ı, že pokud máme
dostatečně dlouhé nesynchronizované faktory, které obsaháj́ı stále deľśı re-
petice, tak tyto repetice nemohou být nad omezenými ṕısmeny. Proto tedy
morfismus muśı být neomezeně repetitivńı a t́ım vzniká spor.

(⇐): Tvrzeńı 10 v [3] ř́ıká, že existuje kladné celé č́ıslo l a ṕısmeno a,
takové že (ϕl)∞(a) = wω pro nějaké A+. V [2] je dokázáno, že slovo w může
být vybráno tak, aby obsahovalo ṕısmeno a pouze na začátku. Z toho vyplývá,
že ϕl(w) = wk pro nějaké k > 1. Protože ϕ je injektivńı, muśıme mı́t ϕ(p) 6= w
pro všechny prefixy p z w. To znamená, že pro všechna n ∈ N slovo wnk má
dvě nesynchronizované interpretace (ε, wn, ε) a (w,w(n+1), w(k−1)) a tedy neńı
cirkulárńı.

Tvrzeńı 18. V předchoźı větě nem̊užeme vynechat předpoklad injektivity a na-
hradit cirkularitu slabou cirkularitou: vezměme v úvahu D0L-systém G1 z
př́ıkladu 19. Podmı́nky tvrzeńı 10 v [3] jsou splněny pro l = 1 a ṕısmeno b
s w = bc, ale odpov́ıdaj́ıćı D0L-systém je slabě cirkulárńı.

Jelikož existenci l a a splňuj́ıćı podmı́nku tvrzeńı 10 z [3] lze prokázat
jednoduchým a rychlým algoritmem popsaným v [14], je možné navrhnout
zjednodušený algoritmus rozhoduj́ıćı o cirkularitě. Tedy, že pokud je zadaný
D0L-systém injektivńı, neńı pushy a zároveň neńı neomezeně repetitivńı, pak
je cirkulárńı. Tento zjednodušený algoritmus pro zjǐstěńı cirkularity využ́ıváme
i v implementaci.
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Kapitola 2
Algoritmy a popis implementace

V této kapitole jsou popsány implementované algoritmy pro jednotlivé vlast-
nosti D0L-systému popsané v kapitole 1.2. Pro každou vlastnost algoritmus
nejprve slovně poṕı̌seme a ukážeme na př́ıkladu. Dále pro každou vlastnost
uvedeme pseudokód algoritmu implementovaného v jazyce Python. Tyto algo-
ritmy budeme dále použ́ıvat pro experimenty a následné vyhodnoceńı výsledk̊u.

Jak již bylo v práci dř́ıve použito, pro jednoduš́ı formulaci budeme mor-
fismus pro jednotlivá ṕısmena nazývat jako přepisovaćı pravidla a aplikaci
morfismu budeme nazývat jako použit́ı pravidla pro dané ṕısmeno.

2.1 Nalezeńı faktor̊u dané délky

Jedná se o algoritmus, který pro zadaný D0L-systému nalezne faktory po-
žadované délky n včetně informaćı o tom, z jakých předobraz̊u jednotlivé
faktory vznikly. Informaci o předobrazu ukládáme ve tvaru u : (v, t), kde a ∈
S(L(G)) je nově nalezený faktor, b ∈ A+ představuje faktor, v jehož obrazu po
aplikováńı morfismu byl hledaný faktor nalezen, a t ∈ N0 reprezentuje pozici,
na které nově nalezený faktor v obrazu předchoźıho faktoru zač́ıná. Např́ıklad
tedy v pravidle a→ ba, najdeme faktor ba a ulož́ıme pro něj ba : (a, 0).

2.1.1 Popis algoritmu na nalezeńı faktor̊u dané délky s
ukázkou běhu algoritmu

Algoritmus slovně poṕı̌seme a každý jeho krok rovnou ukážeme na vybraném
D0L-systému. Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b, c), ϕ(a) =
abc, ϕ(b) = bc, ϕ(c) = a, w = a a n = 4.

1) Označ́ıme si ṕısmena, jejichž pravidla (ulož́ım ṕısmena na levé straně
pravidla) maj́ı na pravé straně pouze jeden znak a nazveme je pravidlem
délky 1,

• Vyberu pravidlo délky 1: c,
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2) najdeme faktory délky 2 př́ımo v pravých stranách pravidel,

• Najdu faktory délky 2 př́ımo v pravidlech: ab: (a,0), bc: (a,1), (b,0)

3) použit́ım pravidel na faktory z bodu 2) zkontrolujeme, zda v jejich ob-
razech nenajdeme nový faktor délky 2, či zda nenajdu nový předobraz
již nalezených faktor̊u,

• - ab -> (ab)cb(c) => cb: (ab,2)
- cb -> ab(c) => ab: (cb,0)
- bc -> (b)ca => ca: (bc,1)
- ca -> aa(bc) => aa: (ca,0)
- aa -> (ab)ca(bc) => ca: (aa,2)

4) všechny posledńı nalezené faktory (nyńı délky 2) ulož́ıme jako aktuálńı
faktory (ty které v daném kroku zpracovávám),

• - ab: (a,0), (cb,0)
- bc: (a,1), (b,0)
- cb: (ab,2)
- ca: (bc,1), (aa,2)
- aa: (ca,2)

5) použijeme pravidla na aktuálńı faktory a ulož́ıme vzniklé obrazy (slova),

• - ab -> abcbc
- bc -> bca
- cb -> abc
- ca -> aabc
- aa -> abcabc

6) v uložených slovech najdeme faktory délky o 1 větš́ı než jsou ty aktuálńı,

• - abc: (ab,0), (cb,0), (ca,1), (aa,0), (aa,3)
- bcb: (ab,1)
- cbc: (ab,2)
- bca: (bc,0), (aa,1)
- aab: (ca,0)
- cab: (aa,2)

7) z nově nalezených faktor̊u, vybereme ty které maj́ı na všech pozićıch
kromě prvńı a posledńı pouze pravidla délky 1 (ad1),

• bcb, bca

8) na tyto faktory aplikujeme pravidla a zkontrolujeme, zda se neobjev́ı
nový faktor či nový předobraz k nějakému již nalezenému faktoru,
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• - bcb -> (b)cab(c) => cab: (bcb,1)
- bca -> (b)caa(bc) => caa: (bca,1)

9) kroky 5-8 opakujeme dokud posledńı nalezené faktor nemaj́ı délku rov-
nou n.

5. Na aktuálńı faktory použijeme pravidla:
• - abc => abcbca

- bcb => bcabc
- cbc => abca
- bca => bcaabc
- aab => abcabcbc
- cab => aabcbc
- caa => aabcabc

6) v uložených slovech najdeme faktory délky o 1 větš́ı než jsou ty
aktuálńı,

• - abcb: (abc,0), (aab,3), (cab,1)
- bcbc: (abc,1), (aab,4), (cab,2)
- cbca: (abc,2)
- bcab: (bcb,0), (aab,1), (caa,2)
- cabc: (bcb,1), (aab,2), (caa,3)
- abca: (cbc,0), (aab,0), (caa,1)
- bcaa: (bca,0)
- caab: (bca,1)
- aabc: (bca,2), (cab,0), (caa,0)

7) Vybereme faktory, které maj́ı uprostřed pouze pravidla délky 1:
• žádné nejsou

8) Použijeme pravidla na vybrané faktory a zjist́ıme zda nenajdeme
nové: Vzhledem k tomu, že v kroku 7 se nenašly žádné faktory, neńı
na co pravidla použ́ıt.

9) Vzhledem k tomu, že posledńı nalezené faktory maj́ı délku 4, nalezli
jsme faktory požadované délky n = 4. Proto zde algoritmus konč́ı.

2.1.2 Pseudokód algoritmu na nalezeńı faktor̊u dané délky

input: morphism, start letter, lenght of factor = n
output: factors len <= n with detail of their anccestors

one_letters = rules whose right side is only one letter

bigrams = find all factors of lenght 2 in rules
all_bigrams = use rules to bigrams and check if there is not

21



2. Algoritmy a popis implementace

yet found factor of lenght 2 or new ancestor for any bigram

actual_factors = all_bigrams

for i in range (3 to n + 1)
for factor in actual_factors:

for letter in factor:
use rules to letters and save the words

in all words:
find new_factors of lenght i with their origin ancestor

in new_factors:
choose short_factors -> those which have on position

{1 to i-1} only letters in list one_letters

for factor in short_factors:
use rules to factor -> save if you find new factor

or new ancestor to any factor

actual_factors = union new_factors and short_factors
all_factors.aad(actual_factors)

return all_factors

2.2 Injektivita

Zde poṕı̌seme a na př́ıkladu ukážeme běh algoritmu, který rozhodne, zda je za-
daný D0L-systém neinjektivńı či (pravděpodobně) injektivńı. V prvńı př́ıkladě
je vše demonstrováno na neinjektivńım D0L-systému, v druhém př́ıkladě na
D0L-systému pravděpodobně injektivńım.

2.2.1 Popis algoritmu na rozhodnut́ı o injektivitě s ukázkou
běhu algoritmu

2.2.1.1 Neinjektivńı př́ıklad

Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b, c, d, e), ϕ(a) = abcd, ϕ(b) =
c, ϕ(c) = c, ϕ(d) = e, (e) = b a w = a.

1) V prvńım kroku spust́ıme algoritmus pro nalezeńı faktor̊u dané délky,

• ab: (a, 0)
bc: (a, 1), (ec, 0)
cd: (a, 2)
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2.2. Injektivita

dc: (ab, 3)
cc: (cc, 0), (cb, 0), (bc, 0)
ce: (cd, 0)
ec: (dc, 0)
cb: (ce, 0)
abc: (a, 0)
bcd: (a, 1)
cdc: (ab, 2)
dcc: (abc, 3)
cce: (bcd, 0)
cec: (cdc, 0)
ecc: (dcc, 0)
ccb: (cce, 0)
cbc: (cec, 0)
bcc: (ecc, 0)
ccc: (cbc, 0), (ccc, 0), (bcc, 0), (ccb, 0)

2) z nalezených faktor̊u a jejich předobraz̊u vybereme ty, které má smysl
zkoumat, tzn. ty, které zač́ınaj́ı na počátečńı pozici (pozice 0) svého
předobrazu alespoň ve dvou př́ıpadech,

• cc: (cc, 0), (cb, 0), (bc, 0)
ccc: (cbc, 0), (ccc, 0), (bcc, 0), (ccb, 0)

3) nyńı zkoumáme, zda má nějaký z vybraných faktor̊u i přesný konec jako
jeho předobraz,

• cc:
1) |c|c| - OK
2) |c|b| - OK
3) |b|c| - OK

4) pokud najdeme faktor, který má takových přesných předobraz̊u 2 a v́ıce,
je D0L-systém neinjektivńı, pokud takový faktor nenajdeme, je pravdě-
podobně injektivńı. (Pravděpodobně proto, že takový faktor může exis-
tovat mezi deľśımi faktory, které nebyly prohledávány).

• nalezli jsme faktor, který má 2 a v́ıce přesných předk̊u, a proto tento
D0L-systém je neinjektivńı a neńı třeba zkoumat daľśı faktory.

2.2.1.2 Injektivńı př́ıklad

Necht’ G = A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b, c), ϕ(a) = abc, ϕ(b) =
c, ϕ(c) = b a w = a.

1) V prvńım kroku spust́ıme algoritmus pro nalezeńı faktor̊u dané délky,
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2. Algoritmy a popis implementace

• ab: (a,0)
bc: (a,1), (cb,0)
cc: (ab,2), (bb,0)
bb: (cc,0)
cb: (bc,0)
abc: (ab,0)
bcc: (ab,1), (cbb,0)
ccb: (abc,2), (bbc,0)
bbc: (ccb,0)
cbb: (bcc,0)

2) z nalezených faktor̊u a jejich předobraz̊u vybereme ty, které má smysl
zkoumat, tzn. ty, které zač́ınaj́ı na počátečńı pozici (pozice 0) svého
předobrazu alespoň ve dvou př́ıpadech,

• žádné takové jsme nenalezli

3) nyńı zkoumáme, zda má nějaký z vybraných faktor̊u i přesný konec jako
jeho předobraz,

• vzhledem k tomu, že v bodu 2 nebyly žádné faktory nalezeny, neńı
zde co zkoumat

4) pokud najdeme faktor, který má takových přesných předobraz̊u 2 a
v́ıce, je D0L-systém neinjektivńı, pokud takový faktor nenajdeme, je
pravděpodobně injektivńı. (Pravděpodobně proto, že takový faktor může
existovat mezi deľśımi faktory, které nebyly prohledávány).

• nenalezli jsme faktor, který má 2 a v́ıce přesných předk̊u a proto
tento D0L-systém je pravděpodobně injektivńı.

2.2.2 Pseudokód algoritmu na injektivitu

input: morphism, output of find_factor, max factor lenght
to injektiv decide (m)

output: injektiv/non-injektiv

factors = output of use algorithm for find_factor

for factor in factors:
go throw all factor ancestors:

if start position in ancestor = 0:
count +=1

if count >= 2 (number of ancestors with start on position 0):
good_start = factor (save the factor to final list)
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if good_start is empty:
output is INJEKTIV

for factor in good_start:
for ancestor in factor_ancestors:

if start position in ancestor = 0:
word = rule use to letters in ancestor
if word = item:

image += 1 (exact ancestor = generate only this factor)
if image >= 2: (found factor with 2 or more exact ancestors)

output is NON-INJEKTIV

if any factor doesnt have 2 or more exact ancestor:
output is INJEKTIV

2.3 Pushy

2.3.1 Popis algoritmu pushy s ukázkou běhu algoritmu

Zde poṕı̌seme algoritmus, který pro zadaný D0L-systém rozhodne, zda je či
neńı pushy. Běh algoritmu je demonstrován na dvou př́ıpadech, kdy v prvńım
př́ıkladě je D0L-systém non-pushy a v druhém př́ıkladě je D0L-systém pushy.

2.3.1.1 Non-pushy př́ıklad

Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b), ϕ(a) = ab, ϕ(b) = ba a
w = a.

1) Vybereme a ulož́ıme neomezená ṕısmena,

• vybereme neomezená ṕısmena: a,b

2) pro vybraná neomezená ṕısmena vytvoř́ıme grafy neomezených ṕısmen
zleva i zprava, viz obrázky 2.1 a 2.2.

3) prozkoumáme hrany ve vytvořených grafech. Pokud je nějaké hrana
označena jinak než ε, morfismus je pushy. Pokud jsou všechny hrany
označeny pouze ε, morfismus je non-pushy.

• hrany grafu zprava jsou: ε, ε hrany grafu zleva jsou: ε, ε→ všechny
hrany na grafech jsou ε, proto je zadaný D0L-systém non-pushy.
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Obrázek 2.1: Graf neomezených ṕısmen zprava.

Obrázek 2.2: Graf neomezených ṕısmen zleva.

2.3.1.2 Pushy př́ıklad

Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b, c, d), ϕ(a) = abcd, ϕ(b) =
c, ϕ(c) = b, ϕ(d) = bcbc a w = a.

1) Vybereme a ulož́ıme neomezená ṕısmena,

• vybereme neomezená ṕısmena: a

2) pro vybraná neomezená ṕısmena vytvoř́ıme grafy neomezených ṕısmen
zleva i zprava, viz obrázky 2.3 a 2.4.

3) prozkoumáme hrany ve vytvořených grafech. Pokud je nějaké hrana
označena jinak než ε, morfismus je pushy. Pokud jsou všechny hrany
označeny pouze ε, morfismus je non-pushy.

• hrany grafu zprava jsou: dcb hrany grafu zleva jsou: ε→ na hranách
se objevuje i něco jiného než ε, proto je zadaný D0L-systém pushy.
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Obrázek 2.3: Graf neomezených ṕısmen zprava.

Obrázek 2.4: Graf neomezených ṕısmen zleva.

2.3.2 Pseudokód algoritmu pushy

input: morphism
output: puhsy/non-pushy

get the list of unbounded letters

left_graph = make unbounded graph from left
right_graph = make unbounded graph from right

for edge in left_graph, right_graph
control name of edges
if some edge != epsilon

output = PUSHY
else

output = NON-PUSHY
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2.4 Repetitivita

Tento algoritmus ověř́ı, zda je zadaný D0L-systém repetitivńı. Pro rozhodnut́ı
o repetitivitě využ́ıváme algoritmus uvedený v [2]. Algoritmus je, stejně jako
algoritmy v předchoźı části práce, nejprve popsán a následně demonstrován
na př́ıkladu.

2.4.1 Popis algoritmu na repetitivitu s ukázkou běhu
algoritmu

Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b, c), ϕ(a) = ab, ϕ(b) =
a, ϕ(c) = bca a w = a.

1) Vybereme pouze neomezená ṕısmena.

• Vybereme neomezená ṕısmena: a, b, c

2) Pomoćı grafu prvńıch ṕısmen najdeme periodické body.

• Vybereme periodické body: a, b a ulož́ım jejich l (počet potřebných
zobrazeńı, než se ṕısmeno zobraźı znovu samo na sebe): la = 2,
lb = 2

3) Vybereme ṕısmena, která jsou neomezená a zároveň jsou periodickým
bodem a pro tyto ṕısmena provád́ıme následuj́ıćı kroky.

• Vyberu neomezená ṕısmena, která jsou zároveň periodickým bo-
dem: a, b

4) Najdeme nejmenš́ı k ≤ (velikost)A takové, že (ϕl)k(a) obsahuje nejméně
2 výskyty jednoho neomezeného slova.

• a) ϕ2(0) = 0− > 12− > 0120 => k = 1 (obsahuje nejméně 2
výskyty neomezeného ṕısmene

b) ϕ2(1) = 1− > 0− > 12 => k = 1 (obsahuje nejméně 2 výskyty
neomezeného ṕısmene

5) Pokud (ϕl)k(a) neobsahuje 2 výskyty a, tak potom (ϕl)k(a) neńı perio-
dické. Jinak označ́ıme v nejdeľśı prefix (ϕl)k(a) obsahuj́ıćı a pouze jako
prvńı ṕısmeno.

• a) (ϕ2)1(0) = 0120 => obsahuje 2 výskyty 0 => v = 012
b) (ϕ2)1(1) = 12 => neobsahuje 2 výskyty 1 => 1 neńı periodické

6) (ϕl)k(a) je periodické pouze tehdy, když ϕl(v) = vm pro nějaké m ≥ 2.

• ověř́ım, zda ϕ2(012) = vm: ϕ2(012) = 120120 → 012012012012 ⇒
ϕ2(012) = v4 ⇒ m = 4⇒ 0 je periodické
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7) Aby byl celý DOL systém repetitivńı, muśı být periodická všechna ṕısmena,
jinak neńı D0L-systém repetitivńı.

• Protože 1 neńı periodické, neńı zadaný D0L systém repetitivńı.

2.4.2 Pseudokód algoritmu na repetitivitu

input morphism
output repetitiv/non repetitiv

is_periodic(morphism, unbounded_letters)
first_letter <- find first letter for each rule
l <- find l for all letter = how many steps are needed

to go from letter again in the same letter
good_letter <- letter which is unbounded & l exist

for letter in good_letter
find k and word -> k is index how many repetitions

is needed to have two times of unbounded letter
in the generate word

if k exist:
in saved word find prefix where the letter is only

on the first position
else:

letter <- 'not-periodic'

if prefix exist
m <- m is index when it applies only if use rules

l-times on prefix = prefix m-times

if m exist
letter <- 'periodic'

else:
letter <- 'not-periodic'

if all letters are periodic:
output is REPETITIV

else:
output is NON-REPETITIV

2.5 Cirkularita

Jak bylo definováno na konci kapitoly o cirkularitě, pro jednoduchost můžeme
k rozhodnut́ı o cirkularitě využ́ıt daľśı již dř́ıve uvedené vlastnoti. Konkrétně
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2. Algoritmy a popis implementace

injektivitu, pushy a repetitivitu. Algoritmus na cirkularitu je tedy velmi jed-
noduchý.

2.5.1 Popis algoritmu na cirkularitu s ukázkou běhu
algoritmu

Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b), ϕ(a) = ab, ϕ(b) = ba a
w = a.

1) Rozhodneme, zda je zadaný DOL-systém injektivńı.

• Zadaný D0L-systém je injektivńı.

2) Rozhodneme, zda je zadaný D0L-systém pushy.

• Zadaný D0L-systém je non-pushy.

3) Rozhodneme, zda je zadaný D0L-systém repetitivńı.

• Zadaný D0L-systém je nerepetitivńı.

4) Podle předchoźıch výsledk̊u rozhodneme o cirkularitě. Pokud je D0L-
systém injektivńı, non-pushy a neperiodický, pak je cirkulárńı. Jinak
neńı cirkulárńı.

• Zadaný D0L-systém je tedy injektivńı, non-pushy a nerepetitivńı a
je tedy cirkulárńı.

2.5.2 Pseudokód algoritmu na cirkularitu

input result of: pushy, injektiv, repetitiv
output cirkular/non-cirkular

if pushy == non-pushy
if injektiv == injektiv

if periodic == non-repetitiv
result <- CIRKULAR

else
result <- NON-CIRKULAR

2.6 Synchronizačńı zpožděńı

Pokud je zadaný D0L-systém cirkulárńı, pak tento algoritmus hledá u jednot-
livých faktor̊u synchronizačńı body a pomoćı nich pak najde synchronizačńı
zpožděńı.
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2.6.1 Popis algoritmu na nalezeńı synchronizačńıho zpožděńı
a ukázka běhu algoritmu

Necht’ G = (A, ϕ, w) je D0L-systém, kde A = (a, b), ϕ(a) = ab, ϕ(b) = ba a
w = a.

1) V prvńım kroku algoritmu spust́ıme algoritmus pro nalezeńı faktor̊u
dané délky,

• ba: (aa,1), (b,0)
ab: (a,0), (bb,1)
aa: (ba,1)
bb: (ab,1)
baa: (ba,0)
aab: (ba,1)
abb: (ab,0)
bba: (ab,1)
aba: (aa,0), (bb,1)
bab: (aa,1), (bb,0)
baab: (ba,0)
aaba: (baa,1)
abab: (aa,0)
babb: (aab,1)
abba: (ab,0)
bbab: (abb,1)
baba: (bb,0)
abaa: (bba,1)
bbaa: (aba,1)
aabb: (bab,1)

2) Postupně procháźıme všechny faktory délky 2 až n a v jednom kroku
vždy prohledáváme faktory jedné délky,

• nejprve procháźıme faktory délky 2: ba, ab, aa, bb

3) Pro každý faktor rozhodneme, zda je či neńı synchronizovaný. Pokud má
faktor pouze jeden předobraz (interpretaci), můžeme o něm rovnou ř́ıct,
že je synchronizovaný. Pokud má však předobraz̊u (interpretaćı) v́ıce,
je potřeba prozkoumat, zda jsou předobrazy (interpretace) synchronizo-
vané na nějaké pozici k či nikoli. Viz definice, kdy jsou dvě interpretace
synchronizované.

• U každého rozhodneme, zda je či neńı synchronizovaný:
• aa: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• bb: synchronizovaný (pouze jeden předek)
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• ba: z předka aa máme hranice b|a, z předka b máme hranice
|ba| → hranice u předk̊u nejsou stejné, tedy tento faktor neńı
synchronizovaný

• ab: z předka a máme hranice |ab|, z předka bb máme hranice
a|b → hranice u předk̊u nejsou stejné, tedy tento faktor neńı
synchronizovaný

4) Pokud jsou všechny faktory dané délky synchronizované tak synchro-
nizačńı zpožděńı má hodnotu délky těchto synchronizovaných faktor̊u.
Pokud všechny faktory synchronizované nejsou, je třeba j́ıt kontrolovat
faktory o 1 deľśı a opakovat znovu krok 2 a 3.

• všechny faktory nejsou synchronizované, proto muśıme pokračovat
s faktory délky o 1 větš́ı
2) nyńı procháźıme faktory délky 3: baa, aab, abb, bba, aba, bab
3) U každého rozhodneme, zda je či neńı synchronizovaný:

• baa: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• aab: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• abb: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• bba: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• aba: z předka aa máme hranice ab|a|, z předka bb máme

hranice a|ba → hranice u předk̊u nejsou stejné, tedy tento
faktor neńı synchronizovaný

• bab: z předka aa máme hranice b|ab|, z předka bb máme
hranice |ba|b → hranice u předk̊u nejsou stejné, tedy tento
faktor neńı synchronizovaný

4) všechny faktory nejsou synchronizované, proto muśıme pokračovat
s faktory délky o 1 větš́ı

2) nyńı procháźım faktory délky 4: baab, aaba, abab, babb, abba,
bbab, baba, abaa, bbaa, aabb

3) U každého rozhodnu, zda je či neńı synchronizovaný:
• baab: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• aaba: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• abab: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• babb: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• abba: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• bbab: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• baba: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• abaa: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• bbaa: synchronizovaný (pouze jeden předek)
• aabb: synchronizovaný (pouze jeden předek)
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4) všechny faktory délky 4 jsou synchronizované a proto velikost
synchronizačńıho zpožděńı je 4.

2.6.2 Pseudokód algoritmu na nalezeńı synchronizačńıho
zpožděńı

input: morphism, all_factors, n
output: synchronization delay or info that it wasnt found

for s in range(2, n+1):
for factor in all_factors:

if factor have only one ancestor:
factor is synchro

else:
put factor in list to find borders

for factor in list to find borders:
find borders in factor from all ancestor

for factor in list with borders:
if all borders of factor are same:

factor is synchro
else:

factor is no-synchro

if all factor are sychro:
output = Synchronization delay is s.

else:
s += 1

if no synchronization point wasnt found:
output = Synchronization delay was not found.
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Kapitola 3
Experiment

Experiment jsme prováděli na algoritmech implementovaných v jazyce Python
testovaných na zadaných morfismech. Výsledky byly vyhodnoceny tak, aby vy-
tvořili ucelený přehled vlastnost́ı pro vybraná data. Všechny funkce v imple-
mentovaných algoritmech maj́ı komentáře odpov́ıdaj́ıćı konvenćım SageMath
viz [16], aby bylo v budoucnu možné tyto algoritmy do SageMath zařadit.

3.1 Zadáńı experimentu

Ćılem experimentu bylo systematicky proj́ıt všechny binárńı morfismy a u kaž-
dého z nich rozhodnout o implementovaných vlastnostech:

• Je injektivńı? Pokud ne, uložit faktory do dané délky, které maj́ı 2 a v́ıce
předobraz̊u.

• Je pushy? Pokud ano, uložit př́ıslušné grafy.

• Je neomezeně repetitivńı?

• Je cirkulárńı? Pokud ano, naj́ıt synchronizačńı zpožděńı a vypsat nejdeľśı
nesynchronizované faktory.

3.2 Generováńı dat

Binárńı morfismy jsou morfismy nad abecedou {a, b}. Vzhledem k tomu, že
záměnou a a b źıskáme jazyk se stejnými vlastnostmi, lze předpokládat, že
obraz ṕısmene a je deľśı nebo stejně dlouhý jako obraz ṕısmene b a pokry-
jeme tak stejně všechny morfismy. Generováńı požadovaných morfismů uka-
zuje následuj́ıćı pseudokód:

input: alphabeth={a,b}
for n in (2, 3. 4, ..., x)
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for m in (1, 2, 3, ..., n)
for prod in product( alphabet, repeate = n+m )

first_rule = prod[:n]
second_rule = prod[:-m]
rules.add(a -> first_rule, b -> second_rule)
in file{(n, m).in} write rules

Data vygenerujeme pro každé n od 2 do x a pro každé m od 1 do n po-
moćı operace product: operace kartézský součin množiny {a, b} samo se sebou,
parametr repeat (viz pseudokód) určuje, kolikrát má být operace provedena.
Výslednými daty jsou všechna slova nad {a, b} délky n + m a jejich počet
je 2n+m. Tyto vygenerované řetězce rozděĺım tak, že prvńıch n znak̊u bude
tvořit obraz a a posledńıch m znak̊u bude tvořit obraz b. Např́ıklad pro n = 3
a m = 1 jde tedy o řetězce: aaaa, aaab, aaba, aabb, abaa, abab, abba, abbb,
baaa, baab, baba, babb, bbaa, bbab, bbba, bbbb a morfismy vypadaj́ı následovně:

a->aaa,b->a
a->aaa,b->b
a->aab,b->a
a->aab,b->b
a->aba,b->a
a->aba,b->b
a->abb,b->a
a->abb,b->b
a->baa,b->a
a->baa,b->b
a->bab,b->a
a->bab,b->b
a->bba,b->a
a->bba,b->b
a->bbb,b->a
a->bbb,b->b

Morfismy jsou ukládány do soubor̊u, jejichž pojmenováńı udává velikost n
a m. Předchoźı uvedené morfismy jsou tedy uloženy v souboru (3, 1).in.

Pro náš experiment bylo n nastaveno v rozsahu (2, 6) a m bylo nastaveno
v rozsahu (1, 6). V př́ıpadě zájmu o vygenerováńı morfismů pro větš́ı n stač́ı
v programu změnit počátečńı a koncovou hodnotu n (tedy rozsah prováděńı
prvńıho for cyklu ve výše uvedeném pseudokódu). Pro všechny testované mor-
fismy byl jako axiom (počátečńı stav) nastaven znak a.

3.3 Generováńı výsledk̊u

Pro všechna vygenerovaná data jsme spustili implementované algoritmy a uklá-
dali jsme jejich výsledky. Nejprve je vždy spuštěn algoritmus na vygenerováńı
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všech faktor̊u dané délky. Délku hledaných faktor̊u jsme pro začátek na-
stavili na hodnotu 100.

Z vlastnost́ı jako prvńı zkoumáme, zda je zadaný morfismus pushy. Pokud
ano, ulož́ıme př́ıslušné grafy. V opačném př́ıpadě ulož́ıme pouze výsledek.

Daľśı zkoumanou vlastnost́ı je injektivita a to na základě výstupu al-
goritmu na nalezeńı faktor̊u dané délky. Pokud zjist́ıme, že je zadaný mor-
fismus neinjektivńı, ulož́ıme si faktory, které do aktuálńı procházené délky
měly 2 a v́ıce předobraz̊u a daľśı vlastnosti již nezkoumáme. Důvodem je, že
všechny ostatńı vlastnosti jsou v práci definované pro injektivńı morfismy a pro
neinjektivńı př́ıpady se jejich zjǐst’ováńı stává netriviálńım př́ıpadem. Pro al-
goritmus injektivity je nastavena délka faktor̊u 100, pokud faktor zapř́ıčiňuj́ıćı
neinjektivitu neobjev́ıme mezi těmito faktory, předpokládáme, že je morfismus
injektivńı a pokračujeme ve zkoumáńı daľśıch vlastnost́ı.

Je-li tedy vstupńı morfismu injektivńı, jako daľśı vlastnost zkoumáme re-
petitivitu. Zde algoritmus pouze rozhodne zda je vstupńı morfismus repeti-
tivńı či nikoli.

Jako posledńı nám zbývá prozkoumat cirkularitu. Zda je zadaný morfis-
mus cirkulárńı vyhodnocujeme na základně předchoźıch výsledk̊u, viz algorit-
mus zmı́něný na konci kapitoly 1.3.4. Vstupńı morfismus tedy muśı být non-
pushy, injektivńı a nerepetitivńı. Poté v́ıme, že je i cirkulárńı. Pokud některou
z uvedených vlastnost́ı nesplňuje, řekneme že neńı cirkulárńı a u necirkulárńıho
morfismu nehledáme synchronizačńı zpožděńı a program ukonč́ıme. Algorit-
mus pro nalezeńı synchronizačńıho zpožděńı tedy spoušt́ıme pouze pro cir-
kulárńı morfismy. Tento algoritmus najde velikost synchronizačńıho zpožděńı
a vyṕı̌se nejdeľśı nesynchronizované faktory. I tento algoritmus využ́ıvá pro
vstup faktory nalezené algoritmem na hledáńı faktor̊u dané délky, tedy nej-
prve má k dispozici faktory maximálně délky 100. V př́ıpadě, že by nebylo
synchronizačńı zpožděńı do délky 100 nalezeno, program si sám vygeneruje
faktory větš́ı délky.

Postup generováńı výsledk̊u zde popsaný znázorňuje následuj́ıćı pseudokód:

for i in (2,6):
for y in (2, i+1):

do_file(i, y)

do_file(i, y):
for rule_set in file:

get_all_factors()
out = {

rule_set = rul_set
pushy: is_pushy()
injektiv: is_injektiv()
}

if not out[injektiv]:
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out[rules] = get_non_injektiv_rules()
if out[injektiv]:

out[repetitiv] = is_repetitiv()
out[cirkular] = is_cirkular()
if out[cirkular]:

out[synchro] = is_synchro()
out[factors] = get_unsynchro_factors()

if out[pushy]:
out[graf_l] = get_graphs(L)
out[graf_r] = get_graphs(R)

output.append(out)
in file{(i, y).out} write output

K ukládáńı výsledk̊u byl použit baĺıček JSON viz [17]. Pro přehledné zobra-
zeńı dat a jejich vyhodnoceńı byl použit pandas viz [18]. K vykresleńı graf̊u
pushy morfismů byl využit nástroj Graphvicz viz [19]. Data byla zpracovávána
v Jupyter notebooku.

3.4 Vyhodnoceńı výsledk̊u

Celkově bylo otestováno 2984 r̊uzných binárńıch morfismů. Tabulky uvedené
ńıže poskytuj́ı přehled zjǐstěných vlastnost́ı i s konkrétńımi morfismy.

3.4.1 Souhrn všech vlastnost́ı

Tabulka 3.4.1 uvád́ı počet morfismů s jednotlivými vlastnostmi mezi všemi
testovanými morfismy.

Vlastnost Splňuje Nesplňuje Nebylo
zjǐst’ováno

Pushy 88 2986 0
Injektivita 2926 58 0
Repetitivita 2464 462 58
Cirkularita 398 2528 58

Tabulka 3.1: Přehled počtu morfismů s jednotlivými vlastnostmi.

Speciálńı pozornost si zaslouž́ı morfismus uvedený v kapitole 1.1.1 - Př́ıklad
9., a to Thue-Morseově substituci. Jedná se o morfismus jehož přepisovaćı
pravidla jsou a → ab, b → ba. Vlastnosti tohoto morfismu jsou: non-pushy,
injektivńı, nerepetitivńı a cirkulárńı se synchronizačńım zpožděńım 4.
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3.4.2 Pushy

U morfismů, které maj́ı vlastnost pushy jsme vykreslili př́ıslušné grafy neo-
mezených ṕısmen. Vzhledem k tomu, že se jedná pouze o binárńı morfismy
a že obraz a je vždy stejně dlouhý nebo deľśı než obraz b, pak pushy mor-
fismus může vzniknout pouze v př́ıpadě, že obraz b je b (pravidlo b → b)
a obraz a konč́ı nebo zač́ıná na b. Tuto myšlenku potvrzuj́ı i výsledky našeho
experimentu. Výsledné grafy neomezených ṕısmen souviśı s tvarem pravidla
a, nebot’ jiné neomezené ṕısmeno v binárńım morfismu kde b→ b nenajdeme.
Na hraně neomezeného grafu zleva vždy najdeme takový počet b, kterým pra-
vidlo a zač́ıná než naraźı na prvńı a. Na hraně neomezeného grafu zprava vždy
najdeme takový počet b, který následuje za posledńım výskytem a. Př́ıklady
pushy morfismů a jejich graf̊u znázorňuj́ı obrázky 3.1, 3.2 a 3.3.

Obrázek 3.1: Grafy neomezených ṕısmen zleva (levý) a zprava (pravý) pro
morfismus a→ ba, b→ b.

Obrázek 3.2: Grafy neomezených ṕısmen zleva (levý) a zprava (pravý) pro
morfismus a→ abbbb, b→ b.

Obrázek 3.3: Grafy neomezených ṕısmen zleva (levý) a zprava (pravý) pro
morfismus a→ bbbabb, b→ b.
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3.4.3 Injektivita

Nyńı zde uvedeme přehled všech neinjektivńıch morfismů a u každého z nich
uvedeme faktory, které maj́ı do dané délky dva a v́ıce obraz̊u.

Velikost n, m Morfismus Faktory s 2 a v́ıce přesnými
předobrazy

n = 2, m = 1 a→ bb, b→ b bb: (a, 0), (bb, 0)
a→ ab, b→ ab ab: (b, 0), (a, 0)

n = 2, m = 2 a→ ba, b→ ba ba: (b, 0), (a, 0)
a→ bb, b→ bb bb: (b, 0), (bb, 1), (a, 0)
a→ aab, b→ aab aab: (a, 0), (b, 0)
a→ aba, b→ aba aba: (a, 0), (b, 0)

n = 3, m = 3 a→ abb, b→ abb abb: (a, 0), (b, 0)
a→ baa, b→ baa baa: (b, 0), (a, 0)
a→ bab, b→ bab bab: (b, 0), (a, 0)
a→ bba, b→ bba bba: (b, 0), (a, 0)

Tabulka 3.2: Přehled neinjektivńıch morfismů s př́ıslušnými faktory, které maj́ı
dva a v́ıce předk̊u pro n = 2, 3.

Velikost n, m Morfismus Faktory s 2 a v́ıce přesnými
předobrazy

n = 4, m = 2 a→ abab, b→ ab ababab: (ba, 0), (aba, 2), (ab, 0)
a→ baba, b→ ba bababa: (ba, 0), (aba, 2), (ab, 0)
a→ aaab, b→ aaab aaab: (a, 0), (b, 0)
a→ aaba, b→ aaba aaba: (a, 0), (b, 0)
a→ aabb, b→ aabb aabb: (a, 0), (b, 0)
a→ abaa, b→ abaa abaa: (a, 0), (b, 0)
a→ abab, b→ abab abab: (a, 0), (ab, 2), (ba, 2), (b, 0)

n = 4, m = 4 a→ abba, b→ abba abba: (a, 0), (b, 0)
a→ abbb, b→ abbb abbb: (a, 0), (b, 0)
a→ baaa, b→ baaa baaa: (b, 0), (a, 0)
a→ baab, b→ baab baab: (b, 0), (a, 0)
a→ baba, b→ baba baba: (b, 0), (ab, 2), (ba, 2), (a, 0)
a→ babb, b→ babb babb: (b, 0), (a, 0)
a→ bbaa, b→ bbaa bbaa: (b, 0), (a, 0)
a→ bbab, b→ bbab bbab: (b, 0), (a, 0)
a→ bbba, b→ bbba bbba: (b, 0), (a, 0)

Tabulka 3.3: Přehled neinjektivńıch morfismů s př́ıslušnými faktory, které maj́ı
dva a v́ıce předk̊u pro n = 4.
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3.4. Vyhodnoceńı výsledk̊u

Velikost n, m Morfismus Faktory s 2 a v́ıce
přesnými předobrazy

a→ aaaab, b→ aaaab aaaab: (a, 0), (b, 0)
a→ aaaba, b→ aaaba aaaba: (a, 0), (b, 0)
a→ aaabb, b→ aaabb aaabb: (a, 0), (b, 0)
a→ aabaa, b→ aabaa aabaa: (a, 0), (b, 0)
a→ aabab, b→ aabab aabab: (a, 0), (b, 0)
a→ aabba, b→ aabba aabba: (a, 0), (b, 0)
a→ aabbb, b→ aabbb aabbb: (a, 0), (b, 0)
a→ abaaa, b→ abaaa abaaa: (a, 0), (b, 0)
a→ abaab, b→ abaab abaab: (a, 0), (b, 0)
a→ ababa, b→ ababa ababa: (a, 0), (b, 0)
a→ ababb, b→ ababb ababb: (a, 0), (b, 0)
a→ abbaa, b→ abbaa abbaa: (a, 0), (b, 0)

n = 5, m = 5 a→ abbab, b→ abbab abbab: (a, 0), (b, 0)
a→ abbba, b→ abbba abbba: (a, 0), (b, 0)
a→ abbbb, b→ abbbb abbbb: (a, 0), (b, 0)
a→ baaaa, b→ baaaa baaaa: (b, 0), (a, 0)
a→ baaab, b→ baaab baaab: (b, 0), (a, 0)
a→ baaba, b→ baaba baaba: (b, 0), (a, 0)
a→ baabb, b→ baabb baabb: (b, 0), (a, 0)
a→ babaa, b→ babaa babaa: (b, 0), (a, 0)
a→ babab, b→ babab babab: (b, 0), (a, 0)
a→ babba, b→ babba babba: (b, 0), (a, 0)
a→ babbb, b→ babbb babbb: (b, 0), (a, 0)
a→ bbaaa, b→ bbaaa bbaaa: (b, 0), (a, 0)
a→ bbaab, b→ bbaab bbaab: (b, 0), (a, 0)
a→ bbaba, b→ bbaba bbaba: (b, 0), (a, 0)
a→ bbabb, b→ bbabb bbabb: (b, 0), (a, 0)
a→ bbbaa, b→ bbbaa bbbaa: (b, 0), (a, 0)
a→ bbbab, b→ bbbab bbbab: (b, 0), (a, 0)
a→ bbbba, b→ bbbba bbbba: (b, 0), (a, 0)

Tabulka 3.4: Přehled neinjektivńıch morfismů s př́ıslušnými faktory, které maj́ı
dva a v́ıce předk̊u pro n = 5.
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Velikost
n, m

Morfismus Faktory s 2 a v́ıce přesnými
předobrazy

n = 6 a→ ababab, b→ ab abababab: (ba, 0), (aba, 4), (ab, 0),
(aba, 2)

m = 2 a→ bababa, b→ ba babababa: (ba, 0), (aba, 4), (ab, 0),
(aba, 2)

Tabulka 3.5: Přehled neinjektivńıch morfismů s př́ıslušnými faktory, které maj́ı
dva a v́ıce předk̊u pro n = 6.

Z tabulek je patrné, že pro morfismy, ve kterých je délka n = m jsou neinjek-
tivńımi morfismy pouze ty, kdy je obraz a i b stejný. V př́ıpadech, kdy je n
sudé a m = 2, jsou neinjektivńı morfismy takové, kde obraz a je mocninou ob-
razu b. Speciálně pro n = 2 a m = 1 je neinjektivńı i morfismus a→ bb, b→ b.
Daľśı morfismy pro m = 1 nejsou injektivńı na A∗, my však v algoritmech vše
zkoumáme na S(L(G)) a na této množině jsou tyto morfismy injektivńı a tak
je správně vyhodnot́ı i náš algoritmus.

3.4.4 Repetitivita

Zde uvedeme přehled toho, kolik repetitivńıch/nerepetetivńıch morfismů jsme
nalezli pro jednotlivé hodnoty n,m a vždy uvedeme př́ıklad. Tato vlastnost
nebyla v̊ubec vyhodnocována pro neinjektivńı morfismy.

Velikost
n,m

Re-
peti-
tivńı

Př́ıklad repeti-
tivńı

Ne-
repe-
titiv-
ńı

Př́ıklad nerepeti-
tivńı

n = 2, m = 1 3 a→ aa, b→ a 4 a→ ab, b→ b
n = 2, m = 2 10 a→ bb, b→ aa 3 a→ ab, b→ ba

n = 3, m = 1 9 a→ bba, b→ b 6 a→ bab, b→ b
n = 3, m = 2 23 a→ aba, b→ ab 9 a→ aba, b→ ba
n = 3, m = 3 49 a→ aab, b→ abb 9 a→ abb, b→ baa

n = 4, m = 1 20 a→ aabb, b→ a 12 a→ bbaa, b→ b
n = 4, m = 2 49 a→ abaa, b→ aa 13 a→ abba, b→ ab
n = 4, m = 3 102 a→ aaab, b→ aba 26 a→ abaa, b→ abb
n = 4, m = 4 217 a→ aaaa, b→ abba 25 a→ abab, b→ aaaa

Tabulka 3.6: Přehled počtu repetitivńıch/nerepetitivńıch morfismů s př́ıklady
morfismů pro n = 2, 3, 4.
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Velikost
n,m

Re-
peti-
tivńı

Př́ıklad repeti-
tivńı

Ne-
repe-
titiv-
ńı

Př́ıklad nerepeti-
tivńı

n = 5, m = 1 8 a→ aaaaa, b→ a 16 a→ baaab, b→ b
n = 5, m = 2 96 a→ aaaba, b→ ba 32 a→ abaab, b→ ba
n = 5, m = 3 215 a→ aaaaa, b→ bbb 41 a→ ababb, b→ aaa
n = 5, m = 4 418 a→ abaab, b→ abbb 94 a → abaaa, b →

aabb
n = 5, m = 5 932 a → abbbb, b →

babbb
62 a → abbbb, b →

aaabb

n = 6, m = 1 76 a→ bababa, b→ b 52 a→ ababaa, b→ b
n = 6, m = 2 202 a→ aaaaab, b→ ba 52 a→ ababab, b→ aa

Tabulka 3.7: Přehled počtu repetitivńıch/nerepetitivńıch morfismů s př́ıklady
morfismů pro n = 5, 6.

Z přehledu je zřejmé, že počet repetitivńıch morfismů se zvyšuje v závislosti na
součtu n+m. Č́ım vyšš́ı je součet, t́ım větš́ı počet repetitivńıch morfismů byl
nalezen. Dále můžeme usuzovat, že počet repetitivńıch morfismů se zvyšuje
vzhledem k menš́ımu rozd́ılu mezi n a m, tedy např́ıklad jejich počet pro (4, 3)
je větš́ı než pro (6, 1), přestože součet n+m je v obou př́ıpadech 7.

3.4.5 Cirkularita

V této sekci ukážeme cirkulárńı morfismy včetně jejich synchronizačńıho zpožděńı
(v tabulkách použijeme zkartku SD = synchronization delay) s informaćı
o tom, jaký byl nejdeľśı nesynchronizovaný faktor.

Velikost n, m Morfismus SD Nejdeľśı nesynchroni-
zované faktory

n = 2, m = 1 a→ ab, b→ a 2 N/A
a→ ba, b→ a 2 N/A
a→ ab, b→ aa 3 aa: (ba, 1), (b, 0)

n = 2,m = 2 a→ ab, b→ ba 4 aba: (aa, 0), (bb, 1), bab:
(aa, 1), (bb, 0)

a→ bb, b→ ba 3 bb: (ab, 1), (a, 0)

Tabulka 3.8: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n = 2.

43



3. Experiment

Velikost n, m Morfismus SD Nejdeľśı nesynchroni-
zované faktory

a→ aba, b→ a 2 N/A
n = 3, m = 1 a→ abb, b→ a 2 N/A

a→ bbb, b→ b 3 bb: (bb, 0), (a, 1), (a, 0)
a→ aba, b→ aa 4 aaa: (ba, 0), (ab, 2)
a→ aba, b→ ba 2 N/A
a→ abb, b→ aa 5 aaaa: (bba, 1), (bb, 0)
a→ abb, b→ ab 3 ab: (a, 0), (b, 0)

n = 3, m = 2 a→ abb, b→ ba 4 bba: (ab, 2), (aa, 1)
a→ baa, b→ ba 3 ba: (a, 0), (b, 0)
a→ bab, b→ ba 4 bab: (ba, 0), (bb, 0), (a, 0)
a→ bba, b→ ba 2 N/A
a→ bbb, b→ ba 4 bbb: (ab, 1), (a, 0)
a→ aba, b→ aab 5 aaba: (ba, 0), (aa, 2)
a→ abb, b→ aaa 7 aaaaaa: (bba, 1), (bb, 0)
a→ abb, b→ aab 3 ab: (b, 1), (a, 0)

n = 3, m = 3 a→ abb, b→ aba 3 ba: (ab, 2), (b, 1), (aa, 2)
a→ abb, b→ baa 4 aab: (ba, 2), (bb, 1), bba:

(ab, 2), (aa, 1)
a→ bab, b→ baa 3 ab: (a, 1), (bb, 2), (ba, 2)
a→ bba, b→ baa 3 ba: (a, 1), (b, 0)
a→ bba, b→ bab 5 bbab: (bb, 2), (ab, 0)
a→ bbb, b→ baa 7 bbbbbb: (aa, 0), (aab, 1)

Tabulka 3.9: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n = 3.

Pro daľśı hodnoty n,m (tedy pro dvojice (4, 1)− (6, 2)) zač́ıná být počet cir-
kulárńıch morfismů již větš́ı, proto nebudeme uvádět všechny morfismy, ale
vybereme jen ty, jejichž synchronizačńı zpožděńı je větš́ı nebo rovno než součet
n+m.

Z výsledk̊u je patrné, že hodnota synchronizačńıho zpožděńı je ve většině
př́ıpad̊u celkem malá, což je v souladu s předpokladem. Objevuj́ı se zde i vyšš́ı
hodnoty, v žádném př́ıpadě však nebylo třeba navyšovat délku nalezených
faktor̊u nad délku zadanou při vstupu. Mezi morfismy, které jsme otestovali,
nepřesáhla hodnota synchronizačńıho zpožděńı hodnotu 30, nejvyšš́ı nalezené
synchronizačńı zpožděńı bylo 29. Z analýzy výsledk̊u by se dalo usuzovat, že ve-
likost synchronizačńıho zpožděńı souviśı s délkou obraz̊u, nebot’ se zvyšuj́ıćım
se n,m se zač́ınaj́ı objevovat vyšš́ı hodnoty synchronizačńıho zpožděńı.
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Velikost n, m Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizo-
vané faktory

n = 4, m = 1 a→ abab, b→ a 8 abababa: (aa, 0), (aab, 2)
a→ abbb, b→ aa 7 aaaaaa: (bbba, 1), (bbb, 0)
a→ abbb, b→ ba 6 bbbab: (abb, 2), (aa, 1)

n = 4, m = 2 a→ baba, b→ ab 7 bababa: (aa, 0), (aa, 2)
a→ bbab, b→ ba 13 babbabbabbab: (ababb, 1),

(baba, 0)
a→ abaa, b→ aab 6 aaaba: (aba, 3), (aa, 2)
a→ abab, b→ aab 10 ababababa: (baa, 1), (aab, 0)
a→ abab, b→ aba 10 ababababa: (aab, 2), (aab, 0)

n = 4, m = 3 a→ abab, b→ bab 6 babab: (ba, 0), (ba, 2)
a→ abba, b→ bab 16 bababbababbabab: (abbab, 2),

(babba, 0)
a→ abbb, b→ aaa 10 aaaaaaaaa: (bbba, 1), (bbb,

0)
a→ baba, b→ aba 10 ababababa: (baa, 0), (baa, 2)
a→ baba, b→ baa 10 ababababa: (baa, 2), (aab, 1)
a→ baba, b→ bab 6 babab: (ab, 2), (ab, 0)
a→ bbbb, b→ baa 9 bbbbbbbb: (aa, 0), (aab, 1)

Tabulka 3.10: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n = 4,
m = 1, 2, 3.
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3. Experiment

Velikost
n, m

Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizo-
vané faktory

a→ abaa, b→ aaab 6 aaaba: (ba, 0), (aa, 2)
a→ abab, b→ aaaa 20 abababababababababa: (aaaaa,

0), (aaaaab, 2)
a→ abab, b→ abaa 14 ababababababa: (aaab, 2),

(aaab, 0)
a→ abab, b→ baaa 15 ababababababab: (aaaa, 2),

(aaaa, 0)
n = 4 a→ abbb, b→ aaaa 13 aaaaaaaaaaaa: (bbba, 1), (bbb,

0)
m = 4 a→ abbb, b→ abab 14 babababababab: (bbba, 1),

(abbb, 3)
a→ abbb, b→ baba 15 bababababababa: (bbbb, 2),

(bbbb, 0)
a→ baba, b→ baaa 14 ababababababa: (baaa, 3),

(aaab, 1)
a→ babb, b→ baba 14 babababababab: (bbba, 0),

(bbba, 2)
a→ bbbb, b→ baaa 13 bbbbbbbbbbbb: (aaa, 0), (aaab,

1)
a→ bbbb, b→ baba 20 bababababababababab: (bbbbb,

0), (bbbbba, 2)

Tabulka 3.11: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n =
4,m = 4.
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3.4. Vyhodnoceńı výsledk̊u

Velikost n, m Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizo-
vané faktory

a→ abaaa, b→ b 6 aaaba: (aa, 3), (aba, 2)
n = 5, m = 1 a→ abbaa, b→ b 6 aabba: (aa, 4), (abba, 3)

a→ baabb, b→ a 6 bbaab: (aa, 4), (abba, 3)
a→ abaab, b→ ba 7 abaaba: (aa, 0), (bba, 1),

babaab: (aa, 4), (bba, 0)
n = 5, m = 2 a→ abbab, b→ ba 7 abbaba: (aa, 0), (abb, 3),

babbab: (abb, 2), (aa, 4)
a→ abbbb, b→ aa 9 aaaaaaaa: (bbbba, 1), (bbbb,

0)
a→ abbbb, b→ ba 7 bbbbab: (abb, 2), (aa, 1)
a→ abbbb, b→ aaa 13 aaaaaaaaaaaa: (bbbba, 1),

(bbbb, 0)
n = 5, m = 3 a→ babba, b→ abb 8 bbabbab: (bbb, 1), (baa, 2)

a→ bbaab, b→ baa 11 bbaabbaabb: (abaa, 4), (aba,
0)

a→ bbbbb, b→ baa 11 bbbbbbbbbb: (aa, 0), (aab, 1)

Tabulka 3.12: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n =
5,m = 1, 2, 3.
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3. Experiment

Velikost
n, m

Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizo-
vané faktory

a→ ababb, b→ aaaa 9 aaaaaaaa: (bba, 1), (bb, 0)
a→ ababb, b→ abab 12 bababababab: (bba, 1), (abba,

4)
a→ abbaa, b→ abab 9 abababab: (bba, 2), (bb, 0)
a→ abbaa, b→ baab 9 aabbaaba: (bba, 1), (aab, 4)
a→ abbba, b→ abab 13 abababababab: (bbba, 2), (bbb,

0)
a→ abbbb, b→ aaaa 17 aaaaaaaaaaaaaaaa: (bbbba,

1), (bbbb, 0)
a→ abbbb, b→ abab 18 babababababababab: (abbbb, 4),

(bbbba, 1)
a→ abbbb, b→ baba 19 bababababababababa: (bbbbb,

0), (bbbbb, 2)
n = 5 a→ baaab, b→ abab 9 abababab: (abb, 3), (bb, 0)
m = 4 a→ baaab, b→ baba 9 babababa: (bba, 2), (bb, 0)

a→ baaba, b→ baba 8 abababa: (aba, 4), (ab, 2)
a→ babab, b→ baba 12 bababababab: (bba, 2), (bba, 0)
a→ babbb, b→ abab 12 bababababab: (bbb, 1), (abbb, 4)
a→ babbb, b→ baba 18 babababababababab: (bbbba, 0),

(bbbba, 2),
a→ bbaab, b→ baba 12 bababababab: (bbba, 2), (bbb, 0)
a→ bbaba, b→ baba 12 bababababab: (abb, 1), (abba,

3)
a→ bbbab, b→ baba 12 bababababab: (bbba, 2), (bbb, 0)
a→ bbbbb, b→ baaa 16 bbbbbbbbbbbbbbb: (aaa, 0),

(aaab, 1)
a→ bbbbb, b→ baba 24 bababababababababababab:

(bbbbbba, 2), (bbbbbb, 0)

Tabulka 3.13: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n =
5,m = 4.
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3.4. Vyhodnoceńı výsledk̊u

Velikost
n, m

Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizo-
vané faktory

a → ababb, b →
aaaaa

11 aaaaaaaaaa: (bba, 1), (bb, 0)

n = 5 a → abbbb, b →
aaaaa

21 aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa:
(bbbba, 1), (bbbb, 0)

m = 5 a → bbbbb, b →
baaaa

21 bbbbbbbbbbbbbbbbbbbb:
(aaaab, 1), (aaaa, 0)

a → bbbbb, b →
babaa

11 bbbbbbbbbb: (aa, 0), (aab, 1)

Tabulka 3.14: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım včetně ukázky nejdeľśıho nesynchronizovaného faktoru pro n =
5,m = 5.

Velikost
n, m

Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizo-
vané faktory

a→ abaaaa, b→ b 7 aaaaba: (aa, 3), (aba, 2)
a→ abaaba, b→ b 10 abaabaaba: (aa, 0), (aa, 3)
a→ ababaa, b→ b 7 aababa: (aba, 4), (aa, 5)
a→ ababab, b→ a 12 abababababa: (aa, 0), (aab, 2)

n = 6 a→ ababba, b→ b 9 babbabab: (abba, 4), (aba, 1)
m = 1 a→ abbaaa, b→ b 7 aaabba: (aa, 4), (abba, 3)

a→ abbaba, b→ b 9 bababbab: (aba, 4), (abba, 2)
a→ abbabb, b→ a 17 abbabbabbabbabba: (aaab, 3),

(aaa, 0)
a→ abbbaa, b→ b 7 aabbba: (abbba, 4), (aa, 5)
a→ babaab, b→ a 9 abaababa: (abba, 4), (aba, 1)
a→ bababa, b→ a 12 abababababa: (baa, 0), (aa, 1)
a→ babbbb, b→ a 7 bbbbab: (aa, 3), (aba, 2)

Tabulka 3.15: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım s informaćı o nejdeľśım nesynchronizovaném faktoru pro n = 6,
m = 1.
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3. Experiment

Velikost
n, m

Morfismus SD Nejdeľśı nesynchronizované
faktory

a→ abaaba, b→ ab 13 abaabaabaaba: (aa, 0), (aaba, 3)
a→ ababab, b→ aa 17 abababababababab: (aaa, 2),

(aaa, 0)
a→ abbaab, b→ ba 15 baabbaabbaabba: (abab, 2), (baba,

0)
a→ abbabb, b→ aa 29 abbabbabbabbabbabbabbabbabba:

(aaaaab, 3), (aaaaa, 0)
a→ abbabb, b→ ba 10 abbabbabb: (aa, 0), (aa, 3)

n = 6 a→ abbbbb, b→ aa 11 aaaaaaaaaa: (bbbbb, 0), (bbbbba,
1)

m = 2 a→ abbbbb, b→ ba 8 bbbbbab: (aa, 1), (abb, 2)
a→ baabaa, b→ ba 13 abaabaabaaba: (aab, 2), (baa, 1)
a→ baabba, b→ ab 15 abbaabbaabbaab: (abab, 2), (baba,

0)
a→ bababb, b→ ab 27 babbababbababbababbababbab:

(ababbabba, 5), (abbabbab, 2)
a→ bbabab, b→ ba 27 babbababbababbababbababbab:

(babbabba, 0), (abbabbaba, 3)
a→ bbbabb, b→ ba 23 babbbabbbabbbabbbabbba:

(ababab, 2), (bababa, 0)

Tabulka 3.16: Přehled cirkulárńıch morfismů s jejich synchronizačńım
zpožděńım s informaćı o nejdeľśım nesynchronizovaném faktoru pro n =
6,m = 2.
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Závěr

Zadáńım práce bylo seznámit se s teoríı D0L-systémů a s potřebnými pojmy
z kombinatoriky na slovech. Dále z doporučené literatury nastudovat algoritmy
pro zjǐst’ováńı vybraných vlastnost́ı D0L-systémů, zejména cirkularitu, repeti-
tivitu, a pushy D0L-systémy. Daľśım úkolem bylo pokusit se co nejefektivněji
implementovat tyto algoritmy v jazyce Python, ideálně v takovém formátu,
aby bylo možné je zařadit do knihoven programu SageMath. Posledńım úkolem
bylo seznámit se s injektivitou D0L-systémů a pokusit se navrhnout a imple-
mentovat algoritmus (brute-force) pro jej́ı ověřeńı.
Všechny potřebné pojmy z oblasti kombinatoriky na slovech i z teorie D0L-
systémů jsme představili a ukázali na př́ıkladech. Všechny požadované vlast-
nosti jsme nastudovali a v práci podrobně vysvětlili. Stejně tak byly nastu-
dovány jednotlivé vlastnosti, které jsme následně implementovali v jazyce Py-
thon. V jazyce Python jsme též implementovali námi navržený brute-force
algoritmus pro zjǐstěńı injektivity D0L-systémů. Všechny tyto algoritmy jsme
v práci vysvětlili, ukázali na př́ıkladu a popsali pomoćı pseudokódu. Všechny
implementované funkce v programech v Pythonu jsme opatřili komentáři, od-
pov́ıdaj́ıćımi konvenci pro knihovny programu SageMath. K finálńımu zařazeńı
do knihoven programu SageMath však nedošlo, z d̊uvodu nutnosti prove-
deńı dodatečných změn konceptu algoritmů, jež by značně přesahovalo rozsah
práce.
Implementované algoritmy byly otestovány pro vybrané binárńı morfismy a na
základě výsledk̊u experimentu byl vytvořen přehled vybraných morfismů s je-
jich vlastnostmi.
Pokračováńım práce by mohlo být otestováńı implementovaných algoritmů
na daľśıch typech morfismů či implementováńı daľśıch zaj́ımavých vlastnost́ı.
Daľśı vývoj by mohl být směřován právě k úpravám všech algoritmů na
přesnou konvenci knihoven SageMath, aby mohly být nasledně do těchto
knihoven zařazeny.

51





Literatura

[1] KLOUDA, K.: Non-standard numeration systems and combinatorics on
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Př́ıloha A
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt .................................. stručný popis obsahu CD
src

DP Štěpánková Anežka 2020.tex ... zdrojová forma práce ve formátu
LATEX
pictures..........................................obrázky k práci
impl

***.py..............................zdrojové kódy implementace
how to.txt...................návod na spuštěńı zdrojových kód̊u

text....................................................... text práce
DP Štěpánková Anežka 2020.pdf.........text práce ve formátu PDF
ZZP.pdf.............................. zadáńı práce ve formátu PDF
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