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Uvod

Problematika Z-gradovanych variet je relativné mladé (autor [1] klade pocatky cca do pozdnich
90. let minulého stoleti) a na rozdil od supervariet, které jsou zkoumany podstatné déle, doposud
neexistuje ucelend publikace, kterd by se jimi zabyvala. Situace je jesté o néco horsi, nebot
neexistuje dokonce ani ucelend definice samotné Z-gradované variety. Znatelnd ¢ast tohoto textu
je tak vénovéana pravé této definici, ovSem nikoliv pro ,,obecnou“ Z-gradovanou varietu, nybrz
pro jeji specidlni ptipad, totiz takzvanou nezédporné gradovanou varietu neboli N-varietu. Takto
se omezujeme proto, ze, jak uvidime na konci kapitoly 2, nam nezaporné gradovani umozni
vyhnout se technickym problémtum tykajicich se prace s formalnimi fadami.

Samotnd zde uvedena definice N-variety se snazi nasledovat a podrobné rozebrat postup
naznaceny v ¢lanku [1] s tim podstatnym rozdilem, ze gradované struktury (grupy, vektorové
prostory, algebry...) nezavadime, neformélné feceno, jako direktni soucet ruznych prostoru, nybrz
v podstaté jako posloupnost piislusnych prostortu. Rozdil je tedy v tom, ze prvky ruznych stupnu
se nam ,nemichaji“, to jest neexistuji nehomogenni prvky. To vede na definici odpovidajicich
snopu, které zaruceneé spliuji axiom lokality a lepici axiom, s ¢imz mohly mit alternativni definice
problém.

Autor by na tomto misté chtél explicitné poznamenat, ze kromé veskeré uvedené litera-
tury mély pivotni roli jakozto informaé¢ni zdroj poznamky poskytnuté vedoucim prace Janem
Vysokym. Tyto poznamky pii absenci jakéhokoliv publikovaného iivodu do problematiky slouzily
pro tuto praci jako skutec¢ny informacni zaklad i jako mnohocetnd inspirace.

Na zacatku prvni kapitoly je velice struéné predstavena klasickd symplektickd geomet-
rie. Tato ¢dst slouzi k uvedeni pojmu, které se budeme po zbytek prace pokouSet prenést do
gradovaného prostiedi. Druhd ¢ast prvni kapitoly si klade za cil predvést alternativni (a sa-
moziejmé ekvivalentni) definici hladké variety prostrednictvim pojmu, jako je snop a snopovy
(izo)morfismus. V této kapitole také poprvé pouzivame jisté velice zdkladni pojmy z teorie ka-
tegorii, jejichz pouziti vede k znatelné vyssi prehlednosti a struc¢nosti.

Ve druhé kapitole se poprvé setkdme s vySe zminénymi ,,gradovanymi“ pojmy. Nejprve
po vzoru knihy [2] prozkoumame vlastnosti gradovanych okruhi, a posléze se presuneme ke gra-
dovanym vektorovym prostoriim a algebram. Uvedeme definici rozsitené symetrické algebry nad
gradovanym vektorovym prostorem, kterou pak v kapitole 3 pouzijeme k definici gradovanych
domén a konecné také N-variet.

Ctvrt4 kapitola se zabyvé definici vektorovych poli na N-varietdch a ¢ini tak ,globalné®
bez zavedeni te¢ného prostoru v bodé. Za timto tcelem nejprve rozpracovava pokrocilejsi sno-
pové struktury, jmenovité snopy morfismu modula gradovanych algeber. Pata a posledni kapitola
se zabyva obohacovanim N-variet o dodatec¢né struktury. Jeji prvni ¢ast vrcholi zavedenim di-
ferencidlnich forem jakozto gradovanych funkci na gradovaném teéném prostoru s posunutymi
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stupni. Jeji druhd ¢ast ukazuje t¥i zdkladni a znamé derivace téchto forem, konkrétné jde o vnéjsi
derivaci, vnitini sou¢in a Lieovu derivaci. Tyto derivace jsou zavedeny elegantné jako vektorova
pole pravé na jiz zminéném gradovaném te¢ném prostoru s posunutymi stupni.

Na konci paté kapitoly je slavnostné zavedena symplektickd N-varieta, kterd se déle
vybavi kompatibilnim homologickym vektorovym polem za vzniku NQ-variety. Jsou uvedeny
priklady téchto variet, které ilustruji jak samotné vysSe uvedené pojmy, tak jejich netrividlni
vztah k nékterym dal$im zndmym matematickym strukturam.

12



Kapitola 1

Klasicka geometrie

1.1 Kratky tvod do symplektické geometrie

Symplektickd geometrie se nejspise poprvé objevila v ¢ldnku J. L. Lagrange [3], ve kterém autor
zkoumad orbity planet pod vzajemnym gravita¢nim vlivem. Lagrange zde uvazuje drahu planety
jako elipsu plné popsanou Sesti nezavislymi parametry. Vyvoj téchto parametru v ¢ase popisuje
systémem parcidlnich diferencidlnich rovnic, které lze upravit do tvaru dnesnich Hamiltonovych
pohybovych rovnic, jak ostatné pozdéji ¢ini sém Lagrange (vice napiiklad v [4]).

Typicky se vsak pocatky symplektické geometrie spojuji pravé s Hamiltonovou formulaci
klasické mechaniky, se kterou se ¢tenai muze detailnéji seznamit napiiklad v [5]. V této formulaci
stav zkoumaného systému odpovidad pravé jednomu bodu fazového prostoru, jehoz souradnice
se casto znacf jako (q',...,¢",p1,...,Pn), @ nazyvaji se zobecnénymi souradnicemi respektive
hybnostmi. Casovy vyvoj tohoto systému je spjat s funkei H(q’, pj), které se iikd Hamiltonova
funkce nebo také Hamiltonian, Hamiltonovymi pohybovymi rovnicemi:

g OH . OH
q_apza pl_ aqlv

(1.1)

pro vSechna ¢ = 1,...,n, a je jimi, az na poc¢atecni podminky, plné urcen.

Hledéni fazovych kiivek, totiz kiivek ve fazovém prostoru odpovidajicich ¢asovému vyvoji
systému, je tak mozno formulovat jako hledani integralnich kiivek tzv. hamiltonovského vekto-
rového pole

Xy =— — — — -, 1.2
H Opj 0¢7  O¢’ Op; (1.2)
kde jsme vyuzili, jakozto i naddle budeme vyuzivat, Einsteinovy sumaé¢ni konvence. Zavedeme-li
na fdzovém prostoru 2-formu w := dp; Adq’, zjistime ze plati w(Xy, ) = —dH. Inspirovéni témito
pozorovanimi si nyni tyto vlastnosti ,, vypujéime* a abstraktnim zpusobem zavedeme zakladni
pojmy symplektické geometrie. Pro hlubs{ tivod do problematiky necht je étendf odkdzén na
publikace [6] a [7], které jsou také hlavnim informaénim zdrojem této podkapitoly.

Jelikoz tato podkapitola pojednava o dobfe znamych faktech, vyuzijeme v ni ponékud
lemmat a tvrzeni. Budeme-li hovotit o varietach, vzdy budeme mit namysli hladké variety, to jest
variety tiidy C.
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O 2-formé w na varieté M fekneme, Ze je nedegenerovand, pravé kdyz je linedrni zob-
razeni X — w(X, ), zobrazujici vektorovéa pole na 1-formy, bijekei.

Méjme libovolnou 2-formu w na varieté M. Potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. w je nedegenerovand.
2. Zobrazeni X — w(X, ) je prosté (nebo surjektivni).
3. Pokud pro vsechna vektorové pole Y plati, ze w(X,Y) = 0, potom X = 0.

4. Matice komponent formy w je v libovolnych soufadnicich a v kazdém bodé variety M
invertovatelna.

2-formu w na varieté M nazveme symplektickou formou, pravé kdyz je nedegenerovana
a zdroven uzaviend (to jest dw = 0). Uspofddanou dvojici (M,w) nazveme symplektickou
varietou.

Po zbytek kapitoly bude (M,w) vzdy predstavovat symplektickou varietu.

Okamzité lze nahlédnout, ze kazdd symplektickd varieta m& nutné sudou dimenzi.
Skutec¢né, pro determinant matice komponent symplektické formy v libovolnych soufadnicich
bude totiz platit 0 # det(w) = det(w?) = det(—w) = (—1)4™M det(w), coz vynucuje sudost
dim(M).

Zobrazeni X +— w(X,-) je linedrnim izomorfismem mezi vektorovymi poli a 1-formami
na M. Jednd se tedy o jistou analogii zvySovani a snizovani indexii! z (pseudo)riemannovské
geometrie, kde misto symplektické formy zastdva préavé (pseudo)metricky tenzor. Konkrétné
zobrazeni X — w(X,-) by bylo obdobou sniZeni indexu, a jeho inverze obdobou indexového
zvyseni.

Pro kazdou funkci H € C*°(M) potom definujeme hamiltonovské vektorové pole Xy
prislusné funkci H vztahem w(Xy, ) = —dH. Déle libovolné vektorové pole V na M oznacime

za symplektické, pravé kdyz spliuje Lyw = 0, kde Ly znaéi Lieovu derivaci? ve sméru V.

Ze vztahu® Ly = iyd + diy ihned vidime, Ze kazdé hamiltonovské vektorové pole je
symplektické.

Pro kazdé dvé funkce f,g € C*°(M) definujeme jejich Poissonovu zavorku jako
{1, 9} = w(Xy, Xy) = X;(9)- (1.3)

Piimo z definice vidime, ze Poissonova zavorka je antisymetricka a bilinearni. Déale pro kazdé tii
fyg,h € C*(M) plati vztahy:

1. Xy¢g = fXg +9Xy.

2. Xifgy = Xy Xg — XgXy.

3. {f{g, hi}y ={{f. g}, h} + {g,{f h}}. (Jacobiho identita).

!Také zndmy jako ,hudebni* izomorfismy.
2Pro korektn{ definici Lieovy derivace viz [7].
3Znédmého rovnéz pod ndzvem , Cartanova kouzelnd formule“ (” Cartan’s Magic Formula”), viz [7].
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4. {f,gh} = {f,g}h + g{f, h}.

Znamym piikladem symplektické variety je kote¢ny fibrovany prostor T*N, kde N je li-
bovolna varieta. Na tomto prostoru lze totiz vZdy definovat takzvanou kanonickou symplektickou
formu? jako vnéjsf derivaci Liouvilleovy 1-formy, coz je forma, kterou lze globéalné a kanonicky
definovat na kazdém kote¢ném fibrovaném prostoru (viz [8]).

1.2 Alternativni definice hladké variety - snopy a lokalné okru-
hové prostory

V této podkapitole predstavime definici klasické hladké variety, avsak zpusobem, ktery budeme
schopni v dalsSich kapitolach vhodné rozsitit i pro definici N-variet. Tuto definici je mozno nalézt
také napiiklad v [9] nebo [10].

Zde i po zbytek textu budeme uzivat zdkladni nézvoslovi teorie kategorii, pficemz se
budeme drzet nédsledujiciho znaceni: tiidu véech morfismu v kategorii C zna¢ime hom(C), t¥idu
objektu zna¢ime ob(C), misto =,y € ob(C) budeme ¢asto psat =,y € C a mnozinu véech morfismu
z x do y znaéfme C(z, 7). Misto p € C(x, ) budeme Gasto psat u : © — y. Rekneme-li, Ze kategorie
D je plnou podkategorii kategorie C, mame tim namysli, ze

(VeeD) (zeC) AN (Vz,ye D) (D(z,y) = C(z,y) ). (1.4)

Pozndmka. i. Bud X topologicky prostor. Potom Open(X) zna¢i kategorii, jejiz objekty jsou
v8echny oteviené podmnoziny prostoru X a jejiz morfismy jsou inkluze. To jest

hom(Open(X)) :={+{/: V = U|V CU}. (1.5)

ii. cAs znaéi kategorii komutativnich unitalnich asociativnich algeber, kde morfismy jsou alge-
braické homomorfismy.

iii. Veskeré vektorové prostory ¢i algebry uvazujeme vzdy nad redlnymi ¢isly.
iv. V celé kapitole budeme pojmem algebra vzdy myslet asociativni unitalni algebru.

Znaceni 1.2.1. V celém textu budeme také hojné vyuzivat nasledujici znaceni: Pro topologicky
prostor X a bod z € X zna¢ime jako Op(X ) mnozinu vSech otevienych podmnozin prostoru
X (to jest Op(X) = ob(Open(X))) a jako Op,(X) mnozinu viech otevienych okoli bodu
z. Budeme-li psiat Op(U), respektive Op,(U), pro néjakou mnozinu U € Op(X), respektive
U € Op,(X), chapeme U prirozené jako topologicky prostor s indukovanou topologii.

Definice 1.2.2. Bud X topologicky prostor, C kategorie. Potom kontravariantni funktor
F : Open(X) — C se nazyvé piedsnop® na X s hodnotami v C.

Jinymi slovy pfedsnop F piitazuje kazdé oteviené mnoziné U C X objekt F(U) € C
a kazdé inkluzi 4, : W — V morfismus F(a)},) € C(F(V),F(W)) (odtud kontravariantni),
pricemz navic plati

VYU € Op(X), F(f) =id € C(F(U), F(U)), (1.6a)

4Znimou také jako Poincarého 2-forma.
5V angli¢ting , presheaf®. Snop (anglicky ,sheaf“) je v bézné feci svazek sklizeného obilf.
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VIV CV CU € Op(X), FOY o) = Fugy) o F(i§). (1.6b)

F (zg) se nazyva restrikce z U do V. Pokud C je kategorie, jejiz objekty maji prvky, tj. méa smysl
psat s € F(U), a morfismy v C jsou zobrazeni téchto prvku (napiiklad jiz zminénd kategorie
cAs), piseme ¢asto jednoduse F(:{})(s) =: s|v.

Definice 1.2.3. Budte X topologicky prostor, C kategorie, jejiz objekty maji prvky a jejiz
morfismy jsou zobrazenimi téchto prvki. Bud déle F : Open(X) — C pfedsnop na X. Potom

. d . , s, .
fekneme, ze F je snop <éf> spliiuje néasledujici dva axiomy:

I. (Axiom lokality)
Pro libovolné U € Op(X), {Ua}acr € Op(U) pokryti U a s,r € F(U) plati

(Vael) (sly, =rly,) = (s=r). (1.7)

II. (Lepici axiom)
Pro libovolné U € Op(X), {Us}tacr € Op(U) pokryti U a kolekci prvku {sq}acr, kde
Sq € F(Uy) pro kazdé a € I, plati

(Va, B €1, UaNUs #0) (Salvanus = $sluanu,)

(1.8)
= (dse€ FU)) (Vael) (slu, =5a)-

Piiklad 1.2.4. Méjme hladkou varietu M. Definujme pfifazeni C37 : Open(M) — cAs, které
kazdé mnoziné U € Op(M) piitadi C37(U) - komutativni algebru hladkych funkei na U a kazdé
inkluzi 1Y pritad{ klasickou ,funkén{“ restrikei C39(2¥) : C$3(U) — C$(V). Potom C$% je snop
na M a nazyvé se snop hladkych funkci na varieté M.

Diikaz. To, ze C3; je piedsnop je jasné. Abychom ukdzali, Ze jde skutecné o snop, je tieba
ovérit axiomy I a II z definice 1.2.3, coz jsou ale pro hladké funkce na varieté dobie znamé
vlastnosti. O

Definice 1.2.5. Pro kazdy topologicky prostor X a kategorii C zavadime kategorii predsnopa
na X s hodnotami v C, znacenou PSh(X, C), ndsledovné: objekty této kategorie jsou predsnopy
na X s hodnotami v C a morfismy jsou jejich pfirozené transformace.

Jinymi slovy, mame-li F,G € PSh(X,C), potom .4 : F — G je morfismus pifedsnopu
&y = {M Yveop(x)s kde Ay € C(F(U),G(U)) a navic pro vechna V,W € Op(X),
W CV, diagram

F(V) =5 G(v)

o] |t (1.9)
Fw) 2w

) ——

komutuje. Méme-li dalsi H € PSh(X,C) a .# : G — H morfismus piedsnoptu, potom
Mo N F — H zavadime jako

(M o N)y = My o N, (1.10)

pro kazdé U € Op(X).
16



Jesté zminime, ze A : F — G nazveme isomorfismem g je Ay isomorfismus pro
pro kazdé U € Op(X). Pokud je C navic kategorie, jejiz objekty maji prvky a jejiz morfismy jsou
zobrazeni téchto prvku, potom kategorii snopt na X s hodnotami v C znaéime jako Sh(X, C)
a zavadime ji jako plnou podkategorii kategorie PSh(X, C).

Definice 1.2.6. Méjme X topologicky prostor a F € PSh(X,cAs). Potom pro kazdé x € X
definujeme stonek piedsnopu F v bodé z, jako

L] Fw)
F, = \U€0p,(X) /., (1.11)

kde ~ je ekvivalence definovand nésledovné: méjme U,V € Op,(X),s € F(U),r € F(V). Potom

st EL(IW e Op(X), W CUNV) (sl = rlw). (1.12)

Prvek stonku F, tj. tiida ekvivalence [s], kde s € F(U) pro néjaké U € Op,(X), se typicky

znaci jako [s],.

Poznamka 1.2.7. Pii stejném znaceni bud s € F(U) pro U € Op,(X). Potom z definice stonku
je jasné, ze

[sl, = [slv], - (1.13)
Pro kazdé V' € Op,(U).

Tvrzeni 1.2.8. Méjme X topologicky prostor a F € PSh(X,cAs). Potom se pro kazdé x € X na
stonku F, prirozené indukuje struktura komutativng algebry a pro kazdé U € Op(X) je prirazent
s € F(U) — [s], € Fy algebraicky homomorfismus.

Dikaz. Budte A € R, [s],,[r], € F» a U,V € Op,(X) takové, ze s € F(U),r € F(V). Pak

x )

zavadime
Als], :==[As],, (1.14a)
[s], + [r], = [sluav +rluav, (1.14b)
(8], [r], = [slvav rlunv], - (1.14c¢)

Ukazme korektnost téchto definic. Jsou-li 5 € F(U), 7 € F(V), kde U,V € Op,(X) a zarovei
plati s ~ 5, r ~ 7. Necht S, R € Op,(X) jsou ty mnozZiny, pro které plati s|g = 5|g, resp.
r|r = 7|r- Pak, jelikoz restrikce jsou algebraické homomorfismy, jisté plati

()\S)‘S = )\S|S = >\§|S = ()\§)|S, (1_15)

a tedy As ~ A3, coz dokazuje korektnost (1.14a). Jelikoz restrikce navic spliiuji také vztah (1.6b)
aplati, Ze SNRCUNV NUNV, tak zjistujeme

(slunv + rlunv)|snr = slsnr + lsnr = 8lsnr + Tlsnr (1.16)
= 8lgay + Floap)lsnr
tedy s|lunv + rlunv ~ 8|5 + Tlgnps coz dokazuje korektnost (1.14b). Korektnost (1.14c) by
se ukazala obdobné. Komutativita a asociativita takto vzniknuvsi algebry potom plyne z komu-
tativity a asociativity algeber F(U) pro vsechna U € Op,(X). Déle vidime, Ze roli neutralniho
multiplikativntho elementu hraje tfida ekvivalence [1],, kde 1 zna¢i neutrdlni multiplikativni
element algebry F(V') pro néjaké V' € Op,(X). Fakt, ze pfifazeni s € F(U) + [s], € Fy je
algebraicky homomorfismus potom plyne piimo z definic (1.14). O
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Pokud tedy mame topologicky prostor a na ném piedsnop s hodnotami v komutativnich
algebrach, potom stonek v kazdém bodé ,,zdédi“ strukturu komutativni algebry. Specidlné ma
tedy také strukturu komutativniho okruhu.

Poznamka 1.2.9. Pripomenme si, ze komutativni okruh se nazyva lokalni, pravé pokud obsa-
huje unikdtni maximaln{ ideal ([11], [2]). Méjme R, S dva lokéln{ okruhy a ¢ : R — S okruhovy
homomorfismus. Pokud 1 navic zobrazuje kazdy neinvertibilni element v R na neinvertibilni
element v S, pak jej nazveme morfismem lokalnich okruhi. Lokalnimi okruhy se budeme
vice zabyvat v kapitole 2. Nakonec poznamenejme, ze kazdy okruhovy izomorfismus mezi dvéma
lokalnimi okruhy je automaticky také izomorfismem lokalnich okruhi.

Definice 1.2.10. Bud'te X topologicky prostor a F € Sh(X, cAs). Necht déle pro kazdé z € X
plati, ze F,, pokud je na néj nahlizeno jako na okruh, je lokélni okruh. Potom dvojici (X, F)
nazveme lokélné okruhovy prostorS.

Piiklad 1.2.11. Ukazme, ze pii znaceni z pifkladu 1.2.4 je (M,C37) lokédlné okruhovy prostor,
to jest pro libovolné x € M je stonek Cj7  lokalni okruh. K tomu vyuzijeme, ze okruh je lokalni,
praveé kdyz jeho neinvertibilni prvky tvoii aditivni grupu, viz opét [2] nebo véta 2.1.24 aplikovana
na trividlné gradovany’ okruh.

Tvrdime, ze [f], € C37, je invertibilni, pravé kdyz f(z) # 0. Skutetng, v takovém
pripadé totiz ze spojitosti existuje U € Op,(X) takové, ze f neni na U nikde rovna nule. Pak
ale [f],[1/flu], = [1],. Naopak, pokud f(z) = 0, je jasné, ze f invertibilni neni. Mnozina
neinvertibilnich prvka stonku C37 . je tedy {[f], | f(z) = 0}, coz je zjevné mnozina uzaviena
na séitani a tedy aditivni grupa, coz jsme méli ukazat.

Na libovolném topologickém prostoru jsme zavedli predsnopy, stonky a morfismy
predsnopt. Ukazuje se, ze kazdy morfismus pfedsnopt zaroven kanonickym zptusobem indukuje
morfismus stonk, jak shrnuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.2.12. Budte X topologicky prostor, x € X, F,G € PSh(X,cAs) a N/ : F — G
morfismus predsnopi. Potom zobrazeni Ny : Fp — G, definované pro kazdé [s|, € F, jako

18], = [H0s], € G (L17)

kde U € Op,(X) a s € F(U), je dobre definovany algebraicky homomorfismus. Je-li navic N
izomorfismus, pak N5 je také izomorfismus.

Diikaz. Méjme § € F(U), U € Op,(X), § ~s. Bud V € Op,(X),V C UNU ta mnozina, ze
sly = §|y. Potom

(:/VUS)‘V = g(’bg)JVUS = Jva(ngU)S = JVVs‘V = </Vx/§|v = (‘/VUENV’ (1.18)

kde v druhé a v posledni rovnosti jsme vyuzili komutativitu (1.9). Ukdzali jsme tedy, ze
Nys ~ N5, Fakt, ze A, je algebraicky homomorfismus, resp. izomorfismus, potom snadno
plyne z definice ptislusnych operaci na stoncich a z toho, ze .4 je algebraicky homomorfismus,
resp. izomorfismus pro kazdé U € Op(X). O

6 Anglicky ,,locally ringed space®.
"Gradované okruhy zavadime v kapitole 2.
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Definice 1.2.13. Méjme nyni X,Y dva topologické prostory a g : X — Y spojité zobrazeni.
Méjme navic F € PSh(X, cAs). Potom ptedsnop g.F € PSh(Y, cAs) definovany jako

(9:F)(U) == F(g~H(U)), (1.192)

(9.F)0F) = FO2_ 1), (1.19b)

pro vSechna U,V € Op(Y),V C U, se nazyva pfimy obraz pfedsnopu F.

Pozndmka. (i) g«F je vskutku dobfe definovany ptredsnop, jak se snadno ovéii s vyuzitim
spojitosti zobrazeni g a toho, 7ze pro véechna V C U € Op(Y) plati g~ (V) C g~ 1(U).

(ii) Podobné snadno se ukaze, ze je-li F snop, potom g, F je také snop.

Tvrzeni 1.2.14. Pri stejném znacend je pro kazdé x € X zobrazeni g° : (9«F) g(z) — Fu ptisobici
na kazdé [s]y(z) € (9xF)g(x) jako

9" 8y = sl € Fa, (1.20)

dobre definovany algebraicky homomorfismus. Je-li navic g homeomorfismus, pak g* je bijekce.

Diikaz. V prvni fadé je tieba fici, ze vyse uvedend definice ddva smysl: mame-li [s]y(,) € (9:F),
znamend to, ze existuje U € Opy,)(Y) takovd, ze s € g F(U) = F(g~1(U)). Jelikoz vsak
g 1 (U) € Op,(X), méa smysl uvazovat [s], € F,. Nezdvislost na vybéru kandidéta, linea-
ritu a zachovavani soucinu lze potom ovéfit pifmocaie z piislusnych definic. Nakonec, bud
1 € g«F(U) pro néjaké U € Opy(,)(Y), potom z nezdvislosti na vybéru reprezentanta ihned
vidime, ze g°[1]g() = [1]z, coz z g* déld algebraicky homomorfismus. Vsimnéme si, ze pokud je

g homeomorfismus, pak (¢71).(g.F) = F. Je potom snadné ovéiit, ze (gil)g(x) je oboustrand

inverze pro g”. [

Pozndmka. Méjme nyni X,Y dva topologické prostory, ¢ : X — Y spojité zobrazeni,
F predsnop na X a G ptredsnop na Y. Bud navic 4" : G — ¢.F morfismus predsnopt (jak
G tak g.F jsou predsnopy na Y, muze tedy mezi nimi existovat morfismus). Pro kazdé x € X
jsme zavedli morfismus stonkt g% : (g«F)gz) — Fz a pro kazdé y € Y morfismus stonki
Ny Gy = (g«F)y. Pro kazdé x € X nyni tyto morfismy muzeme slozit dohromady za vzniku
algebraického homomorfismu

g o Ngzy  Gy(z) = Fa- (1.21)

Pro [s]g() € Gy(z), kde s € G(U) a U € Opgy(,y(Y), tedy dostaneme

Nyni mame vSe potiebné pro zavedeni morfismu lokalné okruhovych prostoru.

Definice 1.2.15. Mé&jme (X, F) a (Y, G) dva lokalné okruhové prostory. Ozna¢me ¢ := (¢, p*),
kde p : X — Y je spojité zobrazeni a ¢* : G — ¢ _F je morfismus snopu. Necht navic plati, ze
pro kazdé x € X je zobrazeni B

(f)x o ((P*)f(x) : gg(x) — Fu (1'23)

definované stejné jako v predchozi poznamce, morfismem lokdlnich okruhu. Potom fekneme, zZe
v : (X, F)— (Y,G) je morfismus lokalné okruhovych prostoru.
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Pro kazdy morfismus lokalné okruhovych prostort ¢ = (¢, ¢*) : (X, F) — (Y, G) budeme
znacit

Je tieba zavést skladdni morfismu lokélné okruhovych prostoru: bud (Z, H) dalsi lokdlné
okruhovy prostor a x : (Y,G) — (Z,H) dalsi morfismus. Potom x o ¢ = (xop,(xo¢)*), kde

x o p: X — Z spojité zobrazeni zavadime jako

Xop=xop, (1.25)

a (xop)":H — xop F morfismus snopi zavadime pro kazdé U € Op(Z) jako
(Xo9)r =931y ° XU - (1.26)
Tato definice dava smysl, nebot xj, : H(U) = G(x ' (U)) a

Py G THU)) = FleH(xTHU) = F(x o) H(U))). (1.27)

Zbyva ovérit, ze pro kazdé x € X je zobrazeni

(X o @)a : Hy(p(z)) = Fa (1.28)

morfismem lokalnich okruhti. Pozorujme, co se stane, kdyz timto zobrazenim zobrazime prvek

[slx(o(2)) € Hx(p(x)): kde s € H(U):

(1':2) (f)x (@*)f(ac) [X*Us]f(ac) (1.29)

a tedy
(X °¥)e = ¥z © Xp(z)- (1.30)
Slozeni dvou morfismu lokédlnich okruhti je ale opét morfismus lokalnich okruh.

Isomorfismem lokalnich okruhovych prostorti myslime takové ¢ = (@, ¢*), kde ¢ je ho-
meomorfismus a ¢* je isomorfismus snopt. Kategorii lokalné okruhovych prostoru s takto
zavedenymi morfismy znac¢ime LRS.

Piiklad 1.2.16. Pokracujme v piikladu 1.2.11. Méjme druhou hladkou varietu N a na ni snop
hladkych funkei C3. Bud déle ¢ : M — N hladké zobrazeni. Z predchoziho piikladu vime,
ze jak (M,CS3) tak (N,C3P) jsou lokdlné okruhové prostory. Zavedeme mezi nimi morfismus
o =(p,¢"), kde p* : CF¥ — ¢ C37 definujeme pro kazdé U € Op(NV) a f € CF(U) jako

o f = fopl, 1w €Ci (¢ (), (1.31)
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tedy jako dobfe znamy pullback funkce. Ovérme, ze zobrazeni ¢, : CK,OSO(I) — Cﬁx je morfismus
lokalnich okruht. Pro kazdou f € CP(U) dostavame -

P [flp@) = [foffgl(U)L- (1.32)

Z piikladu 1.2.11 vime, ze [f],,,
(f o plp-1w)) (@) =0, a tedy O [f]f(x) nenf invertibilni v C37 .

nenf invertibilni, pravé kdyz f(y(x)) = 0. To ale znamena, Ze

Ukazuje se, ze vySe uvedeny zpusob zavedeni morfismu LRS mezi dvéma hladkymi varie-
tami je jediny mozny, jak formalizuje néasledujici véta.

Véta 1.2.17. Budte M, N dvé hladké variety a C53, CX¥ jejich snopy hladkyjch funkci. Bud ddle
o = (g, ") : (M,C37) — (N,C%) libovolny morfismus lokdlné okruhouvijch prostori. Potom uZ
je nutné ¢ hladké a ©* md tvar (1.81).

Diikaz. Mé&jme libovolné U € Op(N), ¢ 1 (U) # 0 a f € C¥(U). Potom pro kazdé = € ¢ 1(U)
je jisté g == f — f(g(z)) € CF(U). Navic, jelikoz g(p(z)) = 0, je [g],(,) neinvertibilni prvek
stonku Cjov‘f@(x). Z predpokladu je tedy také ¢, [g] o(z) = [¢779],, neinvertibilnf prvek stonku Cf7 .,
coz znamend, ze (¢f;9)(x) = 0. Jelikoz ¢f; je homomorfismus algeber, dostavame

0= (eir9)(x) = (17 (f = fle(@)))) () = (e f) () = fle(2)). (1.33)

Jelikoz = € ¢! (U) bylo libovolné, mame

(Ve e ' (1)) ((irf)(@) = (fop)(z)), (1.34)

coz znamend, ze ¢, f = fop € C(¢ '(U)). Konkrétné za f muzeme dosadit libovolné
soufadnicové funkce na N, z ¢ehoz plyne hladkost (. O

Poznamka 1.2.18. Bud X topologicky prostor a na ném snop F. Potom kazdé U € Op(X) je
samo o sobé topologickym prostorem (s indukovanou topologii). Kazdd mnozina oteviend v U
bude zdroven oteviend v X, coz umoziuje ze snopu F na X snadno vyrobit snop Fl|y na U
jednoduse tak, ze pro kazdé W,V € Op(U), W C V definujeme

Flu(V) = F (V) (1.35a)
]:|U(Z“//V) = ]:(ZK/). (1.35b)

Tvrzeni 1.2.19. Bud (X, F) lokdlné okruhovy prostor. Potom pro kazdé U € Op(X) je (U, F|)
také lokdlné okruhovy prostor. Ddle existuje morfismus LRS i : (U, F|;;) — (X, F), pro ktery
navic plati, Ze pro kazdé x € U je i, algebraicky izomorfismus.

Diikaz. Je tedy tieba definovat i : U — X spojitou funkci a i* : F — 4, F|;; morfismus snopt.
i definujeme pfirozené jako kanonickou inkluzi, to jest i(x) = z pro vSechna x € U. Daéle si
v§imnéme, ze pro viechna V € Op(X) médme

i Fly (V) = Fly (i7(V) = Fly, UnV) = FUNV), (1.36)
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a tedy pro kazdé V' € Op(X) muzeme definovat ij, := F (ngv), to jest jako restrikci. Je snadné
ukézat, ze takto zavedené i* je dobie definovany morfismus snopi. Podivejme se nyni na zob-
razen{ stonku iy : Fiz) — (Fly)s pro libovolné z € U. Pro kazdé V' € Op;(,)(X) a s € F(V)
dostaneme

iz [8]i(2) = [Sloav]s (1.37)

z Cehoz lze piimo nahlédnout, ze se jedna o izomorfismus. Skute¢né, jeho oboustrannd inverze
(iz) ™" by bylo zobrazeni, které pro kazdé W € Op,(U) a g € F|;; plisobi jako

(i) ™" [a], = ldly0) - (1.38)

To, ze se jedna o oboustrannou inverzi, potom plyne z poznamky 1.2.7. Pro kazdé = € U je
tedy iz : Fiz) — (Fly)z izomorfismus algeber a tedy i okruht, pficemz F, je dle predpokladu
lokdlni okruh. Podle tvrzeni 2.1.28 (aplikovaného na trivialné gradovany okruh) je potom (F|;).
také lokalni okruh a tudiz (U, F|;;) € LRS. O

Definice 1.2.20. Bud n € N. Potom R” je hladk4 varieta, jejiZz snop hladkych funkei znaéime
CrX = Cgn. Z prikladu 1.2.11 vime, ze (R",C;°) € LRS. Z poznamky 1.2.18 potom plyne, ze
(U,C|y) € LRS pro kazdou U € Op(R™). Témto specidlnim lokdlné okruhovym prostorum
fikdme domény.

Véta 1.2.21. Ndsleduje definice hladké variety, kterd je ekvivalentni s obvykle uvddénou definict,
to jest napriklad definici v [7]. Budte n € N, (X, F) € LRS, kde X je Hausdorffiv prostor
spliiugict druhy axiom spocetnosti, a necht existuje {Uy }acs oteviené pokryti prostoru X takové,
Ze pro kazdé o € I je lokdlné okruhovy prostor (Uy, F|u, ) izomorfni néjaké doméné (Ua,C,‘;o|Ua).
Potom (X, F) nazveme hladkd varieta dimenze n.

Dukaz. Priklady 1.2.4, 1.2.11 a 1.2.16 ndm fikaji, ze kazda ,klasicky* zavedend varieta tuto
novou definici splituje. Skutecné, pro varietu (M, C37) staci vzit atlas {(Uq, ¥o) }acr a zkonstuovat
pro kazdé a izomorfismus lokalné okruhovych prostorit o : (Ua,C37lv.) = (¥(Ua), C2lp(w.))
stejné jako v piikladu 1.2.16, kde za @, volime .

Naopak, méjme (X,F) ze znéni véty. Bud'te {©a}acr izomorfismy lokdlnich okruht
Yo @ (Uas Flu,) = (Uas €%y, ). Tvrdime, ze {(Ua, ¢ )}tacr je hladky atlas na X. Konkrétné
je tfeba oveérit, ze pro kazdé «, B € I takové, ze Uy := Uy NUg # 0, je

Poa = 95090 o (Ua) (1.39)

hladké zobrazeni. Za timto uic¢elem definujme dva pomocné morfismy y,n € hom(LRS),
(20 (Ua8). €21y 0a)) — Was Flag) — (05 Vas) ¥l 0. ) - (1.40)
pro viechna V € Op(fﬁ(Uag)), W € Op(Uygp) jako

N:=Qpluas: M= v (1.41)
X = (@luas) ™ Xiv = (@hlp )7 (1.42)

Potom 7 oy je morfismus lokdlné okruhovych prostoru, pficemz i o x je podle véty 1.2.17 hladké
zobrazeni. Ditkaz tim konéi, nebot 1o x = P O
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Kapitola 2

Gradovana algebra

2.1 Lokalni gradované okruhy

Cilem této podkapitoly je zavést gradované okruhy, vyslovit néktera tvrzeni zndmd z obecné
algebry a ovérit jejich platnost v gradovaném piipadé. Zejména tak ¢ini nasledovanim publikace
[2].

Definice 2.1.1. Bud { M}, € Z posloupnost mnozin ¢islovanych celymi éfsly. Tuto posloupnost
nazveme gradovanou mnozinou a znacime jednoduse M := { My }recz. Mnoziny M} nazveme
komponentnimi mnozinami gradované mnoziny M. Piseme-li m € M, mame tim na mysli,
Ze existuje k € Z takové, ze m € Mjy. Toto k nazveme stupném prvku m € M a znaéime
Im| = k.

Pozndmka. Znacéime-li pro dvé gradované mnoziny M C N, myslime tim, ze (Vk € Z)
(M C Ng).

Definice 2.1.2. Gradovanou abelovskou grupou myslime gradovanou mnozinu, jejiz kom-
ponentni mnoziny jsou abelovské grupy. Pokud H = {Hi}rez a G = {Gg }rez jsou dvé grado-
vané abelovské grupy, fekneme ze H je gradovanou abelovskou podgrupou G pravé kdyz
Vk € Z, Hy je podgrupou Gj. Piseme H < G.

Pozndmka. PiSeme-li nékde 0 € G, myslime tim, ze 0 je neutralni element néjaké grupy Gy, kde
k = 10| € Z. Znak 0 tedy v tomto textu neznaci jedineény prvek.

Definice 2.1.3. Bud'te R gradovand abelovska grupa, 1 € Ry, (uij)ijez soubor biaditivnich
zobrazeni p;; : R X R; — Ri4j a necht Vr € R;, Vs € R;, Vq € Ry plati:

/’Loj(la S) =35 NiO(ra 1) =T, (21&)
ti(i+0) (75 115e(85 @) = piigye(pig (1, 8), Q). (2.1b)
Potom (R, (1i5),1) nazveme gradovanym okruhem.

Pozndmka. 1. Pfi stejném znaceni lze vidét, ze z komponentnich mnozin pouze Ry mé struk-
turu okruhu.

ii. Jak je zvykem u klasickych okruht, zna¢ime multiplikativné p;;(r, s) =: rs.
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iii. Prvek 1 € R je uréen jednoznacéné. Skutecné: bud 1 jiny prvek splijici (2.1a). Potom
1=11=1.

iv. Pro dva prvky 7, s € R je tedy vzdy definovan jejich sou¢in rs € R, kde |rs| = |r| + |s]|.
Jejich soucet r + s je viak definovan pouze pokud |r| = |s|.

Definice 2.1.4. Bud R gradovany okruh. Potom I < R nazveme levym idedlem v R SN
(Vr € R) (rlx C Iy ). Pokud zdroven plati (Vr € R) (Iyr C Iy, ), nazveme I obou-
strannym idedlem (nebo jen idedlem).

Definice 2.1.5. Bud R gradovany okruh, M gradovand abelovskd grupa. { ¢;;}i jez mnozina
biaditivnich zobrazeni ¢;; : R; x M; — M;y;, spliujici Vr,s € R, Vm € M

(r|+1sDm| (75, M) = @pr((1s|4+ml) (T Lys|jm| (5, M), (2.2a)

Potom (M, (pij)i jez) nazveme levym modulem nad gradovanym okruhem R (neboli levym
R-modulem). Pro vSechny r € R a m € M piseme rm := @y (1,m).

Definice 2.1.6. Bud R gradovany okruh a M levy R-modul. Potom N < M nazveme podmo-

dulem modulu M £ (Vr € R) (rN C N) tj. N je uzaviené na nasobeni prvky z R. Pokud

jsou jedinymi podmoduly modulu M gradované mnoziny {{0};}rez a M samotné, fekneme, ze
M je ireducibilni. Gradovanou mnozinu {{0}x}xrez budeme déle znacit jednoduse jako 0.

Néasledujici tisek slouzi k definici lokalniho gradovaného okruhu. Déle pomoci Jacobso-
nova radikalu a nékolika lemmat dokdzeme vétu 2.1.24 o ekvivalentnich definicich lokalniho
gradovaného okruhu.

Pozndmka. V celé podkapitole budeme pismenem R znacit gradovany okruh.

Definice 2.1.7. Maximdalnim (levym) idedlem v R myslime pfirozené takovy (levy) ideal
I#R,ze (VJ#R, J (levy)idedl v R) (I < J = I = J). Maximélnich (levych) ideélu se
muze v R vyskytovat vice. Naopak nejvétsim (levym) idedlem v R myslime takovy (levy) ideal
I # R, ze (YJ#R, J (levy) idedl v R) (J < I). Nejvétsi (levy) idedl muze byt v R nanejvys
jeden. Kazdy nejvétsi (levy) idedl je zaroven maximélni.

Poznamka 2.1.8. Obdobnym postupem jako u klasickych okruht lze pomoci Zornova lemmatu
ukazat, ze kazdy (levy) idedl v nenulovém gradovaném okruhu musi byt obsazen v néjakém
maximalnim (levém) idedlu. Z toho mimo jiné plyne, Ze maximéalni (levy) idedl I C R je nejvétsi,
praveé kdyz je jedingm maximalnim (levym) idedlem v R.

Definice 2.1.9. Rekneme, ze R je lokalni Ll obsahuje pravé jeden maximalni levy ideal.

Definice 2.1.10. Prunik vSech maximélnich levych idedli gradovaného okruhu R oznaéime
J(R) a nazveme Jacobsonuv radikal.

Pozndmka. Stejné jako v negradovaném piipadé je snadné ukazat, ze prunik libovolné mnoziny
(levych) idedlu v R je opét (levy) ideédl v R.

Definice 2.1.11. Bud M levy R-modul. Potom annihildtorem M myslime mnozinu

Ann(M) :={r e R | rM = 0}. (2.3)
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Tvrzeni 2.1.12. Ann(M) je oboustranny idedl gradovaného okruhu R.

Dukaz. Méjme a € Ann(M). Potom Vr € R, Ym € M plati:

(arym =a(rm) =0 A (ra)ym =r(am) =0,

24
= ar € Ann(M) A ra € Ann(M). (2.4)

Pozndmka. R-modulem mame nadéle na mysli vzdy levy R-modul.

Definice 2.1.13. Bud [ levy idedl v R. Potom symbolem R/I myslime gradovanou abelovskou
grupu, jejiz k-t4 komponenta je faktorgrupa Ry/I;. Tato gradovand abelovskd grupa se da
prirozenym zpusobem chépat jako levy R-modul: pro r, s € R zavddime r[s] := [rs]|. Nezdvadnost
této definice plyne z faktu, ze Vi € I, [r(s + )] = [rs + ri] = [rs| + [ri] = [rs].

Tvrzeni 2.1.14. Bud I levy idedl v R. Potom Ann(R/I) je nejuétsi oboustranny idedl obsaZeny
vl.

Diikaz. (Ann(R/I) C I): Méjme a € Ann(R/I). Potom plati [a] = [a-1] = a[l] = [0] = a € I.
(Ann(R/I) je nejvétsi): Bud J C I libovolny idedl. Bud j € J. Potom Vr € R plati:

jlrl=1Jr 1 =10] = j € Ann(R/I). (2.5)
N~
eJCI

U

Lemma 2.1.15. Bud r € R. Potom jsou ndsledugici tvrzeni ekvivalentn.

1. re J(R).
2. (Vz € R,|x|=—]|r]) (1 —xr md levou inverzi).

3. re m Ann(M), kde Q znaci mnozinu vsech ireducibilnich R-moduli.
MeQ

Dikaz. (1 = 2): Pro spor piedpokladejme, ze existuje takové x stupné —|r|, ze 1 — xr nemd
levou inverzi. Potom 1 ¢ R(1 — zr) a R(1 — ar) je tedy vlastni levy idedl. Jako takovy je ale
obsazen v né¢jakém maximdlnim levém idedlu I. R(1 —ar) C I = (1 —ar) € I. Ale také
reJ(R)CI = ar € 1. Dstavdme tedy 1 —ar +ar=1€ I = [ = R. Coz je spor, jelikoz
I byl vlastni ideal.

(2 = 3): Opét pro spor méjme ireducibilni R-modul M, m € M takové, ze rm # 0.
Potom Rrm < M a (Vs € R) (sRrm C Rrm), tedy Rrm je podmodul modulu M. Jelikoz
M je ireducibilni, a 0 # rm € Rrm, musi nutné Rrm = M. Potom ale (3¢ € R) (grm = m)
tedy

0=m—qgrm = (1—gr)m. (2.6)

Jelikoz ale predpokldddme, ze (1 — ¢gr) méa levou inverzi, dostdvame, ze m = 0. Spor.

(3 = 1): Méjme I libovolny maximdlni levy ideédl a ukazme, ze R/I je ireducibilni
R-modul. Bud S jeho podmodul a 7 : R — R/I projekce r — [r]. Pak vidime, ze
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(Vg € RV[s] € S) (m(qgs) = [gs] € §) = 7 YY) je levy ideadl v R. Navic,
(Vo€ R) (7 (S))joy 2 7 H([0]) = Lo )
— I Cn1(9),
— 7 49) =1V 7 19) =R, (2.7)
— Q=R/I vV Q= {[0]}k}rez-
Tedy R/I je ireducibilni. Z predpokladu plyne, ze [r] = r[1] = [0], tedy r € I, a jelikoz I byl
libovolny maximélni levy ideél, r € J(R). O

Dusledek 2.1.16. Bod (3) 7ikd, ze J(R) je prunikem vsech Ann(M), kde M je ireducibilni. Je-
likoZ ale kazdy annihildtor je oboustranny idedl, okamZzité dostdvame Ze J(R) je vZdy oboustranny
idedl. Z toho mimo jiné plyne, Ze R/J(R) md strukturu gradovaného okruhu.

Znaceni 2.1.17. Gradovanou mnozinu invertibilnich prvka R ozna¢ime U(R), to jest Vk € Z,
UR):={reRy| g€ Ry, rq=qr=1}. (2.8)

Lemma 2.1.18. r € J(R) < (Vz,y € R,|z|+ |y| = —|r|) (1 —zry e U(R)).

Diikaz. ( <= ): Pro volbu y = 1 dostaneme (Vz € R, |z| = —|r|) (1 —2r € U(R)) a z bodu 2

lemmatu 2.1.15 plyne r € J(R).

(= ): Mégjme 1—zry. Jelikoz ry € J(R), z lemmatu 2.1.15 plyne, ze (3¢ € R) (¢(1—zry) =1).
q ma tedy pravou inverzi a plati:

q=1+qary
=1—(—q)z - ry = q€U(R) = 1—arycU(R). (2.9)
——
€J(R)
]
Lemma 2.1.19. J(R) je nejvétsi idedl I v R takovy, Ze
1+1CU(R). (2.10)

Dikaz. Fakt, ze 1+ J(R) C U(R), plyne z lemmatu 2.1.18. Bud’ nyni I libovolny idedl v R
spliujici (2.10). Potom

2.1.15

iel = (VzxeR,|z|=—]i]) (1—2i€eU(R)) = ie J(R). (2.11)
O
Lemma 2.1.20. ¢ € U(R) < [¢] € U(R/I(R)).
Diikaz. Netrividlni je pouze implikace zprava doleva. Méjme ¢ € R takové, ze [G][q] = [¢][q] = [1].
Tedy
(3h1, he € J(R)) (Ga=1+h1 A qf =1+ ha),
2.1.18 _ . (2.12)
= (3s1,2€ R) (s1G9=1 A qGsa =1),
a tedy ¢ ma levou i pravou inverzi. ]
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Lemma 2.1.21. Pokud je J(R) nejvétsim levym idedlem v R, je také nejvétsim pravym idedlem.

Dukaz. Méjme P libovolny vlastni pravy ideal v R. Pro spor predpokladejme, ze existuje p € P,
p ¢ J(R). Pro takové p nutné (3p) (pp = 1), protoze jinak by Rp byl vlastni levy idedl v R
a tudiz Rp C J(R) a p € J(R). Podivejme se blize na prvek pp:

i. pp ¢ J(R), protoze jinak by J(r) 3 (pp)p = p,

ii. pp musi mit levou inverzi, protoze jinak by Rpp byl levy idedl — pp € J(R).

Tedy 3¢, 1 = q(pp) = (gqp)p = p € U(R) = p € U(R) coz je spor, jelikoz p byl prvek
vlastniho pravého idealu. O

Definice 2.1.22. Bud R gradovany okruh. Rekneme, ze R je (nekomutativni) gradované
teleso <L U(R) = R\ 0.

Lemma 2.1.23. Pokud maji v gradovaném okruhu R viechny nenulové prvky levou inverzi, pak
je R gradovanym télesem.

Diikaz. Nechf pro kazdy nenulovy prvek v R znaé¢i vinovka jeho levou inverzi. Méjme 0 # r € R.
Potom jisté také 7 # 0 a ma tedy také levou inverzi 7 € R. Dostavame tak

=

T =

=

i = F=1, (2.13)

tedy 7 je také pravou inverzi prvku r, coz znamend, ze r € U(R). O

Nésleduje gradovana verze véty [2, theorem 19.1].

Véta 2.1.24 (Ekvivalentni definice lokdlniho gradovaného okruhu). Ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

1. R je lokdlni gradovany okruh.
R/J(R) je gradované téleso.
JR)=R \ U(R).

R \ U(R) je idedl v R.

R\ UR) < R.

S & e e

(Va,be R, |a|=1b]) (a+beU(R) = acU(R) V beclU(R)).

Dikaz. (1 = 2): Hleddme inverzni prvek pro kazdé [0] # [r] € R/J(R). Jelikoz [r] = [0] <—
r € J(R), tak ndm dle lemmatu 2.1.20 staci ukazat, ze kazdé r ¢ J(R) je invertibilni. Pokud
r nemd levou inverzi = Rr je vlastni levy idedl = Rr C J(R) = r € J(R). Diky
lemmatu 2.1.21 muzeme postupovat stejné pro pravou inverzi.

(2 = 1): M&jme I libovolny vlastni levy idedl. Potom VA € I, [1+h] € U(R/I(R)) 22

1+helUR) = 1+1 CUR) = e J(R). Tedy J(R) je nejvétsim, to jest jedinym
maximalnim, levym idedlem v R (viz definice 2.1.7 a pozndmka 2.1.8).
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(2 = 3): R/J(R) teleso 22 U(R) = R\ J(R) « J(R) = R\ U(R).

(3 = 4 = 5 = 6): Trividlni.

(6 = 2): [r] #[0] <= 3I maximélni levy idedl v R, takovy, ze r ¢ I = I+ Rr
jelevyided, I CI+ Rr>r — I+ Rr=R — Jhe€l, g€ Rtak,ze h+qr=1€U(R).

7 ptedpokladu dostaneme
heU(R) V qr e U(R). (2.14)

Jelikoz ale h invertibilni neni, zjistujeme, ze r m4 levou inverzi. Pouze drobnou tipravou lemmatu
2.1.20 dostaneme, ze také [r] ma levou inverzi. Jelikoz [r] bylo libovolné nenulové, z lemmatu
2.1.23 plyne, ze R/J(R) je gradované téleso. O

Na konec této podkapitoly uzijeme pojmu z teorie kategorii ke klasifikaci gradovanych
okruhu.

Definice 2.1.25. gRing definujeme jako kategorii, jejiz objekty jsou gradované okruhy a pro

kazdé R, S € gRing je ¢ : R — S morfismem <5 o = {p;}icz kde Vi € Z, ¢; : Ri — Si je

homomorfismem grup a navic Va,y € R plati

Plal+1y|(TY) = Pl (T) P1y(Y),

¢o(1r) = 1s. (2.15)

Misto ¢|,((7) piSeme naddle pouze (). Bud'te dédle ¢ € gRing(R,S), ¥ € gRing(S,Q), pak
definujeme

Yop={(Yop)iticz := {vio viticz. (2.16)

Lze snadno nahlédnout, ze takto definované 1 o ¢ je morfismem z R do (. Identicky morfismus
se definuje intuitivné jako identita po slozkach, coz déla z gRing dobie definovanou kategorii.

Definice 2.1.26. V kategorii gRing zavadime podkategorii gIRing, jejiz objekty jsou lokélni gra-
dované okruhy, a fekneme, ze ¢ € gRing(R, S), kde R, S jsou lokélni, je soucasné v gIRing(R, S)

LL o(I(R)) € I(S).

Pozndmka. To, ze hom(glRing) je uzaviené na sklddani, je vidét snadno: Méjme ¢ € glRing(R, 5),
Y € gIRing(S, Q) a bud r € J(R). Potom 1 o p(r) = 1 (p(r)) € J(Q).
€J(s

&

Tvrzeni 2.1.27. Bud ¢ € hom(gRing). Pokud je ¢ navic isomorfismus, tak ¢ € hom(gIRing).

Dukaz. Méme R, S € glRing, kde ¢ : R — S. Pro spor predpokladejme, ze existuje r €
J(R) takové, ze ¢(r) ¢ J(S). Dle vety 2.1.24 to je pravé tehdy, kdyz ¢(r) € U(S). Tedy
(Is€ S) (sp(r) =1). ¢ je surjektivni, existuje tedy 7 € R které se zobrazi na s. Dostavdame

L=s(r) =¢(F)e(r) = o(rr). (2.17)
7 injektivnosti potom plyne, ze 7r = 1, tedy r mé levou inverzi. Obdobné dostaneme, ze ma
i pravou inverzi, tedy r € U(R), coz je spor, nebot podle 2.1.24 je U(R) = R\ J(R). O

Tvrzeni 2.1.28. Bud'te R,S gradované okruhy, pricemz S je lokdlni. Necht ddle existuje
v € gRing(R, S) izomorfismus. Potom R je nutné také lokdlni.
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Diikaz. Necht pro spor R neni lokdlni. Podle bodu 6 véty 2.1.24 to znamen4, Ze
(Ja,b e U(R),|la] =1b]) (a+beU(R) N a¢U(R) N bEU(R)). (2.18)
Bud tedy ¢ € R takové, ze c¢(a + b) = (a + b)c = 1. Potom

Ls = @(1r) = ¢(c) (v(a) + (b)) = (p(a) + ¢ (b)) ¢(c). (2.19)

To ovSem znamend, ze ¢(a) + ¢(b) € U(S). Opét z bodu 6 véty 2.1.24 dostavame, ze potom
o(a) € U(S) V ¢(b) € U(S). Necht BUNO p(a) € U(S). Potom existuje t € S takové, ze

to(a) = pla)t = 1s = ¢~ (ha=ap™'(t) = Lp, (2.20)

a tedy a € U(R), coz je spor s (2.18). O

2.2 Gradovana tenzorova algebra

Cilem této podkapitoly bude definovat gradovanou tenzorovou algebru a nalézt vhodnou gradova-
nou algebru pro definici gradované domény. Pfesto, Ze tuto algebru zavedeme v pomérné vysoké
obecnosti, zahy po jeji definici se omezime na takzvany nezdporné gradovany piipad, ktery poté
povede na definici nezdporné gradovanych variet, neboli N-variet (z angl. non-negatively graded
manifold).

Na zacdtek je tfeba uvést kategorii gradovanych vektorovych prostoru a gradované ko-
mutativnich algeber.

Definice 2.2.1. Gradovanym vektorovym prostorem V nazveme gradovanou mnozinu,
jejiz komponentni mnoziny Vi maji strukturu vektorového prostoru nad stejnym télesem, coz
v tomto textu bude vzdy téleso R. Mame li dva gradované vektorové prostory V, W, fekneme,
ze V je podprostorem W, pravé kdyz Vi je podprostorem W, pro vSechna k.

Pro V,W dva gradované vektorové prostory, fekneme, ze ¢ : V — W je gradované

linedrni zobrazeni <<% o =A{piticzN(Ik € Z) (Vi € Z) (¢ : Vi = Wik je linedrni

zobrazeni ). Takové k potom nazyvdme stupném ¢ a znacime |p|. Mnozinu vsech gradovanych
linedrnich zobrazeni stupné k z V' do W znacime Ling(V, W). Déle zavadime Lin(V, W) € gVec
jako Lin(V, W)y := Ling(V, W). Vidime, ze pii této definici je stupen ¢ € Lin(V, W) jakozto
linedrniho zobrazeni stejny jako jeho stupen jakozto prvku Lin(V, W), nedochézi tedy ke kon-
fliktu znaceni.

Kategorii gVec zavadime jako kategorii, jejiz objekty jsou gradované vektorové prostory
a jejiz morfismy jsou gradovand linearni zobrazeni stupné nula.

Pozndmka. i. Pro ¢ € Lin(V,W), v €V, je tedy w(v) € Wiy 4}y|-

ii. Skladani gradovanych linedrnich zobrazeni jakozto i skladani morfismu kazdé dale definované
kategorie je, pokud nebude feceno jinak, chapano po slozkach.

Pozndmka 2.2.2. Mdme-li V (negradovany) vektorovy prostor, lze z néj kanonicky vytvorit
V' € gVec jednoduse tak, ze Vp :=V, Vi := {0}. Oba vektorové prostory, gradovany i negra-
dovany, zna¢ime V. Z kontextu bude vzdy jasné, o ktery se jednd. (Zejména R budeme v tomto
smyslu ¢asto chépat jako gradované.)
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Definice 2.2.3. Pro kazdy gradovany vektorovy prostor V zaviadime jeho dualni prostor
V* € gVec po slozkéch jako

(V¥ = (Vo). (2.21)
Plati, ze pro kazdé V € gVec existuje kanonicky izomorfismus mezi V* a Lin(V,R), kde R je

chapano jako gradované ve smyslu pifedchozi poznamky.

Definice 2.2.4. Mé&jme nyni A € gVec. Vektorové s¢itani definuje na kazdém Aj pfirozenym
zpusobem strukturu abelovské grupy. Necht je tedy A zdroven gradovanym okruhem ve smyslu
definice 2.1.3 s tim rozdilem, ze zobrazeni p;; jsou navic vSechna bilinearni (tj. bi-R-linedrni).
Takové A nazveme gradovand unitalni asociativni algebra.

Kategorii, jejiz objekty jsou gradované unitalni asociativni algebry, nazyvame gAs.

Morfismy této kategorie jsou gradovana linearni zobrazeni stupné nula zachovavajici jednicku

a sou¢in. Formélné: VA, B € gAs, ¢ € gAs(A, B) L, ¢ € Ling(A, B) a zéroven plati:

¢(la) =1p, (2.22a)
(Va,a € A) (p(aa) = ¢p(a)p(a) ). (2.22D)

Definice 2.2.5. Bud n € N. Pro V), ... . V(™ € gVec definujeme VIV @ - @ V™ € gVec jako
VOV .= @ vVe ey (2.23)
k1++kn:k
Definice 2.2.6. Pro V € gVec, p € N znacime
™V)=V® --@V. (2.24)
krdt
p—krd

Pro kazdé V navic klademe T(V) := R € gVec.
TP(V) nazyvame p-ta tenzorova mocnina prostoru V.

Zkoumejme nyni T(V) := @ 2, TP(V) € gVec. Kazdy prvek T(V)y, je linedrni kombinact
prvki typu v1 ® - - - ® vp, kde p € N,v; € V pro kazdé j a Z§:1|Uj| = k. Pokud je k rovno nule,
v linedrni kombinaci navic figuruje jesté ,,absolutni ¢len®, tj. redlné éislo (z TO(V)o = R).

Na T(V) dale zavedeme strukturu gradované algebry. Pro v; ® --- ® v, € T(V)y,
w; ® - ®w, € T(V); polozime jednoduse

(M@ Qu)*x (W Quwy) =11 ® - QU QW @ @wg € T(V)pyj, (2.25a)
aprol e RCTV)y CT(V)g
Ix(n® - Qup) =01 Q- Q. (2.25b)

A pozadavkem bilinearity * rozsifime definici na v§echny prvky prostoru T(V'). T(V) se nazyva
tenzorova algebra nad gradovanym vektorovym prostorem V.

Pozndmka. 1. Roli neutralniho multiplikativniho elementu v T(V') tedy hraje 1 € R C T(V)o.

ii. Vidime, Ze nasSe * neni nic jiného nez oby¢ejny tenzorovy soucin, z ¢ehoz mimo jiné plyne
asociativita.
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Definice 2.2.7. O A € gAs fekneme, Ze je gradované komutativni, pokud
(Ya,be A) (a-b=(-1)lPlp.q). (2.26)

Kategorii gradované komutativnich algeber gcAs definujeme jako plnou podkategorii kategorie
gAs.

Definice 2.2.8. Bud V € gVec. Pro kazdé k € Z,p € Ny ozna¢me M,gp) vektorovy podprostor
prostoru TP(V), definovany pro p > 2 jako

M,gp) =span({a® (v @ w — (=)@ v) @b

2.27
L0 € THV).b € T(V), vw eV, lal +fol + jul + ol =k}, )

kde ¢ + s =p—2, a pro p € {1,0} jako
MV = {0y Vi, MY :={0} C Ry (2.28)

Bud M® .= {M ,Ep )}kzeZ- Potom p-tou symetrickou mocninu prostoru V definujeme jako

P
mysleno po slozkach. Oznacme
S(V) := @ SP(V) € gVec. (2.30)
p=0

Podobné jako u T (V) je kazdy prvek vektorového prostoru S(V) linedrni kombinaci prvku typu

P
M ®: - ®@up),kdepeN, Vjiepjev; € V; A Z]vj] =k, (2.31)
j=1

a pro k = 0 také prvku [1] € S(V')g. Takovymto prvkum budeme fikat generatory S(V'). Na S(V)
zavadime operaci * analogicky jako v definici 2.2.6, to jest pozadavkem bilinearity a pusobenim
na generatory:

M@ Qup* W @ Qug] =1 R DV QWi ® - ®wg] € S(V )k, (2.32a)
M * [ ® - Qup] =11 @+ D vy (2.32b)

Nezévislost definic (2.32a) a (2.32b) na vybéru reprezentanta plyne snadno z definice M®)

a z bilinearity ®. Stejné tak asociativita * plyne z asociativity ®. S(V') vybavené souc¢inem x se
tedy stava gradovanou algebrou, kterou nazyvame symetricka algebra nad prostorem V.

Tvrzeni 2.2.9. S(V) je gradované komutationi.
Dukaz. Ukazme nejprve, ze (2.26) plati pro soucin generdtoru. Pokud je jednim z generdtoru

prvek [1], tvrzenf je trividln{, omezme se tedy na generdtory tvaru (2.31). Bud'te v = [11®- - -Qup],
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w=[w; ® - Qw,| dva takovéto generitory, potom
Vkw = [U1®®Up]*[w1®®wq]
= [vl®~-®vp®w1®-~®wq]
= [U1®---®Up®w1®-~-®wq
_(_1)|Up||w1| VIR QU1 QW QU W2 ® - @ Wy
+ (=Dl g @ @ vy @ ® U R Wy ® - ® Wy
=1 ® - @up—1 @ (vp @wi — (—1)% 1 y @ 0,) @ wa @ -+ - @ wy)

e M (p+a)
+ (=)l @ @, @ W vy, @wr ® - ® wy]
= (=Dl [y @ @ v, @w Qv QW @ -+ @ wy). (2.33)

— (_1)(|Up|+“'+\vl\)|w1\ [wl QU QU QW @+ ® wq]
- (_1)\U\(|w1\+|w2|) (W Wy v ® -+ ® Vp QW3R ® wq]

= ()P @ @wy @ v @ @y,
= (=Dl 5o,

Pro libovolné a,b € S(V) existuji generatory a;, |a;| = |a| a b;, |bj] = |b| spolu s redlnymi
koeficienty «; a 3; tak, ze a = Y i | ova;, b= Z;n:1 B;bj, kde m,n € N. Potom ale

a*xb= (Z aiai) (Z ﬂjbj) = Z Z aiﬁjaibj = Z Z(_l)miubﬂaiﬁjbjai
i=1 Jj=1

i=1 j=1 i=1 j=1 (2.34)
= (=)l p s g,
O

Symetrickou algebru nad gradovanym vektorovym prostorem je pro nase potieby tieba
jesté rozsitit.

Bud'te V € gVec, A € gcAs. Oznacéme

S(V, A) := ﬁA@Sp(V), (2.35)
p=0

mysleno po slozkdch. Libovolny prvek a € S(V,A) je tedy tvaru a = (ao, a1, ...), kde
Vj € Ng, aj € A® S/ (V), |a;| = |al. Nasim cilem je zavést na S(V, A) strukturu gradované
symetrické algebry.

Nejprve zavedeme zobrazeni (*) : A ® SP(V) x A® SUV) — A ® SPT(V), pro kazdé
p,q € Ng, definované na generatorech jako

(a1 ® 01)" (ag ® o) := (=1)1*1l92l (4] 4 ) @ (o) % 09). (2.36)
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kde a1 2 € A, 01 € SP(V), 02 € SU(V), (-4) je ndsobeni v A a * je ndsobeni v S(V'). Zobrazeni
(%) déle rozsifime pozadavkem bilinearity na cely definiéni obor.

Lemma 2.2.10. Budtez € A@SP(V), ye A®SYV), 2€ A®S"(V). Potom
1. zty = (=1)lellvly oy,
2. (xty) z=x"(y*2).

Diikaz. Platnost staci z bilinearity ovérit poze pro generdtory. Piejmeme-li znaceni z (2.36),
dostaneme

(1 ®01) (a2 @ 02) = (1) 12l (a4 a2) ® (01 % 02)
= (—1)leallozl ((—q)lenlleal oy . 4 0g) @ ((—1)l1lo2l gy 5 o)
(—1)le1®a1]lag®o2] (237)
= (—1){ealtHlol (azltlo2l) (_q)lezllon] (g . 4 a1) @ (09 % 01),

(2®02) " (a1 ®01)

kde posledni rovnost plyne z
(_1)|061H02|+|041||012\+|<71||02| - (_1)|a1HU2|+|061H02\+\01HU2|+2|042H01\

= (=1)UaaltlorD) (ezl+loz)+azllo| (2.38)

Coz dokazuje bod (1). Bod (2) se ukéze jednoduse:

(1)l (a1 -4 ag) @ (01 % 02) ) (003 @ 073)
1)|al\|02\+(\a1|+\a2|)|03| (

((m®@o1) (e®o2)) (a3 ®@o3) =

Q1A 09 A Oé3)®(0’1 *02*0'3)

1)|a1\ loallos])+laz])|os]| (o -4 g -4 a3) @ (01 % 09 * 03)

(

= (-

= (-
= (1 ®01)" ((a2 ®02) “ (a3 ® 03) ).

(2.39)

]

Nyni mizeme pro kazdé a = (ag, a1, ...), b = (bg, b1, ...) z S(V, A) definovat jejich
souéin a-b = ((a-b)g, (a-b)1,...) €S(V, A) pro kazdé j € Ny jako

(a~b)j = Zj:aifbj_i € A®SJ(V) (2.40)
=0

Tvrzeni 2.2.11. Vyse zavedend operace - je korekiné definovanym gradované komutativnim
soucinem na S(V, A).

Diikaz. Roli neutrdlnfho elementu pak hraje prvek (14 - 1g, 0, ...) € S(V, A)o. Bilinearita
snadno plyne z ptislusnych definic, a asociativita spolu s gradovanou komutativitou se obdrzi
aplikaci lemmatu 2.2.10 na vyraz (2.40). O

Definice 2.2.12. Vyse zavedenou S(V, A) € gcAs nazveme rozsifend symetricka algebra
nad gradovanym vektorovym prostorem V' s hodnotami v gradované komutativni algebie A.
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2.3 Algebra S(V, A) jako prostor formdlnich fad

V minulé podkapitole jsme zavedli S(V, A) = H;O:O A®SP(V) pro libovolné V' € gVeca A € gcAs.
V tomto textu se vSak budeme setkdvat vyhradné s prostory V koneéné dimenze (co presné tim
myslime, upfesnime zahy) a algebrou A trividlné gradovanou, to jest gradovanou pouze ve smyslu
poznamky 2.2.2. Ukazuje se totiz, ze v takovém pifpadé lze S(V, A) povazovat za prostor jistych
formélnich tad.

Nejprve poznamename, ze pozadavek trividlni gradovanosti algebry A implikuje, ze pro
kazdé q € Ny je
(AR SYV))r = Ao @ (SUV)k). (2.41)

Definice 2.3.1. Bud V € gVec takovy, Ze kazdy jeho komponentni vektorovy prostor m4
konec¢nou dimenzi. Potom posloupnost {dim(V})} ez nazveme gradovanou dimenzi prostoru
V a zna¢ime gdimV'. Pokud navic plati, ze > ez dim(V}) < 400, fekneme, ze V' m4a konecnou
dimenzi (nebo Ze je konetnérozmérny) a ¢islo 3, dim(V;) € Ny nazveme souhrnnou di-
menzi prostoru V.

Pozndmka. Gradovany vektorovy prostor V je tak kone¢nérozmérny prévé tehdy, kdyz jsou
vSechny V; kone¢nérozmeérné a zaroveil pouze pro konecné mnoho j € Z plati V; # {0}.

Definice 2.3.2. Bud V konecnérozmeérny gradovany vektorovy prostor gradované dimenze (n;)

a souhrnné dimenze Ejez n; =: n,. Potom usporddanou n.-tici (&1,&,...,&,, ) takovou, Ze pro

kazdé j € Z takové, ze V; # {0}, existuje baze (f%j), e ,5,%)) prostoru Vj a plati:
(&80, &n ) i=({EV |jez, k=1,...,n;}, <), (2.42)

kde < je libovolné usporadani, nazveme souhrnnou bazi gradovaného vektorového prostoru

V.

Pozndmka. Neformalné feceno je tedy souhrnnd baze tvorena ,sesypanim dohromady“ vSech
bazickych vektort v8ech komponentnich prostoru.

Znaceni 2.3.3. Méjme V € gVec kone¢nérozmérny, (&1,...,&,,) jeho souhrnnou bézi, k € Z,
m € N. Potom zavidime znaceni

Npi={(prr-oeapn) ENG | Syl =k A py € 0,1} pro |¢j] liche}.  (2.43)
j=1

Déle znac¢ime

gilgig .- ‘éiq = [&1] * [&2} * ...k [&'q] S Sq(V), (244&)
&) :=1e8%(V)o, (2.44b)
=66 (2.440)

m—krat

Obsah nésledujictho lemmatu je intuitivné téméf zjevny, jeho rigorézni dikaz je vsak
netrivialni a pomérné rozsahly, a tak jej zde neuvadime.
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Lemma 2.3.4. Bud (&1,...,&,,) souhrnnd bdze prostoru V' € gVec. Potom
M
Bli={"e &b | peNL A D pi=aq} (2.45)
j=1
je bazi vektorového prostoru S(V).

Méjme nyni A komutativni algebru, a = (ag, ai,...) € S(V, A). Z piedchoziho lemmatu
a rovnosti (2.41) vidime, ze pro kazdé g € Ny lze a4 jednoznacné rozlozit do tvaru

Mx
ag =Y M@ - peNE A Y pi=gq, (2.46)
P j=1

kde )\, € A, coz opravituje znaceni

a=(ag, ay,...)=: Z Ap &Pt gbns (2.47)
peNF

la|

Vidime, ze kazdy prvek a € S(V, A) je pii zadané souhrnné bazi prostoru V jednoznaéné
urcen koeficienty \,, p € Nral' Nésledujici tvrzeni shrnuje, ze podobnost s formalnimi fadami je
tiplna, to jest, ze soucin (2.40) v algebie S(V, A) je v tomto pifpadé pravé souéinem forméalnich
fad v gradované komutativnich proménnych.

Tvrzeni 2.3.5. Bud'te A komutationi algebra, (&1, . ..,&n,) souhrnnd bdze prostoru V € gVec.
Potom pro kazdé dvé a = EPENTa| o €M ghne p = quNn' By &0 gl € S(V, A) plati:

(D andl - €h) (30 Byl gy = D0 gl (2.48)

* * *
peN,) 9N €N 4o
kde v, = E €p,r—p Op Brp,
*
pENlal
p<r
‘ ; , , Lo . . . +an.,
€pq je znaménko, které vanikne pri prerovndni €' ... €hrr gL gl ghtO P
ap<r < p;<r;Vi=1,...,n,.

Pozndamka. Dikaz predchoziho tvrzeni Ize provést jednoduse tak, ze se pro kazdé q € Ny rozepise
(2.40) pomoci (2.46) a nasledny vyraz se upravi prerovnanim (koneénych) sum opét do tvaru
(2.46). Jelikoz jde vsak o pomérné zdlouhavy proces, ktery ndm nepfindsi nic nového, explicitné
jej neuvadime.

Poznamka 2.3.6. Uvazujme specidlni piipad, kdy pro V plati, ze V; = {0} pro vSechna j < 0.
Méjme k € Z. Potom Vp > k musi nutné platit, ze TP(V);, = {0} , tedy také A® SP(V), = {0}.
Pro kazdé k € Z lze tedy direktni soucin v definiénim vztahu 2.35 nahradit direktnim souctem
a na S(V, A) pohlizet jako na prostor polynomi s koeficienty z A.
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Kapitola 3

Zavedeni N-variet

3.

1 Gradované domény

Zavedeni predsnopu na topologickém prostoru (to jest definice 1.2.2) bylo provedeno pro libovol-
nou kategorii C. V této kapitole, jakozto i po zbytek textu, budeme Gasto pracovat s piipadem,
kdy C = gcAs nebo C = gVec. Potom napiiklad restrikce jsou morfismy téchto kategorii, které
byly zavedeny v kapitole 2. Pro tyto , gradované“ kategorie budeme potiebovat i vhodnou definici
snopu. Nastésti i v tomto pripadé lze pouzit definici 1.2.3, jak vyjasnuje nasledujici poznamka.

Poznamka 3.1.1. i. Budte M = {My}rez, N = {Niptrez @ © = {pk}ricz, kde pro kazdé

ii.

iii.

k € Z je ¢ : My — Nj néjaké zobrazeni. Nami zavedeny zapis m € M pro m € M,
a @(m) pro @, (m) ndm nyni umoznuje zavést snopy s hodnotami v gVec, resp. gcAs,
a kategorie Sh(X, gVec), resp. Sh(z, gcAs) formdiné naprosto stejné jako v podkapitole 1.2.

Jinak feceno, bud'te X topologicky prostor a F € PSh(X,gcAs)!. Méjme pro kazdé k € Z
prifazeni Fy, které kazdé mnoziné U € Op(X) pritadi F;(U) := F(U)j, vektorovy prostor
a kazdé inkluzi 1{, pro néjaké V € Op(U), piifadi Fi(+{}) := F(:{})) linedrni zobrazeni.
Potom z piislusnych definic je snadno vidét, ze Fp € PSh(X, Vec), kde Vec znaéci kategorii
vektorovych prostoru (objekty jsou vektorové prostory a morfismy jsou linedrni zobrazeni).
Potom F je snop <= F je snop pro kazdé k € Z.

V névaznosti na predchozi bod je vhodné zminit, ze pro F € PSh(X,gcAs) je specidlné
F(U)y € cAs pro kazdé U € Op(X) a F(+¥})o € hom(cAs) pro kazdé V € Op(U). To
znamena, ze JFo se da chapat jako predsnop na X s hodnotami v cAs.

Znaéeni 3.1.2. Méjme (n;);cz C Ny posloupnost nezdpornych celych &isel. Potom R(") znaci
gradovany vektorovy prostor, kde Vk € Z

(R(”j)>k — R™* (3.1)

a R((]nj) znac¢i gradovany vektorovy prostor, kde Vk € Z

. R k40,
(Ré J)) = pro k 7 (3.2)
k {0} prok=0.

Pro gVec analogicky.
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Priklad 3.1.3. Bud (n;j) ez posloupnost nezapornych celych &isel, pricemz
vedme pfifazeni CE);’]_),

S (Rénj ),CZE(U )) . Piipomenime, ze C;°(U) znaci ,klasickou® algebru hladkych funkei na U.
Bud (&1,...,&,,) souhrnnd baze R\, potom pro kazdé V € Op(U) a kazdy prvek

jez My < 00. Za-
které kazdé mnozine U € Op(R™) prifadi gradovanou algebru

s= Y s e S(R{V.Cx)), (3.3)

peNF

[s]

kde s, € Cpo(U), zavedeme restrikci

Cooy)(s) = sly == Y (sly) €8 €8 (RV ce(v)). (3.4)
pGN‘*SI
Potom C&’flj) je snop na R™ s hodnotami v gradované komutativnich algebrich, to jest

COO

(ny) € Sh(R™, gcAs).

Diikaz. Ukazme nejprve, ze C?ﬁj) € PSh(R™ gcAs). Budte W, V,U € Op(R™), W CV C U.
7 definice je ihned ziejmé, ze
o0

CGa) i) = e s € ol) o € (V) = €5, (060 (3.5)

Staci tedy ovérit, ze Cé’fl’j)(zg) € hom(gcAs). Méjme tedy s,t € CE’;’J_)(U), potom ze vztahu (2.48)
dostdvame

(s = (( D sp&lt--- &) (D tg&f &l ) )y

* *
peN &Ny

- Z (Z epr—p Sptr—p My €1 - &t

>k *
N1 PEN)

p<r
= Z (Z €pr—p Sply tr—ply) & A (3.6)
TENTs 121 PEN)
p<r
= ( Z sp&t & )y ( Z te&tt g )y
pe, =
= s|y tly -

Linearita a zachovani neutralniho multiplikativniho elementu by se ukazala obdobné, coz z Cz‘;j)

déla predsnop. Abychom ukézali, ze jde o snop, musime ovéfit platnost axiomu lokality a lepiciho

axiomu. 7Z definice restrikci Cfno_)(zg) a z jednoznacnosti vyjadieni (3.3) je vSak jejich platnost
J
ziejmd, nebot plyne z platnosti jejich protéjsku pro jednotlivé koeficienty s,, to jest ,klasické*

hladké funkce. O

Definice 3.1.4. Bud (n;) posloupnost nezdpornych celych éisel, kde Y jeznj < 00 Bud'te déle
U € Op(R™) a CE’:;]_ ) € Sh(R™, gcAs) definované jako v pfedchozim piikladé. Potom uspotddanou
dvojici (U, CE’;_)|U) nazveme gradovani doména a znaéime ji jednoduse U%),
J
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Nyni bychom chtéli zavést gradovanou obdobu stonku a lokalné okruhového prostoru.
Nasleduje gradovana podoba definice 1.2.6, pozndmky 1.2.7 a tvrzeni 1.2.8.

Definice 3.1.5 (Gradovand verze definice 1.2.6). Mé&jme X topologicky prostor a predsnop
F € PSh(X,gcAs). Potom pro kazdé = € X definujeme stonek piedsnopu F v bodé x jako
gradovany vektorovy prostor F,, kde pro kazdé k € Z

|| F@),
(Fo)y, i= \UEOPL(X) /s (3.7)

kde ~ je ekvivalence definovand nasledovné: méjme U,V € Op,(X),s € F(U)g,r € F(V)i.
Potom

s~ 2L (3w e Op (X), W CUNV) (slw = rlw). (3.8)
Prvek stonku F, tj. tiida ekvivalence [s], se typicky znaci jako [s],, kde mame |[s],| = |s]|.

Poznamka 3.1.6 (Gradovand verze pozndmky 1.2.7). Pfi stejném znaceni bud s € F(U) pro
U € Op,(X). Potom z definice stonku je jasné, ze

[s]e = [slv], (3.9)
pro kazdé V' € Op,(U).

Tvrzeni 3.1.7 (Gradovana verze tvrzeni 1.2.8). Méjme X topologicky prostor a predsnop
F € PSh(X,gcAs). Potom se pro kazdé x € X na stonku F, € gVec prirozené indukuje struk-
tura gradované komutativnd unitdlni asociativni algebry a pro kazdé U € Op(X) je prirazeni
s € F(U) — [s], € Fx morfismus gradovanych algeber.

Dukaz. Zavedeni operaci na stonku a dokdzani potiebnych vlastnosti je naprosto analogické
negradovanému piipadu, pficemz s¢itani samoziejmé zavadime pouze pro prvky stejného stupné.

O]

Definice 3.1.8. Bud'te X je topologicky prostor, F € Sh(X,gcAs) a necht pro kazdé z € X
je stonek F, lokdlni gradovany okruh (kdyz jej uvazujeme jako gradovany okruh). Potom
usporadanou dvojici (X, F) oznaéime za lokdlné gradované okruhovy prostor.

Pro zavedeni kategorie lokdlné gradované okruhovych prostori bychom potiebovali gra-
dované obdoby tvrzeni a definic 1.2.12 az 1.2.15. Opét ale plati, ze vSechny , gradované“ pojmy
jsme zavedli tak, ze skutecné formélné jedind zména ve znéni téchto tvrzeni a definic by byla na-
hrazeni ,,cAs — gcAs“, ,algebraicky homomorfismus — morfismus v gcAs* a ,,lokdlné okruhovy
prostor — lokalné gradované okruhovy prostor“. Pro stru¢nost je tedy neuvadime a kategorii
lokalné gradované okruhovych prostort znac¢ime gLRS.

Shrnuti 3.1.9. Méjme (X, F), (Y, G) lokédlné okruhové prostory a ¢ = (¢, ¢*) : (X, F) = (Y, G)
jejich morfismus. To tedy znamend, ze ¢ je spojité zobrazeni X — Y,igp* je morfismus snopu
g — ¢ F, pritemz pro kazdé z € X je jimi indukovany morfismus stonku (tedy morfismus
gradovanych algeber) ¢, : Gp(x) — Fu pusobici na kazdé s € G(U) jako ¢q [l = [75],
soucasné také morfismem lokélnich gradovanych okruhi (viz definice 2.1.26).
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Pro ¢ : (X, F) —» (Y,G), ¥ : (Y,G) — (Z,H) dva morfismy gLRS je jejich slozeni
Yoy : (X,F) = (Z,H) zavedeno jako (1o p) = 9 o ¢ a pro kazdou mnozinu W € Op(Z) je
(Vo )w = @y1 (1) © Viv-

fismem pFfslusnych snopt, tj. ze pro kazdou mnozinu U € Op(Y) je ¢}, : G(U) = F(p *(U))
izomorfismus gradovanych algeber, coz mimo jiné znamena, ze (¢7;), : G (U), — F (g_l(U ))k
je pro kazdé k € Z izomorfismem vektorovych prostoru.

Déle je snadné se pfesvédcit, ze poznamka 1.2.18 plati ve stejném znéni i pro snopy s hod-
notami v gradovanych vektorovych prostorech & gradovanych algebrach. Uvedme pro tplnost
jesté gradovanou podobu tvrzeni 1.2.19.

Tvrzeni 3.1.10 (Gradovand verze tvrzeni 1.2.19). Bud (X,F) lokdiné gradované okruhovy
prostor. Potom pro kazdé U € Op(X) je (U, F|;) také lokdlné gradované okruhovyj prostor. Ddle
existuje morfismus gLRS i : (U, F|;;) — (X, F), kde navic pro kazdé x € U je i, izomorfismus
gAs.

Diikaz. Dukaz se provede zaménou posledniho odstavce dikazu véty 1.2.19 za néasledujici: To, ze
se jedna o oboustrannou inverzi, potom plyne z poznamky 3.1.6. Pro kazdé x € U je tedy
iz @ Fiz) — (Fly)z izomorfismus gAs a tedy i gradovanych okruhti, pficemz Fj,) je dle
predpokladu lokélni gradovany okruh. Podle tvrzeni 2.1.28 je potom (F|;;), také lokalni grado-
vany okruh, a tudiz (U, F|;) € gLRS. O

Tvrzeni 3.1.11. Budte (X, F),(Y,G) € gLRS a ¢ : (X, F) — (Y,G) morfismus gLRS. Potom
pro kazdé V € Op(Y) je ¢l : (¢ 1(V), Flo-100y) = (V2 Gly) definované jako

Plv = @l 1y (3.10a)

(elv)w = #iv, (3.10D)

pro kazdé W € Op(V), dobre definovany morfismus gLRS. Navic plati, Ze ¢ je izomorfismus
prdavé tehdy, kdyz ¢l,, je izomorfismus pro kazdé V € Op(Y).

Diikaz. Nejprve uvedme, Ze i pres pomérné slozité znaceni je pro kazdé W € Op(V) jednoduse
Flv, Flo-ivy W) = Fle™ (W), (3.11)

coz opraviuje zavedeni (3.10b). Takto definované (|;,)* komutuje s restrikcemi a proto je jisté
morfismem pifslusnych snopi. Staéi tedy ukézat, ze (¢|y,)s je pro kazdé x € ¢~ 1(V) morfis-
mem lokalnich gradovanych okruhii. Ozna¢me jako i : (¢~ 1(V), F| —1(v)) = (X, F), respektive
J - (V,Gly) = (Y,G) piislusné , inkluzni“ morfismy z tvrzeni 3.1.10. Potom lze nahlédnout, ze
nasledujici diagram komutuje:

() 25 (Flyn).
(if(m)*ll jo (3.12)
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neboli, ze
(@ly)e = dz © a0 (ip@) (3.13)

Slozeni morfismu glRing je ale opét morfismus glRing. Navic, jelikoz j, a i, ;) jsou izomorfismy,
tak ¢, je izomorfismus, prave kdyz jim je (¢|y)z- O

Tvrzeni 3.1.12. Méjme (X, F),(Y,G), kde X,Y jsou topologické prostory, F € Sh(X, gcAs),
G € Sh(Y, gcAs), pricemz (Y,G) € gLRS. Necht navic existuje p = (p, "), kde ¢ : X =Y je
homeomorfismus a ¢* : G — ¢ F je izomorfismus snopi. Potom (X,F) € gLRS.

Diikaz. Dikaz je pfimou aplikaci tvrzeni 2.1.28 na izomorfismus stonku ¢, : G,y — Fz pro

kazdé x € X. O

Poznamka 3.1.13. Od tohoto bodu déle se budeme zabyvat vghradné nezdporné gradovanym:
doménami, to jest takovymi doménami U™ = (U, CE’%)|U), kde n; = 0 pro vsechna j < 0.
Splnuji tak pozadavky poznamky 2.3.6, coz praci s nimi vyrazné usnadnuje.

Pro zajimavost dodejme, Ze vétSina (ne vSechna) tvrzeni, které po zbytek textu vy-
slovime o nezdporné gradovanych doménach a pomoci nich definovanych N-varietach, lze vy-
slovit v obecnéjsim tvaru pro vSegradované domény a variety, coz uz vSak lezi mimo rédmec
tohoto textu.

Poznamka 3.1.14. i. Bud U™) = (U, CE’%)) nezaporné gradovand doména. Potom specidlné
pro véechna k < 0 a vSechna V' € Op(U) je

(€2 (V)k = (SRS, €2 (V)i = {0}, (3.14)
aprok=0
(Cory(M)o =Co(V) @R >~ Cps(V), (3.15)

kde ~ znaéi existenci kanonického izomorfismu.

ii. S ohledem na piedchozi bod budeme odted pro kazdé V € Op(R™) ztotoziiovat (C° )(V))o

(n;
a Cpo (V') pro kazdou posloupnost nezdpornych celych cisel (n;), kde ) jeznj <ocamn; =0

pro vSechna j < 0.

Tvrzeni 3.1.15. Nezdporné gradovand doména U je lokdiné gradované okruhovy prostor.

Dikaz. Pro z € U C R™ tedy chceme ukazat, ze C(OO ) je lokélni gradovany okruh. NaSim

n;
cilem bude vyuzit patého bodu véty 2.1.24, to jest ukazat, ze neinvertibilni prvky gradovaného

okruhu CF;') ,, tvoff gradovanou abelovskou grupu. Ozna¢me U C C(O;;_) ,, gradovanou mnozinu
2/ 7/

invertibilnich prvki, to jest

U={lsl, €Cya 3] €CGp) e I8 7], = [, }- (3.16)

V C | se ale nevyskytuji nenulové prvky zdpornych stupnu, coz znamenad ze kazdy invertibilni

(nj).x
element m4a nutné stupen nula. S ohledem na poznamku 3.1.14 navic vidime, ze

(Ci2)) = Cox e (3.17)
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a tyto stonky tak rovnéz ztotoznime. Jsme nyni schopni vyuzit piikladu 1.2.11 a ftict, ze
U={[s, € (C(O:;j)’x)() | s(x) # 0}. Jinymi slovy:

Ccee ro k # 0,
(cg‘;v) . \u) _ [ G N pro i # (3.18)
Do AT (sl € (€2 0| s(2) = 0} pro k=0,
7 toho je pak jiz snadné nahlédnout, ze CE’;’J_) » \U tvoii gradovanou abelovskou grupu. O

Dusledek 3.1.16. Z dukazu predchoziho tvrzend plyne, Ze kazZdd nezdporné gradovand doména
U™ kanonickym zpisobem indukuje negradovanou doménu (U,Cre), kde pro stonky plati
(C(Osjm)o ~ Cpe - Doménu (U, Cy) nazveme podkladovd doména gradované domény UM,
Véta 3.1.17. Mejme U™, V™) dué nezdporné gradované domény a o € gLRS(U™), V' (M),
Potom vZdy existuje kanonicky urceny morfismus ¢ € LRS((U,C%), (V,Cpy,)) prislusngjch pod-
kladovych domén takovy, Ze ¢ = @ a pro kazdé W € Op(V') je ¢y, = (3 )o-

Diikaz. Zavedeni ¢fy, = (3 )y, YW € Op(V) je ospravedlnéno ztotoznénim (COO )(W)>0

(m;

s Cov, (W). Stact tedy ovéfit, ze (¢, ¢*) € hom(LRS). Jelikoz jsme vsak také pro kazdé x € U

ztotoznili (CFT?J_)J)O a Cpo 4y Tesp. (C?ﬁzj)’f(m)% a C;’Tfoyf(x), dostavame
bz = (Pz)g - (3.19)
KdyZ nyni pfipomeneme tvar Jacobsonova radikalu stonku CE’%)’E(I), to jest (3.18), zjistujeme,
ze
6 (V3% 0)) = (92T CE) o)), € (JC35).0)),, = TC350); (3.20)
¢imz jsme ukdazali, Ze ¢, je morfismem lokalnich okruhu, a tudiz ¢ € hom(LRS). O

Dusledek 3.1.18. Mejme U™, V™) nézaporné gradované domény a ¢ € gLRS(U M), v (m3)),
Potom ¢ : U — V je nutné hladké zobrazeni. Navic pro kazdé W € Op(V) a kaZdé s € (CE’;LJ_))O

plati
(Piv)o(s) = s0 | 1) (3.21)

Duikaz. Tvrzeni je dusledkem piedchozi véty a véty 1.2.17. O

Véta 3.1.19. Bud'te U, V(M) € gLRS dvé nezdporné gradované domény, (M, -y Nm) SOU-
hrnnd bdze prostoru R(()mj). Potom kazdé ¢ € gLRS(U(”J'),V(mJ')) je ve vztahu jedna ku jedné
s usporddanou dvogict (g, {*nu}z;l), kde o : U — V je hladké zobrazeni a {*nM}Z"”:l je m-tice

proki *n, € (C@fb’j)(U))‘nul.

Diikaz. Pokud méme ¢ : UM) — VM) pak staéi definovat *n, =: @i (1y ® n,) pro kazdé
w=1...,m.
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Pokud mdme naopak urcené hladké zobrazeni ¢ a vhodnou m-tici {*17”}:7:1, pak pro
libovolné W € Op(V), s € CE);LJ-)(W) definujeme
Piv(s) = eiv( D sprh’ )
peNF

sl

= 3 (spoely) ()P Cnn)™ gy -

peNF

sl

(3.22)

S pouzitim definice sou¢inu na C(O;’j)(U ) by se snadno ukézalo, ze takto definované gradované
zobrazeni ¢y, je morfismem gAs a ¢ = (g, ¢*) dobie definovanym morfismem gLRS. O

3.2 N-variety

Definice 3.2.1 (Definice N-variety). Bud M := (M,C5;) lokdlné gradované okruhovy prostor,
kde M je Hausdorffuv topologicky prostor spliujici druhy axiom spocetnosti. Bud déle (n;)
posloupnost nezapornych celych ¢éisel, kde Zjez nj < oo an; =0 proj < 0. Necht navic
existuje {Uq }aer oteviené pokryti M, kde pro kazdé « existuje nezdporné gradovand doména
() g Yot (Uas Coly,) — 0" izomorfismus lokélng gradované okruhovnych prostort.

Potom fekneme, ze M je N-varieta (nebo také nezdporné gradovana varieta) gra-
dované dimenze (n;). Soubor {(Ua,¥a)}acr nazveme gradovany atlas na M, a jednotlivé
(Uas ¢a), stejné jako kazdou dalsi dvojici (U, ) kde ¢ : (U, C3G|,) — U™ je izomorfismus
gLRS pro néjaké U € Op(M) a Ue Op(R™), nazveme gradovania mapa na M.

Kategorii, jejiz objekty jsou N-variety, zna¢ime NMan™, a zavddime ji jako plnou podka-
tegorii kategorie gLRS. Morfismum kategorie NMan™, tedy morfismum lokalné okruhovych pro-
storu mezi N-varietami, se také ikd gradovand hladka zobrazeni. Specidlné izomorfismum
se fika gradované difeomorfismy.

Tvrzeni 3.2.2. Bud M = (M,C5) N-varieta gradované dimenze (nj) a na ni gradovany
atlas {(Ua, ¢a)}tacr- Potom {(Ua, ¢ )}aer je klasicky® hladky atlas na M, zavddéjici na M
strukturu hladké variety, kterou nazveme podkladovd varieta N-variety M. Tuto podkladovou
varietu také nékdy znacime jako M.

Diikaz. S ohledem na body (ii) a (iii) poznamky 3.1.1 méjme (C3), € Sh(M, cAs). Déle méjme
libovolnou gradovanou mapu (U, ¢) na M. Pro kazdou V € Op(U) oznaéme V := (V). To, ze

© je izomorfismus, mimo jiné znamend, ze ¢ : U — U je homeomorfismus, a

A

(@50 : (€, (V))o = (CR()o (3.23)
je pro kazdé V € Op(U) algebraicky izomorfismus. Necht tedy
#0 Coolgr = 2, (CR)oly (3.24)

znaci izomorfismus snopu, definovany pro kazdé¢ V' € Op(U) jako (¢f)y := (¢f,)o. Potom je

jiz snadné nahlédnout, ze (p, ¢f) je izomorfismus LRS mezi (U, (Cj\’j’l)o‘U) a (U, c;;g|U)

(U ) C;‘Lf)’| ¢7) neni nic jiného, nez podkladovd doména gradované domény U (7). Pokud nynf za
(U, ¢) budeme bréat libovolné (Uy, ¢a) z gradovaného atlasu, zjistime, ze (M, (CF;),) je podle véty
1.2.21 hladké varieta, pficemz z dukazu téze véty plyne, ze {(U,, fo)}“e 7 je na ni atlasem. [
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Znaceni 3.2.3. (i) Budeme-li mit néjaky topologicky prostor X a na ném kolekci otevienych
mnozin {Uq }aer, potom pro kazdou trojici indext a, 5,7 € I budeme psét Uyp := Uy NU3
a Uypy := Uy NU,.

(ii) Bud M = (M,C3;) N-varieta. Potom budeme, jak je zvykem u negradovanych variet,
znakem M také nékdy, kdyz to bude vhodné, znacit piislusny podkladovy topologicky
prostor M. To jest napiiklad zapis x € M, x € M a x € M ma pokazdé stejny vyznam.

Poznamka 3.2.4. Méjme N-varietu M gradované dimenze (nj) a na ni gradovany atlas

{(Ua, o) }acr, to jest pro kazdé a € I je ¢, € gLRS((Us, C}’\’jl\U ),Uénj)), kde U, = £a<U0‘)'
Podivejme se bliZe na ,,pfechodové“ morfismy mezi doménami. Bud'te a, 8 € I, potom s ohledem
na tvrzeni 3.1.11 méjme

00 (ny)
Polg (W, * Uass Cilu,,) = (fa(Ua,g)) ”, (3.25)

P8y, (W) * (Vs Chilu,,) = (05(Vas)) (3.26)

dva izomorfismy gLRS. Potom pfechodovym morfismem mezi gradovanymi doménami Uc(ynj )
(n5)

i (n5)
al é 7) yozumime izomorfismus PBa (fa(Ua,B)> - (Eﬁ(Uaﬁ)) " definovany jako

-1

@0 = 08l 11,5 ° (Poly ) - (3.27)
Pfipomenme z definice skladéni morfismu gLRS, Ze ¢ b = Pg° 4,0;1 o) a pro kazdou mnozinu

bl £ %o |g (Uag

W e Op(gg(Uocﬁ)) je
-1

* _ —1\* * _ * *

Qpﬂa,W - (Soa )EEI(W) © (pﬁ,W - <SDO¢7%0/301‘(W)> © SOB,W' (328)

Specialné plati, ze pokud bychom méli néjaké s € (CE’;’J,)(W))O, tak bychom s pomoci dusledku
3.1.18 zjistili, ze

(‘OEQ,W(S) =S50 fﬂa =$so0 fﬁ o f;l (329)

e (W) eriw)’

coz jsou praveé , klasické“ prechodové funkce na odpovidajicich podkladovych doménach.

Definice 3.2.5. Méjme N-varietu M gradované dimenze (n;) a na ni gradovany atlas
{(Ua, 0a)}acr- Potom pro kazdé U € Op(M), f € C3(U) a kazdé o € I znacime

-1
Jo = (‘PZ,EQ(UOUOZ)) (f|UmUa)v (3-30)

a fo € ngj)(fa(U N U,)) nazveme lokdlnim reprezentantem prvku f pii mapé (Uy, ©q)-

Poznamka 3.2.6. Bud M N-varieta gradované dimenze (n;) a na ni dvé gradované mapy
(Uas 0a), (Ug, 0g). Méjme navic U € Op(M), f € C33(U) a oznacme V := U N U,g. Potom
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v navaznosti na poznamku 3.2.4 vidime, ze
-1
f a‘w V) (‘pow ) (flv)
-1 —1
*
(3004@ ) 805 25V <905,@ﬁ(v)) (flv)

-1
= P, () ° <¢Z,¢B<v>) (flv)

= %wﬁm I3 |£ﬁ(V)

(3.31)

S "l o :Ot d o - -1 :
pecidlné pro | f| edy f, \Ea(v) feopzo e, o (V)

—a

Véta 3.2.7. Pro kaZdou N-varietu M = (M,CS;) gradované dimenze (nj) a jeji podkladovou
varietu (M,C3y) existuje kanonicky definovany izomorfismus snopti mezi (C3)o a C3p. Tyto dva
snopy ddle ztotozZnime.
Diikaz. Bud U € Op(M) libovolnd. Hleddme izomorfismus

S €U0 — CHD). (3:32)
Pro kazdé a € I zavedme znaceni W, := U N U,. Méjme f € (C35(U))o, potom jeho lokdlni
reprezentant f, je prvkem ( E’o )( e (Wa)))o = i (¢, (Wa)). Oznatme tedy

foo = fao (3.33)

alw,
kde fo bereme jako prvek Cit (¢ (Wa)). Cheeme vyuzit lepicitho axiomu snopu Cjy a fict, Ze fa
,lepi dohromady* jedine¢nou funkci f € C(U). Jelikoz {Wy} tvoii oteviené pokryti mnoziny
U, staci ovéfit, ze pro vechna Wyg # () plati fa‘w = fﬁ‘w . Avsak

B

af

fa (3.34)

= fﬂ‘ <= fa| Wag) = fﬁogﬁoggl

)
Waﬂ fa(WO/ﬂ)

kde z pozndmky 3.2.6 vime, ze druhd rovnost plati. Muzeme tedy definovat A7 (f) := f. Takto
definované zobrazeni .47y je homomorfismus algeber, jak by se snadno ukazalo za pouziti jeho
definice a axiomu lokality snopu C3;. Ze se jedné o izomorfismus ukézeme kontrukei oboustranné
inverze. Bud' g € C33(U). Potom pro kazdé o € I oznacme

gai=go el €2, (Wa)) = (€T (2, (Wa)o (3.35)
Jo = @Z,fa(wa)ga € (C(Wa))o - (3.36)

Opét tvrdime, ze {go} dohromady lepi prvek g € C3(U) Konkrétné je tedy tieba ovéfit, ze
§a|Wa6 = 98l , €0z je v8ak pravda opét podle pozndmky 3.2.6. Definujeme tedy ,/VU_l(g) =q.
Pro kazdé a, 8 € I je potom snadné nahlédnout, ze

(A AN |y, = A5 Mo (flw, ) = Flw,, (3.37)
(A DD, = Ao A glw,) = glw,, (3.38)
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coz spolu s axiomy lokality snopu C3; a Cy dokazuje, Ze jde vskutku o izomorfismus. K dokdzani
véty bychom jesté méli ovérit, ze takto zavedend zobrazeni {’/VU}UEOp( ) komutuji s kontrak-
cemi, coz je v8ak z jejich definice ziejmé. O

Disledek 3.2.8. M¢jme M € NMan™ a U € Op(M). Potom f € C35(U) je invertibilni prdave
tehdy, kdyz |f| =0A (Vz e U) (f(z) #0).

Poznamka 3.2.9. Véta 3.2.7 ndm umoznuje jednoduchym zptisobem zavést na kazdé N-varieté
rozklad jednicky a hladké bump-funkce?. Konkrétné, pro N-varietu M = (M, CS;) a jejf oteviené
pokryti {Uq}aer fekneme, ze soubor funkci {9 }acr € (C33(M)), je rozklad jedni€ky na M
prislusny pokryti {U, }aer prave kdyz je rozkladem jednicky na M piislusnym stejnému pokryti.
Stejné tak kazdou ¢ € C37(M) hladkou bump-funkci na V'€ Op(M) s nosicem v U € Op(M)
prohlasime za hladkou bump-funkci na V' s nosicem v U na M.

Lemma 3.2.10 (Extencni). Uvazujme M € NMan®, U € Op(M) a f € C34(U). Potom pro
kazdou mnozinu V € Op(U), V C U emistuje globdlni prvek fe Ci(M), pro kterou plati

flv = fv.

Diikaz. Necht je 1 hladkd bump-funkce na V s nosi¢em v U. Vsimnéme si, ze {supp(1))°,U}
tvoif oteviené pokryti M. Definujeme f1 := f[; € CH(U) a fo := 0 € (C/"\‘jt(suppw)c))'f‘.
Jelikoz flfUmsupp(w)c =0= fQ‘Umsupp(w)c, muzeme vyuzit lepictho axiomu snopu C3; a oznacit
jimi ,,slepeny“ prvek jako f € C35(M). Nakonec zjistujeme, ze

flv = flo)lv = (f)lv = flvdly = flv. (3.39)

O

Nyni uvedeme bez dukazu uzitecnou vétu, ktera iikd, ze kazda N-varieta je plné urcend
prechodovymi morfismy mezi ,,svymi“ doménami. Mimo jiné ndm tak dava dalsi zpusob kon-

strukce N-variet. Jde o specidlni piipad [9, Exercise I1.8].

Véta 3.2.11. Méjme (n;) posloupnost nezdpornych celych cisel, pro kterou plati ZjEZ n; < 0o
an; =0 proj <0. Méme také M je hladkou ng-rozmérnou varietu s atlasem {(Uaafa)}ael-
Necht pro kazdé o, 8 € I existuji gradované difeomorfismy

v (250a)) " = (2,Uas)) "™, (3.40)

pricemz Pop = P40 © (fﬁ)*1 ‘fg(Uaﬁ)’ které pro kazdé o, 8,y € I spliugi

Pay = PaB © PBy, (3.41)

po restrikci na E,Y(Uaﬁv)' Potom existuje N-varieta M gradované dimenze (nj) s atlasem

{(Ua, a)tacr takovd, Ze M je jeji podkladovd varieta a @qp jsou prechodové morfismy mezi

(Mg (Mg . . 3 ~ s - v ~ ’ .
Uﬁ( 2 é 7). Tato N-varieta je navic urcend jednoznacné aZ na gradovany difeomorfismus.

2 Anglické ekvivalenty téchto terminti jsou ” partitions of unity”a ”smooth bump functions”. Pro jejich korektn{

definici a mnohem vic, necht étendf nahlédne do [7].
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Poznamka 3.2.12. Na zavér této podkapitoly se zminime o supervarietdch a jejich vztahu
k N-varietdm. Cilem této poznamky je naznacit definici supervariety a ukazat, ze supervariety
nelze a priori chapat pouze jako specidlni pripad N-variet. Pro detailni ivod do supergeometrie,
necht je ¢tnenai odkdzan na [10].

Supervarieta je opét topologicky prostor (Tg, spliujici 2. axiom spocetnosti), ktery je
lokélné izomorfni (vhodnym izomorfismem) k takzvanym superdoméndm. Ilustrujme nyni rozdil
mezi gradovanou doménou a superdoménou. Pripomenme, ze strukturni snop (nezaporné) gra-
dované domény U") pro U € Op(R™), to jest snop® C° X pritazuje kazdé mnoziné V' € Op(U)

(n;

rozsitenou symetrickou algebru C>° )(U )=S (R(()nj ) CeU ))

(n o

Méjme nyni dvé éisla p,q € Ny a U € Op(RP). Potom strukturni snop superdomény
UPle, ktery oznacime jako Op|q> Piifazuje kazdé mnozing V' € Op(U) superalgebru O, (V)
=CPU)® A°RY. To, ze jde o superalgebru, v tomto piipadé znamend, ze kazdy homogenni
prvek, to jest prvek f € C;,’O(U) ® A°R? pro ngjaké s € Ny, je prohldsen za sudy ¢i lichy, podle
toho, zda s je sudé ¢i liché. Nejenom to, paritu maji i nehomogenni prvky, které jsou lineadrni
kombinaci homogennich prvku stejné parity (tj. samych sudych nebo lichych). Po morfismech

mezi superdoménami se potom pozaduje zachovavani tohoto Zo-gradovani, totiz parity.

Uved'me maly pifklad. Mé&me soufadnice {z*}’_, na mnoziné U a bazi (61,...,0,) pro-
storu R?. Potom prvky Op,(U) jsou polynomy v antikomutujicich proménnych 6; s koeficienty

v hladkych funkcich na U. Prostor Op,(U ) se tak zda velice podobny prostoru Cé’r‘jj)(U ) pro
ng =p, n1 =qang =0 pro k # 0,1. Samoziejmé o¢ividnym rozdilem je, ze Cg’;j)(U) je zave-

den jako gradovang prostor, totiz posloupnost prostoru ktery , nepiipousti“ nehomogenni prvky,
kdezto Op‘q(U ) je zaveden jako direktni soucet ruznych prostoru, ve kterém je Zg-gradovani
zavedeno ,dodatecné, totiz ze nékteré prvky (i nehomogenni) jsou oznaceny za sudé ¢i liché.

Dalsi, moznda na prvni pohled méné ziejmy, rozdil se skryva pravé v piipousténych mor-
fismech. Jiz bylo zminéno, ze po morfismech superdomén (a obecné supervariet) se pozaduje
pouze zachovavani parity. Je tak napiiklad moznd existence endomorfismu® na Op‘q(U ), ktery

o

zobrazuje 01 — 01 A0 A 64, ba dokonce z! — 4a! + 05 A 05 coz je pro endomorfismy na C(n_)(U)
J
naprosto nemyslitelné.

3.3 Priklady N-variet

Existuji rizné zpisoby kterymi lze z gradovaného vektorového prostoru vyrobit N-varietu.
Naptiklad jiz vime, jak z nezdporné gradovaného koneénérozmérného prostoru R(™) vyrobit
doménu (R™)(") (viz piiklad 3.1.3, kde za mnozinu U bereme celé R™). Ukazeme si jednu dalsf
moznost.

Definice 3.3.1. Rekneme, ze souhrnni béze (e1,...,en) konetnérozmérného prostoru R()
je standardni souhrnna béze pro R("), pravé pokud je ,postavena ze vzestupné fazenych
standardnich bazi“. To jest

(e1,...,en) ={es | <}, (3.42)

kde eé- je j-ty vektor standardni béze prostoru R™, a eé» < ef L, (i<k)V (i=knAj<l).

3Samozfejmé zizeny na U, viz pozndmka 1.2.18
47Zde uzivdme endomorfismy pouze pro lepsi piehlednost. Ilustrované koncepty se samoziejmé vztahuji na
v8echny morfismy.
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Definice 3.3.2. Pro kazdé X € gVec a kazdé ¢ € Z definujeme prostor X[¢] € gVec zvany
prostor X posunuty ve stupnich o ¢ jako

(X[ = Xiye- (3.43)

Priklad 3.3.3 (N-varieta z nekladné gradovaného vektorového prostoru). Méjme koneéné-
rozmérny gradovany vektorovy prostor X, pro ktery navic plati, ze X = 0 pro vSechna k > 0.
Jeho dudlni prostor X* je tedy nezdporné gradovany. Nasim cilem je sestrojit N-varietu
Mx = (X0,C3%, ) o stejné gradované dimenzi (n;), jako md X*. Oznac¢me jako D grado-
vany vektorovy prostor, kde Dy = {0} a Dy = (X*)g pro vSechna k # 0. Snop €33, definujeme
pro kazdé U € Op(Xp) jako

Ciiy (U) :==5(D,Cx,(U)). (3.44)

To, ze Mx je N-varieta (a s ohledem na tvrzeni 3.1.12 také lokalné gradované okruhovy prostor)
ovéifme nalezenim globalni mapy, to jest izomorfismu gLRS ¢ : My — (R™)("). Stanovme si
bazi (v1,...,vn,) prostoru Xo. Homeomorfismus ¢ : Xy — R™ potom zavedeme jednoduse jako
soufadnicovy izomorfismus, to jest pro kazdé z = z'v; € Xy mdme

p(x) = zle;, (3.45)
kde (e;)72, znaci standardni bazi R™. Vsimnéme si, ze ¢ je hladké. Déle necht (n1,...,n..)
znaci standardni souhrnnou béazi prostoru R(()nj ) a bud (&1,...,&,,) souhrnné baze prostoru D,
uspofddana tak, ze pro vSechna i,j = 1,...,n, plati i < j = |&| < |¢;|. Potom pro kazdé
UeOpR™)afe CE’%)(U) definujeme

er(N =i | Do Forl oo | = Y0 Fpo ol g &G (3.46)
PENT PENT -

Snadno se nahlédne (podobné jako v dukazu véty 3.1.19), ze takto definované ¢* je izomorfismus
snopu, a tedy ¢ je globalni mapa pro Mx.

Podivejme se blize na piipad, kdy za X ve vyse uvedené konstrukci vezmeme za V' [¢] pro
néjaké kone¢nérozmérné V€ Vec a £ € N. Skutec¢né se jednd o nekladné gradovany prostor,
nebot jediny jeho nenulovy komponentni vektorovy prostor je (V[(])_, = V. Bud (&1,...,&)
baze prostoru V*, potom je také souhrnnou bazi prostoru X* = (V[(])*, az na to, ze v tomto
prostoru maji vSechny stupen £. Jelikoz nyni Xy = 0 a pro prostor D z vyse uvedené konstrukce
plati D = X*, dostdvame N-varietu My, = ({O},Cf\‘jlvm). Vidime, ze podkladovéa varieta
variety My (g je jednobodova mnozina {0} a jejf jedind netrividln{ algebra gradovanych funkef
je

CRay 1 (101) = SV, €5y ({01) = SV, R) =~ PSP (VD)) =S((VI)").  (347)
p=0

Dalsim pifkladem bude takzvany vektorovy fibrovany prostor s posunutymi stupni®. K
jeho konstrukei vyuzijeme vétu 3.2.11, kde si pFfechodové morfismy v jistém smyslu ,,vypujéime“
z klasického vektorového fibrovaného prostoru.

5Degree shifted vector bundle.
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Bud # : E — M vektorovy fibrovany prostor s typickym vldknem V', dim(M) = ny,
dim(V') = m. Déle méjme na M atlas {(Uy, ¢ )}aecr takovy, ze pro kazdé o € I existuje lokélni

o
trivializace ¢q : Uy x V — #71(Uy,). Oznacme ¢4 (p) := ¢a(p,-) : V — V. Opét budeme pracovat
s dudlnimi objekty, a tedy necht 7w : E* — M je dudlni vektorovy fibrovany prostor s pislusnymi

lokalnimi trivializacemi ¢y, : Uy x V* — 771 (U,,), které pro kazdé a € I a kazdé p € U, spliuji

N T
dalp) = () !) (3.48)
kde (-)T znaéf transpozici linedrnfho zobrazeni. Mé&jme nyni o, 3 € I, p € U,p. Potom pro
piechodova zobrazeni na vlakné 7,5(p) a 7,5(p) plati

T

r05(0) = 0a(0) ' 650) = (9a)) (350)") = (b50) 0alp)) = Fral®)”.  (3.49)

Zvolme nyni (1, ...,mm) béazi prostoru V*. Jelikoz 7,3(p) je operator na V*, oznac¢me
Tap(P) ni = (Tap(P))’; nj, (3.50)
to jest (Ta3(p))?,, 4,5 = 1,...,m jsou komponenty pifslusné invertibilni matice. Jelikoz pro

viechna p € Uygy plati, Ze 7,0 (p) = 7y8(P)78(p), jednoduchym vypoctem dostaneme vztah

(T1a(P)’; = (135(0)); (T8a(p))’;- (3.51)

Priklad 3.3.4 (Vektorovy fibrovany prostor s posunutymi stupni). Pokracujme v zavedeném
znaceni. Nechf Yy + V* — R™ znaci souradnicovy izomorfismus pro bdzi {nj};-”:l a pro kazdé
j = 1,...,m oznacme §; = P (n;)- Bud ¢ € N a necht (nj)jez znaéi posloupnost, kde

no = dim(M), ng = m a n, = 0 pro k # 0,q. Vidime, ze {@-};”:1 lze chdpat jako souhrnnou
bézi prostoru Rénj ), pficemz |{;| = ¢ pro kazdé j. Nasim cilem je zde zkonstruovat N-varietu

Elq] = (M, C%‘Eq]) o gradované dimenzi pravé (n;).

= Cl
Q(UOL,B) J fﬁ(Uaﬁ)
které ziskame z véty 3.1.19 urcenim m-tice {*&,}}", C (C?ﬁj)(gﬁ(Uag)))q. V névaznosti na (3.50)

)

VYa, B € I je tedy tfeba definovat izomorfismy snopu Pap C@‘l’j)
b,

volime

= <(Tﬁa)ig O£§1> &i. (3.52)

Ovérme, ze takto definované prechodové morfismy spliuji podminku (3.41). Staci ovéfit jejich
platnost na prvcich &:

(¢ap© 906“/)* &= 9027 SOZﬁ &
(o) o
= <(Tﬂa) ¢° fgl ° 237) (05, &)
= <(Tﬂa)iz 08;1) ((Tvﬂ)ki 08;1) &k
= ((Tva)kz o £;1> &k

= SOZW €Z7
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kde jsme pro vétsi prehlednost ponékud zjednodusili zapis. Ovérili jsme vSechny predpoklady
véty 3.2.11 a tedy existuje N-varieta Elq] = (M, ngo[q]), pro kterou maji pag = (faﬁ,gogﬁ) roli
prechodovych morfismu mezi piislusnymi doménami.

Je mozné ukézat, ze tato N-varieta nezavisi na konkrétni volbé trivializaci puvodniho
vektorového fibrovaného prostoru.

Poznamka 3.3.5. Podivejme se co vznikne, jestlize v predchozi konstrukci zvolime E = TM,
totiz teény fibrovany prostor, a ¢ = 1. Vyslednd N-varieta T[1|M := TMI[1] = (M, Cﬁfffl]M)
mé gradovanou dimenzi (n;), kde jedind potencialné nenulova ¢isla jsou ng = ni. Pfeznacme
nyni (&1,...,&y,) =: (dzt, ... dz™). Kazdy prvek f € C%C[’I]M(U) potom vypadd lokalné jako
polynom v da’ s koeficienty v hladkych funkcich. Navic pro vSechna 4,5 = 1,...,ng plati
da’dal = —da/da’. Analogie s diferencidlnfmi formami na M je tplnd, kdyz pfipomeneme,
7e pro transformace , 1-forem* dz/ plati vztahy (3.52) a (3.49). Muzeme tedy tvrdit, ze C%El] M
je izomorfni snopu diferencialnich forem na M.
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Kapitola 4

Diferencialni pocet

4.1 Snopy modula

V kapitole 2 jsme definovali pojem levého modulu nad gradovanym okruhem.

Definice 4.1.1. Bud'te A € gcAs,V € gVec. Rekneme, ze V je levym A-modulem, pokud je
V' (brané jako gradovana abelovska grupa) levym modulem nad A (braném jako gradovany
okruh), a navic jsou zobrazeni y;; z definice 2.1.5 bilinedrni pro vSechna i, j € Z. Déle budeme
opét vyuzivat multiplikativniho zépisu. Jelikoz je A gradované komutativni, kazdy levy A-modul
V' je zaroven také pravym A-modulem, kde pro kazdé a € A, v € V zavadime

va = (=1)llelgy, (4.1)

Nemad tedy smysl mluvit o ,strannosti® a fikdme jednoduse, ze V je modulem nad A (nebo
také A-modulem).

Definice 4.1.2. Budte X topologicky prostor, A € Sh(X,gcAs), F € Sh(X,gVec). Potom
fekneme, ze F je snop A-modula na X L, plati

1. Pro kazdou U € Op(X) je F(U) modulem nad A(U).

2. Kompatibilita s restrikcemi. To jest, ze pro vsechny V,U € Op(X), V C U a pro kazdé
a€ AU), ve FU) plati (av)|,, = aly v|y .

Priklad 4.1.3. Méjme topologicky prostor X, A € Sh(X,gcAs) a konecnérozmérny prostor
K € gVec. Potom zavadime A ® K € Sh(X, gVec) nasledovné:

(AR K)(U):=AU)® K, (4.2a)
(A2 K)(Y) = AG) @ idg, (4.2b)

pro kazdé V,U € Op(X),V C U. Ze se skuteéné jedna o snop potom plyne z faktu, ze A je
snop a ze kazdy prvek f € A(U) ® K lze jednoznacné rozlozit jako f = f7 ® k;, kde {k;} je
néjakd pevné zvolend souhrnnd baze prostoru K (pficemz |f7| + |k;| = |f|). Navic pro vSechna
a,be A(U) a k € K definujeme
a(b® k) := (ab) ® k, (4.3)
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a prirozené rozsifime linearitou na vsechny prvky z A(U) ® K, coz na A ® K zavadi strukturu
A(U) - modulu. Tato struktura je zjevné kompatibilni s restrikcemi, coz z A ® K ¢ini snop
A-modulu.

Definice 4.1.4. Bud'te X topologicky prostor, A € Sh(X,gcAs), F snop A-modult a m € Ny.
Potom fekneme, ze kolekce {r;}"; C F(X) je globalni rdm na F &L pro kazdé U € Op(X)
a f € F(U) existuje jednoznaéné urcéeny soubor {7} C A(U) takovy, ze f = f7 rj|,.

Déle tekneme, ze F je volné a konecné generovany, pravé pokud na ném existuje

globalni ram.

Poznamka 4.1.5. Méjme X topologicky prostor, A € Sh(X, gcAs) a F volné a koneéné gene-
rovany snop A-modultu. Potom restrikei globdlniho ramu zjistime, ze pro kazdou U € Op(X) je
F|y volné a konecné generovany snop Al -moduli.

Definice 4.1.6. Méjme X topologicky prostor, A € Sh(X,gcAs) a F,G € Sh(X,gVec) dva
snopy A-moduli. Rekneme, ze morfismus snopu .4 : F — G je zaroven morfismem snopi
A-modula £ At je morfismem A(U)-modult pro kazdé U € Op(X). To jest, ze pro kazdé
ac AU), feFQU) plati S (af) = aM(f).

Tvrzeni 4.1.7. Bud'te X topologickyj prostor, A € Sh(X,gcAs) a F snop A-moduli. Potom F je

volné a koneéné generovany <= existuje konecnérozmérny prostor K € gVec a izomorfismus
snopt A-moduli mezi F a A® K.

Dikaz. ( < ): Necht A : A® K — F znadf piislusny izomorfismus a necht je (ki,...,kn)
souhrnna béze prostoru K. Potom pro kazdé j = 1,...,m definujeme r; := Ax(1 ® k;), kde
1 je jednicka v A(X). Ovéime, ze {r;}]L, je globdln{ rdm pro F. Mé&jme f € F(U) pro néjaké
U € Op(X). Oznaéme f := ,/I/U_lf € A(U)® K. Potom jiste f = f? @k; pro jednozna¢né uréené
f7 € A(U). Dostéavame

F=M(F) =M @ky) =M (P (U @k)) = (1] @ k)

| | (4.4)
=f7(Ax(1 ®kj))‘U = fI Tj’U~

(= ): Méjme tedy {r;}72; globdln{ rdm pro F. Nechf je BUNO uspoiddén tak, Ze
i < j = |ri| < |rj|. Pro kazdé ¢ € Z definujeme nezaporné ¢islo my = #{j | |rj| = ¢}

a za prostor K potom volime R(™) Necht nynf (k1,...,km) zna¢i standardni souhrnnou bézi
prostoru R(™) . Potom pro kazdé U € Op(X) a f € A(U) ® K definujeme
N(f) = Ao(F @ ky) = F rjly (4.5)

Je snadné se pfesvédéit, ze takto definované A4 : A ® K — F je izomorfismus snopu. Navic
pro kazdé a € A(U) plati Ay (af) = a f? rjly = aAv(f), coz z A déld izomorfismus snopt
A-modulu. O

Lemma 4.1.8. Budte M € NMan*, z € M a U € Op,(M). Oznacme jako Jy(U) C C35(U)
gradovany idedl, definovany takto:

_Jexwy) pro k # 0,
(‘](z)(U))k - {{f c (CJO\%(U))O | f(x)=0} prok=0. (46)

Potom ezistuje kanonicky rozklad C3y(U) = R @ J(y(U), kde A € R je chdpdna jako konstantni
funkce na U.
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Diikaz. Nejprve si vSimnéme, ze R a J,)(U) maji trividlni prinik. Pro jiny nez nulty stupen
je rozklad trividlni, a pro f € (C}Ry(U)), méme f = f(z) + (f — f(z)), kde prvni ¢len je z R
a druhy z Ji,)(U). O

Tvrzeni 4.1.9. Méjme N-varietu M = (M,C3) a dva koneénérozmeérné gradované vektorové
prostory K a L. Necht navic existuje A : C34 ® K — C35 ® L izomorfismus snopt CS-modulii.
Potom K a L maji stejnou gradovanou dimenzi.

Diikaz. Necht je (ki,...,kp) souhrnnd béze K a ({1,...,{,) souhrnni baze L. Pro kazdé
a=1,...,n plati A3(1® k,) = kb, ® £, pro néjaké jednoznacné uréené k°, € Ci(M). Pro
kazdé U € Op(M) a f € C35(U) ® K tedy mame

M (f) = Ao (f* @ ka) = [* M (Lo @ ka) = (f* Kq ;) @ b (4.7)

Jelikoz je A7 dle pfedpokladu izomorfismus C3% (U)-modulii, 1ze se piesvédcit, ze pro kazdy idedl
I Cc CH(U) je zobrazeni N (C[{U)/1) ® K = (C33(U)/I) ® L definované jako

A @ ka) = [fR0a] @ b (4.8)
izomorfismus CR5(U)/I-moduli. Nyni staci vzit za I idedl J,)(U) z lemmatu 4.1.8, a podle
stejného lemmatu dostaneme izomorfismus Ny R K — R® L. Jelikoz viak R@ K = K

a R® L = L, znamend to, ze existuje gVec izomorfismus mezi K a L, a tudiz museji mit stejnou
gradovanou dimenzi. O

Poznamka 4.1.10. Podobné bychom mohli vyslovit nésledujici tvrzeni: méjme K, L dva
kone¢nérozmérné gradované vektorové prostory, a necht je x : C35(M) @ K — C5(M) ®@ L
izomorfismus C{ (M )-moduli. Potom gdim(K') = gdim(L).

Diukaz by probihal analogicky k diukazu pfedchoziho tvrzeni pro volbu U = M.

Definice 4.1.11. Bud M = (M, C%;) € NMan™ a F € Sh(M, gVec) volné a koneéné generovany
snop C{y-moduli. Bud K € gVec ten prostor, pro ktery plati, ze F je izomorfni Ch @ K.
Potom gradovanou dimenzi prostoru K nazveme gradovanou hodnosti snopu F, a znac¢ime
grnk(F) := gdim(K). Podle predchoziho tvrzeni je tato definice nezavisld na konkrétnim vybéru
prostoru K.

Definice 4.1.12. Bud M = (M, C%;) N-varieta a F € Sh(M, gVec) snop C3y-modulu. Rekneme,
ze F je lokalné volné a konecné generované, pravé kdyz pro kazdé x € M existuje
U € Op, (M) takové, ze F|; je volné a konecné generovany snop C3y|,-moduli. Kazdému
globdlnimu rdmu na F|;; se fika lokalni ram na F.

Definice 4.1.13. Pro topologicky prostor X a F,G € Sh(X, gVec) zavddime pojem linearniho
morfismu stupné k € Z z F do G a oznacujeme jim ¢ = {9y }yeop(x), kde pro kazdé U je
Yy € Ling(F(U),G(U)) a vSechna ¢y navic komutuji s restrikcemi. Rozsifujeme tak pojem
morfismu snopt s hodnotami v gradovanych vektorovych prostorech, coz jsou pravé linearni
morfismy stupné nula. Mnozinu v8ech linedrnich morfismt stupné k z F do G znacime jako
Ling(F,G).

Necht jsou F a G nyni snopy A-modult pro néjaké A € Sh(X, gcAs). Potom pro kazdé
k € 7 zavadime Linj!(F,G) jako podprostor Ling(F,G), kde 9 € Ling(F,G) je zéroven prvkem
Linf(F,G) Ll pro kazdé U € Op(X), a € A(U), v € F(U) plati

Yu(av) = (=1)ayy (v). (4.9)
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Rozsifujeme tak pojem morfismu snopu A-modulu, coz jsou pravé prvky Liné“(}" ,G). LinA(F, G)
potom znaéi gradovany vektorovy prostor, kde (LinA(f ) g)) = Linj:‘(]-" ,G).

Tvrzeni 4.1.14. Pri znacent z piedchozi definice je Lin(F,G) snopem A-moduli.

Diikaz. Nejprve je samoziejmé zapotiebi definovat pifslusna prifazeni. Pro kazdé U € Op(X)
tedy zavadime Lin(F,G)(U) := Lin?lv(F|,;, G|,)) a pro V € Op(U), ¥ € LinY(F,G)(U) je
jednoduse (1|, )y, = tw pro viechna W € Op(V). Ze s takto definovanymi piifazenimi jde
o pfedsnop s hodnotami v gVec se ovéri snadno, a stejné snadno by se ovérila platnost axiomu
snopu (s vyuzitim jejich ekvivalentu pro snop G). Z duvodu stru¢nosti zde tato ovéreni provadét
nebudeme.

Abychom z Lin(F, G) dostali snop A-modulii, musime pro kazdé U € Op(X) zavést na
Lin”(F, G)(U) strukturu A(U)-modulu. To udéldme jednoduse tak, ze pro a € A(U) a pro kazdé
V € Op(U) definujeme (a))y := aly, 9y. Pro tuto definici je zjevné, ze (av))|,, = aly, ¢|,,. O

Definice 4.1.15. Bud' X topologicky prostor, A € Sh(X,gcAs) a F snop A-modulti. Potom
Lin”(F, A) =: F* nazveme dudlnim snopem snopu F. V této definici pfirozené chapeme
A =A®R jako volné a konecné generovany snop A-modult, jehoz gradovana hodnost je (n;),
kde ng =1 a ng =0 pro k # 0.

Definice 4.1.16. Bud V kone¢nérozmérny gradovany vektorovy prostor se souhrnnou bézi
(v1,...,vm). Rekneme, ze souhrnnd béze (w', ..., w™) prostoru V* je k této bazi dudlni pravé
kdyz plati w'(v;) = &°; pro kazdé i,j = 1,...,m.

Tvrzeni 4.1.17. Bud X topologicky prostor, A € Sh(X,gcAs) a F volné a koneéné generovany
snop A-modulic o gradované hodnosti (m;). Potom F* je také volné a konecné generovany,
pricemz jeho gradovand hodnost je (m_j).

Diikaz. 7 predpokladu exstuje K € gVec a izomorfismus ¢:F - AQK, Meéjme (k1,...,kn)
souhrnnou bézi prostoru K a necht {r; };”:1 znadi globalni rdm na F, kde prokazdé j =1,...,m
jer; = (px) 1 ® k;). Nasim cilem je zkonstruovat izomorfismus ¢ : 7* = A ® K*. Oznac¢me
jako (k',..., k™) piislusnou dudlni bazi prostoru K*. Méjme libovolné U € Op(X) a a € F*(U),
potom volime

ou(a) == (aU(rj|U)) ® kI (4.10)
V prvé fadé je ¢y linedrnim zobrazenim stupné nula, coz plyne z toho, Ze |rj| = |k;| = —|k/|
pro kazdé j = 1,...,m. Komutativita s restrikcemi je zjevna, navic pro kazdé a € A(U) plati

ou(aa) = agy(a), coz z ¢ ¢inf morfismus snoptt A-moduli. Ovéime injektivitu. Bud k € Z
a predpokadejme, ze (¢r7)ra = 0. To jest, ay(7;],) = 0 pro viechna j, coz je véak mozné pouze
pro ay =0 = ay =0 pro kazdou V € Op(U) = a =0 = ker((¢v)r) = {0} a tedy ¢r
je injektivni.

Pro ovéfen{ surjektivity méjme g; ® i/ € A(U) ® K* a hledejme « € F*(U) takové,
ze du(a) = au(rjly) @ K = g; @ k. Zjevné tedy cheeme, aby ay(rj|;) = g5, coz mimo jiné
znamend, ze |a| = |g; ® kK| =: L. Méjme V € Op(U) a v € F(U), v = v’ r;],,. Potom, jelikoz
chceme aby ay splitovalo vztah 4.9, dostavdme ay (v 7)) = (—1)'0‘”“J|vjav(rj|v). Ze vSech
téchto vztahii dostdvame kandidata na definici

ay (v) = (=)D g (4.11)
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pro kazdé V € Op(U) a v = v’ rj|,, € F(V). Takto definované « se vsak jiz snadno ukaze byt
dobfte definovanym prvkem F*(U), a tedy tim, co jsme hledali. O

4.2 Vektorova pole

Definice 4.2.1. Méjme A € gcAs a A-modul V. Rekneme, ze § € Lin(A,V) je gradovanou
derivaci stupné |J] BN pro vsechna a,b € A plati

§(ab) = 8(a)b + (—1)1llalgg(p). (4.12)

Pro kazdé k € 7Z znaéime jako Derg(A, V) vektorovy prostor gradovanych derivaci stupné k,
a jako Der(A,V) gradovany vektorovy prostor, kde (Der(A,V))y := Derg (A, V).

Na N-varieté M chceme nyni zavést snop vektorovych poli 2\, ktery bude snopem
CG-modult. Analogicky k negradovanému piipadu definujeme pro kazdé U € Op(M)

2(U) = Der(C(U)) = Der(C(U), C5(U)). (4.13)

Strukturu C3%(U)-modulu na 2 (U) ziskame tak, Ze pro véechna f € C33(U) a X € Zm(U)
polozime (fX)h := f(Xh). Bilinearita je zjevna, stejné jako fakt, ze 1X = X. Navic, pokud
budeme mit dalsi g € C35(U), dostaneme

(fX)(hg) = f (X(hg)) = f(Xh)g+ (~)XM fhx g = (FX)h)g + (~1)FXIMR(FX)g, (4.14)

atedy fX € Zm(U).

Zavedme nyni na 2\ restrikce. Mé&jme V,U € Op(M), V C U a X € Zm(U). Nejprve
ukdzeme, ze X je lokdlni operator, to jest uvazujeme h € C35(U) takové, ze hl, = 0, a ukdzeme,
ze potom (Xh)|;, = 0. Pro kazdé p € V existuje W}, € Op, (V) takové, ze W, C V. Necht 1
zna¢i hladkou bump-funkei na W), s nosi¢em ve V' (viz poznamka 3.2.9). Potom jisté h = h(1—1))
a dostavame

Xh=Xh1-1v))=(Xh)1—)+ (—1) XX (1 - ), (4.15)

pficemz restrikce pravé strany na W), dava nulu. Jelikoz je {Wy},ey pokrytim V, z axiomu
lokality pro snop C3y dostdavame, ze (Xh);, = 0.

Nyni chceme definovat X|, € Z(V). Bud f € C35(V), z extenéniho lemmatu (lemma
3.2.10) potom vime, ze pro kazdé p € V existuje f, € C35(U) takové, ze fplw, = flw,. Pro
kazdé p € V oznacime g, := (X fp)|w,. Pro dva rizné body p,q € V vidime, ze (f, — f4)lw,, =0
a tedy, jelikoz X je lokdlni operator, také

0= X(fp - fq)‘wpq = Qp’qu - 9q|qu . (4‘16)

Muzeme tedy vyuzit lepiciho axiomu a oznacit jako g € Cj‘jl(V) prvek ,slepeny* z prvki {gp}-
Pokladdme X|, f := g. Mdme-li jiny soubor vhodnych mnozin W, vhodnych prvku f, € C55(U)

a jir~ni definované g € C35 (V) snadno zjistime, ze fp’meWp = fP’WpﬂVT/,, a tedy také g’WZme =
(Xfp)|meV~Vp = (Xfp)|meWp = g\meWp. Z axiomu lokality pro C3y a faktu, ze {W, N Wylpev
je otevienym pokrytim pro V, ziskdvame, ze g = §. Uvedena definice X|,, tak nenf zavisld na
konkrétnim vybéru {W,} a {f,}.
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Ovéime, ze X|, € Zm(V). Konkrétné ukazeme pouze linearitu, splnéni Leibnizova
pravidla by se ukdzalo obdobné. Mé&jme tedy h, f € C3;(V) a A € R. Pro kazdé p € V' dostaneme

(X[ (F + M)y, = X (o + M)l = (Xf)lye + A (Xl

(4.17)
= (X‘Vf+>\X|Vg)’Wp7

a zbytek plyne z axiomu lokality snopu C§;.

Podobnym zptisobem by se ukézalo, ze pro X,Y € Zu(U), A € R a g € C35(U) plati

(X +AY)|, = X[y, + A Y], (4.18)
X))l = gly Xly - (4.19)

Povsimnéme si také, ze pro X € Zum(U) a f € Zm(U) plati X|y, fl, = (X f)|y- Skutecné,
staci pro kazdé p € V volit (fl},)p := f.

Z toho mimo jiné plyne, ze X|; = X € Zm(U). Jako posledni ndm zbyva ovérit, ze
(X)) = Xl kde W € Op(V). Za timto d¢elem nyni uvazujme W, C W C V C U
a [ € Cy(W). Necht jsou déle {fp}pew C C35(U) pro kazdé p € W prodlouzenimi f z W), na
U. Potom muzeme volit { f,|,, }pew za prodlouzeni f z W}, na V, z cehoz dostdvame

((X|V)|W f)}wp = (X‘v fp|v)‘Wp = ((Xfp)|v)’Wp = (Xfp)‘wp

4.20
= (Xl Dy, 420

Restrikce jsou tedy vhodné definované, coz z Zn déla predsnop.

Ovéime, ze 2 spliuje axiom lokality. Méjme {Ug}aer oteviené pokryti mnoziny
U € OpM) a XY € Zp(U) takové, ze X|; = Y|, pro véechny a € I. Pro kazdé
f € C3y(U) potom plati (Xf)|;, = Xl fly, = Yy, flu, = Y )ly,. Z axiomu lokality
pro C%; tak dostdvame, ze X f =Y f atudiz X =Y.

Ovéfme také platnost lepiciho axiomu. Necht je {Uy, }aer opét oteviené pokryti U a necht
mame pro kazdé o € I vektorové pole X, € Zm(Uy) tak, ze Vo, B € I plati Xa|Uaﬁ = Xsly 5
Pro kazdé f € U opét vidime, ze (Xo fly, )‘Uaa = (Xp f|UB )‘Uas a tak definujeme X f jako
prvek ,slepeny“ z prvki {Xq fly }aer- Ze takto definované X je vektorovym polem se ukéze

opét demonstraci potiebnych vlastnosti pfi restrikcich na U, a naslednym pouzitim axiomu
lokality snopu C%y. Néasledujici tvrzeni shrnuje pfedchozi text.

Tvrzeni 4.2.2. Pro M € NMan®™ je snop vektorovijch poli na M, znaceny jako Zn a defino-

vany vyse, dobre definovanym snopem C5y-moduli.

Diikaz. Ze jde o dobfe definovany snop s hodnotami v gradovanych vektorovych prostorech bylo
ukdzano vyse. Ze jde navic o snop C3j-modulil plyne ze zavedeni struktury modulu na 2 (U)
pro kazdé U € Op(M) a z (4.19). O
Znaéeni 4.2.3. Bud M = (R”O,CE’%)) € NMan®, potom znacime 2, ) 1= Zm.

Lemma 4.2.4. Meéjme U™ nezdporné gradovanou doménu a X € ﬁ”(n])(f]) Potom plati

1. XX =0 pro kazdé X € R.
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2. Budte f,g € (C?r?j)(f]))o' Potom, pokud ezistuje a € U takové, ze f(a) =g(a) =0, tak pro
X(fg)=>(X(fg))r & ... we plati (X(fg))r(a) = 0 pro vsechna r € NTX‘.

Dukaz. 7 linearity a Leibnizova pravidla dostavame XA = AX1 = AX(1-1) = 2X A, coz je
mozné pouze pro XA = 0 (jednd se o nulu stupné |X|), coz dokazuje bod 1. Bod 2 se ukaze
snadno, nebot mame

X(fg)=X(f)g+ fXg
= Y (Xfhrg+ F(Xg)y) &1 & (4.21)

&Nl (X(fg))r

O

Piiklad 4.2.5. Nésleduji dilezité pifklady vektorovych poli. Bud U() nezdporné gradovana

4 v - . 2 v /. n;
doména a necht (z!,...,2™) zna¢f soutadnice na U a (£1,...,&,,) znaci souhrnnou bazi ]R(() 2

Potom pro kazdé j =1,...,ng definujeme 6(3;1‘ IS (z%”(nj)(f]))o jako

0 0
oo | S oha | = X (k) g 2
PNy PNy

pro kazdé f = > f,& ... € Cf;’j)(l?). Ze jde o vektorové pole se zkontroluje snadno

o0

s vyuzitim definice nasobeni na C(n_
J

)(U) Mimo jiné tedy %ﬁy =0 prokazdé v =1,...,n,.

Daéle pro kazdé u =1, ..., n, definujeme % € (z%”(nj)(f])) . jeho pusobenim na prvky
—ISp
& € C?noj)(U), v=1,...,n4:

— &, =M, (4.23)

pozadavkem linearity a splnéni Leibnizova pravidla. Vidime, ze pro kazdé g € <C€T<L’j)(U ))0 je

% g = 0, nebot méa takovy prvek nutné zaporny stupen.

Lemma 4.2.6. Nechf je U(n3) nezdporné gradovand doména, (x,...,2"™) souradnice na U
a (&1,...,&,) souhrnnd bdze R[()nj). Potom pro X,Y € %n])(ﬁ) plati, zZe X =Y prdvé tehdy,
kdyz X (27) =Y (27) a X(€,) =Y (&) pro vsechna j=1,...,n0 ap=1,...,n,.

Diikaz. Mé&jme f = > f, & ... &0 € Cg‘;j)(U). Potom pro kazdé a € U existuje W, € Op(U)

hvézdicovité okoli bodu a. Na tomto okoli lze pro kazdé p € N|*f| vyuzit Taylorovy véty, a ziskat

Fo(@) = fola) + Apia’ —a') + (2 — a')(2 — a’)wp,s(x), (4.24)

=Tp(x) =Ry (z)
o7




kde A\, ; = %(a) a wpj je pro kazdé i,j = 1,...,ng hladka funkce na W,. Dostdvame tak

(XHlw, = Z [t &) ) b,

PENT,

(Z(Xfp)ﬁ’“ G+ fr X (- ””*)) w, (4.25)

=> (X, (Tp+ Rp)) & ... &8 + (T, + Rp) Xlyy, (&' ... <) .
p

S vyuzitim této rovnosti, lemmatu 4.2.4 a definice T}, a R, zjistujeme, Ze pro vSechna ¢ € N|*Xf|

plati (X f)q(a) = (XT)4(a), kde T € Cé’;’j)(f]) je definovano jako

=Y T, (4.26)

PENTY

Ze stejného duvodu také (Y f)q(a) = (YT)4(a). Jelikoz vsak X (1)) = X (fp(a)+ Ap.i(zt —a?)) =
Ap,iX (z%), dostdvame

XT = (A X (@& . e + T,X (... &hm), (4.27)

P
a tedy z pfedpokladu vidime, ze XT = YT. Potom ale (X f)q(a) = (XT)4(a) = (YT)4(a) =
(Y f)4(a) pro viechna ¢ € N‘*X 't pricemz a € U bylo libovolné. To ale neznamend nic jiného,
nezze Xf=Yfatedy X =Y. O

Priklad 4.2.7. Uvazujme nyni M € NMan*, (U, ¢) gradovanou mapu na M a oznatme
U= ©(U). Potom pro kazdé X e Z(n )(U) 1ze deﬁnovat vektorové pole X € Z\(U) jako

Xf =gy (X ((e)711))- (4:28)

Ze X je vektorové pole plyne z toho, ze 90*0 je izomorfismus gAs. Je také ziejmé, ze toto ptifazeni
X — X je bijekce. S lehkym zneuzitim znaceni budeme déle psat %, % € Zm(U) a myslet
tim jejich takto definované , pullbacky* z ptislusné domény Um),

Znaceni 4.2.8. Mé&jme N-varietu M a na ni gradovanou mapu (U, ¢), piicemz {z'}°, jsou

soufadnice na U := pU) a {&, Z;l je souhrnné baze pro R((]nj ). Potom opét mirné zneuzivame
znaceni a piseme z° := cp*Ua:i e CU) a g, = pé, € CiU).

Tvrzeni 4.2.9. Mé&me N-varietu M a na ni gradovanou mapu (U, ) se souradnicemi {x'}1°,

na o(U) a souhrnnou bdzi {€,},*, pro R(()nj). Potom pro kazdé X € Zp(U) plati

.0 0
X = X(at) g+ X () g

(4.29)

Duikaz. Dukaz sta¢i provést pro piisluSnou gradovanou doménu U™, Podle lemmatu 4.2.6

navic staé{ porovnat pusoben{ obou stran na prvky {z'}"%; a {@}Z;l, piicemz toto pusobeni

je, s ohledem na piiklad 4.2.5, stejné. O
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Dusledek 4.2.10. { 0 10, spolu s {% Z*:l tvort lokdlnd rdm pro Zam na U.

oxt Ji=

Piiklad 4.2.11. Jednoduchym piikladem vektorového pole, které existuje na kazdé N-varieté
M, je takzvané Eulerovo vektorové pole E € 2\ (M), |E| = 0, pusobici na kazdé
[ € C{(M) jako Ef = |f|f. Pro (U, ¢) mapu na M potom v lokdlnich soufadnicich mame

El, = ZZ*:H@KM%-

Definice 4.2.12. Pro M € NMan>, U € Op(M) a XY € Zm(U) zavadime komutétor
vektorovych poli X a Y jako

[X,Y]:= XY — (-)XIWly x, (4.30)
Tvrzeni 4.2.13. Pro M € NMan™, V.U € Op(M), V CU a X,Y € Zpm(U) plati

1. [X,Y] e Zm((U).

2. [X,Y] = —(—D)XIVI[y, X].

4. [ XYy = [X]y, Yy
Dukaz. Prvni tii body se ukézi piimym ovéfenim, ukézeme tedy pouze bod posledni. Méjme
f e (V) a pujéme si {Wy},ev oteviené pokryti mnoziny V' a {f,}pev € C35(U) z definice
restrikei na Zy(U) (viz text nad tvrzenim 4.2.2). Pro kazdé p € V nyni ozna¢me g, := Y f,

agi= Yl f. Pak jiste goly = ghyos a tedy (Xly Yly Dy, = (Xl o)y, = (Xl =
(XYfp)|Wp. Obdobné pro opa¢né poradi X a Y. Dostdvame tak

( [Xa Y”V f)’Wp = ([Xv Y]fp)‘wp
= (XY )y, — DX WXLy, )
— (XIy Yly Dy, = ORI (Y] Xy £l
- ([X’V ) Y‘v] f)‘Wp )
a tvrzeni plyne z axiomu lokality pro C3y. 0
Znaceni 4.2.14. Méjme U) nezdporné gradovanou doménu, (x',...,2™) soufadnice na U
a (&1,...,&,,) souhrnnou bazi prostoru ]R(()nj ). Potom také zna&ime ¢4 := €A—ngy, Pro vSechna
A=ng+1,...,n9+n,. Soubor {OUA}Z:p kde n := ng + ny, nazyvame gradované souiadnice

na U().

Pokud budeme mit M € NMan® a na ni mapu (U, ) potom Fikdme, Ze {xA}Zzl
jsou gradované souiadnice na U, nebo také ze (U,¢) je mapa s gradovanymi soufadnicemi
{zA}"_,, pravé kdyz jsou {z4}"_, gradované soufadnice na (E(U))(nj ). Pokud potom piSeme
x4 € Ci(U), je to samoziejmé mysleno ve smyslu znaceni 4.2.8.

Piiklad 4.2.15 (Transformace souradnic). Méjme N-varietu M gradované dimenze (n;) a na ni

dvé mapy (Us, ¢a) a (Us, ¢g). Necht {z4}%_ znaéi gradované soutadnice na U, a {yB}%_, era-

dované soufadnice na Ug. Uvazujme vektorové pole ay% € Zn, (¢, (Uap)), které bylo
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»Dbreneseno na doménu (Ea(Ua))(”j) zpusobem (4.28). V soutadnicich této domény bude mit, s

ohledem na tvrzeni 4.2.9, tvar

) o 4.0 N A
= = — — 4.32
oo = o) r = (Phazom (¥ o) o (1.32)

coz piseme jednoduse jako
g oz4 0
oyB — oyB ozA”

(4.33)
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Kapitola 5

Diferencialni formy

5.1 Snop diferencialnich forem

V této podkapitole bude vzdy M = (M,C%;) znacit N-varietu gradované dimenze (n;). Dale
F € Sh(M, gVec) bude vzdy lokalné volné a konecné generovany snop C33-modulii s konstantni
gradovanou hodnosti (m;). To jest, véechna F|;, kde U € Op(M) je takové, ze F|; je volné
a konecné generovany, maji gradovanou hodnost (m;).

Lemma 5.1.1. Vidy existuje K € gVec a gradovany atlas {(Uy, pa)}tacr na M takovy, Ze pro
kazdé o € I také existuje o : Ciyly; @ K — Flyy izomorfismus snopi C3yl;; -moduli.

Duikaz. S pouzitim spole¢ného zjemnéni. To jest: z pfedpokladu existuje pro kazdé m € M okoli
Vin € Op,,, (M), Ky, € gVec a izomorfismus ¢y, : C3yly, ® K — Fly, . Jelikoz ma F konstantni
hodnost, mtiZeme pro kazdé m € M volit K, := K pro jeden pevny prostor K. Bud nyni
{Win, &m tmem libovolny atlas na M indexovany body z M. Potom staci zvolit za indexovou
mnozinu [ := M, Uy, := Vi, N W, ©m i= @mlu,, & Om = (Z)m\Um. O

Pozndamka. Az do konce této podkapitoly budeme znakem K myslet pravé gradovany vektorovy
prostor z predchoziho lemmatu.

Tvrzeni 5.1.2. KaZdé F indukuje na M klasicky vektorovy fibrovany prostor = : B — M
s typickym vldknem K. Tento vektorovy fibrovany prostor je jednoznacény aZ na izomorfismus.

Dukaz. Hledany vektorovy fibrovany prostor nalezneme uréenim piechodovych zobrazeni na
vldkné Ky. Necht (ki,...,kn,) znac¢i souhrnnou bézi K, usporddanou tak, ze (ki,...,km,) je
bézi prostoru Ky. Necht {U, }aer predstavuje pravé to pokryti M, kde pro kazdé a € I existuje
Oa - Cf\'jl|Ua ® K — Fly, izomorfismus snopt Cf\'jt|Ua-modulf1. Potom pro vsechny «o,8 € I
mizeme definovat pfechodové izomorfismy CF| Uaﬁ—modulﬁ T80+ CXYl Uy @ K = Cf\fl]UaB ® K

jako 7go = q@ﬂ&iﬂ ) <;A5a|Ua6. Pro kazdé A =1,...,m potom dostavame

(780)Uas (L @ ka) = (F3a)” , @ ki, (5.1)

pro jednoznaéné uréené (7sq)% , € (C/O\?l(UO‘B))IkA\f\kBI' Mimo jiné vidime, ze pro |ka| = 0 je

nutné (734)%, = 0 pro viechna B takovd, ze |kp| # 0. Pifmo z definice je déle jasné, ze
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’f-’Yﬁ|Uaﬁw o 72506|Ua@7 = fm|UQM, a tedy pfi zjednoduSeni zdpisu dostavame: 7,373, (1 ® ka) =

#8((78a) Z \®kB) = (75a)® 4 (F8)C g@kc = F1a(10ka) = (Fa)© ;®kc, prokazdé A =1,...,m,
7 ¢ehoz dostavame rovnost

A B /~ \C ~ \C
(Tﬂa) A(T'yﬁ) B (Tw) A (5.2)
Nyni staci pro vSechna o, 3 € I ai,j = 1,...,mqg oznacit (t,@a)ij = (%5a)ij a ziskame klasické

pfechodové funkce na vladkné Ky, definované pro kazdé p € Uyg a v = vl k; € Ko jako

toa(p,v) =07 (tpa(p))’ ;K- (5.3)

Existuje tak m : E — M, pficemz totalni prostor F je dimenze ng + mg, spolu s lokalnimi
trivializacemi t,, : Uy x Ko — 7~ 1(U,) takovymi, Ze t,4 jsou jim pifslusnd prechodova zobrazen.
Prostor E je navic jednozna¢ny az na izomorfismus (viz napiiklad [7, problem 10-6]). O

Pokracujme ve znaceni z dikazu. Podle tvrzeni 4.1.17 je F* také lokalné volné a konecné
generovany snop C3y-moduli s konstantni gradovanou hodnosti (m_j;). Necht pro kazdé
a € I znadl ¢o : Cyly, ® K* — F*[;, pifslusné izomorfismy snoptt Cf;[;; -moduld, a ne-
cht je (k',... k™) baze K*, dudlni k bazi (ki,...,kn). Obdobné jako pro snop F oznac¢me
TBa 1= gbﬁ][;iﬁ o gba]UaB. Mame tedy analogii k (5.1), to jest 73,(1 ® k;A) = (TBQ)BA ® kB.

Lemma 5.1.3. Pri stejném znaceni plati pro vSechna A,B = 1,...,m vztah
()™ = (—1)el0mlHEAD (7 )4 (54

Diikaz. Pro kazdé o € I, A = 1,...,m oznacme ') = do(1 ® ka). Mame tedy {r{®}m_,
lokalni ram na F, a pro kazdé a, 8 € I mame pii zjednoduSeném zapisu

) = da(l @ ka) = P05 ba(1 @ ka) = Pptsa(1 ® ka) = (F50)” 408(1 @ kp)

= (%ﬁa)BATJ(BB)'

(5.5)

Pro VVV € /Op(Uag) av = v&)rff) = vé%)rj(ég) € F(W) tedy plati v{%)r%ﬁ) = v@)(i’aﬂ)ABria),
z ¢ehoz mame

v{(‘x) = v%) (%ag)AB. (5.6)
Analogicky pro kazdé a € I, A = 1,...,m oznatme r(‘i )= da(l® kA). 7 konstrukce izomor-
fismt ¢, (viz tvrzeni 4.1.17, kde jsme vSak zaménili ¢ a ¢p—1) lze zjistit, ze pro kazdé a € I plati
(ré))Uarj(Ba) = 65, z éehoz plyne TA)(U) = (—1)|T&>Hva>‘U(A;é)réé)(rga)) = (—1)‘kA|(|“‘+|kA|)véé).

(a
KA (Jol+HRAD) A —

, cev 9 e “ A
S pomoci tohoto vztahu zjistujeme, ze (—1) o = ré[)(v) = (784)B r{%)(v) =

(Tﬁa)BA(_l)|kB|(|U|+|kBD U{%); a tedy

— kA (ly A Bl(|y B AI_1EB (v B
Ué&) = (—1) "+ EEDHEZ (ol EZD+ (R = RZ ) (0]+ l)vé)(Tﬁa)BA
= (DRI o () (5.7)
= U(Bﬁ) (_1)|k3\(|k3\+|kA|)(Tﬂa)BA’
a porovnanim (5.6) a (5.7) je dikaz u konce. O
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Véta 5.1.4. Necht pro (mj) gradovanou hodnost F plati, Ze mj = 0 pro vsechny j > 0. Necht
ddile T : E — M znaci vektorovy fibrovany prostor z tvrzeni 5.1.2. Potom ezistuje N-varieta
£ = (E,C°) gradované dimenze (N;) = (n; +m—j;), spolu s gradovangm hladkym zobrazenim

m=(mr*):E— M.

Diikaz. Necht je {(Un, ¢a)}acr atlas na M z lemmatu 5.1.1 a zvolme (kq, ..., ky,) souhrnnou
bézi prostoru K, kde |kj| = 0 pro j < mg. Pro kazdé a € I dale oznatime U, := 7 1(U,). Na
E tak méme atlas {Ua, 0}, kde o = (¢ X ¥)) o toh i Uy — ¢ (Ua) x R™, pritemz to jsou
lokdln{ trivializace E (viz diikaz tvrzeni 5.1.2) a ¢y : K — R(™) je soufadnicovy izomorfismus
prislusny bazi {ka}_;. Pro A € ¢_(Uqap) a v € R™ tak dostdvdme Qﬁa()" v) = 2 og;l()\, V)
= (050 ), oy 0 tsal (V) 0¥} @)

Nasim cilem je, stejné jako v piikladu 3.3.4, vyuzit ke konstrukci £ véty 3.2.11. Hledame
tedy prechodové izomorfismy o, = (Qaﬁ’ 058 (Qﬁ(uaﬁ))(Nﬂ — (Qa(uaﬁ))(Nﬁ. Necht
Yty K — R("~3) znaéi soufadnicovy izomorfismus pifslusny souhrnné bazi (k',..., k™), coz
je dudlni béze k bézi (ki,...,kn), a nechf (91,...,9™) znaéi souhrnnou bazi prostoru R(™),
kde pro kazdé A =1,...,m je 94 := w(kf)(kA). Méjme navic souhrnnou bézi (&1, . ..,&,,) pro-

storu Rénj). Potom (9™motl .. 9™ &, ... &,,) je souhrnnou bézi pro ]R((]Nj), a tedy podle véty
3.1.19 definujeme

(‘QZ,B)ga(uag) 5# = (SOZB)EQ(UQLR) 5/17 (5.8)

pro kazdé u = 1,...,n,, pricemz zde je tieba poznamenat ze kazdy prvek Cé’sj)(fa(Ua)) se d&
chapat jako prvek ij)(ga (Uy))- Dale definujeme

(QZB)Qa(uaﬁ) 94 = ((@E)[}iﬁ (T,Ba)BA) 07, (5.9)

pro kazdé A = mgy + 1,...,m. Platnost podminky (3.41) sta¢i ovéfit pro prvky {19’4}’;11sz+1,
pfiGemz toto ovéreni se provede formélné podobné jako v (3.53). Ziskdvame tak N-varietu &.

Nakonec naleznéme gradované hladké zobrazeni w : &€ — M. Hladké zobrazeni w jiz
méme, stac¢{ ndm tedy nalézt 7* : C5 — 7,C°. Bud f € C35(U), kde U € Op(M). Potom pro
kazdé o € I mame f, € Cgfj)(ga(U N U,)) lokalniho reprezentanta prvku f pii mapé (U, ¢a),
ktery se da chépat také jako prvek ij)(ga(u NU,)), kde U := 7~1(U). Skutecné, je tomu tak
proto, ze g UNUL) = @a(U NU,) x R™. Potom viak muzeme aplikovat lepici axiom snopu C2°
na soubor prvku {(g})

o (Unity) Jataer (snadno se ovéif ze tyto prvky maji pottebné vlastnosti)
za vzniku prvku g € C(U). Nyni staci vyhlasit 7f;(f) := g. Neni tézké nahlédnout, ze 7* je
potom morfismem snopu s hodnotami v gcAs. O

Diisledek 5.1.5. Pri znaceni z predchozi véty je m,Cg° také snopem C3y-modulii.

Diikaz. Pro kazdé U € Op(M) zavadime na m,Cg° strukturu C3;(U)-modulu nédsledovné. Pro
fecxU),ge C2(x~Y(U)) definujeme

fg =i (f)g- (5.10)

Ze jde o spravnou definici plyne z toho, Ze 7* je morfismem snopu s hodnotami v gcAs. O
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Definice 5.1.6. Rikdme, ze £€ = M z predchozi véty je gradovany vektorovy fibrovany
prostor a varietu £ nazyvame jeho totalnim prostorem. Snopu F z konstrukce fikdme snop
fezu prostoru &.

Pozndmka. Stejné jako v negradovaném piipadé budeme nékdy psat £ a myslet tim cely grado-
vany vektorovy fibrovany prostor £ = M, piicemz m a M budou bud’ implicitné znény z kontexu
a nebo nebudou v dané chvili podstatné.

V kapitole 4 jsme na N-varieté M zavedli snop vektorovych poli 2 a ukdzali jsme,
ze jde o snop Cjy-moduli. Dusledek 4.2.10 ndm navic ifkd, ze 2 je lokdlné volné a konecné
generovany, pricemz z konstrukce je zfejmé, ze ma ,,nepozitivné“ gradovanou hodnost, to jest, ze
spliiuje predpoklady véty 5.1.4. Jsme tedy schopni vytvofit gradovany vektorovy fibrovany pro-
stor, jehoz snopem fezu bude pravé 2. Tento gradovany vektorovy fibrovany prostor oznac¢ime
jako TM a nazveme teénym fibrovanym prostorem N-variety M.

7 duavodu, které budou zjevné zahy, tento prostor jeSté posuneme ve stupnich.

Poznamka 5.1.7. Mé&jme topologicky prostor X, A € gcAs a F snop A-moduli na X. Potom
pro kazdé ¢ € 7 lze zavést F[{], to jest snop F posunuty ve stupnich o ¢, jako F[{|(U) :=
F(U)[4] (viz definice 3.3.2).

Je-li F volné a konecné generovany, potom F[{] je také volné a konecné generovany.
Konkrétné, pokud je F izomorfni A® K pro néjaké K € gVec, potom F[¢] je izomorfni A® K [(].

Bud nyni £ gradovany vektorovy fibrovany prostor definovany pomoci jeho snopu fezt
F. Jeho posun ve stupnich o ¢ € Z potom definujeme jako gradovany vektorovy fibrovany
prostor definovany pomoci snopu fezu F[{] a znacime jej jako E[¢].

V tomto kontextu nyni zkoumejme prostor T[1]M := TM][1]. Necht mé N-varieta

M = (M,C;) gradovanou dimenzi (n;). Gradovand dimenze T[1]JM je (N;) = (n; + nj_1)
a jeho podkladova varieta je M, to jest T[1]M = (M, C%Om M) Vratme se nyni ke konstrukei
T[1]M, to jest k dukazu véty 5.1.4 pro ]-' Z, M[ |. Za souhrnnou béazi tamniho prostoru
K bereme (ki,...,k,) = (821 s 3:1:6"0’ 36 "’6£ ) a odpovidajici souhrnnou bazi {19’4}7}‘:1

prostoru R(™i-1) pfeznacéime sugestivné na
(W, . 0" =: (dzt, ..., dz",dEy, ..., dE), (5.11)

kde |dz?| =1 a |d,| = |€,| + 1 pro kazdé j =1,...,n9, u=1,...,n.. Mdme-li tedy na T[l]M
mapu (U, p), potom na (Q(U))(N) mame gradovane souradnlce {:J:J}j 17 {Eﬂ}u 1 {dad} Jarp
a {d€,},=,, coz také piseme jako {24} _, a {dz?}"_, (viz znaceni 4.2.14). Kazdy prvek
CE’]’i,j)(V) proV e Op(o(U)) je tak polynomem v &,, da’ a d&, s koeficienty v hladkych funkcich
na V.

Pted zavedenim diferencialnich forem jesté poznamenejme, ze pokud je M trividlné grado-
vand, dostavame T[1]M = T[1]M te¢ny fibrovany prostor se stupni posunutymi o 1 z pozndmky
3.3.5. Pfipomenme, ze v téze poznamce je zminéno, ze C%fl]M je izomorfni 2, snopu dife-
rencidlnich forem na M. To néas vede k nésledujici definici.

Definice 5.1.8. Na M € NMan™ zavddime snop diferencidlnich forem 2, jako

Ut = CFyun- (5.12)
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Pozndmka. i. Dle dusledku 5.1.5 je Qa také snopem C3j-moduli.

ii. Pro gradovanou doménu (R"O)("j ) piseme (Rn0)(ny) = Qnj)-
iii. Bud (U,¢) mapa na M s gradovanymi soutadnicemi {z4}%_,. Pro kazdé A = 1,...,n
potom nazveme prvek! dz? € Qu(U) soufadnicovou 1-formou.

Pi#iklad 5.1.9 (Transformace soufadnic). Méme M € NMan™ a na ni dvé mapy (Ua, ¢a)
a (Ug, ) s gradovanymi soufadnicemi {z}%_,, respektive {y®}%_,. Nyn{ jsme schopni expli-
citné nalézt , transformaéni funkce® (734)” ; ze vztahu (5.1), konkrétng

)A axA

5=z (5.13)

(72604 ayB )

pro kazdé A, B = 1,...,n (viz také piiklad 4.2.15). Z (5.9) vime, ze dz? = (TaB)BAdyB, a tak
s vyuzitim lemmatu 5.1.3 ziskdvame
da? = (Tag)BA dyB
= (- )\kBI(\kBIHkAD(TB )A dy®

(5.14)
= (_1)(|y3|+1)(\y5|+\y‘4|)ﬂ dyB
oyB ’
coz lze, s vyuzitim toho, ze | B| = |z4] — |y?|, upravit do tvaru
oz
det = dyBZE (5.15)

ayP
Definice 5.1.10. Méjme M = (M,C5) € NMan®, atlas {(Ua, ¢a)}aer na M a k nému od-
povidajici (ve smyslu dukazu véty 5.1.4) atlas {(Ua, 0a) taer na T[1]JM. Bud’te navic U € Op(M)

a p € Ny. Potom fekneme, ze w € Qu(U) je diferenciilni p-forma na U <:> kazdého jejiho
lokdlnfho reprezentanta wa € Q) (e, (Ua NU)) lze zapsat ve tvaru

Wa= D, (Walg. g (dz!)" . (dz™)™, (5.16)

q1+...+qn=p

kde (wa)g, ..

(Ua, ©a)- Mnozmu vSech p-forem na U znacime jako Q) (U). Diky (5.15) je tato definice nezévisla
na konkrétni volbé soutradnic.

, jsou prvky (e, Uanl)) a {z4}%_, jsou gradované soufadnice na mapé

Snop Q) € Sh(M, gVec), ktery kazdé mnozine U € Op(M) piifadi mnozinu QY (U),
pricemz restrikce jsou stejné jako u snopu {2, nazveme snop diferencialnich p-forem na M.
Ze jde skutecné o snop, a to dokonce o snop C3y-moduli, by se ovéfilo pfimocafe.

5.2 Derivace algebry diferencialnich forem

V této kapitole zavedeme dobfe znamé operatory na algebfe diferencidlnich forem: vnéjsi derivaci,
vnitini sou¢in a Lieovu derivaci, a to elegantné jako globdlni vektorova pole na gradovaném
tecném fibrovaném prostoru posunutém o stupei.

"Vyuzivdme znageni 4.2.8 pro N-varietu T[1]M.
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V této podkapitole budeme vzdy uvazovat N-varietu M = (M,C%;), atlas {(Ua, ¢a)taer
na M a k nému odpovidajici atlas {(Ua, 0a) }aer na T[1]JM.

Definice 5.2.1. Vnéjsi derivaci d € (ﬁimeM(M))1 definujeme s pomoci lepictho axiomu
lokalné jako

0
L A
kde {z4}"_, jsou gradované soutadnice na mapé (Uy, ©q )

Tvrzeni 5.2.2. Tato definice vnéjsi derivace ddavd smysl. Navic plati

1. d*> =0,
2. (YU € Op(M),¥p € No,Yw € O (U)) (dw € Q21 (U)).

Diikaz. Méjme dvé mapy (Ua,¢a) a (Us,ps) a s gradovanymi souiadnicemi {z4}%_,, resp.
{yB}n_,. Potom vidime

?
@,y = (danwA>

A C
— (dyB aiB aLA 8C>
Uns oy®? x4 Jy

19,
B
- <dy ay3>

coz opraviuje pouziti lepiciho axiomu. Body 1 a 2 potom stac¢i ovérit lokalné, pfizemz bod 1 staci
podle lemmatu 4.2.6 ovérit na gradovanych souradnicich {:L‘A}zzl a {dffA}Z:p kde vsak jisté
plati. Zbyvé nam ukézat bod 2, necht jsou tedy dény U, p a w. Jelikoz w je p-forma, jisté plati

Vas (5.18)

= (d)
Uap

)
Bly..,

rozklad wly; (= D> wg o (dz!)™ ... (dz")" pro n&jaké Woroan € C31(Ua NU). S pouzitim
definice vnéjsi derivace a Leibnizova pravidla dostavame
0
A n
(dw) |y Ao = Z dz ((%A wghm’qn) (dxl)Q1 oo (da™) (5.19)
q1+...+gn=p
a tedy ziejmeé dw € Q%rl(U). O

Pozndmka. Vidime, ze skutecné d(z?) = dz?, coz ospravedliiuje toto znacen.

Definice 5.2.3. Bud W € 2\(M), potom vnitini souéin s vektorovym polem W znacéime
iw € (%T[l] Mm(M ))‘W‘_1 a definujeme s pomoci lepiciho axiomu lokélné jako

. P
(i) = Wiy 547 (5.20)

kde {z4}"_, jsou gradované soutadnice na mapé (Uy, o) a W(‘gé) = Wiy, (z).

Tvrzeni 5.2.4. Tato definice vnitiniho souc¢inu ddvda smysl. Navic pro kazdé V,\W € (M)
plati

1. Jiy,iw] = 0.

2. Pro vsechna U € Op(M), p e Ny aw € O}, (U) je iww € Q%I(U), pricemZ pro p =0 se
tim mysli, Ze iww = 0.
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Diikaz. Pro dvé mapy (U, ¢a) a (U, ¢p) s gradovanymi soutadnicemi {z4}%_, a {y®}%_,
dostavame

(8) OyB 0 dzA 0 dyC

:< g 0xA ady® 0 >
Ua

0

, A

(iw)aly,, = (W(a)w) .
ap

9 (5.21)

Z(wet)| =,
kde jsme vyuzili toho, ze gjgi = afx v (de gg%) = gg—i. Pouziti lepiciho axiomu tak bylo
opravnéné. Pro bod 1 vidime, ze [iy,iw]z?d = 0 a také [iy,iw]dz? = 0, coz s odkazem na
lemma 4.2.6 znamend, ze [iy,iy| = 0. Bod 2 plyne snadno z lokdlntho tvaru iy a lokdlniho
tvaru p-forem. O

Definice 5.2.5. Bud W € 2(M), potom Lieovu derivaci podél vektorového pole W

znacime Ly € ('%T[l]M(M))‘W‘ a definujeme globélné jako

Ly = [Zw,d] =iwd+ (—1)‘W‘dZW (5.22)

odivejme se blize na pusoben{ Lieovy derivace na nékteré vybrané formy. Méjme
Podivej bliz asobeni Li deri ékteré vybrané fi Mgj
f e (M) a {z4}%_, gradované soutadnice na Uy,. Potom

of
= (w4

U < 8$A>
Specialné tak mame Lyyzd = WA,

Déle méme Ly dzd = (=D)Wldiy dz? = (—D)WlawA = (—1)|W|d:cB%‘;V—;. Spolu
s predchozim odstavcem tak ziskdvame lokdlni tvar Lieovy derivace:

(Lo Py, = (w d )]y, = (z‘W(dan"f))

OxA

= Whly, - (5.23)
Ua

owA o
oxB odxA”

0
Lwly, =W 55+ (=) lda”

Tvrzeni 5.2.6. Bud V,W € 2y (M). Potom plati:

(5.24)

1. [Ly,Lw] = Lv,w)-
2 [Ly,d] = 0.

3. [Lv,iw] = iyw]-

Dukaz. Oveéreni staci provést lokdlné s pouzitim mapy (Uy, ¢q) s gradovanymi soutadni-
cemi {z4}%_,. Podle lemmatu 4.2.6 navic stacf zkoumat piisobeni na {z4}%_; a {dz?}%_,.
Pro bod 1 mame

[‘EV’ EW] mA = EV WA — (—1)|V||W|£W VA

A A
_yB %VZB ~ (—pVIwlye g‘;c (5.25)
=V, I/Ig]7 at = Lyt



Dale vidime, ze
Ly Ly dz? = Ly ((—1)\W\dWA)

) owA
= (—)VHWla iy, (dzB 52F > (5.26)

oW A
_(_\VI+HW BIW
(—1) d(V 8363).

7 toho dostavame

3WA 8‘/14
[£V7£W} d(]}A — (_1)|V|+‘W‘d (VBB o (_1)|V||W|WC C>

ox ox

(5.27)
= (~)VHFWIA [V, WA = Ly 2,

kde posledni rovnost plyne z toho, Ze pro kazdé W € Zn (M) plati d Ly = diw d =
(=1)!WILy d, coz také ihned dokazuje bod 2. Bod 3 by se ukézal obdobné. O

5.3 Symplektické N- a NQ-variety a jejich priklady

K definici symplektické 2-formy na N-varieté potfebujeme vhodné zavést pojem nedegenerova-
nosti. Mé&jme N-varietu M = (M,C35) a globdlni 2-formu w € Q3%,(M). Potom lze definovat
gradované linearni zobrazeni w’ : 2 — Q}M stupné |w| — 1 zpusobem

W (W) = iy w, (5.28)
pro kazdé W € Zn(M). Toho vyuzijeme v nésledujici definici.

Definice 5.3.1. Rekneme, 7e w € ngl(M ) je nedegenerovand, pravé kdyz je vyse definované
gradované linedrni zobrazeni «’ izomorfismem. O nedegenerované 2-formé w, pro kterou navic
plati, ze dw = 0, fekneme, Ze je symplekticka.

Uspotddanou trojici (M,C3%,w), kde w je symplektickd 2-forma, nazveme symplektic-
kou N-varietou.

Poznamka 5.3.2. Pozadavek nedegenerovanosti ndm zna¢nym zptsobem limituje moznou gra-
dovanou dimenzi symplektickych N-variet. Jak je vidét napiiklad z definice vnifniho souc¢inu, tak
W’ (fX) = fuw’(X) pro kazdé f € C35(M) a tedy mizeme w’ chdpat jako izomorfismus C35 (M )-
modultt z 2 (M) do Q4 (M)[|w| — 1]. Pokud je tedy (n;) gradovand dimenze N-variety M,
potom grnk (Zx) = (n—j), grnk (Q}Vt) = (n;j—1) a z poznamky 4.1.10 tak plyne, ze (n;) musi
spliovat

Nej = Njyfw|-2 (5.29)

pro kazdé j € Z.

Existence netrividlni symplektické N-variety je tak mozna pouze pro |w| > 2, coZ neni
zrovna prekvapivé, jelikoz nenulova 2-forma stupné mensiho nez 2 neexistuje. Dale nam tento
vztah fikd, Ze pro |w| = 2 je M nutné trividlné gradovand, a tudiz jde o klasickou symplektickou
varietu.
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Definice 5.3.3. Bud M = (M, C5,w) symplektickd N-varieta. Potom ke kazdému f € C35 (M)
existuje odpovidajici hamiltonovské vektorové pole Xy € (Zu(M)) |y 12 definované
implicitné vztahem

ix,w = (—1)I gy, (5.30)

Skuteéné se jednd o definici, nebot z predpokladu je w” bijekei.
Definice 5.3.4. Na symplektické N-varieté M = (M,C3y,w) zavddime gradovanou Poisso-
novu zavorku {-,-} : C3(M) x CG(M) — C35(M) jako

{f:9} = X;(9)- (5.31)

Nasledujici tvrzeni ukazuje platnost nékterych vztaht znamych z klasické symplektické
geometrie.

Tvrzeni 5.3.5. Bud M = (M,C%,w) symplektickd N-varieta. Potom vsechna f,g,h € C35(M)
plati:

1. EXfw = 0.

2. Xy = fX,+ (-1)lldlgx,.

3. X{ﬂg} = [Xf,Xg].

4. {f, g} = —(=1)W1=lDgl=lh 1g £1.

5. Poissonova zdvorka je gradované bilinedrni zobrazeni stupné (2 — |w|).
6. {f,gh} = {f,g}th+ (=1)1=Dlslg{ £ n}.

7. {f.{9,h}} = {{f. g}, b} + (=)W I=lDlal=lDig {7, h}}.

Dikaz. Ad 1: Lx,w =ix, dw+ (=1)Xfldix, w =0+ (-1)XsHHI+1gqf = 0.

Ad 2: Vyuzijeme injektivity zobrazen{ w’. Mdme tedy

W (Xgg) = ixg, = (=)L Fg) = (—1)laH 41l pag o (1) lgd

; I£llgl ;5 b |£llg] (5.32)
= fix,w + (=1)"Wgix,w = w’ (f Xy + (=1)"¥gXy),
kde posledn{ rovnost plyne z toho, ze w’ je CS (M )-linedrni.
Ad 3: Za pouziti tietitho bodu tvrzeni 5.2.6 ziskdvame
X x,w = [Lx;ix,lw = (—1)sdiy ix,w = (= 1) Xl ggy dg (5.33)

_ (_1)|f\+|g|+1deg = (—)FSHll g 7 g} = IX {0y W-

Ad 4: Zacneme-li z definice, dostaneme
{f,9} = Xyg =ix, dg = (—1)IHolt i iy o
= (_1)\WI+\9\+1(_1)(\fI*IWIJrl)(\gI*\W\H)ngZ'Xfw (5.34)

= (=) AleDllal-leD g £y,
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kde jsme vyuzili prvniho bodu tvrzeni 5.2.4. Bod 5 plyne z bodu 4 a zjevné linearity v druhém
argumentu. Bod 6 plyne snadno z definice.

Ad 7: S vyuzitim jiz dokdzaného bodu 3 ziskdvame

{£. {9, h}} = XpXgh = (X, Xglh + (—1)Xr1X X X ph
= X b+ (_1)(\fI—IWI)(\gl—\w\)Xg{f’ h} (5.35)
= {{f.g},h} + (—)WIlDlol=leD g (£ 1},
O

Pozndmka. Vidime, ze ve skuteénosti bylo znaménko v definici (5.30) zvoleno tak, aby uvedené
tvrzeni platilo v tomto relativné elegantnim tvaru.

Definice 5.3.6. Uvazujme uspofadanou ¢tvefici M = (M,CS,w, Q), kde (M,CF,w) je sym-
plektickd N-varieta a Q € 20(M); je vektorové pole stupné 1 splitujici Q? = 0 a Low = 0.
V takovém piipadé fekneme, ze M je symplekticka NQ-varieta.

Pozndmka. Vidime, ze symplektickd NQ-varieta je ¢isté gradovany pojem v tom smyslu, Ze pro
trividlné gradovanou varietu (coz odpovidéd tomu, ze symplektickd forma mé stupen 2) je jedina
moznost volby @ = 0.

Jednim zptisobem, jak ziskat na symplektické N-variete (M,C3;,w) vektorové pole @
z definice 5.3.6 je volba Q = X pro néjaké H € C35 (M), |H| = |w| — 1 které navic splauje

{H,H}=0. (5.36)

Skuteéné, z bodit 1 a 3 tvrzen{ 5.3.5 dostdvame Ly, w = 0, resp. Xz = %[XH,XH] = 0. Dale
ukazeme, ze tato volba je dokonce jedind moznd. K tomu potifebujeme nasledujici lemma, jehoz
prvni bod je prevzan z [12, lemma 2.2].

Lemma 5.3.7. M¢jme M € NMan™, a € QF (M), f € C(M). Potom plati

1. Pokud je |a| > p, potom « je uzaviend, prdavé kdyz je exaktnd.

2. Pokud je |f| > 0, potom plati df =0 < f=0.

Diikaz. Ad 1: Dukaz provedeme lokalné v gradovanych soutradnicich {xA}f}‘zl na M a jim od-
povidajicim gradovanym soufadnicim {z4}%_,, {dz4}"_, na variete T[1]M. Pfipomeiime si
definici Eulerova vektorového pole E € Z\(M) (piiklad 4.2.11), které mé v tomto piipadé
lokalné tvar F = |xA| mAaxiA. Lieova derivace podél E potom lokalné vypada, s odkazem na
(5.24), jako

0
A A B B
Lp=|z"z —axA+|x | dx 5.

Coz je podobné Eulerovu vektorovému poli na T[1]M s tim rozdilem, ze v druhém ¢lenu vystu-
puje || a nikoliv |dz?|. Konkrétné, oznacime-li jako F € Zrym(M) Eulerovo vektorové pole

(5.37)

na T[1]M, potom L = F — deﬁ, z ¢ehoz vidime, ze pro kazdou p-formu a € QF (M) plati

Lpa=(lal—p) a. (5.38)
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Je-li nyni « uzaviena p-forma, potom diga = Lga = (|a] — p) a a pokud je navic stupen «
ostie vétsi nez p, dostavame vztah

1
a:d< Z'Ea> . (5.39)
laf —p
Ad 2: Jedna se o pfimy dusledek bodu 1 pro volbu p = 0. O

Véta 5.3.8. Bud M = (M,C,w, Q) symplektickd NQ-varieta. Potom existuje H € C(M)
takové, zZe Q = Xpg. Pro toto H navic plati, Ze {H,H} = 0.

Dikaz. 7 piislusnych definic zjistime, ze 0 = Low = digw. Jelikoz |igw| = |w| > 1,
z piedchoziho lemmatu zjistujeme, Ze igw je exaktni, a tedy existuje H € C33(M) takové,
ze igw = dH, z ¢ehoz plyne, Ze QQ = Xy.

K dokdzén{ druhé éasti tvrzeni vyuZijeme toho, ze 2Q? = [Xpy,Xpy] = 0, coz podle
tiettho bodu tvrzeni 5.3.5 znamend, ze X(y gy = 0, a tudiz také 0 = ix , ,, w = —d{H, H}.
Opét vyuzijeme predchoziho lemmatu, coz muzeme, nebot [{H, H}| = |w| > 0 a zjistime, ze
{H,H} = 0. O

Pozndmka. Uloha nalézt na symplektické N-varieté vektorové pole vyhovujici pozadavkium v de-
finici NQ-variety je tak ekvivalentni iloze nalézt gradovanou funkci H vhodného stupné spliujici
vztah 5.36.

Priklad 5.3.9. Tento piiklad je konkrétnim piipadem [12, Theorem 4.5] a ilustruje vztah mezi
kvadratickymi Lieovymi algebrami (QLA) dimenze m € N a symplektickymi NQ-varietami
M = (M,C3,w,Q), kde |w| = 4 a gdim(M) = (n;), pficemz n; = m a ny = 0 pro k # 1. Tento
vztah je jedna ku jedné, pficemz je , kanonicky az na piislusny izomorfismus*“.

Nejprve pripomenme, ze kvadratickd Lieova algebra je vektorovy prostor g, na némz je
definovana Lieova zdvorka, to jest antisymetrické bilinedrni zobrazeni [, -] : gxg — g spliujici Ja-
cobiho identitu, spolu se symetrickou nedegenerovanou bilinedrni formou (-, -). Tyto dvé pfidané
struktury jsou spolu navic vzdjemné spjaty vztahem

([z,9],2) + (y, [, 2]) = 0, (5.40)

pro vSechna z,y, z € g.

Ukéazeme jeden smeér, to jest majice symplektickou NQ-varietu z poc¢atku piikladu, zave-
deme na vektorovém prostoru g dimenze m strukturu kvadratické Lieovy algebry. Necht {f“}l’f:l
znac¢i gradované soutadnice na M (jednd se o globdln{ soufadnice, viechny stupné 1, nebot pod-
kladova varieta je jednobodovd) a {t,}" ; necht je pevné urcend bdze prostoru g. Symplektickd
forma w maé nutné tvar

W = W,y deFdeN, (5.41)

kde w,,y jsou prvky realné symetrické? nedegenerované matice m x m. Podobné, jelikoz |Q| = 1,

@ musi byt tvaru
9 — K e 9

Q=Q" 5 (5.42)

2Matici w,.» volime symetrickou BUNO, nebot d¢* a d¢* maji stupeti 2 a tedy spolu komutuji.
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kde K* .\ jsou redlné koeficienty, pricemz® K “ = K" v+ Na prostoru g potom zavedeme

<t%7 t)\> = Wi, (543)

[t, )] := K", t,, (5.44)
a rozsifime pozadavkem bilinearity. Takto definovand bilinedrni forma (-,-) je jisté symetrickd
a nedegenerovand. Zobrazeni |-, -] je zjevné antisymetrické, ale abychom jej mohli prohlésit za
Lieovu zavorku na g, musime ovéfit, ze splnuje Jacobiho identitu. To, jak ukdzeme, plyne prave
z pozadavku Q% = 0. Pro kazdé p = 1,...,m totiz dostdvime

0
0= Q2 éu = Q < V}t)\ 5%6/\ (§M)> pU Epé.o— 8§5 (KV%/\ §%£A6MV>

ogv
g x x o 5.45
= K8, 6T K", (575560 — 0%, ) =2 K8, K0y, e, O
yn
=:D poA

z ¢ehoz dostdvame pozadavek na nulovost iplné antisymetrizace koeficienti D* oo V dolnich
indexech, to jest

o
Il

(p*

pox Dﬂap/\ + DMJ)\p - D" Aop + D" Apo Dup)\a)

<2D“ por T+ 2DF, 2D ) (5.46)

—
=
Q

o Ky + eykl(p, o, )\)) .
Pro bazické vektory t, tak dostavame
[[tpv ] t)\] + Cykl (p7 o, A) [ IB Utﬁ7 t)\] + Cykl(/), ag, )‘)

(5.47)
= (KﬁpaKuﬁ)\ + cykl.(p, o, )\)) ty =0.

Vidime tedy, Ze jsme na g vskutku zavedli vhodnou bilinedrni formu (-, -) a Lieovu zdvorku [, -].
Zbyva nam ovérit jejich propojeni vztahem (5.40), coz bude tentokrat plynout z pozadavku
0 = Low = —digw. Podivejme se nejprve, jak vypadd i_o w. Ze vztaht (5.41) a (5.20) ziskdme

DEN

0
. aye8Y) o B a ¢ _ B
zaguw Jder (wagdﬁ dé ) Wap ((5 déP 4+ dg%é ) = 2w,,3dE". (5.48)

Z této rovnosti, tvaru vektorového pole Q a z C3y-linearity vnitiniho souc¢inu (ve ,vektorovém *
argumentu) dostaneme

iqu = K", 676" (i g w) = 2 K" \w,s €°6*de”. (5.49)
=:R,.\p
A tedy
0=digw = 2R,.\s (d&”@ — §”d£’\) deP = —4R, 5 £7dENEP. (5.50)

Z toho tentokrat dostavdme pozadavek na nulovost symetrizace R, g v poslednich dvou inde-

xech, to jest
1

1
0=3 (Rooxg + Rapn) = B (Kumwuﬁ + Kuﬂﬁww\> : (5.51)

37 obdobnych davodiu jako v predchozi pozndmece pod ¢arou.
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Pro bazické vektory t, tak dostaneme

<[t%7t)\]7t,3> + <t>\7 [tﬂf?tﬂb = <KU;:>\t07tﬂ> + <t>\7KU%BtU>

(5.52)
= KG%)\wUﬁ + KU%BW)\O' = 0,

coz z (g, (), [,]) ¢ini kvadratickou Lieovu algebru.

Opacny smér by se ukdzal podobné, pouze bychom definitorické vztahy (5.43) a (5.44)
pouzili opacné, to jest k definici symplektické formy w a vektorového pole Q.

Piiklad 5.3.10. Uvazujme hladkou varietu M a jeji kotecny fibrovany prostor se stupni po-
sunutymi o jedna T*[1]M. Mé&me soufadnice {z'}"_; na M a k nim odpovidajici (ve smyslu
pifkladu 3.3.4) gradované soutadnice {z*}" ;, {6;}; na T*[1]M. Pii zméné soufadnic z? — 7
méame pro odpovidajici gradované souradnice transformaéni vztah (3.52), ktery se v tomto
pifpadé zjednodusi* na [ %}:Hk.

Jsme tedy schopni na N-varieté T*[1]M definovat symplektickou formu stupné 3
w = —db; da’, (5.53)

a to pro jakoukoliv podkladovou varietu M. Tato definice je sice v soufadnicich, avSsak je na
vybéru soutadnic nezavisla, jak lze snadno ovéfit pravé diky vysSe uvedenym transformacnim
vztahum, a tudiz je kanonickd. Jednd se samoziejmé o obdobu dobie zndmé kanonické (Po-
incarého) 2-formy na klasickych kote¢nych fibrovanych prostorech. Ukazuje se ([12, Proposi-
tion 3.1.]), ze ,symplektickd struktura“ na N-varieté T*[1]M v jistém smyslu odpovidd vnéjsi
algebie vektorovych poli na M, kde obdobu Poissonovy zavorky hraje takzvand Schoutenova-
Nijenhuisova zévorka. Tuto zavorku nyni zadefinujeme (po vzoru [13]) a tento vztah podrobnéji
rozebereme.

Oznacéme jako AP(M) prostor hladkych fezu prostorem AP TM, totiz p-té vnéjsi mocniny
tecného fibrovaného prostoru. Oznaéme déle A%(M) := C>®(M), A¥(M) := {0}, pro k < 0
a A(M) := @& AP(M). Potom Schoutenova-Nijenhuisova zavorka je unikdtni R-bilinedrn{

pEZ

zobrazeni

[ ] A(M) x A(M) — A(M), (5.54)

spliujici tyto Ctyii vlastnosti:

1. [f,g] =0, Vf,geC>M).
2. [X,W]=LxW, VX & A (M),YW € A(M).
3. [P,Q] = —(-1)P~V=V[Q,P], VP e AP(M),YQ € AI(M).

4. [P,QAR] =[P,QIAR+ (-1)P~DeQA[P,R], VP e AP(M),YQ € AY(M),YR € A"(M).

Prozkoumejme nyni, zda Poissonova zavorka na vySe zminéné N-varieté nespliuje podobné

vztahy, kdyz, neformélné Feceno, ,zaménime“ C%Cim M)y < AP(M) a 6; < 0;.

4Neformalné Feceno je tomu tak proto, ze jsme pii konstrukci T*[1]M (to jest konstrukce v pifkladu 3.3.4 pro
E = T*M) pirechodovd zobrazeni pro 0; definovali jako transponované inverze k prechodovym zobrazenim mezi
soufadnicovymi 1-formami.
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Jelikoz stupen Poissonovy zavorky je —1, ihned nahlédneme, ze {f, g} = 0 pro vSechna
f.9¢€ C%‘;[l]M(M)O = C®(M) = A°(M). To, ze Poissonova zavorka splituje odpovidajici obdobu
vlastnosti 3 a 4 je zfejmé pFimo z tvrzeni 5.3.5. Pro prozkouméni vlastnosti 2 se musime podivat
jak vypada hamiltonovské vektorové pole Xy, =: Sk%—i—Sk%. Podle (5.30) a (5.20) dostdvame

0 + Ska> (—do; da’) = —S*dg), — Sgda”, (5.55)

—do, — i _ [k
d0: = iy, (S adz*  “*ade,

z ¢ehoz nutné plyne, ze S, = 0 a S* = §¥, a tedy Xy, md jednoduchy tvar Xy, = 6‘;. Pro vsechna

X = X9; € C mar (M1 < AY(M) a pro viechna f € C°(M) aY =Y, € CE (M1 tak

T*
s pouzitim jiz ukazanych vlastnosti dostaneme

0
ozt

(X0, f} = X0, fY = X' Xo.f = X' ——f = X"f; < [X'0;, f), (5.56)

respektive
{X'0;,Y70;} = {X"0;, Y7} 0, + Y/ {X"0;,0;} = X"{0;, Y7} 0, — V{0, X"} 0,

L o , . 5.57
= (XZYJ’Z — YlX]’Z-) 9]' — [Xzai,Y]aj], ( )

coz vsak ukazuje, ze Poissonova zavorka spliiuje pfislusny ekvivalent vlastnosti 2. Neformalné

bychom tedy mohli fict, ze® (?ZC%SMM(M)[,,{-, }) a (A(M),[-,-]) jsou v podstaté ,stejné
p

matematické struktury“. Tento vyrok nyni zpfesnime.

Uvazujme prirazeni A, které kazdé mnoziné U € Op(M) priradi gradovany vektorovy
prostor A(U), kde pro kazdé k € Z je A(U)y prostor hladkych fezu fibrace /\k TU, to jest,
A(U) je prostor k-vektorovych poli definovanych na U. Na A(U) intuitivhim zpusobem za-
vedeme strukturu gradované komutativni algebry, kde sou¢in bude vnéjsi soucin, pouze zob-
razujici mezi komponentnimi vektorovymi prostory A(U)g. Zavedenim restrikei, coz bychom
udélali podobné jako v podkapitole 4.2, se z A stdva snop s hodnotami v gradované komuta-
tivnich algebrach. Ponékud vagné formulované tvrzeni z konce pfedchoziho odstavce muzeme
nyni vyslovit presnéji: snopy Coiim v & A jsou izomorfni jakozto snopy s hodnotami v gradované
komutativnich algebrich. Pokud navic budeme uvazovat Schoutenovu-Nijenhuisovu zavorku jako
gradované bilinedrni zobrazeni, pak nasledujici diagram komutuje pro kazdé U € Op(M).

00 o) {5} [eS)
T*[l]M(U) X CT*[l]M(U) ’ T*[1]M(U)

I9¢<—>3¢ IH“—)@' (5‘58)

AU) x AU) —1 A,

Zminime dal3i zajimavy vztah (viz [12, proposition 4.1.]), totiz ze pii uvedené korespon-
denci ,,0; +» 0;“ odpovidaji gradované funkce H € C%,im 2 (M) stupné 2 spliwjici {H, H} = 0 bi-
vektoriim 7 € A?(M) splitujicim [r, 7] = 0. Tato identita viak neznamen4 nic jiného®, nez ze  je
Poissonuv bivektor. S odkazem na vétu 5.3.8 tak muzeme tvrdit, ze NQ-variety (T*[1]M,w, Xx)
odpovidaji jedna ku jedné Poissonovym varietdm (M, ).

®Chceme porovnavat Crmm (M) a A(M), jenze jedno je zavedené jako gradovand algebra a druhé jako
,normdlni“ algebra, kterd je direktnim souc¢tem ruznych vektorovych prostori. Pro formdlni spriavnost tedy
musime bud’ gradované funkce direktné seéist, pfizemz operace se zachovdvaji a rozsifuji (bi)linearitou na neho-
mogenni prvky, nebo z multivektorovych poli udélat snop s hodnotami v gradovanych algebrach. Prvni alternativa
je zminéna zde, druhou rozvadi dalsi odstavec.
5Viz naptiklad [14].
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Z.aver

V této praci jsme podrobnym zpusobem definovali N-variety pomoci jistych relativné nestan-
dardnich pojmu, explicitné jsme ukézali nékteré jejich vlastnosti a naznacili jejich vztah k super-
varietam. Dale jsme na N-varietach zavedli vektorova pole a diferencidlni formy a ovérili jsme,
ze splnuji mnohé z vlastnosti, které by se od nich daly o¢ekdvat. Nakonec jsme na N-varietach
definovali vhodnym zptsobem symplektickou strukturu a prozkoumali vztah této struktury a
kompatibilniho homologického vektorového pole. V prubéhu prace i na konci jsme uvadéli vy-
brané piiklady probiranych pojmu.

Dalsi sméry zajmu mohou byt napiiklad hlubsi investigace korespondence symplektickych
N-variet s Courantovymi algebroidy, kterd je zminéna v [12], a kterou jsme nastinili v piikladu
5.3.9 specidlné pro jednobodovou podkladovou varietu.

75



76



Literatura

[1] M. Fairon: Introduction to graded geometry, Eur. J. of Math., 3(2):208-222, 2017.
[2] T.Y. Lam: A First Course in Noncommutative Rings, Springer-Verlag New York, 1991.

[3] J. L. Lagrange: Mémoire sur la théorie des variations des éléments des planetes, Mémoires
de la premiere classe de I'Institut de France, 771-805, 1808.

[4] A. Weinstein: Symplectic Geometry, Bull. Amer. Math. Soc., 5:1-13, 1981.

[5] 1. Stoll, J. Tolar, I. Jex: Klasickd teoretickd fyzika, Karolinum, 2017.

[6] M. Fecko: Diferencidlnd geometria a Lieove grupy pre fyzikov, Iris, 2004.

[7] J. Lee: Introduction to Smooth Manifolds, Springer-Verlag New York, 2012.

[8] R. Abraham, J. E. Marsden: Foundations of Mechanics, Benjamin Cummings, 1987.

[9] S. MacLane, I. Moerdijk: Sheaves in Geometry and Logic: A First Introduction to Topos
Theory, Springer-Verlag, 1992.

[10] C. Carmeli, L. Caston, R. Fioresi: Mathematical Foundations of Supersymmetry, European
Mathematical Society, 2011.

[11] S. MacLane, G. Birkhoff: Algebra, American Mathematical Society, 1999.

[12] D. Roytenberg: On the structure of graded symplectic supermanifolds and Courant algebro-
1ds, Contemp. Math., 314:167-186, 2002.

[13] C.-M. Marle: The Schouten-Nijenhuis bracket and interior products, J. Geom. Phys., 23(3-
4):350-359, 1997.

[14] A. Weinstein: The local structure of Poisson manifolds, J. Differ. Geom., 18(3):523-557,
1983.

7



