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V Praze dne 30. července 2020 Rudolf Šmolka
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Úvod

Problematika Z-gradovaných variet je relativně mladá (autor [1] klade počátky cca do pozdńıch
90. let minulého stolet́ı) a na rozd́ıl od supervariet, které jsou zkoumány podstatně déle, doposud
neexistuje ucelená publikace, která by se jimi zabývala. Situace je ještě o něco horš́ı, nebot’

neexistuje dokonce ani ucelená definice samotné Z-gradované variety. Znatelná část tohoto textu
je tak věnována právě této definici, ovšem nikoliv pro

”
obecnou“ Z-gradovanou varietu, nýbrž

pro jej́ı speciálńı př́ıpad, totiž takzvanou nezáporně gradovanou varietu neboli N-varietu. Takto
se omezujeme proto, že, jak uvid́ıme na konci kapitoly 2, nám nezáporné gradováńı umožńı
vyhnout se technickým problémům týkaj́ıćıch se práce s formálńımi řadami.

Samotná zde uvedená definice N-variety se snaž́ı následovat a podrobně rozebrat postup
naznačený v článku [1] s t́ım podstatným rozd́ılem, že gradované struktury (grupy, vektorové
prostory, algebry...) nezavád́ıme, neformálně řečeno, jako direktńı součet r̊uzných prostor̊u, nýbrž
v podstatě jako posloupnost př́ıslušných prostor̊u. Rozd́ıl je tedy v tom, že prvky r̊uzných stupň̊u
se nám

”
nemı́chaj́ı“, to jest neexistuj́ı nehomogenńı prvky. To vede na definici odpov́ıdaj́ıćıch

snop̊u, které zaručeně splňuj́ı axiom lokality a leṕıćı axiom, s č́ımž mohly mı́t alternativńı definice
problém.

Autor by na tomto mı́stě chtěl explicitně poznamenat, že kromě veškeré uvedené litera-
tury měly pivotńı roli jakožto informačńı zdroj poznámky poskytnuté vedoućım práce Janem
Vysokým. Tyto poznámky při absenci jakéhokoliv publikovaného úvodu do problematiky sloužily
pro tuto práci jako skutečný informačńı základ i jako mnohočetná inspirace.

Na začátku prvńı kapitoly je velice stručně představena klasická symplektická geomet-
rie. Tato část slouž́ı k uvedeńı pojmů, které se budeme po zbytek práce pokoušet přenést do
gradovaného prostřed́ı. Druhá část prvńı kapitoly si klade za ćıl předvést alternativńı (a sa-
mozřejmě ekvivalentńı) definici hladké variety prostřednictv́ım pojmů, jako je snop a snopový
(izo)morfismus. V této kapitole také poprvé použ́ıváme jisté velice základńı pojmy z teorie ka-
tegoríı, jejichž použit́ı vede k znatelně vyšš́ı přehlednosti a stručnosti.

Ve druhé kapitole se poprvé setkáme s výše zmı́něnými
”
gradovanými“ pojmy. Nejprve

po vzoru knihy [2] prozkoumáme vlastnosti gradovaných okruh̊u, a posléze se přesuneme ke gra-
dovaným vektorovým prostor̊um a algebrám. Uvedeme definici rozš́ı̌rené symetrické algebry nad
gradovaným vektorovým prostorem, kterou pak v kapitole 3 použijeme k definici gradovaných
domén a konečně také N-variet.

Čtvrtá kapitola se zabývá definićı vektorových poĺı na N-varietách a čińı tak
”
globálně“

bez zavedeńı tečného prostoru v bodě. Za t́ımto účelem nejprve rozpracovává pokročileǰśı sno-
pové struktury, jmenovitě snopy morfismů modul̊u gradovaných algeber. Pátá a posledńı kapitola
se zabývá obohacováńım N-variet o dodatečné struktury. Jej́ı prvńı část vrchoĺı zavedeńım di-
ferenciálńıch forem jakožto gradovaných funkćı na gradovaném tečném prostoru s posunutými
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stupni. Jej́ı druhá část ukazuje tři základńı a známé derivace těchto forem, konkrétně jde o vněǰśı
derivaci, vnitřńı součin a Lieovu derivaci. Tyto derivace jsou zavedeny elegantně jako vektorová
pole právě na již zmı́něném gradovaném tečném prostoru s posunutými stupni.

Na konci páté kapitoly je slavnostně zavedena symplektická N-varieta, která se dále
vybav́ı kompatibilńım homologickým vektorovým polem za vzniku NQ-variety. Jsou uvedeny
př́ıklady těchto variet, které ilustruj́ı jak samotné výše uvedené pojmy, tak jejich netriviálńı
vztah k některým daľśım známým matematickým strukturám.
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Kapitola 1

Klasická geometrie

1.1 Krátký úvod do symplektické geometrie

Symplektická geometrie se nejsṕı̌se poprvé objevila v článku J. L. Lagrange [3], ve kterém autor
zkoumá orbity planet pod vzájemným gravitačńım vlivem. Lagrange zde uvažuje dráhu planety
jako elipsu plně popsanou šesti nezávislými parametry. Vývoj těchto parametr̊u v čase popisuje
systémem parciálńıch diferenciálńıch rovnic, které lze upravit do tvaru dnešńıch Hamiltonových
pohybových rovnic, jak ostatně později čińı sám Lagrange (v́ıce např́ıklad v [4]).

Typicky se však počátky symplektické geometrie spojuj́ı právě s Hamiltonovou formulaćı
klasické mechaniky, se kterou se čtenář může detailněji seznámit např́ıklad v [5]. V této formulaci
stav zkoumaného systému odpov́ıdá právě jednomu bodu fázového prostoru, jehož souřadnice
se často znač́ı jako (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), a nazývaj́ı se zobecněnými souřadnicemi respektive
hybnostmi. Časový vývoj tohoto systému je spjat s funkćı H(qi, pj), které se ř́ıká Hamiltonova
funkce nebo také Hamiltonián, Hamiltonovými pohybovými rovnicemi:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (1.1)

pro všechna i = 1, . . . , n, a je jimi, až na počátečńı podmı́nky, plně určen.

Hledáńı fázových křivek, totiž křivek ve fázovém prostoru odpov́ıdaj́ıćıch časovému vývoji
systému, je tak možno formulovat jako hledáńı integrálńıch křivek tzv. hamiltonovského vekto-
rového pole

XH :=
∂H

∂pj

∂

∂qj
− ∂H

∂qj
∂

∂pj
, (1.2)

kde jsme využili, jakožto i nadále budeme využ́ıvat, Einsteinovy sumačńı konvence. Zavedeme-li
na fázovém prostoru 2-formu ω := dpi∧dqi, zjist́ıme že plat́ı ω(XH , ·) = −dH. Inspirováni těmito
pozorováńımi si nyńı tyto vlastnosti

”
vyp̊ujč́ıme“ a abstraktńım zp̊usobem zavedeme základńı

pojmy symplektické geometrie. Pro hlubš́ı úvod do problematiky necht’ je čtenář odkázán na
publikace [6] a [7], které jsou také hlavńım informačńım zdrojem této podkapitoly.

Jelikož tato podkapitola pojednává o dobře známých faktech, využijeme v ńı poněkud
méně formálńıho (a snad stručněǰśıho) zápisu. V tomto duchu rovněž nebudeme uvádět d̊ukazy
lemmat a tvrzeńı. Budeme-li hovořit o varietách, vždy budeme mı́t namysli hladké variety, to jest
variety tř́ıdy C∞.
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O 2-formě ω na varietě M řekneme, že je nedegenerovaná, právě když je lineárńı zob-
razeńı X 7→ ω(X, ·), zobrazuj́ıćı vektorová pole na 1-formy, bijekćı.

Mějme libovolnou 2-formu ω na varietě M . Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. ω je nedegenerovaná.

2. Zobrazeńı X 7→ ω(X, ·) je prosté (nebo surjektivńı).

3. Pokud pro všechna vektorová pole Y plat́ı, že ω(X,Y ) = 0, potom X = 0.

4. Matice komponent formy ω je v libovolných souřadnićıch a v každém bodě variety M
invertovatelná.

2-formu ω na varietě M nazveme symplektickou formou, právě když je nedegenerovaná
a zároveň uzavřená (to jest dω = 0). Uspořádanou dvojici (M,ω) nazveme symplektickou
varietou.

Po zbytek kapitoly bude (M,ω) vždy představovat symplektickou varietu.

Okamžitě lze nahlédnout, že každá symplektická varieta má nutně sudou dimenzi.
Skutečně, pro determinant matice komponent symplektické formy v libovolných souřadnićıch
bude totiž platit 0 6= det(ω) = det(ωT) = det(−ω) = (−1)dimM det(ω), což vynucuje sudost
dim(M).

Zobrazeńı X 7→ ω(X, ·) je lineárńım izomorfismem mezi vektorovými poli a 1-formami
na M . Jedná se tedy o jistou analogii zvyšováńı a snižováńı index̊u1 z (pseudo)riemannovské
geometrie, kde mı́sto symplektické formy zastává právě (pseudo)metrický tenzor. Konkrétně
zobrazeńı X 7→ ω(X, ·) by bylo obdobou sńıžeńı indexu, a jeho inverze obdobou indexového
zvýšeńı.

Pro každou funkci H ∈ C∞(M) potom definujeme hamiltonovské vektorové pole XH

př́ıslušné funkci H vztahem ω(XH , ·) = −dH. Dále libovolné vektorové pole V na M označ́ıme
za symplektické, právě když splňuje LV ω = 0, kde LV znač́ı Lieovu derivaci2 ve směru V .

Ze vztahu3 LV = iV d + d iV ihned vid́ıme, že každé hamiltonovské vektorové pole je
symplektické.

Pro každé dvě funkce f, g ∈ C∞(M) definujeme jejich Poissonovu závorku jako

{f, g} := ω(Xf , Xg) = Xf (g). (1.3)

Př́ımo z definice vid́ıme, že Poissonova závorka je antisymetrická a bilineárńı. Dále pro každé tři
f, g, h ∈ C∞(M) plat́ı vztahy:

1. Xfg = fXg + gXf .

2. X{f,g} = XfXg −XgXf .

3. {f, {g, h}} = {{f, g}, h}+ {g, {f, h}}. (Jacobiho identita).

1Také známy jako
”
hudebńı“ izomorfismy.

2Pro korektńı definici Lieovy derivace viz [7].
3Známého rovněž pod názvem

”
Cartanova kouzelná formule“ (”Cartan’s Magic Formula”), viz [7].
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4. {f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.

Známým př́ıkladem symplektické variety je kotečný fibrovaný prostor T∗N , kde N je li-
bovolná varieta. Na tomto prostoru lze totiž vždy definovat takzvanou kanonickou symplektickou
formu4 jako vněǰśı derivaci Liouvilleovy 1-formy, což je forma, kterou lze globálně a kanonicky
definovat na každém kotečném fibrovaném prostoru (viz [8]).

1.2 Alternativńı definice hladké variety - snopy a lokálně okru-
hové prostory

V této podkapitole představ́ıme definici klasické hladké variety, avšak zp̊usobem, který budeme
schopni v daľśıch kapitolách vhodně rozš́ı̌rit i pro definici N-variet. Tuto definici je možno nalézt
také např́ıklad v [9] nebo [10].

Zde i po zbytek textu budeme už́ıvat základńı názvoslov́ı teorie kategoríı, přičemž se
budeme držet následuj́ıćıho značeńı: tř́ıdu všech morfismů v kategorii C znač́ıme hom(C), tř́ıdu
objekt̊u znač́ıme ob(C), mı́sto x, y ∈ ob(C) budeme často psát x, y ∈ C a množinu všech morfismů
z x do y znač́ıme C(x, y). Mı́sto µ ∈ C(x, y) budeme často psát µ : x→ y. Řekneme-li, že kategorie
D je plnou podkategoríı kategorie C, máme t́ım namysli, že

( ∀x ∈ D ) (x ∈ C ) ∧ ( ∀x, y ∈ D ) (D(x, y) = C(x, y) ). (1.4)

Poznámka. i. Bud’ X topologický prostor. Potom Open(X) znač́ı kategorii, jej́ıž objekty jsou
všechny otevřené podmnožiny prostoru X a jej́ıž morfismy jsou inkluze. To jest

hom(Open(X)) := { ıUV : V → U |V ⊆ U }. (1.5)

ii. cAs znač́ı kategorii komutativńıch unitálńıch asociativńıch algeber, kde morfismy jsou alge-
braické homomorfismy.

iii. Veškeré vektorové prostory či algebry uvažujeme vždy nad reálnými č́ısly.

iv. V celé kapitole budeme pojmem algebra vždy myslet asociativńı unitálńı algebru.

Značeńı 1.2.1. V celém textu budeme také hojně využ́ıvat následuj́ıćı značeńı: Pro topologický
prostor X a bod x ∈ X znač́ıme jako Op(X) množinu všech otevřených podmnožin prostoru
X (to jest Op(X) ≡ ob(Open(X))) a jako Opx(X) množinu všech otevřených okoĺı bodu
x. Budeme-li psát Op(U), respektive Opx(U), pro nějakou množinu U ∈ Op(X), respektive
U ∈ Opx(X), chápeme U přirozeně jako topologický prostor s indukovanou topologíı.

Definice 1.2.2. Bud’ X topologický prostor, C kategorie. Potom kontravariantńı funktor
F : Open(X)→ C se nazývá předsnop5 na X s hodnotami v C.

Jinými slovy předsnop F přǐrazuje každé otevřené množině U ⊆ X objekt F(U) ∈ C
a každé inkluzi ıVW : W → V morfismus F(ıVW ) ∈ C (F(V ),F(W )) (odtud kontravariantńı),
přičemž nav́ıc plat́ı

∀U ∈ Op(X), F(ıUU ) = id ∈ C (F(U),F(U)) , (1.6a)

4Známou také jako Poincarého 2-forma.
5V angličtině

”
presheaf“. Snop (anglicky

”
sheaf“) je v běžné řeči svazek sklizeného obiĺı.
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∀W ⊆ V ⊆ U ∈ Op(X), F(ıUV ◦ ıVW ) = F(ıVW ) ◦ F(ıUV ). (1.6b)

F(ıUV ) se nazývá restrikce z U do V . Pokud C je kategorie, jej́ıž objekty maj́ı prvky, tj. má smysl
psát s ∈ F(U), a morfismy v C jsou zobrazeńı těchto prvk̊u (např́ıklad již zmı́něná kategorie
cAs), ṕı̌seme často jednoduše F(ıUV )(s) =: s|V .

Definice 1.2.3. Bud’te X topologický prostor, C kategorie, jej́ıž objekty maj́ı prvky a jej́ıž
morfismy jsou zobrazeńımi těchto prvk̊u. Bud’ dále F : Open(X) → C předsnop na X. Potom

řekneme, že F je snop
def⇐⇒ splňuje následuj́ıćı dva axiomy:

I. (Axiom lokality)
Pro libovolné U ∈ Op(X), {Uα}α∈I ⊆ Op(U) pokryt́ı U a s, r ∈ F(U) plat́ı

(∀α ∈ I ) ( s|Uα = r|Uα ) =⇒ ( s = r ). (1.7)

II. (Leṕıćı axiom)
Pro libovolné U ∈ Op(X), {Uα}α∈I ⊆ Op(U) pokryt́ı U a kolekci prvk̊u {sα}α∈I , kde
sα ∈ F(Uα) pro každé α ∈ I, plat́ı

(∀α, β ∈ I, Uα ∩ Uβ 6= ∅ ) ( sα|Uα∩Uβ = sβ|Uα∩Uβ )

=⇒ ( ∃s ∈ F(U) ) (∀α ∈ I ) ( s|Uα = sα ).
(1.8)

Př́ıklad 1.2.4. Mějme hladkou varietu M . Definujme přǐrazeńı C∞M : Open(M) → cAs, které
každé množině U ∈ Op(M) přǐrad́ı C∞M (U) - komutativńı algebru hladkých funkćı na U a každé
inkluzi ıUV přǐrad́ı klasickou

”
funkčńı“ restrikci C∞M (ıUV ) : C∞M (U) → C∞M (V ). Potom C∞M je snop

na M a nazývá se snop hladkých funkćı na varietě M.

D̊ukaz. To, že C∞M je předsnop je jasné. Abychom ukázali, že jde skutečně o snop, je třeba
ověřit axiomy I a II z definice 1.2.3, což jsou ale pro hladké funkce na varietě dobře známé
vlastnosti.

Definice 1.2.5. Pro každý topologický prostor X a kategorii C zavád́ıme kategorii předsnop̊u
na X s hodnotami v C, značenou PSh(X,C), následovně: objekty této kategorie jsou předsnopy
na X s hodnotami v C a morfismy jsou jejich přirozené transformace.

Jinými slovy, máme-li F ,G ∈ PSh(X,C), potom N : F → G je morfismus předsnop̊u
def⇐⇒ N = {NU}U∈Op(X), kde NU ∈ C (F(U),G(U)) a nav́ıc pro všechna V,W ∈ Op(X),
W ⊆ V , diagram

F(V ) G(V )

F(W ) G(W )

F(ıVW )

NV

G(ıVW )

NW

(1.9)

komutuje. Máme-li daľśı H ∈ PSh(X,C) a M : G → H morfismus předsnop̊u, potom
M ◦N : F → H zavád́ıme jako

(M ◦N )U := MU ◦NU , (1.10)

pro každé U ∈ Op(X).
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Ještě zmı́ńıme, že N : F → G nazveme isomorfismem
def⇐⇒ je NU isomorfismus pro

pro každé U ∈ Op(X). Pokud je C nav́ıc kategorie, jej́ıž objekty maj́ı prvky a jej́ıž morfismy jsou
zobrazeńı těchto prvk̊u, potom kategorii snop̊u na X s hodnotami v C znač́ıme jako Sh(X,C)
a zavád́ıme ji jako plnou podkategorii kategorie PSh(X,C).

Definice 1.2.6. Mějme X topologický prostor a F ∈ PSh(X, cAs). Potom pro každé x ∈ X
definujeme stonek předsnopu F v bodě x, jako

Fx :=

 ⊔
U∈Opx(X)

F(U)

/
∼ , (1.11)

kde ∼ je ekvivalence definovaná následovně: mějme U, V ∈ Opx(X), s ∈ F(U), r ∈ F(V ). Potom

s ∼ r def⇐⇒ (∃W ∈ Opx(X), W ⊆ U ∩ V ) ( s|W = r|W ). (1.12)

Prvek stonku Fx, tj. tř́ıda ekvivalence [s], kde s ∈ F(U) pro nějaké U ∈ Opx(X), se typicky
znač́ı jako [s]x.

Poznámka 1.2.7. Při stejném značeńı bud’ s ∈ F(U) pro U ∈ Opx(X). Potom z definice stonku
je jasné, že

[s]x = [s|V ]x , (1.13)

Pro každé V ∈ Opx(U).

Tvrzeńı 1.2.8. Mějme X topologický prostor a F ∈ PSh(X, cAs). Potom se pro každé x ∈ X na
stonku Fx přirozeně indukuje struktura komutativńı algebry a pro každé U ∈ Op(X) je přiřazeńı
s ∈ F(U) 7→ [s]x ∈ Fx algebraický homomorfismus.

D̊ukaz. Bud’te λ ∈ R, [s]x , [r]x ∈ Fx a U, V ∈ Opx(X) takové, že s ∈ F(U), r ∈ F(V ). Pak
zavád́ıme

λ [s]x := [λs]x , (1.14a)

[s]x + [r]x := [s|U∩V + r|U∩V ]x , (1.14b)

[s]x [r]x := [s|U∩V r|U∩V ]x . (1.14c)

Ukažme korektnost těchto definic. Jsou-li s̃ ∈ F(Ũ), r̃ ∈ F(Ṽ ), kde Ũ , Ṽ ∈ Opx(X) a zároveň
plat́ı s ∼ s̃, r ∼ r̃. Necht’ S,R ∈ Opx(X) jsou ty množiny, pro které plat́ı s|S = s̃|S , resp.
r|R = r̃|R. Pak, jelikož restrikce jsou algebraické homomorfismy, jistě plat́ı

(λs)|S = λs|S = λs̃|S = (λs̃)|S , (1.15)

a tedy λs ∼ λs̃, což dokazuje korektnost (1.14a). Jelikož restrikce nav́ıc splňuj́ı také vztah (1.6b)
a plat́ı, že S ∩R ⊆ U ∩ V ∩ Ũ ∩ Ṽ , tak zjǐst’ujeme

(s|U∩V + r|U∩V )|S∩R = s|S∩R + r|S∩R = s̃|S∩R + r̃|S∩R
= (s̃|Ũ∩Ṽ + r̃|Ũ∩Ṽ )|S∩R ,

(1.16)

tedy s|U∩V + r|U∩V ∼ s̃|Ũ∩Ṽ + r̃|Ũ∩Ṽ , což dokazuje korektnost (1.14b). Korektnost (1.14c) by
se ukázala obdobně. Komutativita a asociativita takto vzniknuvš́ı algebry potom plyne z komu-
tativity a asociativity algeber F(U) pro všechna U ∈ Opx(X). Dále vid́ıme, že roli neutrálńıho
multiplikativńıho elementu hraje tř́ıda ekvivalence [1]x, kde 1 znač́ı neutrálńı multiplikativńı
element algebry F(V ) pro nějaké V ∈ Opx(X). Fakt, že přǐrazeńı s ∈ F(U) 7→ [s]x ∈ Fx je
algebraický homomorfismus potom plyne př́ımo z definic (1.14).
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Pokud tedy máme topologický prostor a na něm předsnop s hodnotami v komutativńıch
algebrách, potom stonek v každém bodě

”
zděd́ı“ strukturu komutativńı algebry. Speciálně má

tedy také strukturu komutativńıho okruhu.

Poznámka 1.2.9. Připomeňme si, že komutativńı okruh se nazývá lokálńı, právě pokud obsa-
huje unikátńı maximálńı ideál ([11], [2]). Mějme R,S dva lokálńı okruhy a ψ : R→ S okruhový
homomorfismus. Pokud ψ nav́ıc zobrazuje každý neinvertibilńı element v R na neinvertibilńı
element v S, pak jej nazveme morfismem lokálńıch okruh̊u. Lokálńımi okruhy se budeme
v́ıce zabývat v kapitole 2. Nakonec poznamenejme, že každý okruhový izomorfismus mezi dvěma
lokálńımi okruhy je automaticky také izomorfismem lokálńıch okruh̊u.

Definice 1.2.10. Bud’te X topologický prostor a F ∈ Sh(X, cAs). Necht’ dále pro každé x ∈ X
plat́ı, že Fx, pokud je na něj nahĺıženo jako na okruh, je lokálńı okruh. Potom dvojici (X,F)
nazveme lokálně okruhový prostor6.

Př́ıklad 1.2.11. Ukažme, že při značeńı z př́ıkladu 1.2.4 je (M, C∞M ) lokálně okruhový prostor,
to jest pro libovolné x ∈M je stonek C∞M,x lokálńı okruh. K tomu využijeme, že okruh je lokálńı,
právě když jeho neinvertibilńı prvky tvoř́ı aditivńı grupu, viz opět [2] nebo věta 2.1.24 aplikovaná
na triviálně gradovaný7 okruh.

Tvrd́ıme, že [f ]x ∈ C∞M,x je invertibilńı, právě když f(x) 6= 0. Skutečně, v takovém
př́ıpadě totiž ze spojitosti existuje U ∈ Opx(X) takové, že f neńı na U nikde rovna nule. Pak
ale [f ]x [1/f |U ]x = [1]x. Naopak, pokud f(x) = 0, je jasné, že f invertibilńı neńı. Množina
neinvertibilńıch prvk̊u stonku C∞M,x je tedy { [f ]x | f(x) = 0 }, což je zjevně množina uzavřená
na sč́ıtáńı a tedy aditivńı grupa, což jsme měli ukázat.

Na libovolném topologickém prostoru jsme zavedli předsnopy, stonky a morfismy
předsnop̊u. Ukazuje se, že každý morfismus předsnop̊u zároveň kanonickým zp̊usobem indukuje
morfismus stonk̊u, jak shrnuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.2.12. Bud’te X topologický prostor, x ∈ X, F ,G ∈ PSh(X, cAs) a N : F → G
morfismus předsnop̊u. Potom zobrazeńı Nx : Fx → Gx, definované pro každé [s]x ∈ Fx jako

Nx [s]x := [NUs]x ∈ Gx, (1.17)

kde U ∈ Opx(X) a s ∈ F(U), je dobře definovaný algebraický homomorfismus. Je-li nav́ıc N
izomorfismus, pak Nx je také izomorfismus.

D̊ukaz. Mějme s̃ ∈ F(Ũ), Ũ ∈ Opx(X), s̃ ∼ s. Bud’ V ∈ Opx(X), V ⊆ U ∩ Ũ ta množina, že
s|V = s̃|V . Potom

(NUs)|V ≡ G(ıUV )NUs = NV F(ıU
U∩Ũ )s ≡ NV s|V = NV s̃|V = (NŨ s̃)|V , (1.18)

kde v druhé a v posledńı rovnosti jsme využili komutativitu (1.9). Ukázali jsme tedy, že
NUs ∼ NŨ s̃. Fakt, že Nx je algebraický homomorfismus, resp. izomorfismus, potom snadno
plyne z definice př́ıslušných operaćı na stonćıch a z toho, že NU je algebraický homomorfismus,
resp. izomorfismus pro každé U ∈ Op(X).

6Anglicky
”
locally ringed space“.

7Gradované okruhy zavád́ıme v kapitole 2.
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Definice 1.2.13. Mějme nyńı X,Y dva topologické prostory a g : X → Y spojité zobrazeńı.
Mějme nav́ıc F ∈ PSh(X, cAs). Potom předsnop g∗F ∈ PSh(Y, cAs) definovaný jako

(g∗F)(U) := F(g−1(U)), (1.19a)

(g∗F)(ıUV ) := F(ı
g−1(U)
g−1(V )

), (1.19b)

pro všechna U, V ∈ Op(Y ), V ⊆ U , se nazývá př́ımý obraz předsnopu F .

Poznámka. (i) g∗F je vskutku dobře definovaný předsnop, jak se snadno ověř́ı s využit́ım
spojitosti zobrazeńı g a toho, že pro všechna V ⊆ U ∈ Op(Y ) plat́ı g−1(V ) ⊆ g−1(U).

(ii) Podobně snadno se ukáže, že je-li F snop, potom g∗F je také snop.

Tvrzeńı 1.2.14. Při stejném značeńı je pro každé x ∈ X zobrazeńı gx : (g∗F)g(x) → Fx p̊usob́ıćı
na každé [s]g(x) ∈ (g∗F)g(x) jako

gx [s]g(x) := [s]x ∈ Fx, (1.20)

dobře definovaný algebraický homomorfismus. Je-li nav́ıc g homeomorfismus, pak gx je bijekce.

D̊ukaz. V prvńı řadě je třeba ř́ıci, že výše uvedená definice dává smysl: máme-li [s]g(x) ∈ (g∗F),
znamená to, že existuje U ∈ Opg(x)(Y ) taková, že s ∈ g∗F(U) ≡ F(g−1(U)). Jelikož však

g−1(U) ∈ Opx(X), má smysl uvažovat [s]x ∈ Fx. Nezávislost na výběru kandidáta, linea-
ritu a zachováváńı součinu lze potom ověřit př́ımočaře z př́ıslušných definic. Nakonec, bud’

1 ∈ g∗F(U) pro nějaké U ∈ Opg(x)(Y ), potom z nezávislosti na výběru reprezentanta ihned
vid́ıme, že gx[1]g(x) = [1]x, což z gx dělá algebraický homomorfismus. Všimněme si, že pokud je

g homeomorfismus, pak (g−1)∗(g∗F) = F . Je potom snadné ověřit, že
(
g−1
)g(x)

je oboustraná
inverze pro gx.

Poznámka. Mějme nyńı X,Y dva topologické prostory, g : X → Y spojité zobrazeńı,
F předsnop na X a G předsnop na Y . Bud’ nav́ıc N : G → g∗F morfismus předsnop̊u (jak
G tak g∗F jsou předsnopy na Y , může tedy mezi nimi existovat morfismus). Pro každé x ∈ X
jsme zavedli morfismus stonk̊u gx : (g∗F)g(x) → Fx a pro každé y ∈ Y morfismus stonk̊u
Ny : Gy → (g∗F)y. Pro každé x ∈ X nyńı tyto morfismy můžeme složit dohromady za vzniku
algebraického homomorfismu

gx ◦Ng(x) : Gg(x) → Fx. (1.21)

Pro [s]g(x) ∈ Gg(x), kde s ∈ G(U) a U ∈ Opg(x)(Y ), tedy dostaneme

gx ◦Ng(x) [s]g(x) = [NUs]x . (1.22)

Nyńı máme vše potřebné pro zavedeńı morfismů lokálně okruhových prostor̊u.

Definice 1.2.15. Mějme (X,F) a (Y,G) dva lokálně okruhové prostory. Označme ϕ := (ϕ,ϕ∗),
kde ϕ : X → Y je spojité zobrazeńı a ϕ∗ : G → ϕ∗F je morfismus snop̊u. Necht’ nav́ıc plat́ı, že
pro každé x ∈ X je zobrazeńı

(ϕ)x ◦ (ϕ∗)ϕ(x) : Gg(x) → Fx (1.23)

definované stejně jako v předchoźı poznámce, morfismem lokálńıch okruh̊u. Potom řekneme, že
ϕ : (X,F)→ (Y,G) je morfismus lokálně okruhových prostor̊u.
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Pro každý morfismus lokálně okruhových prostor̊u ϕ = (ϕ,ϕ∗) : (X,F)→ (Y,G) budeme
značit

(ϕ)x ◦ (ϕ∗)ϕ(x) =: ϕx. (1.24)

Je třeba zavést skládáńı morfismů lokálně okruhových prostor̊u: bud’ (Z,H) daľśı lokálně
okruhový prostor a χ : (Y,G) → (Z,H) daľśı morfismus. Potom χ ◦ ϕ = (χ ◦ ϕ, (χ ◦ ϕ)∗ ), kde
χ ◦ ϕ : X → Z spojité zobrazeńı zavád́ıme jako

χ ◦ ϕ := χ ◦ ϕ , (1.25)

a (χ ◦ ϕ)∗ : H → χ ◦ ϕ∗F morfismus snop̊u zavád́ıme pro každé U ∈ Op(Z) jako

(χ ◦ ϕ)∗U := ϕ∗χ−1(U) ◦ χ
∗
U . (1.26)

Tato definice dává smysl, nebot’ χ∗U : H(U)→ G(χ−1(U)) a

ϕ∗χ−1(U) : G(χ−1(U))→ F(ϕ−1(χ−1(U))) ≡ F((χ ◦ ϕ)−1(U))). (1.27)

Zbývá ověřit, že pro každé x ∈ X je zobrazeńı

(χ ◦ ϕ)x : Hχ(ϕ(x)) → Fx (1.28)

morfismem lokálńıch okruh̊u. Pozorujme, co se stane, když t́ımto zobrazeńım zobraźıme prvek
[s]χ(ϕ(x)) ∈ Hχ(ϕ(x)), kde s ∈ H(U):

(χ ◦ ϕ)x [s]χ(ϕ(x))

(1.22)
= [(χ ◦ ϕ)∗U s]x

(1.26)
=

[
ϕ∗χ−1(U) (χ∗Us)

]
x

(1.22)
=

(
ϕ
)x

(ϕ∗)ϕ(x) [χ∗Us]ϕ(x)

(1.22)
=

(
ϕ
)x

(ϕ∗)ϕ(x)

(
χ
)ϕ(x)

(χ∗)χ(ϕ(x)) [s]χ(ϕ(x))

(1.24)
=

(
ϕx ◦ χϕ(x)

)
[s]χ(ϕ(x)) ,

(1.29)

a tedy

(χ ◦ ϕ)x = ϕx ◦ χϕ(x). (1.30)

Složeńı dvou morfismů lokálńıch okruh̊u je ale opět morfismus lokálńıch okruh̊u.

Isomorfismem lokálńıch okruhových prostor̊u mysĺıme takové ϕ = (ϕ,ϕ∗), kde ϕ je ho-
meomorfismus a ϕ∗ je isomorfismus snop̊u. Kategorii lokálně okruhových prostor̊u s takto
zavedenými morfismy znač́ıme LRS.

Př́ıklad 1.2.16. Pokračujme v př́ıkladu 1.2.11. Mějme druhou hladkou varietu N a na ńı snop
hladkých funkćı C∞N . Bud’ dále ϕ : M → N hladké zobrazeńı. Z předchoźıho př́ıkladu v́ıme,
že jak (M, C∞M ) tak (N, C∞N ) jsou lokálně okruhové prostory. Zavedeme mezi nimi morfismus
ϕ = (ϕ,ϕ∗), kde ϕ∗ : C∞N → ϕ∗C

∞
M definujeme pro každé U ∈ Op(N) a f ∈ C∞N (U) jako

ϕ∗Uf := f ◦ ϕ|ϕ−1(U) ∈ C∞M
(
ϕ−1(U)

)
, (1.31)

20



tedy jako dobře známý pullback funkce. Ověřme, že zobrazeńı ϕx : C∞N,ϕ(x) → C
∞
M,x je morfismus

lokálńıch okruh̊u. Pro každou f ∈ C∞N (U) dostáváme

ϕx [f ]ϕ(x) =
[
f ◦ ϕ|ϕ−1(U)

]
x
. (1.32)

Z př́ıkladu 1.2.11 v́ıme, že [f ]ϕ(x) neńı invertibilńı, právě když f(ϕ(x)) = 0. To ale znamená, že

(f ◦ ϕ|ϕ−1(U))(x) = 0, a tedy ϕx [f ]ϕ(x) neńı invertibilńı v C∞M,x.

Ukazuje se, že výše uvedený zp̊usob zavedeńı morfismu LRS mezi dvěma hladkými varie-
tami je jediný možný, jak formalizuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.2.17. Bud’te M,N dvě hladké variety a C∞M , C∞N jejich snopy hladkých funkćı. Bud’ dále
ϕ = (ϕ,ϕ∗) : (M, C∞M ) → (N, C∞N ) libovolný morfismus lokálně okruhových prostor̊u. Potom už
je nutně ϕ hladké a ϕ∗ má tvar (1.31).

D̊ukaz. Mějme libovolné U ∈ Op(N), ϕ−1(U) 6= ∅ a f ∈ C∞N (U). Potom pro každé x ∈ ϕ−1(U)
je jistě g := f − f(ϕ(x)) ∈ C∞N (U). Nav́ıc, jelikož g(ϕ(x)) = 0, je [g]ϕ(x) neinvertibilńı prvek

stonku C∞N,ϕ(x). Z předpokladu je tedy také ϕx [g]ϕ(x) = [ϕ∗Ug]x neinvertibilńı prvek stonku C∞M,x,

což znamená, že (ϕ∗Ug)(x) = 0. Jelikož ϕ∗U je homomorfismus algeber, dostáváme

0 = (ϕ∗Ug)(x) =
(
ϕ∗U
(
f − f(ϕ(x))

))
(x) = (ϕ∗Uf)(x)− f(ϕ(x)) . (1.33)

Jelikož x ∈ ϕ−1(U) bylo libovolné, máme(
∀x ∈ ϕ−1(U)

) (
(ϕ∗Uf)(x) = (f ◦ ϕ)(x)

)
, (1.34)

což znamená, že ϕ∗Uf = f ◦ ϕ ∈ C∞M (ϕ−1(U)). Konkrétně za f můžeme dosadit libovolné
souřadnicové funkce na N , z čehož plyne hladkost ϕ.

Poznámka 1.2.18. Bud’ X topologický prostor a na něm snop F . Potom každé U ∈ Op(X) je
samo o sobě topologickým prostorem (s indukovanou topologíı). Každá množina otevřená v U
bude zároveň otevřená v X, což umožňuje ze snopu F na X snadno vyrobit snop F|U na U
jednoduše tak, že pro každé W,V ∈ Op(U), W ⊆ V definujeme

F|U (V ) := F(V ), (1.35a)

F|U (ıVW ) := F(ıVW ). (1.35b)

Tvrzeńı 1.2.19. Bud’ (X,F) lokálně okruhový prostor. Potom pro každé U ∈ Op(X) je (U, F|U )
také lokálně okruhový prostor. Dále existuje morfismus LRS i : (U, F|U ) → (X,F), pro který
nav́ıc plat́ı, že pro každé x ∈ U je ix algebraický izomorfismus.

D̊ukaz. Je tedy třeba definovat i : U → X spojitou funkci a i∗ : F → i∗ F|U morfismus snop̊u.
i definujeme přirozeně jako kanonickou inkluzi, to jest i(x) = x pro všechna x ∈ U . Dále si
všimněme, že pro všechna V ∈ Op(X) máme

i∗ F|U (V ) = F|U (i−1(V )) = F|U (U ∩ V ) = F(U ∩ V ), (1.36)
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a tedy pro každé V ∈ Op(X) můžeme definovat i∗V := F(ıVU∩V ), to jest jako restrikci. Je snadné
ukázat, že takto zavedené i∗ je dobře definovaný morfismus snop̊u. Pod́ıvejme se nyńı na zob-
razeńı stonk̊u ix : Fi(x) → (F|U )x pro libovolné x ∈ U . Pro každé V ∈ Opi(x)(X) a s ∈ F(V )
dostaneme

ix [s]i(x) = [s|U∩V ]x , (1.37)

z čehož lze př́ımo nahlédnout, že se jedná o izomorfismus. Skutečně, jeho oboustranná inverze
(ix)−1 by bylo zobrazeńı, které pro každé W ∈ Opx(U) a q ∈ F|U p̊usob́ı jako

(ix)−1 [q]x := [q]i(x) . (1.38)

To, že se jedná o oboustrannou inverzi, potom plyne z poznámky 1.2.7. Pro každé x ∈ U je
tedy ix : Fi(x) → (F|U )x izomorfismus algeber a tedy i okruh̊u, přičemž Fi(x) je dle předpokladu
lokálńı okruh. Podle tvrzeńı 2.1.28 (aplikovaného na triviálně gradovaný okruh) je potom (F|U )x
také lokálńı okruh a tud́ıž (U, F|U ) ∈ LRS.

Definice 1.2.20. Bud’ n ∈ N. Potom Rn je hladká varieta, jej́ıž snop hladkých funkćı znač́ıme
C∞n := C∞Rn . Z př́ıkladu 1.2.11 v́ıme, že (Rn, C∞n ) ∈ LRS. Z poznámky 1.2.18 potom plyne, že
(U, C∞n |U ) ∈ LRS pro každou U ∈ Op(Rn). Těmto speciálńım lokálně okruhovým prostor̊um
ř́ıkáme domény.

Věta 1.2.21. Následuje definice hladké variety, která je ekvivalentńı s obvykle uváděnou definićı,
to jest např́ıklad definićı v [7]. Bud’te n ∈ N, (X,F) ∈ LRS, kde X je Hausdorff̊uv prostor
splňuj́ıćı druhý axiom spočetnosti, a necht’ existuje {Uα}α∈I otevřené pokryt́ı prostoru X takové,
že pro každé α ∈ I je lokálně okruhový prostor (Uα,F|Uα) izomorfńı nějaké doméně (Ûα, C∞n |Ûα).
Potom (X,F) nazveme hladká varieta dimenze n.

D̊ukaz. Př́ıklady 1.2.4, 1.2.11 a 1.2.16 nám ř́ıkaj́ı, že každá
”
klasicky“ zavedená varieta tuto

novou definici splňuje. Skutečně, pro varietu (M, C∞M ) stač́ı vźıt atlas {(Uα, ψα)}α∈I a zkonstuovat
pro každé α izomorfismus lokálně okruhových prostor̊u ϕα : (Uα, C∞M |Uα) →

(
ψ(Uα), C∞n |ψ(Uα)

)
stejně jako v př́ıkladu 1.2.16, kde za ϕ

α
voĺıme ψα.

Naopak, mějme (X,F) ze zněńı věty. Bud’te {ϕα}α∈I izomorfismy lokálńıch okruh̊u
ϕα : (Uα,F|Uα) → (Ûα, C∞n |Ûα). Tvrd́ıme, že {(Uα, ϕα)}α∈I je hladký atlas na X. Konkrétně
je třeba ověřit, že pro každé α, β ∈ I takové, že Uαβ := Uα ∩ Uβ 6= ∅, je

ϕ
βα

:= ϕ
β
◦ ϕ−1

α
|ϕ
α

(Uαβ) (1.39)

hladké zobrazeńı. Za t́ımto účelem definujme dva pomocné morfismy χ, η ∈ hom(LRS),(
ϕ
α
(Uαβ), C∞n |ϕ

α
(Uαβ)

)
(Uαβ,F|αβ)

(
ϕ
β
(Uαβ), C∞n |ϕ

β
(Uαβ)

)
,

χ η
(1.40)

pro všechna V ∈ Op(ϕ
β
(Uαβ)), W ∈ Op(Uαβ) jako

η := ϕ
β
|Uαβ , η∗V := ϕ∗β,V , (1.41)

χ := (ϕ
α
|Uαβ)−1, χ∗W := (ϕ∗α|ϕ

α
(W ))

−1. (1.42)

Potom η ◦χ je morfismus lokálně okruhových prostor̊u, přičemž η ◦ χ je podle věty 1.2.17 hladké
zobrazeńı. Důkaz t́ım konč́ı, nebot’ η ◦ χ = ϕ

βα
.
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Kapitola 2

Gradovaná algebra

2.1 Lokálńı gradované okruhy

Ćılem této podkapitoly je zavést gradované okruhy, vyslovit některá tvrzeńı známá z obecné
algebry a ověřit jejich platnost v gradovaném př́ıpadě. Zejména tak čińı následováńım publikace
[2].

Definice 2.1.1. Bud’ {Mk}k ∈ Z posloupnost množin č́ıslovaných celými č́ısly. Tuto posloupnost
nazveme gradovanou množinou a znač́ıme jednoduše M := {Mk}k∈Z. Množiny Mk nazveme
komponentńımi množinami gradované množiny M . Ṕı̌seme-li m ∈ M , máme t́ım na mysli,
že existuje k ∈ Z takové, že m ∈ Mk. Toto k nazveme stupněm prvku m ∈ M a znač́ıme
|m| := k.

Poznámka. Znač́ıme-li pro dvě gradované množiny M ⊆ N , mysĺıme t́ım, že ( ∀k ∈ Z )
(Mk ⊆ Nk ).

Definice 2.1.2. Gradovanou abelovskou grupou mysĺıme gradovanou množinu, jej́ıž kom-
ponentńı množiny jsou abelovské grupy. Pokud H = {Hk}k∈Z a G = {Gk}k∈Z jsou dvě grado-
vané abelovské grupy, řekneme že H je gradovanou abelovskou podgrupou G právě když
∀k ∈ Z, Hk je podgrupou Gk. Ṕı̌seme H ≤ G.

Poznámka. Ṕı̌seme-li někde 0 ∈ G, mysĺıme t́ım, že 0 je neutrálńı element nějaké grupy Gk, kde
k = |0| ∈ Z. Znak 0 tedy v tomto textu neznač́ı jedinečný prvek.

Definice 2.1.3. Bud’te R gradovaná abelovská grupa, 1 ∈ R0, (µij)i,j∈Z soubor biaditivńıch
zobrazeńı µij : Ri ×Rj → Ri+j a necht’ ∀r ∈ Ri, ∀s ∈ Rj , ∀q ∈ R` plat́ı:

µ0j(1, s) = s, µi0(r, 1) = r, (2.1a)

µi(j+`)(r, µj`(s, q)) = µ(i+j)`(µij(r, s), q). (2.1b)

Potom (R, (µij), 1) nazveme gradovaným okruhem.

Poznámka. i. Při stejném značeńı lze vidět, že z komponentńıch množin pouze R0 má struk-
turu okruhu.

ii. Jak je zvykem u klasických okruh̊u, znač́ıme multiplikativně µij(r, s) =: rs.
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iii. Prvek 1 ∈ R je určen jednoznačně. Skutečně: bud’ 1̃ jiný prvek splňuj́ıćı (2.1a). Potom
1 = 11̃ = 1̃.

iv. Pro dva prvky r, s ∈ R je tedy vždy definován jejich součin rs ∈ R, kde |rs| = |r| + |s|.
Jejich součet r + s je však definován pouze pokud |r| = |s|.

Definice 2.1.4. Bud’ R gradovaný okruh. Potom I ≤ R nazveme levým ideálem v R
def⇐⇒

(∀r ∈ R ) ( rIk ⊆ Ik+|r| ). Pokud zároveň plat́ı (∀r ∈ R ) ( Ikr ⊆ Ik+|r| ), nazveme I obou-
stranným ideálem (nebo jen ideálem).

Definice 2.1.5. Bud’ R gradovaný okruh, M gradovaná abelovská grupa. {ϕij}i,j∈Z množina
biaditivńıch zobrazeńı ϕij : Ri ×Mj →Mi+j , splňuj́ıćı ∀r, s ∈ R, ∀m ∈M

ϕ(|r|+|s|)|m|(rs,m) = ϕ|r|(|s|+|m|)(r, ϕ|s||m|(s,m)), (2.2a)

ϕ0|m|(1,m) = m. (2.2b)

Potom (M, (ϕij)i,j∈Z) nazveme levým modulem nad gradovaným okruhem R (neboli levým
R-modulem). Pro všechny r ∈ R a m ∈M ṕı̌seme rm := ϕ|r||m|(r,m).

Definice 2.1.6. Bud’ R gradovaný okruh a M levý R-modul. Potom N ≤M nazveme podmo-

dulem modulu M
def⇐⇒ (∀r ∈ R) (rN ⊆ N) tj. N je uzavřené na násobeńı prvky z R. Pokud

jsou jedinými podmoduly modulu M gradované množiny {{0}k}k∈Z a M samotné, řekneme, že
M je ireducibilńı. Gradovanou množinu {{0}k}k∈Z budeme dále značit jednoduše jako 0.

Následuj́ıćı úsek slouž́ı k definici lokálńıho gradovaného okruhu. Dále pomoćı Jacobso-
nova radikálu a několika lemmat dokážeme větu 2.1.24 o ekvivalentńıch definićıch lokálńıho
gradovaného okruhu.

Poznámka. V celé podkapitole budeme ṕısmenem R značit gradovaný okruh.

Definice 2.1.7. Maximálńım (levým) ideálem v R mysĺıme přirozeně takový (levý) ideál
I 6= R, že (∀J 6= R, J (levý) ideál v R ) ( I ≤ J =⇒ I = J ). Maximálńıch (levých) ideál̊u se
může v R vyskytovat v́ıce. Naopak největš́ım (levým) ideálem v R mysĺıme takový (levý) ideál
I 6= R, že (∀J 6= R, J (levý) ideál v R ) ( J ≤ I ). Největš́ı (levý) ideál může být v R nanejvýš
jeden. Každý největš́ı (levý) ideál je zároveň maximálńı.

Poznámka 2.1.8. Obdobným postupem jako u klasických okruh̊u lze pomoćı Zornova lemmatu
ukázat, že každý (levý) ideál v nenulovém gradovaném okruhu muśı být obsažen v nějakém
maximálńım (levém) ideálu. Z toho mimo jiné plyne, že maximálńı (levý) ideál I ⊂ R je největš́ı,
právě když je jediným maximálńım (levým) ideálem v R.

Definice 2.1.9. Řekneme, že R je lokálńı
def⇐⇒ obsahuje právě jeden maximálńı levý ideál.

Definice 2.1.10. Pr̊unik všech maximálńıch levých ideál̊u gradovaného okruhu R označ́ıme
J(R) a nazveme Jacobson̊uv radikál.

Poznámka. Stejně jako v negradovaném př́ıpadě je snadné ukázat, že pr̊unik libovolné množiny
(levých) ideál̊u v R je opět (levý) ideál v R.

Definice 2.1.11. Bud’ M levý R-modul. Potom annihilátorem M mysĺıme množinu

Ann(M) := {r ∈ R | rM = 0}. (2.3)
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Tvrzeńı 2.1.12. Ann(M) je oboustranný ideál gradovaného okruhu R.

D̊ukaz. Mějme a ∈ Ann(M). Potom ∀r ∈ R, ∀m ∈M plat́ı:

(ar)m = a(rm) = 0 ∧ (ra)m = r(am) = 0,

=⇒ ar ∈ Ann(M) ∧ ra ∈ Ann(M).
(2.4)

Poznámka. R-modulem máme nadále na mysli vždy levý R-modul.

Definice 2.1.13. Bud’ I levý ideál v R. Potom symbolem R/I mysĺıme gradovanou abelovskou
grupu, jej́ıž k-tá komponenta je faktorgrupa Rk/Ik. Tato gradovaná abelovská grupa se dá
přirozeným zp̊usobem chápat jako levý R-modul: pro r, s ∈ R zavád́ıme r[s] := [rs]. Nezávadnost
této definice plyne z faktu, že ∀i ∈ I, [r(s+ i)] = [rs+ ri] = [rs] + [ri] = [rs].

Tvrzeńı 2.1.14. Bud’ I levý ideál v R. Potom Ann(R/I) je nejvěťśı oboustranný ideál obsažený
v I.

D̊ukaz. (Ann(R/I) ⊆ I): Mějme a ∈ Ann(R/I). Potom plat́ı [a] = [a ·1] = a[1] = [0] =⇒ a ∈ I.

(Ann(R/I) je největš́ı): Bud’ J ⊆ I libovolný ideál. Bud’ j ∈ J . Potom ∀r ∈ R plat́ı:

j[r] = [ jr︸︷︷︸
∈J⊆I

] = [0] =⇒ j ∈ Ann(R/I). (2.5)

Lemma 2.1.15. Bud’ r ∈ R. Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı.

1. r ∈ J(R).

2. ( ∀x ∈ R, |x| = −|r| ) ( 1− xr má levou inverzi ).

3. r ∈
⋂
M∈Q

Ann(M), kde Q znač́ı množinu všech ireducibilńıch R-modul̊u.

D̊ukaz. (1 =⇒ 2): Pro spor předpokládejme, že existuje takové x stupně −|r|, že 1− xr nemá
levou inverzi. Potom 1 /∈ R(1 − xr) a R(1 − xr) je tedy vlastńı levý ideál. Jako takový je ale
obsažen v nějakém maximálńım levém ideálu I. R(1 − xr) ⊆ I =⇒ (1 − xr) ∈ I. Ale také
r ∈ J(R) ⊆ I =⇒ xr ∈ I. Dstáváme tedy 1− xr + xr = 1 ∈ I =⇒ I = R. Což je spor, jelikož
I byl vlastńı ideál.

(2 =⇒ 3): Opět pro spor mějme ireducibilńı R-modul M , m ∈ M takové, že rm 6= 0.
Potom Rrm ≤ M a (∀s ∈ R ) ( sRrm ⊆ Rrm ), tedy Rrm je podmodul modulu M . Jelikož
M je ireducibilńı, a 0 6= rm ∈ Rrm, muśı nutně Rrm = M . Potom ale (∃q ∈ R ) ( qrm = m )
tedy

0 = m− qrm = (1− qr)m. (2.6)

Jelikož ale předpokládáme, že (1− qr) má levou inverzi, dostáváme, že m = 0. Spor.

(3 =⇒ 1): Mějme I libovolný maximálńı levý ideál a ukažme, že R/I je ireducibilńı
R-modul. Bud’ S jeho podmodul a π : R → R/I projekce r 7→ [r]. Pak vid́ıme, že
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(∀q ∈ R,∀[s] ∈ S ) (π(qs) = [qs] ∈ S ) =⇒ π−1(S) je levý ideál v R. Nav́ıc,
( ∀0 ∈ R ) ((π−1(S))|0| ⊇ π−1([0]) = I|0| )

=⇒ I ⊆ π−1(S),

=⇒ π−1(S) = I ∨ π−1(S) = R,

=⇒ Q = R/I ∨ Q = {{[0]}k}k∈Z.
(2.7)

Tedy R/I je ireducibilńı. Z předpokladu plyne, že [r] = r[1] = [0], tedy r ∈ I, a jelikož I byl
libovolný maximálńı levý ideál, r ∈ J(R).

Důsledek 2.1.16. Bod (3) ř́ıká, že J(R) je pr̊unikem všech Ann(M), kde M je ireducibilńı. Je-
likož ale každý annihilátor je oboustranný ideál, okamžitě dostáváme že J(R) je vždy oboustranný
ideál. Z toho mimo jiné plyne, že R/J(R) má strukturu gradovaného okruhu.

Značeńı 2.1.17. Gradovanou množinu invertibilńıch prvk̊u R označ́ıme U(R), to jest ∀k ∈ Z,

U(R)k := { r ∈ Rk| ∃q ∈ R−k, rq = qr = 1 }. (2.8)

Lemma 2.1.18. r ∈ J(R) ⇐⇒ ( ∀x, y ∈ R, |x|+ |y| = −|r| ) ( 1− xry ∈ U(R) ).

D̊ukaz. ( ⇐= ): Pro volbu y = 1 dostaneme ( ∀x ∈ R, |x| = −|r| ) ( 1 − xr ∈ U(R) ) a z bodu 2
lemmatu 2.1.15 plyne r ∈ J(R).
( =⇒ ): Mějme 1−xry. Jelikož ry ∈ J(R), z lemmatu 2.1.15 plyne, že (∃q ∈ R ) ( q(1−xry) = 1 ).
q má tedy pravou inverzi a plat́ı:

q = 1 + qxry

= 1− (−q)x · ry︸︷︷︸
∈J(R)

=⇒ q ∈ U(R) =⇒ 1− xry ∈ U(R). (2.9)

Lemma 2.1.19. J(R) je nejvěťśı ideál I v R takový, že

1 + I ⊆ U(R). (2.10)

D̊ukaz. Fakt, že 1 + J(R) ⊆ U(R), plyne z lemmatu 2.1.18. Bud’ nyńı I libovolný ideál v R
splňuj́ıćı (2.10). Potom

i ∈ I =⇒ (∀x ∈ R, |x| = −|i| ) ( 1− xi ∈ U(R) )
2.1.15
=⇒ i ∈ J(R). (2.11)

Lemma 2.1.20. q ∈ U(R) ⇐⇒ [q] ∈ U(R/J(R)).

D̊ukaz. Netriviálńı je pouze implikace zprava doleva. Mějme q̃ ∈ R takové, že [q̃][q] = [q][q̃] = [1].
Tedy

( ∃h1, h2 ∈ J(R) ) ( q̃q = 1 + h1 ∧ qq̃ = 1 + h2 ),

2.1.18
=⇒ ( ∃s1, s2 ∈ R ) ( s1q̃q = 1 ∧ qq̃s2 = 1 ),

(2.12)

a tedy q má levou i pravou inverzi.
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Lemma 2.1.21. Pokud je J(R) nejvěťśım levým ideálem v R, je také nejvěťśım pravým ideálem.

D̊ukaz. Mějme P libovolný vlastńı pravý ideál v R. Pro spor předpokládejme, že existuje p ∈ P,
p /∈ J(R). Pro takové p nutně (∃p̃) (p̃p = 1), protože jinak by Rp byl vlastńı levý ideál v R
a tud́ıž Rp ⊆ J(R) a p ∈ J(R). Pod́ıvejme se bĺıže na prvek pp̃:

i. pp̃ /∈ J(R), protože jinak by J(r) 3 (pp̃)p = p,

ii. pp̃ muśı mı́t levou inverzi, protože jinak by Rpp̃ byl levý ideál =⇒ pp̃ ∈ J(R).

Tedy ∃q, 1 = q(pp̃) = (qp)p̃ =⇒ p̃ ∈ U(R) =⇒ p ∈ U(R) což je spor, jelikož p byl prvek
vlastńıho pravého ideálu.

Definice 2.1.22. Bud’ R gradovaný okruh. Řekneme, že R je (nekomutativńı) gradované

těleso
def⇐⇒ U(R) = R \ 0.

Lemma 2.1.23. Pokud maj́ı v gradovaném okruhu R všechny nenulové prvky levou inverzi, pak
je R gradovaným tělesem.

D̊ukaz. Necht’ pro každý nenulový prvek v R znač́ı vlnovka jeho levou inverzi. Mějme 0 6= r ∈ R.
Potom jistě také r̃ 6= 0 a má tedy také levou inverzi ˜̃r ∈ R. Dostáváme tak

rr̃ = ˜̃rr̃rr̃ = ˜̃rr̃ = 1, (2.13)

tedy r̃ je také pravou inverźı prvku r, což znamená, že r ∈ U(R).

Následuje gradovaná verze věty [2, theorem 19.1].

Věta 2.1.24 (Ekvivalentńı definice lokálńıho gradovaného okruhu). Následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:

1. R je lokálńı gradovaný okruh.

2. R/J(R) je gradované těleso.

3. J(R) = R \ U(R).

4. R \ U(R) je ideál v R.

5. R \ U(R) ≤ R.

6. ( ∀a, b ∈ R, |a| = |b| ) ( a+ b ∈ U(R) =⇒ a ∈ U(R) ∨ b ∈ U(R) ).

D̊ukaz. (1 =⇒ 2): Hledáme inverzńı prvek pro každé [0] 6= [r] ∈ R/J(R). Jelikož [r] = [0] ⇐⇒
r ∈ J(R), tak nám dle lemmatu 2.1.20 stač́ı ukázat, že každé r /∈ J(R) je invertibilńı. Pokud
r nemá levou inverzi =⇒ Rr je vlastńı levý ideál =⇒ Rr ⊆ J(R) =⇒ r ∈ J(R). Dı́ky
lemmatu 2.1.21 můžeme postupovat stejně pro pravou inverzi.

(2 =⇒ 1): Mějme I libovolný vlastńı levý ideál. Potom ∀h ∈ I, [1+h] ∈ U(R/J(R))
2.1.20
=⇒

1 + h ∈ U(R) =⇒ 1 + I ⊆ U(R)
2.1.19
=⇒ I ⊆ J(R). Tedy J(R) je největš́ım, to jest jediným

maximálńım, levým ideálem v R (viz definice 2.1.7 a poznámka 2.1.8).
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(2 =⇒ 3) : R/J(R) těleso
2.1.20
=⇒ U(R) = R \ J(R) ⇐⇒ J(R) = R \ U(R).

(3 =⇒ 4 =⇒ 5 =⇒ 6): Triviálńı.

(6 =⇒ 2) : [r] 6= [0] ⇐⇒ ∃I maximálńı levý ideál v R, takový, že r /∈ I =⇒ I + Rr
je levý ideál, I ⊂ I + Rr 3 r =⇒ I + Rr = R =⇒ ∃h ∈ I, q ∈ R tak, že h+ qr = 1 ∈ U(R).
Z předpokladu dostaneme

h ∈ U(R) ∨ qr ∈ U(R). (2.14)

Jelikož ale h invertibilńı neńı, zjǐst’ujeme, že r má levou inverzi. Pouze drobnou úpravou lemmatu
2.1.20 dostaneme, že také [r] má levou inverzi. Jelikož [r] bylo libovolné nenulové, z lemmatu
2.1.23 plyne, že R/J(R) je gradované těleso.

Na konec této podkapitoly užijeme pojmů z teorie kategoríı ke klasifikaci gradovaných
okruh̊u.

Definice 2.1.25. gRing definujeme jako kategorii, jej́ıž objekty jsou gradované okruhy a pro

každé R,S ∈ gRing je ϕ : R → S morfismem
def⇐⇒ ϕ = {ϕi}i∈Z kde ∀i ∈ Z, ϕi : Ri → Si je

homomorfismem grup a nav́ıc ∀x, y ∈ R plat́ı

ϕ|x|+|y|(xy) = ϕ|x|(x)ϕ|y|(y),

ϕ0(1R) = 1S .
(2.15)

Mı́sto ϕ|x|(x) ṕı̌seme nadále pouze ϕ(x). Bud’te dále ϕ ∈ gRing(R,S), ψ ∈ gRing(S,Q), pak
definujeme

ψ ◦ ϕ = {(ψ ◦ ϕ)i}i∈Z := {ψi ◦ ϕi}i∈Z. (2.16)

Lze snadno nahlédnout, že takto definované ψ ◦ ϕ je morfismem z R do Q. Identický morfismus
se definuje intuitivně jako identita po složkách, což dělá z gRing dobře definovanou kategorii.

Definice 2.1.26. V kategorii gRing zavád́ıme podkategorii glRing, jej́ıž objekty jsou lokálńı gra-
dované okruhy, a řekneme, že ϕ ∈ gRing(R,S), kde R,S jsou lokálńı, je současně v glRing(R,S)
def⇐⇒ ϕ(J(R)) ⊆ J(S).

Poznámka. To, že hom(glRing) je uzavřené na skládáńı, je vidět snadno: Mějme ϕ ∈ glRing(R,S),
ψ ∈ glRing(S,Q) a bud’ r ∈ J(R). Potom ψ ◦ ϕ(r) = ψ(ϕ(r)︸︷︷︸

∈J(S)

) ∈ J(Q).

Tvrzeńı 2.1.27. Bud’ ϕ ∈ hom(gRing). Pokud je ϕ nav́ıc isomorfismus, tak ϕ ∈ hom(glRing).

D̊ukaz. Mějme R,S ∈ glRing, kde ϕ : R → S. Pro spor předpokládejme, že existuje r ∈
J(R) takové, že ϕ(r) /∈ J(S). Dle věty 2.1.24 to je právě tehdy, když ϕ(r) ∈ U(S). Tedy
( ∃s ∈ S ) ( sϕ(r) = 1 ). ϕ je surjektivńı, existuje tedy r̃ ∈ R které se zobraźı na s. Dostáváme

1 = sϕ(r) = ϕ(r̃)ϕ(r) = ϕ(r̃r). (2.17)

Z injektivnosti potom plyne, že r̃r = 1, tedy r má levou inverzi. Obdobně dostaneme, že má
i pravou inverzi, tedy r ∈ U(R), což je spor, nebot’ podle 2.1.24 je U(R) = R \ J(R).

Tvrzeńı 2.1.28. Bud’te R,S gradované okruhy, přičemž S je lokálńı. Necht’ dále existuje
ϕ ∈ gRing(R,S) izomorfismus. Potom R je nutně také lokálńı.
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D̊ukaz. Necht’ pro spor R neńı lokálńı. Podle bodu 6 věty 2.1.24 to znamená, že

( ∃a, b ∈ U(R), |a| = |b| ) ( a+ b ∈ U(R) ∧ a /∈ U(R) ∧ b /∈ U(R) ). (2.18)

Bud’ tedy c ∈ R takové, že c(a+ b) = (a+ b)c = 1R. Potom

1S = ϕ(1R) = ϕ(c) (ϕ(a) + ϕ(b)) = (ϕ(a) + ϕ(b))ϕ(c). (2.19)

To ovšem znamená, že ϕ(a) + ϕ(b) ∈ U(S). Opět z bodu 6 věty 2.1.24 dostáváme, že potom
ϕ(a) ∈ U(S) ∨ ϕ(b) ∈ U(S). Necht’ BÚNO ϕ(a) ∈ U(S). Potom existuje t ∈ S takové, že

tϕ(a) = ϕ(a)t = 1S =⇒ ϕ−1(t)a = aϕ−1(t) = 1R, (2.20)

a tedy a ∈ U(R), což je spor s (2.18).

2.2 Gradovaná tenzorová algebra

Ćılem této podkapitoly bude definovat gradovanou tenzorovou algebru a nalézt vhodnou gradova-
nou algebru pro definici gradované domény. Přesto, že tuto algebru zavedeme v poměrně vysoké
obecnosti, záhy po jej́ı definici se omeźıme na takzvaný nezáporně gradovaný př́ıpad, který poté
povede na definici nezáporně gradovaných variet, neboli N-variet (z angl. non-negatively graded
manifold).

Na začátek je třeba uvést kategorii gradovaných vektorových prostor̊u a gradovaně ko-
mutativńıch algeber.

Definice 2.2.1. Gradovaným vektorovým prostorem V nazveme gradovanou množinu,
jej́ıž komponentńı množiny Vk maj́ı strukturu vektorového prostoru nad stejným tělesem, což
v tomto textu bude vždy těleso R. Máme li dva gradované vektorové prostory V,W , řekneme,
že V je podprostorem W , právě když Vk je podprostorem Wk pro všechna k.

Pro V,W dva gradované vektorové prostory, řekneme, že ϕ : V → W je gradované

lineárńı zobrazeńı
def⇐⇒ ϕ = {ϕi}i∈Z ∧ (∃k ∈ Z ) (∀i ∈ Z ) (ϕ : Vi → Wi+k je lineárńı

zobrazeńı ). Takové k potom nazýváme stupněm ϕ a znač́ıme |ϕ|. Množinu všech gradovaných
lineárńıch zobrazeńı stupně k z V do W znač́ıme Link(V,W ). Dále zavád́ıme Lin(V,W ) ∈ gVec
jako Lin(V,W )k := Link(V,W ). Vid́ıme, že při této definici je stupeň ϕ ∈ Lin(V,W ) jakožto
lineárńıho zobrazeńı stejný jako jeho stupeň jakožto prvku Lin(V,W ), nedocháźı tedy ke kon-
fliktu značeńı.

Kategorii gVec zavád́ıme jako kategorii, jej́ıž objekty jsou gradované vektorové prostory
a jej́ıž morfismy jsou gradovaná lineárńı zobrazeńı stupně nula.

Poznámka. i. Pro ϕ ∈ Lin(V,W ), v ∈ V , je tedy ϕ(v) ∈W|ϕ|+|v|.

ii. Skládáńı gradovaných lineárńıch zobrazeńı jakožto i skládáńı morfismů každé dále definované
kategorie je, pokud nebude řečeno jinak, chápáno po složkách.

Poznámka 2.2.2. Máme-li V (negradovaný) vektorový prostor, lze z něj kanonicky vytvořit
V ∈ gVec jednoduše tak, že V0 := V, Vk 6=0 := {0}. Oba vektorové prostory, gradovaný i negra-
dovaný, znač́ıme V . Z kontextu bude vždy jasné, o který se jedná. (Zejména R budeme v tomto
smyslu často chápat jako gradované.)
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Definice 2.2.3. Pro každý gradovaný vektorový prostor V zavád́ıme jeho duálńı prostor
V ∗ ∈ gVec po složkách jako

(V ∗)k := (V−k)
∗ . (2.21)

Plat́ı, že pro každé V ∈ gVec existuje kanonický izomorfismus mezi V ∗ a Lin(V,R), kde R je
chápáno jako gradované ve smyslu předchoźı poznámky.

Definice 2.2.4. Mějme nyńı A ∈ gVec. Vektorové sč́ıtáńı definuje na každém Ak přirozeným
zp̊usobem strukturu abelovské grupy. Necht’ je tedy A zároveň gradovaným okruhem ve smyslu
definice 2.1.3 s t́ım rozd́ılem, že zobrazeńı µij jsou nav́ıc všechna bilineárńı (tj. bi-R-lineárńı).
Takové A nazveme gradovaná unitálńı asociativńı algebra.

Kategorii, jej́ıž objekty jsou gradované unitálńı asociativńı algebry, nazýváme gAs.
Morfismy této kategorie jsou gradovaná lineárńı zobrazeńı stupně nula zachovávaj́ıćı jedničku

a součin. Formálně: ∀A,B ∈ gAs, ϕ ∈ gAs(A,B)
def⇐⇒ ϕ ∈ Lin0(A,B) a zároveň plat́ı:

ϕ(1A) = 1B, (2.22a)

( ∀a, ã ∈ A ) (ϕ(aã) = ϕ(a)ϕ(ã) ). (2.22b)

Definice 2.2.5. Bud’ n ∈ N. Pro V (1), . . . , V (n) ∈ gVec definujeme V (1)⊗· · ·⊗V (n) ∈ gVec jako

(V (1) ⊗ · · · ⊗ V (n))k :=
⊕

k1+···+kn=k

V
(1)
k1
⊗ · · · ⊗ V (n)

kn
. (2.23)

Definice 2.2.6. Pro V ∈ gVec, p ∈ N znač́ıme

Tp(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p−krát

. (2.24)

Pro každé V nav́ıc klademe T0(V ) := R ∈ gVec.
Tp(V ) nazýváme p-tá tenzorová mocnina prostoru V .

Zkoumejme nyńı T(V ) :=
⊕∞

p=0 Tp(V ) ∈ gVec. Každý prvek T(V )k je lineárńı kombinaćı
prvk̊u typu v1 ⊗ · · · ⊗ vp, kde p ∈ N, vj ∈ V pro každé j a

∑p
j=1|vj | = k. Pokud je k rovno nule,

v lineárńı kombinaci nav́ıc figuruje ještě
”
absolutńı člen“, tj. reálné č́ıslo (z T0(V )0 = R).

Na T(V ) dále zavedeme strukturu gradované algebry. Pro v1 ⊗ · · · ⊗ vp ∈ T(V )k,
w1 ⊗ · · · ⊗ wq ∈ T(V )j polož́ıme jednoduše

(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) ∗ (w1 ⊗ · · · ⊗ wq) := v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq ∈ T(V )k+j , (2.25a)

a pro 1 ∈ R ⊆ T0(V )0 ⊆ T(V )0

1 ∗ (v1 ⊗ · · · ⊗ vp) := v1 ⊗ · · · ⊗ vp. (2.25b)

A požadavkem bilinearity ∗ rozš́ı̌ŕıme definici na všechny prvky prostoru T(V ). T(V ) se nazývá
tenzorová algebra nad gradovaným vektorovým prostorem V .

Poznámka. i. Roli neutrálńıho multiplikativńıho elementu v T(V ) tedy hraje 1 ∈ R ⊆ T(V )0.

ii. Vid́ıme, že naše ∗ neńı nic jiného než obyčejný tenzorový součin, z čehož mimo jiné plyne
asociativita.
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Definice 2.2.7. O A ∈ gAs řekneme, že je gradovaně komutativńı, pokud

( ∀a, b ∈ A ) ( a · b = (−1)|a||b|b · a ). (2.26)

Kategorii gradovaně komutativńıch algeber gcAs definujeme jako plnou podkategorii kategorie
gAs.

Definice 2.2.8. Bud’ V ∈ gVec. Pro každé k ∈ Z, p ∈ N0 označme M
(p)
k vektorový podprostor

prostoru Tp(V )k, definovaný pro p ≥ 2 jako

M
(p)
k := span({ a⊗ (v ⊗ w − (−1)|v||w|w ⊗ v)⊗ b

| a ∈ Tq(V ), b ∈ Ts(V ), v, w ∈ V, |a|+ |v|+ |w|+ |b| = k }),
(2.27)

kde q + s = p− 2, a pro p ∈ {1, 0} jako

M
(1)
k := {0} ⊆ Vk, M

(0)
k := {0} ⊆ Rk. (2.28)

Bud’ M (p) := {M (p)
k }k∈Z. Potom p-tou symetrickou mocninu prostoru V definujeme jako

Sp(V ) := Tp(V )/
M (p) , (2.29)

myšleno po složkách. Označme

S(V ) :=
∞⊕
p=0

Sp(V ) ∈ gVec. (2.30)

Podobně jako u T(V ) je každý prvek vektorového prostoru S(V )k lineárńı kombinaćı prvk̊u typu

[v1 ⊗ · · · ⊗ vp], kde p ∈ N, ∀j ∈ p̂ je vj ∈ Vj ∧
p∑
j=1

|vj | = k, (2.31)

a pro k = 0 také prvku [1] ∈ S(V )0. Takovýmto prvk̊um budeme ř́ıkat generátory S(V ). Na S(V )
zavád́ıme operaci ∗ analogicky jako v definici 2.2.6, to jest požadavkem bilinearity a p̊usobeńım
na generátory:

[v1 ⊗ · · · ⊗ vp] ∗ [w1 ⊗ · · · ⊗ wq] := [v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq] ∈ S(V )k+j , (2.32a)

[1] ∗ [v1 ⊗ · · · ⊗ vp] := [v1 ⊗ · · · ⊗ vp]. (2.32b)

Nezávislost definic (2.32a) a (2.32b) na výběru reprezentanta plyne snadno z definice M (p)

a z bilinearity ⊗. Stejně tak asociativita ∗ plyne z asociativity ⊗. S(V ) vybavené součinem ∗ se
tedy stává gradovanou algebrou, kterou nazýváme symetrická algebra nad prostorem V .

Tvrzeńı 2.2.9. S(V ) je gradovaně komutativńı.

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že (2.26) plat́ı pro součin generátor̊u. Pokud je jedńım z generátor̊u
prvek [1], tvrzeńı je triviálńı, omezme se tedy na generátory tvaru (2.31). Bud’te v = [v1⊗· · ·⊗vp],
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w = [w1 ⊗ · · · ⊗ wq] dva takovéto generátory, potom

v ∗ w = [v1 ⊗ · · · ⊗ vp] ∗ [w1 ⊗ · · · ⊗ wq]
= [v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq]
= [v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq
− (−1)|vp||w1| v1 ⊗ · · · ⊗ vp−1 ⊗ w1 ⊗ vp ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wq
+ (−1)|vp||w1| v1 ⊗ · · · ⊗ vp−1 ⊗ w1 ⊗ vp ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wq]

= [v1 ⊗ · · · ⊗ vp−1 ⊗ (vp ⊗ w1 − (−1)|vp||w1| w1 ⊗ vp)⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wq︸ ︷︷ ︸
∈M(p+q)

]

+ [(−1)|vp||w1| v1 ⊗ · · · ⊗ vp−1 ⊗ w1 ⊗ vp ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wq]
= (−1)|vp||w1| [v1 ⊗ · · · ⊗ vp−1 ⊗ w1 ⊗ vp ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wq].

...

= (−1)(|vp|+···+|v1|)|w1| [w1 ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wq]
...

= (−1)|v|(|w1|+|w2|) [w1 ⊗ w2 ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w3 ⊗ · · · ⊗ wq]
...

= (−1)|v||w| [w1 ⊗ · · · ⊗ wq ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vp],
= (−1)|v||w| w ∗ v.

(2.33)

Pro libovolné a, b ∈ S(V ) existuj́ı generátory ai, |ai| = |a| a bj , |bj | = |b| spolu s reálnými
koeficienty αi a βj tak, že a =

∑n
i=1 αiai, b =

∑m
j=1 βjbj , kde m,n ∈ N. Potom ale

a ∗ b = (

n∑
i=1

αiai) (

m∑
j=1

βjbj) =

n∑
i=1

m∑
j=1

αiβjaibj =

n∑
i=1

m∑
j=1

(−1)|ai||bj |αiβjbjai

= (−1)|a||b| b ∗ a.

(2.34)

Symetrickou algebru nad gradovaným vektorovým prostorem je pro naše potřeby třeba
ještě rozš́ı̌rit.

Bud’te V ∈ gVec, A ∈ gcAs. Označme

S̄(V,A) :=

∞∏
p=0

A⊗ Sp(V ), (2.35)

myšleno po složkách. Libovolný prvek a ∈ S̄(V,A) je tedy tvaru a = (a0, a1, . . . ), kde
∀j ∈ N0, aj ∈ A ⊗ Sj(V ), |aj | = |a|. Naš́ım ćılem je zavést na S̄(V,A) strukturu gradovaně
symetrické algebry.

Nejprve zavedeme zobrazeńı (̂·) : A ⊗ Sp(V ) × A ⊗ Sq(V ) → A ⊗ Sp+q(V ), pro každé
p, q ∈ N0, definované na generátorech jako

(α1 ⊗ σ1) ·̂ (α2 ⊗ σ2) := (−1)|α1||σ2| (α1 ·A α2)⊗ (σ1 ∗ σ2). (2.36)
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kde α1,2 ∈ A, σ1 ∈ Sp(V ), σ2 ∈ Sq(V ), (·A) je násobeńı v A a ∗ je násobeńı v S(V ). Zobrazeńı
(̂·) dále rozš́ı̌ŕıme požadavkem bilinearity na celý definičńı obor.

Lemma 2.2.10. Bud’te x ∈ A⊗ Sp(V ), y ∈ A⊗ Sq(V ), z ∈ A⊗ Sr(V ). Potom

1. x ·̂ y = (−1)|x||y| y ·̂x,

2. (x ·̂ y) ·̂ z = x ·̂ (y ·̂ z).

D̊ukaz. Platnost stač́ı z bilinearity ověřit poze pro generátory. Přejmeme-li značeńı z (2.36),
dostaneme

(α1 ⊗ σ1) ·̂ (α2 ⊗ σ2) = (−1)|α1||σ2| (α1 ·A α2)⊗ (σ1 ∗ σ2)

= (−1)|α1||σ2| ( (−1)|α1||α2| α2 ·A α1)⊗ ( (−1)|σ1||σ2| σ2 ∗ σ1)

=

(−1)|α1⊗σ1||α2⊗σ2|︷ ︸︸ ︷
(−1)(|α1|+|σ1|) (|α2|+|σ2|) (−1)|α2||σ1| (α2 ·A α1)⊗ (σ2 ∗ σ1)︸ ︷︷ ︸

(α2⊗σ2) ·̂ (α1⊗σ1)

,

(2.37)

kde posledńı rovnost plyne z

(−1)|α1||σ2|+|α1||α2|+|σ1||σ2| = (−1)|α1||σ2|+|α1||α2|+|σ1||σ2|+2|α2||σ1|

= (−1)(|α1|+|σ1|) (|α2|+|σ2|)+|α2||σ1|.
(2.38)

Což dokazuje bod (1). Bod (2) se ukáže jednoduše:

( (α1 ⊗ σ1) ·̂ (α2 ⊗ σ2) ) ·̂ (α3 ⊗ σ3) = ( (−1)|α1||σ2| (α1 ·A α2)⊗ (σ1 ∗ σ2) ) ·̂ (α3 ⊗ σ3)

= (−1)|α1||σ2|+(|α1|+|α2|)|σ3| (α1 ·A α2 ·A α3)⊗ (σ1 ∗ σ2 ∗ σ3)

= (−1)|α1|(|σ2||σ3|)+|α2|)|σ3| (α1 ·A α2 ·A α3)⊗ (σ1 ∗ σ2 ∗ σ3)

= (α1 ⊗ σ1) ·̂ ( (α2 ⊗ σ2) ·̂ (α3 ⊗ σ3) ).

(2.39)

Nyńı můžeme pro každé a = (a0, a1, . . . ), b = (b0, b1, . . . ) z S̄(V,A) definovat jejich
součin a · b ≡ ((a · b)0, (a · b)1, . . . ) ∈ S̄(V,A) pro každé j ∈ N0 jako

(a · b)j :=

j∑
i=0

ai ·̂ bj−i ∈ A⊗ Sj(V ). (2.40)

Tvrzeńı 2.2.11. Výše zavedená operace · je korektně definovaným gradovaně komutativńım
součinem na S̄(V,A).

D̊ukaz. Roli neutrálńıho elementu pak hraje prvek (1A · 1R, 0, . . . ) ∈ S̄(V,A)0. Bilinearita
snadno plyne z př́ıslušných definic, a asociativita spolu s gradovanou komutativitou se obdrž́ı
aplikaćı lemmatu 2.2.10 na výraz (2.40).

Definice 2.2.12. Výše zavedenou S̄(V,A) ∈ gcAs nazveme rozš́ı̌rená symetrická algebra
nad gradovaným vektorovým prostorem V s hodnotami v gradovaně komutativńı algebře A.
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2.3 Algebra S̄(V,A) jako prostor formálńıch řad

V minulé podkapitole jsme zavedli S̄(V,A) ≡
∏∞
p=0A⊗Sp(V ) pro libovolné V ∈ gVec a A ∈ gcAs.

V tomto textu se však budeme setkávat výhradně s prostory V konečné dimenze (co přesně t́ım
mysĺıme, upřesńıme záhy) a algebrou A triviálně gradovanou, to jest gradovanou pouze ve smyslu
poznámky 2.2.2. Ukazuje se totiž, že v takovém př́ıpadě lze S̄(V,A) považovat za prostor jistých
formálńıch řad.

Nejprve poznamenáme, že požadavek triviálńı gradovanosti algebry A implikuje, že pro
každé q ∈ N0 je

(A⊗ Sq(V ))k = A0 ⊗ (Sq(V )k). (2.41)

Definice 2.3.1. Bud’ V ∈ gVec takový, že každý jeho komponentńı vektorový prostor má
konečnou dimenzi. Potom posloupnost {dim(Vj)}j∈Z nazveme gradovanou dimenźı prostoru
V a znač́ıme gdimV . Pokud nav́ıc plat́ı, že

∑
j∈Z dim(Vj) < +∞, řekneme, že V má konečnou

dimenzi (nebo že je konečněrozměrný) a č́ıslo
∑

j∈Z dim(Vj) ∈ N0 nazveme souhrnnou di-
menźı prostoru V .

Poznámka. Gradovaný vektorový prostor V je tak konečněrozměrný právě tehdy, když jsou
všechny Vj konečněrozměrné a zároveň pouze pro konečně mnoho j ∈ Z plat́ı Vj 6= {0}.

Definice 2.3.2. Bud’ V konečněrozměrný gradovaný vektorový prostor gradované dimenze (nj)
a souhrnné dimenze

∑
j∈Z nj =: n∗. Potom uspořádanou n∗-tici ( ξ1, ξ2, . . . , ξn∗ ) takovou, že pro

každé j ∈ Z takové, že Vj 6= {0}, existuje báze ( ξ
(j)
1 , . . . , ξ

(j)
nj ) prostoru Vj a plat́ı:

( ξ1, ξ2, . . . , ξn∗ ) := ( { ξ(j)
k | j ∈ Z, k = 1, . . . , nj }, ≤ ), (2.42)

kde ≤ je libovolné uspořádáńı, nazveme souhrnnou báźı gradovaného vektorového prostoru
V .

Poznámka. Neformálně řečeno je tedy souhrnná báze tvořena
”
sesypáńım dohromady“ všech

bazických vektor̊u všech komponentńıch prostor̊u.

Značeńı 2.3.3. Mějme V ∈ gVec konečněrozměrný, ( ξ1, . . . , ξn∗) jeho souhrnnou bázi, k ∈ Z,
m ∈ N. Potom zavád́ıme značeńı

N∗k := { ( p1, . . . , pn∗ ) ∈ Nn∗0 |
n∗∑
j=1

pj |ξj | = k ∧ pj ∈ { 0, 1 } pro |ξj | liché }. (2.43)

Dále znač́ıme

ξi1ξi2 · · · ξiq := [ξi1 ] ∗ [ξi2 ] ∗ . . . ∗ [ξiq ] ∈ Sq(V ), (2.44a)

ξ0
j := 1 ∈ S0(V )0, (2.44b)

ξmj := ξjξj · · · ξj︸ ︷︷ ︸
m−krát

. (2.44c)

Obsah následuj́ıćıho lemmatu je intuitivně téměř zjevný, jeho rigorózńı d̊ukaz je však
netriviálńı a poměrně rozsáhlý, a tak jej zde neuvád́ıme.
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Lemma 2.3.4. Bud’ ( ξ1, . . . , ξn∗) souhrnná báze prostoru V ∈ gVec. Potom

Bq
k := {ξp11 ξ

p2
2 · · · ξ

pn∗
n∗ | p ∈ N∗k ∧

n∗∑
j=1

pj = q} (2.45)

je báźı vektorového prostoru Sq(V )k.

Mějme nyńı A komutativńı algebru, a ≡ ( a0, a1, . . . ) ∈ S̄(V,A). Z předchoźıho lemmatu
a rovnosti (2.41) vid́ıme, že pro každé q ∈ N0 lze aq jednoznačně rozložit do tvaru

aq =
∑
p

λp ⊗ ξp11 · · · ξ
pn∗
n∗ , p ∈ N∗k ∧

n∗∑
j=1

pj = q, (2.46)

kde λp ∈ A, což opravňuje značeńı

a ≡ ( a0, a1, . . . ) =:
∑
p∈N∗|a|

λp ξ
p1
1 · · · ξ

pn∗
n∗ . (2.47)

Vid́ıme, že každý prvek a ∈ S̄(V,A) je při zadané souhrnné bázi prostoru V jednoznačně
určen koeficienty λp, p ∈ N∗|a|. Následuj́ıćı tvrzeńı shrnuje, že podobnost s formálńımi řadami je

úplná, to jest, že součin (2.40) v algebře S̄(V,A) je v tomto př́ıpadě právě součinem formálńıch
řad v gradovaně komutativńıch proměnných.

Tvrzeńı 2.3.5. Bud’te A komutativńı algebra, ( ξ1, . . . , ξn∗) souhrnná báze prostoru V ∈ gVec.
Potom pro každé dvě a ≡

∑
p∈N∗|a|

αp ξ
p1
1 · · · ξ

pn∗
n∗ , b ≡

∑
q∈N∗|b|

βq ξ
q1
1 · · · ξ

qn∗
n∗ ∈ S̄(V,A) plat́ı:

(
∑
p∈N∗|a|

αp ξ
p1
1 · · · ξ

pn∗
n∗ )(

∑
q∈N∗|b|

βq ξ
q1
1 · · · ξ

qn∗
n∗ ) =

∑
r∈N∗|a|+|b|

γr ξ
r1
1 · · · ξ

rn∗
n∗ , (2.48)

kde γr =
∑
p∈N∗|a|
p≤r

εp,r−p αp βr−p,

εp,q je znaménko, které vznikne při přerovnáńı ξp11 · · · ξ
pn∗
n∗ ξ

q1
1 · · · ξ

qn∗
n∗ 7→ ξp1+q1

1 · · · ξpn∗+qn∗
n∗

a p ≤ r ⇐⇒ pj ≤ rj ∀j = 1, . . . , n∗.

Poznámka. Důkaz předchoźıho tvrzeńı lze provést jednoduše tak, že se pro každé q ∈ N0 rozeṕı̌se
(2.40) pomoćı (2.46) a následný výraz se uprav́ı přerovnáńım (konečných) sum opět do tvaru
(2.46). Jelikož jde však o poměrně zdlouhavý proces, který nám nepřináš́ı nic nového, explicitně
jej neuvád́ıme.

Poznámka 2.3.6. Uvažujme speciálńı př́ıpad, kdy pro V plat́ı, že Vj = {0} pro všechna j ≤ 0.
Mějme k ∈ Z. Potom ∀p > k muśı nutně platit, že Tp(V )k = {0} , tedy také A⊗ Sp(V )k = {0}.
Pro každé k ∈ Z lze tedy direktńı součin v definičńım vztahu 2.35 nahradit direktńım součtem
a na S̄(V,A) pohĺıžet jako na prostor polynomů s koeficienty z A.
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Kapitola 3

Zavedeńı N-variet

3.1 Gradované domény

Zavedeńı předsnopu na topologickém prostoru (to jest definice 1.2.2) bylo provedeno pro libovol-
nou kategorii C. V této kapitole, jakožto i po zbytek textu, budeme často pracovat s př́ıpadem,
kdy C = gcAs nebo C = gVec. Potom např́ıklad restrikce jsou morfismy těchto kategoríı, které
byly zavedeny v kapitole 2. Pro tyto

”
gradované“ kategorie budeme potřebovat i vhodnou definici

snopu. Naštěst́ı i v tomto př́ıpadě lze použ́ıt definici 1.2.3, jak vyjasňuje následuj́ıćı poznámka.

Poznámka 3.1.1. i. Bud’te M = {Mk}k∈Z, N = {Nk}k∈Z a ϕ = {ϕk}ki∈Z, kde pro každé
k ∈ Z je ϕk : Mk → Nk nějaké zobrazeńı. Námi zavedený zápis m ∈ M pro m ∈ M|m|
a ϕ(m) pro ϕ|m|(m) nám nyńı umožňuje zavést snopy s hodnotami v gVec, resp. gcAs,
a kategorie Sh(X, gVec), resp. Sh(x, gcAs) formálně naprosto stejně jako v podkapitole 1.2.

ii. Jinak řečeno, bud’te X topologický prostor a F ∈ PSh(X, gcAs)1. Mějme pro každé k ∈ Z
přǐrazeńı Fk, které každé množině U ∈ Op(X) přǐrad́ı Fk(U) := F(U)k vektorový prostor
a každé inkluzi ıUV , pro nějaké V ∈ Op(U), přǐrad́ı Fk(ıUV ) := F(ıUV )k lineárńı zobrazeńı.
Potom z př́ıslušných definic je snadno vidět, že Fk ∈ PSh(X,Vec), kde Vec znač́ı kategorii
vektorových prostor̊u (objekty jsou vektorové prostory a morfismy jsou lineárńı zobrazeńı).
Potom F je snop ⇐⇒ Fk je snop pro každé k ∈ Z.

iii. V návaznosti na předchoźı bod je vhodné zmı́nit, že pro F ∈ PSh(X, gcAs) je speciálně
F(U)0 ∈ cAs pro každé U ∈ Op(X) a F(ıUV )0 ∈ hom(cAs) pro každé V ∈ Op(U). To
znamená, že F0 se dá chápat jako predsnop na X s hodnotami v cAs.

Značeńı 3.1.2. Mějme (nj)j∈Z ⊆ N0 posloupnost nezáporných celých č́ısel. Potom R(nj) znač́ı
gradovaný vektorový prostor, kde ∀k ∈ Z(

R(nj)
)
k

:= Rnk (3.1)

a R(nj)
0 znač́ı gradovaný vektorový prostor, kde ∀k ∈ Z

(
R(nj)

0

)
k

:=

{
Rnk pro k 6= 0,

{0} pro k = 0.
(3.2)

1Pro gVec analogicky.
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Př́ıklad 3.1.3. Bud’ (nj)j∈Z posloupnost nezáporných celých č́ısel, přičemž
∑

j∈Z nj <∞. Za-
ved’me přǐrazeńı C∞(nj), které každé množině U ∈ Op(Rn0) přǐrad́ı gradovanou algebru

S̄
(
R(nj)

0 , C∞n0
(U)
)
. Připomeňme, že C∞n0

(U) znač́ı
”
klasickou“ algebru hladkých funkćı na U .

Bud’ (ξ1, . . . , ξn∗) souhrnná báze R(nj)
0 , potom pro každé V ∈ Op(U) a každý prvek

s =
∑
p∈N∗|s|

sp ξ
p1
1 · · · ξ

pn∗
n∗ ∈ S̄

(
R(nj)

0 , C∞n0
(U)
)
, (3.3)

kde sp ∈ C∞n0
(U), zavedeme restrikci

C∞(nj)(ı
U
V )(s) ≡ s|V :=

∑
p∈N∗|s|

(
sp|V

)
ξp11 · · · ξ

pn∗
n∗ ∈ S̄

(
R(nj)

0 , C∞n0
(V )

)
. (3.4)

Potom C∞(nj) je snop na Rn0 s hodnotami v gradovaně komutativńıch algebrách, to jest

C∞(nj) ∈ Sh(Rn0 , gcAs).

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že C∞(nj) ∈ PSh(Rn0 , gcAs). Bud’te W,V,U ∈ Op(Rn0), W ⊆ V ⊆ U .

Z definice je ihned zřejmé, že

C∞(nj)(ı
U
U ) = idC∞

(nj)
(U), C∞(nj)(ı

V
W ) ◦ C∞(nj)(ı

U
V ) = C∞(nj)(ı

U
W ). (3.5)

Stač́ı tedy ověřit, že C∞(nj)(ı
U
V ) ∈ hom(gcAs). Mějme tedy s, t ∈ C∞(nj)(U), potom ze vztahu (2.48)

dostáváme

(st)|V = ( (
∑
p∈N∗|s|

sp ξ
p1
1 · · · ξ

pn∗
n∗ ) (

∑
q∈N∗|t|

tq ξ
q1
1 · · · ξ

qn∗
n∗ ) )|V

=
∑

r∈N∗|s|+|t|

(
∑
p∈N∗|s|
p≤r

εp,r−p sp tr−p )|V ξr11 · · · ξ
rn∗
n∗

=
∑

r∈N∗|s|+|t|

(
∑
p∈N∗|s|
p≤r

εp,r−p sp|V tr−p|V ) ξr11 · · · ξ
rn∗
n∗

= (
∑
p∈N∗|s|

sp ξ
p1
1 · · · ξ

pn∗
n∗ )|V (

∑
q∈N∗|t|

tq ξ
q1
1 · · · ξ

qn∗
n∗ )|V

= s|V t|V .

(3.6)

Linearita a zachováńı neutrálńıho multiplikativńıho elementu by se ukázala obdobně, což z C∞(nj)
dělá předsnop. Abychom ukázali, že jde o snop, muśıme ověřit platnost axiomu lokality a leṕıćıho
axiomu. Z definice restrikćı C∞(nj)(ı

U
V ) a z jednoznačnosti vyjádřeńı (3.3) je však jejich platnost

zřejmá, nebot’ plyne z platnosti jejich protěǰsk̊u pro jednotlivé koeficienty sp, to jest
”
klasické“

hladké funkce.

Definice 3.1.4. Bud’ (nj) posloupnost nezáporných celých č́ısel, kde
∑

j∈Z nj <∞. Bud’te dále
U ∈ Op(Rn0) a C∞(nj) ∈ Sh(Rn0 , gcAs) definované jako v předchoźım př́ıkladě. Potom uspořádanou

dvojici (U, C∞(nj)|U ) nazveme gradovaná doména a znač́ıme ji jednoduše U (nj).
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Nyńı bychom chtěli zavést gradovanou obdobu stonku a lokálně okruhového prostoru.
Následuje gradovaná podoba definice 1.2.6, poznámky 1.2.7 a tvrzeńı 1.2.8.

Definice 3.1.5 (Gradovaná verze definice 1.2.6). Mějme X topologický prostor a předsnop
F ∈ PSh(X, gcAs). Potom pro každé x ∈ X definujeme stonek předsnopu F v bodě x jako
gradovaný vektorový prostor Fx, kde pro každé k ∈ Z

(Fx)k :=

 ⊔
U∈Opx(X)

F (U)k

/
∼ , (3.7)

kde ∼ je ekvivalence definovaná následovně: mějme U, V ∈ Opx(X), s ∈ F(U)k, r ∈ F(V )k.
Potom

s ∼ r def⇐⇒ (∃W ∈ Opx(X), W ⊆ U ∩ V ) ( s|W = r|W ). (3.8)

Prvek stonku Fx, tj. tř́ıda ekvivalence [s], se typicky znač́ı jako [s]x, kde máme |[s]x| = |s|.

Poznámka 3.1.6 (Gradovaná verze poznámky 1.2.7). Při stejném značeńı bud’ s ∈ F(U) pro
U ∈ Opx(X). Potom z definice stonku je jasné, že

[s]x = [s|V ]x , (3.9)

pro každé V ∈ Opx(U).

Tvrzeńı 3.1.7 (Gradovaná verze tvrzeńı 1.2.8). Mějme X topologický prostor a předsnop
F ∈ PSh(X, gcAs). Potom se pro každé x ∈ X na stonku Fx ∈ gVec přirozeně indukuje struk-
tura gradovaně komutativńı unitálńı asociativńı algebry a pro každé U ∈ Op(X) je přiřazeńı
s ∈ F(U) 7→ [s]x ∈ Fx morfismus gradovaných algeber.

D̊ukaz. Zavedeńı operaćı na stonku a dokázáńı potřebných vlastnost́ı je naprosto analogické
negradovanému př́ıpadu, přičemž sč́ıtáńı samozřejmě zavád́ıme pouze pro prvky stejného stupně.

Definice 3.1.8. Bud’te X je topologický prostor, F ∈ Sh(X, gcAs) a necht’ pro každé x ∈ X
je stonek Fx lokálńı gradovaný okruh (když jej uvažujeme jako gradovaný okruh). Potom
uspořádanou dvojici (X,F) označ́ıme za lokálně gradovaně okruhový prostor.

Pro zavedeńı kategorie lokálně gradovaně okruhových prostor̊u bychom potřebovali gra-
dované obdoby tvrzeńı a definic 1.2.12 až 1.2.15. Opět ale plat́ı, že všechny

”
gradované“ pojmy

jsme zavedli tak, že skutečně formálně jediná změna ve zněńı těchto tvrzeńı a definic by byla na-
hrazeńı

”
cAs 7→ gcAs“,

”
algebraický homomorfismus 7→ morfismus v gcAs“ a

”
lokálně okruhový

prostor 7→ lokálně gradovaně okruhový prostor“. Pro stručnost je tedy neuvád́ıme a kategorii
lokálně gradovaně okruhových prostor̊u znač́ıme gLRS.

Shrnut́ı 3.1.9. Mějme (X,F), (Y,G) lokálně okruhové prostory a ϕ = (ϕ,ϕ∗) : (X,F)→ (Y,G)
jejich morfismus. To tedy znamená, že ϕ je spojité zobrazeńı X → Y , ϕ∗ je morfismus snop̊u
G → ϕ∗F , přičemž pro každé x ∈ X je jimi indukovaný morfismus stonk̊u (tedy morfismus
gradovaných algeber) ϕx : Gϕ(x) → Fx p̊usob́ıćı na každé s ∈ G(U) jako ϕx [s]ϕ(x) = [ϕ∗Us]x
současně také morfismem lokálńıch gradovaných okruh̊u (viz definice 2.1.26).
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Pro ϕ : (X,F) → (Y,G), ψ : (Y,G) → (Z,H) dva morfismy gLRS je jejich složeńı
ψ ◦ ϕ : (X,F) → (Z,H) zavedeno jako (ψ ◦ ϕ) = ψ ◦ ϕ a pro každou množinu W ∈ Op(Z) je
(ψ ◦ ϕ∗)W = ϕ∗

ψ−1(W )
◦ ψ∗W .

Všimněme si ještě, že ϕ je izomorfismus, právě když je ϕ homeomorfismus a ϕ∗ izomor-
fismem př́ıslušných snop̊u, tj. že pro každou množinu U ∈ Op(Y ) je ϕ∗U : G(U) → F(ϕ−1(U))

izomorfismus gradovaných algeber, což mimo jiné znamená, že (ϕ∗U )k : G (U)k → F
(
ϕ−1(U)

)
k

je pro každé k ∈ Z izomorfismem vektorových prostor̊u.

Dále je snadné se přesvědčit, že poznámka 1.2.18 plat́ı ve stejném zněńı i pro snopy s hod-
notami v gradovaných vektorových prostorech či gradovaných algebrách. Uved’me pro úplnost
ještě gradovanou podobu tvrzeńı 1.2.19.

Tvrzeńı 3.1.10 (Gradovaná verze tvrzeńı 1.2.19). Bud’ (X,F) lokálně gradovaně okruhový
prostor. Potom pro každé U ∈ Op(X) je (U, F|U ) také lokálně gradovaně okruhový prostor. Dále
existuje morfismus gLRS i : (U, F|U ) → (X,F), kde nav́ıc pro každé x ∈ U je ix izomorfismus
gAs.

D̊ukaz. Důkaz se provede záměnou posledńıho odstavce d̊ukazu věty 1.2.19 za následuj́ıćı: To, že
se jedná o oboustrannou inverzi, potom plyne z poznámky 3.1.6. Pro každé x ∈ U je tedy
ix : Fi(x) → (F|U )x izomorfismus gAs a tedy i gradovaných okruh̊u, přičemž Fi(x) je dle
předpokladu lokálńı gradovaný okruh. Podle tvrzeńı 2.1.28 je potom (F|U )x také lokálńı grado-
vaný okruh, a tud́ıž (U, F|U ) ∈ gLRS.

Tvrzeńı 3.1.11. Bud’te (X,F), (Y,G) ∈ gLRS a ϕ : (X,F) → (Y,G) morfismus gLRS. Potom
pro každé V ∈ Op(Y ) je ϕ|V : (ϕ−1(V ), F|ϕ−1(V ))→ (V, G|V ) definované jako

ϕ|V := ϕ
∣∣
ϕ−1(V )

, (3.10a)

(ϕ|V )∗W := ϕ∗W , (3.10b)

pro každé W ∈ Op(V ), dobře definovaný morfismus gLRS. Nav́ıc plat́ı, že ϕ je izomorfismus
právě tehdy, když ϕ|V je izomorfismus pro každé V ∈ Op(Y ).

D̊ukaz. Nejprve uved’me, že i přes poměrně složité značeńı je pro každé W ∈ Op(V ) jednoduše

ϕ|V ∗ F|ϕ−1(V ) (W ) = F(ϕ−1(W )), (3.11)

což opravňuje zavedeńı (3.10b). Takto definované (ϕ|V )∗ komutuje s restrikcemi a proto je jistě
morfismem př́ıslušných snop̊u. Stač́ı tedy ukázat, že (ϕ|V )x je pro každé x ∈ ϕ−1(V ) morfis-
mem lokálńıch gradovaných okruh̊u. Označme jako i : (ϕ−1(V ), F|ϕ−1(V ))→ (X,F), respektive

j : (V, G|V ) → (Y,G) př́ıslušné
”
inkluzńı“ morfismy z tvrzeńı 3.1.10. Potom lze nahlédnout, že

následuj́ıćı diagram komutuje:

(G|V )ϕ(x)

(
F|ϕ−1(V )

)
x

Gϕ(x) Fx,

(iϕ(x))
−1

(ϕ|V )x

ϕx

jx
(3.12)
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neboli, že

(ϕ|V )x = jx ◦ ϕx ◦ (iϕ(x))
−1. (3.13)

Složeńı morfismů glRing je ale opět morfismus glRing. Nav́ıc, jelikož jx a iϕ(x) jsou izomorfismy,

tak ϕx je izomorfismus, právě když j́ım je (ϕ|V )x.

Tvrzeńı 3.1.12. Mějme (X,F), (Y,G), kde X,Y jsou topologické prostory, F ∈ Sh(X, gcAs),
G ∈ Sh(Y, gcAs), přičemž (Y,G) ∈ gLRS. Necht’ nav́ıc existuje ϕ = (ϕ,ϕ∗), kde ϕ : X → Y je
homeomorfismus a ϕ∗ : G → ϕ∗F je izomorfismus snop̊u. Potom (X,F) ∈ gLRS.

D̊ukaz. Důkaz je př́ımou aplikaćı tvrzeńı 2.1.28 na izomorfismus stonk̊u ϕx : Gϕ(x) → Fx pro
každé x ∈ X.

Poznámka 3.1.13. Od tohoto bodu dále se budeme zabývat výhradně nezáporně gradovanými
doménami, to jest takovými doménami U (nj) ≡ (U, C∞(nj)|U ), kde nj = 0 pro všechna j < 0.

Splňuj́ı tak požadavky poznámky 2.3.6, což práci s nimi výrazně usnadňuje.

Pro zaj́ımavost dodejme, že většina (ne všechna) tvrzeńı, které po zbytek textu vy-
slov́ıme o nezáporně gradovaných doménách a pomoćı nich definovaných N-varietách, lze vy-
slovit v obecněǰśım tvaru pro všegradované domény a variety, což už však lež́ı mimo rámec
tohoto textu.

Poznámka 3.1.14. i. Bud’ U (nj) ≡ (U, C∞(nj)) nezáporně gradovaná doména. Potom speciálně

pro všechna k < 0 a všechna V ∈ Op(U) je

(C∞(nj)(V ))k ≡ (S̄(R(nj)
0 , C∞n0

(V )))k = {0}, (3.14)

a pro k = 0

(C∞(nj)(V ))0 = C∞n0
(V )⊗ R ' C∞n0

(V ), (3.15)

kde ' znač́ı existenci kanonického izomorfismu.

ii. S ohledem na předchoźı bod budeme odted’ pro každé V ∈ Op(Rn0) ztotožňovat (C∞(nj)(V ))0

a C∞n0
(V ) pro každou posloupnost nezáporných celých č́ısel (nj), kde

∑
j∈Z nj <∞ a nj = 0

pro všechna j < 0.

Tvrzeńı 3.1.15. Nezáporně gradovaná doména U (nj) je lokálně gradovaně okruhový prostor.

D̊ukaz. Pro x ∈ U ⊆ Rn0 tedy chceme ukázat, že C∞(nj),x je lokálńı gradovaný okruh. Naš́ım

ćılem bude využ́ıt pátého bodu věty 2.1.24, to jest ukázat, že neinvertibilńı prvky gradovaného
okruhu C∞(nj),x tvoř́ı gradovanou abelovskou grupu. Označme U ⊆ C∞(nj),x gradovanou množinu

invertibilńıch prvk̊u, to jest

U = { [s]x ∈ C
∞
(nj),x

| ∃ [r]x ∈ C
∞
(nj),x

, [s]x [r]x = [1]x }. (3.16)

V C∞(nj),x se ale nevyskytuj́ı nenulové prvky záporných stupň̊u, což znamená že každý invertibilńı

element má nutně stupeň nula. S ohledem na poznámku 3.1.14 nav́ıc vid́ıme, že(
C∞(nj),x

)
0
' C∞n0,x, (3.17)
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a tyto stonky tak rovněž ztotožńıme. Jsme nyńı schopni využ́ıt př́ıkladu 1.2.11 a ř́ıct, že
U = { [s]x ∈ (C∞(nj),x)0 | s(x) 6= 0 }. Jinými slovy:

(
C∞(nj),x \ U

)
k

=

{
(C∞(nj),x)k pro k 6= 0,

{ [s]x ∈ (C∞(nj),x)0 | s(x) = 0 } pro k = 0.
(3.18)

Z toho je pak již snadné nahlédnout, že C∞(nj),x \ U tvoř́ı gradovanou abelovskou grupu.

Důsledek 3.1.16. Z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı plyne, že každá nezáporně gradovaná doména
U (nj) kanonickým zp̊usobem indukuje negradovanou doménu (U, C∞n0

), kde pro stonky plat́ı

(C∞(nj),x)0 ' C∞n0,x. Doménu (U, C∞n0
) nazveme podkladová doména gradované domény U (nj).

Věta 3.1.17. Mějme U (nj), V (mj) dvě nezáporně gradované domény a ϕ ∈ gLRS(U (nj), V (mj)).
Potom vždy existuje kanonicky určený morfismus φ ∈ LRS((U, C∞n0

), (V, C∞m0
)) př́ıslušných pod-

kladových domén takový, že φ = ϕ a pro každé W ∈ Op(V ) je φ∗W = (ϕ∗W )0.

D̊ukaz. Zavedeńı φ∗W := (ϕ∗W )0 , ∀W ∈ Op(V ) je ospravedlněno ztotožněńım
(
C∞(mj)(W )

)
0

s C∞m0
(W ). Stač́ı tedy ověřit, že (φ, φ∗) ∈ hom(LRS). Jelikož jsme však také pro každé x ∈ U

ztotožnili
(
C∞(nj),x

)
0

a C∞n0,x, resp.
(
C∞(mj),ϕ(x)

)
0

a C∞m0,ϕ(x), dostáváme

φx = (ϕx)0 . (3.19)

Když nyńı připomeneme tvar Jacobsonova radikálu stonku C∞(nj),ϕ(x), to jest (3.18), zjǐst’ujeme,

že

φx

(
J(C∞m0,φ(x))

)
=
(
ϕx(J(C∞(nj),ϕ(x)))

)
0
⊆
(
J(C∞(nj),x)

)
0

= J(C∞n0,x), (3.20)

č́ımž jsme ukázali, že φx je morfismem lokálńıch okruh̊u, a tud́ıž φ ∈ hom(LRS).

Důsledek 3.1.18. Mějme U (nj), V (mj) nézaporně gradované domény a ϕ ∈ gLRS(U (nj), V (mj)).
Potom ϕ : U → V je nutně hladké zobrazeńı. Nav́ıc pro každé W ∈ Op(V ) a každé s ∈ (C∞(mj))0

plat́ı

(ϕ∗W )0(s) = s ◦ ϕ
∣∣
ϕ−1(W )

. (3.21)

D̊ukaz. Tvrzeńı je d̊usledkem předchoźı věty a věty 1.2.17.

Věta 3.1.19. Bud’te U (nj), V (mj) ∈ gLRS dvě nezáporně gradované domény, (η1, . . . , ηm) sou-

hrnná báze prostoru R(mj)
0 . Potom každé ϕ ∈ gLRS(U (nj), V (mj)) je ve vztahu jedna ku jedné

s uspořádanou dvojićı (ϕ, {∗ηµ}mµ=1), kde ϕ : U → V je hladké zobrazeńı a {∗ηµ}mµ=1 je m-tice

prvk̊u ∗ηµ ∈
(
C∞(nj)(U)

)
|ηµ|

.

D̊ukaz. Pokud máme ϕ : U (nj) → V (mj), pak stač́ı definovat ∗ηµ =: ϕ∗V (1V ⊗ ηµ) pro každé
µ = 1, . . . ,m.
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Pokud máme naopak určené hladké zobrazeńı ϕ a vhodnou m-tici {∗ηµ}mµ=1, pak pro
libovolné W ∈ Op(V ), s ∈ C∞(mj)(W ) definujeme

ϕ∗W (s) = ϕ∗W (
∑
p∈N∗|s|

sp η
p1
1 · · · η

pm
m )

:=
∑
p∈N∗|s|

(sp ◦ ϕ
∣∣
W

) ((∗η1)p1 · · · (∗ηm)pm )|W .
(3.22)

S použit́ım definice součinu na C∞(nj)(U) by se snadno ukázalo, že takto definované gradované

zobrazeńı ϕ∗W je morfismem gAs a ϕ = (ϕ,ϕ∗) dobře definovaným morfismem gLRS.

3.2 N-variety

Definice 3.2.1 (Definice N-variety). Bud’M := (M, C∞M) lokálně gradovaně okruhový prostor,
kde M je Hausdorff̊uv topologický prostor splňuj́ıćı druhý axiom spočetnosti. Bud’ dále (nj)
posloupnost nezáporných celých č́ısel, kde

∑
j∈Z nj < ∞ a nj = 0 pro j < 0. Necht’ nav́ıc

existuje {Uα}α∈I otevřené pokryt́ı M , kde pro každé α existuje nezáporně gradovaná doména

Û
(nj)
α a ϕα : (Uα, C∞M|Uα)→ Û

(nj)
α izomorfismus lokálně gradovaně okruhovných prostor̊u.

Potom řekneme, že M je N-varieta (nebo také nezáporně gradovaná varieta) gra-
dované dimenze (nj). Soubor {(Uα, ϕα)}α∈I nazveme gradovaný atlas na M, a jednotlivé
(Uα, ϕα), stejně jako každou daľśı dvojici (U,ϕ) kde ϕ : (U, C∞M|U ) → Û (nj) je izomorfismus

gLRS pro nějaké U ∈ Op(M) a Û ∈ Op(Rn0), nazveme gradovaná mapa na M.

Kategorii, jej́ıž objekty jsou N-variety, znač́ıme NMan∞, a zavád́ıme ji jako plnou podka-
tegorii kategorie gLRS. Morfismům kategorie NMan∞, tedy morfismům lokálně okruhových pro-
stor̊u mezi N-varietami, se také ř́ıká gradovaná hladká zobrazeńı. Speciálně izomorfismům
se ř́ıká gradované difeomorfismy.

Tvrzeńı 3.2.2. Bud’ M = (M, C∞M) N-varieta gradované dimenze (nj) a na ńı gradovaný
atlas {(Uα, ϕα)}α∈I . Potom {(Uα, ϕα)}α∈I je

”
klasický“ hladký atlas na M , zaváděj́ıćı na M

strukturu hladké variety, kterou nazveme podkladová varieta N-variety M. Tuto podkladovou
varietu také někdy znač́ıme jako M.

D̊ukaz. S ohledem na body (ii) a (iii) poznámky 3.1.1 mějme (C∞M)0 ∈ Sh(M, cAs). Dále mějme

libovolnou gradovanou mapu (U,ϕ) na M. Pro každou V ∈ Op(U) označme V̂ := ϕ(V ). To, že

ϕ je izomorfismus, mimo jiné znamená, že ϕ : U → Û je homeomorfismus, a

(ϕ∗
V̂

)0 : (C∞(nj)(V̂ ))0 → (C∞M(V ))0 (3.23)

je pro každé V ∈ Op(U) algebraický izomorfismus. Necht’ tedy

ϕ∗0 : C∞n0

∣∣
Û
→ ϕ∗ (C∞M)0|U (3.24)

znač́ı izomorfismus snop̊u, definovaný pro každé V ∈ Op(U) jako (ϕ∗0)V̂ := (ϕ∗
V̂

)0. Potom je

již snadné nahlédnout, že (ϕ,ϕ∗0) je izomorfismus LRS mezi (U, (C∞M)0

∣∣
U

) a (Û , C∞n0

∣∣
Û

), přičemž

(Û , C∞n0

∣∣
Û

) neńı nic jiného, než podkladová doména gradované domény Û (nj). Pokud nyńı za
(U,ϕ) budeme brát libovolné (Uα, ϕα) z gradovaného atlasu, zjist́ıme, že (M, (C∞M)0) je podle věty
1.2.21 hladká varieta, přičemž z d̊ukazu téže věty plyne, že {(Uα, ϕα)}α∈I je na ńı atlasem.
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Značeńı 3.2.3. (i) Budeme-li mı́t nějaký topologický prostor X a na něm kolekci otevřených
množin {Uα}α∈I , potom pro každou trojici index̊u α, β, γ ∈ I budeme psát Uαβ := Uα∩Uβ
a Uαβγ := Uαβ ∩ Uγ .

(ii) Bud’ M = (M, C∞M) N-varieta. Potom budeme, jak je zvykem u negradovaných variet,
znakem M také někdy, když to bude vhodné, značit př́ıslušný podkladový topologický
prostor M . To jest např́ıklad zápis x ∈M, x ∈M a x ∈M má pokaždé stejný význam.

Poznámka 3.2.4. Mějme N-varietu M gradované dimenze (nj) a na ńı gradovaný atlas

{(Uα, ϕα)}α∈I , to jest pro každé α ∈ I je ϕα ∈ gLRS((Uα, C∞M|Uα), Û
(nj)
α ), kde Ûα = ϕ

α
(Uα).

Pod́ıvejme se bĺıže na
”
přechodové“ morfismy mezi doménami. Bud’te α, β ∈ I, potom s ohledem

na tvrzeńı 3.1.11 mějme

ϕα|ϕ
α

(Uαβ) : (Uαβ, C∞M|Uαβ )→
(
ϕ
α
(Uαβ)

)(nj)
, (3.25)

ϕβ|ϕ
β

(Uαβ) : (Uαβ, C∞M|Uαβ )→
(
ϕ
β
(Uαβ)

)(nj)
(3.26)

dva izomorfismy gLRS. Potom přechodovým morfismem mezi gradovanými doménami Û
(nj)
α

a Û
(nj)
β rozumı́me izomorfismus ϕβα :

(
ϕ
α
(Uαβ)

)(nj)
→
(
ϕ
β
(Uαβ)

)(nj)
definovaný jako

ϕβα := ϕβ|ϕ
β

(Uαβ) ◦
(
ϕα|ϕ

α
(Uαβ)

)−1
. (3.27)

Připomeňme z definice skládáńı morfismů gLRS, že ϕ
βα

= ϕ
β
◦ϕ−1

α

∣∣∣
ϕ
α

(Uαβ)
a pro každou množinu

W ∈ Op(ϕ
β
(Uαβ)) je

ϕ∗βα,W =
(
ϕ−1
α

)∗
ϕ−1
β (W )

◦ ϕ∗β,W =

(
ϕ∗
α,ϕ−1

βα(W )

)−1

◦ ϕ∗β,W . (3.28)

Speciálně plat́ı, že pokud bychom měli nějaké s ∈ (C∞(nj)(W ))0, tak bychom s pomoćı d̊usledku

3.1.18 zjistili, že

ϕ∗βα,W (s) = s ◦ ϕ
βα

∣∣∣
ϕ−1
βα(W )

= s ◦ ϕ
β
◦ ϕ−1

α

∣∣∣
ϕ−1
βα(W )

, (3.29)

což jsou právě
”
klasické“ přechodové funkce na odpov́ıdaj́ıćıch podkladových doménách.

Definice 3.2.5. Mějme N-varietu M gradované dimenze (nj) a na ńı gradovaný atlas
{(Uα, ϕα)}α∈I . Potom pro každé U ∈ Op(M), f ∈ C∞M(U) a každé α ∈ I znač́ıme

fα :=
(
ϕ∗α,ϕ

α
(U∩Uα)

)−1
(f |U∩Uα), (3.30)

a fα ∈ C∞(nj)(ϕα(U ∩ Uα)) nazveme lokálńım reprezentantem prvku f při mapě (Uα, ϕα).

Poznámka 3.2.6. Bud’ M N-varieta gradované dimenze (nj) a na ńı dvě gradované mapy
(Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ). Mějme nav́ıc U ∈ Op(M), f ∈ C∞M(U) a označme V := U ∩ Uαβ. Potom
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v návaznosti na poznámku 3.2.4 vid́ıme, že

fα|ϕ
α

(V ) =
(
ϕ∗α,ϕ

α
(V )

)−1
(f |V )

=
(
ϕ∗α,ϕ

α
(V )

)−1
◦ ϕ∗β,ϕ

β
(V ) ◦

(
ϕ∗β,ϕ

β
(V )

)−1

(f |V )

= ϕ∗βα,ϕ
β

(V ) ◦
(
ϕ∗β,ϕ

β
(V )

)−1

(f |V )

= ϕ∗βα,ϕ
β

(V ) fβ|ϕ
β

(V ) .

(3.31)

Speciálně pro |f | = 0 tedy fα|ϕ
α

(V ) = fβ ◦ ϕβ ◦ ϕ
−1
α

∣∣∣
ϕ
α

(V )
.

Věta 3.2.7. Pro každou N-varietu M = (M, C∞M) gradované dimenze (nj) a jej́ı podkladovou
varietu (M, C∞M ) existuje kanonicky definovaný izomorfismus snop̊u mezi (C∞M)0 a C∞M . Tyto dva
snopy dále ztotožńıme.

D̊ukaz. Bud’ U ∈ Op(M) libovolná. Hledáme izomorfismus

NU : (C∞M(U))0 → C∞M (U). (3.32)

Pro každé α ∈ I zaved’me značeńı Wα := U ∩ Uα. Mějme f ∈ (C∞M(U))0, potom jeho lokálńı
reprezentant fα je prvkem (C∞(nj)(ϕα(Wα)))0 ' C∞n0

(ϕ
α
(Wα)). Označme tedy

f̂α := fα ◦ ϕα
∣∣∣
Wα

, (3.33)

kde fα bereme jako prvek C∞n0
(ϕ

α
(Wα)). Chceme využ́ıt leṕıćıho axiomu snopu C∞M a ř́ıct, že f̂α

”
leṕı dohromady“ jedinečnou funkci f̂ ∈ C∞M (U). Jelikož {Wα} tvoř́ı otevřené pokryt́ı množiny

U, stač́ı ověřit, že pro všechna Wαβ 6= ∅ plat́ı f̂α

∣∣∣
Wαβ

= f̂β

∣∣∣
Wαβ

. Avšak

f̂α

∣∣∣
Wαβ

= f̂β

∣∣∣
Wαβ

⇐⇒ fα|ϕ
α

(Wαβ) = fβ ◦ ϕβ ◦ ϕ
−1
α

∣∣∣
ϕ
α

(Wαβ)
, (3.34)

kde z poznámky 3.2.6 v́ıme, že druhá rovnost plat́ı. Můžeme tedy definovat NU (f) := f̂ . Takto
definované zobrazeńı NU je homomorfismus algeber, jak by se snadno ukázalo za použit́ı jeho
definice a axiomu lokality snopu C∞M . Že se jedná o izomorfismus ukážeme kontrukćı oboustranné
inverze. Bud’ g ∈ C∞M (U). Potom pro každé α ∈ I označme

gα := g ◦ ϕ−1
α

∣∣∣
ϕ
α

(Wα)
∈ C∞n0

(ϕ
α
(Wα)) ' (C∞(nj)(ϕα(Wα)))0, (3.35)

ĝα := ϕ∗α,ϕ
α

(Wα)gα ∈ (C∞M(Wα))0 . (3.36)

Opět tvrd́ıme, že {gα} dohromady leṕı prvek ĝ ∈ C∞M(U) Konkrétně je tedy třeba ověřit, že
ĝα|Wαβ

= ĝβ|Wαβ
což je však pravda opět podle poznámky 3.2.6. Definujeme tedy N −1

U (g) := ĝ.

Pro každé α, β ∈ I je potom snadné nahlédnout, že(
N −1
U (NU (f))

)∣∣
Wαβ

= N −1
U (NU (f |Wαβ

)) = f |Wαβ
, (3.37)(

NU (N −1
U (g))

)∣∣
Wαβ

= NU (N −1
U (g|Wαβ

)) = g|Wαβ
, (3.38)
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což spolu s axiomy lokality snop̊u C∞M a C∞M dokazuje, že jde vskutku o izomorfismus. K dokázáńı
věty bychom ještě měli ověřit, že takto zavedená zobrazeńı {NU}U∈Op(M) komutuj́ı s kontrak-
cemi, což je však z jejich definice zřejmé.

Důsledek 3.2.8. Mějme M ∈ NMan∞ a U ∈ Op(M). Potom f ∈ C∞M(U) je invertibilńı přávě
tehdy, když |f | = 0 ∧ (∀x ∈ U) (f(x) 6= 0).

Poznámka 3.2.9. Věta 3.2.7 nám umožňuje jednoduchým zp̊usobem zavést na každé N-varietě
rozklad jedničky a hladké bump-funkce2. Konkrétně, pro N-varietuM = (M, C∞M) a jej́ı otevřené
pokryt́ı {Uα}α∈I řekneme, že soubor funkćı {ψα}α∈I ⊆ (C∞M(M))0 je rozklad jedničky na M
př́ıslušný pokryt́ı {Uα}α∈I právě když je rozkladem jedničky naM př́ıslušným stejnému pokryt́ı.
Stejně tak každou ψ ∈ C∞M (M) hladkou bump-funkci na V ∈ Op(M) s nosičem v U ∈ Op(M)
prohláśıme za hladkou bump-funkci na V s nosičem v U na M.

Lemma 3.2.10 (Extenčńı). Uvažujme M ∈ NMan∞, U ∈ Op(M) a f ∈ C∞M(U). Potom pro

každou množinu V ∈ Op(U), V ⊂ U existuje globálńı prvek f̂ ∈ C∞M(M), pro kterou plat́ı

f̂ |V = fV .

D̊ukaz. Necht’ je ψ hladká bump-funkce na V s nosičem v U . Všimněme si, že {supp(ψ)c, U}
tvoř́ı otevřené pokryt́ı M . Definujeme f̂1 := f ψ|U ∈ C∞M(U) a f̂2 := 0 ∈ (C∞M(supp(ψ)c))|f |.

Jelikož f̂1|U∩supp(ψ)c = 0 = f̂2|U∩supp(ψ)c , můžeme využ́ıt leṕıćıho axiomu snopu C∞M a označit

jimi
”
slepený“ prvek jako f̂ ∈ C∞M(M). Nakonec zjǐst’ujeme, že

f̂ |V = (f̂ |U )|V = (f̂1)|V = f |V ψ|V = f |V . (3.39)

Nyńı uvedeme bez d̊ukazu užitečnou větu, která ř́ıká, že každá N-varieta je plně určená
přechodovými morfismy mezi

”
svými“ doménami. Mimo jiné nám tak dává daľśı zp̊usob kon-

strukce N-variet. Jde o speciálńı př́ıpad [9, Exercise II.8].

Věta 3.2.11. Mějme (nj) posloupnost nezáporných celých č́ısel, pro kterou plat́ı
∑

j∈Z nj <∞
a nj = 0 pro j < 0. Mějme také M je hladkou n0-rozměrnou varietu s atlasem {(Uα, ϕα)}α∈I .
Necht’ pro každé α, β ∈ I existuj́ı gradované difeomorfismy

ϕαβ :
(
ϕ
β
(Uαβ)

)(nj)
→
(
ϕ
α
(Uαβ)

)(nj)
, (3.40)

přičemž ϕ
αβ

= ϕ
α
◦ (ϕ

β
)−1 |ϕ

β
(Uαβ), které pro každé α, β, γ ∈ I splňuj́ı

ϕαγ = ϕαβ ◦ ϕβγ , (3.41)

po restrikci na ϕ
γ
(Uαβγ). Potom existuje N-varieta M gradované dimenze (nj) s atlasem

{(Uα, ϕα)}α∈I taková, že M je jej́ı podkladová varieta a ϕαβ jsou přechodové morfismy mezi

Û
(nj)
β a Û

(nj)
α . Tato N-varieta je nav́ıc určená jednoznačně až na gradovaný difeomorfismus.

2Anglické ekvivalenty těchto termı́n̊u jsou ”partitions of unity”a ”smooth bump functions”. Pro jejich korektńı
definici a mnohem v́ıc, necht’ čtenář nahlédne do [7].
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Poznámka 3.2.12. Na závěr této podkapitoly se zmı́ńıme o supervarietách a jejich vztahu
k N-varietám. Ćılem této poznámky je naznačit definici supervariety a ukázat, že supervariety
nelze a priori chápat pouze jako speciálńı př́ıpad N-variet. Pro detailńı úvod do supergeometrie,
necht’ je čtnenář odkázán na [10].

Supervarieta je opět topologický prostor (T2, splňuj́ıćı 2. axiom spočetnosti), který je
lokálně izomorfńı (vhodným izomorfismem) k takzvaným superdoménám. Ilustrujme nyńı rozd́ıl
mezi gradovanou doménou a superdoménou. Připomeňme, že strukturńı snop (nezáporně) gra-
dované domény U (nj) pro U ∈ Op(Rn0), to jest snop3 C∞(nj), přǐrazuje každé množině V ∈ Op(U)

rozš́ı̌renou symetrickou algebru C∞(nj)(U) ≡ S̄
(
R(nj)

0 , C∞n0
(U)
)

.

Mějme nyńı dvě č́ısla p, q ∈ N0 a U ∈ Op(Rp). Potom strukturńı snop superdomény
Up|q, který označ́ıme jako Op|q, přǐrazuje každé množině V ∈ Op(U) superalgebru Op|q(V )
≡ C∞p (U) ⊗

∧•Rq. To, že jde o superalgebru, v tomto př́ıpadě znamená, že každý homogenńı
prvek, to jest prvek f ∈ C∞p (U)⊗

∧sRq pro nějaké s ∈ N0, je prohlášen za sudý či lichý, podle
toho, zda s je sudé či liché. Nejenom to, paritu maj́ı i nehomogenńı prvky, které jsou lineárńı
kombinaćı homogenńıch prvk̊u stejné parity (tj. samých sudých nebo lichých). Po morfismech
mezi superdoménami se potom požaduje zachováváńı tohoto Z2-gradováńı, totiž parity.

Uved’me malý př́ıklad. Mějme souřadnice {xi}pi=1 na množině U a bázi (θ1, . . . , θq) pro-
storu Rq. Potom prvky Op|q(U) jsou polynomy v antikomutuj́ıćıch proměnných θi s koeficienty
v hladkých funkćıch na U . Prostor Op|q(U) se tak zdá velice podobný prostoru C∞(nj)(U) pro

n0 = p, n1 = q a nk = 0 pro k 6= 0, 1. Samozřejmě očividným rozd́ılem je, že C∞(nj)(U) je zave-

den jako gradovaný prostor, totiž posloupnost prostor̊u který
”
nepřipoušt́ı“ nehomogenńı prvky,

kdežto Op|q(U) je zaveden jako direktńı součet r̊uzných prostor̊u, ve kterém je Z2-gradováńı
zavedeno

”
dodatečně“, totiž že některé prvky (i nehomogenńı) jsou označeny za sudé či liché.

Daľśı, možná na prvńı pohled méně zřejmý, rozd́ıl se skrývá právě v připouštěných mor-
fismech. Již bylo zmı́něno, že po morfismech superdomén (a obecně supervariet) se požaduje
pouze zachováváńı parity. Je tak např́ıklad možná existence endomorfismu4 na Op|q(U), který
zobrazuje θ1 7→ θ1 ∧ θ3 ∧ θ4, ba dokonce x1 7→ 4x1 + θ2 ∧ θ3 což je pro endomorfismy na C∞(nj)(U)

naprosto nemyslitelné.

3.3 Př́ıklady N-variet

Existuj́ı r̊uzné zp̊usoby kterými lze z gradovaného vektorového prostoru vyrobit N-varietu.
Např́ıklad již v́ıme, jak z nezáporně gradovaného konečněrozměrného prostoru R(nj) vyrobit
doménu (Rn0)(nj) (viz př́ıklad 3.1.3, kde za množinu U bereme celé Rn0). Ukážeme si jednu daľśı
možnost.

Definice 3.3.1. Řekneme, že souhrnná báze (e1, . . . , en) konečněrozměrného prostoru R(nj)

je standardńı souhrnná báze pro R(nj), právě pokud je
”
postavena ze vzestupně řazených

standardńıch báźı“. To jest
(e1, . . . , en) = { eij | ≤ }, (3.42)

kde eij je j-tý vektor standardńı báze prostoru Rni , a eij ≤ ek`
def⇐⇒ ( i < k ) ∨ ( i = k ∧ j ≤ ` ).

3Samozřejmě zúžený na U, viz poznámka 1.2.18
4Zde už́ıváme endomorfismy pouze pro lepš́ı přehlednost. Ilustrované koncepty se samozřejmě vztahuj́ı na

všechny morfismy.
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Definice 3.3.2. Pro každé X ∈ gVec a každé ` ∈ Z definujeme prostor X[`] ∈ gVec zvaný
prostor X posunutý ve stupńıch o ` jako

(X[`])k := Xk+`. (3.43)

Př́ıklad 3.3.3 (N-varieta z nekladně gradovaného vektorového prostoru). Mějme konečně-
rozměrný gradovaný vektorový prostor X, pro který nav́ıc plat́ı, že Xk = 0 pro všechna k > 0.
Jeho duálńı prostor X∗ je tedy nezáporně gradovaný. Naš́ım ćılem je sestrojit N-varietu
MX := (X0, C∞MX

) o stejné gradované dimenzi (nj), jako má X∗. Označme jako D grado-
vaný vektorový prostor, kde D0 = {0} a Dk = (X∗)k pro všechna k 6= 0. Snop C∞MX

definujeme
pro každé U ∈ Op(X0) jako

C∞MX
(U) := S̄(D, C∞X0

(U)). (3.44)

To, žeMX je N-varieta (a s ohledem na tvrzeńı 3.1.12 také lokálně gradovaně okruhový prostor)
ověř́ıme nalezeńım globálńı mapy, to jest izomorfismu gLRS ϕ : MX → (Rn0)(nj). Stanovme si
bázi (v1, . . . , vn0) prostoru X0. Homeomorfismus ϕ : X0 → Rn0 potom zavedeme jednoduše jako
souřadnicový izomorfismus, to jest pro každé x = xivi ∈ X0 máme

ϕ(x) = xiei, (3.45)

kde (ej)
n0
j=1 znač́ı standardńı bázi Rn0 . Všimněme si, že ϕ je hladké. Dále necht’ (η1, . . . , ηn∗)

znač́ı standardńı souhrnnou bázi prostoru R(nj)
0 a bud’ (ξ1, . . . , ξn∗) souhrnná báze prostoru D,

uspořádaná tak, že pro všechna i, j = 1, . . . , n∗ plat́ı i ≤ j =⇒ |ξi| ≤ |ξj |. Potom pro každé
U ∈ Op(Rn0) a f ∈ C∞(nj)(U) definujeme

ϕ∗U (f) = ϕ∗U

 ∑
p∈N∗|f |

fp η
p1
1 . . . ηpn∗n∗

 :=
∑
p∈N∗|f |

fp ◦ ϕ
∣∣
ϕ−1(U)

ξp11 . . . ξpn∗n∗ . (3.46)

Snadno se nahlédne (podobně jako v d̊ukazu věty 3.1.19), že takto definované ϕ∗ je izomorfismus
snop̊u, a tedy ϕ je globálńı mapa pro MX .

Pod́ıvejme se bĺıže na př́ıpad, kdy za X ve výše uvedené konstrukci vezmeme za V [`] pro
nějaké konečněrozměrné V ∈ Vec a ` ∈ N. Skutečně se jedná o nekladně gradovaný prostor,
nebot’ jediný jeho nenulový komponentńı vektorový prostor je (V [`])−` = V0. Bud’ (ξ1, . . . , ξn)
báze prostoru V ∗, potom je také souhrnnou báźı prostoru X∗ ≡ (V [`])∗, až na to, že v tomto
prostoru maj́ı všechny stupeň `. Jelikož nyńı X0 = 0 a pro prostor D z výše uvedené konstrukce
plat́ı D = X∗, dostáváme N-varietu MV [`] = ({0}, C∞MV [`]

). Vid́ıme, že podkladová varieta

variety MV [`] je jednobodová množina {0} a jej́ı jediná netriviálńı algebra gradovaných funkćı
je

C∞MV [`]
({0}) ≡ S̄((V [`])∗, C∞{0}({0})) ' S̄((V [`])∗,R) '

∞⊕
p=0

Sp((V [`])∗) ≡ S((V [`])∗). (3.47)

Daľśım př́ıkladem bude takzvaný vektorový fibrovaný prostor s posunutými stupni5. K
jeho konstrukci využijeme větu 3.2.11, kde si přechodové morfismy v jistém smyslu

”
vyp̊ujč́ıme“

z klasického vektorového fibrovaného prostoru.

5Degree shifted vector bundle.
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Bud’ π̂ : E → M vektorový fibrovaný prostor s typickým vláknem V , dim(M) = n0,
dim(V ) = m. Dále mějme na M atlas {(Uα, ϕα)}α∈I takový, že pro každé α ∈ I existuje lokálńı

trivializace φ̂α : Uα×V → π̂−1(Uα). Označme φ̂α(p) := φ̂α(p, ·) : V → V . Opět budeme pracovat
s duálńımi objekty, a tedy necht’ π : E∗ →M je duálńı vektorový fibrovaný prostor s př́ıslušnými
lokálńımi trivializacemi φα : Uα × V ∗ → π−1(Uα), které pro každé α ∈ I a každé p ∈ Uα splňuj́ı

φα(p) =
(
φ̂α(p)−1

)T
, (3.48)

kde (·)T znač́ı transpozici lineárńıho zobrazeńı. Mějme nyńı α, β ∈ I, p ∈ Uαβ. Potom pro
přechodová zobrazeńı na vlákně τ̂αβ(p) a ταβ(p) plat́ı

ταβ(p) ≡ φα(p)−1φβ(p) =
(
φ̂α(p)

)T (
φ̂β(p)−1

)T
=
(
φ̂β(p)−1φ̂α(p)

)T
≡ τ̂βα(p)T. (3.49)

Zvolme nyńı (η1, . . . , ηm) bázi prostoru V ∗. Jelikož ταβ(p) je operátor na V ∗, označme

ταβ(p) ηi =: (ταβ(p))j i ηj , (3.50)

to jest (ταβ(p))j i, i, j = 1, . . . ,m jsou komponenty př́ıslušné invertibilńı matice. Jelikož pro
všechna p ∈ Uαβγ plat́ı, že τγα(p) = τγβ(p)τβα(p), jednoduchým výpočtem dostaneme vztah

(τγα(p))j i = (τγβ(p))j` (τβα(p))`i. (3.51)

Př́ıklad 3.3.4 (Vektorový fibrovaný prostor s posunutými stupni). Pokračujme v zavedeném
značeńı. Necht’ ψ(η) : V ∗ → Rm znač́ı souřadnicový izomorfismus pro bázi {ηj}mj=1 a pro každé
j = 1, . . . ,m označme ξj := ψ(η)(ηj). Bud’ q ∈ N a necht’ (nj)j∈Z znač́ı posloupnost, kde
n0 = dim(M), nq = m a nk = 0 pro k 6= 0, q. Vid́ıme, že {ξj}mj=1 lze chápat jako souhrnnou

bázi prostoru R(nj)
0 , přičemž |ξj | = q pro každé j. Naš́ım ćılem je zde zkonstruovat N-varietu

E[q] = (M, C∞E[q]) o gradované dimenzi právě (nj).

∀α, β ∈ I je tedy třeba definovat izomorfismy snop̊u ϕ∗αβ : C∞(nj)
∣∣∣
ϕ
α

(Uαβ)
→ C∞(nj)

∣∣∣
ϕ
β

(Uαβ)
,

které źıskáme z věty 3.1.19 určeńım m-tice {∗ξ`}m`=1 ⊂ (C∞(nj)(ϕβ(Uαβ)))q. V návaznosti na (3.50)

voĺıme
∗ξ` :=

(
(τβα)i` ◦ ϕ

−1
β

)
ξi. (3.52)

Ověřme, že takto definované přechodové morfismy splňuj́ı podmı́nku (3.41). Stač́ı ověřit jejich
platnost na prvćıch ξ`:

(ϕαβ ◦ ϕβγ)∗ ξ` = ϕ∗βγ ϕ
∗
αβ ξ`

= ϕ∗βγ

((
(τβα)i` ◦ ϕ

−1
β

)
ξi

)
=
(

(τβα)i` ◦ ϕ
−1
β
◦ ϕ

βγ

) (
ϕ∗βγ ξi

)
=
(

(τβα)i` ◦ ϕ
−1
γ

)(
(τγβ)ki ◦ ϕ

−1
γ

)
ξk

=
(

(τγα)k` ◦ ϕ
−1
γ

)
ξk

= ϕ∗αγ ξ`,

(3.53)
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kde jsme pro větš́ı přehlednost poněkud zjednodušili zápis. Ověřili jsme všechny předpoklady
věty 3.2.11 a tedy existuje N-varieta E[q] = (M, C∞E[q]), pro kterou maj́ı ϕαβ = (ϕ

αβ
, ϕ∗αβ) roli

přechodových morfismů mezi př́ıslušnými doménami.

Je možné ukázat, že tato N-varieta nezáviśı na konkrétńı volbě trivializaćı p̊uvodńıho
vektorového fibrovaného prostoru.

Poznámka 3.3.5. Pod́ıvejme se co vznikne, jestliže v předchoźı konstrukci zvoĺıme E = TM ,
totiž tečný fibrovaný prostor, a q = 1. Výsledná N-varieta T[1]M := TM [1] = (M, C∞T[1]M )

má gradovanou dimenzi (nj), kde jediná potenciálně nenulová č́ısla jsou n0 = n1. Přeznačme
nyńı (ξ1, . . . , ξn0) =: (dx1, . . . ,dxn0). Každý prvek f ∈ C∞T[1]M (U) potom vypadá lokálně jako

polynom v dxj s koeficienty v hladkých funkćıch. Nav́ıc pro všechna i, j = 1, . . . , n0 plat́ı
dxidxj = −dxjdxi. Analogie s diferenciálńımi formami na M je úplná, když připomeneme,
že pro transformace

”
1-forem“ dxj plat́ı vztahy (3.52) a (3.49). Můžeme tedy tvrdit, že C∞T[1]M

je izomorfńı snopu diferenciálńıch forem na M .
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Kapitola 4

Diferenciálńı počet

4.1 Snopy modul̊u

V kapitole 2 jsme definovali pojem levého modulu nad gradovaným okruhem.

Definice 4.1.1. Bud’te A ∈ gcAs, V ∈ gVec. Řekneme, že V je levým A-modulem, pokud je
V (brané jako gradovaná abelovská grupa) levým modulem nad A (braném jako gradovaný
okruh), a nav́ıc jsou zobrazeńı ϕij z definice 2.1.5 bilineárńı pro všechna i, j ∈ Z. Dále budeme
opět využ́ıvat multiplikativńıho zápisu. Jelikož je A gradovaně komutativńı, každý levý A-modul
V je zároveň také pravým A-modulem, kde pro každé a ∈ A, v ∈ V zavád́ıme

va := (−1)|v||a|av. (4.1)

Nemá tedy smysl mluvit o
”
strannosti“ a ř́ıkáme jednoduše, že V je modulem nad A (nebo

také A-modulem).

Definice 4.1.2. Bud’te X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs), F ∈ Sh(X, gVec). Potom

řekneme, že F je snop A-modul̊u na X
def⇐⇒ plat́ı

1. Pro každou U ∈ Op(X) je F(U) modulem nad A(U).

2. Kompatibilita s restrikcemi. To jest, že pro všechny V,U ∈ Op(X), V ⊆ U a pro každé
a ∈ A(U), v ∈ F(U) plat́ı (av)|V = a|V v|V .

Př́ıklad 4.1.3. Mějme topologický prostor X, A ∈ Sh(X, gcAs) a konečněrozměrný prostor
K ∈ gVec. Potom zavád́ıme A⊗K ∈ Sh(X, gVec) následovně:

(A⊗K) (U) := A(U)⊗K, (4.2a)

(A⊗K) (ıUV ) := A(ıUV )⊗ idK , (4.2b)

pro každé V,U ∈ Op(X), V ⊆ U . Že se skutečně jedná o snop potom plyne z faktu, že A je
snop a že každý prvek f ∈ A(U) ⊗ K lze jednoznačně rozložit jako f = f j ⊗ kj , kde {kj} je
nějaká pevně zvolená souhrnná báze prostoru K (přičemž |f j |+ |kj | = |f |). Nav́ıc pro všechna
a, b ∈ A(U) a k ∈ K definujeme

a(b⊗ k) := (ab)⊗ k, (4.3)
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a přirozeně rozš́ı̌ŕıme linearitou na všechny prvky z A(U)⊗K, což na A⊗K zavád́ı strukturu
A(U) - modulu. Tato struktura je zjevně kompatibilńı s restrikcemi, což z A ⊗ K čińı snop
A-modul̊u.

Definice 4.1.4. Bud’te X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs), F snop A-modul̊u a m ∈ N0.

Potom řekneme, že kolekce {ri}mi=1 ⊆ F(X) je globálńı rám na F def⇐⇒ pro každé U ∈ Op(X)
a f ∈ F(U) existuje jednoznačně určený soubor {f j} ⊆ A(U) takový, že f = f j rj |U .

Dále řekneme, že F je volně a konečně generovaný, právě pokud na něm existuje
globálńı rám.

Poznámka 4.1.5. Mějme X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs) a F volně a konečně gene-
rovaný snop A-modul̊u. Potom restrikćı globálńıho rámu zjist́ıme, že pro každou U ∈ Op(X) je
F|U volně a konečně generovaný snop A|U -modul̊u.

Definice 4.1.6. Mějme X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs) a F ,G ∈ Sh(X, gVec) dva
snopy A-modul̊u. Řekneme, že morfismus snop̊u N : F → G je zároveň morfismem snop̊u

A-modul̊u
def⇐⇒ NU je morfismem A(U)-modul̊u pro každé U ∈ Op(X). To jest, že pro každé

a ∈ A(U), f ∈ F(U) plat́ı NU (af) = aNU (f).

Tvrzeńı 4.1.7. Bud’te X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs) a F snop A-modul̊u. Potom F je
volně a konečně generovaný ⇐⇒ existuje konečněrozměrný prostor K ∈ gVec a izomorfismus
snop̊u A-modul̊u mezi F a A⊗K.

D̊ukaz. ( ⇐= ): Necht’ N : A ⊗ K → F znač́ı př́ıslušný izomorfismus a necht’ je (k1, . . . , km)
souhrnná báze prostoru K. Potom pro každé j = 1, . . . ,m definujeme rj := NX(1 ⊗ kj), kde
1 je jednička v A(X). Ověřme, že {rj}mj=1 je globálńı rám pro F . Mějme f ∈ F(U) pro nějaké

U ∈ Op(X). Označme f̂ := N −1
U f ∈ A(U)⊗K. Potom jistě f̂ = f j⊗kj pro jednoznačně určené

f j ∈ A(U). Dostáváme

f = NU (f̂) = NU (f j ⊗ kj) = NU

(
f j(1|U ⊗ kj)

)
= f jNU (1|U ⊗ kj)

= f j (NX(1⊗ kj))|U ≡ f
j rj |U .

(4.4)

( =⇒ ): Mějme tedy {rj}mj=1 globálńı rám pro F . Necht’ je BÚNO uspořádán tak, že
i ≤ j =⇒ |ri| ≤ |rj |. Pro každé ` ∈ Z definujeme nezáporné č́ıslo m` := #{j | |rj | = `}
a za prostor K potom voĺıme R(m`). Necht’ nyńı (k1, . . . , km) znač́ı standardńı souhrnnou bázi
prostoru R(m`). Potom pro každé U ∈ Op(X) a f ∈ A(U)⊗K definujeme

NU (f) ≡ NU (f j ⊗ kj) := f j rj |U . (4.5)

Je snadné se přesvědčit, že takto definované N : A ⊗ K → F je izomorfismus snop̊u. Nav́ıc
pro každé a ∈ A(U) plat́ı NU (af) = a f j rj |U = aNU (f), což z N dělá izomorfismus snop̊u
A-modul̊u.

Lemma 4.1.8. Bud’te M∈ NMan∞, x ∈M a U ∈ Opx(M). Označme jako J(x)(U) ⊆ C∞M(U)
gradovaný ideál, definovaný takto:(

J(x)(U)
)
k

=

{
(C∞M(U))k pro k 6= 0,

{ f ∈ (C∞M(U))0 | f(x) = 0 } pro k = 0.
(4.6)

Potom existuje kanonický rozklad C∞M(U) = R⊕ J(x)(U), kde λ ∈ R je chápána jako konstantńı
funkce na U .
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D̊ukaz. Nejprve si všimněme, že R a J(x)(U) maj́ı triviálńı pr̊unik. Pro jiný než nultý stupeň
je rozklad triviálńı, a pro f ∈ (C∞M(U))0 máme f = f(x) + (f − f(x)), kde prvńı člen je z R
a druhý z J(x)(U).

Tvrzeńı 4.1.9. Mějme N-varietu M = (M, C∞M) a dva konečněrozměrné gradované vektorové
prostory K a L. Necht’ nav́ıc existuje N : C∞M ⊗K → C∞M ⊗L izomorfismus snop̊u C∞M-modul̊u.
Potom K a L maj́ı stejnou gradovanou dimenzi.

D̊ukaz. Necht’ je (k1, . . . , kn) souhrnná báze K a (`1, . . . , `m) souhrnná báze L. Pro každé
a = 1, . . . , n plat́ı NM (1 ⊗ ka) = kba ⊗ `b pro nějaké jednoznačně určené kba ∈ C∞M(M). Pro
každé U ∈ Op(M) a f ∈ C∞M(U)⊗K tedy máme

NU (f) ≡ NU (fa ⊗ ka) = faNU (1U ⊗ ka) = (fa kba

∣∣∣
U

)⊗ `b. (4.7)

Jelikož je NU dle předpokladu izomorfismus C∞M(U)-modul̊u, lze se přesvědčit, že pro každý ideál

I ⊂ C∞M(U) je zobrazeńı N̂U : (C∞M(U)/I)⊗K → (C∞M(U)/I)⊗ L definované jako

N̂U ([fa]⊗ ka) := [fakba]⊗ `b (4.8)

izomorfismus C∞M(U)/I-modul̊u. Nyńı stač́ı vźıt za I ideál J(x)(U) z lemmatu 4.1.8, a podle

stejného lemmatu dostaneme izomorfismus N̂U : R ⊗ K → R ⊗ L. Jelikož však R ⊗ K ∼= K
a R⊗L ∼= L, znamená to, že existuje gVec izomorfismus mezi K a L, a tud́ıž musej́ı mı́t stejnou
gradovanou dimenzi.

Poznámka 4.1.10. Podobně bychom mohli vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı: mějme K,L dva
konečněrozměrné gradované vektorové prostory, a necht’ je χ : C∞M(M) ⊗ K → C∞M(M) ⊗ L
izomorfismus C∞M(M)-modul̊u. Potom gdim(K) = gdim(L).

Důkaz by prob́ıhal analogicky k d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı pro volbu U = M .

Definice 4.1.11. Bud’M = (M, C∞M) ∈ NMan∞ a F ∈ Sh(M, gVec) volně a konečně generovaný
snop C∞M-modul̊u. Bud’ K ∈ gVec ten prostor, pro který plat́ı, že F je izomorfńı C∞M ⊗ K.
Potom gradovanou dimenzi prostoru K nazveme gradovanou hodnost́ı snopu F , a znač́ıme
grnk(F) := gdim(K). Podle předchoźıho tvrzeńı je tato definice nezávislá na konkrétńım výběru
prostoru K.

Definice 4.1.12. Bud’M = (M, C∞M) N-varieta a F ∈ Sh(M, gVec) snop C∞M-modul̊u. Řekneme,
že F je lokálně volně a konečně generované, právě když pro každé x ∈ M existuje
U ∈ Opx(M) takové, že F|U je volně a konečně generovaný snop C∞M|U -modul̊u. Každému
globálńımu rámu na F|U se ř́ıká lokálńı rám na F .

Definice 4.1.13. Pro topologický prostor X a F ,G ∈ Sh(X, gVec) zavád́ıme pojem lineárńıho
morfismu stupně k ∈ Z z F do G a označujeme j́ım ψ = {ψU}U∈Op(X), kde pro každé U je
ψU ∈ Link(F(U),G(U)) a všechna ψU nav́ıc komutuj́ı s restrikcemi. Rozšǐrujeme tak pojem
morfismu snop̊u s hodnotami v gradovaných vektorových prostorech, což jsou právě lineárńı
morfismy stupně nula. Množinu všech lineárńıch morfismů stupně k z F do G znač́ıme jako
Link(F ,G).

Necht’ jsou F a G nyńı snopy A-modul̊u pro nějaké A ∈ Sh(X, gcAs). Potom pro každé
k ∈ Z zavád́ıme LinAk (F ,G) jako podprostor Link(F ,G), kde ψ ∈ Link(F ,G) je zároveň prvkem

LinAk (F ,G)
def⇐⇒ pro každé U ∈ Op(X), a ∈ A(U), v ∈ F(U) plat́ı

ψU (av) = (−1)|ψ||a|aψU (v). (4.9)
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Rozšǐrujeme tak pojem morfismu snop̊u A-modul̊u, což jsou právě prvky LinA0 (F ,G). LinA(F ,G)
potom znač́ı gradovaný vektorový prostor, kde

(
LinA(F ,G)

)
k

:= LinAk (F ,G).

Tvrzeńı 4.1.14. Při značeńı z předchoźı definice je LinA(F ,G) snopem A-modul̊u.

D̊ukaz. Nejprve je samozřejmě zapotřeb́ı definovat př́ıslušná přǐrazeńı. Pro každé U ∈ Op(X)
tedy zavád́ıme LinA(F ,G)(U) := LinA|U (F|U , G|U ) a pro V ∈ Op(U), ψ ∈ LinA(F ,G)(U) je
jednoduše (ψ|V )W := ψW pro všechna W ∈ Op(V ). Že s takto definovanými přǐrazeńımi jde
o předsnop s hodnotami v gVec se ověř́ı snadno, a stejně snadno by se ověřila platnost axiomů
snopu (s využit́ım jejich ekvivalentu pro snop G). Z d̊uvodu stručnosti zde tato ověřeńı provádět
nebudeme.

Abychom z LinA(F ,G) dostali snop A-modul̊u, muśıme pro každé U ∈ Op(X) zavést na
LinA(F ,G)(U) strukturu A(U)-modulu. To uděláme jednoduše tak, že pro a ∈ A(U) a pro každé
V ∈ Op(U) definujeme (aψ)V := a|V ψV . Pro tuto definici je zjevné, že (aψ)|V = a|V ψ|V .

Definice 4.1.15. Bud’ X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs) a F snop A-modul̊u. Potom
LinA(F ,A) =: F∗ nazveme duálńım snopem snopu F . V této definici přirozeně chápeme
A = A⊗ R jako volně a konečně generovaný snop A-modul̊u, jehož gradovaná hodnost je (nj),
kde n0 = 1 a nk = 0 pro k 6= 0.

Definice 4.1.16. Bud’ V konečněrozměrný gradovaný vektorový prostor se souhrnnou báźı
(v1, . . . , vm). Řekneme, že souhrnná báze (w1, . . . , wm) prostoru V ∗ je k této bázi duálńı právě
když plat́ı wi(vj) = δij pro každé i, j = 1, . . . ,m.

Tvrzeńı 4.1.17. Bud’ X topologický prostor, A ∈ Sh(X, gcAs) a F volně a konečně generovaný
snop A-modul̊u o gradované hodnosti (mj). Potom F∗ je také volně a konečně generovaný,
přičemž jeho gradovaná hodnost je (m−j).

D̊ukaz. Z předpokladu exstuje K ∈ gVec a izomorfismus φ̂ : F → A ⊗K. Mějme (k1, . . . , km)
souhrnnou bázi prostoru K a necht’ {rj}mj=1 znač́ı globálńı rám na F , kde pro každé j = 1, . . . ,m

je rj = (φ̂X)−1(1⊗ kj). Naš́ım ćılem je zkonstruovat izomorfismus φ : F∗ → A⊗K∗. Označme
jako (k1, . . . , km) př́ıslušnou duálńı bázi prostoru K∗. Mějme libovolné U ∈ Op(X) a α ∈ F∗(U),
potom voĺıme

φU (α) :=
(
αU (rj |U )

)
⊗ kj (4.10)

V prvé řadě je φU lineárńım zobrazeńım stupně nula, což plyne z toho, že |rj | = |kj | = −|kj |
pro každé j = 1, . . . ,m. Komutativita s restrikcemi je zjevná, nav́ıc pro každé a ∈ A(U) plat́ı
φU (aα) = aφU (α), což z φ čińı morfismus snop̊u A-modul̊u. Ověřme injektivitu. Bud’ k ∈ Z
a předpokádejme, že (φU )kα = 0. To jest, αU (rj |U ) = 0 pro všechna j, což je však možné pouze
pro αU = 0 =⇒ αV = 0 pro každou V ∈ Op(U) =⇒ α = 0 =⇒ ker((φU )k) = {0} a tedy φU
je injektivńı.

Pro ověřeńı surjektivity mějme gj ⊗ kj ∈ A(U) ⊗ K∗ a hledejme α ∈ F∗(U) takové,
že φU (α) = αU (rj |U ) ⊗ kj = gj ⊗ kj . Zjevně tedy chceme, aby αU (rj |U ) = gj , což mimo jiné
znamená, že |α| = |gj ⊗ kj | =: `. Mějme V ∈ Op(U) a v ∈ F(U), v = vj rj |V . Potom, jelikož

chceme aby αV splňovalo vztah 4.9, dostáváme αV (vj rj |V ) = (−1)|α||v
j |vjαV (rj |V ). Ze všech

těchto vztah̊u dostáváme kandidáta na definici

αV (v) := (−1)`(|v|−|kj |)vj gj |V , (4.11)
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pro každé V ∈ Op(U) a v = vj rj |V ∈ F(V ). Takto definované α se však již snadno ukáže být
dobře definovaným prvkem F∗(U), a tedy t́ım, co jsme hledali.

4.2 Vektorová pole

Definice 4.2.1. Mějme A ∈ gcAs a A-modul V . Řekneme, že δ ∈ Lin(A, V ) je gradovanou

derivaćı stupně |δ| def⇐⇒ pro všechna a, b ∈ A plat́ı

δ(ab) = δ(a)b+ (−1)|δ||a|aδ(b). (4.12)

Pro každé k ∈ Z znač́ıme jako Derk(A, V ) vektorový prostor gradovaných derivaćı stupně k,
a jako Der(A, V ) gradovaný vektorový prostor, kde (Der(A, V ))k := Derk(A, V ).

Na N-varietě M chceme nyńı zavést snop vektorových poĺı XM, který bude snopem
C∞M-modul̊u. Analogicky k negradovanému př́ıpadu definujeme pro každé U ∈ Op(M)

XM(U) := Der(C∞M(U)) ≡ Der(C∞M(U), C∞M(U)). (4.13)

Strukturu C∞M(U)-modulu na XM(U) źıskáme tak, že pro všechna f ∈ C∞M(U) a X ∈ XM(U)
polož́ıme (fX)h := f(Xh). Bilinearita je zjevná, stejně jako fakt, že 1X = X. Nav́ıc, pokud
budeme mı́t daľśı g ∈ C∞M(U), dostaneme

(fX)(hg) = f (X(hg)) = f(Xh)g + (−1)|X||h|fhXg = ((fX)h)g + (−1)|fX||h|h(fX)g, (4.14)

a tedy fX ∈XM(U).

Zaved’me nyńı na XM restrikce. Mějme V,U ∈ Op(M), V ⊆ U a X ∈XM(U). Nejprve
ukážeme, že X je lokálńı operátor, to jest uvažujeme h ∈ C∞M(U) takové, že h|V = 0, a ukážeme,
že potom (Xh)|V = 0. Pro každé p ∈ V existuje Wp ∈ Opp(V ) takové, že W p ⊆ V . Necht’ ψ
znač́ı hladkou bump-funkci na Wp s nosičem ve V (viz poznámka 3.2.9). Potom jistě h = h(1−ψ)
a dostáváme

Xh = X(h(1− ψ)) = (Xh)(1− ψ) + (−1)|X||h|hX(1− ψ), (4.15)

přičemž restrikce pravé strany na Wp dává nulu. Jelikož je {Wp}p∈V pokryt́ım V , z axiomu
lokality pro snop C∞M dostáváme, že (Xh)|V = 0.

Nyńı chceme definovat X|V ∈XM(V ). Bud’ f ∈ C∞M(V ), z extenčńıho lemmatu (lemma
3.2.10) potom v́ıme, že pro každé p ∈ V existuje fp ∈ C∞M(U) takové, že fp|Wp = f |Wp . Pro
každé p ∈ V označ́ıme gp := (Xfp)|Wp . Pro dva r̊uzné body p, q ∈ V vid́ıme, že (fp−fq)|Wpq = 0
a tedy, jelikož X je lokálńı operátor, také

0 = X(fp − fq)|Wpq
= gp|Wpq

− gq|Wpq
. (4.16)

Můžeme tedy využ́ıt leṕıćıho axiomu a označit jako g ∈ C∞M(V ) prvek
”
slepený“ z prvk̊u {gp}.

Pokládáme X|V f := g. Máme-li jiný soubor vhodných množin W̃p, vhodných prvk̊u f̃p ∈ C∞M(U)
a jimi definované g̃ ∈ C∞M(V ) snadno zjist́ıme, že f̃p|Wp∩W̃p

= fp|Wp∩W̃p
a tedy také g̃|Wp∩W̃p

=

(Xf̃p)|Wp∩W̃p
= (Xfp)|Wp∩W̃p

= g|Wp∩W̃p
. Z axiomu lokality pro C∞M a faktu, že {Wp ∩ W̃p}p∈V

je otevřeným pokryt́ım pro V , źıskáváme, že g = g̃. Uvedená definice X|V tak neńı závislá na
konkrétńım výběru {Wp} a {fp}.
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Ověřme, že X|V ∈ XM(V ). Konkrétně ukážeme pouze linearitu, splněńı Leibnizova
pravidla by se ukázalo obdobně. Mějme tedy h, f ∈ C∞M(V ) a λ ∈ R. Pro každé p ∈ V dostaneme

(X|V (f + λh))|Wp
= X(fp + λhp)|Wp

= (Xfp)|Wp
+ λ (Xhp)|Wp

= (X|V f + λ X|V g)|Wp
,

(4.17)

a zbytek plyne z axiomu lokality snopu C∞M.

Podobným zp̊usobem by se ukázalo, že pro X,Y ∈XM(U), λ ∈ R a g ∈ C∞M(U) plat́ı

(X + λY )|V = X|V + λ Y |V , (4.18)

(gX)|V = g|V X|V . (4.19)

Povšimněme si také, že pro X ∈ XM(U) a f ∈ XM(U) plat́ı X|V f |V = (Xf)|V . Skutečně,
stač́ı pro každé p ∈ V volit (f |V )p := f .

Z toho mimo jiné plyne, že X|U = X ∈ XM(U). Jako posledńı nám zbývá ověřit, že
(X|V )|W = X|W , kde W ∈ Op(V ). Za t́ımto účelem nyńı uvažujme Wp ⊆ W ⊆ V ⊆ U
a f ∈ C∞M(W ). Necht’ jsou dále {fp}p∈W ⊆ C∞M(U) pro každé p ∈ W prodloužeńımi f z Wp na
U . Potom můžeme volit {fp|V }p∈W za prodloužeńı f z Wp na V , z čehož dostáváme(

(X|V )|W f
)∣∣
Wp

=
(
X|V fp|V

)∣∣
Wp

=
(

(Xfp)|V
)∣∣
Wp

= (Xfp)|Wp

= (X|W f)|Wp
,

(4.20)

Restrikce jsou tedy vhodně definované, což z XM dělá předsnop.

Ověřme, že XM splňuje axiom lokality. Mějme {Uα}α∈I otevřené pokryt́ı množiny
U ∈ Op(M) a X,Y ∈ XM(U) takové, že X|Uα = Y |Uα pro všechny α ∈ I. Pro každé
f ∈ C∞M(U) potom plat́ı (Xf)|Uα = X|Uα f |Uα = Y |Uα f |Uα = (Y f)|Uα . Z axiomu lokality
pro C∞M tak dostáváme, že Xf = Y f a tud́ıž X = Y .

Ověřme také platnost leṕıćıho axiomu. Necht’ je {Uα}α∈I opět otevřené pokryt́ı U a necht’

máme pro každé α ∈ I vektorové pole Xα ∈XM(Uα) tak, že ∀α, β ∈ I plat́ı Xα|Uαβ = Xβ|Uαβ .

Pro každé f ∈ U opět vid́ıme, že (Xα f |Uα )|Uαβ = (Xβ f |Uβ )|Uαβ a tak definujeme Xf jako

prvek
”
slepený“ z prvk̊u {Xα f |Uα}α∈I . Že takto definované X je vektorovým polem se ukáže

opět demonstraćı potřebných vlastnost́ı při restrikćıch na Uα a následným použ́ıt́ım axiomu
lokality snopu C∞M. Následuj́ıćı tvrzeńı shrnuje předchoźı text.

Tvrzeńı 4.2.2. Pro M∈ NMan∞ je snop vektorových poĺı na M, značený jako XM a defino-
vaný výše, dobře definovaným snopem C∞M-modul̊u.

D̊ukaz. Že jde o dobře definovaný snop s hodnotami v gradovaných vektorových prostorech bylo
ukázáno výše. Že jde nav́ıc o snop C∞M-modul̊u plyne ze zavedeńı struktury modulu na XM(U)
pro každé U ∈ Op(M) a z (4.19).

Značeńı 4.2.3. Bud’ M = (Rn0 , C∞(nj)) ∈ NMan∞, potom znač́ıme X(nj) := XM.

Lemma 4.2.4. Mějme Û (nj) nezáporně gradovanou doménu a X ∈X(nj)(Û). Potom plat́ı

1. Xλ = 0 pro každé λ ∈ R.
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2. Bud’te f, g ∈ (C∞(nj)(Û))0. Potom, pokud existuje a ∈ Û takové, že f(a) = g(a) = 0, tak pro

X(fg) =
∑

(X(fg))r ξ
r1
1 . . . ξ

rn∗
n∗ plat́ı (X(fg))r(a) = 0 pro všechna r ∈ N∗|X|.

D̊ukaz. Z linearity a Leibnizova pravidla dostáváme Xλ = λX1 = λX(1 · 1) = 2Xλ, což je
možné pouze pro Xλ = 0 (jedná se o nulu stupně |X|), což dokazuje bod 1. Bod 2 se ukáže
snadno, nebot’ máme

X(fg) = X(f)g + fXg

=
∑

r∈N∗|X|

((Xf)r g + f(Xg)r)︸ ︷︷ ︸
(X(fg))r

ξr11 . . . ξrn∗n∗ . (4.21)

Př́ıklad 4.2.5. Následuj́ı d̊uležité př́ıklady vektorových poĺı. Bud’ Û (nj) nezáporně gradovaná

doména a necht’ (x1, . . . , xn0) znač́ı souřadnice na Û a (ξ1, . . . , ξn∗) znač́ı souhrnnou bázi R(nj)
0 .

Potom pro každé j = 1, . . . , n0 definujeme ∂
∂xi
∈
(
X(nj)(Û)

)
0

jako

∂

∂xi

 ∑
p∈N∗|f |

fp ξ
p1
1 . . . ξpn∗n∗

 :=
∑
p∈N∗|f |

(
∂

∂xi
fp

)
ξp11 . . . ξpn∗n∗ , (4.22)

pro každé f =
∑
fp ξ

p1
1 . . . ξ

pn∗
n∗ ∈ C∞(nj)(Û). Že jde o vektorové pole se zkontroluje snadno

s využit́ım definice násobeńı na C∞(nj)(Û). Mimo jiné tedy ∂
∂xi
ξν = 0 pro každé ν = 1, . . . , n∗.

Dále pro každé µ = 1, . . . , n∗ definujeme ∂
∂ξµ
∈
(
X(nj)(Û)

)
−|ξµ|

jeho p̊usobeńım na prvky

ξν ∈ C∞(nj)(Û), ν = 1, . . . , n∗ :

∂

∂ξµ
ξν := δµν , (4.23)

požadavkem linearity a splněńı Leibnizova pravidla. Vid́ıme, že pro každé g ∈
(
C∞(nj)(Û)

)
0

je

∂
∂ξµ

g = 0, nebot’ má takový prvek nutně záporný stupeň.

Lemma 4.2.6. Necht’ je Û (nj) nezáporně gradovaná doména, (x1, . . . , xn0) souřadnice na Û

a (ξ1, . . . , ξn∗) souhrnná báze R(nj)
0 . Potom pro X,Y ∈ X(nj)(Û) plat́ı, že X = Y právě tehdy,

když X(xj) = Y (xj) a X(ξµ) = Y (ξµ) pro všechna j = 1, . . . , n0 a µ = 1, . . . , n∗.

D̊ukaz. Mějme f =
∑
fp ξ

p1
1 . . . ξ

pn∗
n∗ ∈ C∞(nj)(Û). Potom pro každé a ∈ Û existuje Wa ∈ Op(Û)

hvězdicovité okoĺı bodu a. Na tomto okoĺı lze pro každé p ∈ N∗|f | využ́ıt Taylorovy věty, a źıskat

fp(x) = fp(a) + λp,i(x
i − ai)︸ ︷︷ ︸

:=Tp(x)

+ (xi − ai)(xj − aj)ωp,ij(x)︸ ︷︷ ︸
:=Rp(x)

, (4.24)
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kde λp,i =
∂fp
∂xi

(a) a ωp,ij je pro každé i, j = 1, . . . , n0 hladká funkce na Wa. Dostáváme tak

(Xf)|Wa
=(X

∑
p∈N∗|f |

fp ξ
p1
1 . . . ξpn∗n∗ ) |Wa

=

(∑
p

(Xfp) ξ
p1
1 . . . ξpn∗n∗ + fpX

(
ξp11 . . . ξpn∗n∗

))
|Wa

=
∑
p

(
X|Wa

(Tp +Rp)
)
ξp11 . . . ξpn∗n∗ + (Tp +Rp) X|Wa

(
ξp11 . . . ξpn∗n∗

)
.

(4.25)

S využit́ım této rovnosti, lemmatu 4.2.4 a definice Tp a Rp zjǐst’ujeme, že pro všechna q ∈ N∗|Xf |
plat́ı (Xf)q(a) = (XT )q(a), kde T ∈ C∞(nj)(Û) je definováno jako

T :=
∑
p∈N∗|f |

Tp ξ
p1
1 . . . ξpn∗n∗ . (4.26)

Ze stejného d̊uvodu také (Y f)q(a) = (Y T )q(a). Jelikož však X(Tp) = X(fp(a) +λp,i(x
i− ai)) =

λp,iX(xi), dostáváme

XT =
∑
p

(
λp,iX(xi)ξp11 . . . ξpn∗n∗ + TpX(ξp11 . . . ξpn∗n∗ )

)
, (4.27)

a tedy z předpokladu vid́ıme, že XT = Y T . Potom ale (Xf)q(a) = (XT )q(a) = (Y T )q(a) =
(Y f)q(a) pro všechna q ∈ N∗|Xf |, přičemž a ∈ Û bylo libovolné. To ale neznamená nic jiného,
než že Xf = Y f a tedy X = Y .

Př́ıklad 4.2.7. Uvažujme nyńı M ∈ NMan∞, (U,ϕ) gradovanou mapu na M a označme
Û := ϕ(U). Potom pro každé X̂ ∈X(nj)(Û) lze definovat vektorové pole X ∈XM(U) jako

Xf := ϕ∗
Û

(
X̂
(

(ϕ∗
Û

)−1f
))

. (4.28)

Že X je vektorové pole plyne z toho, že ϕ∗
Û

je izomorfismus gAs. Je také zřejmé, že toto přǐrazeńı

X̂ 7→ X je bijekce. S lehkým zneužit́ım značeńı budeme dále psát ∂
∂xi
, ∂
∂ξµ
∈ XM(U) a myslet

t́ım jejich takto definované
”
pullbacky“ z př́ıslušné domény Û (nj).

Značeńı 4.2.8. Mějme N-varietu M a na ńı gradovanou mapu (U,ϕ), přičemž {xi}n0
i=1 jsou

souřadnice na Û := ϕ(U) a {ξµ}n∗µ=1 je souhrnná báze pro R(nj)
0 . Potom opět mı́rně zneuž́ıváme

značeńı a ṕı̌seme xi := ϕ∗
Û
xi ∈ C∞M(U) a ξµ := ϕ∗Uξµ ∈ C∞M(U).

Tvrzeńı 4.2.9. Mějme N-varietu M a na ńı gradovanou mapu (U,ϕ) se souřadnicemi {xi}n0
i=1

na ϕ(U) a souhrnnou báźı {ξµ}n∗µ=1 pro R(nj)
0 . Potom pro každé X ∈XM(U) plat́ı

X = X(xi)
∂

∂xi
+X(ξµ)

∂

∂ξµ
. (4.29)

D̊ukaz. Důkaz stač́ı provést pro př́ıslušnou gradovanou doménu Û (nj). Podle lemmatu 4.2.6
nav́ıc stač́ı porovnat p̊usobeńı obou stran na prvky {xi}n0

i=1 a {ξµ}n∗µ=1, přičemž toto p̊usobeńı
je, s ohledem na př́ıklad 4.2.5, stejné.
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Důsledek 4.2.10. { ∂
∂xi
}n0
i=1 spolu s { ∂

∂ξµ
}n∗µ=1 tvoř́ı lokálńı rám pro XM na U .

Př́ıklad 4.2.11. Jednoduchým př́ıkladem vektorového pole, které existuje na každé N-varietě
M, je takzvané Eulerovo vektorové pole E ∈ XM(M), |E| = 0, p̊usob́ıćı na každé
f ∈ C∞M(M) jako Ef := |f |f . Pro (U,ϕ) mapu na M potom v lokálńıch souřadnićıch máme
E|U =

∑n∗
µ=1|ξµ|ξµ

∂
∂ξµ

.

Definice 4.2.12. Pro M ∈ NMan∞, U ∈ Op(M) a X,Y ∈ XM(U) zavád́ıme komutátor
vektorových poĺı X a Y jako

[X,Y ] := XY − (−1)|X||Y |Y X. (4.30)

Tvrzeńı 4.2.13. Pro M∈ NMan∞, V,U ∈ Op(M), V ⊆ U a X,Y ∈XM(U) plat́ı

1. [X,Y ] ∈XM(U).

2. [X,Y ] = −(−1)|X||Y |[Y,X].

3. [X, [Y,Z]] = [[X,Y ], Z] + (−1)|X||Y |[Y, [X,Z]].

4. [X,Y ]|V = [X|V , Y |V ].

D̊ukaz. Prvńı tři body se ukáž́ı př́ımým ověřeńım, ukážeme tedy pouze bod posledńı. Mějme
f ∈ C∞M(V ) a p̊ujčme si {Wp}p∈V otevřené pokryt́ı množiny V a {fp}p∈V ⊆ C∞M(U) z definice
restrikćı na XM(U) (viz text nad tvrzeńım 4.2.2). Pro každé p ∈ V nyńı označme gp := Y fp
a g := Y |V f . Pak jistě gp|Wp

= g|Wp
, a tedy (X|V Y |V f)|Wp

= (X|V g)|Wp
= (Xgp)|Wp

=

(XY fp)|Wp
. Obdobně pro opačné pořad́ı X a Y . Dostáváme tak

( [X,Y ]|V f)|Wp
= ([X,Y ]fp)|Wp

= (XY fp)|Wp
− (−1)|X||Y | (Y Xfp)|Wp

= (X|V Y |V f)|Wp
− (−1)|X||Y | (Y |V X|V f)|Wp

= ([X|V , Y |V ] f)|Wp
,

(4.31)

a tvrzeńı plyne z axiomu lokality pro C∞M.

Značeńı 4.2.14. Mějme Û (nj) nezáporně gradovanou doménu, (x1, . . . , xn0) souřadnice na Û

a (ξ1, . . . , ξn∗) souhrnnou bázi prostoru R(nj)
0 . Potom také znač́ıme xA := ξA−n0 , pro všechna

A = n0 + 1, . . . , n0 +n∗. Soubor {xA}nA=1, kde n := n0 +n∗, nazýváme gradované souřadnice

na Û (nj).

Pokud budeme mı́t M ∈ NMan∞ a na ńı mapu (U,ϕ) potom ř́ıkáme, že {xA}nA=1

jsou gradované souřadnice na U , nebo také že (U,ϕ) je mapa s gradovanými souřadnicemi

{xA}nA=1, právě když jsou {xA}nA=1 gradované souřadnice na
(
ϕ(U)

)(nj). Pokud potom ṕı̌seme

xA ∈ C∞M(U), je to samozřejmě myšleno ve smyslu značeńı 4.2.8.

Př́ıklad 4.2.15 (Transformace souřadnic). Mějme N-varietuM gradované dimenze (nj) a na ńı
dvě mapy (Uα, ϕα) a (Uβ, ϕβ). Necht’ {xA}nA=1 znač́ı gradované souřadnice na Uα a {yB}nB=1 gra-
dované souřadnice na Uβ. Uvažujme vektorové pole ∂

∂yB
∈ X(nj)(ϕα(Uαβ)), které bylo
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”
přeneseno“ na doménu (ϕ

α
(Uα))(nj) zp̊usobem (4.28). V souřadnićıch této domény bude mı́t, s

ohledem na tvrzeńı 4.2.9, tvar

∂

∂yB
= (

∂

∂yB
xA)

∂

∂xA
≡
(
ϕ∗βα

∂

∂yB
(ϕ∗βα)−1xA

)
∂

∂xA
, (4.32)

což ṕı̌seme jednoduše jako
∂

∂yB
=
∂xA

∂yB
∂

∂xA
. (4.33)
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Kapitola 5

Diferenciálńı formy

5.1 Snop diferenciálńıch forem

V této podkapitole bude vždy M = (M, C∞M) značit N-varietu gradované dimenze (nj). Dále
F ∈ Sh(M, gVec) bude vždy lokálně volně a konečně generovaný snop C∞M-modul̊u s konstantńı
gradovanou hodnost́ı (mj). To jest, všechna F|U , kde U ∈ Op(M) je takové, že F|U je volně
a konečně generovaný, maj́ı gradovanou hodnost (mj).

Lemma 5.1.1. Vždy existuje K ∈ gVec a gradovaný atlas {(Uα, ϕα)}α∈I na M takový, že pro
každé α ∈ I také existuje φα : C∞M|Uα ⊗K → F|Uα izomorfismus snop̊u C∞M|Uα-modul̊u.

D̊ukaz. S použit́ım společného zjemněńı. To jest: z předpokladu existuje pro každé m ∈M okoĺı
Vm ∈ Opm(M), Km ∈ gVec a izomorfismus φ̃m : C∞M|Vm ⊗K → F|Vm . Jelikož má F konstantńı
hodnost, můžeme pro každé m ∈ M volit Km := K pro jeden pevný prostor K. Bud’ nyńı
{Wm, ϕ̃m}m∈M libovolný atlas na M indexovaný body z M. Potom stač́ı zvolit za indexovou
množinu I := M , Um := Vm ∩Wm, ϕm := ϕ̃m|Um a φm := φ̃m|Um .

Poznámka. Až do konce této podkapitoly budeme znakem K myslet právě gradovaný vektorový
prostor z předchoźıho lemmatu.

Tvrzeńı 5.1.2. Každé F indukuje na M klasický vektorový fibrovaný prostor π : E → M
s typickým vláknem K0. Tento vektorový fibrovaný prostor je jednoznačný až na izomorfismus.

D̊ukaz. Hledaný vektorový fibrovaný prostor nalezneme určeńım přechodových zobrazeńı na
vlákně K0. Necht’ (k1, . . . , km) znač́ı souhrnnou bázi K, uspořádanou tak, že (k1, . . . , km0) je
báźı prostoru K0. Necht’ {Uα}α∈I představuje právě to pokryt́ı M , kde pro každé α ∈ I existuje
φ̂α : C∞M|Uα ⊗ K → F|Uα izomorfismus snop̊u C∞M|Uα-modul̊u. Potom pro všechny α, β ∈ I
můžeme definovat přechodové izomorfismy C∞M|Uαβ -modul̊u τ̂βα : C∞M|Uαβ ⊗K → C

∞
M|Uαβ ⊗K

jako τ̂βα := φ̂β|−1
Uαβ
◦ φ̂α|Uαβ . Pro každé A = 1, . . . ,m potom dostáváme

(τ̂βα)Uαβ (1⊗ kA) = (τ̂βα)BA ⊗ kB, (5.1)

pro jednoznačně určené (τ̂βα)BA ∈ (C∞M(Uαβ))|kA|−|kB |. Mimo jiné vid́ıme, že pro |kA| = 0 je

nutně (τ̂βα)BA = 0 pro všechna B taková, že |kB| 6= 0. Př́ımo z definice je dále jasné, že
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τ̂γβ|Uαβγ ◦ τ̂βα|Uαβγ = τ̂γα|Uαβγ , a tedy při zjednodušeńı zápisu dostáváme: τ̂γβ τ̂βα(1 ⊗ kA) =

τ̂γβ((τ̂βα)BA⊗kB) = (τ̂βα)BA(τ̂γβ)CB⊗kC = τ̂γα(1⊗kA) = (τ̂γα)CA⊗kC , pro každé A = 1, . . . ,m,
z čehož dostáváme rovnost

(τ̂βα)BA(τ̂γβ)CB = (τ̂γα)CA. (5.2)

Nyńı stač́ı pro všechna α, β ∈ I a i, j = 1, . . . ,m0 označit (tβα)ij := (τ̂βα)ij a źıskáme klasické

přechodové funkce na vlákně K0, definované pro každé p ∈ Uαβ a v = vjkj ∈ K0 jako

tβα(p, v) := vj(tβα(p))ijki. (5.3)

Existuje tak π : E → M, přičemž totálńı prostor E je dimenze n0 + m0, spolu s lokálńımi
trivializacemi tα : Uα×K0 → π−1(Uα) takovými, že tαβ jsou jim př́ıslušná přechodová zobrazeńı.
Prostor E je nav́ıc jednoznačný až na izomorfismus (viz např́ıklad [7, problem 10-6]).

Pokračujme ve značeńı z d̊ukazu. Podle tvrzeńı 4.1.17 je F∗ také lokálně volně a konečně
generovaný snop C∞M-modul̊u s konstantńı gradovanou hodnost́ı (m−j). Necht’ pro každé
α ∈ I znač́ı φα : C∞M|Uα ⊗ K∗ → F∗|Uα př́ıslušné izomorfismy snop̊u C∞M|Uα-modul̊u, a ne-

cht’ je (k1, . . . , km) báze K∗, duálńı k bázi (k1, . . . , km). Obdobně jako pro snop F označme
τβα := φβ|−1

Uαβ
◦ φα|Uαβ . Máme tedy analogii k (5.1), to jest τβα(1⊗ kA) = (τβα)B

A ⊗ kB.

Lemma 5.1.3. Při stejném značeńı plat́ı pro všechna A,B = 1, . . . ,m vztah

(ταβ)B
A = (−1)|kB |(|kB |+|kA|)(τ̂βα)AB. (5.4)

D̊ukaz. Pro každé α ∈ I, A = 1, . . . ,m označme r
(α)
A := φ̂α(1 ⊗ kA). Máme tedy {r(α)

A }mA=1

lokálńı rám na F , a pro každé α, β ∈ I máme při zjednodušeném zápisu

r
(α)
A = φ̂α(1⊗ kA) = φ̂βφ̂

−1
β φ̂α(1⊗ kA) = φ̂β τ̂βα(1⊗ kA) = (τ̂βα)BAφ̂β(1⊗ kB)

= (τ̂βα)BAr
(β)
B .

(5.5)

Pro W ∈ Op(Uαβ) a v = vA(α)r
(α)
A = vB(β)r

(β)
B ∈ F(W ) tedy plat́ı vB(β)r

(β)
B = vB(β)(τ̂αβ)ABr

(α)
A ,

z čehož máme

vA(α) = vB(β)(τ̂αβ)AB. (5.6)

Analogicky pro každé α ∈ I, A = 1, . . . ,m označme rA(α) := φα(1 ⊗ kA). Z konstrukce izomor-

fismů φα (viz tvrzeńı 4.1.17, kde jsme však zaměnili φ a φ−1) lze zjistit, že pro každé α ∈ I plat́ı

(rA(α))Uαr
(α)
B = δAB, z čehož plyne rA(α)(v) = (−1)

|rA
(α)
||vB

(α)
|
vA(α)r

A
(α)(r

(α)
B ) = (−1)|k

A|(|v|+|kA|) vA(α).

S pomoćı tohoto vztahu zjǐst’ujeme, že (−1)|k
A|(|v|+|kA|) vA(α) = rA(α)(v) = (τβα)B

ArB(β)(v) =

(τβα)B
A(−1)|k

B |(|v|+|kB |) vB(β), a tedy

vA(α) = (−1)−|k
A|(|v|+|kA|)+|kB |(|v|+|kB |)+(|kA|−|kB |)(|v|+|kB |) vB(β)(τβα)B

A

= (−1)|k
A|(|kB |−|kA|) vB(β)(τβα)B

A

= vB(β) (−1)|kB |(|kB |+|kA|)(τβα)B
A,

(5.7)

a porovnáńım (5.6) a (5.7) je d̊ukaz u konce.
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Věta 5.1.4. Necht’ pro (mj) gradovanou hodnost F plat́ı, že mj = 0 pro všechny j > 0. Necht’

dále π : E → M znač́ı vektorový fibrovaný prostor z tvrzeńı 5.1.2. Potom existuje N-varieta
E = (E, C∞E ) gradované dimenze (Nj) = (nj + m−j), spolu s gradovaným hladkým zobrazeńım
π = (π, π∗) : E →M.

D̊ukaz. Necht’ je {(Uα, ϕα)}α∈I atlas na M z lemmatu 5.1.1 a zvolme (k1, . . . , km) souhrnnou
bázi prostoru K, kde |kj | = 0 pro j ≤ m0. Pro každé α ∈ I dále označ́ıme Uα := π−1(Uα). Na
E tak máme atlas {Uα, %α}, kde %

α
= (ϕ

α
× ψ(k)) ◦ t−1

α : Uα → ϕ
α
(Uα)× Rm0 , přičemž tα jsou

lokálńı trivializace E (viz d̊ukaz tvrzeńı 5.1.2) a ψ(k) : K → R(mj) je souřadnicový izomorfismus
př́ıslušný bázi {kA}mA=1. Pro λ ∈ ϕ

α
(Uαβ) a ν ∈ Rm0 tak dostáváme %

βα
(λ, ν) = %

β
◦ %−1

α
(λ, ν)

=
(
ϕ
βα

(λ), ψ(k) ◦ tβα(ϕ−1
α

(λ)) ◦ ψ−1
(k)(ν)

)
.

Naš́ım ćılem je, stejně jako v př́ıkladu 3.3.4, využ́ıt ke konstrukci E věty 3.2.11. Hledáme
tedy přechodové izomorfismy %αβ = (%

αβ
, %∗αβ) : (%

β
(Uαβ))(Nj) → (%

α
(Uαβ))(Nj). Necht’

ψ(k†) : K∗ → R(m−j) znač́ı souřadnicový izomorfismus př́ıslušný souhrnné bázi (k1, . . . , km), což

je duálńı báze k bázi (k1, . . . , km), a necht’ (ϑ1, . . . , ϑm) znač́ı souhrnnou bázi prostoru R(m−j),
kde pro každé A = 1, . . . ,m je ϑA := ψ(k†)(k

A). Mějme nav́ıc souhrnnou bázi (ξ1, . . . , ξn∗) pro-

storu R(nj)
0 . Potom (ϑm0+1, . . . , ϑm, ξ1, . . . , ξn∗) je souhrnnou báźı pro R(Nj)

0 , a tedy podle věty
3.1.19 definujeme (

%∗αβ
)
%
α

(Uαβ)
ξµ :=

(
ϕ∗αβ

)
ϕ
α

(Uαβ)
ξµ, (5.8)

pro každé µ = 1, . . . , n∗, přičemž zde je třeba poznamenat že každý prvek C∞(nj)(ϕα(Uα)) se dá

chápat jako prvek C∞(Nj)(%α(Uα)). Dále definujeme

(
%∗αβ
)
%
α

(Uαβ)
ϑA :=

(
(ϕ∗β)−1

Uαβ
(τβα)B

A
)
ϑB, (5.9)

pro každé A = m0 + 1, . . . ,m. Platnost podmı́nky (3.41) stač́ı ověřit pro prvky {ϑA}mA=m0+1,
přičemž toto ověřeńı se provede formálně podobně jako v (3.53). Źıskáváme tak N -varietu E .

Nakonec nalezněme gradované hladké zobrazeńı π : E → M. Hladké zobrazeńı π již
máme, stač́ı nám tedy nalézt π∗ : C∞M → π∗C∞E . Bud’ f ∈ C∞M(U), kde U ∈ Op(M). Potom pro
každé α ∈ I máme fα ∈ C∞(nj)(ϕα(U ∩ Uα)) lokálńıho reprezentanta prvku f při mapě (Uα, ϕα),

který se dá chápat také jako prvek C∞(Nj)(%α(U ∩ Uα)), kde U := π−1(U). Skutečně, je tomu tak

proto, že %
α
(U ∩Uα) = ϕ

α
(U ∩Uα)×Rm0 . Potom však můžeme aplikovat leṕıćı axiom snopu C∞E

na soubor prvk̊u {(%∗α)%
α

(U∩Uα) fα}α∈I (snadno se ověř́ı že tyto prvky maj́ı potřebné vlastnosti)

za vzniku prvku g ∈ C∞E (U). Nyńı stač́ı vyhlásit π∗U (f) := g. Neńı těžké nahlédnout, že π∗ je
potom morfismem snop̊u s hodnotami v gcAs.

Důsledek 5.1.5. Při značeńı z předchoźı věty je π∗C∞E také snopem C∞M-modul̊u.

D̊ukaz. Pro každé U ∈ Op(M) zavád́ıme na π∗C∞E strukturu C∞M(U)-modulu následovně. Pro
f ∈ C∞M(U), g ∈ C∞E (π−1(U)) definujeme

fg := π∗U (f)g. (5.10)

Že jde o správnou definici plyne z toho, že π∗ je morfismem snop̊u s hodnotami v gcAs.
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Definice 5.1.6. Ř́ıkáme, že E π→ M z předchoźı věty je gradovaný vektorový fibrovaný
prostor a varietu E nazýváme jeho totálńım prostorem. Snopu F z konstrukce ř́ıkáme snop
řez̊u prostoru E .

Poznámka. Stejně jako v negradovaném př́ıpadě budeme někdy psát E a myslet t́ım celý grado-
vaný vektorový fibrovaný prostor E π→M, přičemž π aM budou bud’ implicitně znány z kontexu
a nebo nebudou v dané chv́ıli podstatné.

V kapitole 4 jsme na N-varietě M zavedli snop vektorových poĺı XM a ukázali jsme,
že jde o snop C∞M-modul̊u. Důsledek 4.2.10 nám nav́ıc ř́ıká, že XM je lokálně volně a konečně
generovaný, přičemž z konstrukce je zřejmé, že má

”
nepozitivně“ gradovanou hodnost, to jest, že

splňuje předpoklady věty 5.1.4. Jsme tedy schopni vytvořit gradovaný vektorový fibrovaný pro-
stor, jehož snopem řez̊u bude právě XM. Tento gradovaný vektorový fibrovaný prostor označ́ıme
jako TM a nazveme tečným fibrovaným prostorem N-variety M.

Z d̊uvod̊u, které budou zjevné záhy, tento prostor ještě posuneme ve stupńıch.

Poznámka 5.1.7. Mějme topologický prostor X, A ∈ gcAs a F snop A-modul̊u na X. Potom
pro každé ` ∈ Z lze zavést F [`], to jest snop F posunutý ve stupńıch o `, jako F [`](U) :=
F(U)[`] (viz definice 3.3.2).

Je-li F volně a konečně generovaný, potom F [`] je také volně a konečně generovaný.
Konkrétně, pokud je F izomorfńı A⊗K pro nějaké K ∈ gVec, potom F [`] je izomorfńı A⊗K[`].

Bud’ nyńı E gradovaný vektorový fibrovaný prostor definovaný pomoćı jeho snopu řez̊u
F . Jeho posun ve stupńıch o ` ∈ Z potom definujeme jako gradovaný vektorový fibrovaný
prostor definovaný pomoćı snopu řez̊u F [`] a znač́ıme jej jako E [`].

V tomto kontextu nyńı zkoumejme prostor T[1]M := TM[1]. Necht’ má N-varieta
M = (M, C∞M) gradovanou dimenzi (nj). Gradovaná dimenze T[1]M je (Nj) = (nj + nj−1)
a jeho podkladová varieta je M, to jest T[1]M = (M, C∞T[1]M). Vrat’me se nyńı ke konstrukci

T[1]M, to jest k d̊ukazu věty 5.1.4 pro F = XM[1]. Za souhrnnou bázi tamńıho prostoru
K bereme (k1, . . . , kn) = ( ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn0 ,
∂
∂ξ1
, . . . , ∂

∂ξn∗
) a odpov́ıdaj́ıćı souhrnnou bázi {ϑA}nA=1

prostoru R(nj−1) přeznač́ıme sugestivně na

(ϑ1, . . . , ϑn) =: (dx1, . . . ,dxn0 , dξ1, . . . ,dξn∗), (5.11)

kde |dxj | = 1 a |dξµ| = |ξµ|+ 1 pro každé j = 1, . . . , n0, µ = 1, . . . , n∗. Máme-li tedy na T[1]M
mapu (U, %), potom na (%(U))(Nj) máme gradované souřadnice {xj}n0

j=1, {ξµ}
n0
µ=1, {dxj}

n∗
j=1,

a {dξµ}n∗µ=1, což také ṕı̌seme jako {xA}nA=1 a {dxA}nA=1 (viz značeńı 4.2.14). Každý prvek

C∞(Nj)(V̂ ) pro V̂ ∈ Op(%(U)) je tak polynomem v ξµ, dxj a dξν s koeficienty v hladkých funkćıch

na V̂ .

Před zavedeńım diferenciálńıch forem ještě poznamenejme, že pokud jeM triviálně grado-
vaná, dostáváme T[1]M = T[1]M tečný fibrovaný prostor se stupni posunutými o 1 z poznámky
3.3.5. Připomeňme, že v téže poznámce je zmı́něno, že C∞T[1]M je izomorfńı ΩM , snopu dife-
renciálńıch forem na M . To nás vede k následuj́ıćı definici.

Definice 5.1.8. Na M∈ NMan∞ zavád́ıme snop diferenciálńıch forem ΩM jako

ΩM := C∞T[1]M. (5.12)
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Poznámka. i. Dle d̊usledku 5.1.5 je ΩM také snopem C∞M-modul̊u.

ii. Pro gradovanou doménu (Rn0)(nj) ṕı̌seme Ω
(Rn0 )(nj)

=: Ω(nj).

iii. Bud’ (U,ϕ) mapa na M s gradovanými souřadnicemi {xA}nA=1. Pro každé A = 1, . . . , n
potom nazveme prvek1 dxA ∈ ΩM(U) souřadnicovou 1-formou.

Př́ıklad 5.1.9 (Transformace souřadnic). Mějme M ∈ NMan∞ a na ńı dvě mapy (Uα, ϕα)
a (Uβ, ϕβ) s gradovanými souřadnicemi {xA}nA=1, respektive {yB}nB=1. Nyńı jsme schopni expli-
citně nalézt

”
transformačńı funkce“ (τ̂βα)BA ze vztahu (5.1), konkrétně

(τ̂βα)AB =
∂xA

∂yB
, (5.13)

pro každé A,B = 1, . . . , n (viz také př́ıklad 4.2.15). Z (5.9) v́ıme, že dxA = (ταβ)B
AdyB, a tak

s využit́ım lemmatu 5.1.3 źıskáváme

dxA = (ταβ)B
A dyB

= (−1)|kB |(|kB |+|kA|)(τ̂βα)AB dyB

= (−1)(|yB |+1)(|yB |+|yA|)∂x
A

∂yB
dyB,

(5.14)

což lze, s využit́ım toho, že |∂xA
∂yB
| = |xA| − |yB|, upravit do tvaru

dxA = dyB
∂xA

∂yB
. (5.15)

Definice 5.1.10. Mějme M = (M, C∞M) ∈ NMan∞, atlas {(Uα, ϕα)}α∈I na M a k němu od-
pov́ıdaj́ıćı (ve smyslu d̊ukazu věty 5.1.4) atlas {(Uα, %α)}α∈I na T[1]M. Bud’te nav́ıc U ∈ Op(M)

a p ∈ N0. Potom řekneme, že ω ∈ ΩM(U) je diferenciálńı p-forma na U
def⇐⇒ každého jej́ıho

lokálńıho reprezentanta ωα ∈ Ω(nj)(%α(Uα ∩ U)) lze zapsat ve tvaru

ωα =
∑

q1+...+qn=p

(ωα)q1,...,qn
(
dx1
)q1 . . . (dxn)qn , (5.16)

kde (ωα)q1,...,qn jsou prvky C∞(nj)(ϕα(Uα ∩ U)) a {xA}nA=1 jsou gradované souřadnice na mapě

(Uα, ϕα). Množinu všech p-forem na U znač́ıme jako Ωp
M(U). Dı́ky (5.15) je tato definice nezávislá

na konkrétńı volbě souřadnic.

Snop Ωp
M ∈ Sh(M, gVec), který každé množině U ∈ Op(M) přǐrad́ı množinu Ωp

M(U),
přičemž restrikce jsou stejné jako u snopu ΩM, nazveme snop diferenciálńıch p-forem naM.
Že jde skutečně o snop, a to dokonce o snop C∞M-modul̊u, by se ověřilo př́ımočaře.

5.2 Derivace algebry diferenciálńıch forem

V této kapitole zavedeme dobře známé operátory na algebře diferenciálńıch forem: vněǰśı derivaci,
vnitřńı součin a Lieovu derivaci, a to elegantně jako globálńı vektorová pole na gradovaném
tečném fibrovaném prostoru posunutém o stupeň.

1Využ́ıváme značeńı 4.2.8 pro N-varietu T[1]M.
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V této podkapitole budeme vždy uvažovat N-varietu M = (M, C∞M), atlas {(Uα, ϕα)}α∈I
na M a k němu odpov́ıdaj́ıćı atlas {(Uα, %α)}α∈I na T[1]M.

Definice 5.2.1. Vněǰśı derivaci d ∈
(
XT[1]M(M)

)
1

definujeme s pomoćı leṕıćıho axiomu
lokálně jako

(d)α := dxA
∂

∂xA
, (5.17)

kde {xA}nA=1 jsou gradované souřadnice na mapě (Uα, ϕα).

Tvrzeńı 5.2.2. Tato definice vněǰśı derivace dává smysl. Nav́ıc plat́ı

1. d2 = 0,

2. (∀U ∈ Op(M), ∀p ∈ N0, ∀ω ∈ Ωp
M(U) ) ( dω ∈ Ωp+1

M (U) ).

D̊ukaz. Mějme dvě mapy (Uα, ϕα) a (Uβ, ϕβ) a s gradovanými souřadnicemi {xA}nA=1, resp.
{yB}nB=1. Potom vid́ıme

(d)α|Uαβ =

(
dxA

∂

∂xA

)∣∣∣∣
Uαβ

=

(
dyB

∂xA

∂yB
∂yC

∂xA
∂

∂yc

)∣∣∣∣
Uαβ

=

(
dyB

∂

∂yB

)∣∣∣∣
Uαβ

= (d)β

∣∣∣
Uαβ

,

(5.18)

což opravňuje použit́ı leṕıćıho axiomu. Body 1 a 2 potom stač́ı ověřit lokálně, přižemž bod 1 stač́ı
podle lemmatu 4.2.6 ověřit na gradovaných souřadnićıch {xA}nA=1 a {dxA}nA=1, kde však jistě
plat́ı. Zbývá nám ukázat bod 2, necht’ jsou tedy dány U, p a ω. Jelikož ω je p-forma, jistě plat́ı
rozklad ω|Uα∩U =

∑
ωαq1,...,qn

(
dx1
)q1 . . . (dxn)qn pro nějaké ωαq1,...,qn ∈ C

∞
M(Uα ∩ U). S použit́ım

definice vněǰśı derivace a Leibnizova pravidla dostáváme

(dω)|Uα∩U =
∑

q1+...+qn=p

dxA
(

∂

∂xA
ωαq1,...,qn

)(
dx1
)q1 . . . (dxn)qn , (5.19)

a tedy zřejmě dω ∈ Ωp+1
M (U).

Poznámka. Vid́ıme, že skutečně d(xA) = dxA, což ospravedlňuje toto značeńı.

Definice 5.2.3. Bud’ W ∈ XM(M), potom vnitřńı součin s vektorovým polem W znač́ıme
iW ∈

(
XT[1]M(M)

)
|W |−1

a definujeme s pomoćı leṕıćıho axiomu lokálně jako

(iW )α := WA
(α)

∂

∂ dxA
, (5.20)

kde {xA}nA=1 jsou gradované souřadnice na mapě (Uα, ϕα) a WA
(α) := W |Uα (xA).

Tvrzeńı 5.2.4. Tato definice vnitřńıho součinu dává smysl. Nav́ıc pro každé V,W ∈ XM(M)
plat́ı

1. [iV , iW ] = 0.

2. Pro všechna U ∈ Op(M), p ∈ N0 a ω ∈ Ωp
M(U) je iWω ∈ Ωp−1

M (U), přičemž pro p = 0 se
t́ım mysĺı, že iWω = 0.
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D̊ukaz. Pro dvě mapy (Uα, ϕα) a (Uβ, ϕβ) s gradovanými souřadnicemi {xA}nA=1 a {yB}nB=1

dostáváme

(iW )α|Uαβ =

(
WA

(α)

∂

∂ dxA

)∣∣∣∣
Uαβ

=

(
WB

(β)

∂xA

∂yB
∂ dyC

∂ dxA
∂

∂ dyC

)∣∣∣∣
Uαβ

=

(
WB

(β)

∂

∂ dyB

)∣∣∣∣
Uαβ

= (iW )β

∣∣∣
Uαβ

,

(5.21)

kde jsme využili toho, že ∂ dyC

∂ dxA
= ∂

∂ dxA

(
dxB ∂yC

∂xB

)
= ∂yC

∂xA
. Použit́ı leṕıćıho axiomu tak bylo

oprávněné. Pro bod 1 vid́ıme, že [iV , iW ]xA = 0 a také [iV , iW ] dxA = 0, což s odkazem na
lemma 4.2.6 znamená, že [iV , iW ] = 0. Bod 2 plyne snadno z lokálńıho tvaru iW a lokálńıho
tvaru p-forem.

Definice 5.2.5. Bud’ W ∈ XM(M), potom Lieovu derivaci podél vektorového pole W
znač́ıme LW ∈

(
XT[1]M(M)

)
|W | a definujeme globálně jako

LW := [iW ,d] ≡ iW d + (−1)|W |d iW . (5.22)

Pod́ıvejme se bĺıže na p̊usobeńı Lieovy derivace na některé vybrané formy. Mějme
f ∈ Ω0

M(M) a {xA}nA=1 gradované souřadnice na Uα. Potom

(LW f)|Uα = (iW d f)|Uα =

(
iW (dxA

∂f

∂xA
)

)∣∣∣∣
Uα

=

(
WA ∂f

∂xA

)∣∣∣∣
Uα

= (Wf)|Uα . (5.23)

Speciálně tak máme LWxA = WA.

Dále máme LW dxA = (−1)|W |d iW dxA = (−1)|W |dWA = (−1)|W |dxB ∂WA

∂xB
. Spolu

s předchoźım odstavcem tak źıskáváme lokálńı tvar Lieovy derivace:

LW |Uα = WA ∂

∂xA
+ (−1)|W |dxB

∂WA

∂xB
∂

∂ dxA
. (5.24)

Tvrzeńı 5.2.6. Bud’ V,W ∈XM(M). Potom plat́ı:

1. [LV ,LW ] = L[V,W ].

2. [LV , d] = 0.

3. [LV , iW ] = i[V,W ].

D̊ukaz. Ověřeńı stač́ı provést lokálně s použit́ım mapy (Uα, ϕα) s gradovanými souřadni-
cemi {xA}nA=1. Podle lemmatu 4.2.6 nav́ıc stač́ı zkoumat p̊usobeńı na {xA}nA=1 a {dxA}nA=1.
Pro bod 1 máme

[LV ,LW ]xA = LV WA − (−1)|V ||W |LW V A

= V B ∂WA

∂xB
− (−1)|V ||W |WC ∂V

A

∂xC

= [V,W ]xA = L[V,W ] x
A.

(5.25)
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Dále vid́ıme, že

LV LW dxA = LV
(

(−1)|W |dWA
)

= (−1)|V |+|W |d iV

(
dxB

∂WA

∂xB

)
= (−1)|V |+|W |d

(
V B ∂W

A

∂xB

)
.

(5.26)

Z toho dostáváme

[LV ,LW ] dxA = (−1)|V |+|W |d

(
V B ∂W

A

∂xB
− (−1)|V ||W |WC ∂V

A

∂xC

)
= (−1)|V |+|W |d [V,W ]A = L[V,W ] x

A,

(5.27)

kde posledńı rovnost plyne z toho, že pro každé W ∈ XM(M) plat́ı dLW = d iW d =
(−1)|W |LW d, což také ihned dokazuje bod 2. Bod 3 by se ukázal obdobně.

5.3 Symplektické N- a NQ-variety a jejich př́ıklady

K definici symplektické 2-formy na N-varietě potřebujeme vhodně zavést pojem nedegenerova-
nosti. Mějme N-varietu M = (M, C∞M) a globálńı 2-formu ω ∈ Ω2

M(M). Potom lze definovat
gradované lineárńı zobrazeńı ω[ : XM → Ω1

M stupně |ω| − 1 zp̊usobem

ω[(W ) := iW ω, (5.28)

pro každé W ∈XM(M). Toho využijeme v následuj́ıćı definici.

Definice 5.3.1. Řekneme, že ω ∈ Ω2
M(M) je nedegenerovaná, právě když je výše definované

gradované lineárńı zobrazeńı ω[ izomorfismem. O nedegenerované 2-formě ω, pro kterou nav́ıc
plat́ı, že dω = 0, řekneme, že je symplektická.

Uspořádanou trojici (M, C∞M, ω), kde ω je symplektická 2-forma, nazveme symplektic-
kou N-varietou.

Poznámka 5.3.2. Požadavek nedegenerovanosti nám značným zp̊usobem limituje možnou gra-
dovanou dimenzi symplektických N-variet. Jak je vidět např́ıklad z definice vnǐrńıho součinu, tak
ω[(fX) = fω[(X) pro každé f ∈ C∞M(M) a tedy můžeme ω[ chápat jako izomorfismus C∞M(M)-
modul̊u z XM(M) do Ω1

M(M)[|ω| − 1]. Pokud je tedy (nj) gradovaná dimenze N-variety M,
potom grnk (XM) = (n−j), grnk

(
Ω1
M
)

= (nj−1) a z poznámky 4.1.10 tak plyne, že (nj) muśı
splňovat

n−j = nj+|ω|−2, (5.29)

pro každé j ∈ Z.

Existence netriviálńı symplektické N-variety je tak možná pouze pro |ω| ≥ 2, což neńı
zrovna překvapivé, jelikož nenulová 2-forma stupně menš́ıho než 2 neexistuje. Dále nám tento
vztah ř́ıká, že pro |ω| = 2 jeM nutně triviálně gradovaná, a tud́ıž jde o klasickou symplektickou
varietu.
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Definice 5.3.3. Bud’M = (M, C∞M, ω) symplektická N-varieta. Potom ke každému f ∈ C∞M(M)
existuje odpov́ıdaj́ıćı hamiltonovské vektorové pole Xf ∈ (XM(M))|f |−|ω|+2 definované
implicitně vztahem

iXfω = (−1)|f |+|ω|+1df. (5.30)

Skutečně se jedná o definici, nebot’ z předpokladu je ω[ bijekćı.

Definice 5.3.4. Na symplektické N-varietě M = (M, C∞M, ω) zavád́ıme gradovanou Poisso-
novu závorku {·, ·} : C∞M(M)× C∞M(M)→ C∞M(M) jako

{f, g} := Xf (g). (5.31)

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje platnost některých vztah̊u známých z klasické symplektické
geometrie.

Tvrzeńı 5.3.5. Bud’M = (M, C∞M, ω) symplektická N-varieta. Potom všechna f, g, h ∈ C∞M(M)
plat́ı:

1. LXf ω = 0.

2. Xfg = fXg + (−1)|f ||g|gXf .

3. X{f,g} = [Xf , Xg].

4. {f, g} = −(−1)(|f |−|ω|)(|g|−|ω|){g, f}.

5. Poissonova závorka je gradované bilineárńı zobrazeńı stupně (2− |ω|).

6. {f, gh} = {f, g}h+ (−1)(|f |−|ω|)|g|g{f, h}.

7. {f, {g, h}} = {{f, g}, h}+ (−1)(|f |−|ω|)(|g|−|ω|){g, {f, h}}.

D̊ukaz. Ad 1: LXfω = iXf dω + (−1)|Xf |d iXf ω = 0 + (−1)|Xf |+|f |+|ω|+1d df = 0.

Ad 2: Využijeme injektivity zobrazeńı ω[. Máme tedy

ω[(Xfg) = iXfgω = (−1)|fg|+|ω|+1d(fg) = (−1)|g|+|ω|+1fdg + (−1)|g||f |gdf

= fiXgω + (−1)|f ||g|giXfω = ω[(fXg + (−1)|f ||g|gXf ),
(5.32)

kde posledńı rovnost plyne z toho, že ω[ je C∞M(M)-lineárńı.

Ad 3: Za použit́ı třet́ıho bodu tvrzeńı 5.2.6 źıskáváme

i[Xf ,Xg ]ω = [LXf , iXg ]ω = (−1)|Xf |diXf iXgω = (−1)|Xf |+|g|+|ω|+1diXfdg

= (−1)|f |+|g|+1dXfg = (−1)|{f,g}|+|ω|+1d{f, g} = iX{f,g}ω.
(5.33)

Ad 4: Začneme-li z definice, dostaneme

{f, g} = Xfg = iXf dg = (−1)|ω|+|g|+1iXf iXgω

= (−1)|ω|+|g|+1(−1)(|f |−|ω|+1)(|g|−|ω|+1)iXg iXfω

= −(−1)(|f |−|ω|)(|g|−|ω|){g, f},

(5.34)
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kde jsme využili prvńıho bodu tvrzeńı 5.2.4. Bod 5 plyne z bodu 4 a zjevné linearity v druhém
argumentu. Bod 6 plyne snadno z definice.

Ad 7: S využit́ım již dokázaného bodu 3 źıskáváme

{f, {g, h}} = XfXgh = [Xf , Xg]h+ (−1)|Xf ||Xg |XgXfh

= X{f,g}h+ (−1)(|f |−|ω|)(|g|−|ω|)Xg{f, h}

= {{f, g}, h}+ (−1)(|f |−|ω|)(|g|−|ω|){g, {f, h}}.

(5.35)

Poznámka. Vid́ıme, že ve skutečnosti bylo znaménko v definici (5.30) zvoleno tak, aby uvedené
tvrzeńı platilo v tomto relativně elegantńım tvaru.

Definice 5.3.6. Uvažujme uspořádanou čtveřici M = (M, C∞M, ω,Q), kde (M, C∞M, ω) je sym-
plektická N-varieta a Q ∈ XM(M)1 je vektorové pole stupně 1 splňuj́ıćı Q2 = 0 a LQ ω = 0.
V takovém př́ıpadě řekneme, že M je symplektická NQ-varieta.

Poznámka. Vid́ıme, že symplektická NQ-varieta je čistě gradovaný pojem v tom smyslu, že pro
triviálně gradovanou varietu (což odpov́ıdá tomu, že symplektická forma má stupeň 2) je jediná
možnost volby Q = 0.

Jedńım zp̊usobem, jak źıskat na symplektické N-varietě (M, C∞M, ω) vektorové pole Q
z definice 5.3.6 je volba Q = XH pro nějaké H ∈ C∞M(M), |H| = |ω| − 1 které nav́ıc splňuje

{H,H} = 0. (5.36)

Skutečně, z bod̊u 1 a 3 tvrzeńı 5.3.5 dostáváme LXH ω = 0, resp. X2
H = 1

2 [XH , XH ] = 0. Dále
ukážeme, že tato volba je dokonce jediná možná. K tomu potřebujeme následuj́ıćı lemma, jehož
prvńı bod je převzán z [12, lemma 2.2].

Lemma 5.3.7. Mějme M∈ NMan∞, α ∈ Ωp
M(M), f ∈ C∞M(M). Potom plat́ı

1. Pokud je |α| > p, potom α je uzavřená, právě když je exaktńı.

2. Pokud je |f | > 0, potom plat́ı df = 0 ⇐⇒ f = 0.

D̊ukaz. Ad 1: Důkaz provedeme lokálně v gradovaných souřadnićıch {xA}nA=1 na M a jim od-
pov́ıdaj́ıćım gradovaným souřadnićım {xA}nA=1, {dxA}nA=1 na varietě T[1]M. Připomeňme si
definici Eulerova vektorového pole E ∈ XM(M) (př́ıklad 4.2.11), které má v tomto př́ıpadě
lokálně tvar E = |xA|xA ∂

∂xA
. Lieova derivace podél E potom lokálně vypadá, s odkazem na

(5.24), jako

LE = |xA|xA ∂

∂xA
+ |xB| dxB ∂

∂ dxB
. (5.37)

Což je podobné Eulerovu vektorovému poli na T[1]M s t́ım rozd́ılem, že v druhém členu vystu-
puje |xB| a nikoliv |dxB|. Konkrétně, označ́ıme-li jako F ∈XT[1]M(M) Eulerovo vektorové pole

na T[1]M, potom LE = F −dxB ∂
∂ dxB

, z čehož vid́ıme, že pro každou p-formu α ∈ Ωp
M(M) plat́ı

LE α = (|α| − p)α. (5.38)
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Je-li nyńı α uzavřená p-forma, potom d iE α = LE α = (|α| − p)α a pokud je nav́ıc stupeň α
ostře větš́ı než p, dostáváme vztah

α = d

(
1

|α| − p
iE α

)
. (5.39)

Ad 2: Jedná se o př́ımý d̊usledek bodu 1 pro volbu p = 0.

Věta 5.3.8. Bud’ M = (M, C∞M, ω,Q) symplektická NQ-varieta. Potom existuje H ∈ C∞M(M)
takové, že Q = XH . Pro toto H nav́ıc plat́ı, že {H,H} = 0.

D̊ukaz. Z př́ıslušných definic zjist́ıme, že 0 = LQ ω = d iQ ω. Jelikož |iQω| = |ω| > 1,
z předchoźıho lemmatu zjǐst’ujeme, že iQ ω je exaktńı, a tedy existuje H ∈ C∞M(M) takové,
že iQ ω = dH, z čehož plyne, že Q = XH .

K dokázáńı druhé části tvrzeńı využijeme toho, že 2Q2 = [XH , XH ] = 0, což podle
třet́ıho bodu tvrzeńı 5.3.5 znamená, že X{H,H} = 0, a tud́ıž také 0 = iX{H,H} ω = −d{H,H}.
Opět využijeme předchoźıho lemmatu, což můžeme, nebot’ |{H,H}| = |ω| > 0 a zjist́ıme, že
{H,H} = 0.

Poznámka. Úloha nalézt na symplektické N-varietě vektorové pole vyhovuj́ıćı požadavk̊um v de-
finici NQ-variety je tak ekvivalentńı úloze nalézt gradovanou funkci H vhodného stupně splňuj́ıćı
vztah 5.36.

Př́ıklad 5.3.9. Tento př́ıklad je konkrétńım př́ıpadem [12, Theorem 4.5] a ilustruje vztah mezi
kvadratickými Lieovými algebrami (QLA) dimenze m ∈ N a symplektickými NQ-varietami
M = (M, C∞M, ω,Q), kde |ω| = 4 a gdim(M) = (nj), přičemž n1 = m a nk = 0 pro k 6= 1. Tento
vztah je jedna ku jedné, přičemž je

”
kanonický až na př́ıslušný izomorfismus“.

Nejprve připomeňme, že kvadratická Lieova algebra je vektorový prostor g, na němž je
definována Lieova závorka, to jest antisymetrické bilineárńı zobrazeńı [·, ·] : g×g→ g splňuj́ıćı Ja-
cobiho identitu, spolu se symetrickou nedegenerovanou bilineárńı formou 〈·, ·〉. Tyto dvě přidané
struktury jsou spolu nav́ıc vzájemně spjaty vztahem

〈[x, y], z〉+ 〈y, [x, z]〉 = 0, (5.40)

pro všechna x, y, z ∈ g.

Ukážeme jeden směr, to jest maj́ıce symplektickou NQ-varietu z počátku př́ıkladu, zave-
deme na vektorovém prostoru g dimenze m strukturu kvadratické Lieovy algebry. Necht’ {ξµ}mµ=1

znač́ı gradované souřadnice naM (jedná se o globálńı souřadnice, všechny stupně 1, nebot’ pod-
kladová varieta je jednobodová) a {tν}mν=1 necht’ je pevně určená báze prostoru g. Symplektická
forma ω má nutně tvar

ω = ωκλ dξκdξλ, (5.41)

kde ωκλ jsou prvky reálné symetrické2 nedegenerované matice m×m. Podobně, jelikož |Q| = 1,
Q muśı být tvaru

Q = Qµ
∂

∂ξµ
= Kµ

κλ ξ
κξλ

∂

∂ξµ
, (5.42)

2Matici ωκλ voĺıme symetrickou BÚNO, nebot’ dξκ a dξλ maj́ı stupeň 2 a tedy spolu komutuj́ı.
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kde Kµ
κλ jsou reálné koeficienty, přičemž3 Kµ

κλ = −Kµ
λκ . Na prostoru g potom zavedeme

〈tκ, tλ〉 := ωκλ, (5.43)

[tκ, tλ] := Kµ
κλ tµ, (5.44)

a rozš́ı̌ŕıme požadavkem bilinearity. Takto definovaná bilineárńı forma 〈·, ·〉 je jistě symetrická
a nedegenerovaná. Zobrazeńı [·, ·] je zjevně antisymetrické, ale abychom jej mohli prohlásit za
Lieovu závorku na g, muśıme ověřit, že splňuje Jacobiho identitu. To, jak ukážeme, plyne právě
z požadavku Q2 = 0. Pro každé µ = 1, . . . ,m totiž dostáváme

0 = Q2 ξµ = Q

(
Kν

κλ ξ
κξλ

∂

∂ξν
(ξµ)

)
= Kβ

ρσ ξ
ρξσ

∂

∂ξβ

(
Kν

κλ ξ
κξλδµν

)
= Kβ

ρσ ξ
ρξσKµ

κλ

(
δκβξ

λ − ξκδλβ
)

= 2Kβ
ρσK

µ
βλ︸ ︷︷ ︸

=:Dµρσλ

ξρξσξλ,
(5.45)

z čehož dostáváme požadavek na nulovost úplné antisymetrizace koeficient̊u Dµ
ρσλ v dolńıch

indexech, to jest

0 =
1

6!

(
Dµ

ρσλ −D
µ
σρλ +Dµ

σλρ −D
µ
λσρ +Dµ

λρσ −D
µ
ρλσ

)
=

1

6!

(
2Dµ

ρσλ + 2Dµ
σλρ + 2Dµ

λρσ

)
=

2

6!

(
Kβ

ρσK
µ
βλ + cykl.(ρ, σ, λ)

)
.

(5.46)

Pro bazické vektory tν tak dostáváme

[[tρ, tσ], tλ] + cykl.(ρ, σ, λ) = [Kβ
ρσ tβ, tλ] + cykl.(ρ, σ, λ)

=
(
Kβ

ρσK
µ
βλ + cykl.(ρ, σ, λ)

)
tµ = 0.

(5.47)

Vid́ıme tedy, že jsme na g vskutku zavedli vhodnou bilineárńı formu 〈·, ·〉 a Lieovu závorku [·, ·].
Zbývá nám ověřit jejich propojeńı vztahem (5.40), což bude tentokrát plynout z požadavku
0 = LQω = −diQω. Pod́ıvejme se nejprve, jak vypadá i ∂

∂ξµ
ω. Ze vztah̊u (5.41) a (5.20) źıskáme

i ∂
∂ξµ

ω =
∂

∂ dξµ

(
ωαβdξαdξβ

)
= ωαβ

(
δαµdξβ + dξα δβµ

)
= 2ωµβdξβ. (5.48)

Z této rovnosti, tvaru vektorového pole Q a z C∞M-linearity vnitřńıho součinu (ve
”
vektorovém“

argumentu) dostaneme

iQω = Kµ
κλξ

κξλ
(
i ∂
∂ξµ

ω
)

= 2Kµ
κλωµβ︸ ︷︷ ︸

=:Rκλβ

ξκξλdξβ. (5.49)

A tedy

0 = d iQω = 2Rκλβ

(
dξκξλ − ξκdξλ

)
dξβ = −4Rκλβ ξ

κdξλdξβ. (5.50)

Z toho tentokrát dostáváme požadavek na nulovost symetrizace Rκλβ v posledńıch dvou inde-
xech, to jest

0 =
1

2
(Rκλβ +Rκβλ) =

1

2

(
Kµ

κλωµβ +Kµ
κβωµλ

)
. (5.51)

3Z obdobných d̊uvod̊u jako v předchoźı poznámce pod čarou.
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Pro bazické vektory tν tak dostaneme

〈[tκ, tλ], tβ〉+ 〈tλ, [tκ, tβ]〉 = 〈Kσ
κλ tσ, tβ〉+ 〈tλ,Kσ

κβ tσ〉
= Kσ

κλωσβ +Kσ
κβωλσ = 0,

(5.52)

což z ( g, 〈·, ·〉, [·, ·] ) čińı kvadratickou Lieovu algebru.

Opačný směr by se ukázal podobně, pouze bychom definitorické vztahy (5.43) a (5.44)
použili opačně, to jest k definici symplektické formy ω a vektorového pole Q.

Př́ıklad 5.3.10. Uvažujme hladkou varietu M a jej́ı kotečný fibrovaný prostor se stupni po-
sunutými o jedna T∗[1]M . Mějme souřadnice {xi}ni=1 na M a k nim odpov́ıdaj́ıćı (ve smyslu
př́ıkladu 3.3.4) gradované souřadnice {xi}ni=1, {θi}ni=1 na T∗[1]M . Při změně souřadnic xi 7→ x̃i

máme pro odpov́ıdaj́ıćı gradované souřadnice transformačńı vztah (3.52), který se v tomto

př́ıpadě zjednoduš́ı4 na θ̃i = ∂xk

∂x̃i
θk.

Jsme tedy schopni na N-varietě T∗[1]M definovat symplektickou formu stupně 3

ω := −dθi dxi, (5.53)

a to pro jakoukoliv podkladovou varietu M . Tato definice je sice v souřadnićıch, avšak je na
výběru souřadnic nezávislá, jak lze snadno ověřit právě d́ıky výše uvedeným transformačńım
vztah̊um, a tud́ıž je kanonická. Jedná se samozřejmě o obdobu dobře známé kanonické (Po-
incarého) 2-formy na klasických kotečných fibrovaných prostorech. Ukazuje se ([12, Proposi-
tion 3.1.]), že

”
symplektická struktura“ na N-varietě T∗[1]M v jistém smyslu odpov́ıdá vněǰśı

algebře vektorových poĺı na M , kde obdobu Poissonovy závorky hraje takzvaná Schoutenova-
Nijenhuisova závorka. Tuto závorku nyńı zadefinujeme (po vzoru [13]) a tento vztah podrobněji
rozebereme.

Označme jako Ap(M) prostor hladkých řez̊u prostorem
∧p TM , totiž p-té vněǰśı mocniny

tečného fibrovaného prostoru. Označme dále A0(M) := C∞(M), Ak(M) := {0}, pro k < 0
a A(M) := ⊕

p∈Z
Ap(M). Potom Schoutenova-Nijenhuisova závorka je unikátńı R-bilineárńı

zobrazeńı

[·, ·] : A(M)×A(M)→ A(M), (5.54)

splňuj́ıćı tyto čtyři vlastnosti:

1. [f, g] = 0, ∀f, g ∈ C∞(M).

2. [X,W ] = LXW, ∀X ∈ A1(M),∀W ∈ A(M).

3. [P,Q] = −(−1)(p−1)(q−1) [Q,P ], ∀P ∈ Ap(M),∀Q ∈ Aq(M).

4. [P,Q∧R] = [P,Q]∧R+ (−1)(p−1)q Q∧ [P,R], ∀P ∈ Ap(M), ∀Q ∈ Aq(M), ∀R ∈ Ar(M).

Prozkoumejme nyńı, zda Poissonova závorka na výše zmı́něné N-varietě nesplňuje podobné
vztahy, když, neformálně řečeno,

”
zaměńıme“ C∞T∗[1]M (M)p ↔ Ap(M) a θi ↔ ∂i.

4Neformálně řečeno je tomu tak proto, že jsme při konstrukci T∗[1]M (to jest konstrukce v př́ıkladu 3.3.4 pro
E = T∗M) přechodová zobrazeńı pro θi definovali jako transponované inverze k přechodovým zobrazeńım mezi
souřadnicovými 1-formami.
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Jelikož stupeň Poissonovy závorky je −1, ihned nahlédneme, že {f, g} = 0 pro všechna
f, g ∈ C∞T∗[1]M (M)0 ≡ C∞(M) ≡ A0(M). To, že Poissonova závorka splňuje odpov́ıdaj́ıćı obdobu
vlastnost́ı 3 a 4 je zřejmé př́ımo z tvrzeńı 5.3.5. Pro prozkoumáńı vlastnosti 2 se muśıme pod́ıvat
jak vypadá hamiltonovské vektorové pole Xθi =: Sk ∂

∂xk
+Sk

∂
∂θk

. Podle (5.30) a (5.20) dostáváme

−dθi = iXθiω =

(
Sk

∂

∂ dxk
+ Sk

∂

∂ dθk

)(
−dθj dxj

)
= −Skdθk − Skdxk, (5.55)

z čehož nutně plyne, že Sk = 0 a Sk = δki a tedy Xθi má jednoduchý tvar Xθi = ∂
∂xi

. Pro všechna
X = Xiθi ∈ C∞T∗[1]M (M)1 ↔ A1(M) a pro všechna f ∈ C∞(M) a Y = Y jθj ∈ C∞T∗[1]M (M)1 tak
s použit́ım již ukázaných vlastnost́ı dostaneme

{Xiθi, f} = Xi{θi, f} = XiXθif = Xi ∂

∂xi
f = Xif,i ↔ [Xi∂i, f ], (5.56)

respektive

{Xiθi, Y
jθj} = {Xiθi, Y

j} θj + Y j{Xiθi, θj} = Xi{θi, Y j} θj − Y j{θj , Xi} θi

=
(
XiY j

,i − Y
iXj

,i

)
θj ↔ [Xi∂i, Y

j∂j ],
(5.57)

což však ukazuje, že Poissonova závorka splňuje př́ıslušný ekvivalent vlastnosti 2. Neformálně

bychom tedy mohli ř́ıct, že5

(
⊕
p∈Z
C∞T∗[1]M (M)p, {·, ·}

)
a (A(M), [·, ·]) jsou v podstatě

”
stejné

matematické struktury“. Tento výrok nyńı zpřesńıme.

Uvažujme přǐrazeńı A, které každé množině U ∈ Op(M) přǐrad́ı gradovaný vektorový
prostor A(U), kde pro každé k ∈ Z je A(U)k prostor hladkých řez̊u fibrace

∧k TU , to jest,
A(U)k je prostor k-vektorových poĺı definovaných na U . Na A(U) intuitivńım zp̊usobem za-
vedeme strukturu gradovaně komutativńı algebry, kde součin bude vněǰśı součin, pouze zob-
razuj́ıćı mezi komponentńımi vektorovými prostory A(U)k. Zavedeńım restrikćı, což bychom
udělali podobně jako v podkapitole 4.2, se z A stává snop s hodnotami v gradovaně komuta-
tivńıch algebrách. Poněkud vágně formulované tvrzeńı z konce předchoźıho odstavce můžeme
nyńı vyslovit přesněji: snopy C∞T∗[1]M a A jsou izomorfńı jakožto snopy s hodnotami v gradovaně
komutativńıch algebrách. Pokud nav́ıc budeme uvažovat Schoutenovu-Nijenhuisovu závorku jako
gradované bilineárńı zobrazeńı, pak následuj́ıćı diagram komutuje pro každé U ∈ Op(M).

C∞T∗[1]M (U)× C∞T∗[1]M (U) C∞T∗[1]M (U)

A(U)×A(U) A(U).

θi↔∂i

{·,·}

θi↔∂i
[·,·]

(5.58)

Zmı́ńıme daľśı zaj́ımavý vztah (viz [12, proposition 4.1.]), totiž že při uvedené korespon-
denci

”
θi ↔ ∂i“ odpov́ıdaj́ı gradované funkce H ∈ C∞T∗[1]M (M) stupně 2 splňuj́ıćı {H,H} = 0 bi-

vektor̊um π ∈ A2(M) splňuj́ıćım [π, π] = 0. Tato identita však neznamená nic jiného6, než že π je
Poisson̊uv bivektor. S odkazem na větu 5.3.8 tak můžeme tvrdit, že NQ-variety (T∗[1]M,ω,XH)
odpov́ıdaj́ı jedna ku jedné Poissonovým varietám (M,π).

5Chceme porovnávat C∞T∗[1]M (M) a A(M), jenže jedno je zavedené jako gradovaná algebra a druhé jako

”
normálńı“ algebra, která je direktńım součtem r̊uzných vektorových prostor̊u. Pro formálńı správnost tedy

muśıme bud’ gradované funkce direktně seč́ıst, přižemž operace se zachovávaj́ı a rozšǐruj́ı (bi)linearitou na neho-
mogenńı prvky, nebo z multivektorových poĺı udělat snop s hodnotami v gradovaných algebrách. Prvńı alternativa
je zmı́něna zde, druhou rozvád́ı daľśı odstavec.

6Viz např́ıklad [14].
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Závěr

V této práci jsme podrobným zp̊usobem definovali N-variety pomoćı jistých relativně nestan-
dardńıch pojmů, explicitně jsme ukázali některé jejich vlastnosti a naznačili jejich vztah k super-
varietám. Dále jsme na N-varietách zavedli vektorová pole a diferenciálńı formy a ověřili jsme,
že splňuj́ı mnohé z vlastnost́ı, které by se od nich daly očekávat. Nakonec jsme na N-varietách
definovali vhodným zp̊usobem symplektickou strukturu a prozkoumali vztah této struktury a
kompatibilńıho homologického vektorového pole. V pr̊uběhu práce i na konci jsme uváděli vy-
brané př́ıklady prob́ıraných pojmů.

Daľśı směry zájmu mohou být např́ıklad hlubš́ı investigace korespondence symplektických
N-variet s Courantovými algebroidy, která je zmı́něna v [12], a kterou jsme nast́ınili v př́ıkladu
5.3.9 speciálně pro jednobodovou podkladovou varietu.
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