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1 Uvod

Tato bakaldiska prace je zaméfena na pouziti nelokélnich potencialii v podobé projekce u volného
Diracova operatoru

. d
Hm=—la®a'1+m®0'3 0

Dom(H,,) = W"(R) ® C?

na prostoru L2(R) ® C2. Cilem této price je zkoumat tyto nelokdlni potencidly coby aproximace relati-
vistickych bodovych interakci. Relativistické bodové interakce patfi k dilezitym explicitné feSitelnym
modelim kvantové mechaniky. Matematicky je zavddime pomoci ziZeni defini¢niho oboru volného Di-
racova operatoru na mnozinu {¢ € Dom(H,,) | ¢(0) = 0} a nislednym samosdruZenym prodlouZenim

takto definovaného operatoru na operitor H*, H® = H,, s defini¢nim oborem

Dom H" = {p € W(R\{0}) ® C* | ¢(0+) = Ap(0-)},
A=ow (_ij f), @)
w=e% as-By=1agp,apB,y,6 R

Fyzikdlni smysl tomuto modelu miizeme dodat pravé za pomoci riznych typt aproximaci.

Hlavnim cilem této price je zobecnit vysledek P.Seby [3], ktery pro dva specidlni piipady nelokal-
niho potencidlu ukizal shodu mezi formdlni limitou a operdtorovou limitou na rozdil od lokdlniho po-
tencidlu, kde k této shodé nedochéazi. Chceme tedy ukazat pro nelokalni potencidly shodu mezi formaln{
a operatorovou limitu i v obecnéj§im piipadé. Za timto icelem bude nejdiive probrand problematika
neomezenych operatorti na Hilbertové prostoru a nasledné piedstavime Diracdv diferencialni operator.
Nésledné se budeme zabyvat jednorozmérnymi relativistickymi bodovymi interakcemi a vysledky pro
lokélni aproximace téchto bodovych interakci. Poté predstavime vlastni vysledek této bakaldiské prace
pro nelokdlni potencidly v podobé projekce

H% =H, + W,(x)® A

1 3)
W, = ;IU(X/S)XU(JC/S)I-

Nasim dkolem bude dokazat nejsilnéjsi typ konvergence pro tento pripad nelokdlnich potenciald,
tedy uniformni konvergenci v resolventé, k operdtoru popisujicimu bodovou interakci. Za timto icelem
napocitdme resolventu Diracova operatoru s potencidlem v podobé projekce a dokdaZeme konvergenci v
operatorové normé k resolventé operdtoru bodové interakce, kterou napocitime za pomoci Kreinovy for-
mule. Tento vysledek nésledné porovndme s formaln{ limitou akce operdtoru s nelokdlnim potencidlem.
Nasim cilem je ukdzat, Ze formdlni limita se shoduje s formalnim vyrazem pro operatorovou limitu a tim
poukazat na nelokdlni charakter relativistickych bodovych interakci. Tyto porovnani limit budeme délat
zpusobem, ktery uvadime v nasledujicim piehledu.



oy . &0+ L.
Pouzité aproximace — Bodové interakce
(konvergence uniformné v resolventé)

H2 =H,+V,®A, H® kde A = A(A)
kde V. je Skdlovany normovany potencial
na jednicku.
i) V¢ - lokdlni potencidl ) ) )
. _ o 1 ) A =exp(—io1A) (viz [4],[6],[7])
W = (Ve je skaldrni potencidl £h(z))
“ | i) W, - nelokélnf potencial

.o _ o _1 . . .
(W, je projekce giz (/o)) ii) A=Qil-01A)"Q2il +01A) (viz kapitola 5)

-0+

V. — 08, Vg jde primo k 6-funkci v distribucich a W jde k §-funkci ve smyslu uvedeném v (87).

—0+

= H: "5 Hy + AS
)
Tato formdlni limita operdtoru H% by se zdéla jako dobry kandidét pro operdtorovou konvergenci.

Abychom zjistili, zda se tato formalni limita shoduje s operatorovymi limitami, porovname operatorové
limity s formalnim vyrazem pro H* tvaru

H" = H,, + B6.
Kde pro nespojité funkce z Dom H” dodefinujeme Diracovu §-funkci nasledovné.

0 0-
§0) = L0 00

Této formalni podoby operatoru H* miizeme dosihnout dvéma zpisoby.

1. Dle ¢lanku R.J.Hughes [6],[7], kde zacne s podminkou pro bodové interakce z definicniho oboru
operatoru H®, dostava formaln{ vyraz tvaru

H™ = H,y + 2io (A = I)(A + D716 Q)
Tento zplisob je bliZe rozveden v kapitole 4.

2. Zacneme s vyrazem H,, + B6. Najdeme ddle maximalni defini¢ni obor, kde takto definovany vyraz
funguje jako operator na L>(R) ® C2.
(a) Spotteme Hyy = —ior {55} — ior1 (W(0+) — Y(0-))8 + mar3ys, kde (S5} znadi derivaci funkce
Y tam, kde je moZné ji derivovat.
(b) Chceme, aby se odecetly singuladrni ¢leny v (H,, + Bo)y.
W(0+) + ¥(0-) _
2
Qioy + By (0-) = (2io; — By (0+)
Y(0+) = 2ioy - B) ' 2ioy +B)y(0-) 6)
A
=A = iy — B) 'Q2io; +B)

=2ici(A=DA+D)' =B
2

= —io(WO+)—y0-) +B 0




Ocekavani bylo takové, Ze pfi pouZiti libovolného Skdlovaného potencidlu po dosazeni A(A) dosta-
neme A = 2io 1 (A(A) — D(AA) + )~ L. Pripomeneme vysledky ¢lank [[3],[4],[6],[7]], které ukazuji, Ze
tomu tak obecné neni. Tento fenomén nazyvame renormalizaci vazebnych konstant. Nasledné dokdZeme,
Ze pro nelokdlni potencidl pouZity v této praci, k této rovnosti dochazi, tj. nedochdzi k renormalizaci.



2 Omezené operatory
Necht” A je linearni zobrazeni mezi dvéma normovanymi prostory X a Y
A:DomACX - Y.

Mnozinu Ker A = {f € DomA | Af = 0} nazveme jadrem zobrazeni A.
Mnozinu RanA = {Af | f € Dom A} nazveme obrazem zobrazeni A .

Definice 2.0.1 (Omezené zobrazeni). A nazveme omezenym zobrazenim prdvé tehdy, kdy?
SUPj fix=1 IAflly =: I|Al| je konecné cislo.

MnozZinu omezenych zobrazeni zna¢ime B(X, Y). Jedna se o linedrni prostor s operacemi scitini a
ndsobeni definovanymi nisledovné.

A,BeBX,Y),zeT
Vf € Dom(A + B) := DomA N Dom B, (A + B)(f) := A(f) + B(f) (7
Yf € DomA, (zZA)(f) = ZA(f)

Navic, pokud je vybaven [|A]|, je tento prostor normovany.
Poznamka 2.0.1. Pro omezené operdtory plati ||Aflly < ||Alllf]lx.
Poznamka 2.0.2. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

1. Zobrazeni A je omezené.

2. Zobrazeni A je spojité.

3. Zobrazeni A je spojité v jednom bode.

Poznamka 2.0.3. Pokud Y je pre-Hilbertiiv prostor, pak pro A € B(X,Y) plati

llAll = sup  KglAf)l
I7lI=lgll=1

NP

Véta 2.0.1 (O spojitém rozsifeni omezenych operdtori). Necht’ A € B(X,Y) a necht’ Y je Banachiiv

prostor. Pokud DomA je husty na X, tak potom ' spojité rozsiveni A na X se stejnou operdtorovou
normou.

Diikaz. ProtoZe omezeny operator je zaroven spojity, milize existovat pouze jediné spojité rozsiteni.
Kdyby existovala dvé rozsifeni A; a A, tak, Ze se shoduji na husté podmnoZiné celého topologické
prostoru, pak se nutné shoduji na celém prostoru. TudiZ hledané rozsifeni miZe byt dano pouze jako

Af = lim Af,, f, € DomA, f € X.
n—+oo
Staci ukézat, Ze definice je nezdvisld na vybéru f,. Necht' f, — fag, — f.

1A S0 = Agull = IACfa = gl < Al f2 = gull = 0

Ze spojitosti s¢itani vektord a ndsobeni prvky télesa je prodlouZeni linedrni a ze spojitosti normy dosta-
neme zachovani normy. O
4



Véta 2.0.2 (Princip stejnomérné omezenosti, Banach-Steinhaus). Necht’ mdme X Banachiiv prostor, Y
normovany vektorovy prostor a A C B(X, Y). Potom nastane prdvé jedna z ndsledujicich moZnosti.

e sup,c4 llAll < +o0 (stejnomérné omezené)
e 3G c X,G = X tak, Ze Vx € G, Sup e lAX]| = +oo
Diikaz. Dikaz 1ze dohledat napiiklad v [1]. O

Pokud A € B(X, X) =: B(X), nazveme takové zobrazeni omezenym operatorem na X.
Uvedeme jeste typy konvergenci pro omezené operatory.

Definice 2.0.2 (Konvergence omezenych operatort). Necht’ (A,) C B(X) a A € B(X) kde X je normovany
prostor pak definujeme

1. A, konverguje uniformé k A (ozn. A, 5 A), pokud plati
limy, 00 ||An — All =

2. A, konverguje silné k A (ozn. A, 5A ), pokud plati
VfeXlim, ollAnf —Afll =

3. Pokud X je Hilbertitv, pak A,, konverguje slabé k A (ozn. A, LA ), pokud plati
Vf.g € Xlim,.00 KAnflg) — (Aflg)l = 0O
2.1 Hilbert-Schmidtovy operatory (prehled)

Tato kapitola je &erpana z prednasek funkciondlni analyzy P. St ovicka, které probéhly v akademic-
kém roce 2019/2020. [11]
H znadi v této kapitole separabilni, nekoneéné rozmérny Hilberttiv prostor.

Véta 2.1.1. Necht’ (f,)n>0,(gn)ns0 jsou dvé ortonormdlni bdaze v H, A € B(H). Potom plati

Z VAR Z 14" gl @®)

n=1

Specidlné vidime, Ze soucet fad nezdvisi na vybéru ortonormdlni bdze.

Diikaz.
ZuA gull® = fimm gl = iimmmz fil(gnlAﬁJIZZHAfkllz ©)
n=1 n=1 k=1 n=1 k=1 k=1 n=1

O

Definice 2.1.1. A € B(H) je Hilbert-Schmidtitv, jestliZe pro néjakou ortonormdlni bdzi (f,)2] na pro-
storu H plati

+00
D UALIP < +oo. (10)
n=1

Pro v§echny Hilbert-Schmidtovy operdtory A definujeme jejich Hilbert-Schmidtovu normu ndsle-

dovné
+00 %
IAlls = (Z ||Afn||2] . (11)
n=1
5



Véta 2.1.2. Necht’ A je Hilbert-Schmidtiiv operdtor. Pak A spliiuje nerovnost ||A|| < ||Allys.

Diikaz.

ASIP = > KAIADE = Y KA LIOE < D 1A RIPIAP = 1A s 1P = A1 11 /17
n=1 n=1 n=1

(12)

O

Véta 2.1.3. Necht’ A, B jsou Hilbert-Schmidtovi operdtory, (f,)n>0, (gn)n>0 jsou dvé ortonormdlni bdze

prostoru H. Potom plati
+00 +00
D (ARIBE) = D (A"GalB"gn).
n=1 n=1

PricemZ obé sumy konverguji absolutné.

Diikaz.

Z|<Afn|Bfn>| < ZnAfnnntnn < (ZnAfnnz] (Z ||Bfn||2) = AllusIBllus < +oo

Obdobné pro druhou fadu.
Dale plati

+00 +00 +00 +00

iAfnwfn = >, > (AflgeigdBh) = ) Z<fn|A 9i0B gl f) = Z<B grlA"gr).
n=1

n=1 k=1 k=1 n=

(13)

(14)

(15)

O

Poznamka 2.1.1. Bud’ M mé¥itelny prostor s mirou i, H = L*(M, du) a necht’ H je separabilni. Ddle
K e L2 (M x M, du x du). Definujeme na H integrdlni operdtor K s integrdlnim jadrem K vztahem
Yy e H, Ky(x) := f v K, W (y) dy. Pak operdtor K je dobre definovany omezeny Hilbert-Schmidtiv

operdtor na H a plati ||K||lgs = 1Kl 2% m)-



3 Neomezené operatory

Vétsina zdkladnich pojmil a vét v této kapitole o neomezenych operatorech jsou prevzaté z knihy G.
Teschla [1] a z knihy J. Blanka, P. Exnera a M. Havlicka [2]. Pojmy tykajici se operatorii nasobeni jsou
Cerpany z ¢lanku M. Fialové [10].

Dal budeme uvazovat vSechny linedrni operatory na komplexnim Hilbertové prostoru /. MnoZinu
téchto zobrazeni ozna¢ime L(H). Pokud Dom A = H, fekneme, Ze operétor A je husté definovan.
Necht' A, B € L(H). Pokud plati Yy € Dom A € Dom B, Ay = By, pak znacime A C B.

Definice 3.0.1 (Soucin a soucet neomezenych operatort). Zadefinujeme nékolik operaci na neomezenych
operdtorech.

o Soucin neomezenych operdtorii je definovan ¥y € Dom AB := {y € Dom B | By € Dom A}, ABy :=
A(BY)
o Soucet neomezenych operdtoru je definovdn Yy € Dom(A + B) := Dom A N Dom B, (A + B)y :=
Ay + By
e A=B & DomA =DomBA Yy € DomA, Ay = By
Priklad 3.0.1 (Operéator derivovani). Necht’ mdme operdtor D := d% na prostoru L*>(R), kde
DomD := {f € L’(R) | Df € L*(R)}.
Pak ukdzeme, Ze tento operdtor je neomezeny.
Diikaz. Pokud najdeme posloupnost f,,[|f,ll = 1 tak, Ze lim, o [|Df,]| = +o0, pak je hotovo. Necht’

tedy f, = C,exp (— I_sz) na intervalu (—‘/lﬁ, \/Lﬁ)’ jinak je dodefinovana nulou. Lze ukézat, Ze takto

definovand funkce je z C*. Spocitdme nejprve normu téchto funkci.

1
_2_ Vi dnx? 2
VAl f il dx = Calxe =21 + C; f e dx=
R W =% (I —nx?)
n

% 4nx? 2 (10
_o2 [T et
-1 (1 —nx?)?
i
Konstantu C,, pro kazdé n € N definujeme nasledovné.
1
i 2
1 f VAt
C, =t (1 =nx%)?
Tim jsou vSechny funkce f,, normované na jednicku. Ted” se koukneme na normu funkci D f,.
X 2.2
2 o [V 4ntx _ﬁ
IIDfall” = C,, f_l —(1 —nx2)4e - dx
v (17)
2 % 4I’lx2 2 2
— e = =
> nC2 f_] oo T dr =l =
Zde jiz vidime, Ze lim,_, ;o0 || Df;|| = +o0 a tedy operétor D je neomezeny. O

Definice 3.0.2 (Symetricky operator). Husté definovany operdtor A nazveme symetrickym prdvé tehdy,
kdyZ Ve, € DomA, (YlAg) = (AYlp).
7



3.1 Sdruzené operatory

Definice 3.1.1 (SdruZeny operétor). K husté definovanému operdtoru A definujeme sdruZeny operdtor
A* tak, Ze DomA* = {¢y € H | Ay, Vo € Dom A, (Y|Ap) = (J|p))}.

Potom A*Y := .

Pokud A C A*, pak je A symetrickym operdtorem.

Pokud A = A*, nazveme A samosdruZenym operdtorem.

Takto definovany operitor je jednozna&né definovan. Kdyby existoval y; tak, Ze Vo € Dom A, (y/|Ap) =
(1) pak dostaneme Yo € Dom A, (¢} — Ylp) = 0. Tedy plati y; — y € Dom A+ = DomA = {0} z
hustoty operatoru.

Dile z definice ihned mtZeme vidét Ker A* = (RanA)*.

Definice 3.1.2 (Normdlni operator). Operdtor A nazveme normdlnim operdtorem prdavé tehdy, kdyZ
Yy € Dom A = Dom A*, [|[Ay/]| = [|A*y].
Poznamka 3.1.1. Necht’ operdtor A je normdlni, potom ¥z € C, (A — z) je normdlni operdtor.

Diikaz.
Dom(A — z) = DomA = DomA* = Dom(A — 2)*

Potom dostdvdame nésledujici.
(A = 2¢l(A - 2)p) = (AplAp) — Z(plAp) — (Aglp) + 22" (¢lp) =
= (A"plA") — 2 (A" plp) — (plA" @) + 22" (plg) = (A" = )pl(A" - 2")g)  (18)
O
Poznamka 3.1.2. Viastnosti sdruzenych operdtorii:
o (@A) =a"A",aeC
e (A+ B)* CA* + B*
e ACB= B*CA"

Véta 3.1.1. SamosdruZené operdtory jsou maximdlni ve smyslu toho, Ze nemaji Zddné symetrické rozsi-
reni.

Diikaz. A je samosdruZeny a B symetrické rozsifeni. Pak pomocf tfettho bodu poznamky 3.1.2 dosta-
vame.
ACBCB' CA"=A=A=B

O

Pokud A* je husté definovany, pak mtizeme uvazovat A**. Pak je vidét, Ze plati A C A**. Pokud navic
A budeme uvaZovat symetrickym, pak platiA € A* = A™ C A*. To znamen4, Ze pro symetricky operator
jeho A*™ "lezi"mezi A a A*.

Véta 3.1.2. Necht’ A je symetricky operdtor tak, Ze Iz € C \ R,Ran(A + z) = Ran(A + z*) = H. Poté
plati, Ze A je samosdruZeny.



Diikaz. Necht’
€ Dom(A™), A"y = ,Ran(A + 7*) = H = J¢p € Dom A (19)

tak, ze
A+ =0+

Pak dostdvame Yp € Dom A, (Y|(A + 2)p) = (U + Z*Ylp) = (A + z*)¢|p) = (ze symetrie) = (@|(A + 2)p)
= iy = ¢ € Dom A. Tedy plati Dom A = Dom A* a ze symetrie operatoru dostdvime i rovnost akci. O

Priklad 3.1.1 (Operator ndsobeni). Necht’ mdme operdtor ndsobeni T piy := AW (x),

apr dap aiz ... Aln

azy dxpp a3 ... dp
Ax)=1| . ) . . X,

anl dp2 dp3 ... dpp

definovany na prostoru L*(R)®C", kde a; j jsou mé¥itelné funkce a definicni obor je definovdn ndsledovné.
Dom Ty :={y |y € L2 (R)® C", Ay € L*(R) ® C"}
Dile ztotoznime L?(R) ® C" s L>(R; C").
Véta 3.1.3. (Tp)* = Ty~
Diikaz. Budeme potiebovat ovérit rovnost defini¢nich oborti a akci jednotlivych operatort.
Dom(T4)" = (¥ € L*(R) | 3 € L*(R), (WITap) = (¥lp). Vi € Dom T4}

Lze rovnou vidét, Ze (Tn)* D Ta-, jelikoZ pro Yy € DomTy«,Yo € Dom T4 plati (y|Tap) =
Fwlagyen(x) dx = [ (A*Wlpden(x) dx = (Ta-glg).

Nyni ukdZeme i opacnou inkluzi Dom(7s)* € Dom T4+ a rovnost akci. K tomu si definujeme po-
mocnou posloupnost mnoZzin €, := {x € R | max; jes la;j(x)| < n}, kterd roste k R ve smyslu inkluze.
Pro takto definované mnoZiny dostavame, Ze pro vSechny funkce ¢ € L*(R) ® C" miizeme definovat
posloupnost ¢, := yq,¢, coZ je posloupnost funkci, o kterych vime, Ze leZi v Dom 7’4

Necht' ¢ € Dom(Ts)".

fR Wlhxa,¢yon(x) dx = fR Py, @)er () d

20
[R (A" = P)xa,lp)en(x) dx = (A" — d)xa,lp) = 0 -
Tedy dostavame, Ze (A*Y — ¥y, = 0 skoro vude na R a pro vSechny n. Potom tedy musf platit
AY—-¢=0
AW =y =y eDomTs aTpyy = (Ta)'y
O

Pomoci véty vySe ihned vidime, Ze pokud pro vSechny x € R matice A spliluje A(x) = A*(x), potom
je prislusny operator nasobeni T4 samosdruzeny.
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3.2 Uzavrené operatory

Jedna moZnost rozsifeni operdtoru A je vzit uzaver jeho grafu
[(A) = (¢, AY) | y € Dom A} C H*,

Pokud (¥, AW,) — (¥, %) pak definujeme Ay = . Aby byla definice Ay korektni, je potieba, aby
Wy A — (0,4) implikovalo ¥ = 0. Pokud tomu tak je, pak fikdme, Ze operdtor A je uzaviratelny na
jednoznaény operator A, ktery bude spliovat I'(A) = I'(A).

Definice 3.2.1 (Uzavieny operator). Pokud plati A = A, Fikdme, Ze operdtor A je uzavieny. A je tedy
uzavreny prave tehdy, kdyZ I'(A) = T'(A).

Véta 3.2.1. Necht’ A € L(H) je husté definovany operdtor na H. Potom sdruzeny operdtor A* je uza-
vieny.

Diikaz. Zvolime si libovolné posloupnost (¢,,),~0 € Dom A* tak, Ze ¢, — ¢ a A*p,, — z. Pro vSechny
¥ € Dom A vime, Ze plati

(@nlAg) = (A" gulyr)

V limité tak dostivame
(PlAYY = (zl) = ¢ € DomA* A z = A¥p.

O
Poznamka 3.2.1. Necht’ A € L(H) je uzavieny a invertibilni. Potom A~ je uzavieny.
Diikaz.
I'(A) = {(y, AY) | ¢ € Dom A}
=T(A™) = {(p.A™'p) | g e DomA™'} = {(p,A) | ¢ € Ran A} = o
={(A¢.¢) | ¢ € DomA}
O

Poznamka 3.2.2. Necht’ A € L(H) je uzavieny a pro z € C, (A — 7) je invertibilni. Potom (A — 2)”' je
uzavreny operdtor.

Diikaz. Z predchozi poznamky staci dokazat, Ze je (A — z) uzavieny operator.
I'(A=2) ={(,(A=2¥) | ¢ € Dom(A - z) = Dom A}
Necht’ ¢, — ¥, (A — 2y, — p. Pak ze spojitosti identity vime, Ze zi,, — zi. Tedy dostavame
A = 2 +p,
kde dél z uzavienosti A dostaneme zy + p = Ay. Dohromady tedy p = (A — 2)¥. O

Definice 3.2.2 (Normdlni operator). Operdtor A nazveme normdlnim prdavé tehdy, kdyZ plati Vo €
Dom A = Dom A*, [|A¢|| = ||A%¢]l.

Véta 3.2.2. Normdini operdtor A € L(H) je uzavieny.
10



Diikaz.
I'(A) = {(¢,Ap) | ¢ € Dom A}

Z véty 3.2.1 vime, 7e [(A*) = T(A*). Necht' ¢, € DomA, ¢, — ¢ A Ag, — p.

Z normalnosti A je posloupnost A*p, cauchyovska. Pak z uzavienosti A* dostavime
A @, — A"p.

Tedy z normélnosti A mdme ¢ € Dom A. Ddle sta¢i ovéfit rovnost Ap a p.

lA(p — eIl = A" (@ — @)l = 0 = p = Ap

Pripomenime si jesté spojitost mezi uzavienym operdtorem a sdruZenym operatorem.

Poznamka 3.2.3. Necht’ A je husté definovany operdtor. Pak A je uzaviratelny pravé tehdy, kdyZ Dom A*
je husty. Pokud je A uzaviratelny, pak plati A = A*.

Véta 3.2.3 (Véta o uzavieném grafu). Necht’ A : H — H je operdtor definovany vsude na H. Potom
A e B(H) & T(A) =T(A).

Diikaz.
e Necht' A je omezeny operator = A je uzavieny, ze spojitosti A.

e ['(A) je uzavieny a mame i dobfe definovany A*. Pro vSechny jednotkové vektory ¢ € DomA*
definujeme linedrni funkciondl f,(¢) := (A*¢ly), ktery je bodové omezeny || f,(W)Il = KplAy)| <
|Ay||. Pak za pouziti Banachovy-Steinhausovy véty 2.0.2 dostavame AC > 0,]|f,ll = [|A%¢l| <
C = A* je omezeny atedy i A = A*™ z poznamky 3.2.3.

Véta 3.2.4 (Hellinger-Toeplitz). Symetricky operdtor definovany na celém H je omezeny.
Diikaz. Véta je ptimym dusledkem véty 3.2.1 a véty o uzavieném grafu 3.2.3. O
Véta 3.2.5. Necht’ A je samosdruZeny operdtor, 7 € C,Im(z) # 0. Potom Ran(A —z) je uzaviend mnoZina.

Diikaz. 7 véty 3.2.2 je A uzavieny operator. Vezmeme (¢,),~0 C Ran(A — 7) tak, Ze ¢, — ¢. Protoze
¢n € Ran(A — z) = Ay, € Dom(A — 2) tak, Ze ¢, = (A — 2)¢,,. Dal ze samosdruZenosti plyne

IIm(2)Il]1*] = [In{(A — 2)nlifn)l.
Dostavame tedy

Mm@ all® < KA=-2Walin)] < 1A = Dalllgnll

(22)
IIm@)l[[grall < I(A = 2Dnll = llnll

Yy, je tedy cauchyovska. To znamend, Ze y = lim,,—, o0 Yy. JelikoZ (¥, ¢,) € T(A — 2) a obé slozky
konverguji, pak z uzavfenosti operdtoru A dostdvame ¢ € Ran(A — 7). O
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3.3 Resolventa a spektrum

Definice 3.3.1 (Resolventa operatoru). Necht’ A je husté definovany uzavieny operdtor. Resolventni mno-
Zina A je mnoZina p(A) = {z€ C| (A —2)~! € B(H)).

RA(2) := (A —2)7! pro z € p(A) se nazve resolventni funkci operdtoru A a omezeny operdtor R(z)
nazveme resolventou operdtoru A v z € C.

Za pomoci kapitoly 3.2 o uzavieném operatoru vidime, Ze plati
(zeClA-2'eBH) ={zeC|(A-2) je bijekce na cely H}.
Véta 3.3.1. Resolventni mnoZina je oteviend.
Diikaz. z,71 € p(A) potom

A-'-G-2)A-27'"A-2) ' = A-2 U1 -z-A+A-zDA-2)7D)

23
=A-'"A-2A4-z)' = A-z)7". @)

Tim dostdvame Hilbertovu identitu
A-27" =(A-z)7" = @~ 2)Rs@RaD). (24)
Rekurzivnim pouzitim Hilbertovy identity dosp€jeme ke vztahu
n . .
Ra@@) = ) (2= 21 Ra(@)™! + (2= 21" Ra(21)"" ' Ra(2).
=0

Necht’ déle z € C,z9 € p(A). Pak R, := Z?ZO(Z — 20)/R4(z0)’*! konverguje uniformné k omezenému
operatoru, pokud plati
lz = 2ol < IRa(zo)lI ™"

PoloZime R, := limy— 100 Ry, ¢ := Ry, ¢ := Rooty pro ¢y € H.
Potom dostdvame

Ay = AR = (A — 20)Ru¥ + 2000 = ¥ + (2 — 20)Pn-1 + 2000 = ¥ + 2Pn-1 + 20(n — Pn-1)-

Tedy z podoby operdtoru AR,, dostdvame ¢, € Dom A. Déle plati (¢,, Ap,) = (@, ¥ + z¢) = ¢ € Dom A
z toho, Ze je A uzavieny a (A —2)Rooty = ¢ pro ¢y € Dom A. Stejné pak pro R,AY = ¢ +(2—20)¢n-1 + 20¢n-
Dohromady dostdvame R, = R4(2). Z Cehoz plyne z € p(A).

O

Definice 3.3.2 (Spektrum operatoru). Spektrem operdtoru A rozumime mnoZinu o-(A) := C\p(A).
Spektrum ddle délime ndsledovné

1. z € 0,(A) pokud (A — z) neni prosty. MnoZinu o ,(A) nazyvdme bodové spektrum.
2. Pokud (A — z) je prosty, ale nent surjektivni

(a) Pokud plati Ran(A — z) = H, potom z € o (A) tzv. spojité spektrum.
(b) Pokud plati Ran(A — z) # H, potom z € o ,(A) tzv. rezidudlIni spektrum.
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Definice 3.3.3 (Oblast regularity). Necht’ A operdtor. MnoZinu
(A) :={ze€ C|AC(z) > 0,Yp € DomA, ||[(A — 2)¢|| = C(2)llell}
nazveme oblasti regularity operdtoru A.

Véta 3.3.2. Necht’ A normdlni operdtor, potom plati p(A) = n(A).

Diikaz.
® z € p(A) pak
1A = 2eell > IRa@IIRA)A = D)l = IRa@II llell = C(2) = IRa @I (25)
o z€n(A)

Dostavame Ker(A — z) = {0} = (A — 2) je prosté zobrazeni.
Z poznamky 3.1.1 vime, Ze (A — z) je normdlni operdtor. Pak tedy

{0} = Ker(A — 7) = Ker(A* — z*) = Ran(A —z) = H

Staci ovéfit, Ze Ran(A — z) je uzaviend mnoZina.

Necht’ (&,)n-0 C Ran(A — z) a &, — &. Tedy existuje (¢n)n-0 C DomA tak, Ze (A — 2)¢, = &.
Posloupnost &, konverguje, tedy je cauchyovskd. Pak z

1A = 2)(@n — @)l < C@Dlln — @mll

je i posloupnost (¢,,) cauchyovska, tedy konverguje k ¢ € H.
Pak z uzavienosti operatoru A dostdvdme ¢ = (A — z)¢ € Ran(A — 7). Tedy Ran(A — z) je uzaviend
mnozina.

O

Véta 3.3.3 (Weylovo kritérium). A € L(H) husté definovany uzavieny operdtor. Necht’ A(Wy)n>0 C
Dom A tak, Ze |[Y,|| = 1 a pro z € C, ||(A — 2)¢,|| — O (tzv. weylovskd posloupnost), potom z € o-(A). Pro
A normadlni plati i opacnd implikace, tj. pokud z € o(A) potom plati, Ze existuje weylovskd posloupnost
pro z.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht’ tedy z € p(A) poté, ale dostavame

1= [l = IRA(2)(A = 2l < [[RAINIA = 2l = 0. (26)

Druhou implikaci pro normdlni operétory dostaneme za pomoci véty 3.3.2.
z€0(A) =C/n(A) = (YK > 0)(p € Dom A)([[(A — 2)ell < Kllell)

Kde miizeme ptedpokladat ||¢|| = 1. Potom volbou posloupnosti K, = % generujeme weylovskou po-
sloupnost. O

Definice 3.3.4. Necht’ Ty je operdtor ndsobeni (viz priklad 3.1.1). Definujeme ndsledujici mnoZiny.

M(2) :={p e R| 3xp € C, lIxplicr = DUICAP) = D)xpller < &)}

Ress(Ta) :=={z € C| Ve > 0;u(M(z)) > 0}
13
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Véta 3.3.4. Necht’ Ty je samosdruZeny operdtor ndsobeni. Pak plati R,s(Ta) = o-(Ts).
Diikaz.

® Res(Tn) Co(Ta)

Xn(p)
¥z € Ress(Ta); @s(p) := N—lxp

u(N)?z
N C M. (2),0 < u(N) < 400,

kde x, je vektor z definice mnoziny M.(z). Je vidét, Ze plati ||p:(p)ll;2 = 1.

(p)
XN Pl xp”én dp =
u(N)?

_ (1 3 2 sz 2
—L#(N)”(A(P) Dxpllcndp < & N,u(N)dp_s

Poté zvolenim & := rll, dostdvdme weylovskou posloupnost. Tedy plati z € o(T ).

(T — el = fR AR -2

e R.ss(Ta) D o (Ty) (obménou)
dz € 0(Ta) tak, Ze 7 ¢ Ross(Ta)

= (Je > 0)(u(Mc(2)) = 0) & (Je > 0)(s.v.p € R)(Yx, € C" 1 [|(A(p) — 2)xpll = ellxyll)
Necht' ¢ € L>(R;C") = Vp € R, y(p) € C" a dostdvame

(T4 — 202, = fR ICA(P) = DU(P)IIg. dp > I3,

22y (p)lIEn

= z e n(Ty) z véty 3.3.2 tedy dostdvame z € p(Ta).

(28)

(29)

(30)

(31

O

Definice 3.3.5. Necht’ Ty operdtor ndsobeni. Pak pro pevné p € R dostdavdme spektrum matice A(p),

a(A(p)). Definujeme mnoZinu

NTw) =] o(ap).

peR

Lemma 3.3.1. Necht’ A € B(H),A = A*. Necht’ ddle z € C tak, Ze A — 7 je bijekce na celé H. Pak plati

L o((A-2™") = 74 = {15 | 1€ 0(A))
2. (A - 2)7! je normdilni operdtor.

3. 1B 1= SUp,epp) Al (tzv. spektrdlni polomér) poté ri,_ -1 = ||(A - 27

Diikaz.
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1. e 0(A-2)=0(A) -z
Zrovnosti(A—z)—A=(A—-(1+2))
dostdvime A € 0(A — 2) © A+ z € o(A).
e 1£0,lco((A-2 Hellecocd-2
DokaZeme ekvivalentni tvrizeni A # 0,1 € p((A—2)") @ 17! € p(A - 2)
(=) A-2-A"'=LA-A-2H1A-2)
Kde na pravé strané dostavame bijektivni zobrazeni z H do H. Tedy 1~ € p(A - 7).
(&) A=) -1=Q"-(A-UA -2
Kde na pravé strané dostdvame opét bijekci na H, tudiz plati 1 € p(A — z)~!.
e 0¢o(A-27hH
Kdyby 0 byla ve spektru operatoru, pak (A — z)~' —0)~! = A — z nenf bijekcf, coZ je spor.

2. Pro (A — z) bijekci, kde A je uzavieny operitor, dostdvame z véty o uzavieném grafu, ze (A — z)~!
je omezeny operdtor. Pak pro sdruzent plati (A — 2)™1)* = ((A — 2)*)~!. JelikoZ sdruZeny operator
k omezenému operatoru je opét omezeny operdtor dostdvadme nésledujici

A-2A-2)=A-2A-2)
A-27A-2) "' =((A-2)"'A-9! (32)
A-2MA-2 Y =((A-2)@A-27".

« . . 1 P . p P
3. Pro spektrdlni polomér plati rp = lim,_, . ||B"||». Pak pro normdlni omezeny operdtor B dostd-
vame rp = ||B|. Za pouZiti 2. bodu a polozenim B = (A — z)~! dostdvame dokazované tvrzen.

O

Véta 3.3.5. Necht’ T operdtor ndsobeni. Necht' ddle Ty = (Ta)" a a;j = a;j(p) jsou spojité funkce. Pak
plati
X(Tn) = 0(Ta) (33)

Diikaz.
o X(Ta) € o(Ts)
Ukazeme postacujici podminku p € M (z) = AUs(p) C M(z), kde Us(p) je 6 okoli p.
Ze spojitosti a;;(p) dostdvame Vp e Ra Vi, j € n
Yy > 0)(36:(p)(Ypo € Us,;(p))aij(p) — aij(po)l <) (34)
Nyni predpoklddejme z € o(A(p)) pro p € R. Potom
dx, € C [Ixpller = 1, (A(p) —2)x, =0

Dile definujeme [|A(p)lle 1= SUp; jej laij(p)l a 6(p) := min; jes 6;;(p).
Z ekvivalence norem na kone¢né rozmérném prostoru mame navic AK > 0, ||A(p)llcr < K||A(P)||co-

= [[(A(po) — Dxpller < I(A(p) — Dxpller +K [|A(po) — A(P)lleo lxpller < ¥K,Ypo € Us(p)  (35)

=0 <y
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Pro fixni p dostdvame

Yy > 0)AUs(p)(Ypo € Us(p))Tx, € CHI(A(po) — 2)xpller < Ky) (36)
= Vp € Mky(2) je p v Mk,(2) i se svym okolim
= (z€ a(A(p)) = Yy > 0, u(Mky(2)) > 0)

= 7 € Ross(Ty) = (z véty 3.3.4) Z(Tx) C 0(Tp). Déle vime z véty 3.3.1, Ze spektrum je uzaviena
mnoZina, tedy dostdvdme X(Tx) C o(Ta).

o X(Ta) D> 0(Ta)

Dtikaz provedeme obménou. To jest budeme dokazovat tvrzeni z ¢ (Ts) = z € p(Tx).
Budeme dokazovat z ¢ R.(Ts). Lze vidét, Ze plati

2¢ X(Ty) & (0, > 0)(Vp € R)(dist(z, o(A(p))) > ;) 37

llxller = IA(P) — 2)7 (A(p) — Dxller < ICA(P) — 2 IIICA(P) — 2)xllcn. (38)

Dale za pomoci lemma 3.3.1 dostaneme

_ 1
IAP) - 27"l = ol 1Al = I T T G o) (39)
Pak z (38) a z (39) plyne
ICA(p) — 2)xller = dist(z, o(A(p)))lIxllce.
Dohromady tedy
(s.v. p € R)(Vxp € CY lIxpller = DAIA(P) = 2)xpller 2 dist(z, o(A(p))) > 62). (40)
Coz znamend, 7€ 7 & Ros(Ts).
O

Véta 3.3.6. Necht’ A samosdruZeny operdtor. Potom plati o(A) C R.
Diikaz.
¢ € Ker(A - 2) \ {0} = (Ap = z¢) = 2ligll® = (z¢lg) = (Aglp) = (Aglp)* eER =z € R (41)
Necht’' Im(z) # 0 pak z (41) plyne
Ker(A — z) = Ker(A* — ) = {0}.
Tedy operator (A — z) je prosty. JelikoZ Dom A = Dom(A — z) = A — z je husté definovany.

Ran(A — 2)* = Ker((A — 2)*) = Ker(A — 7*) = {0} (42)

= Ran(A - 7) je husty a z véty 3.2.5 dostdvame Ran(A — z) = Ran(A —z) = H. A — z je tedy
bijekci. O
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Dale by se hodilo rozhodnout o konvergenci neomezenych samosdruzenych operatori. Zde miizeme
pouzit resolventu operatoru, kterd je z definice omezeny operator.

Definice 3.3.6. Necht’ (A,)n>0 a A jsou samosdruZené operdtory pak

o A, konverguje k A uniformné v resolventé, pokud 3z, Im(z) # O resolventy Ra,(z) konverguji uni-
formné k resolventé RA(2).

o A, konverguje k A silné v resolventé, pokud Iz, Im(z) # O resolventy Ry, (z) konverguji silné k
resolventé Ry ().
3.4 Unitarni zobrazeni

Definice 3.4.1. Omezeny operdtor U : H — H, ktery je izomorfismem, nazveme unitdrnim operdtorem.
Jednd se tedy o operdtor, ktery spliiuje Dom U = Ran U = H a Vo € H,||U¢|| = |l¢ll.

Pokud je U : H — H omezené zobrazeni, které je izomorfismem, nazveme toto zobrazeni unitdrnim
zobrazenim. Splituje tedy Dom U = H,Ran U = H a VYo € H, ||U¢ll> = ll¢ll:.

Véta 3.4.1. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1. U je unitdrni operdtor na ‘H.
2. Operdtor U : H — H je surjektivni a Vo, € H plati (Up|Uyr) = {plp).
3. Ue L(H),DomU = H aplati U™ = U".

Diikaz.

o 1. & 2. Implikace 2. = 1. je trividlni a 1. = 2. dostdvdme z polarizacni identity.

1
(UplUy) = 21U + DI = 11U = I + illUp — ip)l* = iU + ip)|*) =
1
= 7(lp+ DI = e — I +illie — iI* = ill(e + i) = (ply)  (43)

e 2. = 3.
IU@I* = (UplUp) = {plg) = llgll* = U € B(H) = Dom U = H

Yo,y € H,{ply) = (UplUy) = U Uply) (44)

Ze surjektivity vidime, Ze plati Dom U™' = H a

YUyp € DomU*, U* = U™!
Kde diky omezenosti operatoru U vime z Rieszovy véty, Ze plati Dom U* = H.

e 3. = 1.

Z véty 3.2.1 vidime, Ze opertor U~! je uzavieny. Potom z pozndmky 3.2.1 je i operétor U uza-
vieny. Pak z véty o uzavieném grafu 3.2.3 mame U € B(H).

IU@l* = (UplUgp) = (U*Ugle) = (plg), YUy € Dom U*

Dél vime Dom U~! = Dom U* = Ran U. Kde Dom U* = H z Rieszovy véty.
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O

Poznamka 3.4.1. U je unitdrni zobrazeni 7z H do H Jje opét ekvivalentni poZadavku, aby operdtor U byl
surjektivai a Vo, € H,(Up|U)s = ().

Diikaz. Lze opét lehce nahlédnout z polarizacni identity a z definice unitdrniho zobrazeni. O

Definice 3.4.~2 (Unitarn{ ekvivalence). A € L(?? ) je unitdrné ekvivalentni s A € L(H) pravé tehdy, kdyZ
AU : H — H unitdrni operdtor tak, e A = UAU™!.

Poznamka 3.4.2. Necht' T,S € L(H), jsou husté definované operdtory. S je invertibilni a S~' € B(H).
Potom TS je husté definovany operdtor a plati (TS)* = S*T*.

Poznamka 3.4.3. Necht' T € B(H),S € L(H) tak, Ze TS je husté definovany. Pak plati (TS)* = S*T".
Véta 3.4.2. Necht’ A, A € L(H) jsou unitdrné ekvivalentni. Potom plati

1. DomA = U(Dom A)

2. 0(A) = 0(A) a zachovdvd se i rozdéleni spektra z definice 3.3.2.

3. A samosdruZeny & A samosdruZeny
Diikaz.

1. Z toho, Ze U je bijekce, 1ze vidét Dom A = Dom(UAU™") = U(Dom A).

2. (a) Necht’ (A — z) neni prosté. To nastane pravé tehdy, kdyz Iy € H, (A — 2y = 0.
Potom (A — 2)¢ = U(A — 2)U"'¢. Staéf tedy zadefinovat ¢ := Uy.
(b) Necht' A—zje prosté, ale Ran(A—z) # H tak, Ze Ran(A — z) = H. Chceme dostat Ran(A—z) #
H aRan(A — z) = H. Sporem Y& € H, Ay € H, (A - 2)y = & dostdvame

A-2u=UA-U 'y =¢
Yo € H polozime & := Uyp. Tim dostdvame Ran(A — z) = H.
Ddéle mame predpoklad Ran(A — z) = H, ktery je ekvivalentni s
(Vo € H)(AWn)n>0 € DomA) (A - 2)Yn — ¢).
Pak za pouZiti spojitosti a bijektivity zobrazeni U dostdvime
(A= 2)Uyy = U = 0 = Ug.

Tedy skuteéné Ran(A — z) = H.

(c) Necht Ran(A—z) # H aRan(A — z) # H. Chceme ukazat, ze Ran(A—z) # H aRan(A — z) #
9H. Prvni bod dostaneme stejné jako v (b). Druhy bod dokdZeme sporem.
Necht' tedy plati

(Vo € H)YAWn)n>0 € Dom A)(A — 2y, — @)
poté, ale z (b) dostdvdame Ran(A — z) = H.

3. Necht' A samosdruZeny. Pak diky omezenosti unitdrniho zobrazeni a jeho inverze dostdvdme z
poznamek 3.4.2 a 3.4.3
A" = (UAUY =UAU ! = A. (45)
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Poznamka 3.4.4. Z provedeného ditkazu véty 3.4.2 je patrné, Ze véta plati i pro operdtory A, A na riiznych
Hilbertovych prostorech.

Poznamka 3.4.5 (Fourier-Planchereliv operator). Priklad unitdrniho operdtoru je Fourier-Plancherelitv

operdtor F : L* — L.

7l

Ff:= lim «/%7 e'P* f(x) dx. (46)

=
n—+co -

SloZenim tohoto operdtoru s operdtorem derivovdni dostaneme operdtor ndsobeni novou proménnou.
F(-ido)F ' =p (47)

Priklad 3.4.1 (Diraclv operétor). Necht’ mdme H,, jednodimenziondlni Diraciiv operdtor s hmotovym
Elenem m definovany na dvou-komponentovém spinoru Hilbertova prostoru H = L*(R)® C? ndsledovné.

d
H, = —i—

ldx®0'1+m®0'3 (48)
Dom(H,,) = W"?(R) ® C2

Kde WEP(R) = {p € LP(R) | D%p € LP(R), || < k} je Soboleviiv prostor a

(01 (1 0
T2 o) o 1
Jjsou Pauliho matice.

Jednd se o samosdruZeny operdtor se spektrem o(H,,) = (—oo, —m) U (m, +00).

Diikaz. Za pomoci poznamky 3.4.5 vidime, Ze H,, je unitarné ekvivalentni s operatorem ndsobeni tvaru

—[m p
Ap) = (p _m),

Dom(A(p)) = ¥ | ¢ € L*(R; C*), A(p)y € L*(R; CP)).
Bodové ma tento operator spektrum + y/m? + p2. Tedy z véty 3.3.5 dostdvame
(=00, —=m) U (m, +c0) = L(A(p)) = o (A(p)).

Operator nasobeni A(p) je samosdruzeny. Tedy v véty 3.4.2 i ptivodni Diraclv operator je samosdruZeny
a m4 shodné spektrum s A(p). O

Integralni jadro resolventy Diracova operdtoru R, = (H,,—2)"", 7z € p(H,,) je ddno R.(x, y) = R.(x~y),
kde

_ i 4@ sgn(x))
R.(x) = 2 (sgn(x) {‘1(1))6 ’

(@)= ko) = NE—m2.

k(2)

(49)
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4 Relativistické bodové interakce a lokalni aproximace

Jedny z duleZitych feSitelnych matematickych modelt v relativistické kvantové mechanice v jedné
dimenzi jsou takzvané relativistické bodové interakce koncentrované v jednom bodé (bez djmy na obec-
nosti uvazujme v bodé x = 0). Lze je zavést nasledujicim zptisobem. Nejprve volny operator H,, zizime
na operdtor H = H,, s defini¢nim oborem

Dom(H) = {¢ € Dom(H,,) | (0) = 0}. (50)

Jak bylo popséano v &ldnku S.Benvegnua a L.Dabrowského [5], pro takto definovany operitor H
existuje Ctyf-parametrickd mnoZina samosdruZenych rozsifeni. Tyto rozsifeni jsou popsdny za pomoci
matice

_ a if
A_a)(_l,y 6), (51)

kde parametry w, @, 8, ¥, 6 spliiuji nasledujici podminky

w=e¥ as-By=1agp,apB,y,6€R. (52)

Poté jsou samosdruZen4 rozsifeni operatoru A dina jako operitory H® s defini¢nim oborem

Dom(H") = {p € W (R\{0}) ® C* | p(0+) = Ap(0-)} (53)

tak, Ze
Vg € Dom(H™), Vx € R\{0}, (H y)(x) = (Hpuh)(x).

Nejedn4 se o vSechna samosdruZend rozsiteni, nicméné ostatni lze ziskat jako limitn{ pfipad vySe uvede-
nych.

Dalsi dilezitou otazkou zlstava, jak aproximovat tyto bodové potencidly. Touto otdzkou se zaobi-
rame ze dvou hlavnich divodi. Prvni divod je, Ze posloupnosti konvergujici k operatoru bodové inter-
akce nam mutzou mnohé napovédét o fyzikalni podstaté daného operatoru. Druhym divodem je, Ze za
pomoci bodovych interakei, které jsou explicitné analyticky feSitelné, miZeme aproximovat fadu lokali-
zovanych interakci.

Jednou z prvnich praci zaobirajici se matematicky rigor6zné relativistickym pripadem bodovych
interakci byl ¢lanek P.Seby [3], ktery pojedndva exkluzivng o elektrostatickych a Lorentzovych bodovych
interakcich popsanych maticemi

1 1—“—2 —1 1 ]+'8_2 —7
A= = ( 4 liz),resp.Az ,82( 4 l[jgz ) (54)
1+T —la I_T ]—T lﬁ 1+T

V Clanku jsou déle ukdzany dvé moznosti aproximaci takto definovanych operatori. Prvni takova
moznost je Diracv operdtor s potencidlem 1/eh(x/e) ® A = h.(x) ® A, kde A = I, resp. 03. V témze
Clanku bylo dokdzano, Ze takto definované operatory konverguji uniformné v resolventé k operatorim
popsanym (54) jen za dodate¢nych netrividlnich podminek na parametry « resp. 8, zavislych na funkci A,
pfestoZe formdlni limita Diracova operdtoru se skaldrnim potencidlem ve smyslu distribuci dav4 operd-
tory popsané (54). Tento fenomén byl nazvan renormalizaci vazebnych konstant a byl pfipsan lokdlnimu
chovani pouZzitého potencidlu.

R.J.Hughes nésledné ukézala silnou konvergenci v resolventé pro §ir§i mnozinu téchto lokalnich
potenciali ([6],[7]) a M.TuSek [4] déle zobecnil tento vysledek za pomoci néasledujici véty.
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Véta 4.0.1. Necht’ h € L'(R) N L™(R) tak, Ze [, |kl = 1. Necht’ ddle A :=
a necht’ matice A je v jedné z ndsledujicich podob

o A:= —gao'l,goeR\{O,/l,:l | k € Z}

1 TA
m,HéA =H,, + hg(X)@A

a —ib _
. A::(l.b _d),a,b,deR, det A ¢ (17 | k € No).

Pak operdtor H2 konverguje uniformné v resolventé k bodové interakci s matici A = exp(—io1 A).

Pro posouzeni zda bude dochazet k renormalizaci vazebnych konstant pfi pouZiti tohoto lokdlniho
potencidlu staci tento vysledek porovnat s formalni limitou lokdlniho potencidlu. Této formalni limity
dosghneme limitou akce operatoru H% ve smyslu distribuci. Ta md ndsledujici tvar

Hyy + A (00,

kde ¢ znadi jednodimenziondlni Diracovu ¢-funkci.
Forméln{ limitu ndsledné porovndme s vysledkem R.J.Hughes [7], kde pro libovolnou bodovou in-
terakci, pro kterou existuje inverze A + I, vypad4 akce operdtoru H® ve smyslu distribuci nisledovné

HMy = —ii Q1+ m® o3y + 2io (A — (A + D~ y(0)8,

dx
(55)
40y = PO U0

2

Tuto formalni podobu operatoru H* dostaneme dle ¢lanku [7] z hrani¢ni podminky z definiéniho oboru
bodové interakce ¥(0+) = Ay(0—) nasledujicim zplisobem. Nejdfive v ¢lanku [7] dostavame formaln{
podobu H” tvaru

H" = Hyy + 01 ((0+) = 4(0-))6.
Déle mame z hrani¢ni podminky a definice o-funkce 2y(0) = (I + A~ Dy (0+4). Tedy dostdvdme
(A + D((0+) = y(0-)) = (A + DI = AHp(0+)

= (A= A"y (0+) (56)
= 2(A — Dy(0).
Tim dostdvame formélni podobu opertoru H” (55).

Pak pfi normované funkci /2 dostdvdme nutnou a postacujici podminku, aby nedochédzelo k renorma-
lizaci pro potencidl h.(x) ® A, tj. pravé tehdy, kdyz plati

A = 2io(exp(—io1A) — I)(exp(—io1A) + )7\

Na tomto vysledku je zajimavé, Ze na pravé strané této podminky ve skute¢nosti vychazi matice A [7],
ale je vyndsobend vyrazem zdvislym na parametrech matice A a tento vyraz typicky neni roven jedné.
Tim dochdzime k vysledku, Ze za pouZiti skaldrniho potencidlu, dochdzi k renormalizaci vazebnych
konstant, aZ na specidlni ptipady.
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5 Nelokalni potencialy

Naskytd se tedy otdzka, zda existuje potencidl, ktery nebude zpisobovat renormalizaci vazebnych
konstant. V &lanku P.Seby [3] je navrhnuta druhd moZnost jak aproximovat bodové interakce a to za
pomoci takzvanych nelokalnich potencidli. Zejména se ¢lanek zabyva nelokdlnim potencidlem v podobé
projekce na pevné zvoleny $kdlovany vektor v v L? ® C2.

H: = Hy+ Wo(x) ® A
1 57
We = ;IU(X/s)Xv(x/s)l =: g (X)) {ve(X)]

V témze Clanku je nédsledné dokdzana uniformni konvergence v resolventé tohoto operatoru, pro
specidlni ptipady A = I, resp. 03, k bodové interakci a je ukdzdno, Ze tato bodova interakce se shoduje s
formdlni limitou, tedy nedochdzi k renormalizaci. To nés ptfivadi k moznému zobecnéni tohoto vysledku
pro libovolnou hermitovskou matici A.

Pripomenime si jeSte, Ze uniformni konvergence v resolventé je stabilni viici pridani konstantni ome-
zené poruchy [[9], véta IV 2.23 ¢) & IV 2.25]. Mizeme tedy uvazovat bez jmy na obecnosti m = 0.
Poté (49) ptechdzi do tvaru

Ry = é (Sgn%f)— Y) Sgngz)_ y)) T, (58)
kde {(z) = sgn(Im(z)).
Nyni napocitejme resolventu operatoru H2,
kde A = (;’ Z), a.deR,beC.
Z resolventni formule dostdvame
Ry = (HY =27 = Rl + (us)vel @ A)R) ™. (59)

Kde 7 zna&i identické zobrazeni na L? @ C2.

Dale akci AR.,v, myslime tak, Ze v, pusobi na jednotlivé prvky operatoru AR, jako na integralni
operatory s piislusSnymi integrdlnimi jadry. Vysledny objekt ma tedy maticovou strukturu. Podobné pak
(vs|AR, ), kde skaldrnim soucinem myslime skalarni soucin v, s jednotlivymi prvky matice AR,v, na
L*(R). Vysledkem této operace je opét objekt s maticovou strukturou.

1) Najdeme inverzi operatoru (I + (Jvz){vs| ® A)R;)

Y+ el AR ) v = g = K + (0| AR:0: ® K) = (0:|AR:g)
~————
K

K + (0ol AR0.)K = (0s|AR.g) (60)
K = (I + (el AR.v:)) (vl AR g)

=y =g— I+ | ARv.)) (vl AR g)ve

= (I + (je)(vel ® AYR) ™ = T — (I + (vl AR ve)) ™ (Jue)(vel ® AR, 61)

= R% = R, — R, (I + (0} AR0:) " (0e)(vel AR,

2)
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2) Najdeme inverzi operatoru (I + (vg|AR v.))
i(a b\[ (@ [ gydy [ sgn(x - y)eE@Otin, @) dy|
2\ df\ [ sen(x — poe@e@@idy £ f e, (ydy ) T

(DS +al()E  aS + b{()E
~\dS +b*C()E b*S +d{(2)E

AR v, =
(62)
) , kde

E = %feizi(z)lx—ylvg(y) dy
R

i
5=3

S

sgn(x — y)os(y)e“ O dy
R

bSc+al(RQE; aS¢+ bl(2)E;
dS:+b"l(z) b'Sc+dl(QE,

Es = % fz Ug(x)eizg(z)lx_y‘vs(y) dy dx (63)
R

= <U€|ARZU€> = (

Sy = % f _sen(x = yus(x)e OV, (y) dy dx
R

= (I + (el ARv:)) ! = !
(1+d{(QE; + b*S (1 + al(RE: + bS ;)

— (bL(E; + aS o) (b*(()E,; + dS )
L+b'Se+ d{@F,  -aSe=bl@E: | o0
—dS. — b (QEs 1+bS,+alQEs]

kde bodové limity E, a S . jsou

s,
Tedy dostdvame bodovou limitu celé matice
| &0 1 1+iClx)d -iCL(2)b
I+ (W lAR )5 . ;2 . 2 = U. 65
(1 (el ARve) 1+§C{(z)(a+d)—%€2detA(—QCK(Z)ZJ 1+ 4C¢@)a ©

Pak integraln jadro operatoru R% je tvaru

Rf(x, Y) =R, (x,y) - Lz R, (x,t1)(I + <U8|ARzUa>)_1|Ua><Usl(tl, 1)AR (tr,y)dt dty =
(66)
=R;(x,y) — fR . R (x, et1)I + (sl AR ) o)ul(t, L) AR (eta, y) dty dty.

Tedy bodova limita tohoto integralniho jadra je
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RA°2Y R = Ry(x,y) — Ru(x,0) CUA R,(0, y), kde 67)

MA
C i
ME = ' : (a+ 2§(z1CdetA i b ) (68)
1+ 4C¢()(a+d) - C?det A b d + 3{(z)C det A
Lemma 5.0.1. Necht’ mdme matici
__ iCReb—p (Clmb-2+p iCd
" p? + (CReb)? iCa —CImb -2 +p (69)
det A
pi=1+CE2 ke
a b v 2 2
A= b d ,a,d € R,b e Ctak, Ze p° + (Reb)” # 0.
Pak plati A = 2o (A= DA+ )71,
Diikaz.
1
A-T= ——n——.
p? + (CReb)?
—C%b*Reb — 2iCReb + ipCh + 2p(1 — p) idC(iCReb — p) 70)
iaC(iCReb — p) —C?bReb — 2iCReb + ipCh* + 2p(1 — p)
1
A+l= ———.
p? + (CReb)?
C?bReb — 2iCReb + ipCh + 2p idC(iCReb — p) 1)
iaC(iCReb — p) C?b*Reb — 2iCReb + ipCh* + 2p
2 2
CReb
A+D)7! = p~+ (CReb)”,
C?b*Reb — 2iCReb + ipCh* + 2p —idC(iCReb — p) 72)
—iaC(iCReb — p) C?bReb — 2iCReb + ipCh + 2p
kde

u = (C*bReb — 2iCReb + ipCh + 2p) (C*b*Reb — 2iCReb + ipCh* + 2p) +adC*(iCReb — p)?
k I

kl = C*b*Re*b—4iC3Re>b+2ipC3|b|*Reb+8pC*Re’b—4C*Re’b—8ipCReb—p> C2|b|* +4ip> CReb+4p?
(73)

= p = ki+adC?(—C*Re*b — 2iCpReb + p?) =
=CHbI*Re*b — 4iC3Re*b + 2ipC3|b[*Reb + 8pC*Re’b — 4C*Re’b — 8ipCReb—
— p2C?|b* + 4ip>CReb + 4p* — adC*Re’*b — adC>2ipReb + adC*p? =

= — 4(ip?’CReb — p* + iC*Re*b — pC?Re’b) = —4(p* + (CReb)?)(iCReb — p)
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o (uA-DA+D

(=C*b*Reb — 2iCReb + ipCh + 2p(1 — p))l + adC*(iCReb — p)* =

= (-C?b*Reb — C?bReb - 2p* + k)l + adC*(iCReb — p)* =

= (—C%b*Reb — C*bReb — 20*) + p = (75)
= —2(p? + (CReb)*) — 4(p* + (CReb)*)(iCReb — p) =

= —(21 + 4(iCReb — p))(p* + (CReb)?) = 2ib*C(p* + (CReb)*)(iCReb — p) = —éCb*,u

o (A =DA+D

iaC(iCReb — p)l — iaC(iCReb — p)(—~C*bReb — 2iCReb + ipCh* + 2p(1 — p)) =
= iaC(iCReb — p)(C*b*Reb + C*bReb + 2p*) = (76)

= 2iaC(iCReb — p)(p* + (CReb)?) = —éCaﬂ

o (WA—DA+D

— idC(iCReb — p)(~C?b*Reb — 2iCReb + ipCb + 2p(1 + p)) + idC(iCReb — p)k =
= idC(iCReb — p)(C*b*Reb + C*bReb + 2p%) = (77)

— 2idC(iCReb — p)(p® + (CReb)?) = —éCd,u

o (WA - DA+ D Ny

(-~C*bReb — 2iCReb + ipCh* + 2p(1 — p))k + adC?*(iCReb — p)* =

= (—C?bReb — C*b*Reb — 2p* + Dk + adC?*(iCReb — p)* =

= (-C?bReb — C*b*Reb — 20"k + u = (78)
= —2(p* + (CReb)*)k — 4(p* + (CReb)*)(iCReb — p) =

= —(2k + 4(iCReb — p))(p* + (CReb)?) = 2ibC(p* + (CReb)*)(iCReb — p) = —éC bu

Tedy skute¢nd plati A = Zo (A — I)(A+ D7\ O

Véta 5.0.1. Necht’ operdtor H“ﬁ je samosdruZeny operdtor dany vztahem (57), v € L'(R) N L*(R),

a b
!

p =1+ (C*detA)/4 anecht’ plati p* + (Reb)? # 0. Pak operdtor H2 konverguje uniformné v resolventé
k operdtoru H® bodové interakce popsané matict

2i 1o
A= (El—a'lA) (EI+0-1A). (79)

Diikaz. Vychozim bodem dikazu je bodova limita jadra resolventy v (67). Tento vysledek porovname s
resolventou bodové interakce, kterou dostaneme z Kreinovy formule (viz [4] a [5]).
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(H® = 271 (x, ) = R.(x,y) — R.(x,0) M R,(0, y),

A 1 2iy + {(2)(@ + 6 — 2 cos @) a—0—2ising
i@+ 8)+ LB -7) §—a—2ising —2iB + {(2)(a + & — 2¢os )
Tento operdtor ma stejnou strukturu jako na$ odhad pro limitni operator v (67). Stac¢i tedy porovnat

matice M* a M a zjistit zda na§ odhad popisuje né&jakou bodovou interakci. Upravime jesté matici M*
do tvaru

) (80)

VA = 1 (—2iaRC + {(2)RC* det A ~2ibRC ) @81
RCZ(z)(a + d) + LRC2 det A - 2iR ~2ib*RC —2idRC + {(z)RC* det A

Kde R je konstanta, kterou uré¢ime z podminek pro bodové interakce (52).
Porovnanim matic M* a M™ dostdvame parametry A v feci matice A

B =dRC
v = —-aRC
a = R(CImb -2 + p) (82)

0 = R(-CImb -2 + p)
w = R(iCReb — p)

Aby w byla normovan4 na jednotku musf platit R = (o> + (CReb)z)‘%. Tim splnime i podminku

aé — By = R* (CImb — 2 + p)(=CImb — 2 + p) + C?ad) = 1.

Rr2

Tedy bodova limita R je resolventou bodové interakce popsané matici

__ iCReb—p (CImb-2+p iCd
" p2 + (CReb)? iCa —CImb-2+p (83)
det A ’
pi=1+2%

o které z lemma 5.0.1 vime, Ze spliiuje vztah (79).

Jak resolventa R%, tak operétor popsany bodovou limitou jejiho integralniho jadra jsou Hilbert-
Schmidtovi operatory z poznamky 2.1.1. Ukazeme, Ze tyto tyto operatory k sobé konverguji v Hilbert-
Schmidtové normé. JelikoZ konvergence v Hilbert-Schmidtové normé z véty 2.1.2 implikuje uniformni
konvergenci, dostaneme timto postupem dikaz véty.

Vzhledem k tomu, Ze v§echny maticové normy jsou ekvivalentni, budeme ddle pouZivat pro matice
Frobeniovu normu || - ||5.

IBll2 :=




Resolventy milizeme rozepsat nasledovné.

RE(x,y) = Ry(x,y) — B:UAT, R*(x,y) = R,(x,y) — BUAT

Be := Ry(x, ey)d(y)n(x) B := R;(x, 0)(y)n(x) = vl

U, := (I + (0 AR0,)) ! T := R0, y)9(x)n(y) n = sgn(v) Vil
T := R.(ex, y)Hx)n(y) a U je dano (65)

B, T,, B, T € L*(R?;C?) jelikoz,

Be: I3(@1 + sgn(x — ey)o)e“ g (ym(oll3 = 2lu(0llo@)lle™ O < 2Ju(x)lluy)l € L'(R?)

T.: obdobné
B: I3(@I + sgn(x)o)e“OMgannx)|3 < 2u(x)llvy)l € L'(R?)
T: obdobné

1 . .
B — Bll3 = @I + sgnix - ey)o1)e“ O _ (L] + sgn(x)o)e“ O u()llu(y)l <
< (le~Mmall=eylz ol Imalll 2y w)llu(y)] < 4p()llu(y) € L' (R?)

obdobné pak
IT: = T3 < 4lo@)llv(x)] € L'(R?)

= z Lebesgueovy véty B, T konverguji k B, T v Hilbert-Schmidtové normé.

U, = U & (0lARv.) - “LEA 7 [[9], véta TV 1.16].

2

iC{(z)
2

al@(E;—$)+bS,  bL)E;—%5)+aS,

2 2
A= Ml 2, - ) v s deE~§) + 'S,

[IKvel AR V) —

2

£—0"

iC
< M?||AIB(E; - 3|2+|Sg|2> - 0

= R, - B,UAT, = R* 5 R, — R.(x,0)M R.(0, )

(84)

(85)

(86)

O

Primym disledkem piedchozi véty je odpovéd’ na otazku, zda nedochézi k renormalizaci vazebnych

konstant v tomto obecném piipadé nelokdlniho potencidlu.

Dusledek 5.0.1 (Renormalizace vazebnych konstant). Za stejnych piedpokladii jako z véty 5.0.1 nedo-

chdzi pro operdtor H: k renormalizaci vazebnych konstant.

27



Diikaz. Nejdiive polozme

0 0-
§0) = L0+ U0

Tim rozsifime ¢ distribuci na funkce s nespojitosti v nule.
Pak form4lni limitu potencidlu W.®A dostaneme limitou akce tohoto potenciélu ve smyslu distribuci.

Vf € DR), fR WsIAY(Y))ve(x) f(x) dx e Ay(0)£(0) 7

S W, @AY S C®AW0).

Pripomenme jesté jednou vysledek Hughes [7], kde ukdzala, Ze ve smyslu distribuci miZeme zapsat
akci operatoru H” jako

d
HMy = S @o +mB oy + 2@ 1A= DA+ D~ y(0)6.
X
Tedy spolu s timto vysledkem, pro to aby nedochdzelo k renormalizaci, dostdvdme ndsledujici podminku

CA = 2io|(A - DA+ )7L (88)

Kde inverze matice (A+1), pro A z véty 5.0.1, existuje pravé tehdy, kdy# plati podminka p?+(Reb)? #
0. Pro toto A dostavame rovnost (88) z lemma 5.0.1.

TudiZ pfi pouZiti nelokdlniho potencidlu W, ® A skutecné k renormalizaci vazebnych konstant nedo-
chazi. O
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6 Zaveér

V této bakaldiské praci jsme probrali zdkladni vysledky pro neomezené operdtory na Hilbertoveé
prostoru, predstavili jsme volny Diracliv operator a ukazali jsme jeho zakladni vlastnosti. Dale jsme se
zajimali o jednorozmérné relativistické bodové interakce a probrali jsme moZnosti aproximaci téchto
bodovych interakci za pomoci lokalnich a nelokalnich potencidlil. V této praci se nam podarilo zobecnit
vysledek P.Seby [3] pro §ir§i mnoZinu nelokdlnich potencidlt ve tvaru

H% =Hy, + Wo(x) ® A

1 (89)
We = lo(x/e))(ulx/&)],
kde H,, znaci volny Diraciiv operdtor. Pro tuto vétsi mnoZinu nelokdlnich potencialii jsme dokéazali
uniformni konvergenci v resolventé k jistému operatoru popisujici relativistickou bodovou interakci
H™ = H,,, kde

Dom(H") = {p € W'(R\{0}) ® C* | p(0+) = Ap(0-)}. (90)

Vysledku jsme dosdhli vypoctem resolventy nelokdlniho potencidlu. Pro tuto resolventu jsme ziskali
jeji limitu v operdtorové normé a tu jsme ndsledné porovnali s podobou resolventy bodové interakce
z Kreinovy formule. Zjistili jsme, Ze uniformni limita v resolventé operatoru s potencidlem v podobé
projekce skute¢né konverguje k operatoru relativistické bodové interakce, popsané matic{

2i ! (2i
A:(El—o-lA) (EI+0'1A). on

Nas vysledek jsme ndsledné€ porovnali s formdlni limitou. Na rozdil od lokdlnich potencidlti jsme
zjistili, Ze formdlni limita nelokdlniho potencidlu se skutecné shoduje s operdtorovou limitou a nedo-
chdzi k tzv. renormalizaci vazebnych konstant. MdzZeme tedy fici, Ze pouZiti nelokalnich potencidll je
pfirozenéjsi pro tento piipad relativistickych bodovych interakci a miize ndm fici vice o podstaté téchto
bodovych interakci.

Prace miZe byt dale rozsifena o pouZiti jiného nelokalniho potenciélu, napriklad obecnéjsiho inte-
gralniho operatoru, a miZe byt prozkoumano zda ma stejné vlastnosti, jako specidlni pfipad v podobé
projekce. DalSi moZnosti je podivat se na relativistické bodové interakce ve vy$Sich dimenzich, kde
bychom nésledné radi dostali podobny vysledek. Také je mozné dikladné projit mozné divody renor-
malizace vazebnych konstant v piipadé lokdlniho potencidlu. V &lanku P.Seby [3] je tento fenomén odd-
vodnén Kleinovym paradoxem, nicméné tato odpovéd’ postrada detailn€jsi matematické zdivodnéni a
miZe tedy byt ndimétem dalsi diskuze.
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