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Úvod

Teorie her je disciplína aplikované matematiky, zabývající se popisem kon�iktních
situací, mezi racionáln¥ smý²lejícími subjekty. Za zakladatele jsou povaºováni John
von Neumann a Oskar Morgenstern, kte°í v polovin¥ 20. století publikovali svou
knihu Teorie her a ekonomického chování [17]. Dal²ími matematiky zabývajícími
se tímto odv¥tvím matematiky, byli nap°íklad John Nash [16], [15], Lloyd Shapley
[20], nebo Donald Bruce Gillies [6]. Primárn¥ lze teorii her rozd¥lit do dvou £ástí,
nekooperativní a kooperativní, která bývá také £asto nazývaná axiomatickou teorii
her. P°ípady, kdy hrá£i nemohou mezi sebou kooperovat a vystupují ve h°e indivi-
duáln¥, popisuje nekooperativní teorie her. Situacím, ve kterých hrá£i mohou spolu
spolupracovat, za ú£elem získání lep²ího výd¥lku, se v¥nuje kooperativní teorie her.

Uplatn¥ní teorie her najdeme zejména v ekonomii, politice, po£íta£ových techno-
logiích, vojenské taktice a sociální psychologii. Nekooperativní teorie her popisuje
individuální hry jako aukce, burzovní transakce, karetní hry a jiné. P°íkladem situace,
kterou se zabývá kooperativní teorie her, je tvorba politických koalic a následné
rozd¥lení mandát· mezi koali£ními stranami. Dal²ím, £asto prezentovaným p°íkladem,
je stavba vodovodního potrubí mezi m¥sty a následné rozd¥lení náklad· na tuto
stavbu [23].

Tato práce se zam¥°uje na hry s p°enosnou výhrou. Jsou to hry, ve kterých hrá£i
mohou tvo°it koalice, ve kterých hrají a následnou výhru si mezi sebou rozd¥lí.
Kooperativní teorie her prezentuje mnoho logických °e²ení takovýchto situací, a odpo-
vídá na otázky, s kým je vhodné pro hrá£e kooperovat, a jak rozd¥lit spole£ný
výd¥lek.

Cílem této práce je uvést £tená°e do problematiky kooperativní teorie her a sezná-
mit jej s n¥kolika moºnými °e²eními. Sou£ástí práce je rovn¥º krátký úvod do teorie
vyjednávaní. Dále je v této práci prezentován ekonomický experiment, který se
zabývá otázkou, jak je ovlivn¥no vnímání spravedlnosti v p°ípadech, kde nejsou
známy v²echny informace o hrá£ích. Tato práce si dále klade za cíl rozhodnout, které
z prezentovaných °e²ení her s p°enosnou výhrou nejvíce re�ektuje chování ú£astník·
experimentu.

Tato bakalá°ská práce je rozd¥lena do dvou £ástí, teoretické a experimentální.
V první kapitole je zavedeno zna£ení a uvedena de�nice kooperativní hry. Druhá
kapitola p°edstavuje r·zná °e²ení a jejich axiomatizaci. Aplikace v²ech p°edstavených
koncept· je znázorn¥na na jednoduché h°e t°í hrá£·. Ve t°etí kapitole je teoreticky
popsán proces vyjednávaní a dal²í °e²ení kooperativní hry s p°enosnou výhrou.
Sou£ástí této kapitoly je dále popis schémata, které umoº¬uje porovnávat nekoope-
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rativní hry s jedním z °e²ení kooperativních her, Shapleyho hodnotou. Druhou £ástí
této práce je ekonomický experiment a jeho analýza. Ve £tvrté kapitole je p°edstaven
popis experimentu a jeho analýza v jazyce R. Experimentální £ást této bakalá°ské
práce je uzav°ena prezentací výsledk· datové analýzy.
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Kapitola 1

De�nice kooperativní hry a zavedení
zna£ení

Nech´ N = {1, ..., n} je neprázdná kone£ná mnoºina hrá£·, kde symbol |N | = n
zna£í mohutnost mnoºiny N . Nech´ 2N je poten£ní mnoºina mnoºiny N, potom
funkci v : 2N → R, která p°i°azuje hodnotu v(S) koalici S ⊆ N a spl¬uje v(∅) = 0
nazveme charakteristickou funkcí. Hodnota v(S) je zisk koalice S. Charakteristická
funkce v a mnoºina hrá£· N spole£n¥ de�nují kooperativní hru s p°enosnou výhrou
(z ang. transferable utility game - TU game). Nech´ dvojice (N, v) je hra s p°enosnou
výhrou. Mnoºina v²ech her s p°enosnou výhrou je zna£ená G . Nech´ dále C ⊆ G .
Jednohodnotové °e²ení na C je funkce f , která p°i°azuje kaºdé h°e (N, v) ∈ C
výplatní vektor x = f(N, v) ∈ Rn. Pro kaºdou hru (N, v) ∈ C se její výplatní vektor
nazývá efektivní pokud platí

∑n
i=1 xi = v(N), tj. pokud pln¥ rozd¥luje výd¥lek v(N).

�e²ení f se nazývá efektivní práv¥ tehdy, kdyº p°i°azuje efektivní výplatní vektor
pro v²echny (N, v) ∈ C .

Nech´ x = (x1, ..., xn) ∈ Rn je výplatní vektor. Mnoºinu v²ech efektivních výplatních
vektor· zna£íme jako X(N, v). X+(N, v) je mnoºina v²ech efektivních výplatních
vektoru pro které platí xi > 0 pro v²echna i ∈ N , a X0(N, v) je mnoºina v²ech
vektor·, pro jejichº sloºky platí xi > 0.

Nech´ G je mnoºina her s p°enosnou výhrou a G ′⊂ G . T°ídu her G ' nazveme
super-additivní na G práv¥ tehdy. kdyº ∀T, S ⊆ N takové, ºe S∩T = ∅ a ∀(v,N) ∈ G '
platí v(S ∪ T ) > v(S) + v(T ).
Nech´ G ′′ ⊂ G . G ′′ se nazývámonotónní t°ídou her pokud v(S) > v(T ), ∀(v,N) ∈ G ′′,
∀T ⊆ S. Co znamená, ºe koalice s více hrá£i vyt¥ºí více neº jejich podkoalice. Pro
monotónní hru zjevn¥ platí, ºe v(S) > 0.

Hrá£ i je nazýván dummy hrá£, platí-li v(S ∪ {i}) = v(S) + v({i}), ∀S ⊆ N . Hrá£ j
je nulový hrá£, je-li v(S ∪ {j}) = v(S), ∀S ⊆ N .
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Nech´ dále pro jednoduchost zna£ení xS =
∑

i∈S xi a symbol R+
0 ozna£uje v²echna

nezáporná reálná £ísla. M·ºeme dále zna£it hru (N, v) pouze jako v, pokud bude
z°ejmé, ºe myslíme hru a ne charakteristickou funkci hry.
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Kapitola 2

R·zná °e²ení a jejich axiomatizace

Je p°irozené omezit funkci f poºadavky, které re�ektují spole£enské normy, a také
vytvo°it °e²ení, které je aplikovatelné na v²echny hry s p°enosnou výhrou. Je mnoho
°e²ení, které spl¬ují tyto poºadavky, a ty nejpopulárn¥j²í a nejobecn¥j²í jsou zmín¥ny
a vysv¥tleny v této práci.

Jednoduchá a p°irozená °e²ení f jsou nap°íklad:

� Egalitá°ské pravidlo - rozd¥luje výd¥lek hlavní koalice rovnom¥rn¥ mezi £leny
hlavní koalice, bez ohledu na výd¥lky r·zných podkoalic [14].

fi(N, v) = v(N)
|N |

� SCRB (z ang. Separable cost remaining bene�ts method) [9]

fi(N, v) = v(N∪{i})−v(N)∑
j∈N v(N∪{i}−v(N))

v(N)

Ob¥ tyto °e²ení nejsou v souladu s axiomy p°edstavenými v této práci a nebudou
tudíº dále detailn¥ diskutovány. Následující sekce popisují a axiomatizují r·zná
°e²ení.

2.1 Shapleyho hodnota a její axiomatizace

Hlavním problémem kooperativní teorie her je, jak spravedliv¥ rozd¥lit výd¥lek
spole£né spolupráce mezi hrá£e, jejichº individuální schopnosti se mohou li²it.

V roce 1953 Lloyd Shapley [20] p°edstavil °e²ení hry s p°enosnou výhrou. Jeho
pozorování bylo zaloºeno na následujících p¥ti axiomech:

Axiom 2.1. Hodnota výplatního vektoru x závisí pouze na charakteristické funkci
v. Platí x = φ(N, v) = f(N, v) = f(Γ), kde Γ je zkrácený zápis pro hru (N, v).
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Axiom 2.2. x je symetrický vektor ve v²ech svých elementech z N , tj. ∀S ⊂ N
takové, ºe i, j /∈ S ∧ (v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})) platí fi(N, v) = fj(N, v).

To znamená, ºe pokud nahradíme hrá£e i hrá£em j, a hrá£e j hrá£em i, jejich
individuální výd¥lky se nezm¥ní. Tudíº jakákoli asymetrie se opomíjí.

Axiom 2.3. Efektivita:
∑n

i=1 xi = v(N).

Jediné uvaºované vektory jsou ty, které rozd¥lují celý výd¥lek, protoºe není ºádný
logický d·vod, pro£ nerozd¥lit mezi hrá£e v²e.

Axiom 2.4. Pokud (N ′, v′) = β(N, v), β ∈ R+
0 , pak x

′ = βx.

Pokud vynásobíme hru pozitivním skalárem, pak se v²echny výd¥lky zm¥ní odpoví-
dajícím zp·sobem.

Axiom 2.5. Pokud (N, v) = (N ′, v′) + (N ′′, v′′), pak

xi =


x′i + x

′′
i , pro i ∈ N ′ ∩N ′′

x′i, pro i ∈ N \N ′′

x
′′
i , pro i ∈ N \N ′

Výplata hrá£e, který hrál pouze v jedné h°e z·stává stejná. Zatímco hrál-li hrá£
v obou hrách, jeho výd¥lky se se£tou.

D·kaz p°edstaven L. Shapleym odvozuje °e²ení spl¬ující v²ech p¥t axiom·. Toto
°e²ení je nazýváno Shapleyho vektorem:

φ(N, v) = (φi(N, v))i∈N ,

a dále jeho jednotlivé sloºky

φi(N, v) =
∑

i∈S⊆N

(|N | − |S|)!(|S| − 1)!

|N |!
(v(S)− v(S − {i})) (2.1)

se nazývají Shapleyho hodnotami.

Tyto hodnoty Shapley odvodil následovn¥:

Lemma 2.6. Je-li i dummy hrá£, potom fi(N, v) = v({i}).
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D·kaz.
Nech´ Γ = (N, v).
Nech´ dále Γ′ = (N ′, v′) je jiná hra na mnoºin¥ N ′ = N − {i}, kde v′(S) = v(S)
pro v²echny S ⊆ N ′ a nech´ Γ′′ = (N ′′, v′) je hra jediného hrá£e N ′′ = {i}, kde
v({i})′′ = v({i}).
Hru Γ′′′ de�nujeme vztahem: Γ′′′ = Γ′ + Γ′′, kde

v′′′(S) =

{
v(S − {i}) + v({i}), pro i ∈ S
v(S), pro i /∈ S

Z p°edpokladu je hrá£ i dummy, a tedy v′′′ = v a Γ′′′ = Γ. Axiom 2.5 proN ′ = N − {i},
N ′′ = {i} tvrdí, ºe fi = f ′′i . Pouºitím axiomu 2.3 toto m·ºe být modi�kováno do
tvaru fi = f ′′i = v′′(N ′′) = v({i}).

Lemma 2.7. fi je lineární v kaºdém v(S).

D·kaz.
Uvaºujme charakteristickou funkci v takovou, ºe:

v(S) > v(S ∩ T ) + v(S ∩ (N − T )) T, S ⊆ N.

Nech´ dále platí pro n¥jaké S, T, ε1, ε2:

v′(T ) = v′′(T ) = v(T ) T 6= S (2.2)
v′(S) = v(S)− ε1 ε1 > 0 (2.3)
v′′(S) = v(S)− ε2 ε2 > 0. (2.4)

Z rovnic (2.3) a (2.4):

v(S) =
ε1

ε1 + ε2
v′(S) +

ε2
ε1 + ε2

v′′(S).

Potom

Γ =
ε1

ε1 + ε2
Γ′ +

ε2
ε1 + ε2

Γ′′ =
v′′(S)− v(S)

v′′(S)− v′(S)
Γ′ +

v(S)− v′(S)

v′′(S)− v′(S)
Γ′, (2.5)

kde poslední rovnost op¥t plyne z (2.3) a (2.4).

Následn¥ z rovnice (2.5) a axiomu 2.5

fi(Γ) =
v′′(S)− v(S)

v′′(S)− v′(S)
fi(Γ) +

v(S)− v′(S)

v′′(S)− v′(S)
fi(Γ

′). (2.6)

Upravením rovnice (2.6) získáme

fi(Γ) =
fi(Γ

′′)− fi(Γ′)
v′′(S)− v′(S)

v(S) +
v′′(S)fi(Γ

′)− v′(S)fi(Γ
′′)

v′′(S)− v′(S)
,

coº je lineární funkce v(S).
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Lemma 2.8. fi je lineární a homogenní ve v²ech prom¥nných v(S).

D·kaz.
Pokud fi je homogenní prvního stupn¥ pak pouºitím lemma 2.7 je tvrzení dokázáno.
Axiom 2.4 °íká, ºe fi[βΓ] = βfi[Γ] pro β > 0. Sta£í ukázat, ºe tento vztah platí
také pro záporné hodnoty β, nap°íklad β = −1.
Pro ov¥°ení, ºe platí fi[−Γ] = −fi[Γ] si sta£í uv¥domit, ºe −Γ je kooperativní
hrou pouze tehdy, kdyº Γ je tvo°ena pouze dummy hrá£i. A dále z lemma 2.6

fi[Γ] = v[{i}]
fi[−Γ] = −v({i}).

Lemma 2.9. fi = fi(N, v) =
∑

S3i γsv(S) +
∑

T 63i δtv(T ). A koe�cient γs, resp. δt
závisí pouze na |S| = s, resp. |T | = t.

D·kaz.
D·sledek axiomu 2.2 a lemma 2.8.

Lemma 2.10. δt = −γt+1 pro t = 1, ..., n− 1.

D·kaz.

fi =
∑
S3i

γs[v({i}) + v(S − {i})] +
∑
T 63i

δtv(T ) =
∑
S3i

γsv({i}) +
∑
T 63i

v(T )[δt + γt+1]

Nech´ i je dummy hrá£, pak z lemma 2.6 je δT + γT+1 = 0.

Lemma 2.11. γs = (|N |−|S|)!(|S|−1)!
|N |! .

D·kaz.
Lemma 2.9 a lemma 2.10 implikuje, ºe °e²ení φi lze rozepsat do následujícího tvaru:

fi =
∑
S3i

γsv(S)−
∑
T 63i

γt+1v(T ) =
∑
S3i

γs[v(S)− v(S − {i})]

�e²ení musí být efektivní, tudíº:

v(N) =
∑
i∈N

∑
S3i

γs[v(S)− v(S − {i})].

V sum¥ se objeví γs pro kaºdé i ∈ S a to práv¥ s-krát, kde s je mohutnost mnoºiny
S. −γs+1 se objeví práv¥ (n-s)-krát pro kaºdé i /∈ S, tj. pro kaºdé i ∈ N − S.

v(N) =
∑
S⊆N

(sγs − (n− s)γs+1)v(S)
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a zárove¬ v(N) nezávisí na v(S) pro S ⊂ N .

sγs − (n− s)γs+1 = 0 S ⊂ N

sγs = (n− s)γs+1 s = 1, ..n− 1

nγn = 1 n = |N |

=⇒ γn =
1

n
, γN−1 =

1

n(n− 1)
, . . .

Takto odvozené °e²ení je nazýváno Shapleyho hodnotou a zna£íme jej φi, ∀ i ∈ N .

Pokud hrá£ i není sou£ástí koalice S ⊆ N pak Shapleyho hodnota p°echází do tvaru:

φi(N, v) =
∑

S⊆N−{i}

|S|!(|N | − |S| − 1)!

|N |!
(v(S ∪ {i})− v(S)), (2.7)

kde (v(S ∪ {i})− v(S)) je p°ínos hrá£e {i} do koalice S ⊆ N \ {i}.

Zápis Shapelyho hodnoty lze p°eformulovat pouºitím Hasanyiho dividend ∆v(S) [8]

∆v(S) =

{
v(S)−

∑
R⊆S ∆v(R), pro |S| > 1

0 pro S = ∅

do kompaktn¥j²í formy:

φi(N, v) =
∑

S⊆N,i∈S

1

|S|
∆v(S), i ∈ N. (2.8)

Zjevn¥ platí v(S) =
∑

T⊆S ∆v(T ) pro v²echny S ⊆ N .

Harsanyiho dividendy ur£ují zisk z kooperace. Pro jednoduchou hru t°í hrá£· se
Harsanyiho dividendy po£ítají následovn¥:

∆v({i}) = v({i}),
∆v({i, j}) = v({i, j})−∆v({i})−∆v({j}),

∆v({i, j, k}) = v({i, j, k})−∆v({i, j})−∆v({j, k})−∆v({i, k})
−∆v({i})−∆v({j})−∆v({k}.

Shapley dále tvrdí [20], ºe kaºdou hru (N, v) lze vyjád°it jako sou£et tzv. jednohlas-
ných nebo-li primitivních her :

v =
∑
∅6=R⊆N

cRvR, cRvR =

{
cR pro R ⊆ S

0 jinak.
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Toto pozorování je vyuºíváno k d·kazu Youngova teorému, který bude vysloven
a dokázán v následující sekci.

�asto prezentovaný zápis Shapleyho hodnoty (2.8) lze jednoduchými úvahami odvodit
jiným zp·sobem. Pro jednohlasné hry platí:

∆v(S) = 1 S ⊂ N

∆v(T ) = 0 ∀T ⊂ N, T 6= S.

Ze symetrie °e²ení, lemma 2.6 a faktu, ºe v(N) = 1 víme:

fi(N, v) =

{
1
|S| ∀i ∈ S
0 ∀i /∈ S.

Kaºdou hru m·ºeme zapsat jako sou£et jednohlasných her, pak:

fi(N, v) =
∑

S⊆N,i∈S

cR
|S|

=
∑

S⊆N,i∈S

1

|S|
∆v(S),

kde cR je skalár z £lenu sumy rozkladu hry na primitivní hry.

P°íklad 2.12.

Nech´ N = {1, 2, 3} jsou hrá£i ve h°e, kde pro charakteristickou funkci v platí:
v(1) = 2, v(2) = 1, v(3) = 1, v(1, 2) = 3, v(1, 3) = 2, v(2, 3) = 3, v(1, 2, 3) = 6,
potom:

∆v(1) = 2 ∆v(2) = 1 ∆v(3) = 1

∆v(1, 2) = 0 ∆v(1, 3) = −1 ∆v(2, 3) = 1

∆v(1, 2, 3) = 2

a sloºky Shapleyho vektoru mají následující hodnoty:

φ1(N, v) = 2 +
0

2
− 1

2
+

2

3
=

13

6

φ2(N, v) = 1 +
0

2
+

1

2
+

2

3
=

13

6

φ3(N, v) = 1 +
1

2
− 1

2
+

2

3
=

10

6

V²echen výd¥lek byl rozd¥len
∑3

i=1 φi(N, v) = v(N) = v(1, 2, 3) = 6, a proto °e²ení
φ spl¬uje axiom efektivity.
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Obrázek 2.1: Obrázek gra�cky znázor¬uje Shapleyho hodnotu v prostoru imputací
výplatního vektoru (z ang. imputation) pro p°íklad 2.12.

x1

x2

x3

(2,1,3)

(4,1,1)

(2,3,1)

Shapleyho hodnota

2.2 Youngova alternativní axiomatizace

Princip monotonie byl historicky de�nován n¥kolika r·znými zp·soby. Young [23]
zavedl obecný (silný) princip monotonie pro hru s p°enosnou výhrou. �íká, ºe
pokud se hra zm¥ní tak, ºe se p°ínos hrá£e do v²ech koalic zvý²í, jeho výplata by
nem¥la klesnout [23]. Princip monotonie m·ºe být chápan jako dal²í axiom de�nující
spravedlivost °e²ení.

Nech´ f je °e²ení hry s p°enosnou výhrou, S ⊆ N a (N, v), (N,w) dv¥ hry z mnoºiny
G .

Axiom 2.13(a) Agregovaná monotonie je de�novaná [13] jako:

v(N) > w(N) a v(S) = w(S) ∀S ⊂ N , potom fi(v) > fi(w) ∀i ∈ N .

Tento zápis monotonie v²ak nespl¬uje SCRB metoda [23], ani nucleolus [13], °e²ení,
které bude de�nováno v sekci 3.2. Naopak tomuto principu vyhovuje egalitá°ské
pravidlo [23].

Axiom 2.13(b) Koali£ní monotonie je de�novaná jako:

v(S ∪ {i}) > w(S ∪ {i}) a v(S) = w(S), potom fi(v) > fi(w) ∀S : i /∈ S

Takto de�novaná monotonie tvrdí, ºe zvý²ení hodnoty ur£ité koalice, kdy hodnota
ostatních koalic z·stává stejná, implikuje nesníºení p°íd¥lu ºádnému z £len· této
koalice [23].
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Axiom 2.13. Silná monotonie de�novaná jako:

v(S ∪ {i})− v(S) > w(S ∪ {i})− w(S) ∀S ⊆ N , potom fi(v) > fi(w) ∀i ∈ N .

Shapelyho hodnota spl¬uje v²echny t°i formy monotonie [23].

V¥ta 2.14 (Young [23]). Shapleyho hodnota φ je jedine£né symetrické rozd¥lení
výd¥lku, které je siln¥ monotónní.

D·kaz.
Shapleyho hodnota je siln¥ monotónní ⇐⇒ ∀(N, v), (N,w) platí:

v(S ∪ {i})− v(S) = w(S ∪ {i})− w(S), ∀S ⊆ N =⇒ φi(v) = φi(w), ∀i ∈ N.
(2.9)

Nech´ w je symetrická hra na N , pro kterou platí w(S) = 0, a tedy
w(S ∪ {i})− w(S) = 0, ∀i, S. Ze symetrie φi(w) = φj(w) a

∑
i∈N φi(w) = 0. Tímto

pro v²echna i ∈ N φi(w) = 0. Z (2.9) v(S∪{i})−v(S) = 0 =⇒ φi(v) = 0 ∀i ∈ N
a dummy hrá£ nedostane nic.

Kaºdou hru lze vyjád°it jako sou£et primitivních her [20]:

v =
∑
∅6=R⊆N

cRvR cRvR(S) =

{
cR pro R ⊆ S

0 jinak
(2.10)

Chceme dokázat, ºe

φi(v) =
∑
∅6=R⊂N

φi(cRvR)
?
=
∑
R:i∈R

cR
|R|

. (2.11)

De�nujme indexovou mnoºinu I jako minimální po£et nenulových £len· sumy (2.10).

Platnost vztahu (2.11) dokáºeme indukcí:

Nech´ I = 0, potom kaºdý hrá£ je dummy, a tedy φi(v) = 0.

Nech´ I = 1, potom v = cRvR pro n¥jakou R ⊆ N .
Pro i /∈ R : v(S ∪ {i}) − v(S) = 0,∀S, a silná monotonie implikuje φi(v) = 0.
Pro v²echny i, j ∈ R ze symetrie platí φi(v) = φj(v) a z p°edpokladu efektivnosti
výplaty,

∑
i∈N φi(v) = v(N), dojdeme k záv¥ru, ºe

φi(v) =
cR
|R|

∀i ∈ R.
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Indukcí I → I + 1.
Nech´ v =

∑I+1
k=1 cRk

vRk
, cRk

6= 0.
Ozna£me R =

⋂I+1
k=1Rk a nech´ i /∈ R.

De�nujeme hru:

w =
∑

k:i∈Rk

cRk
vRk

,

jejíº index je maximáln¥ I a v(S∪{i})−v(S) = w(S∪{i})−w(S) = 0 pro v²echna S.
Indukcí a ze silné monotonie dostaneme vztah:

φi(v) = φi(w) =
∑

k:i∈Rk

cRk

|Rk|
.

Zbývá ukázat, ºe φi je Shapleyho hodnota pro i ∈ R =
⋂I+1

k+1Rk. Symetrie implikuje,
ºe φi(v) = K pro v²echna i ∈ R,K ∈ R, a Shapleyho hodnota je také konstantní
pro v²echna i ∈ R.
Víme, ºe tyto dv¥ konstanty se rovnají pro v²echna i /∈ R a dále také p°edpokládáme,
ºe °e²ení jsou efektivní. Z toho plyne, ºe φi je Shapleyho hodnota pro I + 1 a tím je
tvrzení dokázáno.

2.3 Váºená Shapleyho hodnota

Shapley p°edpokládá symetrické vyjednávací schopnosti hrá£·, a Shapleyho hodnota
rozd¥luje dividendy kaºdé koalice rovnom¥rn¥. Pokud ale hrá£i mají r·zné schopnosti,
váºená Shapleyho hodnota p°erozd¥luje dividendy na základ¥ schopností jednotlivých
hrá£·. Tyto individuální schopnosti jsou reprezentovány vektorem vah.

Nech´ ω ∈ RN je vektor vah v²ech hrá£·, a dále platí, ºe ωi > 0,∀i ∈ N , váºená
Shapleyho hodnota je de�novaná jako:

φωi (N, v) =
∑

S⊆N,i∈S

ωi

ωS
∆v(S). (2.12)

Dále, pokud pro dva pozitivní vektory ω a ω̃ platí, ºe ωi/ωj = ω̃i/ω̃j pro v²echna
i, j ∈ N , pak φω(N, v) = φω̃(N, v). Váºená Shapleho hodnota se rovná Shapleyho
hodnot¥ práv¥ tehdy, kdyº ωi = ωj pro v²echna i, j ∈ N .

P°íklad 2.15.
Uvaºujme stejnou hru jako v p°íklad¥ (2.12) a dále nech´ ω = (1, 2, 1) je vektor vah.
Váºená Shapleyho hodnota má následující hodnoty:
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φ1(N, v) = 2 · 1

1
+ 0 · 1

3
− 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
= 2

φ2(N, v) = 1 · 1

1
+ 0 · 2

3
+ 1 · 1

3
+ 2 · 2

4
=

8

3

φ3(N, v) = 1 · 1

1
+ 1 · 1

3
− 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
=

4

3

Op¥t platí, ºe
∑

i∈N φ
ω
i = v(N) = 6 a uvedené °e²ení je efektivní.

Obrázek 2.2: Obrázek gra�cky znázor¬uje váºenou Shapleyho hodnotu v prostoru
imputací výplatního vektoru pro daný vektor vah ω = (1, 2, 1).

x1

x2

x3

(2,1,3)

(4,1,1)

(2,3,1)

SH

Váºená Shapleyho hodnota

2.4 Vlastní Shapleyho hodnota

První de�nice Vlastní Shapleyho hodnoty byla prezentovaná Vorobjevem a Ljapu-
novem v roce 1998 [22]. Vlastní Shapleyho hodnota p°i°azuje váhy kaºdému hrá£i
tak, aby se jeho váºená Shapelyho hodnota rovnala jeho váze ve h°e [4]. To znamená,
ºe hledáme pevný bod ω, tak aby φω = ω.
Následující odvození, p°edstavené v [4] vysv¥tluje Vlastní Shapleyho hodnotu.
Nech´ pro zjednodu²ení zna£ení h(x) = φx(N, v), pro x ∈ X+ a dále ω1 je po£áte£ní
vektor vah, pro který platí ω1

i = ω1
j pro v²echna i, j ∈ N . Aplikováním Shapleyho

hodnoty φ(N, v) = φω1
(N, v) = h(ω1) = ω2 je vytvo°en nový vektor vah ω2.

Pouºitím váºené Shapleyho hodnoty φω2
(N, v) = h(ω2) = ω3 a opakováním této

my²lenky je vygenerovaná posloupnost vektor· vah (ωn)∞n=1, kde ω
n+1 = h(ωn).

Pro hru (N, v) ∈ G de�nujeme více hodnotovou funkci H jako:
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H(x) =
{
α ∈ Rn|{∃(xn) ∈ X+(N, v)}{xn → x ∧ h(xn)→ α}

}
.

Potom pro hru (N, v) ∈ G je výplatní vektor x ∈ X0(N, v) Vlastní Shapleyho
hodnotou (VSH) hry (N, v) práv¥ tehdy, kdyº x ∈ H(x).
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Vlastní Shapleyho °e²ení (VSR)

V SR(N, v) = {x ∈ X(N, v)| x je VSH hry (N, v)}

P°íklad 2.16.
Pro vzorový p°íklad (2.12) je Vlastní Shapleyho hodnota vypo£ítána jako

x1 = ∆v(1) · x1
x1

+ ∆v(1, 2) · x1
x1 + x2

+ ∆v(1, 3) · x1
x1 + x3

+ ∆v(1, 2, 3) · x1
x1 + x2 + x3

= 2− x1
x1 + x2

+
2 · x1

6

x2 = ∆v(2) · x2
x2

+ ∆v(1, 2) · x2
x1 + x2

+ ∆v(2, 3) · x2
x2 + x3

+ ∆v(1, 2, 3) · x2
x1 + x2 + x3

= 1 +
x2

x2 + x3
+

2 · x2
6

x3 = ∆v(3) · x3
x3

+ ∆v(1, 3) · x3
x1 + x2

+ ∆v(2, 3) · x3
x2 + x3

+ ∆v(1, 2, 3) · x3
x1 + x2 + x3

= 1− x3
x1 + x3

+
x3

x2 + x3
+

2 · x3
6

.

Vy°e²ením vý²e uvedené soustavy získáme Vlastní Shapleyho hodnotu
V SH = (51−3·

√
33

16
, 27−3·

√
33

4
, 15·

√
33−63
16

), a °e²ení je op¥t efektivní,∑
i V SHi = v(N) = 6.

Obrázek 2.3: Obrázek gra�cky znázor¬uje Vlastní Shapleyho hodnotu v prostoru
imputací výplatního vektoru.

x1

x2

x3

(2,1,3)

(4,1,1)

(2,3,1)

SH

SHω

Vlastní Shapleyho hodnota
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2.5 Proporcionální Shapleyho hodnota a proporcionální

pravidlo

Proporcionální Shapleyho hodnota je váºená Shapleyho hodnota, kde vektor vah
se skládá z výd¥lk· jednotlivc· ve h°e (N, v) [3].

Proporcionální Shapleyho hodnota:

φpi (N, v) =
∑

i∈S,S⊆N

v({i})∑
j∈S v({j})

∆v(S) ∀i ∈ N (2.13)

Pokud se schopnosti v²ech hrá£· jako jednotlivc· rovnají, pak se proporcionál-
ní Shapleyho hodnota φp

i (N, v) rovná Shapleyho hodnot¥ φi(N, v). Proporcionální
Shapleyho hodnota se rovná váºené Shapleyho hodnot¥, kdyº pro vektor vah ω ∈ R+

platí ωi(v) = v({i}), ∀i ∈ N .

P°íklad 2.17.
Proporcionální Shapleho hodnota °e²í vzorový p°íklad (2.12) následovn¥:

φ1(N, v) = 2 · 2

2
+ 0 · 2

3
− 1 · 2

3
+ 2 · 2

4
=

12− 4 + 6

6
=

14

6

φ2(N, v) = 1 · 1

1
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
=

6 + 3 + 3

6
=

12

6

φ3(N, v) = 1 · 1

1
+ 1 · 1

2
− 1 · 1

3
+ 2 · 2

4
=

6 + 3− 2 + 3

6
=

10

6

Je z°ejmé, ºe pro hru dvou hrá£· má proporcionální Shapleyho hodnota stejnou
hodnotu jako Vlastní Shapleyho hodnota.

Proporcionální Shapleyho hodnota rozd¥luje výd¥lek mezi hrá£e podle jejich p°ínosu
do r·zných koalic, kdeºto proporcionální pravidlo:

Pi(N, v) =
v({i})∑
j∈S v({j})

v(N) (2.14)

rozd¥luje pouze výd¥lek hlavní koalice v(N) mezi hrá£e podle jejich schopností jako
jednotlivc· [2].
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P°íklad 2.18.
Podle pravidla (2.14) rozd¥lení výhry v(N) mezi hrá£e N = 1, 2, 3 v p°íklad¥ (2.12)
má tvar P (N, v) = {P1(N, v), P2(N, v), P3(N, v)} = {3, 3

2
, 3
2
}.

Obrázek 2.4: Obrázek gra�cky znázor¬uje proporcionální Shapleyho hodnotu
a proporcionální pravidlo v prostoru imputací výplatního vektoru.

x1

x2

x3

(2,1,3)

(4,1,1)

(2,3,1)

SH

SHω

VSH
Proporcionální Shapleyho hodnota

Proporcionální pravidlo
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Kapitola 3

Vyjednávání

3.1 Nashovské vyjednávání

Vyjednávání, které je v tomto p°ípad¥ také moºno chápat jako smlouvání, je situací
mezi hrá£i, kdy si jejich cíle neodporují, ale nejsou ani zcela totoºné. Hrá£i mají
v takovýchto situacích p°íleºitost hrát s cílem vzájemného prosp¥chu. Zde zkoumané
vyjednávání rozd¥lil Nash na dva p°ístupy, kooperativní a nekooperativní. V koopera-
tivním p°ístupu k vyjednávání mohou hrá£i spolu komunikovat, v nekooperativním
nikoli. Existují i dal²í p°ístupy k vyjednávání jako nap°íklad Kalai-Smorodinského
°e²ení (z ang. Kalai-Smorodinsky bargaining solution) [12] nebo rovnostá°ské °e²ení
(z ang. Egalitarian bargaining solution) [11]. Dále se omezíme na vyjednávání dvou
hrá£·.

Nekooperativní p°ístup

Nech´ ui : M → R je uºitková funkce i-tého hrá£e, i ∈ {1, 2}, kde M ⊆ R2 a bod
(0, 0) ∈M . MnoºinaM obsahuje body, které budou dále nazývány scéná°i. Uºitková
funkce kaºdého z hrá£· de�nuje jeho preference mezi r·znými scéná°i. Nech´ A,B,C
jsou scéná°e z M . Pro hrá£e a jeho uºitkovou funkci platí:

1. Hrá£ je schopen se rozhodnout mezi dv¥ma scéná°i, který z nich preferuje,
nebo zda jsou pro n¥j oba stejn¥ ºádoucí, tj. ui(A) > ui(B) ∨ ui(A) < ui(B)
∨ ui(A) = ui(B).

2. Pokud je pro hrá£e scéná° A lep²í neº B, a scéná° B lep²í neº C, platí, ºe scéná°
A je lep²í neº C, tj. ui(A) > ui(B) ∧ ui(B) > ui(C), pak ui(A) > ui(C).

3. Kaºdá kombinace scéná°·, které jsou stejn¥ ºádoucí, je také stejn¥ ºádoucí.

4. Nech´ pro scéná°e A, B, C platí vztah z bodu 2, potom existuje kombinace
scéná°· A a C, která je pro hrá£e stejn¥ ºádoucí, jako scéná° C.

5. Nech´ 0 ≤ p ≤ 1 a scéná°e A, B jsou stejn¥ ºádoucí, potom pA + (1 − p)C
a pB + (1− p)C jsou stejn¥ ºádoucí.
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Scéná°i, ve kterém b¥hem vyjednávání nedojede ke shod¥ mezi hrá£i, p°i°adí uºitková
funkce hodnotu 0. Tímto bodem neshody nazveme bod (0, 0) ∈ M . Tato funkce
je lineární a p°i°azuje více ºádoucímu scéná°i v¥t²í hodnotu. Oba hrá£i se snaºí
maximalizovat sv·j uºitek. Nech´ jeM kompaktní mnoºina scéná°· a u1, u2 uºitkové
funkce dvou hrá£·. Nech´ (u1, u2,M) je vyjednávací problém a ozna£me jeho °e²ení
jako m, ∅ 6= m ⊆M .

Dále Nash [15] tvrdí:

6. Nech´ pro body A,B ∈M platí:

u1(B) ≥ u1(A) ∧ u2(B) ≥ u2(A),

potom A /∈ m, tj. A není °e²ení vyjednávacího problému.

7. Nech´ m′ je °e²ení vyjednávacího problému (u1, u2,M
′), M ⊆ M ′ a m′ ⊆ M ,

potom m′ je °e²ení vyjednávacího problému (u1, u2,M).

8. Pokud je M symetrická, tj. ∀(x, y) ∈ M je (y, x) ∈ M , pak °e²ení leºí na
p°ímce u1 = u2.

�e²ení spl¬ující vý²e uvedené podmínky leºí v prvním kvadrantu. Je-liM kompaktní
a konvexní, pak je toto °e²ení práv¥ jedno [15].

Kooperativní p°ístup

V dále zkoumaných hrách mají v²ichni hrá£i stejné postavení, ale mohou mít r·zné
schopnosti v oblasti vyjednávací taktiky, blafování, zastra²ování nebo argumentace.

Nech´ M ⊆ R2 je kompaktní, konvexní mnoºina, ui : M → R uºitková funkce
a Si mnoºina strategii i-tého hrá£e, i ∈ {1, 2}. Nech´ dále si ∈ Si je strategie hrá£e
i, m = (m1,m2) °e²ení vyjednávacího procesu dvou hrá£· a (S1, u1, S2, u2,M) hra.
Tuto hru, nebo-li vyjednávací proces, budeme dále zna£it pouze jako (S1, S2,M).
Nash [16] popsal toto °e²ení následovn¥:

1. Pro kaºdou hru (S1, S2,M) existuje jedine£né °e²ení (m1,m2) ∈M .

2. Existuje-li scéná° A ∈M takový, ºe u1(A) > m1 a u2(A) > m2, pak A = m.

3. Lineární transformace uºitkové funkce nem¥ní °e²ení (tato transformace v²ak
m·ºe zm¥nit numerické hodnoty).

4. �e²ení nezávisí na tom, který hrá£ je hrá£em £íslo jedna.
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5. Nech´ M ⊆M ′ a (m
′
1,m

′
2) ∈M . Je-li (m

′
1,m

′
2) °e²ení hry (S1, S2,M

′), potom
je (m

′
1,m

′
2) °e²ením hry (S1, S2,M) .

6. Pokud omezíme strategii hrá£e, jeho výd¥lek se nezlep²í:

S ′
′

1 ⊂ S1 : m1(S
′

1, S2,M) 6 m1(S1, S2,M)

7. Omezíme-li výb¥r obou hrá£· na jednu strategii s1 ∈ S1, s2 ∈ S2, platí

mi(s1, s2,M) 6 mi(S1, S2,M) i ∈ {1, 2}.

Vý²e uvedené poºadavky jednozna£n¥ de�nují °e²ení vyjednávacího procesu. Tento
koncept je roz²í°ením Nashova nekooperativního vyjednávaní o situace, ve kterých
spolu hrá£i mohou komunikovat.

3.2 Jádro a nukleolus

Z ur£itých d·vod· m·ºe být pro hrá£e více atraktivní formovat men²í koalice, neº
je ta hlavní. Hrá£i formují hlavní koalici v(N) práv¥ tehdy, kdyº se hodnota °e²ení
nachází v jádru hry.

Nech´ x je výplatní vektor kooperativní hry (N, v) s p°enosnou výhrou. Potom
jádrem [6] hry nazveme mnoºinu:

J (N, v) = {x ∈ X(N, v)|
∑
i∈S

xi > v(S), ∀S ⊆ N}. (3.1)

P°íklad 3.1.
Výplatní vektor, který se nachází v jádru, musí pro vzorový p°íklad (2.12) spl¬ovat:

x1 > 2 x1 + x2 > 3

x2 > 1 x1 + x3 > 2 x1 + x2 + x3 = 6

x3 > 1 x2 + x3 > 3

Takových vektor· je nekone£n¥ mnoho.

Lze °íct, ºe koalice, která má nejv¥t²í námitky v·£i výplatnímu vektoru x je ta, která
má nejv¥t²í p°ebytek v(S) −

∑
i∈S xi, S ⊆ N [19]. Nech´ x ∈ X(N, v) je výplatní

vektor a θ(x) vektor, kde p°ebytky v(S)−
∑

i∈S xi, S ⊆ N jsou se°azeny vzestupn¥.
Potom nukleolusem hry [19] je:

N (X) = {y ∈ X|θ(y) 6 θ(x),∀x ∈ X}.

Pokud je jádro neprázdné, potom nukleolus v n¥m leºí [19].
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Obrázek 3.1: Obrázek gra�cky znázor¬uje jádro hry a nukleolus v prostoru imputací
výplatního vektoru.
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x3

(2,1,3)
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SH

SHω

VSH

PSH

PP
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3.3 Konstrukce nekooperativní hry, jejímº °e²ením

je Shapleyho hodnota

Pro studování vztahu mezi kooperativním a nekooperativním p°ístupem k vyjedná-
vání, je pot°eba de�novat podmínky, za kterých tyto dva p°ístupy m·ºeme porovná-
vat.

Nech´ je N mnoºina hrá£·, v charakteristická funkce a t = {0, 1, ...} £as. Kaºdý hrá£
vlastní zdroje a hrá£i mezi sebou mohou obchodovat. Ozna£me jakoQmnoºinu v²ech
moºných stav·, tj. taková mnoºina, která obsahuje v²echny rozkladyN na disjunktní
neprázdné podmnoºiny a q ∈ Q ozna£íme jeden stav. q popisuje skute£nost, kolik
hrá£· v ur£itém £ase ve h°e z·stalo a také, kolik zdroj· kaºdý hrá£ vlastní. Nech´
dále i, j ∈ N jsou dva hrá£i, kte°í se setkají ve h°e. Hrá£ i nabídne rt ∈ R+ hrá£i j
za jeho zdroje. Tento hrá£ nabídku bu¤ p°ijme, prodá své zdroje a odejde ze hry,
nebo odmítne a oba hrá£i pokra£ují ve h°e dál. Hra trvá, pokud jsou ve h°e dva nebo
více hrá£·.

Nashovou rovnováhou nazveme takovou mnoºinu strategií hrá£e, kdy hrá£ nem·ºe
zm¥nou své strategie vylep²it sv·j výsledek ve h°e.

Faruk Gul [7] ukázal, ºe pokud £asové intervaly mezi setkání hrá£· jsou dostate£n¥
malé, jednotlivé uºitky hrá£· v Nashovské rovnováze se rovnají Shapleyho hodnotám:

S(M, q) =
∑
A⊂q

(µ(A)− 1)!(µ(N)− µ(A))!

µ(N)!
(v(A)− v(A \M)),

kde M ∈ q a µ(A) je po£et mnoºin z q, které jsou obsaºeny v A. Je z°ejmé, ºe
S(M, q) je Shapleyho hodnotou.
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Dále [7] tvrdí, ºe nutnou a posta£ující podmínku pro charakteristickou funkci, která
potvrzuje vhodnost Shapleyho hodnoty, je hodnotová aditivita (z ang. value additivity):

S(L, q) + S(M, q) ≤ S(L ∪M,R(q, L,M)),

∀q ∈ Q, ∀L,M ∈ q, kde R(q, L,M) = (q \ {L,M}) ∪ {L ∪M}, R(q, L,M) ∈ Q.

Pro detailn¥j²í informace a postup odvození této podmínky je £tená° odkázán na [7].
Otev°enýmmatematickým problémem z·stává otázka, jak konstruovat nekooperativ-
ní hru, jejímº °e²ením je Vlastní Shapleyho hodnota.

30



Kapitola 4

Experiment

V první polovin¥ minulého století byla ekonomie vnímaná jako neexperimentální
v¥da, spoléhající se pouze na reálná data. Moºnosti porovnávat ekonomickou teorii
se skute£nými daty byly velice omezené. V sou£asné dob¥ lze v kontrolovaných
laboratorních podmínkách zkoumat lidské chování v zjednodu²ených ekonomických
situacích. Vernon Smith, jeden ze zakladatel· experimentální ekonomie, zavedl n¥ko-
lik princip·, které se pouºívají v ekonomických experimentech dodnes. Na rozdíl od
experiment· v jiných oborech, motivací ú£astník· v ekonomických experimentech
jsou peníze. Jedním z p°edpoklad· ekonomické teorie je, ºe lidská rozhodnutí se
°ídí rozumem a vlastním zájmem. V reálných komplexních situacích je ale chování
lidských subjekt· £asto neracionální a intuitivní. Dal²ími ikonickými pracemi v oboru
experimentální a behaviorální ekonomie jsou [10] nebo [21].

Cílem níºe uvedeného experimentu bylo zjistit, jak se lidé rozhodují p°i rozd¥lování
výd¥lku, kdy mají neúplné informace o produktivit¥ hrá£·. To znamená, jaká teoreti-
cká °e²ení se nejvíce p°ibliºují reálným pozorováním.

4.1 Návrh experimentu

Experiment byl proveden v Nizozemsku na Radboud Universiteit Nijmegen. Ú£astní-
ci, z r·zných studijních obor·, byli vybráni autory experimentu z databáze ORSEE
z Radboud University. K naprogramování experimentu byl pouºit z-tree software
[5]. Experiment se skládal ze sedmi kohort. Jednotlivých kohort se zú£astnilo 30, 30,
18, 24, 24, 15, 21 ú£astník·.

První úlohou ú£astník· bylo po£ítání nul v maticích 10x10 po dobu 3 minut [1].
V maticích se objevovaly pouze nuly a jedni£ky. Za kaºdou správn¥ vypo£ítanou
matici ú£astník obdrºel 1 JEM (jednotka experimentální m¥ny), a následn¥ mu
byla vygenerovaná nová matice. Pokud byl ú£astníkem po£et nul zadán nesprávn¥
t°ikrát, 1 JEM byla ode£tena z výsledného výd¥lku, a ú£astníkovi byla vygenerovaná
nová matice. Hodnota 1 JEM byla stanovena jako 0.25 cent·. Penalizace za chybn¥
spo£ítané matice byla zavedena za ú£elem odrazení ú£astník· od tipování výsledku.
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Získaná data ukázala, ºe ze v²ech 162 ú£astník· pouze 3 zadali v první úloze po£et
nul nesprávn¥ t°ikrát, a je tedy z°ejmé, ºe princip penalizace byl funk£ní. Cílem této
úlohy bylo p°edstavit ú£astník·m náro£nost této úlohy a také ukázat, ºe p°ípadné
rozdíly v úsp¥²nosti hrá£· nejsou náhodné, a závisí na schopnostech a vynaloºeném
úsilí.

V druhé úloze byly ú£astník·m náhodn¥ p°id¥leny role soudce a hrá£e, a následn¥
v²ichni po£ítali nuly v maticích 10x10 po dobu 15 minut. Role soudce byla p°i°azena
1/3 ú£astník·, a tito ú£astníci byli obeznámení ze skute£ností, ºe jejich výplata
nezávisí na jejich výkonnosti v druhé úloze, a s její �xní hodnotou budou obeznámeni
na konci experimentu. Role hrá£e byla p°i°azena 2/3 ú£astník·. Poté byli v²ichni
ú£astníci náhodn¥ rozd¥leni do trojic (2 hrá£i +1 soudce). Za kaºdý správný po£et
nul byla dvojice hrá£· odm¥n¥na 1 JEM a za t°ikrát chybn¥ zadaný výsledek byla
1 JEM ode£tena z výd¥lku dané dvojice. Po skon£ení druhé úlohy byl v kaºdé trojici
soudcem rozd¥len hrá£·m celkový výd¥lek.

Jednotlivým soudc·m byla p°edstavená celková produkce dvou hrá£· (P1, P2) a také
po£íta£ov¥ náhodn¥ vybrané 3 z 15 minut samostatné produkce kaºdého z hrá£·.
Soudci bylo p°edloºeno p¥t moºných scéná°· druhé úlohy, kde pouze jeden byl
skute£ný a zbytek hypotetický. Moºné scéná°e byly vºdy se°azeny stejn¥, vºdy na
£tvrtém míst¥ byla udána reálná produkce hrá£· (tabulka 4.1). V kohortách 4, 5,
6 experimentu byli soudci obeznámeni se svým výkonem v první úloze. Ve zbylých
kolech tuto informaci neobdrºeli, ale zde nelze vylou£it, ºe ú£astníci sami nesledovali
svoje výsledky.

Tabulka 4.1: Scéná°e prezentované ú£astník·m po dokon£ení druhé úlohy

scéná° Hrá£ P1 (3min) Hrá£ P2 (3min) Spole£ný výd¥lek (15min) min{P1,P2}/(P1+P2)
1 7 9 88 44%
2 8 4 65 33%
3 6 13 102 32%
4 SKUTE�NOST SKUTE�NOST SKUTE�NOST SKUTE�NOST
5 2 7 52 22%

Soudci rozd¥lili spole£ný výd¥lek (získaný ob¥ma hrá£i za 15min) mezi hrá£e P1
a P2. Toto rozd¥lení bylo p°ímo spojeno s výslednou výplatou hrá£· a soudce
s tímto byl obeznámen. Po postupném rozd¥lení výd¥lk· ve v²ech p¥ti p°ípadech, se
soudc·m objevila záv¥re£ná obrazovka, na které mohli p°erozd¥lit výd¥lek v n¥kterém
z p°ípad·. Tabulka 4.1 byla také p°edloºena hrá£·m a jejich zp·sob rozd¥lení byl
zaznamenán. Toto rozd¥lení jiº nem¥lo vliv na výplatu ºádného z ú£astník· experi-
mentu.

Po skon£ení druhé úlohy v²ichni ú£astníci obdrºeli informace o své produkci, produkci
partnera a také rozd¥lení spole£ného výd¥lku soudcem. V poslední fázi experimentu
byl ú£astník·m p°edloºen dotazník (viz P°ílohy).
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4.2 Analýza dat

Pro dal²í analýzu byla zvolena hladina testu α = 0.05.

4.2.1 Teoretické rozd¥lení výd¥lku

Níºe uvedená p°edstavuje £ty°i námi zkoumané scéná°e. Tyto scéná°e byly smy²lené
a s produkcí hrá£· nesouvisí. Scéná° £íslo 4 z tabulky 4.1, který neobsahoval homo-
genní výsledky pro r·zné hrá£e, k dal²í analýze pouºit nebyl, a slouºil pouze k �nan-
£nímu ohodnocení ú£astník·. V tabulce 4.2 jsou popsány scéná°e 1, 2, 3 a 5, a pro
kaºdý scéná° jsou p°edstaveny teoretické zp·soby rozd¥lení spole£ného výd¥lku hrá£·
P1 a P2 za celých 15 minut. Nech´ dále x1 ozna£uje výplatu hrá£e P1 a x2 výplatu
hrá£e P2, v({P1}), resp. v({P2}) ozna£uje t°íminutovou produkci hrá£e P1, resp. P2,
a v({P1, P2}) ozna£uje spole£ný výd¥lek za celou hru. Pokud zisk rozd¥líme rovno-
m¥rn¥, kaºdý z hrá£· obdrºí v({P1,P2})

2
, to je polovinu celkového výd¥lku. Shapleyho

hodnota se v této h°e rovná:

x1 = v({P1}) +
v({P1, P2})− v({P1})− v({P2})

2
,

x2 = v({P2}) +
v({P1, P2})− v({P1})− v({P2})

2
.

Zde, stejn¥ jako v kaºdé h°e dvou hrá£·, se Shapleyho hodnota rovná nukleolusu
i °e²ení Nashova vyjednávaní. T°etí zkoumanou moºností jak rozd¥lit spole£ný vý-
d¥lek je Vlastní Shapleyho hodnota. Analyzovaná situace je hrou dvou hrá£·, a pro
tento typ her má Vlastní Shapleyho hodnota explicitní tvar:

(x1, x2) =

(
v({P1})

v({P1}) + v({P2})
· v({P1, P2}), v({P2})

v({P1}) + v({P2})
· v({P1, P2})

)
.

Tabulka 4.2: Teoretická rozd¥lení pro zkoumané scéná°e

Scéná° 1 Scéná° 2 Scéná° 3 Scéná° 5
P1 (3min) 7 8 6 2
P2 (3min) 9 4 13 7
P (15min) 88 65 102 52
Rovné rozd¥lení (44 ; 44) (32.5 ; 32.5) (51 ; 51) (26 ; 26)
Shapleyho hodnota (43 ; 45) (34.5 ; 30.5) (47.5 ; 54.5) (23.5 ; 28.5)
Vlastní Shapleyho hodnota (38.5 ; 49.5) (43.3 ; 21.7) (32.2 ; 69.8) (11.6 ; 40.4)

Slab²ím hrá£em (ang. weaker player) budeme dále nazývat toho, který v zaznamena-
ných t°ech minutách vyd¥lal mén¥. Hrá£e, který vyd¥lal více, nazveme siln¥j²ím
(ang. stronger player). Testovat budeme t°i hypotézy, pro skupinu soudc· a skupinu
hrá£·. Budeme zkoumat, zda jsou data soudc·, resp. hrá£· jsou rozd¥lena rovným
dílem, podle Shapleyho hodnoty nebo podle Vlastní Shapleyho hodnoty.
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Zkoumané hypotézy m·ºeme zapsat jako:

H0 : XW = XWR
vs. H1 : XW 6= XWR

H0 : XW = XWSH
vs. H1 : XW 6= XWSH

H0 : XW = XWV SH
vs. H1 : XW 6= XWV SH

,

kdeXW ozna£ujeme výplatu slab²ího hrá£e aXWR
teoretickou výplatu slab²ího hrá£e

podle rovného rozd¥lení, XWSH
výplatu slab²ího hrá£e podle Shapleyho hodnoty

a XWV SH
výplatu slab²ího hrá£e podle Vlastní Shapleyho hodnoty.

Soudci

Dále budou zkoumány data soudc·. Soudci rozhodovali o výplat¥ dvou hrá£· na
základ¥ t°í náhodn¥ vybraných minut a tento zp·sob rozd¥lení výd¥lku reprezentuje
tzv. distribu£ní spravedlnost.

Následující tabulka popisuje veli£iny základní statistiky pro rozd¥lení výd¥lku slab²í-
mu hrá£i (tabulka 4.3). Slab²í hrá£ v scéná°i 1 vyd¥lal 7 ze spole£ných 16, to
je 44%. Pr·m¥rn¥ bylo slab²ímu hrá£i soudci p°id¥leno 39.07 z celkových 88, to
je 44% celkové produkce. Ve druhém scéná°i slab²í hrá£ vyd¥lal 33% a bylo mu
pr·m¥rn¥ p°id¥leno 34%, ve scéná°i £íslo 3 vyd¥lal 32% a bylo mu p°id¥leno 32%
a ve scéná°i 5 vyd¥lal 22% a soudci mu bylo pr·m¥rn¥ p°id¥leno 27% z celkového
výd¥lku. Lze jednodu²e vypozorovat, ºe soudci rozd¥lovali celkový výd¥lek mezi
hrá£e proporcionáln¥, na základ¥ informací o t°íminutové produkci kaºdého z hrá£·.
Je zde patrný trend mírného vyrovnávání výplaty pokud byl rozdíl mezi hrá£i p°íli²
velký.

Tabulka 4.3: Slab²í hrá£

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.1 6.76 40 0 44 44 43 38.5
Scéná° 2 22.3 8.5 22 0 55 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 32.3 11.6 32.1 0 60 51 47.5 32.2
Scéná° 5 13.8 6.63 12 0 40 26 23.5 11.6
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Obrázek 4.1: Histogramy znázor¬ující rozd¥lení výplaty slab²ímu hrá£i soudcem

Obrázek 4.1 znázor¬uje histogramy výd¥lku slab²ího hrá£e p°i°azeného soudcem.

V dal²í £ásti bylo zkoumáno, zda se data získaná z experimentu shodují s n¥kterým
z teoretických zp·sob· rozd¥lení celkového výd¥lku. K této analýze bylo nejprve
pot°eba prokázat normalitu zkoumaných dat, která byla testovaná Shapiro testem.
V p°ípad¥, ºe u dat bylo prokázáno normální rozd¥lení, byl pouºit jednovýb¥rový
t-test , který prokázal nebo vyvrátil hypotézu, ºe data experimentu byly rozd¥leny
mezi hrá£e rovnom¥rn¥, Shapleyho hodnotou nebo Vlastní Shapleho hodnotou.
Pokud zkoumaná data nemají normální rozd¥lení, byl rovn¥º pouºit t-test, ale jeho
výsledek je potvrzen je²t¥ Wilcoxonovým testem. Wilcoxon·v test je neparametric-
kým testem, který nep°edpokládá normalitu dat a k testovaní shody experimentálních
dat s teoretickou hodnotou pouºívá medián. Testována byla vºdy shoda experimen-
tálních a teoretických výsledk· pro slab²ího hrá£e, pro siln¥j²ího hrá£e jsou výsledky
totoºné.

Shapiro test s p−hodnotou ≈ 10−16 neprokázal normalitu dat scéná°e 1 pro slab²ího
hrá£e. t-test zamítl hypotézu, ºe data byla soudci rozd¥lena rovným rozd¥lením
mezi hrá£e (p − hodnota ≈ 10−6) a tento výsledek potvrdil i Wilcoxon·v test
(p − hodnota ≈ 10−9). Zamítnutá byla také hypotéza, ºe celková výplata byla
rozd¥lena dle Shapleyho hodnoty (p−hodnota ≈ 10−5) a tento výsledek byl potvrzen
Wilcoxonovým testem (p − hodnota ≈ 10−9). t-test nezamítl, ºe experimentální
data jsou rozd¥lena dle Vlastní Shapleyho hodnoty (p − hodnota ≈ 0.54), ale
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tento záv¥r nebyl potvrzen Wilcoxonovým testem, který nulovou hypotézu zamítl
(p− hodnota ≈ 10−5).

Dále byla zamítnuta normalita dat slab²ího hrá£e u scéná°e 2 (p−hodnota ≈ 10−6).
S p−hodnotou ≈ 10−12 byla pouºitím t-testu vyvrácená hypotéza, ºe soudci rozd¥lili
celkový výd¥lek rovn¥ mezi oba hrá£e a tento záv¥r byl potvrzen Wilcoxonovým
testem (p − hodnota ≈ 10−9). Rozd¥leny nejsou ani podle Shapleyho hodnoty
(t-test: p− hodnota ≈ 10−9, Wilcoxon·v test: p− hodnota ≈ 10−8). Nelze vyvrátit
nulovou hypotézu, ºe soudci rozd¥lili výd¥lek podle Vlastní Shapleyho hodnoty
(t-test: p− hodnota ≈ 0.59, Wilcoxon·v test: p− hodnota ≈ 0.29).

Ani data scéná°e 3 nebyla normáln¥ rozd¥lena (p-hodnota ≈ 10−4). t-test vyvrátil
shodu rovnom¥rného rozd¥lení (p−hodnota ≈ 10−16) a Shapleyho hodnoty (p− hod-
nota ≈ 10−13), a výsledek byl u obou p°ípad· potvrzen Wilcoxonovým testem
(rovnom¥rné rozd¥lení: p − hodnota ≈ 10−10, Shapleyho hodnota: p − hodnota ≈
10−10). t-test p− hodnotou ≈ 0.93 nevyvrátil nulovou hypotézu, ºe data se shodují
s Vlastní Shapleyho hodnotou a tento záv¥r potvrdil i Wilcoxon·v test (p−hodnota ≈
0.48).

Shapiro-Wilk·v test vyvrátil hypotézu, ºe data scéná°e 5 pro slab²ího hrá£e jsou
normáln¥ rozd¥lená (p−hodnota ≈ 10−6). Hypotéza, ºe se data experimentu shodují
s rovnom¥rným rozd¥lením, resp. Shalpeyho hodnotou byly zamítnuty (t-test: p −
hodnota ≈ 10−16, Wilcoxon·v test: p−hodnota ≈ 10−9), resp. (t-test: p−hodnota ≈
10−15, Wilcoxon·v test: p− hodnota ≈ 10−9). S p− hodnotou ≈ 0.02 t-test vyvrátil
nulovou hypotézu, ºe nam¥°ená data se shodují s Vlastní Shapleyho hodnotou a tento
záv¥r byl potvrzen Wilcoxonovým testem s p− hodnotou ≈ 0.003.

Analýza dat soudc· ukázala, ºe v ºádném ze scéná°· nebyl výd¥lek rozd¥len podle
rovného rozd¥lení, a ani podle Shapleyho hodnoty. Vlastní Shapleyho hodnota se
shoduje nejvíce se získanými daty, ale na hladin¥ testu byla potvrzena pouze u scéná°·
2, 3.

Hrá£i

Rozhodnutí hrá£· nem¥lo vliv na výplatu ºádného z ú£astník· experimentu a data
znázor¬ují tzv. vnímanou spravedlnost. Zde hrá£i udávali, co vnímají jako spravedlivé
i p°esto, ºe nemohli nijak ovlivnit kone£né rozd¥lení výd¥lk· ºádné z dvojic. Experi-
mentální data op¥t porovnáváme s teoretickými hodnotami.

Tabulka 4.4 níºe obsahuje veli£iny základní statistiky pro kone£né rozd¥lení celkového
výd¥lku dvojice hrá£· P1 a P2 slab²ímu z hrá£·. V porovnání s hodnotami v tabulce
soudc· bylo pr·m¥rn¥ v kaºdém ze scéná°· p°id¥leno slab²ímu hrá£i více. V prvním
scéná°i bylo slab²ímu hrá£i p°id¥leno pr·m¥rn¥ 45% celkového zisku dvojice.
Ve druhém scéná°i slab²í hrá£ dostal pr·m¥rn¥ 37% z celkového zisku a ve t°etím
scéná°i 35%. V scéná°i £íslo 5 byl slab²í hrá£ odm¥n¥n 28% celkového zisku dvojice.

Histogramy na obrázku 4.2 gra�cky znázor¬ují rozd¥lení výplaty slab²ího hrá£e
v p°ípadech, kdy o potenciálním rozd¥lení rozhodoval hrá£.
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Tabulka 4.4: Slab²í hrá£

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.8 3.23 40 22.0 49.5 44 43 38.5
Scéná° 2 24.1 5.22 22 15 44 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 36.2 9.2 33 22 80 51 47.5 32.2
Scéná° 5 14.4 5.99 12 0 40 26 23.5 11.6

RR

SH

VSH

RR

SH

VSH

RR

SH

VSH

RR

SH

VSH

Obrázek 4.2: Histogramy znázor¬ující rozd¥lení výplaty slab²ímu hrá£i hrá£em

P°i testování shody dat rozd¥lení výd¥lk· hrá£i byl pouºit totoºný postup, jako
v p°ípad¥ soudc·. Nejprve byla testovaná normalita dat pouºitím Shapiro-Wilkova
testu. Následn¥ byl pouºit jednovýb¥rový t-test a v p°ípad¥, ºe nam¥°ená data
nemají normální rozd¥lení byl výsledek potvrzen Wilcoxonovým testem. Experimen-
tální data ºádného ze scéná°· nejsou normáln¥ rozd¥lená (viz tabulka 4.5). Shodu
s teoretickými °e²eními jsme vyvrátili také ve v²ech p°ípadech (viz tabulka 4.6).
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Tabulka 4.5: p− hodnoty Shapiro-Wilkova testu

Shapiro
Scéná° 1 ≈10−9

Scéná° 2 ≈10−10

Scéná° 3 ≈10−9

Scéná° 5 ≈10−8

Tabulka 4.6: p− hodnoty t-testu a Wilcoxonova testu

t-test Wilcoxon
Scéná° 1 x RR ≈10−16 ≈10−16

Scéná° 1 x SH ≈10−16 ≈10−16

Scéná° 1 x VSH ≈10−4 ≈10−8

Scéná° 2 x RR ≈10−16 ≈10−16

Scéná° 2 x SH ≈10−16 ≈10−14

Scéná° 2 x VSH ≈10−6 ≈10−6

Scéná° 3 x RR ≈10−16 ≈10−6

Scéná° 3 x SH ≈10−16 ≈10−15

Scéná° 3 x VSH ≈10−5 ≈10−4

Scéná° 5 x RR ≈10−16 ≈10−16

Scéná° 5 x SH ≈10−16 ≈10−16

Scéná° 5 x VSH ≈10−6 ≈10−6

Srovnání soudc· s hrá£i

Ve v²ech £ty°ech analyzovaných scéná°ích se ukázalo, ºe hrá£i p°id¥lují v¥t²í £ást
spole£ného výd¥lku slab²ímu hrá£i v porovnání se soudci. V prvním scéná°i vzrostl
výd¥lek slab²ího hrá£e o 2%, v druhém o 8%. Ve scéná°i £íslo 3 slab²í hrá£ dostal
od hrá£· o 12% více neº od soudc· a v scéná°i £íslo 5 byl tento rozdíl 4%.

P°i testování chování soudc· a hrá£· se ukázalo, ºe jsou srovnatelná. V prvním
scéná°i t-test nevyvrátil nulovou hypotézu (s p − hodnotou ≈ 0.49), ºe data se
shodují. Tento záv¥r podpo°il i Wilcoxon·v test s p−hodnotou ≈ 0.41. Ke stejnému
záv¥ru do²lo i testování druhého scéná°e (t-test: p−hodnota ≈ 0.17, Wilcoxon·v test:
p− hodnota ≈ 0.15). Rozdíl mezi daty soudc· a hrá£· ukázal t-test ve scéná°i £íslo
3 (p− hodnota ≈ 0.04), ale tento záv¥r nebyl potvrzen Wilcoxonovým testem (p−
hodnota ≈ 0.15). Poslední zkoumaný scéná° také neprokázal statisticky významný
rozdíl mezi daty soudc· a hrá£· (t-test: p − hodnota ≈ 0.57, Wilcoxon·v test:
p− hodnota ≈ 0.64).
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(a) boxplot (b) boxplot

(c) boxplot (d) boxplot

Obrázek 4.3: Krabicové diagramy (z ang. boxplot) porovnávající rozd¥lení výplaty
slab²ímu hrá£i soudcem a hrá£em ve v²ech zkoumaných scéná°ích

4.2.2 Analýza dle dal²ích kritérií

Analýza dle informací získaných o vlastní úsp¥²nosti v první úloze

Níºe uvedené tabulky popisují základní statistiky pro rozd¥lení celkového výd¥lku
dvojice slab²ímu hrá£i soudci a hrá£i v p°ípadech, kdy znali svojí vlastní produkci
v první úloze, a kdy nikoli. V kohortách 4,5,6 byli soudci i hrá£i informováni o svém
vlastním výkonu v první úloze a zkoumanou otázkou je, zda se jejich chování m¥ní,
pokud tuto informaci obdrºí.
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Tabulka 4.7: Základní statistika soudc·, kte°í znali sv·j výkon

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.4 5 40 20 44 44 43 38.5
Scéná° 2 23.8 6.2 22 15 41 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 35.9 9.3 34.5 25 60 51 47.5 32.2
Scéná° 5 14.9 7.68 12.5 6 40 26 23.5 11.6

Tabulka 4.8: Základní statistika soudc·, kte°í neznali sv·j výkon

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 38.9 7.68 40 0 44 44 43 38.5
Scéná° 2 21.4 9.58 22 0 55 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 30.3 12.4 32 0 51 51 47.5 32.2
Scéná° 5 13.2 5.96 12 0 26 26 23.5 11.6

Tabulka 4.9: Základní statistika hrá£·, kte°í znali sv·j výkon

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.7 3.86 40 22 49.5 44 43 38.5
Scéná° 2 23.2 4.59 22 15 42 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 33.9 7.89 32 22 65 51 47.5 32.2
Scéná° 5 12.8 4.09 12 0 26 26 23.5 11.6

Tabulka 4.10: Základní statistika hrá£·, kte°í neznali sv·j výkon

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.8 2.82 40 30 44 44 43 38.5
Scéná° 2 24.6 5.52 22.5 15 44 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 37.5 9.69 34 22 80 51 47.5 32.2
Scéná° 5 15.3 6.72 12 0 40 26 23.5 11.6
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(a) boxplot (b) boxplot

(c) boxplot (d) boxplot

Obrázek 4.4: Krabicové diagramy znázor¬ující rozd¥lení výplaty slab²ímu hrá£i
soudcem a hrá£em v p°ípadech, kdy znali svou vlastní produkci a kdy nikoli.

Tabulka 4.11 obsahuje p−hodnoty Shapirova testu, který jsme pouºili pro zkoumání
normality dat experimentu. Nulová hypotéza nebyla zamítnuta pouze u dat soudc·
ve scéná°i £íslo 3 v p°ípad¥, ºe soudci dostali informaci o své vlastní produkci v první
úloze s p − hodnotou ≈ 0.06 na zvolené hladin¥ testu α = 0.05. Ve v²ech dal²ích
zkoumaných p°ípadech byla normalita dat zamítnuta.

P°i zkoumání dat hrá£· se u scéná°e £íslo 3 a 5 ukázal statisticky významný rozdíl
mezi skupinou, která neznala svou vlastní produkci a skupinou, která informace
o vlastním výkonu z první úlohy obdrºela. t-test s p − hodnotou ≈ 0.03 vyvrátil
nulovou hypotézu, ºe mezi daty není rozdíl a tento záv¥r potvrdil také Wilcoxon·v
test s p− hodnotou ≈ 0.02. Stejný výsledek ukázala analýza scéná°e £íslo 5 (t-test:
p− hodnota ≈ 0.02, Wilcoxon·v test: p− hodnota ≈ 0.03).

Ve v²ech zbylých scéná°ích nebyl dokázán statisticky významný rozdíl mezi analyzo-
vanými skupinami (viz tabulka 4.12).
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Tabulka 4.11: p− hodnoty Shapiro-Wilkova testu

Shapiro Shapiro
Scéná° 1 Soudce: signal ≈10−6 Scéná° 1 Hrá£: signal ≈10−7

Scéná° 2 Soudce: signal ≈10−3 Scéná° 2 Hrá£: signal ≈10−5

Scéná° 3 Soudce: signal ≈0.06 Scéná° 3 Hrá£: signal ≈10−5

Scéná° 5 Soudce: signal ≈10−4 Scéná° 5 Hrá£: signal ≈10−4

Scéná° 1 Hrá£: no signal ≈10−9 Scéná° 1 Hrá£: no signal ≈10−5

Scéná° 2 Hrá£: no signal ≈10−5 Scéná° 2 Hrá£: no signal ≈10−8

Scéná° 3 Hrá£: no signal ≈10−4 Scéná° 3 Hrá£: no signal ≈10−7

Scéná° 5 Hrá£: no signal ≈10−4 Scéná° 5 Hrá£: no signal ≈10−5

Tabulka 4.12: p− hodnoty t-testu a Wilcoxonova testu

t-test Wilcoxon
Scéná° 1 Soudce: signal vs. no signal ≈0.77 ≈0.8
Scéná° 2 Soudce: signal vs. no signal ≈0.28 ≈0.81
Scéná° 3 Soudce: signal vs. no signal ≈0.07 ≈0.29
Scéná° 5 Soudce: signal vs. no signal ≈0.39 ≈0.71
Scéná° 1 Hrá£: signal vs. no signal ≈0.97 ≈0.9
Scéná° 2 Hrá£: signal vs. no signal ≈0.15 ≈0.23
Scéná° 3 Hrá£: signal vs. no signal ≈0.03 ≈0.02
Scéná° 5 Hrá£: signal vs. no signal ≈0.02 ≈0.03

Analýza dle výkonu v první úloze

Dal²í analýza se zabývala otázkou, zda je chování soudc·, resp. hrá£· rozdílné
v p°ípad¥, ºe oni sami v úlohách byli úsp¥²ní. Soudci, resp. hrá£i byli rozd¥leni
dle mediánu produkce v první úloze do dvou skupin. Dále uvedené tabulky popisují
rozd¥lení výd¥lku slab²ímu hrá£i soudci, resp. hrá£i, kte°í sami m¥li nadpr·m¥rné
nebo podpr·m¥rné výsledky.
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Tabulka 4.13: Nadpr·m¥rn¥ výkonní soudci

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.5 2.92 40 32 44 44 43 38.5
Scéná° 2 23.5 5.67 22 15 44 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 37.6 13.8 32.6 22 80 51 47.5 32.2
Scéná° 5 14 7.35 12 0 40 26 23.5 11.6

Tabulka 4.14: Podpr·m¥rn¥ výkonní soudci

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 40.5 2.48 40 35 44 44 43 38.5
Scéná° 2 23 2.75 22 18 32 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 35.3 6 32.2 27 51 51 47.5 32.2
Scéná° 5 14.6 4.42 12 8 26 26 23.5 11.6

Tabulka 4.15: Nadpr·m¥rn¥ výkonní hrá£i

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.8 3.69 40 20 44 44 43 38.5
Scéná° 2 23.5 7 22.5 0 43 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 34.8 9.24 34 0 51 51 47.5 32.2
Scéná° 5 14.5 6.98 12 0 40 26 23.5 11.6

Tabulka 4.16: Podpr·m¥rn¥ výkonní hrá£i

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 38.6 7.35 40 0 49.5 44 43 38.5
Scéná° 2 23.8 7.9 22 0 55 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 32.9 10.3 32.1 0 60 51 47.5 32.2
Scéná° 5 13.7 4.89 12 0 26 26 23.5 11.6
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Krabicové diagramy (obrázek 4.5) znázor¬ují rozd¥lení celkového výd¥lku slab²í-
mu hrá£i ve £ty°ech zkoumaných scéná°ích.

(a) boxplot (b) boxplot

(c) boxplot (d) boxplot

Obrázek 4.5: Krabicové diagramy znázor¬ující rozd¥lení výplaty slab²ímu
hrá£i soudcem a hrá£em podle jejich výkonu v první úloze

V ºádném ze scéná°· nebylo prokázáno, ºe se li²í chování zkoumaných skupin.
Normalita dat nebyla vyvrácena pouze u rozd¥lení výd¥lku scéná°e 1 nadpr·m¥rným
soudcem (p − hodnota ≈ 0.04) a nadpr·m¥rnými i podpr·m¥rnými hrá£i (p −
hodnota ≈ 0.02). Na zadané hladin¥ testu se nadpr·m¥rná a podpr·m¥rná £ást
soudc·, resp. hrá£· neli²í ve zp·sobu, jakým rozd¥lují celkový výd¥lek mezi dvojici
hrá£·.
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Tabulka 4.17: p− hodnoty Shapiro-Wilkova testu

Shapiro Shapiro

Scéná° 1: Nadpr·m¥rný soudce ≈0.04 Scéná° 1: Nadpr·m¥rný hrá£ ≈10−11
Scéná° 2: Nadpr·m¥rný soudce ≈10−4 Scéná° 2: Nadpr·m¥rný hrá£ ≈10−7
Scéná° 3: Nadpr·m¥rný soudce ≈10−4 Scéná° 3: Nadpr·m¥rný hrá£ ≈10−6
Scéná° 5: Nadpr·m¥rný soudce ≈10−4 Scéná° 5: Nadpr·m¥rný hrá£ ≈10−5
Scéná° 1: Podpr·m¥rný soudce ≈0.02 Scéná° 1: Podpr·m¥rný hrá£ ≈0.02
Scéná° 2: Podpr·m¥rný soudce ≈10−3 Scéná° 2: Podpr·m¥rný hrá£ ≈10−3
Scéná° 3: Podpr·m¥rný soudce ≈10−3 Scéná° 3: Podpr·m¥rný hrá£ ≈10−3
Scéná° 5: Podpr·m¥rný soudce ≈10−3 Scéná° 5: Podpr·m¥rný hrá£ ≈10−3

Tabulka 4.18: p− hodnoty t-testu a Wilcoxonova testu

t-test Wilcoxon
Scéná° 1: NS vs. PS ≈0.39 ≈0.4
Scéná° 2: NS vs. PS ≈0.68 ≈0.5
Scéná° 3: NS vs. PS ≈0.4 ≈0.83
Scéná° 5: NS vs. PS ≈0.98 ≈0.55
Scéná° 1: NH vs. PH ≈0.08 ≈0.14
Scéná° 2: NH vs. PH ≈0.98 ≈0.92
Scéná° 3: NH vs. PH ≈0.36 ≈0.27
Scéná° 5: NH vs. PH ≈0.48 ≈0.97

Analýza dle pohlaví

Níºe uvedené tabulky znázor¬ují základní statistiky výd¥lku slab²ího hrá£e ve v²ech
£ty°ech analyzovaných scéná°ích. P°i porovnávání chování muº· a ºen se ve v²ech
scéná°ích ukázalo, ºe muºi mají tendenci p°id¥lovat mén¥ slab²ímu hrá£i a naopak
ºeny mají snahu výd¥lky hrá£· více vyrovnávat. Tento trend je patrný p°i porovnání
pr·m¥rného výd¥lku slab²ího hrá£e z tabulky 4.19 a 4.20, a také p°i srovnání pr·m¥ru
v²ech scéná°· tabulek 4.21 a 4.22. �eny soudkyn¥ p°id¥lovaly slab²ímu hrá£i pr·m¥rn¥
o 13% více neº muºi v této pozici, u hrá£ek byl tento nár·st o 4.5% v porovnání
s muºskými prot¥j²ky. Tato rozd¥lení výd¥lku gra�cky zobrazují krabicové diagramy
(obrázek 4.6) (ang. boxplot). Tento trend v²ak nebyl potvrzen jako statisticky význam-
ný na zvolené hladin¥ testu α = 0.05. p-hodnoty statistických test· obsahuje tabulka
4.23 a tabulka 4.24.
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Tabulka 4.19: �ena - soudce

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.7 4.03 40 20 44 44 43 38.5
Scéná° 2 24.2 7.26 22 15 55 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 33.6 8.97 32 10 60 51 47.5 32.2
Scéná° 5 14.4 4.37 12 7 26 26 23.5 11.6

Tabulka 4.20: Muº - soudce

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 38.2 9.68 40 0 44 44 43 38.5
Scéná° 2 19.4 9.59 21.5 0 35 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 30.4 14.8 32.5 0 51 51 47.5 32.2
Scéná° 5 12.9 9.2 12 0 40 26 23.5 11.6

Tabulka 4.21: �ena - hrá£

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.9 3.09 40 34 49.5 44 43 38.5
Scéná° 2 24.1 5.25 22 15 44 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 37.2 10.6 32.6 25 80 51 47.5 32.2
Scéná° 5 15.5 6.4 12 7 40 26 23.5 11.6

Tabulka 4.22: Muº - hrá£

Pr·m¥r σ Medián Minimum Maximum RR SH VSH
Scéná° 1 39.6 3.36 40 22 44 44 43 38.5
Scéná° 2 24 5.25 23 14 43 32.5 30.5 21.7
Scéná° 3 35.3 7.87 33 22 65 51 47.5 32.2
Scéná° 5 13.6 5.55 12 0 26 26 23.5 11.6
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(a) boxplot (b) boxplot

(c) boxplot (d) boxplot

Obrázek 4.6: Krabicové diagramy znázor¬ující rozd¥lení výplaty slab²ímu hrá£i
soudcem (S) a hrá£em (H) ve scéná°ích 1, 2, 3 a 5

Tabulka 4.23: p− hodnoty Shapiro-Wilkova testu

Shapiro Shapiro
Scéná° 1 - �ena soudce ≈10−8 Scéná° 1 - �ena hrá£ ≈0.01

Scéná° 2 - �ena soudce ≈10−7 Scéná° 2 - �ena hrá£ ≈10−8

Scéná° 3- �ena soudce ≈0.04 Scéná° 3 - �ena hrá£ ≈10−7

Scéná° 5- �ena soudce ≈10−4 Scéná° 5 - �ena hrá£ ≈10−7

Scéná° 1 - Muº soudce ≈10−7 Scéná° 1 - Muº hrá£ ≈10−10

Scéná° 1 - Muº soudce ≈10−3 Scéná° 2 - Muº hrá£ ≈10−5

Scéná° 1 - Muº soudce ≈10−3 Scéná° 3 - Muº hrá£ ≈10−4

Scéná° 1 - Muº soudce ≈10−3 Scéná° 5 - Muº hrá£ ≈10−3
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Tabulka 4.24: p− hodnoty t-testu a Wilcoxonova testu

t-test Wilcoxon
Scéná° 1(Soudce): �ena vs. Muº ≈0.51 ≈0.72

Scéná° 2(Soudce): �ena vs. Muº ≈0.06 ≈0.07

Scéná° 3(Soudce): �ena vs. Muº ≈0.38 ≈0.86

Scéná° 5(Soudce): �ena vs. Muº ≈0.49 ≈0.09

Scéná° 1(Hrá£): �ena vs. Muº ≈0.62 ≈0.85

Scéná° 2(Hrá£): �ena vs. Muº ≈0.96 ≈0.86

Scéná° 3(Hrá£): �ena vs. Muº ≈0.3 ≈0.97

Scéná° 5(Hrá£): �ena vs. Muº ≈0.11 ≈0.15

Vliv po°adí

Dal²í zkoumanou otázkou je, zda na po°adí hrá£· P1 a P2 záleºí, tj. zda to je-li
slab²í hrá£ hrá£em P1, nebo P2 má vliv na kone£né rozd¥lení celkového výd¥lku
mezi hrá£e. Ve scéná°i 2 je slab²ím hrá£em hrá£ P2 a ve scéná°i 3 jim je hrá£ P1.
V obou scéná°ích byl slab²í hrá£ srovnateln¥ úsp¥²ný. Dvouvýb¥rový t-test nezamítl
s p− hodnotou ≈ 0.27, ºe na zvolené hladin¥ testu není statisticky významný rozdíl
mezi výplatou slab²ího hrá£e, je-li slab²ím hrá£em hrá£ P1, nebo P2. Tento záv¥r
potvrdil Wilcoxon·v test (p− hodnota ≈ 0.21).

4.2.3 De�nice koe�cientu

Cílem je rozd¥lit populaci na skupiny dle jejich vnímání spravedlnosti. K tomuto
je vhodné kaºdému subjektu p°i°adit hodnotu, která popisuje jeho chování v tomto
experimentu. Nech´ PW ozna£uje slab²ího hrá£e, PS siln¥j²ího a xW výplatu slab²ího
hrá£e. v({PW}) je zisk slab²ího hrá£e v náhodn¥ vybraných t°ech minutách, v({PS})
je zisk siln¥j²ího hrá£e v náhodn¥ zaznamenaných t°ech minutách, a v({PS, PW}) je
jejich spole£ný výd¥lek v celkových 15 minutách.
Zkoumáme koe�cient α de�novaný jako:

xW = (1− α)
v({PS, PW})

2
+ α

v({PW})
v({PW}) + v({PS})

· (v({PS, PW})).

Je z°ejmé, ºe pro α = 0 se xW rovná rovnému rozd¥lení, a pro α = 1 je xW
Vlastní Shapleyho hodnotou. Jednoduchými úpravami získáme také α pro Shapleyho
hodnotu:

α =
v({PW}) + v({PS})

v({PS, PW})

Tabulka 4.25 obsahuje hodnoty koe�cientu α pro zkoumané scéná°e. αRR je koe�cient
p°i rovném rozd¥lení, αSH ozna£uje koe�cient Shapleyho hodnoty, a αV SH je koe�cient
spojený s Vlastní Shapleyho hodnotou.
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Tabulka 4.25: Hodnoty koe�cient· α pro zkoumané scéná°e

Scéná° 1 Scéná° 2 Scéná° 3 Scéná° 5
αRR 0 0 0 0
αSH 0.182 0.185 0.186 0.214
αV SH 1 1 1 1

Rozd¥lovat subjekty do skupin má smysl v p°ípad¥, ºe je jejich chování konzistentní,
tj. pokud jejich koe�cient je konzistentní. Tvrdíme, ºe ú£astník experimentu byl
konzistentní, pokud rozdíl mezi maximální a minimální hodnotou koe�cientu mezi
pozorovanými £ty°mi scéná°i je men²í neº 1

5
. Pouze 19% soudc· a 25% hrá£· ukázalo

konzistentní chování.

(a) boxplot (b) boxplot

Obrázek 4.7: Krabicové diagramy koe�cient· soudc· a hrá£· v²ech p¥ti scéná°·

V této £ásti analýzy byla pouºita skute£ná data o produkci ú£astník· experimentu,
tj. data scéná°e £íslo 4. P°edpokládáme, ºe v tomto scéná°i byl rozdíl mezi ú£astníky
experimentu srovnatelný s rozdílem ve scéná°i £íslo 1. Data tomuto p°edpokladu
skute£n¥ odpovídají a pr·m¥rn¥ byl t°íminutový výd¥lek slab²ího hrá£e 43% spole£-
ného t°íminutového výd¥lku.

S p − hodnotou ≈ 10−4 jsme ukázali, ºe ani data scéná°e £íslo 4 rozd¥lení výd¥lku
soudci nejsou normáln¥ rozd¥lená, a proto byl k dal²í analýze zvolenKruskal-Wallis·v
test. V tomto p°ípad¥ Kruskal-Wallis·v test zkoumá, zda se námi analyzované koe�-
cienty li²í p°i porovnávání mezi scéná°i. P°edpokladem je, ºe koe�cienty scéná°e 1
a 4 budou srovnatelné, a stejn¥ nebude statisticky významný rozdíl mezi koe�cienty
zbylých scéná°·. Tyto dv¥ skupiny koe�cient· ale rozdíl mezi sebou mít budou.
Kruskal-Wallis·v test vyvrátil, ºe neexistují rozdíly mezi skupinami s p−hodnotou ≈
10−3 a následný Dunn·v test ukázal, mezi kterými skupinami tento rozdíl je. Dunn·v
test ukázal, ºe existuje rozdíl mezi koe�cienty scéná°e 1 a scéná°e 2 (p− hodnota ≈
10−4), scéná°e 1 a scéná°e 3 (p− hodnota ≈ 10−4), scéná°e 1 a scéná°e 4
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(a) histogram (b) histogram

Obrázek 4.8: Histogramy znázor¬ující produkci a výplatu slab²ího hrá£e p°id¥lenou
soudcem ve scéná°i £íslo 4

(p − hodnota ≈ 0.02) i scéná°e 1 a scéná°e 5 (p − hodnota ≈ 10−4). Mezi zbylými
scéná°i statistický významný rozdíl na hladin¥ testu prokázán nebyl. Tímto byla
potvrzena hypotéza, ºe se koe�cienty scéná°e 1 se jsou odli²né od koe�cient· scéná°·
2,3 a 5. Zajímavým zji²t¥ním je, ºe scéná°e 1 a 4 se také li²í, coº m·ºe být z zp·sobeno
rozptylem v produkci slab²ího hrá£e ve scéná°i 4.

(a) histogram (b) histogram

Obrázek 4.9: Histogramy znázor¬ující produkci a výplatu slab²ího hrá£e p°id¥lenou
hrá£em ve scéná°i £íslo 4

Ani data scéná°e 4 hrá£· nejsou normáln¥ rozd¥lena (Shapiro: p−hodnota ≈ 10−3).
V tomto p°ípad¥ Kruskal-Wallis test s p − hodnotou ≈ 0.25 nevyvrátil nulovou
hypotézu, ºe neexistuje rozdíl mezi koe�cienty jednotlivých scéná°·.
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4.3 Shrnutí

P°i podrobné analýze experimentem získaných dat bylo prokázáno, ºe nejv¥t²í
£ást experimentu podrobené populace rozd¥lovala výd¥lek mezi hrá£e dle Vlastní
Shapleyho hodnoty. Nicmén¥ je nutno °íci, ºe získaná data nejsou normáln¥ rozd¥lena.
Lze tedy vyvozovat, ºe neexistuje pouze jedna spole£enská norma, kolem které se
vnímání spravedlnosti lidskými subjekty pohybuje. Naopak je velmi pravd¥podobné,
ºe takovýchto norem je ve spole£nosti více a získaná experimentální data jsou kom-
binací více spole£enských rozd¥lení.

V uvedeném experimentu je patrný rozdíl mezi distribu£ní spravedlností soudc·
a vnímanou spravedlností hrá£·. Hrá£i ve v²ech p°ípadech p°id¥lovali slab²ímu hrá£i
v¥t²í £ást výd¥lku, neº soudci. Tento rozdíl v²ak jako statisticky významný prokázán
nebyl.

Stejný trend byl viditelný p°i porovnávaní chování ºen a muº·. Obecn¥, ve v²ech
situacích ºeny odm¥¬ovaly slab²ího hrá£e v¥t²í £ástí spole£ného výd¥lku neº jejich
muºské prot¥j²ky. Tento fakt ale na zadané hladin¥ testu dokázán nebyl.

Jedním z nejd·leºit¥j²ích záv¥r· analýzy je skute£nost, ºe soudci ani hrá£i neproká-
zali odli²né chování v p°ípadech, kdy znali vlastní úsp¥²nost v úlohách, a kdy tuto
informaci neobdrºeli. Dal²ím pozorováním je, ºe na hladin¥ testu neexistuje vztah
mezi vlastními schopnostmi soudc·, £i hrá£·, a tím co vnímají jako spravedlivé
rozd¥lení výd¥lku.

Bylo statisticky prokázáno, ºe po°adí hrá£· nemá vliv na kone£né rozd¥lení celkové-
ho výd¥lku. To, zda je slab²ím hrá£em hrá£ jedna, nebo hrá£ dva nemá vliv na
hodnotu jeho kone£né výplaty.

Námi zde de�novaný koe�cient se neukázal jako správný parametr pro klasi�kaci
populace podle vnímaní spravedlnosti do skupin. Pouze 22% subjekt· prokázalo
konzistentní chování mezi scéná°i, a tedy tento parametr nedokáºe dob°e popsat
jednotlivé jedince. P°i porovnávaní koe�cient· mezi jednotlivými scéná°i se na hladin¥
testu ukázalo, ºe koe�cienty scéná°e 1 se li²í od v²ech ostatních. Soudci prokazují
odli²né chování v situacích, kdy jsou hrá£i srovnateln¥ výkonní (PW =44%) a kdy
jsou rozdíly produkce v¥t²í (PW ∈{33%,32%,22%}). Tomuto ale neodpovídá fakt,
ºe existuje rozdíl mezi koe�cienty scéná°e 1 a scéná°e 4. P°edpokládáme totiº, ºe
v t¥chto dvou scéná°ích jsou slab²í hrá£i srovnateln¥ úsp¥²ní.
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Záv¥r

Cílem této bakalá°ské práce bylo seznámit £tená°e s teorií kooperativních her.
V její teoretické £ásti byly de�novány a popsány moºná °e²ení problému rozd¥lení
výd¥lku v kooperativních hrách. Jejich aplikace byla znázorn¥na na jednoduché h°e
t°í hrá£·. Dále byl sou£ástí první £ásti této práce krátký úvod do teorie vyjednávaní
a objasn¥ní podmínek, za kterých lze porovnávat kooperativní a nekooperativní hry.

V experimentální £ásti byl detailn¥ popsán experiment a jeho následná analýza.
Na základ¥ zkoumaných dat bylo ukázáno, ºe chování lidských subjekt· v laborator-
ních podmínkách nejlépe vystihuje Vlastní Shapleyho hodnota. Ani p°es tento výsle-
dek ji nem·ºeme nazvat jedinou spole£enskou normou. Z výsledku experimentu je
rovn¥º patrné, ºe existuje rozdíl mezi distribu£ní spravedlností a vnímanou spra-
vedlností. Av²ak tento rozdíl nebyl v této práci prokázán jako statisticky významný.
Zajímavým výsledkem datové analýzy je fakt, ºe navrºený koe�cient nepopisuje
subjekty jako jedince, ale spí²e de�nuje spravedlnost v jednotlivých zkoumaných
scéná°ích.

Zajímavou výzvou je moºná konstrukce nekooperativní hry, jejímº rovnováºným
stavem je Vlastní Shapleyho hodnota. Tato otázka je netriviální a vyºaduje pokro£ilé
znalosti kooperativní i nekooperativní teorie her a matematické analýzy.

Uvedený experiment skýtá zna£né moºnosti k jeho dal²í analýze a ve spolupráci
s autory bude experiment dále analyzován. Dal²ím krokem bude analýza vnímání
spravedlnosti na základ¥ dotazníku, který ú£astníci vyplnili v poslední £ásti experi-
mentu. K hlub²í analýze budou pouºity dal²í statistické testy a pokro£ilej²í statistické
metody. Moºným postupem po dokon£ení analýzy je navrºení dal²ího experimentu,
který potvrdí výsledky tohoto, nebo se zam¥°í na zkoumání vlivu míry zamlºení
informace na vnímání spravedlnosti. Jak je z vý²e uvedeného patrné teorie her skýtá
neomezené moºnosti k jejímu dal²ímu výzkumu.
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Dotazník pro ú£astníky experimentu

V¥k:

Pohlaví:

Pracovní hodiny týdn¥ (vyjma hodin studia):

�istý m¥sí£ní p°íjem:

Níºe uvedená tvrzení ohodno´te na stupnici:

1− absolutn¥ souhlasím
2− spí²e souhlasím
3− neutrální
4− spí²e nesouhlasím
5− absolutn¥ nesouhlasím

1. Je snadné mít dobré výsledky v úlohách s po£ítáním nul.

2. Aby n¥kdo dosáhl dobrých výsledk· v úlohách s po£ítáním nul, musí tvrd¥
pracovat.

3. Úloha s po£ítáním nul byla nudná a tedy nep°íjemná.

4. Úloha s po£ítáním nul byla zábavná a tedy p°íjemná.

5. Kaºdý je zodpov¥dný za sv·j výsledek v úloze s po£ítáním nul.

6. Výsledek závisí na ²t¥stí, tudíº nikdo nem·ºe být zodpov¥dný za sv·j výsledek v
úloze s po£ítáním nul.
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7. Po£et správn¥ spo£ítaných matic závisí na vn¥j²ích faktorech, které £lov¥k
nem·ºe ovlivnit, a proto nikdo nem·ºe být zodpov¥dný za sv·j výsledek.

8. Informace o tom, kolik ú£astník spo£ítal matic za 3 z 15 minut je posta£ující
informací k získání obrazu o tom, jak t¥ºce a piln¥ ú£astník pracoval celých 15 min

9. Informace o tom, kolik ú£astník spo£ítal matic za 12 z 15 minut je posta£ující
informací k získání obrazu o tom, jak t¥ºce a piln¥ ú£astník pracoval celých 15 min.

10. Pouze s úplnými informacemi o celých 15 minutách práce ú£astník· je moºné
získat obraz o tom, jak t¥ºce a piln¥ ú£astník pracoval.

11. Skute£nost, kolik ú£astník spo£ítal matic v experimentu nijak nevypovídá o
skute£nosti, jak t¥ºce a piln¥ pracoval.

12. V takovém experimentu by m¥li být v²ichni ú£astníci placeni p°ibliºn¥ stejn¥,
nezávisle na jejich výkonu p°i pln¥ní úkol· experimentu.

13. V takovém experimentu by ú£astník m¥l být ohodnocen nejmén¥ dvojnásobkem
ú£astnického poplatku, nezávisle na výkonu p°i pln¥ní úkol· experimentu.

14. Je v po°ádku, ºe ú£astníci jsou ohodnocováni na základ¥ jejich výkonu p°i
pln¥ní úkol· experimentu.
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