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Uvod

YV ol

Zijeme v dobg, kdy jsou na zpracovéni a interpretaci dat kladeny stdle vys3f a vy$§i naroky. Moderni
technologie jsou schopny méfit a zaznamendvat obrovskd mnoZstvi dat (tzv. big data), kterd jsou ovSem
potfeba ndlezité zpracovat a vyhodnotit. K tomu existuje mnoho mocnych a silnych nastrojti z oblasti
umélé inteligence (Al), jako napfiklad hluboké neuronové sité, Bayesovské sit€, Support Vector Machi-
nes nebo rozhodovaci stromy. Pokud jsou data trénovana dostate¢n€ dlouho a je k dispozici odpovidajici
vypocetné schopny hardware, neni problém model natrénovat i s vysokou presnosti. Drtivd vétSina z nich
vSak k uceni pouziva tzv. black box, ktery si Ize predstavit jako zdhadnou skfiniku, do které se namérena
data vloZi a vypadne poZadovany vysledek. Co se déje v ném a v rozhodovacich procesech napfi¢ mo-
delem, zlstava Casto zdhadou. Dalsi obtiZi miiZe byt naro¢nost modelli na optimalizaci. Hlavné pokud
obsahuji statisice parametr(, z nichZ jen nékteré mohou byt pro model dilezité. Proto je v posledni dobé
kladen vétsi diraz na tzv. vysvétlitelnost modelu pomoci fidké parametrizace, kterd ¢ini jeho rozhodo-
vaci procesy vice pochopitelnymi pro lidi za sou€asného vyrazného sniZeni vypocetni ndrocnosti diky
absenci nevyznamnych parametri. Téz se zjist'uje, Ze popisovat model pomoci vektord priznaki hie-
rarchicky srovnanych do podoby stromové struktury je pfirozenéjsi a Iépe interpretovatelné nez popis
klasickymi vektory.

V tvodni ¢asti prace bude vypracovan podrobny piehled didlezZitych definic a teorému z oblasti te-
orie miry, pravdépodobnosti, matematické statistiky a teorie grafii. Sekundovat mu bude sezndmeni se
se zdkladnimi pojmy z oblasti optimalizace, zejména s pojmem Gradient Descent a jeho vyznamem
v procesu uceni. Pomoci Bayesova teorému a néstroje Elbo bude moZno nahliZet na tlohy strojového
uceni pravdépodobnostnim pohledem. Proto bude ukdzano srovnani, kde budou vybrané tlohy feSeny
jak statistickym, tak pravdépodobnostnim piistupem. V neposledni fadé bude kladen velky diiraz na
porozuméni stromovym strukturdm a jejich reprezentace pomoci grafi.

Text poté prechazi na praktické piiklady, ve kterych bude aplikovana vybudovana teorie v kombinaci
s numerickym vypoctem a grafickym zndzornénim. Déle bude pfedstavena metoda logistické regrese, jeZ
tvori zaklad feSeni vicetfidovych klasifika¢nich tloh a jeji souvislost s neuronovou siti.

Nakonec budou pfedvedeny metody, jakymi lze docilit fidkych reprezentaci modelu pomoci odpovi-
dajicich apriornich rozdé€leni. VEtsi diraz bude kladen na metodu Automatic Relevance Determination.
Zéavérem bude zminén pojem vice—instanniho uceni (MIL), ktery rozsifi moZnosti popisu modelu po-
moci pfiznakd a bude definovan vnofeny prostor (embedded space) spolu s jeho reprezentaci pomoci
neuronovych siti. Prace bude zakoncena ndhledem do hierarchického vice—instancniho uceni (HMill).

Primarnim cilem této prace bude sezndmit se s teorii a osvojit si ji k pouZiti na feSeni jednoduchych
demonstrativnich prikladid klasifikacnich a regresnich tloh predevsim pomoci fidkych parametrizaci az
po jejich reprezentace stromovymi strukturami. K jejich numerickému feSeni bude vyhradné pouzit pro-
gramovaci jazyk Julia ve verzi 1.4.

Tato bakalafska prace predstavuje predstupein hlubsiho porozuméni sloZitéj$im modelim a metodam.
Pfedevsim potencidlu hierarchického pohledu na stromové struktury dat a jejich fidkych reprezentaci
pravé pomoci MIL. Proto na ni bude navdzano dalsi akademickou praci.
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Kapitola 1

Z.akladni teorie

1.1

Teorie pravdépodobnosti

Cilem sekce 1.1 bude fadné zadefinovat zdkladni pojmy z teorie miry a pravdépodobnosti potiebné
k vysloveni a dokdzani Bayesova teorému, jenz pro nas bude nesmirné dilezity. K tomu je pfedevsim
potieba sezndmit se s definici pravdépodobnostniho prostoru, na kterém se budeme pohybovat. Definice
a teorémy jsou prevzaty z [1, 6, 7] a upraveny podle odpovidajictho znaceni.

1.1.1 Pravdépodobnostni prostor a Bayesuv teorém

Definice 1.1.1. Definujeme nasledujici pojmy:

1.

2.

4.

5.

Elementarni jev w je jev, jehoZ vnitini strukturu jiZ dale nerozliSujeme.

Zakladni mnozinou ( nazveme mnoZinu vSech elementarnich jevi w.

. Jev A je bud’ elementarnim jevem w, nebo je libovolnou podmnoZinou zdkladni mnoZiny,

tj. A C Q.
Rekneme, e jev A nastal, pokud nastal elementarni jev w € Q a navic w € A.

Definujeme komplementarni jev A° k A jako w € A © w ¢ A.

Definice 1.1.2. Necht je dina zakladni mnoZina Q a né&jaky jeji systém podmnoZin A, tj. A c P(Q) !
spliiujici ndsledujici axiomy:

1.

2.

3.

QeHA,
(YA € A)AC € A),

(VjeN)A; € ANUSAj € A).

Pak A nazyvame o—algebrou jevi (spoCetné mnoha mnozin) na zdkladni mnozing€ QQ.

LP(Q) znai potenci mnoZiny Q

11



KAPITOLA 1. ZAKLADNI TEORIE 12

Definice 1.1.3. Necht' je ddna neprdzdnd zdkladni mnoZina Q a na ni o—algebra A. Pak libovolnou
funkci P : A — R splitujici tii Kolmogorovovy? axiomy:

1. PQ) = 1,

2. (VA € A)P(A) = 0),

3. (V(A j ;"1’ € ﬂ) (P( ;;“1’ Aj) = ;j‘{ PA j)), kde A; jsou navzdjem disjuktni mnoZiny,
nazveme pravdépodobnostni mirou.

Definice 1.1.4. Trojici tvofenou zdkladni mnoZinou €, o—algebrou A a pravdépodobnostni mirou P
nazveme pravdépodobnostnim prostorem a znacime (Q, A, P).

Nyni mdme k dispozici prostor vybaveny pravdépodobnostni mirou P, na kterém dokdZeme urcitym
jevam pfirazovat jejich odpovidajici pravdépodobnosti. Diky tomu dokdZeme zadefinovat nasledujici
vztahy:

Definice 1.1.5. Necht’ jsou dany jevy A, B € A, P(B) > 0. Pak definujeme podminénou pravdépodob-
nost vztahem P(A N B)
P(A|B) := ————, 1.1
(AlB) PB) (1.1)
¢imZ rozumime pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B.
Teorém 1.1.6. (Soucinové pravidlo) Necht' Ay,...,A, € A jsou takové, ze P(A; - ... - A,) > 0, kde
souciny jsou ve smyslu prinikd. Pak ¥r € N plati

P(A;-...-Ay) =P(A)) - P(A2]A1) - P(A3]A1 - Ap) - ... - P(AulAL - ... - Apsy). (1.2)
Definice 1.1.7. Necht’ je ddn pravdépodobnostni prostor (2, A, P). Systém jevii H = {H||j € N} tvoii
dplny rozklad mnoziny Q, pokud
e jevy z H jsou vzdjemné neslucitelné, tj. A; N A; = 0, Vi, j € N,
o (VjeN)P(H)) > 0),

o plati P(Z’;’:{x’ H;) = 1. To znamend, Ze pii pokryvani zdkladni mnoZiny Q miZeme vynechat
nékteré mnoZziny. Ty vSak musi byt nulové miry. Symbol (n, +00) znaéi kone€nost, nebo spocetnost.

v/ 2

Teorém 1.1.8. (Souctové pravidlo) Necht’ systém jevii {H|j € N} tvoii tiplny rozklad zdkladni mnoZiny
Qna (Q, A,P) a A € A. Potom plati:

P(A) = > P(AIH))- P(H)). (1.3)
j=1

Teorém 1.1.9. (Symetrie) Necht’ je dan (Q, A, P) a A,B € A. Pak plati:

P(ANB)=P(BNA) 1.4)

2Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903—1987)



KAPITOLA 1. ZAKLADNI TEORIE 13

Na pravdépodobnostnim prostoru s vyuzitim pfedchozich definic a teorémi vyslovime a dokdZeme

jeden z nejdilezitéjSich teorém, ktery ndm pozdé&ji poskytne silny ndstroj, jak alternativné feSit dlohy
s vyuZitim pravdépodobnosti.

Teorém 1.1.10. (Bayestiv®) Necht' je ddn (Q, A,P), A € Aa (B jlJ € N} tvori tplny rozklad zdkladni
mnoziny Q. Pak plati:
P(A|By) - P(By)

P(BlA) = . 1.5
Bl = Srspals,) - pB) (1)
Diikaz.
P(BJA) L1 P(BxNA) 13 P(By N A) 14 P(A N By) 12 P(A|By) - P(By)
P@A)  TVPAIB)-PB)  TUTPAIB)-PB) LT PAIB) - P(B)
O

NeZ se presuneme na prostor redlnych ¢isel z naseho velice abstraktniho prostoru jevi, je vhodné si
uvédomit, co Bayesiv teorém fikd. Doslova obraci chod ¢asu. Podivejme se ddle, jaky vyznam zde ma
jmenovatel:

n,+oo

Z P(A|B)) - P(Bj) = P(A). (1.6)
j=1

Lze vidét, Ze vyraz (1.6) hraje roli normalizacni konstanty, a proto bude pro nase nadchdzejici dcely
vhodné vysloveny Bayesiv teorém trochu pfeformulovat. Pouze vyjime¢né se v tdlohdch optimalizace
a numerického pocitani setkdme se zcela presnym feSenim tilohy. Mnohdy hledame pouze urcité druhy

zavislosti mezi vstupy a vystupy. Zavedeme proto symbol o jakoZto timérny.

Teorém 1.1.11. (Bayestyv, alternativni) Necht' plati predpoklady (1.1.10). Pokud nés zajimaji pouze
zavislosti pravdépodobnosti, ¢i nejsou konstanty pro ucel vypoctu dilezité, pak 1ze (1.5) rozsitit na

P(A|By) - P(By)

7 P(AIB)) - P(B))

P(BylA) = oc P(A|By) - P(By) (1.7)

1.1.2 Hustota pravdépodobnosti nahodné veliciny

Jiz jsme formdlné¢ zadefinovali pravdépodobnostni prostor a Bayestv teorém. Nyn{ je dileZité piejit
na méné abstraktni prostor, a to prostor hustot pravdépodobnosti jakoZto funkci zobrazujicich do redlnych
Cisel a zavést znamé integralni charakteristiky. Odvozen{ a formdln{ definice spojité ndhodné veli€iny je
nad rdmec této prace a pro nase ucely zbytecna.

Definice 1.1.12. Necht je dan prostor (2, A, P). Nahodnou veli¢inou X nazveme kazdé méfitelné zob-
razeni X : Q — R,

3Thomas Bayes (1701-1761)
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Definice 1.1.13. Necht' X = (X, ..., Xy) je ndhodna veli¢ina na prostoru (Q, A, P). Ndhodnou veli¢inu
X nazveme diskrétni pravé tehdy, kdyz nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot. Jeji hustotu pravdé-
podobnosti definujeme vztahem

®) P(X =x), prox=x;
X) =
px 0, jinak.

Dile definujeme jeji distribu¢ni funkci (pro zjednoduseni uvazujeme pouze d = 1) jako sumu pres
vSechny nabyt€ hodnoty, tj. Fx(x) = P(X < x) = 3, <. P(X = xp).

Pov§imnéme si téZ normovanosti hustoty pravdépodobnosti na jednicku: ZZ’:IW px(xx) = 1. Coz for-
malné odpovida definici (1.1.3). Plati také, Ze (Vk € N)(px(xx) € [0, 1]).

Definice 1.1.14. Necht' X = (X4, ..., Xy) je ndhodnd veli¢ina na prostoru (Q, A, P). Ndhodnou veli¢inu
X nazveme spojitou, pokud je jeji obor hodnot souvisld podmnozina R.
Jeji distribuéni funkei v bodé x € RY rozumime

Fx(x)=PX <x) = f)q ...f)w px(t)dt, (1.8)

kde px(x) predstavuje hustotu pravdépodobnosti. Pro jednorozmérny, respektive d—rozmérny piipad
budeme pouZivat znaceni p(x), respektive p(x), kde x znaci realizaci d—rozmérné ndhodné veliCiny X.
Také plati (podobné jako u diskrétni veliciny) fRd p(X)dx = 1az(1.8) plyne p(x) > 0.

Teorém 1.1.15. (Nezdvislost) Necht’ X = (Xi,..., Xy) je spojitd ndhodna veli¢ina na (Q, A, P). Rek-
neme, ze X1,..., Xy jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz
d

(\/x € Rd) px(x) =

PX; (xi)] (1.9)

i=1

Teorém 1.1.16. (Marginaln{ hustota) Necht' X = (X{,..., Xy) je spojitd ndhodnd veli¢ina na (Q, A, P).
Oznacme X’ = (X,...,X;_1,Xj41,...,Xg). Pak X’ je spojitd ndhodna veliCina a pro jeji hustotu plati

(vx e RT1) (Px'(X’) = f px(x)dxj). (1.10)
R
Funkci px/(x’) nazveme marginalni hustotou pravdépodobnosti.

1.1.3 Integralni charakteristiky

Poté, co jsme zavedli diskrétni a spojité ndhodné veliCiny, jejich distribu¢ni funkce a hustoty prav-
dépodobnosti, jsme opravnéni zadefinovat zndmé charakteristiky. VyuZijeme téz faktu, Ze slozenim na-
hodné vektorové veli¢iny X s méfitelnou vektorovou funkei g, tj. g o X = g(X), vznikne opét ndhodna
vektorova veliina, coz nam rozsiti klasicky zavedené definice.

Abychom dodrZeli konzistenci znaceni s literaturou [1], nebudeme pouZivat oznaceni ndhodné veli-
¢iny klasickym, pravdépodobnostnim zptisobem, ale ztotoZnime se s oborovou konvenci, ve které jsou
nahodné veliCiny oznacené velkym X (vCetné jejich sloZenin s riznymi méfitelnymi vektorovymi funk-
cemi) ozna¢ovany malymi pismeny jakoZto jejich realizacemi. MiiZeme je nazvat jednoduse funkcemi.

V tomto duchu zavedeme dal$i uZiteCné pojmy a definice.
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Definice 1.1.17. (Support hustoty pravdépodobnosti) Supportem (téZ nosi¢em) hustoty pravdépodob-
nosti p(x) nazveme uzaveér mnoziny nenulovych obrazd funkce p(x), tj. supp p = {x € R|p(x) > 0}.

U vsech nadchazejicich urcitych integralli, pokud nebude uvedeno jinak, budeme vZdy integrovat pies
cely support hustoty p(x).

Pozndmka. Tento pojem se dd samozfejmé roziifit i na prostor R%: supp p = {x € RY|p(x) > 0}, kde p(x)
je funkce d proménnych.

Definice 1.1.18. (Stfedni hodnota) Necht' f(x) je méfitelnd integrabilni redlnd funkce redlné proménné.
Primérnou hodnotu funkce f(x) vdZenou pravdépodobnostni distribuci p(x) nazveme stiredni (téZ oCe-
kavanou) hodnotou funkce f(x) vzhledem k p(x). Znacime:

o v diskrétnim pfipadé:

Epolf(0] 1= ) p)f(x) 2 ELf] (1.11)

e ve spojitém pripadé:
ozn.

E o LF()] = f p(Of(0dx 2 ELF, (L12)

kde s¢itame pres vSechny nabyté hodnoty a integrujeme pres cely support (1.1.17) hustoty pravdépodob-
nosti.

Definice 1.1.19. (Podminéna stfedn{ hodnota) Podminénou stiredni hodnotou funkce f(x) za podminky
y rozumime

o v diskrétnim piipadé:

Elflyl = ) p(xly) f(x) (1.13)

e ve spojitém pripadé:

E.[fly] = f p(xly) f(x)dx. (1.14)

Definice 1.1.20. (Rozptyl) Necht' f(x) je méfitelna redlna funkce redlné promenné integrabilni s kvadra-
tem a existuje jeji stredni hodnota. Rozptylem funkce f(x) rozumime vztah

DLf(0)] := E|(f(x) - ELF(0D)*| & var [£]. (1.15)
Rozptyl tedy vyjadiuje miru variability funkce f(x) kolem jeji stfedni hodnoty.

Definice 1.1.21. (Kovariance) Necht’ jsou ddny funkce f(x) a g(y). Kovarianci téchto dvou funkef ro-
zumime Cislo

cov [f(x), 9] := E[(f(x) - E[f(0)](9() — E[g9(n)])] (1.16)

Kovariance ukazuje miru linedrni zavislosti mezi dvéma funkcemi. Pokud, bez Gjmy na obecnosti, pou-
Zijeme identické funkce, tj. f(x) = x a g(y) = y a roznasobime, dostaneme znamy vztah:

cov [x,y] = E[xy] — E[x]E[y]. (1.17)

Nesetkdme se vZdy pouze s jednorozmérnym piipadem. Ba naopak, v naSem budoucim snazeni to
bude spiSe rarita. Je tedy urcité na misté definovat pojem kovariancni matice vektorové funkce, ktery je
v analyze vicerozmérnych hustot pravdépodobnosti a potfebnych vypoctech velice dilezity. Pro zjedno-
duseni pouzijeme v nasledujici definici identickou vektorovou funkci f(x) = x.
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Definice 1.1.22. (Vektorova stfedni hodnota) Necht je ddna identickd vektorova funkce f(x) = x. Vekto-
rovou stiredni hodnotu definujeme jako vektor stfednich hodnot jednotlivych sloZek vektorové funkce

E[x]:=(E[xi],...,E[xq]). (1.18)

Definice 1.1.23. (Kovarian¢ni matice) Necht’ je ddna identicka vektorova funkce f(x) = x. Matici o roz-
mérech d X d definovanou vztahem

o N A
C(x) = (cov [ x]), _, " E() (1.19)
nazveme Kovarian¢éni matici identické vektorové funkce.

Roz$ifme nyni vztah (1.17) na d-rozmérné ndhodné vektory. UvaZujme opét identické vektorové
funkce f(x) = x = (x1,...,x4) ag(y) =y = Y1..-.,Yq). Vime, Ze vystupem kovariance musi byt skaldr.

cov[x.y] '=° E[(x - Elx(y" - Ely'D)| '2” Elxy’] - EIXIELy"] (1.20)

1.1.4 Kullback-Leiblerova divergence

Ne vZdy je mozné model nebo systém dokonale popsat pomoci zndmé pravdépodobnostni distri-
buce s odpovidajici stfedni hodnotou a varianci. Je moZné vyuzit jind pravdépodobnostni rozdélent,
kterd zndme, a posléze aplikovat Kullback—Leiblerovu* divergenci, jejiZz vystup minimalizujeme po-
moci k tomu uréenych numerickych metod.

Definice 1.1.24. (Spojita entropie) Speojitou entropii H[p] definujeme jako funkciondl, do jehoZ argu-
mentu vklddame pravdépodobnostni distribuci p(x). Jeho vystupem nam bude informace o mife neuspo-
faddanosti systému.

Hwy=ifmmm@umu (121)

Definice 1.1.25. (Relativni entropie) Necht' p(x) a g(x) jsou pravdépodobnostni distribuce. Relativni
entropii (téZ KL divergenci) definujeme vztahem

KL(plig) := \fmwl{“)}x. (1.22)
p(x)

Jednd se o miru, kterd vyjadiuje, jak se jedna pravdépodobnostni distribuce 1i$i od druhé.

Rozepsanim vztahu (1.22) vidime, pro¢ se KL divergenci ptezdiva relativni entropie.

j?(ﬂ{ﬁ;} —fmwmwmwmw—fmmm@mmﬂ

Z definice metriky je jasné, pro¢ nemutze byt KL divergence prohlaSena za metriku, ackoli se to
intiutivné zcela nabizi. Obecné nespliluje axiomy metriky ¢islo 2 a 3:

Ax. 1 : KL(pllg) > 0a KL(pllg) = 0 & p(x) = g(x)
AX. 2 :obecné plati: KL(pllq) # KL(ql|p)

Ax. 3 : nespliiuje trojihelnikovou nerovnost.

4Solomon Kullback (1907-1994), Richard Leibler (1914—-2003)
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1.1.5 Priklad spojitych pravdépodobnostnich rozdéleni

Nyni demonstrujme zadefinované pojmy, vyslovené teorémy a zavedenou symboliku na tfech jed-
norozmérnych spojitych a jednom vicerozmérném pravdépodobnostnim rozdéleni. Dil¢imi vypolty se
zabyvat nebudeme.

I' rozdéleni

Rekneme, Ze ndhodn4 veli¢ina X se idi I' rozdélenim se dvéma parametry @ a 8, tj. X ~ ['(a, ),
pokud odpovidajici hustota pravdépodobnosti spliiuje vztah:

1
p(xla,f) = mﬁaxa‘l exp(—fx). (1.23)

Support hustoty: supp p(xla,8) = R*, kdea>0aB >0

Distribuéni funkee: Fx(x) = [* L5871 exp(-ndr = y(a.px)’

Stiredni hodnota rozdéleni: E [ f(x)] 112 0+°°

xﬁ,@“x“‘l exp(—Bx)dx = %

Variance rozdéleni: D[ f(x)] '2° E [(x - %)2] =%

Entropie rozdéleni:

too 1
Hip] 2! fo @ﬁ“xa‘lem(—ﬁx) (ln(mﬁ”’x"‘leXp(—ﬁx» dx =

=a —In(B) + In(T(@)) + (1 — )y(a)®

1.00 - ——a=148=1
—a=2,8=
——a=38=1
a=3,8=05
0.75 70:27[3:3
)
S
E o050
IS
0.25
0-0()_I 1 1 1
0 5 10 15
T

Obrazek 1.1: Priklad I' rozdéleni pro rizné parametry « a .

Sy(a, x) = fOx 12! exp(—1)dt oznalovéna téZ jako spodni neiiplnd T—funkce
Sy(ar) = % In(I'(@)) oznacovéna téZ jako digamma funkce
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Inverzni I rozdéleni

18

Rekneme, Ze ndhodna veli¢ina X se fidi inverznim I" rozdélenim se dvéma parametry « a 3, ;.

~ iI'(a, B), pokud odpovidajici hustota pravdépodobnosti spliiuje vztah:

ptia,) = s exp (). (1.24)
e Support hustoty: supp p(xla,8) = R*, kdea >0apB >0
o Distribuéni funkce: Fx(x) = fo r(a)ﬁ“ —a-l exp( )dt = r(ffé—gm
¢ Stiredni hodnota rozdéleni: E [ f(x)] 112 fo xﬁﬁ"x‘”‘l exp (—é) dx = %, proa >0

Variance rozdéleni: D[ f(x)] 1D E [(x - o= 1)2] m, pro a > 2

Entropie rozdéleni:

1.21 « o ol g B I P B _
Hipl = fo F(a)'B ( x)(ln(F(a)'B ! eXp( x)))dx_
= a+ In(Bl(a)) — (1 + a)y¥(a)

——a=1=1
4 ——a=2,=1
—a=3,=1
a=3,6=05
—a=2,=3
3_
)
S
E
] 2
l_
O_I 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
T

Obrazek 1.2: Priklad iI" rozdéleni pro rizné parametry « a 3.

T(a, x) = ﬂ -1 exp(—t)dt oznatovéana té7 jako horni netipind T—funkce
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Gaussovo rozdéleni
2

Rekneme, e ndhodnd veli¢ina X se fidi Gaussovym® rozdélenim se dvéma parametry u a o2, tj.
X ~ N(u, %), pokud odpovidajici hustota pravdépodobnosti spliiuje vztah:
Pl o) =~ exp =5 (e - 102 2 M. o) (1.25)
T P20 i |
e Support hustoty: supp p(x|u,0?) =R, kdey e Rao? >0
sstribueni . L8 rx 1 1 2\ gp — 1 x—u \\o
o Distribucni funkce: Fx(x) = f_oo oo EXP (_ﬁ(t ) )dt =3 (1 + erf(ﬁ))

Stredni hodnota rozdéleni: E [ f(x)] 112 j;{ x\/% exp (—#(x - ,u)z) dx =pu
T

Variance rozdéleni: D[ f(x)] ' E [(x - /,1)2] = o2

Entropie rozdéleni:

121 1 R EP 1 LS =
el = e [T e I O
= % (In@27c?) + 1)

— = 2 _
0.8 /L—0,02—1
——pu=0,0>=5
p=-20>=1
p=102=02
06 ——u=-lo"=4
&
b
=
= 04
IS
0.2
00 1 1 |\¥|\\
5.0 25 0.0 25 5.0
T

Obrézek 1.3: Pfiklad Gaussova rozdéleni pro riizné parametry u a o™°.

8Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
erf x = % [ ): exp(—1?)dt oznacovéna téZ jako Gaussova error funkce
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d-rozmérné Gaussovo rozdéleni

Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X : Q — R se fidi d-rozmérnym Gaussovym rozdélenim s para-
metry g a X, tj. X ~ Ny(u, X), pokud se kazd4 linedrni kombinace jejich d sloZek fidi jednorozmérnym
Gaussovym rozdélenim. Odpovidajici hustota pravdépodobnosti, jakoZto funkce d proménnych, spliiuje
vztah:

1 1 1 S ozn.

kde d € N, u je d—dimenziondlni vektor stfednich hodnot (1.18), X kovarian¢ni matice rozmérd d X d
(1.19) a |X| oznacuje hodnotu determinantu matice X.

1.1.6 Konvence znaceni

Dile je tfeba jednoznacné urcit, jaké znaceni (zejména pravdépodobnostnich distribuci) budeme vy-
uZzivat. V podsekci 1.1.3 jiZ bylo zminéno, Ze oborova konvence nevyZaduje znacit ndhodné veli€iny tak,
jak jsme z teorie pravdépodobnosti zvykli. Stejné tak tomu bude i u jejich odpovidajich hustot pravdépo-
dobnosti. Diky tomuto faktu a vykladu podsekce 1.1.5 plyne tvrzeni:

X ~ Na@ ) © p(x) = N, E) & p(xlp, ) = Na(xlp, E) |

1.2 Optimalizace

Zde popiSeme zdkladni numerické metody a néstroje, které budeme v rdmci optimalizace pouZivat.
Cilem optimalizace je najit, respektive naucit se, optimalni parametry jisté funkce tak, aby jeji hodnota
v zavislosti na téchto parametrech byla vzdy co nejmens{ (1.27). Takové funkci budeme fikat ztratova
funkce (loss function) a znacit L(6). Optimalni parametry lze nalézt jako argument jejtho minima:

6 = argmin L(6). (1.27)
6

1.2.1 Metoda nejstrméjsiho sestupu

Metoda nejstrméjstho sestupu (téZ Gradient Descent) je iterani optimalizaéni metoda prvniho fadu
k nalezeni lokalniho minima diferencovatelné funkce m proménnych, kde m € N [1].

Necht’ je nyni vektor parametrii § oznacen jako vektor proménnych am = d+1, tedy 8 = (wy, ..., wy)" .
Cilem této metody je nalézt takové 8, pro které L(8) nabyvd minimalni hodnoty. Jinymi slovy, chceme
splnit vztah:

0L(0) OL(6) OL®))
(awo’ ow, T awd)—(O,O,...,O)
VoL(0) = 0.

(1.28)

Mgéjme tedy né€jaky bod 6y funkce L(6) jako vychozi. Kazda dalsi poloha bodu 6 ve sméru zdporného
gradientu funkce se spocitd pomoci predchozi iterace na zdkladé vztahu

o) = 0 — VeLH), (1.29)

s w2

kde 7 je iteracni ¢islo a n predstavuje ucici paratmetr (tzv. krok nebo-li learning rate). V klasické verzi
této metody je ucici parametr ve formé skaldru. Jelikoz je L(6) hladka spojita funkce, pak bod, pro
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ktery plati rovnice VgL(6p) = 0 a je tim pddem spln€na iteracni rovnost 95”1) = GE)T), oznacime jako
podezrely z extrému. Je to nutnd, ale ne postacujici podminka. Body, kde gradient vymizi, se nazyvaji
staciondrni a mohou byt déle klasifikovdny jako minima, maxima, nebo sedlové body. Pokud se ndm
povede doiterovat do minima funkce, je bod 6y oznacen jako @ a plati (1.27).

Pozndmka. V této praci bude vektor 6 reprezentovat vektor parametru (regrese) nebo vektor vah (neuro-
nové site).

Klasickd verze nejstrméjsitho sestupu neni tak efektivni a rychld, jak bychom v praxi potfebovali.
Zejména kvuli parametru i, ktery je v tomto piipadé skaldrem. Je opravdu sloZité a téméf nemozné po-
psat jednim, neadaptivnim ¢islem vSechny dimenze. Proto byly zavedeny pokrocilejsi, adaptivni metody
vyuzivajici vektorovy ucici parametr ménici se kazdou iteraci, jehoz slozky jsou adaptivni v ramci kazdé
dimenze, §j. ) = (Mz)g> Ny - - - 5 M) DT

Stochasticky nejstrméjsi sestup

Uvazujme nyni funkci L(6), na kterou klademe pozadavek (1.30)

1 n
L) = ~ > Li®). (1.30)

i
kde L; se typicky poji s i-tym pozorovanim v data setu. Vyberme ndhodné néjaky index j z mnoZiny in-
dext {1,2,...,n} s pravdépodobnosti p(j = i) = ,11 a spoctéme stfedni hodnotu jeho obecného gradientu:

n n n
. 1 1
E (=i |VoL;(0)] = Zl p(j = )VeLi(8) = Zl ~VoLi0) = ~ Zl] VoLi(6) = VoL(8). (1.31)
1= = =
V (1.31) 1ze vidét, Ze pri jakémkoli vybéru indexu j z mnoZiny indexli vZdy dostaneme nestranny
odhad obecného gradientu. Timto jsme ziskali stochasticky gradient, diky ¢emuZ miZeme po pfidani
adaptivniho 7, upravit (1.29) do tvaru

07" =67 — i, VoL (6, (1.32)

kde pocet iteraci T je nezavisly na velikosti n. Této upravé fikdme stochasticky nejstrméjsi sestup
(Stochastic Gradient Descent [17]). K zajiSténi konvergence metody je tieba, aby 1., — 0.

ADAM

ADAM (Adaptive Moment Estimation) je vyleSeni klasické metody nejstrméjsiho sestupu o adaptivn{
vektorové 7, a druhy moment gradientu, coZ v ur€itych piipadech podstatné zrychluje uceni. Proto
budeme algoritmus ADAM hojné vyuZivat hlavné v praktickych piikladech.
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1.2.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda nejmensich ¢tvercti (MNC) je matematicko—stochasticka metoda pro aproximaci feseni pred-
uréenych soustav rovnic. Je ekvivalentni linedrni regresi.

v

Nejjednodussi model pro regresi, ktery obsahuje linearni kombinaci proménnych, je
y(x,0) = wo + wix; + ...+ wWyxy, (1.33)

kde 6 = (wo, wy, ..., wy)! je vektor parametrti. Lze zapsat jako y(x, 6) = wo + Z?:l w;x;.

Ovsem pouze s timto si, bohuZel, nevystacime. Méjme tedy n—prvkovou mnoZinu pozorovani X,
tedy (x4, yi(X;)), kde i € n. To znamend, Ze nyni madme soustavu n rovnic. Vektor proménnych i-tého
pozorovani miiZeme zapsat jako X; = (x;1, ..., X;z)! . Zapime nyni piedpis pro i-té pozorovani zdvisejici
na moznych d + 1 parametrech:

yi(xi, 0) =wy + wixjp +...+ wdxid,\v’i €N (1.34)

Rozsifime-li tento systém uvazovanim linearni kombinace fixnich nelinedrnich funkci, pak ho lze
zapsat pomoci sumy:

d
yilx;, 0) = wo + Y wih (%)), Vi € f, (1.35)
j=1

kde ¢ (x;) predstavuji tzv. bdzové funkce. Zadefinovanim ¢o(x;) := 1 Vi € 7 mlZeme sumu upravit do
tvaru:

d
yixi,0) = ) wig (%) = 67 D(x),
j=0
kde ®(x;) = (do(X)), - - ., p4(X;)) predstavuje vektor bazovych funkei pro i—té€ pozorovani.

Pozndmka. Pov§imnéme si, Ze index j, jenzZ oznacuje urcitou slozku ve vektoru parametrt , probiha od
0 aZ po néjaké d € N. To implikuje tvrzeni, Ze parametri je pravé d + 1. Na tyto parametry je kladena
podminka, aby jejich pocet v modelu byl mensi, nebo roven n.

Klasické pojeti MNC

Vezméme nyni v tvahu polynomické bazové funkce ¢;(x;) = (xi j)J. Necht’ je ddno n pozorovani,
neNay=(yi,...,y,)! € R". Necht déle d € Ny je stupeti prokladaného polynomu (v piipadé fitovani
dat), 0 = (wo, wy, ws, ..., wg)" € R je vektor parametrd, (x;1, Xia, ..., Xiz)! je vektor d proménnych
i—tého pozorovéni a matice X = (®(xy), ..., O(x,)) e R4+ je tzv. matice bazovych funkei:

Y1 = wodp(X1) + wid1(X1) + wad2(X1) + w3d3(X1) + waPa(X1) + ... + wePa(X1)
Y2 = wodo(X2) + wi1d1(X2) + wrr(X2) + w3ph3(X2) + Wada(X2) + ... + wWypa(X2)

Yn = WoPo(Xp) + w191(X,) + wad2(X,) + w3P3(X,) + waPa(Xy) + ... + wePa(Xy).
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Po dosazeni polynomickych bazovych funkci dostaneme soustavu:

0 1 2 3 4 d
y1 = wo (x10)” +wy (x11)" + w2 (x12)” + w3 (x13)” + wa (x14)" + ... + wg (X14)

0 1 2 3 4 d
Y2 = wo (x20)" +wiy (x21)" + w2 (x22)” + w3 (x23)” + wa (x24)" + ... + wy (x24)

0 1 2 3 4 d
Yn = Wo (X,0)" + w1 (X1)" + w2 (X2)° + w3 (X,3)” + wa (Xa)" + ... + Wy (X00)" .

Coz lze zapsat maticovym zapisem:

yy (1 b @)® o ) (wo
2| |1 (D' (2)* . ()| |w
Yn 1 Gt ) oo ) \wg
—— ——
y X 6
Odhad vektoru 6
Ve skuteCnosti ale feSime soustavu 'y = X6 + e, kde e = (e, ea,...,e,) je tzv. residuum, které se

snaZzime minimalizovat. Z euklidovské normy plyne: |le|, = |, /Z?zl el.z. Nyni normu minimalizujme:

n
arg min ||e||, = arg min ||e||% = arg min Z e? = arg min (eTe).
i=1
Dosadime do vyrazu a zderivujeme podle parametru #. Nesmime zapomenout, Ze vyraz derivujeme
podle vektoru. Pro piimocarost si oznaéime soucin e’ e jako f.

ar O(y-X07(y-x6) a(y'y-6"X"y-y"X6+6"X7%6)
00 90 N 90 =
=Xy -XTy +2xX"x0 = -2X"y + 2x"x0 = —-2X"y + 2x" X0

Nyni vyraz poloZme rovno nulovému vektoru a upravme:

2xTy +2%TX6 = 0
xX'xg =Xy (1.36)
6 = X'x)"'xTy.

Timto zpsobem jsme nalezli maximalni vérohodny odhad parametru 6 (oznaéme ), jenZ je diky
predpokladu linedrni nezdvislosti sloupct jednoznaénym fesenim.
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Bayesovské pojeti MNC

Uvazujme soustavu y = X6, ke které nyni priddme vektor e € R" reprezentujici Sum fidici se rozde-
lenim e ~ N,(0,1) (viz.1.1.5). Vektoru y nyni budeme fikat vektor dat. Po jednoduché uprave dostavame:

e=y-X8. (1.37)
Slozky ndhodného vektoru e jsou nezavislé, tzn. p(e) = [, p(e;). Jisté tedy mliZeme psit:

n n

p(e) 162c6 exp (—%eTe) = exp(—% ; el-z) = H exp(—leiz). (1.38)
Réadi bychom ted’ podobné jako v podsekci 1.2.2 co moZné nejvérohodnéji odhadli parametr 6. Je-
likoz do hry vstoupila pravdépodobnostni rozd€lent, je tfeba k problému pfistoupit bayesovskym pristu-
pem. Vystupem ndm tedy bude pravdépodobnostni rozdéleni vektoru 6, nikoli vektor samotny jako tomu
bylo u klasické MNC. Diky tomu miZeme kvantifikovat nasi miru neuritosti ohledn& modelu.
R4di bychom maximalizovali pravdépodobnost odhadu 6 za predpokladu, Ze mdme data y a matici
bazovych funkci, coZ ndm dava vztah:

0, X)p(0X) 1.
p(@ly,x) 2 PIOZPOX) 17 g ) pior0). (139)
p(yIX)

Dosazenim (1.37) do (1.38) ziskdme pravdépodobnostni rozdéleni prvniho ¢lenu soucinu:

1
P(Y10, %) o< exp| =5y = X0)" (y - Xe)) : (1.40)
Abychom mohli pocitat ddle, je tfeba urcit druhy ¢len soudinu. Zpravidla miZeme zvolit, jakym

rozdélenim se bude ridit p(0|1X) = p(6). Radi bychom ovSem vnesli do modelu novou informaci, kterou
bychom mohli korigovat parametrem « (bude vysvétleno a pouZito pozdé&ji). Zvolme 6 ~ Ny, 1(0,a~'T):

p(6) exp(—%BTHa/). (1.41)

Dosad’'me nyni (1.40) a (1.41) do rovnice (1.39), tzn.
1 T 17
P10 K)p(6%) o< exp| =5 (y — X6)' (y ~ X6) | exp | 56" 0|
1
o exp (—E(yTy -0'xXTy —yTX0+ 6" xX"X0 + 0T0a)) o (1.42)
1
oc exp (—E(yTy -0"Xy -y'X0+ 60" (X'X + a]I)H)) .

Je nutné odhadnout, ¢emu se budou jednotlivé Cleny argumentu exp v (1.42) rovnat. Pfedpoklddejme,
7e vysledna p(fly, X) ma pravdépodobnostni rozdéleni N(6,X), a Ze kvadratickd forma lze upravit do
tohoto tvaru, tzn.

p(Oly, X) o exp (—%(0 -0’z 'O-06) + z) oc exp (—%(a -0’z 6- 9)) exp(2)
| (1.43)
o« exp (—5(0 —0)x"0- 9)),
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kde z pfedstavuje mozny zbytek po tpravé v rdmci kvadratickych forem. OvSem jeho pfispévek nds
nezajima a muZeme ho zanedbat.
Roznésobenim (1.43) dostaneme:

1 ] o
exp —5(0T>:—10—0T>:—10—0T2—10+0T2‘10) - (1.44)

Upravou a porovnanim vztahi (1.42) a (1.44) Ize odvodit, Ze > = XTX + ol. Pouzijeme téz fakt,
7e kovarian&ni matice je symetrickd, tudiz £ = X. Postup vypoétu 8 je uveden v (1.45):

yIx6=-8"x"'9

yIx=9"x!
(yTXZ)T -9 (1.45)
6=xx"y

0 =X"X +al) 'XTy.

Dosazenim vypoétenych hodnot 8 a £ do (1.43), dostaneme aposteriorni pravdépodobnostni rozdé-
leni (tzv. posterior distribution) pro parametry:

p(6ly. X) o N (01X X + D) ' Xy, (XX + o)), (1.46)

1.2.3 Elbo

Evidence lower bound (1% Elbo) patii mezi variatni bayesovské metody strojového uéeni [23]. Uzce
souvisi s pojmem KL divergence popsanym v 1.1.4. Diky této optimalizacni metodé budeme schopni
minimalizovat miru odli$nosti mezi pfesnou a aproximativni pravdépodobnostni distribuci.

Zkusme nyni rozvést pojmy, které jiz zndme. Necht' je ddn set n nezdvislych, stejné rozdélenych
dat a mnoZina pozorovani X = {x; | i € i}. Na§im tkolem bude najit aproximativni pravdépodobnostni
distribuci pro aposteriorni distribuci p(z|x) a p(x). Zlogaritmujme a upravme:

In p(x) lézfq(z)ln(p(x))dz L—zfq(z)]n(M)dz: fq(z)ln(w)dh
p(zlx) p(zlx)q(z)

) f a) (ln {p;,((z)z )} - {pq(f:)() }) a2 = (1.47)
O
q(z) q(z)

= L(q(z)) + KL(q(z)||p(z[x)).

Vyrazu L(q) se prezdiva lower bound (dolni mez) a tvoii zaklad nasi metody. Ze znalosti vlastnost{
(1.22) vime, Ze hodnota KL divergence je nezaporna. Diky maximalizaci £(g) minimalizujeme KL diver-
genci mezi danymi distribucemi a naopak. JelikoZ je In p(x) vzhledem k itegraci konstanta, mus{ platit,
Ze pokud jeden z vyrazt roste, druhy musi automaticky klesat. Pokud dovolime jakoukoli volbu ¢(z), pak
maximum dolni meze nastidvd, kdyZ KL divergence zmizi, coZ je moZné pouze, pokud se aposteriorni
distribuce p(z|x) rovna g(z).
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1.2.4 Bayesovska predikce dat

Necht' y je n—dimenzion4lni vektor dat, tedy y = (y1,...,y,)", a jemu odpovidajicich n pozorovani
X = {x; | i € A}. Reknéme, Ze zname hodnotu X,,, . Snazme se nyni nalézt prediktivni pravdépodobnostni
distribuci neznamé cilové hodnoty y,.1 ‘= y*. Oznaime X’ = {x; | i € n+ 1} jako mnoZinu n + 1
pozorovani. Chtéli bychom predikovat nové cilové hodnoty na zdkladé vyse zminénych znalosti.

Necht’ opét 6 ~ Ny1(8,%), tedy p(@ly,X) = N (6,%). Pak nové cilové hodnoty lze spocitat mar-
ginalizaci pres proménné, kterymi si nejsme jisti, tedy pres parametry 6, a posléze uzitim soucinového
pravidla:

’ ’ 1.2
P IXy) = f P, X', y)d6 = f (516, Xns )P(OIX, Y)dO. (148)

Pokud nastane ptipad, Ze vysledny integral v (1.48) nebude analyticky feSitelny, lze vyuzit vhodné
aproximace pomoci diracovskych pulzi (1.49) a vypoctem pomoci Monte Carlo metody (1.50), tj.

IS :
pOX,y) ~ ~ > 60 -87), (1.49)
n
i=1

/ 1.49 1 .
P = [ P10 %0100 ' [ plTI0.%,00)7 D 600 - 07)d0
L L = (1.50)
= f P10, %,1)5(0 = 6)d0 ~ = > py 10V, X,01).
n i=1 n i=1

V (1.50) 1ze vidét, Ze diky znalosti hodnoty X,,.; a apriorniho rozdéleni parametri dokdzeme predi-
kovat pravdépodobnostn{ distribuci ndsledujici cilové hodnoty jako primér pres v§echny zndmé pravdé-
podobnostni distribuce.

1.3 Agregace

Jiz vime, Ze kazdé sloZce vektoru y je pfifazen pravé jeden prvek z mnoZiny X, tedy:
X1 = Y1

X2 =Y

Xy > Yn

Xy.

V piipadé€, kdy mame presné definované, jakym zptsobem prvky X ke slozkam y prifazujeme, pro-
blém nenastava. Co kdy?z je ale potfeba sniZit pocet dimenzi vektoru y na vystupu?

X5y, kdey’ €RE, k<n (kje fixni).

Tuto operaci nazveme agregaci, jeZ je definovana pomoci agregacni funkce (nebo-li agrega¢niho
operdtoru). Mezi agregacni operatory patfi napiiklad softmax, klasické maximum, minimum nebo arit-
meticky ¢i vazeny pramér. Jak ale najit optimdlni agregacni operdtor nevime. Obrovskd vyhoda této
operace je zajiSténi fixnitho poctu dimenzi na vystupu. Takova situace Casto nastdva napiiklad ve vrstveni
neuronovych siti, ¢i na riznych drovnich stromovych struktur [1].
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1.4 Neuronové sité

Jiz jsme se zabyvali standardni regresi s polynomickymi bazovymi funkcemi, vektoroveé zapsiano
jako:
y = X6. (1.51)

Necht’ f(x) je nyni néjakd vektorova transformacni funkce. VloZzme tuto funkci do (1.51), ¢imZ zis-
kame
y = f(X0). (1.52)

Rozepsanim vztahu (1.52) dostaneme sadu » transformacnich rovnic, tj.

yi1(x1,60) = fl(w0¢o(X1) + w1P1(X1) + wrda(X1) + w33 (Xy) + wada(Xy) +... + wd¢d(X1))

Yr(x2,0) = fz(wo¢o(X2) + w1P1(X2) + wrda(X2) + w33 (X2) + wads(X2) + ... + wd¢d(X2))

Yn(Xn. 0) = f(w0B0(%n) + w11 (Xn) + wrha (Xn) + W33(Xn) + Wada(X) + ... + Wada(Xn)),
coz miZeme pro prehlednost napsat jako
d
yi(x;,0) = f; Z wj¢j(Xi)] Vi€ . (1.53)
j=0

V (1.53) jsme ziskali matematicky popis jednoho neuronu, jenz je graficky zndzornén na Obrédzku 1.4.
Jedni se vlastné o zobrazeni R? — R. Pokud rozepi$eme argument uvnitf transformaéni funkce, tj.

d
yi(xi,0) = f; [Z Wy (%) + wo], (1.54)
=1

miZeme si pov§imnout konstanty wy, které se jinak fika prah (bias). Diky nému je moZné neuron akti-
vovat. Ostatni parametry nazyvame vahami (weights).

Y el (x) |-

Wo

Obrazek 1.4: Jednoduché schéma umélého neuronu s pouZitim identickych bazovych funkci.
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Pokud bychom po transformaci poZadovali vektorovy vystup, hovofime o neuronové siti. V tako-
vém piipade€ pozadujeme, aby vektorova transformacni funkce méla shodné vSechny jeji slozky, tzn.
fx) = (ix),..., (X)) = (f(x),..., f(x))T. Slozky transformac¢ni vektorové funkce f(.) nazyvime
aktivacni funkci. Sit€ miZeme ddle vrstvit a zvySovat naroky na jejich uceni.

Transformaci v (1.52) jsme tedy vytvorili jednovrstvou neuronovou sit’ s aktivacni funkci f(x).

Pozndmka. Poviimnéme si, Ze pokud za f(x) v (1.52) zvolime identickou vektorovou funkci '° dostaneme
znamy vztah y = X6. MuZeme tedy Fict, Ze linedrni regrese je ekvivalentni pojmenovani jednovrstvé
neuronové sité s identickou aktivacni funkct.

1.4.1 Aktivacni funkce

V piipad€ jednoho neuronu je mozné si tuto funkci predstavit jako klasickou funkci vice promén-
nych, kterou zndme z matematické analyzy. Jejimi argumenty jsou vstupy neuronu xi, ..., x; vazené
prislusnymi vahami wy, . . ., wy; doplnéné o prah wy.

Pokud budujeme neuronovou sit’, matematicky se aktivacni funkce zméni na vektorovou funkci, diky
které dokdzeme na vystupu sité dostat vektor dat. Tento vystup mize byt vstupem do dalsi vrstvy, ¢imZ
se sité vrstvi.

Uved’me pro ukazku nékteré typy pouzivanych aktivacnich funkei (zjednodusené jako funkce jed-
noho vstupu):

o Identita — pouZivana v linearni regresi

Sua(x) == x (1.55)

Sigmoida (téZ zvana jako logisticka funkce) — pouZivana predevsim v logistické regresi

1
o(x) i= —————— 1.56
Joe®) 1 + exp(—x) ( )
e Hyperbolicky tangens
JStann(x) := tanh(x) (1.57)

Jednotkovy skok — definovan pomoci Heavisideovy!! funkce

1 pro x>0
Jo(x) :=0O(x) = { (1.58)
0 pro x<0

ReL.U (Rectified Linear Unit) — hojné vyuzivand, ovSem nediferencovatelnd v 0

JReLU(%) := max (0, x) (1.59)

Swish — spojitd, nemonotonn{ aproximace ReLU. Je definovana jako:

1

1+ exp(—x) (1.0

Fswish(X) := x

19znacenou téz nékdy jako Id

U Oliver Heaviside (1850-1925)
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Obrazek 1.5: Grafické znazornéni nékterych vyse zminénych aktivacnich funkei.
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1.5 Teorie grafu

obort diskrétni matematiky, jenZ poskytuje silny nastroj, jak efektivné popsat a fesit zadané problémy.
Prvné fadné zadefinujme nékteré dulezité definice. Zdkladni definice byly Cerpany z [5, 20] a upraveny
do konzistentniho znaceni.

Definice 1.5.1. (Graf) Grafem rozumime uspofddanou dvojici mnoZziny vrcholi V a mnoZiny hran E, tj.
G = (V, E). Kazda hrana je povinné urcena dvéma vrcholy a volitelné smérem nebo vahou.

Pozndmka. Velikost mnoziny V nazveme také poctem vrcholit, znaime |V, a velikost mnoZiny E poctem
hran, |E|. Vrcholy zpravidla zndzoriiujeme jako krouzky a hrany jako dsecky.

Definice 1.5.2. (Orientovany graf) Pokud jsou hrany grafu doplnény o tzv. Sipky, které urcuji jejich smér,
hovofime o orientovaném grafu.

Pozndmka. Hrana se Sipkami na obou koncich zna¢i smér z V; do V; a naopak. V poCtu hran se kazd4
takova hrana pocitd za dvé.

Definice 1.5.3. (Cesta) Cestou v grafu G nazyvame posloupnost vrcholt a hran (Vy, Eq, Vi,..., E, V)),
kde vrcholy Vo, ..., V; jsou navzdjem rizné vrcholy G a ¥i € i plati E; = {V;_1,V;} € E.

Definice 1.5.4. (Souvislost grafu) Rekneme, Ze graf G je souvisly, pokud pro kazdé jeho dva vrcholy
existuje v G mezi témito vrcholy cesta.

Definice 1.5.5. (Kruznice v grafu) Kruznici (cyklem) v grafu G nazyvame posloupnost vrcholi a hran
Vo, E1, V1,...,E,,V, = Vp), kde vrcholy Vy,...,V,_; jsou navzdjem rizné vrcholy G a ¥i € 7 plati
E;={Vi.1,Vi} € E.

Definice 1.5.6. (Ohodnoceni hran) MnoZinovou funkci W : E(G) — R nazveme ohodnocenim hran.

Definice 1.5.7. (Vzdalenost v grafu) Necht' G je graf. Pro vrcholy V; a V; definujeme Cislo dg(V;, V;)
jako nejkratsi délku cesty z V; do V. Toto ¢islo nazveme vzdalenosti vrcholu V; a V; v G.

Pozndmka. Funkce dg : V X V — Ry obecné spliluje axiomy metriky a nazyvime ji metrika grafu G.

x
@ &
v
>

V3

Obrazek 1.6: Ukdzka grafu se tfemi vrcholy a ¢tyfmi hranami
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1.5.1 Stromy

Po stru¢ném tdvodu do teorie grafit mizeme piejit k vice konkrétnimu ptikladu grafu, a to stromu.
JelikoZ je tedy strom pouze konkrétni realizace grafu, vztahuji se na néj vSechny definice vyslovené v
sekci 1.5.

Definice 1.5.8. (Strom) Pojmem strom rozumime souvisly graf neobsahujici kruZnici.

Teorém 1.5.9. (Alternativni definice) Necht’ je dan neorientovany graf G. Nasledujici trvzeni jsou ekvi-
valentnf:

1. G je strom.

2. Kazdé dva vrcholy v G jsou spojeny prave jednou cestou.

3. G je souvisly, avSak po odebrini jakékoli hrany se G stane nesouvislym.

4. G neobsahuje kruZznici, ale po pridani jakékoli hrany se G stane cyklickym.
5. G jesouvisly aplati |[V| = |E| + 1.

Definice 1.5.10. (Les) MnoZinu navzdjem nepropojenych stromti nazveme les. TéZ hovoiime o neorien-
tovaném grafu, ve kterém jsou libovolné dva vrcholy spojeny nejvysSe jednou cestou.

Definice 1.5.11. (Polystrom) Pokud nahradime orientované strany neorientovanymi, a tim ziskdme neo-
rientovany acyklicky graf, jedna se o polystrom.

Ve
<5
Vi
£
\ —/12—4/ V4
Vs
0
V={Vi,... VehIVI=6 Y
E={E\ g}, |El=5
V3
%)
Vs

Obrazek 1.7: Ukazka neorientovaného stromu.

Pro nds je ovSem dulezité se v grafu orientovat, respektive znat smér. Rozsifme tedy neorientované
stromy o jeden vyznacny vrchol, a to koren. Tim strom zakotfenime a definujeme v ném orientaci hran.

v s

stromu takovy, Ze z ného nevede Zadna orientovana hrana, nazveme tento vrchol listem.
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Definice 1.5.12. (Nazvoslovi) Necht' je dan strom G s jednim kofenem K a V je néjaky jeho vrchol
mimo koren a list. Plati:

e Vrcholim se téZ ikd uzly.
e Uzel lezici na cesté z uzlu V do libovolného listu stromu se nazyva potomek V (PO).

Piedek V je libovolny uzel na jednozna¢né cesté od kofene do uzlu V (PR).

List je uzel, ktery nema Zadné potomky.

Vétev oznacuje jednoznacné urcenou cestu od korene k listu.
e Bezprostfedné nadchazejici uzel V ve sméru kofene se nazyva syn (S) uzlu V.
o Uzel bezprostiedné predchdzejici V je rodi¢ (R) uzlu V.

Pozndmka. Koren stromu tedy nema rodiCe a list stromu nemtize mit Zddné syny. Ostatni uzly mohou
mit libovolny pocet synt. Kofen stromu je prave jeden.

PO Pf A‘A
PO\PO/PO \S/
/ /
PR/'V_)PO R/V—)S
| |

Obrézek 1.8: Ukdzka orientovaného stromu a vztahu mezi uzly z definice 1.5.12.
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1.6 Stromové struktury

Nyni mtizeme i diky sekci 1.5 zadefinovat novy typ datové struktury, a to v praxi hojné vyuzivané
stromové struktury (ddle jen stromy). Dosud jsme na stromy nahliZeli spiSe matematicky. V této sekci
budeme chtit nastinit jejich potencidl v oblasti reprezentace dat pomoci téchto datovych struktur.

Definice 1.6.1. (Strom jako datova struktura) Stromem rozumime abstraktni datovy typ, ktery simuluje
hierarchické stromové struktury popsané v podsekci 1.5.1.

Definice 1.6.2. (Podstrom) Podstromem nazveme ¢4st stromové datové struktury tvofené jednim uzlem
a vSemi jeho potomky.

Pomoci stroml dokdZeme popsat data, kterd chceme vysvétlit. Vyvstava otdzka, jak tuto strukturu
prevést na vektor Cisel, se kterym jsme jiz zvykli pracovat. K tomu bude potieba jistd parametricka
transformacni funkce, jejiZ parametry se budeme chtit ucit (vice v kapitole 3).

Stromy délime na:

1. neuspotfddané — pro dany uzel nejsou uspoifddédni potomci,

Moev s

2. usporadané (zakorenéné) — vSichni potomci daného uzlu jsou sefazeni, pro nase tcely uZite¢néjsi,
abychom védéli, kde se praveé v daném stromu nachédzime.

1.6.1 Usporadané stromy

My se v rdmci této prace omezime pouze na usporddané stromy, ve kterych chceme znét ndvaznost
uzld a vztahy mezi nimi, jelikoZ v kazdém uzlu stromu miiZe byt obsaZena urcitda hodnota, podminka,
ndhodna veli¢ina nebo dalsi strom. Piipadné miZe reprezentovat dalsi odd€lenou strukturu dat (napf.
neuronovou sit’). Uspofddané stromy muZeme téz oznacit jako orientované.

Obrézek 1.9: Ukdzka usporddané stromové struktury (polystrom).



Kapitola 2
Zakladni pouziti pojmu

V kapitole 1 jsme definovali dileZité pojmy z riznych oblasti matematiky a optimalizace. Pfedevs§im
pravé na téchto dvou obsahlych tématech stojf strojové uceni (ML'), které tizce souvisi s pojmem umélé
inteligence (AI%). Definujme:

Definice 2.0.1. (Artificial Intelligence) Uméla inteligence je oblast informatiky zabyvajici se tvofenim
stroji schopnych provadét tikony, které typicky vyzaduji lidskou inteligenci.

Definice 2.0.2. (Machine Learning) Strojové uceni je aplikace umélé inteligence, kterd umoznuje systé-
muim se ucit a vylepSovat se na zakladé zkusenosti bez dodatecného programovani. Proces uceni probiha
na dodanych datech optimalizaci ptislusnych parametrt k uréovani predikci nebo samostatnych rozhod-
nuti.

Strojové uceni délime na:

e Uceni s ucitelem (Supervised Learning) — zname jak vystupu, tak vstupy. U¢eni probiha na doda-
ném datasetu ve snaze predikovat dalsi hodnotu ¢i tfidu.

o Uceni bez ucitele (Unsupervised Learning) — ucici proces probiha bez dispozice kritéri{ na sprav-
nost hledané transformace. Uceni probihd pouze na informacich ve vstupnich dat.

e Kombinaci vyse zminénych (Semi—supervised Learning) — pti procesu uceni je k dispozici malé
mnozstvi vstupd s pfifazenymi vystupy a vétsi mnozstvi té€ch, které je prifazené nemaji.

o Posilované uceni (Reinforcement Learning) — stavi na pfitomnosti tzv. agentii pfi procesu ucen,
ktefi se uéi ziskdvanim odmeén ¢i trestii. Neni potfeba uitele [21].

V ramci této bakalarské prace se setkdme pouze s prvnim ze zminénych. Zejména pfi tlohach regrese
(jiz v kapitole 1) a klasifikace (bude vyloZeno zavérem této kapitoly). Uceni bez ucitele se vétSinou
aplikuje pfi tlohach shlukovani, kdy je potfeba zaradit objekt do skupiny s podobnymi vlastnostmi.

1z anglického Machine Learning
2z anglického Artificial Intelligence

34
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2.1 Analyticky reSitelny priklad Elbo

Ackoli v praxi pouzivana pravdépodobnostni rozdéleni v kombinaci s obtizné feSitelnymi integraly
zpravidla nejdou analyticky spocitat a je tfeba pouzit numericky vypocet, ukdzeme si v této sekci i jedno
z mala analytickych feSeni jednoduchého, demonstrativniho prikladu. Radi bychom urcili, jak vypada
(6, aly1, y2), tedy aposteriorni pravdépodobnostni rozdéleni pro parametry.

Mé&jme opét nam jiz zndamy systém rovnic y = X6 + e. Necht' dile y € R, 8 = (6,0)" € R?, e € R?
a X =1 € R>2. N4§ model tedy vypad4 takto:

y1=0+e
2.1
y2=9+62. ( )

Prvné si nadefinujme a ozname potiebné Cleny k vypoctu. Spolu s tabelovanymi hodnotami rozdé-
leni zanesme vse do prehledné tabulky:

Zvolena rozdéleni ‘ Tabelované hodnoty
9(®) = N(.0) E(3)=3
g(@) = il'(y,0) E(ne)=Iné -y (y)
yi ~ N(6,1),Vi € (1,2} ¥(z) = L1nT(2)
6~ N(©O,a) iT(a,B) o« x L exp(B/x)
a ~11'(0,0) i'0,0) o< 1/a

Tabulka 2.1: Pfehled parametri a rozdéleni k vypodétu

Pozndmka. Ackoli neni I'-funkce v bodé 0 definovédna (integrél je divergentni), v praxi definujeme tzv.
Jeffreyho apriorno [11], kdy poklidime a a 8 rovno &islim velice blizkym nule. Jeho vyjimecnou
vlastnost{ je to, Ze do systému nevkldddme nadbytecnou informaci, kterd by mohla zvySit nasi miru
neurcitosti. Pro nase tucely (a hlavné v praxi) je tedy moZné zavést tabelované hodnoty v Tabulce 2.1.

Vypocet
PfepiSme hledanou distribuci pomoci znalosti ze sekce 1.1:

L1 p(a,0,y1,y2) 12 p(y110)p(y210)p(0) p(a)
Oly1, ) = = ) 2.2
Pl fly1. y2) 1. y2) P, y2) 2

Vypocist Citatele v (2.2) je trividlni zaleZitost dosazeni konkrétnich distribuci z Tabulky 2.1. Jmenovatele
vypocteme marginalizaci pres 6 a a:

Pray) = f f p(@. 0. y1. y2)d6der = f f P10 PO (@) p(a)ddda

1 1 1 1 1
o ff exp (_E(yl - 0)2) exp (—E(yz - 0)2) % exp (_Z(O - 0)2) Ededa/

Integral v (2.3) je, bohuzel pro nés, analyticky nefeSitelny. Tato skutecnost je demonstrovana dosaze-
nim distribuci bez pfislu§nych normaliza¢nich konstant. Proto vyhodné vyuZijeme KL divergence mezi
aproximativni, navolenou, a skute¢nou distribuci, kterou hledame.

(2.3)
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1.47 p(ZIY) 1 9 f ( |Y)) ozn.
KL = 1 [Z) In dadf = K 2.4
(q@lIp(zly)) f q(@) n( e ) aOq@)In| o 2.4)

Diky vhodné zvolenym aproximativnim distribucim lze tento integral analyticky spocitat. Integrovat
budeme pres oba supporty volenych distribuci, tedy supp g(60) a supp g(@). V takovém piipadé oznacme
H jako kartézsky soucin téchto dvou mnoZin, tj. H = supp g(6) X supp g(@).

3 P, aly) LS f f (p(yllé))p(yzl(?)p((?)p(a))
= 0 In dado 0 In dadb
ffH 4@ In ( 2O)q(a )) 1O\ = @pure |

*

Zaméfme se nyni na Upravu logaritmu v integrdlu oznaceného jako %, do které dosad’me patficné
hustoty pravdépodobnosti. Vyraz se budeme snazit co nejvice zjednodusit a zpiehlednit.

* = (ln (Pw110) + In(p(210)) + In (p(®)) + In (p(@)) — In (q(8)) - In (¢(@)) = In (p(y1)) ~ In (P(yz))) =

- f fH q4(0)q(e) In (p(y116))dado + f fH q(0)q(e) In (p(y2l6))dado + f fH q(0)q(e) In (p(6))dado+
+ f fH q(0)q(e) In (p(a))dads - f fH q(0)q(e) In (q(6))dad - f fH q(0)q(e) In (g(@))dadt—
- f fH q(0)g(a) In (p(y1))dardd - f fH 9(0)q(e)In (p(y2))dadd = o

Diky znalosti vlastnosti z kapitoly 1 ted” vyhodn& na vSechny dil&f integraly aplikujeme Fubiniho?
vétu a vypocteme. Prvné je rozdélme na tfi skupiny:

o 1. skupina: Analyticky fesitelné integraly.
1 2
| 4O9@1n P116))dadd = Eye) [In(py116)] o (=51 - 6)

f f q(0)g(a)In
H

p(y2l0))derdt = Eqe) [In (p(216)) ] o <—1(y2 - e>2>

( ;

2 | (2.5)
f L q(0)q(e) In (p(8))dadd = Ey) [In(p())] o« <_Z + ln(%»
1
f L q(@qg(a)In (p(a))dad@ = Ey) [ln (p(a))] oc <ln(;)>
e 2. skupina: Tabulkové entropie pfislusnych rozdéleni.
f f 9(0)g(@) In (¢(6))dad6 = f In((6))q(6) ( f q(a)da) do = —H[g(0)]

H supp q(6) supp g(@) (2.6)

[[ a0 (g@)dods= [ in(g@)ace) ( | qw)de) da = ~Hg(@)]
H supp g(a) supp ¢(6)

3Guido Fubini (1879-1943)
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o 3. skupina: Hodnoty p(y;) a p(y2), jeZ nejdou analyticky spocitat. Jedna se o ¢len In p(x) v (1.47),
o kterém bezpecné vime, Ze nezavisi na 6, protoZe integrace pres tento parametr v nich jiz probéhla.

f f 4(6)g(@) In (p(y1))dadd = In (p(y:)) 9(0) ( f q(a)da) do = In(p(y))
H supp g(a)

supp ¢(6)

[ a@at@ i (ptv)dads = n ) [

upp q(6)

a(®) ( | q(a)da) a6 = 1n (p(y2))
supp g(a)

Pozndmka. 3. skupinu oznacime celkové za konstantu c, kterd neovlivni numerickou optimalizaci a je
mozné ji vzhledem k K zanedbat.

o = Eqe [In(p110))] + Eqo [In (p216))] + Egeoy [In (p©))] + Eqgier [In (p(@))] + H [(®)] + HIg(@)] + ¢
2.7)

K jsme nakonec upravili do podoby (2.7). JelikoZ jsou v optimalizacnich procesech optimalizovany
parametry, neni pfimo nutné pracovat s normalizacnimi konstantami, které na nich nezdvisi. Proto dosa-
dime (2.5) do (2.7) a spocitame:

1 1 6> 1 1
e (=30 =0 (5002 (55 o) i) b g

- (V1 -2+ 4 + o) - ! (3 — 2y + 1% + ) (1n(5) — Wy + %(/12 + a’)) L @8

1
2 2 2

1
+(y) ~ In(8) + (5 1n<rr>) + (v + 16T () - (1 +YW)).
Tim jsme spocCetli hodnotu KL divergence zavisejici na Ctvefici parametrii (u, o, y, 6), kterd mtize

byt nyni naimplementovana do programovaciho prostfedi a optimalizovana pfes zminéné parametry, tzn.
hleddme

(&, 6, %,0) = argmin KL (q(6, alu, 0, y, 9l p(6, aly1, y2)) - (2.9)
07,0
400 - F0000¢ 400 - L
, \\ 100017
1 0.000¢ J/ AN
/ \
300 300 - / Y |-0.001¢
0.000¢ ) N

; \ r0.001%

00 |- L0000 a0 1 ; - +0.001¢
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Obrézek 2.1: Contour plot distribuce p(6, aly;, y2) (vlevo) vycislené v bodech (y;,y,) = (11, 12) a distri-

A

buce g(0, a|u, o, v, 0) v hodnotach odhadu 4, &, %, 0.
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2.2 Analyticky reSitelny vicerozmérny priklad Elbo

UvaZujme vicedimenzionalni pravdépodobnostni model s nasledujicimi pravdépodobnostnimi distri-
bucemi:
p(y, 01X, @) = p(yl6, X)p(Bla) = N(X8,DN(0,a7'T)

1 ;o1 (2.10)
pOla,y, X) o p(ylf, X)p(fla) = exp ~5 lly — X6ll; — Pt el | -

Pozndmka. Je dobré zamyslet se zde nad vyznamem symbolu «. Matematicky se jedna o skaldr, ovsem
miZeme si ho také predstavit jako konstantu ndsobici (d + 1)-dimenziondlni vektor jednicek, tj. « -
(1,...,H" = (a,...,a)". Pro viechny piipady je tedy a stejna. Diky uZité konvenci zapisujeme jako

v

a” pred kovanancm matici kvili prehlednéjsimu zdpisu vicedimenziondlniho Gaussova rozdéleni.

I pres predpoklad znalosti feSeni z (1.46),

POl y. X) o N (OI(XTX + o) Xy, XX + o)),

ho zkusime odvodit pouZitim minimalizace KL divergence. Abychom mohli zavedenou KL diveregenci
pouit, je tieba predpokladat aproximativni distribuci ¢(6) = N(0, Z).

9(0)
p(yl0,X)p(0)
= f q(0)Ing(6)d6 + f 4(0) (- In p(yl6, X) — In p(6)) d0

KL(4qllp) = f q(0) ln{ }dé’ = f q(6) (In g(0) — In p(y|0,X) — In p(8)) dO =

@2.11)

V rovnici (2.11) rozeznavdme jiz zndmou definovanou veli¢inu (1.21).

2.2.1 Entropie vicerozmérného Gaussova rozdéleni

Dale si pfipomenme, jak vypada vicerozmérné Gaussovo pravdépodobnostni rozdéleni ndhodného
vektoru 6 (1.26):

. 1 1 1 el N 1 | .
p(016,%) = FW exp {—5(0 -0’z - 0)} i P {—5(0 -0’z - 0)},
) 2

kded € N, 0 je (d+1)—dimenziondlni vektor stfednich hodnot, X kovarian¢ni matice dimenze (d + 1) X (d + 1)

a |X| oznacuje hodnotu determinantu matice X. Spoctéme tedy hodnotu entropie:

f ¢(0)In g(0)do = — (— f O q(0)d0) o
1 | .
q(0)1n (IZIW exp {—5(0 -0z - 0)}) da) o

oc —

o —

1 1
q(O)ln(lle/Z)d0+ f q0) (0 -8)"="'©0- 0))d0)

S
[

el
ol

o — In([=)..

(2.12)

+5Eq0 (CEORCE 0)])

(o
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Vypocet KL divergence a reSeni

Nyni je tfeba dopocitat vztah (2.11). Prvni ¢len jsme jiZ spocetli a vyjadrili jako zdpornou spojitou
entropii vicedimenziondlntho Gaussova pravdépodobnostniho rozdéleni. V druhém clenu pozorujeme
definovany vyraz stfedni hodnoty argumentu pfi mife g(6). Ziejmé plati i Fubiniho véta diky omezenosti
a mefitelnosti pravdépodobnostnich funkci.

f 4(0) (—In p(yl6,X) — In p(8)) d6 = E g [~ In p(y16, X) — In p(8)] &

ozn. 1
£l < (v - %0)"(y - X8) + 08”0 )> < > (Yy-o'x"y- yTX0+0TXTX0+a0T0)>

NeZ budeme pocitat ddl, je velice vyhodné uvédomit si, co vlastné &len 87 X7X6 rozmérové repre-
zentuje. Ovéfme rozméry: @7 € R4+ XT ¢ R X ¢ R™4+1 3 § € R¥1X! Po vyndsobeni viemi
komponenty vznikne skaldr, tedy regularni matice 1 X 1, na kterou miizeme beztrestné aplikovat linearn{
maticovy operator Tr — Stopa*. Stopa ndm nabizi moznost prohozeni pofadi 87 v jejim argumentu (pfi
neporuseni rozmérové podminky nisobeni). Soubézné aplikujme tuto Upravu i na posledni ¢len.

—_—

Ty-0"x"y - y'X0 + Tr (0" X" X0) + Tr (aOTH))> =

—_—

(vy
(y'y-0"x"y - y"%0 + Tr (X" %00") + Tr (aaaT))> =

(2.13)
(
(v'y

(
yy—0"XTy —y'X0 + Tr (XTXOOT + aOOT))> =
(

—_—
N = = = =

—_—

Ty —9"xTy - y'x0 + Tr (XX + a/]I)GGT))>
V poslednim kroce aplikujeme stfedni hodnotu a jeji vlastnosti na vyraz (2.13) pfi mite g(6). Tedy:
% (yTy " xTy —yTX0+ Tr ((XTX +aD) @9 + ):))) . (2.14)
Nyni jsme schopni vyjadfit vyslednou KL(g||p) jako soulet (2.12) a (2.14),
KL(gllp) = —% In (X)) + % (yTy — 9" xTy —yTX + Tr ((XTX + o))" + 2))), (2.15)

a optimalizovat numericky.

4z anglického Trace
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2.3 Metoda logistické regrese

Logistickou regresi oznacujeme metodu, diky nizZ dokaZeme jisté tfidé nebo jevu existujici ve dvou
stavech pfiradit pravdépodobnost v intervalu [0, 1]. Lze rozsifit na vice tfid nebo jevd. Diky znalosti ze
sekce 1.4 Ize logistickou regresi oznacit za jednovrstvou neuronovou sit’ se sigmoidalni aktivaéni funkci.

Necht' y je vektor n ¢isel sloZenych pouze z nul a jednicek (napiiklad v (2.16)). Radi bychom nynf{
tuto binarn{ tfidu predikovali. Pfeved’ me tuto myS$lenku do feci pravdépodobnosti:

Y1 1 P(Y; = 1|P(xy)) p(y1 = 1|P(x1)) pi
Y2 0 P(Y> = 0|®(x2)) p(y2 = 0|@(x2)) P2
y3| = [ 1| 5 [P(Y3 = 110Gx3) | 113 | pys = 110(x3)) | = | 3 |, 2.16)
Yn 0 P(Yn = O|(D(Xn)) P(!/n = 0|(D(Xn)) Pn
Udalost, zda jev nastal nebo ne, se modeluje pomoci ndhodné veli¢iny Y = (Yy,..., Y,)T, kterd

ve svych slozkdch nabyva hodnoty bud’ 0, kdy jev nenastal, nebo 1, pokud jev nastal. Takové slozky
ndhodné veliciny Y; se fidi Bernoulliho (alternativnim) rozdélenim s parametrem p;, tj.

Y; ~ Be(p;), Vi € h. 2.17)

Radi bychom vSak dokézali urcit pravdépodobnost, s jakou i—td slozka Y nabyde hodnotu O, ¢i 1.
K dispozici mdme mnoZinu pozorovani, odpovidajici bazové funkce a cilové hodnoty.

Y, = {1, s pravdépodobnosti  p; = p(C|D(x;)) 2.18)

0, spravdépodobnosti 1 — p; =1 - p(Ci|@(x;)) = p(Co|D(X;))

Pozndmka. C; a C; zde oznacuje pojem tiidy (class), konkrétné tfidy jednicek a nul (nékdy také pozitivni
a negativni piipady).

2.3.1 Logisticka funkce

Pomoci logistické funkce (1.56) Ize interpretovat transformaci pro i—tou sloZku ndhodné veliciny Y:

pi = pCIIOX) = fir (67 D(x)). (2.19)

Diky jejim vlastnostem,
li )= i ! =0 A lim f,(x) = li ! -1 (2.20
Am o) = lim 1 +exp(-x) A Je () = lim, 1 +exp(-x) 20

dostaneme na levé strané (2.19) vzdy &islo mezi 0 a 1 (neuvaZujeme limitni stavy). Rikame tedy, Ze
n-rozmérnému vektoru y odpovida prislusny vektor pravdépodobnosti, ktery ho vysvétluje.
Pokud

— 1, pak jsme si jistéjsi jednickou.
Jo(x){— 0, pak jsme si jist€jsi nulou.

= %, pak se nachdzime v oblasti nejvétsiho Sumu, nedokdZeme rozhodnout.

Pozndmka. Vektor y zde reprezentuje realizaci ndhodné veli¢iny s Bernoulliho rozdélenim a se sigmoi-
dalni pravdépodobnostni funkci.



KAPITOLA 2. ZAKLADNI POUZITI POJIMU 41

M¢éjme set S = {y;, ©(x;) | i € i}, kde y; € {0, 1}, O(x;) znaci vektor bazovych funkci pro i—té pozo-
rovani a n € N. ZapiSme odpovidajici hustotu pravdépodobnosti:

p10) = [ [ (= pp' ¥ 221)
i=1

Ztratovou funkci L(6) zapiSeme jako zaporny logaritmus (2.21), tj.

n

L(®) = =In (p(yl) = = > (i In pi + (1 =y In(1 = py)). (2.22)
i=1

2.3.2 Bayesovska logisticka regrese
Kdybychom chtéli na logistickou regresi nahliZet bayesovsky, tedy vyjadrit

p@ly), (2.23)

setkdme se s nemoZnosti integrace v ramci Bayesova pravidla. Proto je tfeba zavést reparametrizacni
trik, diky nemuz (2.23) aproximujeme a nasledné pouzitim Elbo zoptimalizujeme.

Reparametrizacni trik

Necht e ~ N(0, 1). Pro g(m) = N (um, an) a néjakou f(m) lze aproximovat:

m® =, +2e?, Vien. (2.24)
Monte Carlo 1 - A\ 2.24 1 & -
Egom [Fm] "% = 57 f(mP)E = > f (i + o) (2.25)
i=1 i=1

Toto je presné pro velka n. OvSem pokud budeme brat n = 1, ziskdme nestranny (nevychyleny)
odhad gradientu. Budeme-li vypocet mnohokrit opakovat, docilime rovnosti:

Eqom LF0m)] = Epe) | £ (1 + oe)] (2.26)

2

coZ ndm umozni optimalizovat pfes parametry y, a o,

Bayesova pravidla.

a vyhnout se tak problému s integraci v rdmci

2.3.3 Vicetridova logisticka regrese

Pokud bychom chtéli pracovat s k tfidami, musime zavést novou transformacni vektorovou funkci.
Jednad se o tzv. zobecnéni logistické funkce, jejiz vektorovy vystup mé hodnoty sloZzek omezené na inter-
valu (0, 1) a jejich soucet je 1. Diky této transformaci dokazeme prevést vicettidovy problém na problém,
ktery jizZ umime fesit.

Definice 2.3.1. (Softmax funkce) Vektorové zobrazeni f, : R* — R”, jehoz i—ta sloZka je definovana
jako

exp(x;) ..

fa-i(X) = m, Yien, (227)

nazveme softmax funkce.



KAPITOLA 2. ZAKLADNI POUZITI POJIMU 42

Priklad

Generujeme 1000 dvoudimenziondlnich pozorovani z N>(0, ), jez uspordddme do matice X. Necht’
pravé @’ je napt. (0, 10). Sestavme nyni zptsob, jakym chceme generovat vektor y’ pomoci vy$e zmingé-
ného:

Y =o@" - X) (2.28)

Aplikaci Bernoulliho rozdéleni na vektor y” ziskdme vektor y obsahujici pouze 0 nebo 1.
Model mizeme sestavit jako jednovrstvou neuronovou sit’ se sigmoidalni aktiva¢ni funkct, tj.

model(9) = o(8” - X), (2.29)

s odpovidajici ztratovou funkci (2.22) a natrénovat. Jako optimalizator je pouzit ADAM s krokem 0.01.
Proces uceni 6 zacneme v bodé (1, 1) a jako pocet iteraci zvolime dostate¢nych 10000.

100 -

15F

50F

Hodnoty parametrd

BD o I..- — i i i i
0 2500 5000 7500 10000
Pocet iteraci

Obrazek 2.2: Proces u€eni parametru 6 v zdvislosti na poctu iteraci.

Na Obrazku 2.2 je vidét, Ze nauCeny parametr 6 odpovidd nimi zadanému parametru 6'.



Kapitola 3

Vysvétlitelnost

Casto se v ramci umglé inteligence a strojového ucent setkame s metodami, které i pies jejich vykon-
nost a schopnost fesit slozité tkoly nedokazi interpretovat dosaZzené vysledky v jednoduché a srozumi-
telné podobé. Jeden z divodu tkvi ve zpracovavani vysokodimenziondlnich vstupnich dat v kombinaci
s mnozstvim nelinedrnich a do sebe vnofenych transformaci, diky kterym jsou dosahovany pravdépo-
dobnostni rozhodnuti napii¢ modelem. Model, jenZ takové metody pouZivd, miZeme oznaCit za tzv.
black box [3]. Nazev odrazi skutecnost, Ze ani Clovek, ktery model navrhl, nedokaze vysvétlit, proC se
Al rozhodla tak, jak se v ur€itém misté rozhodla. Vysvétlitelnost jde ruku v ruce s pojmem interpretova-
telnosti jeho uceni, respektive jak urcitd rozhodnuti vysvétlit a navic i interpretovat.

Existuje mnoho moZnosti, jak vysvétlitelnou Al definovat. Jedna z nich je nastinéna v [3]:

Definice 3.0.1. (Explainable Al — XAI) Vysvétlitelna uméla inteligence je systém, ktery vytvaii detaily
nebo diivody, pro€ je jeho fungovani jasné nebo snadno srozumitelné.

XALI potfebuje ke svému fungovdni jizZ zminény black box. Vytvori nad nim vrstvu, natrénuje ho a
tuto vrstvu zpétné vysvetli.
Naproti tomu definice interpretovatelného strojového uceni [10]:

Definice 3.0.2. (Interpretable ML — IML) Interpretovatelné strojové uceni odkazuje na metody a modely,
které ¢inf chovani a predikce systému pochopitelnym pro lidi.

IML se black boxu vyhyba. Od za¢4tku madme model, ktery m4 uréity vyznam a jiZ z principu mus{
byt vysvétlitelny.

Byly téZ vytyCeny pilite, jeZ by mély byt cilem XAI. Mezi né napiiklad patii: ddvéryhodnost, pii-
¢innost, spolehlivost nebo informativnost modelu. My se v rdmci této praci budeme vénovat technikdm
minimalizace poctu parametri v modelu k ziskan{ tzv. Fidké parametrizace, kterd ndim umozni model
jednoduseji vysvétlit.

3.1 Ridké parametrizace

Predstavme si, Ze mame model, ktery obsahuje tisice parametrt. Intuitivn€¢ mizeme predpokladat,
Ze i kdybychom ziskali potfebnou presnost, natrénovat tolik parametrd miZe zabrat aZ nedmérné moc
Casu. Proto existuji jisté techniky a metody, jakymi lze z téchto parametrii vybrat ty, které jsou pro model

vyznamnéj$i nez ostatni, a diky nimz jej dokaZeme patiicné vysvétlit. Tedy, aby co nejvice z nich bylo
nulovych za pfedpokladu, Ze jsou pro model nevyznamné.

43
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Prvné definujme pojem, se kterym se budeme v této kapitole Casto setkavat:

Definice 3.1.1. (Pfiznak) PFiznakem rozumime méfitelnou vlastnost nebo charakteristiku pozorovaného
jevu. V naSich modelech lze ztotoZnit s nezavisle proménnou.

Metody

1. Ly regularizace
M¢éjme model s odpovidajici ztratovou funkci L(6). Pridejme k ni dodatecnou podminku na 6, tzv.
Ly normu:
d
L'(0) = L) + 1]|0]|y , kde [|0]lp = ZI[wj # O]. 3.
Jj=0

Koeficient 1 € R se nazyva vdhovy regularizacni faktor a je moZzné diky nému regulovat pocet
nenulovych parametrd v modelu. Ly norma tedy omezuje pocet nenulovych komponent 8 a napo-
mdh4 fidkosti v odhadu 6. ReSen{ optimalizacni dlohy (3.1),

6 = argmin L' (0), (3.2)
0

je vsak zbytecné slozité a vypocetné narocné. Hlavné diky nediferencovatelnosti Lo normy [8].
Proto budeme vyuzivat jinych technik.

2. Feature selection
Pomoci této metody dokdZeme vybrat podmnozinu relevantnich pfiznaku (features), které jsou pro
model vyznamné. Pouzivame tfi rizné pristupy [15]:
e Top Down — postupné snizujeme pocet pfiznakii a pozorujeme, jak se ndm méni trénovaci
¢as a presnost,
e Bottom Up — obdobné jako u Top Down, ov§em s postupnym zvySovanim piiznakil,
e Kombinace Top Down & Bottom Up — kombinace vySe zminénych, kdy mizeme zpocatku

postupné zvySovat, a poté snizovat pocet priznakl. Nebo naopak.

Pokud jiz zname feseni, pak tato metoda dokaze uSetfit trénovaci Cas a ziskat fidky parametr.
Problém tkvi v tom, Ze ndm toto feSeni nikdo dopiedu nefekne. Bez jeho apriorni znalosti je tato
metoda vypocetné narocnd, a proto ji t€Z pouzivat nebudeme.

3. Shrinkage prior — téz zvana utahujici se apriorno

Opét uvazujeme 0 jako vektor parametrd. Je pochopitelné, Ze jen nékteré jeho komponenty budou
daleko od nuly. Napftiklad v regresi nebo v klasifikaci s mnoha nezédvisle proménnymi ocekdvame,
Ze jen nekteré jsou vyznamné, a proto se poji s nenulovym parametrem. Z kapitoly 1 vime, Ze plati:

Aposteriorni distribuce oc Vérohodnost X Apriorni distribuce 3.3)

Proto se na problém za¢neme divat pravdépodobnostnim piistupem a apriorné¢ budeme volit urcité
distribuce, které ndm pomohou zjistit, které parametry jsou v modelu nevyznamné a docilit tak
fidké parametrizace modelu [14]. Pokud je néjaky z parametrti v modelu nevyznamny, apriorno
prevazi a utdhne jeho pravdépodobnost k nule.
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e Spike & Slab
Tzv. Spike & Slab prior [4] je jedno z nejpopularnéjSich utahujicich se aprioren a ¢asto po-
vazovano za zlaty standard k docileni fidkého Bayesovského feseni. Jako apriorni distribuce
je zvolen mix dvou Gaussovych distribuci:

wj ~ LN, %) + (1 = )N, €, j e d, (3.4)

kde € < c a 4; € {0, 1} fidici se Bernoulliho rozdélenim ndm fika, zda je parametr w; blizko
nule (Spike, implikuje A; = 0) nebo ne (Slab, implikuje A; = 1) [14]. U této metody je vSak
nutno nastavit celkem tfi parametry (1, ¢, €%). Existuje proto jisté n&jaké nastaven{ téchto tif
parametrt, kde tato metoda selZe.

e Laplaceova' distribuce
Zvolime Laplaceovu distribuci [2] s nulovou stfedni hodnotou jako apriorni, tedy:

LI |
p(x|0,b) = T exp( 5 ) (3.5)

Koeficientem % dokadZeme korigovat miru, kterou je vyraz tlacen k nule (Ize pro konzistenci
téchto koeficientl oznacit jako ). K vérohodnostnimu ¢lenu z (3.3) pfiddvame exponencidlu
s argumentem, jenZ se shoduje se zdporné vzatou L; normou na Euklidovském prostoru [18]:

exp (=416]) = exp (=1110ll,) (3.6)

Velka vyhoda této apriorni distribuce je konvexnost, kterd ndm v kombinaci s konvexni me-
todou (napr. MNC) zarudi jedineCnost feseni ulohy.

o Automatic Relevance Determination (ARD) — jednd se o efektivni ndstroj, kterym doka-
Zeme redukovat pocet nadbytecnych ptiznakt k fidkému feSeni regularizaci prostoru feseni
za pomoci parametrické apriorni distribuce [22]. Uvazujme jako apriorni distribuci na pa-
rametry zobecnéné Studentovo? rozdéleni [16] s nulovou stfedni hodnotou a dal§imi dvéma
parametry 0% a v:

p(0) = f p (0la) p(@)da = St(0, 02, v), (3.7)

kde v znadi pocet stupiiti volnosti.

! Pierre Simon de Laplace (1749-1827)
*William Sealy Gosset (1876—1937) — publikujici pod pseudonymem Student
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Obrazek 3.1: Contour plot pridani Spike & Slab k vérohodnostnimu ¢lenu linedrni regrese, variance fixni
?=200a€ = 55, (@1=09,(b)1=0.6,(c) =03, (d) 1 =0.1.
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Obrazek 3.2: Contour plot pfiddni L; normy k vérohodnostnimu ¢lenu linearni regrese, (a) 4 = 0.002,
(b)4=0.2,(c)A1=5,(d)1=10.

3.2 Ridkost a ARD

V sekci 2.1 a 2.2 jsme jiz setkali s parametrem «. Pfedpoklddali jsme ho jako skaldr. Nahrad’me
jej nyni vektorovym @ naznaCenym v (3.7), ktery po slozkiach invertujeme a umistime na diagondlu
rozmérové odpovidajici jednotkové matice I, tj.

051 O1 0
diag (a_l) = diag (aal,afl_l, .. .,a/;l) = a:l_ 0 (3.8)
0 O 0/;1
@' 0 ... 0) (1 O 0 (¢ 0 ... 0
a_ll[oz:"'diag(a_l)-]lg af‘Il ... 0 0 1 0 _ 0 a}—l ' o)
o o0 aloo 1) Lo o L a

Tim jsme vytvorili jistou kovarian¢ni matici, jejiZ prvky na diagondle (variance) néleZi jednotlivym
slozkam vektoru parametrti 6. @ zde ma vyznam piesnosti a plati:

p(@la) = N(0,a'T) = N(0, diag(a™") - T). (3.10)
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I zde miZeme klast poZadavek na apriorni distribuce pro jednotlivé ;. Pfipomeiime si vzorec (2.10):

1 1
p(yl0, X)p(fla) = exp (—5 lly — X6 - 5@ ||0||%)

a roz§ifme o nové poznatky do vice dimenzi v Euklidovském prostoru:

1 1 . 1 1
P16, X)p(6lar) = exp (—5 ly = %6]3 - > (6" diag (a)o)) = exp [—5 ly - %615 - 5 ; a,-wi] . (31D

JelikoZ jsou komponenty a nezavislé a zcela jisté plati

p@) = [ | pley, (3.12)
j

pak miiZeme pfifadit kazdé komponenté a; néjakou apriorni distribuci, kterd bude mit poZzadované vlast-
nosti na fidkost [19]. Pravdépodobnostni model z (2.10) pfejde do tvaru

Py, 01X, @) = N(X6,DN©,0”'D [ | ple. (3.13)
J
Za p(a;) volime napfiklad I'(0,0) (viz Tabulka 2.1) nebo prdvé zobecnéné Studentovo rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou (3.7).
Pozndmka. Casto se pouzivd i symbol T, ktery zna&i a~!. Ve vice dimenzich tedy T = @, kde inverto-
vani probihd opét po sloZkéch.
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Obrézek 3.3: Contour plot pfidani L, normy k vérohodnostnimu ¢lenu linedrni regrese a apriorni distri-
buce pro a; ~ St(0,02,v), (a) v = 100, > = 1000, (b) v = 0.1, > = 1, (c) v = 0.01, 0 = 1, (d)
v =0.001, 07 = 1.
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3.3 Vice-instanéni uceni

Metoda vice—instanéniho uéeni (MIL?) spadé do oblasti uéeni s ucitelem. Jejim cilem je naudit se
jistou mapu prifazeni mezi instancemi (instances) a jejich oznacenimi (labels). Od klasického strojového
uceni se lisi tim, Ze kaZdy vzorek je popsan pomoci mnozZiny instanci, pricemz velikost této mnoZiny
muZe nabyvat jakéhokoli ptirozeného Cisla vCetné nuly.

Zaved ' me formalni matematické znaceni [13]:

Definice 3.3.1. (Znaceni v MIL) Prostor vSech instanci x; oznaujeme 2 . Prostor jejich oznaceni
jako % . Vzorek (bag) b = {x; € Z’|li € {1,...,|b|}} ekvivalentné piSeme jako b € B = | ;-1 {Xl' eZlie IAc}
Parametricky prostor budeme znacit .

Pozndmka. Pokud |b| = 1, kde |b| znaci velikost bagu, pak tloha pfechdzi na klasické strojové ucend.

Bag
s jednou x € R¢ > f(x)
instanci

Obrazek 3.4: Klasické strojové uceni neboli jedno—instancni (single—instance learning).

DS
.

X N X 10 s 2 >4 XA’

Pozorovéani —3 [ p—> Piedpovéd Pozorovani f | Piedpovéd

4,
5/

Obrazek 3.5: Rozdil mezi klasickym a vice—instan¢nim strojovym ucenim (pfevzato z [9]).

Jeden vzorek (sample) ve vice—instanénim tceni nazyvame bag. Jednotlivé bagy mohou obsahovat
rizné pocCty instanci (instances). Instance je téZ oznaCovana jako vektor priznakid a je popsana fixnim
poctem dimenzi. 4 nazyvdme prostorem bagii a obsahuje vSechny konecné podmnoziny 2. Kazdy
z bagii ma vlastni ptifazené oznaCeni (label). OvSem nevime, jakym zptisobem jsou k tomuto oznaceni
pfifazeny instance v ur€itém bagu. TéZ ne kazd4 instance je nezbytné dileZitd. Mlizeme mezi nimi najit
takové, které nenesou zadnou informaci o jejich tfid€, nebo zda jsou viibec do né€jaké zaraditelné.

Ve vice—instan¢nim uceni definujeme modely jako:

fi1BX)- C, (3.14)

kde f nazyvdme klasifikator a C oznacuje jistou konecnou tfidu napf. pro klasifikaci. Uceni probih4 na
dostupnych datech v datasetu D = {(b;,y;) € Z x Cli € {1,...,|D|}} [9].

3z anglického Multiple—instance learning
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3.3.1 Paradigma vnoieného prostoru

Tento pristup primo definuje vektorovy prostor, ve kterém lze bagy reprezentovat a specifikovat tak
vnofeni kazdého bagu b do tohoto prostoru. Poté 1ze pouZit jakékoli techniky ML na vstupy o fixnich
dimenzich [12]. UkdZeme zde reprezentaci vnoreného prostoru pomoci neuronové sité.

Necht' ¢ : # — R™ je vektorové zobrazeni, jehoz kazda slozka je definovana jako ¢; : & — R pro
Vi € i, tedy:

) = (91(D), ..., dm(D)), (3.15)

kde ¢;() 1ze déle definovat jako
$i(b) = g({k(x, 0)}xep ). (3.16)

Zobrazeni k : 2" x & + Ry zde znali vhodnou vzddlenostni funkci parametrizovanou parametry 6 a
g: USR' - R nazyvéme pooling funkei [13].

Na model nastinény v (3.15) a (3.16) l1ze pohliZet jako na neuronovou sit’ zndzornénou v Obrazku 3.6.
Hlubsi vrstva (Ci vrstvy) vytvaii mnoZinu vzddlenostnich funkci {k(x, 8;)}" |, kterd ndm zobrazi instance
do prostoru R™. Nésleduje pooling vrstva, na jejimZ vystupu bude jeden vektor o fixni dimenzi m. Po-
sledni vrstva mutze slouzit napr. jako klasifikator. Diky této metodé€ 1ze zobrazit bag do prostoru o fixni
dimenzi, se kterym umime pracovat.

Velka vyhoda takto definované reprezentace vnofeného prostoru pomoci neuronové sité je v tom, Ze
pokud zvolime spravnou pooling funkci g(.), pak vSechny parametry funkci k(.) mohou byt optimalizo-
vany standardnim zpdsobem.

k(x;,0)

x; € R? » X; €R”
k(XZ’ 0) - < bl

x, € R? » %, € R” > g(%)) — > ¥ eR" —
k(xp, 0) _ .

xp € R » Xp €R

Obrazek 3.6: Néakres neuronové sité optimalizujici proces vnofovani (prevzato z [13]).
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Bagy Pooling

(11D, x4, V) ——> Agregace

1@, x10,P) \
: —> Agregace

Slozit&jsi X1, xag, P
samplje ar o) — xX eR" —) f
CTIEC) e
(219, ..., x04,®)
! ’ —— Agregace
G, xpa, @)

Obrazek 3.7: Jednoduchy priklad vice—instancniho ucent, kde x; j(k) znamend j-tou sloZku i—té instance
v k—tém bagu.

Na Obrazku 3.7 je vidét, Ze kazdy z bagii ma vlastni agregacni funkci (viz sekce 1.3). V tomto pfi-
kladé jsou uvedeny 3 bagy, kde nad kazdym z nich l1ze provést agregacni operaci. Tim ziskdme tfi vek-
tory, které spojime a ziskdme kompletni popis samplu ve vektorové podobé o fixni dimenzi, tj. X’ € R™.
To umoziuje vstup do klasifikatoru f.

3.3.2 Hierarchické MIL

Postupnym vnotovanim (embeddingu) bagii do uréitych ¢asti prostoru R” vznika tzv. vnofeny pro-
stor (embedded space). Kazdy vystup embeddingu mtize byt vstupem do dalsiho. Hovofime tak o hierar-
chickém vice—instanénim uCeni (HMill).

HMill sample je tvofen uzly rdznych typu, které jsou usporddany do podoby zakofenéného (oriento-
vaného) stromu. Diky této myslence 1ze data reprezentovat jako jejich hierarchii. Kazdy z listd obsahuje
surova data a je mozné k nim skrze strom najit pfimou cestu. To je predev§im obrovska vyhoda tohoto
piistupu.

V kazdé takové trovni (uzlu) stromu budeme mit klasifika¢ni modely, na které bude kladen pozada-
vek fidkych parametrizaci.
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0 X| X2 X3
sub—-bag sub—bag
\ / 1:1
bag < > label
Jednoznacné
prifazeni

Obrazek 3.8: Pfiklad stromového popisu jednoduché hierarchie HMill. V jednotlivych instanci x; jsou
surova data.

Pozndmka. Pro bag je sub—bag jeho potomkem. Na dalSi drovni stromu je sub—bag oznacen jako bag.
Takto 1ze pokracovat libovolné dlouho. Jde pouze o pfimocarejsi terminologii.

Priklad
Necht je ddna jednoduchd stromova struktua (3.17):
y =0 (wix; + max (W - Z)), (3.17)

kde W je parametrickd transformacni matice jednotlivych instanci sefazenych v matici Z. Maximum
je zde agregacnim operatorem nad timto transformovanym bagem. Parametr w; zde predstavuje skalar
a instance X je vektor s odpovidajicim poctem dimenzi jako vystup agregace.

Radi bychom se naudili prvky matice W, ktera obsahuje celkem 4 parametry. JiZ umime fesit klasické
ulohy logistické regrese. Zde mdme pouze navic pfidanou operaci agregace, ¢imZ bychom mohli dlohu
pojmenovat jako logistickou regresi se stromovou strukturou.

Inst Transformace
nstance R—
X1 wq
X
Soucet o(x)
Bag  Transformace Agregace
7 W W.Z ——— X’ e R”

Obrazek 3.9: Grafické znazornéni (3.17).
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Generujme vektor x; obsahujici 1000 jednodimenzionélnich dat z rozdéleni N'(0, 1) (tedy m = 1000)

anecht’ pravé w] = -3a W’ = (3 3) (radi bychom fidkou prametrizaci). Velikost jednotlivych instanci

v bagu Z budeme generovat pomoci Poissonova rozdéleni se stfedni hodnotou 10.
Podobné jako v prikladé na konci druhé kapitoly se po agregacni operaci jednd o stejnou tlohu se
stejnou ztratovou funkei (2.21). Optimalizator opét zvolime metodu ADAM s krokem 0.01.

r:/-,
w3 / ; o
X — £ 10t
E £
Eab £
~ I x
z « g
= ‘.' Q
Zir / g os|
= c W
§=] i | !
=] =] | L]
T T |
1l
VL

L]
T

1F !
1000 0 250 500 750 1000
Pocet iteraci

0 750 500 750
Pocet iteraci

Obrazek 3.10: Proces uceni parametrti matice W. Vlevo bez penalizace. Vpravo s penalizaci L; normy a

koeficientem A = 0.01.

Shoda dat s modelem je dobrd, ale parametry jsou po procesu uceni Gplné jiné neZ ty, které jsme
generovali. Po penalizaci ztratové funkce L; normou s koeficientem A4 = 0.01 sice docilime urcitého
fidkého feSeni, ovSem ostatni parametry v matici nesouhlasi s pivodnimi. To znamen4, Ze model lze
vysvétlil jinak, neZ jsme chtéli. Optimalizace ndm funguje, ale nenif dobfe definovand. M4 pfili§ mnoho

pfijatelnych feSeni a my dostdvame jiné, neZ jsme piivodné pozadovali.

Proto je tfeba model rozsifit o redlna a robustné;jsi data.



Zaver

Bakalérskd prace byla svym zaddnim zaméfena na klasifikaci dat popsanych stromovou strukturou.
Aby bylo moZzné takto zadany problém pochopit a feSit, bylo prvné tfeba osvojit si obsdhlé spektrum
partii matematiky v kombinaci s pojmy z oblasti optimalizace, strojového uceni a umélé inteligence.

V tivodni kapitole byly zpracovany a vysloveny potiebné definice a teorémy ke snadnéjsi orientaci v
problematice. TéZ zde byla zavedena prehlednd terminologie a symbolika, aby ¢tendf co nejlépe dokézal
textu porozumét. PfedevSim byla podrobné zpracovana teorie pravdépodobnosti, matematické statistiky a
teorie grafti k vysloveni Bayesova teorému, odvozeni nastroje Elbo a pochopeni konceptu stromi jakoZto
grafd. Byl zde nastinén zakladni pfistup k optimalizaci numerickych tdloh a jeho mozného vylepSeni
pomoci adaptivnich gradientnich metod. Diky tomu mohl byt ukazan dvoji pristup k feseni vybranych
optimalizacnich dloh. V neposledni fadé byly pfedstaveny neuronové sité a jejich pouziti ve strojovém
uceni.

Ve druhé kapitole byly nazorné aplikovany zavedené pojmy z dvodni kapitoly na jednoduché pii-
klady, které poté mohly byt numericky optimalizovdny. Déle byla vyloZena logistickd regrese a jeji
souvislost pravé s neuronovymi sit€émi. Prace se zabyva predevsim bindrni klasifikaci, ovSem na zavér
kapitoly bylo nastinéno, jak lze prejit k vicetifidové klasifikaci pomoci specidlni softmax funkce.

ZaveéreCna kapitola byla zaméfena predev§im na zakladni vylozeni vysvétlitelné umélé inteligenci a
co vSe s sebou tento pojem nese. Byla uvedena hlavni mySlenka, pro¢ je mnohdy na modely ndrokovana
fidka parametrizace a byly predvedeny rtizné pfistupy a metody, jakymi ji 1ze docilit, pficemZ nejvetsi
diraz byl kladen na metodu Automatic Relevance Determination s apriornem popsanym zobecnénym
Studentovym rozdélenim. Déle bylo popsano vice—instancni uceni, které zobecniuje klasické strojové
uéeni na zdkladé myslenky popisu modelu vektory pfiznaki. Samotny zavér prace se vénoval konceptu
vnotreného prostoru a jeho reprezentace pomoci neuronovych siti. Bakaldrskd prace byla zakoncena né-
hledem do hierarchického vice—instancniho uceni a jeho prinosu k feseni praktickych tloh.

V navazujici praci by bylo vhodné uchopit vybudovanou teorii demonstrovanou na jednodus$sich
klasifikacnich ptikladech a aplikovat ji na sloZitéj$i klasifika¢ni dlohy redlnych dat popsané obsdhlej$imi
stromovymi strukturami za podminky fidkych parametrizaci. Veskeré numerické vypocty by byly opét
provadény v programovacim jazyce Julia.
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