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topé rovinné modely, dvoustopé rovinné modely a modely prostorové. Tato práce
se také zabývá modely pneumatik, které hrají p°i simulacích jízdy vozidla d·leºitou
roli. Mohou být rozd¥leny na modely v pseudo-ustáleném stavu, na dynamické mo-
dely se soust°ed¥nými parametry a na dynamické modely s parametry rozloºenými.
V bakalá°ské práci je rovn¥º provedeno porovnání odezev na skokovou zm¥nu na-
to£ení volantu u jednostopého a dvoustopého modelu. Výsledky simulací prokázaly
rozdílnost pr·b¥h· odezev zejména ve vy²²ích rychlostech jízdy. Dále je zde popsáno
°ízení kol dle Ackermannovi podmínky a moºnosti °ízení zadních kol za ú£elem zvý-
²ení jízdní stability. Na záv¥r je uvedeno simula£ní porovnání konven£ního automo-
bilu s automobilem s °ízenými £ty°mi koly p°i úhybném manévru, které prokázalo
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Úvod

V prvním £tvrtletí roku 2020 Policie �eské republiky ²et°ila 21 506 dopravních
nehod na pozemních komunikacích. P°i t¥chto nehodách bylo usmrceno 103 osob
a mnoho z nich bylo zp·sobeno pouze chybou °idi£e. �ijeme v digitální dob¥, kdy
v nár·stu nových technologií leºí potenciál minimalizování vzniku nebezpe£ných
dopravních situací a moºnost p°edejít tak zran¥ní osob nebo v mezních p°ípadech
jejich usmrcení. Oblast °ízení automobilových vozidel se tak intenzivn¥ rozvíjí a díky
velkým výpo£tovým výkon·m dne²ní doby nachází nová °e²ení.

Kdybychom se ohlédli za n¥kolika posledními léty, zjistili bychom, ºe nar·stá po-
ptávka po aktivních bezpe£nostních systémech. Takovéto systémy jsou schopny um¥-
lým zásahem do °ízení vozidla zabránit vzniku dopravní nehody. P°esahují pojem pa-
sivní bezpe£nosti, která dosahuje pouze minimalizace ²kod zp·sobených nehodami,
a která je jiº na trhu b¥ºným standardem. Abychom byli schopni takovéto systémy
vytvá°et, musíme um¥t predikovat chování automobilového vozidla p°i rozli²ných
manévrech a m¥nících se podmínkách okolí. Mohli bychom toho dosáhnout testo-
váním na zku²ebních stavech £i testovacích tratích, coº m·ºe být velice nákladné,
jak £asov¥, tak i �nan£n¥. Vhodn¥j²í zp·sob je tedy prost°ednictvím matematických
model· vozidel, které nám dávají moºnost nasimulovat jízdu automobilu v reálném
£ase a získat tak tíºené informace o jeho jízdním chování.

Tato bakalá°ská práce se zabývá p°ístupy k vytvá°ení takovýchto dynamických mo-
del· s omezením p°edev²ím na jejich vlastnosti v p°í£ném sm¥ru. Matematické rov-
nice pohybu automobilu jako takové jsou tedy základním stavebním kamenem ve vy-
lep²ování bezpe£nosti a komfortu jízdy. Z t¥chto rovnic vznikají modely, které jsme
schopni pomocí programovacích prost°edk· numericky °e²it. V první £ásti této práce
se nachází popis model· vozidel r·zných sloºitostí a moºnosti matematického mo-
delování pneumatik. V dal²í £ásti je vytvo°eno simula£ní porovnání dvou model·
rovinných, jednostopého a dvoustopého, a zp·soby °ízení náprav automobilu. Jsou
zde uvedeny jednotlivé reºimy °ízení v²ech kol vozidla, moºnosti natá£ení zadních
kol vzhledem k natá£ení kol p°edních a simula£ní porovnání dvou metod °ízení p°i
úhybném manévru ve vysoké rychlosti.
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Kapitola 1

�iditelnost a stabilita vozidla

�iditelnost vozidla vyjad°uje jeho chování p°i zm¥nách v nato£ení volantu. P°i dané
rychlosti automobilu a konkrétní hodnot¥ úhlu nato£ení volantu nabývá vozidlo ur-
£ité úhlové rychlosti kolem jeho svislé osy. Tato rychlost se nazývá stá£ivou rychlostí
ε̇ a povaºujeme ji za jednu z odezev vozidlového systému na zm¥nu v °ízení, která
spole£n¥ s dal²ími veli£inami, jako je nap°íklad sm¥rová úchylka α, vyjad°ují °iditel-
nost vozu za daných podmínek. Jestliºe zohled¬ujeme ovládání automobilu °idi£em,
jedná se o takzvanou subjektivní °iditelnost. V této práci jsou v²ak uvedeny modely
°ízení, které °idi£e vylu£ují, a vy²et°ují tudíº °iditelnost objektivní. To znamená, ºe
vozidlo reaguje na de�nované °ídící vstupy bez vlivu chování °idi£e [2, 5].

Obrázek 1.1: Standardní blokové schéma °ízení automobilového vozidla [4].

Objektivní °iditelnost je moºné popsat bu¤ statickými nebo dynamickými odezvami.
Statická °iditelnost je de�novaná velikostmi odezev automobilu na natá£ení volantu
p°i jízd¥ konstantní rychlostí po kruhové dráze. Zabýváme se tedy chováním vozidla,
které se pohybuje po kruºnici o konstantním polom¥ru. Jestliºe se zm¥ní rychlost
vozu, dojde také ke zm¥n¥ dost°edivého zrychlení t¥ºi²t¥. Pro zm¥nu tohoto zrychlení
je také moºné rychlost vozu zachovávat konstantní a postupn¥ m¥nit polom¥r jeho
kruhové dráhy [5].
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Dynamickou °iditelnost pak popisujeme pomocí p°enosových funkcí vozidlového sys-
tému, které vyjad°ují odezvy automobilu na zm¥nu nato£ení volantu. Jestliºe je
vstupní signál systému skokovou funkcí, tedy ºe se velikost úhlu pooto£ení volantu
zm¥ní skokov¥, je moºné odezvu vozidla popsat p°echodovými charakteristikami.
V p°ípad¥ uvaºovaní vstupního signálu jako harmonické funkce m·ºe být °iditelnost
vyjád°ena frekven£ními charakteristikami [5].

Sm¥rovou stabilitu pak povaºujeme za vlastnost vozidla udrºovat si sm¥r pohybu
stanovený °ízením i p°es p·sobení vliv· okolního prost°edí, jako je nap°íklad síla
v¥tru £i nerovnosti povrchu vozovky. Matematické modely nám pak umoº¬ují dyna-
miku automobilových vozidel a jejich °iditelnost se stabilitou za daných podmínek
teoreticky vy²et°ovat [5].
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Kapitola 2

Matematické modely vozidel

U matematického modelování jakéhokoliv mechanického systému je pot°eba pouºít
ur£itou míru abstrakce a zjednodu²ení. To platí také pro vozidla, a takovouto míru
stanovuje p°edev²ím jaký programový prost°edek si zvolíme. V p°ípad¥ pouºití ko-
mer£ního programovacího systému je moºné dosáhnout realistických výsledk·, a to
díky jejich sloºité struktu°e, která dob°e zohled¬uje reálnou konstrukci vozidla. Je-
jich nevýhodou v²ak je, ºe ve v¥t²in¥ p°ípad· fungují jako £erné sk°í¬ky, kdy do
nich není moºné n¥jakým zp·sobem zasáhnout. Jestliºe takovýto program pouºít
nechceme, m·ºeme si sestavit matematický model vozidla analyticky. Potom tedy
vycházíme z pohybových rovnic, které se dají pouºít v r·zných výpo£tových pro-
gramech. P°i modelování se £asto uvaºuje také symetrie a vznikají tak kup°íkladu
£tvrtinové modely vozidel, které sniºují po£et rovnic a usnad¬ují tak výpo£etní práci.
I p°es vysoký stupe¬ zjednodu²ení mohou být takovéto modely výhodné, a to p°e-
dev²ím kv·li jejich transparentnosti, v¥t²í moºnosti parametrizace, a protoºe nám
dovolují, narozdíl od komer£ních program·, p°idat n¥jakou konstruk£ní sou£ást na-
víc [1, 13].

Matematické modely jako takové jsou tedy prost°edkem k popisu chování vozidel
za r·zných podmínek pomocí rovnic. Základní rozd¥lení by se dalo provézt na mo-
dely rovinné, u kterých se vychází jen ze dvou zvolených os, a na modely prostorové,
které uvaºují v²echny t°i sm¥ry. Ty potom mohou slouºit jako podklad p°i tvorb¥
°ídících systém·, které °idi£i zaji²´ují pohodln¥j²í jízdu, a p°edev²ím v¥t²í míru bez-
pe£í. Hlavní sloºkou v oblasti °ízení vozidel jsou bo£ní síly p·sobící na jednotlivá
kola automobilu. Stabilita °ízení je tedy závislá na p°í£né dynamice vozidla a správn¥
zvolený dynamický model hraje d·leºitou roli. V posledních n¥kolika letech se vý-
voj posunul z jednoduchých lineárních model· se dv¥ma stupni volnosti na modely
komplexn¥j²í, které jsou schopny p°esn¥ji popsat jízdu vozidla. Výzkum je v²ak stále
závislý i na jednoduchých lineárních modelech, a to z d·vodu t¥ºkopádnosti a slo-
ºitosti systému s více stupni volnosti, které mohou zp·sobovat problémy p°i °e²ení
ve stávajících programech a tím tak i navy²ovat cenu. Dynamické modely vozidel
s velkým mnoºstvím stup¬· volnosti se tak pouºívají jen z°ídka [1, 13, 17].

V p°ípad¥, kdy jsou sm¥rové úchylky malé, je jejich závislost na bo£ních silách p°i-
bliºn¥ lineární. Podle studie od Leeho [16], lineární model se dv¥ma stupni volnosti,
které reprezentují p°í£ný pohyb a stá£ení, m·ºe být pouºit k predikci dynamického
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chování vozidla v p°ípad¥, kdy jsou spln¥ny následující podmínky: rychlost automo-
bilu je men²í neº 100 km/h a jeho bo£ní zrychlení nep°esahuje hodnoty 0, 4 násobku
zrychlení gravita£ního g. Jestliºe bychom uvaºovali v¥t²í zrychlení, kdy se závislosti
bo£ních sil p°esouvají do nelineárních oblastí, a dal²í faktory jako nap°íklad p·sobení
v¥tru, je pot°eba k popisu dynamického chování vozidel pouºít sloºit¥j²í nelineární
modely [13, 17].

2.1 Jednostopý rovinný model

Jak uº z názvu napovídá, model je plo²ný, a tudíº vy²et°uje síly a momenty na vo-
zidlo p·sobící vzhledem ke dv¥ma osám. Je jednostopý, a tak je rozchod mezi koly
jednotlivých náprav uvaºován jako nulový. To tedy znamená, ºe kup°íkladu bo£ní síla
p·sobící na p°ední nápravu je sou£tem sil p·sobících jak na pravém, tak i na levém
kole. Nespornou výhodu, kterou má oproti ostatním model·m, je jeho jednoduchost.
Umoº¬uje pohyb vozidla v podélném a p°í£ném sm¥ru spolu s natá£ením a dosahuje
tak aº t°í stup¬· volnosti [14].

Obrázek 2.1: Jednostopý rovinný model automobilového vozidla [5].

Na obr. 2.1 je vykreslený model jednostopého vozidla, pomocí kterého je moºné se-
stavit pohybové rovnice slouºící k následnému vytvo°ení programu. T¥ºi²t¥ automo-
bilu je od p°ední nápravy vzdáleno o délku rozvoru lp a od zadní o lz. Na automobil
krom vzdu²ného odporu Ov p·sobí také síla bo£ního v¥tru N , jejíº p·sobi²t¥ je od
t¥ºi²t¥ vozidla vzdáleno o délku e. Dal²í síly v modelu vystupující jsou ty, které
p·sobí na kola automobilu. Síla hnací p·sobí v podélném sm¥ru a pro p°ední kolo se
zna£í Fxp, a pro zadní, Fxz. Bo£ní vodící síly Fyp a Fyz pak p·sobí ve sm¥ru p°í£ném.
Úhel nato£ení p°edních kol je ozna£en βp [5, 21].

P°i jízd¥ vozidla po zak°ivené dráze dochází k vychýlení vektoru rychlosti od podélné
osy o úhel, který se nazývá sm¥rová úchylka α. Zárove¬ také dochází k vychýlení
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samotné podélné osy automobilu od pevné sou°adné osy x0 o stá£ivý úhel ε. Na au-
tomobil p·sobí setrva£né síly mv̇ a mv(α̇+ ε̇) a setrva£ný moment Jz ε̈, p°i£emº Jz je
hmotnostní moment setrva£nosti automobilu vzhledem ke svislé ose z procházející
t¥ºi²t¥m [1, 5, 21].

Pro jednostopý rovinný model m·ºeme psát podle d'Alembertova principu tyto po-
hybové rovnice [5]:

−mv̇cosα +mv(ε̇+ α̇)sinα− Fypsinβp + Fxpcosβp + Fxz −Ov = 0, (2.1.1)
−mv̇sinα−mv(ε̇+ α̇)cosα + Fypcosβp + Fyz + Fxpsinβp +N = 0, (2.1.2)

−Jz ε̈+ Fyplpcosβp − Fyzlz + Fxplpsinβp +Ne = 0. (2.1.3)

Linearizací pohybových rovnic, tzn. dosazením sin(x) ≈ 0, cos(x) ≈ 1, získáme t°i
lineární diferenciální rovnice:

−mv̇ + Fxp + Fxz −Ov = 0, (2.1.4)
−mv(ε̇+ α̇) + Fyp + Fyz +N = 0, (2.1.5)
−Jz ε̈+ Fyplp − Fyzlz +Ne = 0. (2.1.6)

Tuto úpravu si m·ºeme dovolit provézt jen za p°edpokladu malých hodnot úhlu
sm¥rové úchylky α a úhlu nato£ení kol βp.

Bo£ní vodící síly p·sobící na nápravách lze vyjád°it vztahem [5]:

Fyp = Cαpαp, (2.1.7)
Fyz = Cαzαz, (2.1.8)

kde Cαp p°edstavuje sm¥rovou tuhost obou pneumatik p°ední nápravy a Cαz sm¥-
rovou tuhost pneumatik zadních.

Sm¥rové úchylky kol p°ední a zadní nápravy vycházejí z obr. 2.2, kde rychlost p°ed-
ního kola vp je vektorovým sou£tem rychlosti otá£ení kola vzhledem k t¥ºi²ti lpε̇
a rychlosti t¥ºi²t¥ v. Analogicky to platí také pro zadní kolo, kdy jeho výsledná
rychlost vz je vektorovým sou£tem rychlostí v a lz ε̇. Pro hodnoty malých úhl· tedy
platí vztahy [5]:

αp = −α− lp
v
ε̇+ βp, (2.1.9)

αz = −α +
lz
v
ε̇+ βz. (2.1.10)
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Obrázek 2.2: Kinematika jednostopého modelu automobilového vozidla [5].

Pro úhel nato£ení °ízených p°edních kol platí vztah [5]:

βp =
βv
ir
− Fyp(nk + ns)

Cr
, (2.1.11)

kde:

βv - úhel nato£ení volantu,

ir - p°evod °ídícího ústrojí,

nk - konstruk£ní závlek,

ns - závlek pneumatiky,

Cr - tuhost °ízení.

Po matematických úpravách pohybových rovnic tohoto modelu dostaneme výpo£et
dynamických odezev automobilu [5]:

α̇ = −
(

1 +
C ′αplp − Cαz lz

mv2

)
ε̇−

C ′αp + Cαz

mv
α (2.1.12)

+
Cαz
mv

βz +
kN
m
wy +

C ′αp
mvir

βv, (2.1.13)

ε̈ = −
C ′αpl

2
p + Cαz l

2
z

Jzv
ε̇−

C ′αplp − Cαz lz
Jz

α (2.1.14)

−Cαz lz
Jz

βz +
kNev

Jz
wy +

C ′αplp

Jzir
βv, (2.1.15)

kde veli£ina C ′αp vyjad°uje hodnotu sm¥rové tuhosti p°ední nápravy, která uvaºuje
tuhost °ízení. Rychlost bo£ního v¥tru je ozna£ena jako wy a sou£initel bo£ní vzdu²né
síly kN [5, 21].
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C ′αp =
Cαp

1 +
Cαp (nk+ns)

Cr

(2.1.16)

Pokud bychom tyto rovnice numericky zintegrovali, dostali bychom stá£ivou rychlost
ε̇(t) a úhel sm¥rové úchylky α(t). Pro stanovení polohy vozidla je pot°eba znát také
hodnotu úhlu stá£ení ε(t), potom jsme schopni sestavit tyto rovnice:

x0 =

∫ t

0

vcos(α + ε) dt, (2.1.17)

y0 =

∫ t

0

vsin(α + ε) dt. (2.1.18)

2.2 Dvoustopý rovinný model

Dvoustopý rovinný model uvaºuje automobil se £ty°mi koly vztaºený ke dv¥ma
osám, takºe stejn¥ jako p°edchozí jednostopý model zanedbává nakláp¥ní vozidla
v p°í£ném a podélném sm¥ru. Narozdíl od n¥j jsou zde ale £ty°i kontaktní body
s vozovkou, které slouºí jako podpora hmoty vozidla. Neuvaºuje také dynamický
p°enos hmotnosti na jednotlivá kola a je tedy moºné ho pouºít jen p°i ur£itých
manévrech. Po£ítá s rozchodem jak p°ední nápravy tp, tak i zadní nápravy tz, takºe
umoº¬uje oproti jednostopému modelu také rozdílná nato£ení kol [5, 26].

Obrázek 2.3: Dvoustopý rovinný model automobilového vozidla [5].

Na obr. 2.3 m·ºeme vid¥t p°íklad dvoustopého modelu, na kterém jsou oproti p°ed-
chozímu na obr. 2.1, vyzna£ené také vratné momenty pneumatik Mi a jejich valivé
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odpory Ofi . Jelikoº v¥t²ina záchranných manévr· vozidla vyºaduje prudké nato£ení
kol a brºd¥ní, je vhodné v p°ípad¥ simulace t¥chto podmínek zachovávat v rovnicích
modelu jejich nelinearitu [5, 26].

Pro dynamický model dle obr. 2.3 m·ºeme psát tyto t°i pohybové rovnice [5]:

1) rovnováha sil ve sm¥ru osy x:

−mv̇cosα +mv(α̇ + ε̇)sinα− Fyplsinβpl − Fyppsinβpp (2.2.1)
+(Fxpl −Ofpl)cosβpl + (Fxpp −Ofpp)cosβpp (2.2.2)

−Ov + Fxzl −Ofzl + Fxzp −Ofzp = 0, (2.2.3)

2) rovnováha sil ve sm¥ru osy y:

−mv̇sinα−mv(α̇ + ε̇)cosα + Fyplcosβpl + Fyppcosβpp + Fyzl + Fyzp (2.2.4)
+(Fxpl −Ofpl)sinβpl + (Fxpp −Ofpp)sinβpp +N = 0, (2.2.5)

3) rovnováha moment· k ose z:

−Jz ε̈+ Fypllpcosβpl + Fypplpcosβpp − (Fyzl + Fyzp)lz (2.2.6)

+Fypl
tp
2
sinβpl − Fypp

tp
2
sinβpp + (Fxpl −Ofpl)lpsinβpl (2.2.7)

+(Fxpp −Ofpp)lpsinβpp − (Fxpl −Ofpl)
tp
2
cosβpl (2.2.8)

+(Fxpp −Ofpp)
tp
2
cosβpp − (Fxzl −Ofzl − Fxzp +Ofzp)

tz
2

(2.2.9)

+Ne−
∑

Mi = 0. (2.2.10)

Vyjád°ením vzdáleností st°ed· jednotlivých kol ri od t¥ºi²t¥ vozidla jako na obr. 2.4
a popisem jejich polohy pomocí úhl· γi, které svírají polohové vektory st°ed· kol s
podélnou osou vozidla x, m·ºeme vyjád°it rychlosti jednotlivých kol k vn¥j²í sou-
°adnicové soustav¥ x, y dle vztahu [26]:

vxi = vx + wricos(γi + π/2), (2.2.11)
vyi = vy + wrisin(γi + π/2), (2.2.12)

kde vx a vy zna£í hodnoty rychlostí t¥ºi²t¥ vozidla.
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Obrázek 2.4: Geometrie kol dvoustopého modelu [26].

Dle obr. 2.4 pro úhly sm¥ru pohybu jednotlivých kol platí:

Θi = tan−1
(
vyi
vxi

)
. (2.2.13)

Velikosti sm¥rových úchylek kol pak m·ºeme vyjád°it jako:

αi = βi −Θi. (2.2.14)

Uvaºujeme-li absolutní hodnotu rychlosti za konstantní, je zrychlení ve sm¥ru te£ny
k dráze vozidla nulové a tím pádem je i sou£et sil v tomto sm¥ru roven nule. Je tedy
p°edpokládána kompenzace te£né sloºky bo£ních sil se silami hnacími, normálová
sloºka hnacích sil je zanedbána. Velikosti bo£ních vodících sil je moºné vypo£ítat
ze stejných vztah· jako u modelu jednostopého, kdy uvaºujeme konstantní sm¥rovou
tuhost jednotlivých pneumatik. V p°ípad¥, kdy zanedbáme odpor v¥tru a vozovky,
spolu s p·sobící silou bo£ního v¥tru a vratné momenty pneumatik, m·ºeme pohy-
bové rovnice po úpravách dle geometrie na obr. 2.4 napsat ve tvaru [26]:

mv(ε̇+ α̇) =
∑

Fyicos(βi − α), (2.2.15)

Jz ε̈ =
∑

[Fyicos(βi − α)] ricos(γi − α). (2.2.16)
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U v¥t²iny vozidel obecn¥ platí, ºe jednotlivá kola p°edních a zadních náprav nejsou
nato£ena stejn¥. Tím je zaji²t¥no sníºení smýkání, opot°ebení pneumatik, a docílí
se tak hladkého pr·jezdu zatá£kou. Jestliºe uvaºujeme vozidlo °ízené pomocí p°ední
nápravy, m·ºeme pouºít geometrii, kdy se prodlouºené osy p°edních kol setkávají
v jednom bod¥ na prodlouºené ose kol zadní nápravy. To tedy v praxi znamená, ºe
hodnota úhlu nato£ení vnit°ního kola je v¥t²í neº hodnota úhlu vn¥j²ího. Takovéto
geometrii se °íká Ackermannova geometrie °ízení. Jedná se o idealizovaný p°ípad,
kdy uvaºujeme absolutn¥ tuhé nápravy. Odli²né p°ístupy k natá£ení kol m·ºeme
aplikovat také v tomto matematickém modelu a m¥nit tak odezvy vozidla a jeho
celkovou °iditelnost [24, 25].

Obrázek 2.5: Základní typy geometrií °ízení [25].

V p°ípad¥ malých rychlostí p°i pr·jezdu zatá£kou je vhodné pouºít Ackermannovu
geometrii, která zajistí perfektní pr·jezd bez skluzu kol. Jakmile uvaºujeme vy²²í
rychlosti, nap°íklad u závodních automobil·, je vhodné pouºít jiného typu geometrie
pro co nejlep²í zato£ení vozidla [24].

2.3 Prostorový model

Prostorový model automobilu umoº¬uje komplexn¥ vy²et°ovat chování vozidla ve v²ech
sm¥rech a vyuºívá se, jak pro ustálenou, tak i neustálenou rychlost jízdy. P°i mode-
lování je tedy moºnost pohybu automobilu ve v²ech t°ech osách spolu s rotací kolem
kaºdé z nich. Jestliºe po£ítáme s ustálenou rychlostí, p·sobí na jednotlivá kola pouze
síly bo£ní, které jsou zp·sobeny odklonem kola a sm¥rovou úchylkou náprav. Kdy-
bychom vy²et°ovali jízdu vozidla p°i neustálené rychlosti, bylo by pot°eba do tohoto
modelu zakomponovat také model pneumatik, abychom byli schopni správn¥ stano-
vit síly p·sobící v podélném a p°í£ném sm¥ru v míst¥ styku kola s vozovkou. Z toho
tedy vyplývá, ºe modely pneumatik jsou d·leºitým elementem v matematickém mo-
delování dynamiky vozidel a tato práce se jimi zabývá v následující kapitole [1,5,14].

Prostorový model je moºné pojmout n¥kolika zp·soby, jeden z p°íklad· se nachází
na obr. 2.6. Tento model uvaºuje osm stup¬· volnosti p°edstavující pohyb podélný,
p°í£ný, stá£ení vozu, jeho nakláp¥ní v p°í£ném sm¥ru a rotaci v²ech £ty° kol. D·-
vodem volby p°í£ného nakláp¥ní neboli rotace odpruºených hmot kolem osy x jako
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stupe¬ volnosti, je jeho vliv na zm¥ny zatíºení pneumatik normálovými silami a zá-
rove¬ tak vliv na odezvu stá£ecí rychlosti ε̇. Uvaºování rotací jednotlivých kol vozidla
pak umoº¬uje vyuºití tohoto modelu p°i zkoumání distribuce hnacích a brzdných
moment· na kaºdé z kol a jejich vlivu na stabilitu jízdy automobilu p°i sloºit¥j²ích
jízdních manévrech [17, 21].

Obrázek 2.6: Prostorový model automobilového vozidla s osmi stupni volnosti [17].

Po£átek pohyblivého sou°adnicového systému se jako u p°edchozích model· nachází
v t¥ºi²ti automobilu a do²lo u n¥j k zanedbání vertikálního pohybu a nakláp¥ní
v podélném sm¥ru. Zav¥²ení kol je zjednodu²eno na uskupení jednotlivých pruºin
a tlumi£·, jejichº p·sobení sil uvaºujeme pouze ve vertikálním sm¥ru. Pro ú£el mo-
delu jsou také zanedbány odklony kol a jejich vratné momenty. Daný model po£ítá
s moºností natá£ení v²ech £ty° kol, kdy jednotlivé úhly vychýlení kol na kaºdé z ná-
prav nabývají stejných hodnot [17, 21].

Pro tento dynamický model s osmi stupni volnosti m·ºeme psát tyto pohybové
rovnice [17]:

1) rovnováha sil ve sm¥ru osy x:

m(v̇x − vyε̇)−mshε̈φ =
∑

Fxi −Ov −
∑

Ofi , (2.3.1)

∑
Fxi = (Fxpl + Fxpp)cosβp + (Fxzl + Fxzp)cosβz (2.3.2)

−(Fypl + Fypp)sinβp − (Fyzl + Fyzp)sinβz, (2.3.3)
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kde:

∑
Ofi = µmg, (2.3.4)

Ov =
CDAρv

2
x

2
. (2.3.5)

V t¥chto rovnicích m vyjad°uje celkovou hmotnost vozidla, ms hmotnost odpruºe-
ných hmot, vx a vy jsou podélné a p°í£né rychlosti st°edu automobilu, h p°edstavuje
vertikální vzdálenost mezi t¥ºi²t¥m odpruºené hmoty a osy nakláp¥ní a φ zna£í
hodnotu naklopení v p°í£ném sm¥ru.

∑
Fxi je suma v²ech sil p·sobící v podélném

sm¥ru,
∑
Ofi je sou£et odporových sil valení a Ov vyjad°uje odpor vzduchu. Síly

p·sobící v podélném sm¥ru jsou ozna£eny pro jednotlivá kola jako Fxpl, Fxpp, Fxzl
a Fxzp. Síly v p°í£ném sm¥ru pak Fypl, Fypp, Fyzl a Fyzp. Koe�cient t°ení je ozna£en
jako µ, koe�cient odporu vzduchu jako CD, plochu kolmou ke sm¥ru proud¥ní v¥tru
zna£í A a ρ p°edstavuje hustotu vzduchu [17].

2) rovnováha sil ve sm¥ru osy y:

m(v̇y + vxε̇) +mshφ̈ =
∑

Fyi , (2.3.6)

∑
Fyi = (Fypl + Fypp)cosβp + (Fyzl + Fyzp)cosβz (2.3.7)

+(Fxpl + Fxpp)sinβp + (Fxzl + Fxzp)sinβz. (2.3.8)∑
Fyi je suma v²ech sil p·sobících v p°í£ném sm¥ru.

3) rovnováha moment· k ose z:

Jz ε̈− Jxzφ̈ =
∑

Mzi , (2.3.9)

∑
Mzi = [(Fypl + Fypp)cosβp + (Fxpl + Fxpp)sinβp] · lp (2.3.10)

−[(Fyzl + Fyzp)cosβz + (Fxzl + Fxzp)sinβz] · lz (2.3.11)

+[(Fxpl − Fxpp)cosβp + (Fypp − Fypl)sinβp] ·
tp
2

(2.3.12)

+[(Fxzl − Fxzp)cosβz + (Fyzp − Fyzl)sinβz] ·
tz
2
. (2.3.13)

Jz je setrva£ný moment vzhledem k ose z, Jxz p°edstavuje setrva£ný moment vzhle-
dem k osám x a z a

∑
Mzi zna£í sumu v²ech moment· zp·sobujících stá£ení vozidla.

4) rovnováha moment· k ose x:

Jxφ̈+msh(v̇y + vxε̇)− Jxz ε̈ =
∑

Mxi , (2.3.14)
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∑
Mxi = −(bp + bz)φ̇− (kp + kz)φ+msghφ. (2.3.15)

Jx je setrva£ný moment vzhledem k ose x,
∑
Mxi ozna£uje sumu v²ech moment·

k ose x a bp, bz spolu s kp, kz p°edstavují tlumení a tuhost p°edních a zadních náprav
vozidla.

Síly p·sobící v p°í£ném sm¥ru na pneumatiku jsou krom normálového zatíºení závislé
také na velikosti sm¥rové úchylky kol. Z kinematické analýzy m·ºe být tento úhel
vyjád°en vztahy [17]:

αpl = βp − tan−1
(

vy + lpε̇

vx + 0, 5tpε̇

)
, αpp = βp − tan−1

(
vy + lpε̇

vx − 0, 5tpε̇

)
, (2.3.16)

αzl = βz − tan−1
(
−vy + lz ε̇

vx + 0, 5tz ε̇

)
, αzp = βz − tan−1

(
−vy + lz ε̇

vx − 0, 5tz ε̇

)
, (2.3.17)

kde αpl, αpp, αzl a αzp zna£í hodnoty úhl· sm¥rových úchylek jednotlivých kol.

Velikosti podélných rychlostí kola jsou jednou z hlavních sloºek, které ovliv¬ují hod-
notu skluzu pneumatiky λ. Tyto rychlosti vztaºené ke st°edu kaºdého z nich je moºné
získat z pohybu daného vozidla.

vpl = (vx + 0, 5tpε̇)cosβp + (vy + lpε̇)sinβp (2.3.18)
vpp = (vx − 0, 5tpε̇)cosβp + (vy + lpε̇)sinβp (2.3.19)
vzl = (vx + 0, 5tz ε̇)cosβz + (vy − lz ε̇)sinβz (2.3.20)
vzp = (vx − 0, 5tz ε̇)cosβz + (vy − lz ε̇)sinβz (2.3.21)

Veli£iny vpl, vpp, vzl a vzp p°edstavují podélné rychlosti kol automobilu [17].

Obrázek 2.7: Trajektorie pohybu t¥ºi²t¥ automobilu vzhledem k pevnému sou°adni-
covému systému [17].

Pro prostorový model lze, stejn¥ tak jako pro oba dva modely p°ede²lé, vyjád°it
pohyb vozidla pomocí trajektorie jeho st°edu vzhledem k pevnému sou°adnicovému
systému. Ta je závislá na úhlu stá£ení a velikosti sm¥rové úchylky.
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x0 =

∫ t

0

vcos(α + ε) dt (2.3.22)

y0 =

∫ t

0

vsin(α + ε) dt (2.3.23)

V pr·b¥hu jízdních manévr·, jako je zatá£ení a brºd¥ní, dochází ke zm¥nám normá-
lového zatíºení pneumatik. To je zp·sobené vlivem podélného a p°í£ného zrychlení
automobilu spolu s jeho nakláp¥ním. Jelikoº má podélný skluz a sm¥rové charakte-
ristiky úzký vztah s vertikálními silami p·sobícími na kaºdé z kol, je d·leºité správn¥
stanovit hodnoty okamºitého normálového zatíºení z d·vodu jejich zna£ného vlivu
na celkové °ízení. Okamºité zatíºení p·sobící v normálovém sm¥ru je moºné rozd¥lit
do t°í kategorií: zatíºení kaºdého kola v p°ípad¥, kdy vozidlo stojí v klidu (statická
zát¥º), zatíºení p°i p·sobících p°í£ných silách (p°í£né nakláp¥ní), zatíºení v p°ípad¥
p·sobení sil podélných (podélné nakláp¥ní). Podle studie od Abeho [20] je moºné
pro tento model normálovou zát¥º vyjád°it jako:

Fzpl =
mglz

2l
− mẍhT

2l
+
ÿ

tp

(
mshplzs

l
+musphup

)
+

1

tp

(
−kpφ− bpφ̇

)
, (2.3.24)

Fzpp =
mglz

2l
− mẍhT

2l
− ÿ

tp

(
mshplzs

l
+musphup

)
− 1

tp

(
−kpφ− bpφ̇

)
, (2.3.25)

Fzzl =
mglp

2l
+
mẍhT

2l
+
ÿ

tz

(
mshzlps

l
+muszhuz

)
+

1

tz

(
−kzφ− bzφ̇

)
, (2.3.26)

Fzzp =
mglp

2l
+
mẍhT

2l
− ÿ

tz

(
mshzlps

l
+muszhuz

)
− 1

tz

(
−kzφ− bzφ̇

)
. (2.3.27)

Fzpl, Fzpp, Fzzl a Fzzp jsou síly p·sobící ve vertikálním sm¥ru na kaºdou z pneumatik.
Vý²ka t¥ºi²t¥ automobilu od zem¥ je ozna£ena hT , lps a lzs p°edstavují vzdálenosti
od st°edu odpruºené hmoty vozidla k osám p°ední a zadní nápravy, vý²ka od zem¥
ke st°edu p°í£ného nakláp¥ní je pro p°ední nápravu ozna£ena hp, a pro zadní hz,
musp a musz jsou hodnoty hmotností neodpruºených £ástí rozloºených na kaºdé
z náprav a hup spolu s huz p°edstavují vý²ky st°ed· neodpruºených hmot od povrchu
vozovky [17].
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Kapitola 3

Matematické modely pneumatik

Problematika modelování pneumatik je komplikovaná, a to z d·vodu ovlivn¥ní je-
jich chování hned n¥kolika faktory. Ty je moºné rozd¥lit na faktory konstruk£ní
a na faktory provozní. Mezi konstruk£ní pat°í pr·m¥r kola, jeho ²í°ka, vý²ka plá²t¥,
úhel kordové vrstvy, materiál kostry a tlou²´ka b¥hounu. Provozní faktory pak za²-
ti´ují kvalitu povrchu vozovky, tlak hu²t¥ní pneumatiky, normálové zatíºení, teplotu
a rychlost jízdy. Vlastnosti pneumatiky jsou také závislé na odklonu kola, který se
v²ak ve v¥t²in¥ matematických model· kv·li jednoduchosti neuvaºuje [1, 5].

Základní síly, které na pneumatiku p·sobí, se d¥lí na obvodové, svislé a bo£ní síly.
Plochu pneumatiky, která se dotýká vozovky, ozna£ujeme jako její stopu. V p°ípad¥,
kdy na pneumatiku nep·sobí ºádné bo£ní síly, je podélná osa této plochy totoºná
se st°ední rovinnou kola [5, 9].

Obrázek 3.1: Odvalující se kolo. Vlastní zpracování.

Pokud v ose rotace kola p·sobí te£né síly, pak ve stop¥ vzniká vodorovná reakce Fy,
kterou nazýváme bo£ní vodící silou. V p°í£ném sm¥ru tak vzniká pruºná deformace
pneumatiky, která zp·sobí odklon osy stopy od podélné roviny kola. Velikost tohoto
odklonu je závislá na velikosti bo£ní síly a na bo£ní tuhosti pneumatiky. P°i zatá£ení
dochází k otá£ení kola a tím pádem k vychýlení vektoru rychlosti pohybu v od jeho
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podélné osy o úhel, který se nazývá sm¥rová úchylka α. Osa stopy pneumatiky se
pak v tomto p°ípad¥ vychýlí o ten samý úhel [5].

Jestliºe se kolo odvaluje se sm¥rovou úchylkou, dochází p°itom ke vzniku elementár-
ních sil. Velikost t¥chto sil nar·stá vzhledem k zadnímu konci stopy a jejich výslednicí
je práv¥ bo£ní vodící síla Fy. Tato síla je od osy otá£ení kola posunuta o vzdálenost,
která se nazývá závlek pneumatiky ns. Díky tomuto posunu výslednice bo£ních sil
dochází ke vzniku vratného momentuM , který natá£í kolo do jeho skute£ného sm¥ru
valení. Velikost závleku je ovlivn¥na p°ilnavostí povrchu dané vozovky a má velký
vliv na vlastnosti pneumatiky [5].

Obrázek 3.2: Valící se kolo se sm¥rovou úchylkou, p·sobícím vratným momentem
a závlekem pneumatiky. Vlastní zpracování.

Závislost sm¥rové úchylky na vznikajících bo£ních silách a vratných momentech se
vyná²í do diagramu, který se nazývá sm¥rovou charakteristikou pneumatiky. Tyto
diagramy vyjad°ují také závislost na velikosti zatíºení kola Fn a vznikají experimen-
táln¥ s vyuºitím pojízdných dynamometr· nebo válcových stav· [5].

V p°ípad¥, kdy uvaºujeme, ºe na kola p·sobí m¥nící se obvodové síly Fx, dochází
i ke zm¥nám sil sm¥rových a jejich vlivu na vlastnosti pneumatiky. P°edpokládáme-li
stejné hodnoty p°ilnavostí µ v bo£ním i podélném sm¥ru, m·ºeme vymezit velikosti
p°enesitelných vodorovných sil kruºnicí se st°edem ve st°edu stopy a s polom¥rem
µ · Fn. Tato kruºnice se nazývá Kammova a umoº¬uje nám získat p°ehled vlivu
velikosti obvodových sil na sm¥rové vlastnosti pneumatiky [15].
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Obrázek 3.3: Kammova kruºnice [15].

Maximální hodnota p°enesitelné obvodové síly mezi kolem a vozovkou je ur£ena ex-
perimentáln¥ získaným vztahem, kde pom¥r mezi hnací a normálovou silou vyjad°uje
takzvaný koe�cient t°ení [5].

Fxmax = µFn (3.0.1)

V p°ípad¥, kdy po£ítáme s konstantní hodnotou normálové síly a µ má také hodnotu
konstanty, uvaºujeme takzvaný Coulomb·v model t°ení. Ten je v²ak p°íli² zjednodu-
²ený na to, aby p°esn¥ popsal síly p·sobící mezi pryºovou pneumatikou a vozovkou.
Sloºit¥j²í modely pneumatik tak uºívají jiných vztah·, kde hodnota koe�cientu t°ení
konstantní není [9].

Je-li podélná reakce mezi kolem a vozovkou Fx v¥t²í neº Fxmax , dochází k prokluzu
ve stop¥ pneumatiky. V p°ípad¥, kdy velikost podélného skluzu nabývá hodnoty
λ = 1, je obvodová síla p°ená²ena dle vztahu [5]:

Fxλ = µλFn, (3.0.2)

kde µλ p°edstavuje velikost sou£initele skluzové p°ilnavosti. Obecn¥ platí pro sklu-
zovou p°ilnavost vztah µ > µλ.

Hodnoty sou£initele p°ilnavosti jsou ovlivn¥ny zejména povrchem vozovky. P°i ne-
p°íznivých jízdních podmínkách, jako je nap°íklad mokrá vozovka, musí být pro�l
pneumatiky schopen naru²it vodní �lm a vytla£it vodu ze stopy, aby mohlo dojít
ke styku povrchu pneumatiky s povrchem vozovky. P°i vysokých rychlostech a vel-
kých vrstvách vodního �lmu voda nesta£í být odvád¥na a dochází k tzv. aquapla-
ningu [12].

Dal²ím faktorem p·sobícím na vlastnosti pneumatiky je její hu²t¥ní, kdy p°i vy²²ích
tlacích dochází ke zmen²ení velikosti závleku pneumatiky, a tak i ke sníºení vratného
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momentu kol. Toto sníºení je zp·sobeno zvý²enou sm¥rovou a sníºenou vratnou
tuhostí pneumatiky [5].

Vlastnosti mohou být také ovlivn¥ny konstrukcí, a to zejména jakým zp·sobem
jsou poskládány jednotlivé kordy v pneumatice. Kdybychom p·sobili bo£ní silou
o stejné velikosti na radiální i na diagonální pneumatiku, bude mít radiální men²í
sm¥rovou úchylku, a to z d·vodu vy²²í hodnoty sm¥rové tuhosti oproti pneumatice
diagonální [5].

Sm¥rové vlastnosti dále ovliv¬ují pov¥trnostní podmínky, které m¥ní p°ilnavost po-
vrchu vozovky. P°enesitelnost bo£ní síly závisí práv¥ na p°ilnavosti vozovky v bo£ním
sm¥ru a p°i jejím p°ekro£ení dochází k bo£nímu smyku kola [5, 12].

Následující modely pneumatik jsou zjednodu²ené a uvaºují p°eváºn¥ jen vznik ob-
vodových a bo£ních sil. Pro jejich jednoduchost do²lo k zanedbání vlivu odklonu
kola, sloºitých deformací pneumatik a vlivu hu²t¥ní. V¥t²ina t¥chto model· vy-
chází z velikosti skluzu kola, jehoº hodnota se li²í podle toho, zdali je kolo hnané
£i brºd¥né. Jejich rozd¥lení jsem v této práci provedl na modely v pseudo-ustáleném
stavu, na dynamické modely se soust°ed¥nými parametry a na dynamické modely
s parametry rozloºenými. Dal²í v literatu°e £asto uºívaný zp·sob d¥lení je na em-
pirické modely s parametry, které byly získány £ist¥ pomocí testování, na modely
semiempirické, které vycházejí z komplexní analýzy a ze statistik jízdních test·,
a na analytické modely zaloºené jen na teoretických fyzikálních rovnicích vzniklých
mechanickou idealizací [9, 17].

Modely pneumatik vycházejí z modelu jednoho kola na obr. 3.4, jehoº pneumatika
je v kontaktu s vozovkou [9].

Obrázek 3.4: Model kola se soust°ed¥ným t°ením vlevo a s rozloºeným t°ením
vpravo [9].

Pro tento model platí [9]:

mkv̇ = Fx, (3.0.3)

Jkẇ = −rFx + ur, (3.0.4)
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kde:

mk - hmotnost kola,

Jk - moment setrva£nosti kola,

r - polom¥r kola,

v - obvodová rychlost,

w - úhlová rychlost,

ur - brzdný/hnací moment,

Fx - t°ecí síla pneumatiky/vozovky.

3.1 Modely v pseudo-ustáleném stavu

Tyto modely vycházejí ze závislostí obvodových sil na podélném skluzu kola.

Pro hnací kolo je skluz vyjád°en vztahem [9]:

λ =
rw − v
rw

, (rw ≥ v). (3.1.1)

Pro brºd¥né kolo je skluz vyjád°en vztahem [9]:

λ =
v − rw
v

, (rw ≤ v). (3.1.2)

Hodnota velikosti skluzu musí být vºdy v intervalu 〈0, 1〉.

Název model· vychází ze závislosti na rychlosti vozidla. Závislé jsou také na m¥nících
se provozních podmínkách, a£koliv jejich vztahy jsou platné pouze za ustáleného
stavu, coº je spolu s nelinearitou v¥t²iny z nich jejich hlavní nevýhodou [5, 9].

3.1.1 Lineární model

Pro malé hodnoty sm¥rových úchylek a za p°edpokladu konstantního zatíºení se uva-
ºuje závislost mezi sm¥rovou úchylkou a bo£ní silou za lineární. Za t¥chto podmínek
se lineární vztah uvaºuje i u sm¥rové úchylky a vratného momentu. Pro rozsah úhlu
a = 0◦ aº 3◦ se uºívá vztah pro výpo£et bo£ní síly [5]:

Fy = Cαα. (3.1.3)

Hodnota Cα vyjad°uje velikost sm¥rové tuhosti pneumatiky, která svou velikostí
ovliv¬uje také rychlost nár·stu stá£ivé rychlosti a bo£ního zrychlení.
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P°i malých úhlech sm¥rové úchylky povaºujeme závlek pneumatiky za konstantní,
a proto m·ºeme vratný moment vyjád°it vztahem [5]:

My = FynS = CαnSα = CMαα, (3.1.4)

kde CMα p°edstavuje velikost vratné tuhosti pneumatiky.

3.1.2 Model HSRI

Charakterizuje pneumatiku pomocí nelineárního matematického modelu, který po-
pisuje závislost bo£ní vodící síly Fy a síly obvodové Fx na velikosti skluzu λ. Model
také uvaºuje skluzovou tuhost Cλ a tuhost sm¥rovou Cα. P°i výpo£tech zohled¬uje,
zdali ve stop¥ vzniká, a nebo nevzniká smyk, k £emuº slouºí zavedená veli£ina λR.
Za mezní hodnotu této veli£iny povaºujeme 0, 5 [1, 22].

λR =

√
(Cλλ)2 + (Cαtanα)2

µ(1 + λ)Fz
(3.1.5)

Podle hodnoty parametru λR se následn¥ vypo£ítají síly bo£ní a obvodové.

λR ≤ 0, 5 : Fx = Cλ
λ

1 + λ
(3.1.6)

λR > 0, 5 : Fx = Cλ
λ

1 + λ
· λR − 0, 25

λ2R
(3.1.7)

λR ≤ 0, 5 : Fy = Cα
tanα

1 + λ
(3.1.8)

λR > 0, 5 : Fy = Cα
tanα

1 + λ
· λR − 0, 25

λ2R
(3.1.9)
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Obrázek 3.5: Kruh t°ení HSRI modelu pneumatiky vyjad°ující závislost velikosti
obvodových a bo£ních sil na sm¥rové úchylce [7].

3.1.3 Pacejk·v model

�asto pouºívaný semiempirický model pneumatiky, který slouºí k výpo£tu sil v ustá-
leném stavu, vychází z matematického vztahu nazývajícího se Magic Formula. Jeho
vývoj za£al jiº v osmdesátých letech minulého století ve spolupráci TU-Delf a Volvo.
Je zaloºen na experimentáln¥ získaných konstantách, které charakterizují parametry
modelu pneumatiky. Tato formule vychází z rovnice [2, 6, 8]:

Fx(λ) = Dsin(Ctan−1(Bλ− E(Bλ− tan−1(Bλ)))). (3.1.10)

Významy konstant dané rovnice:

D - faktor koe�cientu povrchu,

C - faktor tvaru pneumatiky,

B - faktor tuhosti pneumatiky,

E - faktor zak°ivení charakteristiky.

Hodnoty t¥chto konstant se pro p°í£ný a podélný sm¥r li²í.

Faktor tuhosti vychází ze vztahu:

B =
Cα

C +D
. (3.1.11)
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Hodnota zatá£ecí tuhosti podle tohoto vztahu se zapisuje ve tvaru:

Cα = c1sin(2tan−1(Fn/c2). (3.1.12)

Faktor koe�cientu povrchu je popsán vztahem:

D = µFn. (3.1.13)

Konstanty rovnice C a E stejn¥ jako parametry c1 a c2 a koe�cient t°ení µ jsou
stanoveny odhadem nebo z experimentáln¥ získaných údaj·. Vstupní prom¥nná pro
danou rovnici odpovídá bu¤ skluzu λ, anebo sm¥rové úchylce α [1,2,6].

3.1.4 Burckhardt·v model

Tento model je o n¥co jednodu²²í. K jeho vytvo°ení jsou pot°eba pouze t°i konstanty.
Velikost podélné síly pak vychází ze vztahu [8]:

Fx(λ) = c1(1− e−c2λ)− c3λ. (3.1.14)

Roz²í°ením tohoto modelu lze v rovnici zohlednit také rychlost [8]:

Fx(λ) = (c1(1− e−c2λ)− c3λ)e−c4v. (3.1.15)

Pro tento model se uºívají experimentáln¥ získané hodnoty koe�cient· c1, c2 a c3,
které vyjad°ují závislost modelu na daném povrchu [2, 4, 8].

Typy povrchu c1 c2 c3 λ∗ u∗r[Nm]

Suchý asfalt 1,28 23,99 0,52 0,17 1 404

Mokrý asfalt 0,86 33,82 0,35 0,131 964

Sníh 0,19 94,13 0,06 0,061 223

Led 0,05 306,39 0 0,13 60

Suchá dlaºba 1,37 6,46 0,67 0,4 1 198

Mokrá dlaºba 0,4 33,71 0,12 0,14 456

Tabulka 3.1: Experimentáln¥ získané parametry Burckhardtova modelu pneumatiky
pro r·zné typy povrch· vozovky [8].

V tab. 3.1 jsou vypsané parametry pro odli²né typy povrch· vozovek, kde u∗r p°ed-
stavuje maximální pouºitelný brzdný moment a λ∗ hodnotu optimálního skluzu pro
kaºdý z povrch·.
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3.1.5 Kienckeho a Daissn·v model

Matematický model, který vzniknul roz²í°ením a aproximací Burckhardtova modelu.
Ve vztazích pro výpo£et podélné síly nevystupuje rychlost t¥ºi²t¥ vozidla pouze
velikost podélného skluzu λ [2]:

Fx(λ) = kλ
λ

1 + c1λ+ c2λ2
. (3.1.16)

Hodnota kλ je vyjád°ena vztahem [2]:

kλ = lim
λ→0

4Fλ
4λ

. (3.1.17)

P°edpokládá se, ºe hodnota kλ je známá a sám Kiencke a Daiss zvolili pro tento
koe�cient �xní hodnotu 30◦ [2, 9].

3.2 Dynamické modely se soust°ed¥nými parametry

Tyto modely p°edpokládají bodový kontakt mezi pneumatikou a vozovkou. Veli-
£iny, které v nich vystupují, jsou tedy závislé pouze na zm¥nách v £ase. Jedním
z p°edstavitel· je LuGreho model [9].

3.2.1 LuGreho model

Bere v úvahu Stricbeck·v efekt g(vr), kde veli£ina vs vyjad°uje Stribeckovu relativní
rychlost, která de�nuje zvý²ení t°ecí síly pro malé rychlosti. T°ecí síla je tudíº uva-
ºována jako funkce relativní rychlosti a jako sou£et Stribeckových, Coulombových
a viskózních sloºek [3].
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Obrázek 3.6: T°ecí síla tvo°ená jednotlivými sloºkami [10].

Z obr. 3.6 je patrné, ºe Stribeckovo t°ení, FS, p°i zvy²ujících se rychlostech klesá
a uvaºuje se pouze p°i jejich nízkých hodnotách. Coulombovské t°ení, FC , má kon-
stantní hodnotu p°i jakékoliv rychlosti. Viskózní t°ení, FV , pak p·sobí proti pohybu
silou p°ímo úm¥rnou relativní rychlosti [10].

g(vr) = µc + (µs − µc)e(−|vr/vs|
1/2) (3.2.1)

ż = vr −
σ0|vr|
g(vr)

z (3.2.2)

Fx = (σ0z + σ1ż + σ2vr)Fn (3.2.3)

Významy veli£in:

vr - relativní rychlost kola ke karoserii automobilu, vr = (rw − v),

Fn - velikost normálového zatíºení pneumatiky,

µc - Coulombovské t°ení,

µs - statické t°ení,

vs - Stribeckova relativní rychlost,

σ0 - tuhost pneumatiky,

σ1 - tlumení pneumatiky,

σ2 - relativní viskózní tlumení,

z - vnit°ní t°ecí stav.
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3.3 Dynamické modely s rozloºenými parametry

Modely s rozloºenými parametry uvaºují plo²ný kontakt mezi vozovkou a pneuma-
tikou, jak je znázorn¥no na obr. 3.4. Tato plocha styku se nazývá stopa pneumatiky
a její délka je ozna£ena L. Parametry v rovnicích jsou prom¥nné jak v £ase, tak
i v prostoru. Jsou tedy funkcemi £asu a minimáln¥ jedné prostorové prom¥nné [9].

Takovéto modely a jejich vztahy s kvazistatickými byly jiº d°íve zkoumány v pracích
od Blimana, Bonalda a Sorineho. Ti navrhli model, který vykazuje p°i konstantních
rychlostech a p°i volb¥ vhodných parametr· podobné výsledky jako nap°íklad Magic
Formula. Následující rovnice popisují model s rozloºenými parametry vycházející ze
studií od LuGreho [9, 11].

Na obr. 3.4 je znázorn¥n zavedený sou°adnicový systém stopy, jehoº osy jsou ozna-
£eny Op a ζ. T°ecí síla pneumatiky je pak vyjád°ena vztahem [9]:

Fx =

∫ L

0

dFx(ζ, t) dζ, (3.3.1)

kde:

dFx =
(σ0
L
δz + σ1δż + σ2vr

)
dFn. (3.3.2)

Diferenciál normálové síly je ozna£en dFn a δz p°edstavuje diferenciál vnit°ního
t°ení. Ostatní veli£iny rovnice mají stejný význam jako u LugGreho modelu se sou-
st°ed¥nými parametry.

Lineární pohyb diferenciálu dFx ve stop¥ pneumatiky je závislý na rychlosti ζ̇ = rw,
pro kladnou hodnotu w, a na ζ̇ = −rw, pro zápornou hodnotu w. Pokaºdé kdyº se
obrátí sm¥r rychlosti kola, dochází také ke zm¥n¥ polohy po£átku sou°adnicového
systému stopy, a proto se p°i výpo£tech rychlosti uºívá vztah ζ̇ = r |w|. Pro velikosti
zm¥n vnit°ního t°ení v £ase a prostoru pak m·ºeme psát [9]:

dδz

dt
(ζ, t) =

dδz

dζ

dζ

dt
(ζ, t) =

dδz

dζ
|rw| = vr −

σ0 |vr|
Lg(vr)

δz, (3.3.3)

dδz

dζ
(ζ, t) = − σ0 |λ|

Lg(vr)
δz + λsgn(rw − v). (3.3.4)

Jestliºe budeme uvaºovat hodnotu funkce sgn(rw − v) za kladnou na intervalu
〈ζ(t0), ζ(t1)〉, pop°ípad¥ na 〈ζ0, ζ1〉, dostaneme °e²ení pro rovnice vý²e ve tvaru [9]:

δz(ζ1) = δz(ζ0)e
− σ0|λ|
Lg(vr)

(ζ1−ζ0) +
Lg(vr)

σ0

(
1− e−

σ0|λ|
Lg(vr)

(ζ1−ζ0)
)
. (3.3.5)
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Velikost t°ecí síly je pak moºné na základ¥ p°edchozích vyjád°ení popsat vztahem [9]:

Pro hnací kolo:

Fx(λ,w) = Fng(λ)

[
1− (1− σ1λ)

g(λ)

σ0λ

(
e−

σ0λ
g(λ) − 1

)]
+ σ2rwλ, (3.3.6)

kde:

g(λ) = µc + (µs − µc)e−|rwλ/vs|
1/2

, (3.3.7)

pro ur£itou konstantní úhlovou rychlost w a skluz nabývající hodnot λ ∈ 〈0, 1〉.

Pro brºd¥né kolo:

Fx(λ, v) = Fng(λ)

[
1− (1− σ1λ)

g(λ)

σ0λ

(
e−

σ0λ
g(λ) − 1

)]
+ σ2vλ, (3.3.8)

kde:

g(λ) = µc + (µs − µc)e−|vλ/vs|
1/2

, (3.3.9)

pro ur£itou konstantní rychlost v a skluz nabývající hodnot λ ∈ 〈0, 1〉.
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Kapitola 4

Sestavení dynamických model· v
prost°edí MATLAB & Simulink a
jejich simula£ní porovnání

Pohybové rovnice vozidel a z nich sestavené matematické modely nemohou být °e-
²eny analyticky. Abychom získali jejich p°ibliºné °e²ení, je t°eba vyuºít n¥jakého
numerického prost°edku. Simulink je nadstavbou MATLABu, která umoº¬uje apro-
ximaci výsledk· obsáhlých, vysoce nelineárních systém· pomocí blokových schémat.

Díky tomuto programu jsme pak schopni °e²it matematické modely vozidel jako sou-
bor vzájemn¥ pospojovaných blok·, které vycházejí z rovnic popisujících dynamiku
automobilu. Pouºitím takovéhoto naprogramovaného systému m·ºeme teoreticky
zkoumat jízdu vozidla v reálném £ase a analyzovat tak jeho chování za r·zných
podmínek.

Na obrázcích v p°íloze této práce jsou zobrazena bloková schémata jednostopého a
dvoustopého rovinného modelu. Vycházejí z rovnic v p°edchozích kapitolách a byly
u nich zanedbány odpory vozovky Of , v¥tru OV , vratné momenty M a p·sobení sil
v¥tru bo£ního N . Neuvaºují se zde také závleky pneumatik ns, jejichº velikost je v·£i
hodnotám rozvor· náprav lp a lz nepatrná. P°i simulaci jsem pouºil u dvoustopého
modelu Ackermannovu geometrii, jejíº princip je podrobn¥ji popsán v následující
kapitole zabývající se °ízením jednotlivých kol.

Pomocí t¥chto program· je moºné mimo jiného zkoumat také stabilitu °ízení, která
vychází z odezev systému p°i zm¥nách nato£ení volantu. Simulace jsem provedl
u vozidla, které jede t°emi r·znými rychlostmi (60 km/h, 100 km/h a 140 km/h)
a pozoroval rozdílnost pr·b¥hu odezev p°i skokovém nato£ení volantu βv z hodnoty
0◦ na 60◦. Vycházel jsem p°i tom z konstruk£ních parametr· vozidla Mercedes-Benz
EQC 400 4MATIC, coº je první elektrické SUV této zna£ky a informace o n¥m je
moºné nalézt na jejich webových stránkách [27]. Dal²í parametry jsem bu¤ dopo£ítal,
anebo pouºil hodnoty z publikace od profesora Vlka [5].
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Obrázek 4.1: Speci�kace modelu Mercedes-Benz EQC 400 4MATIC [27].

Název parametru Zna£ka Rozm¥r Výchozí hodnota

Rozchod p°ední nápravy tp m 1,624

Rozchod zadní nápravy tz m 1,615

Vzdálenost p°ední nápravy od t¥ºi²t¥ lp m 1,252

Vzdálenost zadní nápravy od t¥ºi²t¥ lz m 1,621

Vzdálenost p°edního levého kola od t¥ºi²t¥ rpl m 1,491

Vzdálenost p°edního pravého kola od t¥ºi²t¥ rpp m 1,491

Vzdálenost zadního levého kola od t¥ºi²t¥ rzl m 1,812

Vzdálenost zadního pravého kola od t¥ºi²t¥ rzp m 1,812

Úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu levého p°edního kola γpl rad 0,5742

Úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu pravého p°edního kola γpp rad 5,7089

Úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu levého zadního kola γzl rad 2,6782

Úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu pravého zadního kola γzp rad 3,6210

Celková hmotnost vozidla m kg 2 425

Moment setrva£nosti vozidla k svislé ose z Jz kg.m2 5 179

Stá£ivá tuhost p°edních pneumatik Cαp N.rad−1 64 167

Stá£ivá tuhost zadních pneumatik Cαz N.rad−1 45 833

Tuhost °ízení Cr N.m.rad−1 15 000

Konstruk£ní závlek nk m 0,02

Závlek pneumatik ns m 0,05

P°evod °ízení ir - 20

Tabulka 4.1: Konstruk£ní parametry vozidla [5, 27].
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Jednostopý lineární model vozidla: Dvoustopý nelineární model vozidla:

Obrázek 4.2: Simula£ní porovnání jednostopého a dvoustopého modelu. Vlastní
zpracování.
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P°i porovnání jednostopého a dvoustopého modelu jsem se zam¥°il na pr·b¥hy stá-
£ivých rychlostí vozidla ε̇, na velikosti jeho sm¥rových úchylek α a na jeho bo£ní
zrychlení ÿ. Z výsledk· simulací jsou na první pohled patrné rozdíly t¥chto odezev
a jejich vliv na trajektorii dráhy vozidla zejména p°i vy²²ích rychlostech, coº po-
ukazuje na d·leºitost volby vhodného modelu p°i zkoumání dynamiky automobilu
za r·zných podmínek.

Z pr·b¥h· veli£in model· na obr. 4.2 je znatelné, ºe k jejich ustálení p°i reakci
na skokovou zm¥nu nato£ení volantu dojde p°ibliºn¥ za stejnou dobu, která roste
s velikostí rychlosti automobilu. U jednostopého modelu je v²ak moºné si v²imnout
hlad²ího pr·b¥hu p°echodových charakteristik, a to z toho d·vodu zjednodu²ení jeho
rovnic pomocí linearizace.

Dvoustopý nelineární model vykazuje mén¥ stabilní pr·b¥hy zejména ve vy²²ích
rychlostech jízdy, kdy p°i odezvách systému dochází k v¥t²ímu mnoºství p°ekmit·.
Rozdíly v chování model· ve vy²²ích rychlostech tedy poukazují na moºnost vyuºití
jednostopého lineárního modelu k predikci dynamického chování vozidla jen za ome-
zených podmínek a nutnost pouºití model· nelineárních p°i sloºit¥j²ích manévrech
z d·vod· v¥t²ích velikostí bo£ního zrychlení a stá£ecí rychlosti [16].
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Kapitola 5

�ízení kol vozidel

Zp·sob· °ízení kol vozidel je velká °ada a jejich pouºití závisí p°edev²ím na typu
vozidla a jeho uºívání. V¥t²ina dne²ních automobil· je °ízena pouze koly p°edních
náprav, kdy úhel kol zadních z·stává nulový. Takovýto zp·sob fungování dosáhl
svého maxima v moºnostech zlep²ování °iditelnosti a £ím dál £ast¥ji se zavádí °ízení
v²ech £ty° kol. To dává prostor novým metodám °ízení za situací jako je kup°íkladu
zm¥na jízdního pruhu p°i vysokých rychlostech a parkování v omezených prosto-
rách. M·ºeme tedy konstatovat, ºe °ízení v²ech kol má dva hlavní ú£ely, zmen²ení
polom¥ru otá£ení vozidla a zlep²ení jízdního chování. Zvládnutá problematika nezá-
vislého natá£ení v²ech £ty° kol je st¥ºejní také u autonomních vozidel, kterých bude
v budoucnu na pozemních komunikacích £ím dál tím více p°ibývat [5, 18, 19].

U vozidel se v²emi £ty°mi °ízenými koly, jsou zadní kola °ízena pomocí po£íta£·
a °ídících systém·. N¥které z nich jim umoº¬ují natá£et se v opa£ném sm¥ru oproti
kol·m p°ední nápravy, coº zna£n¥ sníºí rádius zatá£ení. To m·ºe být vhodné zejména
pro nákladní automobily, traktory a vozidla s p°ív¥sy. N¥které moderní autobusy uºí-
vají °ízení v²ech kol z d·vodu lep²í manévrovatelnosti na autobusových zastávkách
a také kv·li zlep²ení jejich jízdní stability. Vozidla s takovýmto zp·sobem °ízení jsou
vyráb¥na uº od osmdesátých let minulého století zna£kami jako je Honda, Mazda
nebo General Motors. V dne²ní dob¥ existuje hned n¥kolik druh· aktivních systém·,
které umoº¬ují °ízení jednotlivých kol a jejichº cílem je p°edev²ím zvý²it bezpe£nost
jízdy a její stabilitu [29].

5.1 Reºimy °ízení v²ech kol vozidla

5.1.1 Four-wheel Steer

V reºimu °ízení £ty° kol zadní kola vºdy následují kola p°ední, aby do²lo k co nejt¥s-
n¥j²ímu projetí zatá£kou. V ideálním p°ípad¥ tedy kola zadní nápravy p°esn¥ opisují
dráhu stop kol nápravy p°ední [29].
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5.1.2 Crab Steer

Jedná se o speciální typ aktivního °ízení v²ech £ty° kol, kdy jsou kola p°ední a
zadní nápravy nato£ena souhlasn¥ se stejn¥ velkým úhlem vychýlení. Tohoto reºimu
se vyuºívá v p°ípad¥, kdy chceme, aby se automobil pohyboval po p°ímé dráze
pod daným úhlem [29].

5.1.3 �ízení zadních kol

Jen pár vozidel uºívá pouze °ízení zadních kol jako nap°íklad vysokozdviºné nebo
kamerové vozíky. Toto °ízení bývá nestabilní, protoºe se postupn¥ m¥ní jeho geome-
trie a tím také dochází k navy²ování polom¥ru zatá£ení. Ve výsledku se tedy vozidlo
otá£í v opa£ném sm¥ru, neº v jakém bylo p·vodn¥ °ízeno [29].

5.1.4 Pasivní °ízení zadních kol

Mnoho moderních vozidel nabízí tuto formu °ízení. P°i pr·jezdu zatá£kou mají zadní
kola tendenci se mírn¥ nasm¥rovat ven, coº ve vysokých rychlostech vede ke sníºení
stability. Pasivní systém °ízení vyuºívá bo£ních sil generovaných v zatá£ce prost°ed-
nictvím geometrie zav¥²ení kol k náprav¥ této tendence a mírnému nasm¥rování
zadních kol dovnit°, coº zlep²í jízdní stabilitu vozu [29].

Jednou z hlavních výhod vozidla °ízeného v²emi £ty°mi koly je zlep²ení jeho cho-
vání v zatá£kách, kdy dochází k navý²ení jízdní stability a °iditelnosti p°i vysokých
rychlostech a také na mokrých kluzkých povr²ích. Dal²í výhodou je zlep²ení odezev
vozidla a jejich p°esnosti. �ízení v²ech kol také navy²uje schopnost automobilu drºet
p°ímý sm¥r p°i nep°íznivých podmínkách, sniºuje polom¥r zato£ení vozu a umoº-
¬uje provedení stabiln¥j²ího úhybného manévru. Nevýhodou takovéhoto systému je
p°edev²ím mnoºství komponent, které obsahuje, coº výrazn¥ navy²uje cenu a také
poruchovost [29].

5.2 �ízení kol dle Ackermannovy podmínky

Jedním z moºných zp·sob· uvaºování natá£ení kol p°i matematickém modelování je
prost°ednictvím Ackermannovy podmínky na obr. 5.1, kdy jsme schopni pomocí této
geometrie popsat úhly nato£ení jednotlivých kol v závislosti na jejich poºadované
st°ední hodnot¥ [24].

Dle obr. 5.1, kdy pro úhly nato£ení kol platí tanβ ≈ β, m·ºeme jejich hodnotu
vyjád°it vztahem:
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βpl =
lp

R− tp
2

=
2lp

2R− tp
, (5.2.1)

βpp =
lp

R + tp
2

=
2lp

2R + tp
, (5.2.2)

kde R je polom¥r kruhové dráhy automobilu.

Celkový úhel nato£ení vozidla pak m·ºeme vyjád°it jako st°ední hodnotu nato£ení
pravého a levého kola:

βp =
βpl + βpp

2
=

1

2

(
2lp

2R− tp
+

2lp
2R + tp

)
(5.2.3)

=
1

2

(
8lpR

4R2 − t2p

)
=

lp

R− t2p
4R

≈ lp
R
. (5.2.4)

Obrázek 5.1: Nato£ení jednotlivých kol automobilového vozidla p°i jízd¥ po kruhové
dráze. Vlastní zpracování.

Pro odchylku úhl· nato£ení kol platí:

∆p =
βpl − βpp

2
=

1

2

(
2lp

2R− tp
− 2lp

2R + tp

)
(5.2.5)

=
1

2

(
4lptp

4R2 − t2p

)
=

lptp

2R2 − r2p
4

≈ lp
R
· tp

2R
, (5.2.6)
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kdy pomocí p°edchozí rovnice pro vyjád°ení úhlu nato£ení p°ední nápravy dosta-
neme vztah:

∆p = βp
tp
2R

, (5.2.7)

kde:

R =
lp
βp
. (5.2.8)

Výsledná rovnice, která nám p°i simulaci jízdy vozidla v reálném £ase umoºní po£ítat
úhly nato£ení jednotlivých kol, vypadá následovn¥:

∆p = β2
p

tp
2lp

. (5.2.9)

Pro hodnoty úhlu nato£ení kol pak dle odvození vý²e platí:

βpl = βp + ∆p = βp

(
1 + βp

tp
2lp

)
, (5.2.10)

βpp = βp −∆p = βp

(
1− βp

tp
2lp

)
, (5.2.11)

βzl = βz + ∆z = βz

(
1 + βz

tz
2lz

)
, (5.2.12)

βzp = βz −∆z = βz

(
1− βz

tz
2lz

)
. (5.2.13)

5.3 �ízení kol zadní nápravy

K °ízení kol zadní nápravy m·ºeme p°istupovat r·zn¥. Obvykle v²ak bývá úhel
nato£ení zadních kol uvaºován jako proporcionální k úhlu nato£ení kol p°edních [5]:

βz = kpβp, (5.3.1)

kde tedy kp p°edstavuje pom¥r mezi úhly kol p°ední a zadní nápravy. Znaménko
tohoto koe�cientu má velký význam. Jestliºe platí kp > 0, pak mluvíme o souhlasném
°ízení, kdy jsou zadní kola nato£ena ve stejném smyslu jako kola p°ední. Pokud by
hodnota pom¥ru byla záporná, kp < 0, pak uvaºujeme nesouhlasné °ízení, kdy se
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kola p°ední a zadní nápravy natá£í v opa£ném smyslu. Nulová hodnota koe�cientu
kp zna£í automobil s °ízenými pouze koly p°ední nápravy [5].

Hodnota kp musí být v pr·b¥hu jízdy prom¥nná. Kdyby byl tento koe�cient kon-
stantní docházelo by k problém·m p°i sloºit¥j²ích manévrech, jako je nap°íklad par-
kování. Velikost pom¥ru kp m·ºeme získat r·znými zp·soby podle toho, co od jízd-
ního chování vozidla o£ekáváme. Nap°íklad pro dosaºení lep²í stability je jedním z
cíl· °ízení nulová hodnota sm¥rové úchylky t¥ºi²t¥, α = 0. V tomto p°ípad¥ m·ºeme
vyuºít rovnice pro statický zisk úhlu sm¥rové úchylky [5, 18]:

(
α

β∗v

)
stat

=
CαpCαz l(kplp + lz)−mv2(Cαplp − kpCαz lz)

CαpCαz l
2 −mv2(Cαplp − Cαz lz)

, (5.3.2)

kde p°i uvaºování α = 0, dostaneme vztah pro koe�cient kp jako funkci rychlosti
t¥ºi²t¥ automobilu v:

kp =
−CαpCαz llz +mv2Cαplp

CαpCαz llp +mv2Cαz lz
. (5.3.3)

Kdybychom tuto závislost vynesli gra�cky a uvaºovali p°itom parametry vozidla
Mercedes-Benz EQC 400 4MATIC, které se nachází v tab. 4.1, dostali bychom k°ivku
na obr. 5.2.

Obrázek 5.2: Závislost pom¥ru nato£ení kol p°ední a zadní nápravy kp na rychlosti
vozidla v. Vlastní zpracování.

Zp·sob °ízení dle této úvahy je také závislý na celkové hmotnosti vozidla a na poloze
t¥ºi²t¥. R·zné hodnoty koe�cientu kp tedy dostaneme pro vozidla nedotá£ivá, p°etá-
£ivá nebo neutrální. Vytvo°ený pr·b¥h na obr. 5.2 je moºné porovnat s pr·b¥hem u
vozidla Mazda 4WS na obr. 5.3. Podobnost graf· podporuje úvahu moºnosti °ízení
zadních kol na základ¥ odvozené rovnice.
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Obrázek 5.3: Závislost pom¥ru nato£ení kol p°ední a zadní nápravy na rychlosti
pro vozidlo Mazda 4WS [5].

Na obr. 5.4 je zobrazený pr·b¥h dráhy vozidla jedoucího rychlostí 15 km/h s °ízenou
i ne°ízenou zadní nápravou. Úhel nato£ení kol p°ední nápravy je roven 0, 08 rad.
Z obrázku je p°i °ízené zadní náprav¥ prost°ednictvím koe�cientu kp patrné zmen²ení
polom¥ru zatá£ení vozidla z d·vodu nesouhlasného nato£ení kol dle obr. 5.2.

Obrázek 5.4: Porovnání dráhy vozidla s °ízenými a ne°ízenými koly zadní nápravy.
Vlastní zpracování.

Dal²í moºnost °ízení zadní nápravy vychází ze studie od Liua [18], kdy uvaºujeme
zlep²ení jízdní stability pomocí zp¥tnovazební kontroly zam¥°ující se na rychlost
stá£ení. Úhel nato£ení zadních kol je zde tedy funkcí stá£ecí rychlosti vozidla ε̇.
To má za cíl minimalizovat velikost sm¥rové úchylky t¥ºi²t¥ α a pro tento zp·sob
ovládání automobilu platí [18, 19]:

βz = kε̇, (5.3.4)

k =
lp(lpCαp − lzCαz)− (l2pCαp + l2zCαz)−mv2lp

Cαzv(lp + lz)
. (5.3.5)

Uºitím tohoto vztahu pro výpo£et nato£ení zadních kol dojde k výraznému zlep²ení
stability. Dal²ím cílem, na který je moºné se zam¥°it v kontextu zlep²ení °iditelnosti

46



vozidla, je kontrolování stá£ecí rychlosti ε̇ a zji²´ování její ideální hodnoty. Takováto
ideální stá£ecí rychlost je p°i reakci na skokovou zm¥nu v °ízení schopna dosáhnout
ustáleného stavu ve velmi krátkém £ase [18].

5.4 Úhybný manévr vozidla ve vysoké rychlosti

Podle analýzy údaj· z výzkumu dopravních nehod v N¥mecku, p°i nehodách, kdy
automobil narazil zezadu do druhého, 80 % °idi£· nevyuºilo moºnosti zm¥ny jízd-
ního pruhu na to, aby p°ede²li kolizi. Zhruba ve t°etin¥ p°ípad· nemuselo p°i pouºití
tohoto úhybného manévru ke sráºce vozidel v·bec dojít. V zájmu sníºení mnoºství
takovýchto dopravních nehod je nezbytné se metodami zm¥ny jízdního pruhu za-
bývat, nacházet nová, lep²í, a p°edev²ím bezpe£n¥j²í °e²ení, které by bylo následn¥
moºné aplikovat u b¥ºných, pop°ípad¥ autonomn¥ °ízených silni£ních vozidel [30].

P°i úhybných manévrech ve vysokých rychlostech je pot°eba, aby byl automobil
dob°e °iditelný a stabilní. To, do jaké míry je vozidlo stabilní ovliv¬uje celkovou
bezpe£nost a také komfort jízdy. Uvaºujeme-li konven£ní zp·sob °ízení, kdy se vy-
chylují pouze p°ední kola, dochází ke vzniku relativn¥ velkých sm¥rových úchylek
a systém automobilu není p°íli² stabilní. Zlep²ení je moºné dosáhnout p°idáním °í-
zení kol zadních, coº umoºní vzniku nových p°ístup· k zvládnutí bezpe£nostního
manévru. Na obr. 5.5 je zobrazené porovnání dvou zp·sob· °ízení automobilového
vozidla ve vysoké rychlosti p°i úhybném manévru [28].

Obrázek 5.5: Porovnání vozidla s °ízenými a ne°ízenými koly zadní nápravy p°i
úhybném manévru ve vysoké rychlosti [28].

P°edstavme si tedy situaci, kdy se automobil ve vysoké rychlosti musí vyhnout ji-
nému tak, ºe p°ejede z jednoho jízdního pruhu do druhého. U konven£ního automo-
bilu by tento manévr vypadal následovn¥. Do²lo by k nato£ení kol p°ední nápravy,
jejich dorovnání a pak nato£ení na druhou stranu spolu s op¥tovným dorovnáním do
nulové hodnoty úhlu jejich vychýlení. P°i tomto manévru by nato£ení zadních kol
tohoto typu automobilu z·stalo nulové. Moºnost °ízení v²ech £ty° kol v²ak nabízí
elegantn¥j²í, a p°edev²ím stabiln¥j²í °e²ení. P°i zm¥n¥ jízdního pruhu se do °ízení
zapojí kola obou náprav s tím, ºe jejich vychýlení je souhlasné. To znamená ºe v
pr·b¥hu tohoto manévru dojde nejprve k nato£ení v²ech £ty° kol ve stejném smyslu,
coº zp·sobí zm¥nu ve sm¥ru jízdy vozidla, který si v²ak automobil drºí do doby,
neº dojde k dal²í zm¥n¥ úhlu nato£ení, a i p°es vychýlení kol jede po p°ímé dráze.
Jakmile se dostane do poºadovaného jízdního pruhu, kola dorovná a pokra£uje v
podélném sm¥ru jízdy vozovky [28].
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Mezi d·leºité parametry p°i tomto jízdním manévru pat°í p°edev²ím hodnota rych-
losti t¥ºi²t¥ vozidla, moºná £asová zpoºd¥ní a poloha objektu, kterému se snaºíme vy-
hnout. Soubor t¥chto faktor· ovliv¬uje °ízení automobilu a jeho dynamiku. Jestliºe
tedy vozidlo p°ejíºdí z jednoho jízdního pruhu do druhého, °e²íme v první °ad¥ krité-
rium stá£ecí a °ídící stability. K jejímu vyhodnocení je moºné pouºít pr·b¥hu stá£ecí
rychlosti ε̇ a nebo pr·b¥hu bo£ního zrychlení ÿ daného vozu [31].

Na následující stránce se nachází porovnání dvou odli²ných p°ístup· k bezpe£nost-
nímu manévru. Automobil jede rychlostí 130 km/h a pro °ízení zadních kol byla
pouºita teorie dle studie od Liua [18]. Z výsledk· simulace je patrný rozdíl pr·-
b¥h· stá£ecích rychlostí, jejich stabilita a výsledná dráha t¥ºi²t¥ vozidla, která je
pro kaºdý z p°ístup· znateln¥ odli²ná.

P°i simulacích byly uvaºovány shodné velikosti úhl· vychýlení levých a pravých kol
vozidla a ve výsledcích jsou tudíº zobrazené pouze pr·b¥hy st°edních hodnot nato-
£ení pro p°ední a zadní nápravu. Dal²ím kritériem, na které je moºné se krom stabi-
lity b¥hem úhybného manévru zam¥°it, je jeho doba trvání. O redukci £asu, za který
vozidlo zm¥nu jízdního pruhu provede, je moºné se pokusit nap°íklad pomocí opti-
malizací s vyuºitím roz²í°ení výpo£etního prost°edí MATLAB, jeº se nazývá Opti-
mization Toolbox. Tento produkt uºívá nástroj· a algoritm· pro standardní a roz-
sáhlé optimaliza£ní úlohy a obsahuje funkce pro r·zné zp·soby programování. Tyto
funkce slouºí k hledání parametr·, které minimalizují nebo maximalizují vyty£ené
cíle p°i spln¥ní daných omezení.

Prvním krokem je p°i optimalizaci provedení bo£ního úhybného manévru s p·vod-
ním °ízením v²ech kol a zaznamenání velikostí vychýlení jednotlivých kol vzhledem
k p°í£né poloze vozidla. Pro kaºdé z kol jsem tedy ze simulace vybral p¥t hodnot
úhlu nato£ení a pracoval s nimi jako s po£áte£ními hodnotami optimaliza£ních pa-
rametr·. Za cílovou funkci je pak zvolena doba manévru, kterou je prost°ednictvím
výpo£etního programu moºné minimalizovat. Danou optimalizací se mi nepoda°ilo
dosáhnout lep²ích výsledk· neº u po£áte£ního zp·sobu °ízení a problematikou je tak
pot°eba se zabývat na hlub²í úrovni výzkumu.
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Vozidlo s °ízenými koly p°ední nápravy: Vozidlo se v²emi °ízenými koly:

Obrázek 5.6: Simula£ní porovnání zp·sob· °ízení kol vozidla p°i úhybném manévru
ve vysoké rychlosti. Vlastní zpracování.
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Záv¥r

Základním cílem bakalá°ské práce bylo seznámení se se zp·soby modelování sm¥rové
dynamiky vozidel r·zných sloºitostí, jejich sestavení v prost°edí MATLAB & Simu-
link a provedení n¥kolika simulací k ov¥°ení jejich funk£nosti. Práce je rozd¥lena
do n¥kolika £ásti dle pokyn· pro její vypracování.

Kapitola 1 se zabývá °iditelností a stabilitou vozidel. Jsou zde vysv¥tleny základní
pojmy sm¥rové dynamiky a je zde také popsáno standardní blokové schéma °ízení
automobilového vozidla.

Kapitola 2 je dále rozd¥lena na dal²í t°i podsekce dle typu dynamického modelu
vozidla. První sekce popisuje jednostopý rovinný model, zp·soby jeho tvorby, moº-
nosti zjednodu²ení pomocí linearizace a základní dynamické veli£iny s jízdou vozidla
spojené. Druhá sekce této kapitoly se zabývá dvoustopým rovinným modelem, jeho
geometrií a z ní vycházejícím numerickým °e²ením. V poslední sekci je probrán
prostorový model vozidla, uveden jeho p°íklad, který zanedbává podélné nakláp¥ní
a pohyb ve vertikálním sm¥ru. Jsou zde uvedené pohybové rovnice pro jeho °e²ení
a zp·sob zat¥ºování jednotlivých kol dle p°í£ného nakláp¥ní odpruºených hmot.

Kapitola 3 popisuje matematické modelování pneumatik rozd¥lené na modely v pseudo-
ustáleném stavu, na dynamické modely se soust°ed¥nými parametry a na dynamické
modely s parametry rozloºenými. V této kapitole jsou zmín¥ny základní síly a mo-
menty na pneumatiku p·sobící a n¥kolik p°íklad· konkrétních model· vycházejících
z rozdílných literárních zdroj·.

Kapitola 4 se pak zam¥°uje na sestavení jednostopého a dvoustopého rovinného
modelu a na jejich simula£ní porovnání. Konstruk£ní parametry model· jsou zde
p°evzaty z vozidla Mercedes-Benz EQC 400 4MATIC. Výsledky simulací prokazují
rozdílnosti dynamických odezev model·, které jsou zp·sobeny p°edev²ím po£ty kol
a linearizací jednostopého modelu. Odli²nost odezev dynamických veli£in ve vyso-
kých rychlostech také vypovídá o omezení pouºití takovýchto model·, které vychá-
zejí ze zna£né °ady zjednodu²ujících p°edpoklad·.

Kapitola 5 je rozd¥lena do n¥kolika podkapitol. První z nich popisuje moºné reºimy
°ízení v²ech kol vozidel. Druhá podkapitola se zabývá °ízením kol dle Ackerman-
novy podmínky a jejího vyuºití p°i matematickém modelování. Dále je zde probráno
°ízení kol zadní nápravy za ú£elem zlep²ení jízdní stability, kdy je cílem minimalizo-
vání sm¥rové úchylky vozidla. Z odvozených vztah· byla vytvo°ena gra�cká závislost
pom¥ru nato£ení kol p°ední a zadní nápravy, kp, na rychlosti t¥ºi²t¥ vozidla. Pro da-
nou závislost byly pouºity parametry modelu vozidla Mercedes-Benz z p°edchozí
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kapitoly a byla porovnána s k°ivkou závislosti pro vozidlo Mazda 4WS. Pr·b¥hy
koe�cientu kp se z odvozených rovnic podobaly a °ízení se pro ob¥ závislosti m¥nilo
z nesouhlasného na souhlasné p°ibliºn¥ p°i rychlosti 35 km/h. V této kapitole je také
vytvo°eno simula£ní porovnání konven£ního vozidla s °ízenými pouze p°edními koly
a vozidla se °ízenými v²emi £ty°mi koly p°i úhybném manévru ve vysoké rychlosti.
Ze simulací vyplývá, ºe °ízení pomocí v²ech kol vykazuje stabiln¥j²í pr·b¥hy ode-
zev p°i zm¥n¥ jízdního pruhu a je moºné ho tudíº povaºovat za bezpe£n¥j²í. Dal²ím
kritériem, kterým jsem se p°i zm¥n¥ jízdního pruhu zabýval, byla jeho doba trvaní.
Optimalizací úhl· nato£ení kol se mi v²ak nepoda°ilo dosáhnout lep²ích výsledk·
neº u po£áte£ního zp·sobu °ízení.

V této práci byla dle pokyn· vytvo°ena re²er²e základních zp·sob· matematického
modelování sm¥rové dynamiky vozidel, sestavení jednostopého a dvoustopého mo-
delu, jejich vzájemné simula£ní porovnání a popsané moºnosti °ízení jednotlivých
kol aplikované na modelu se samostatným ovládáním náprav a kol.
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Seznam pouºitých symbol·

α
αp
αz
αpl
αpp
αzl
αzp
α̇
ε
ε̇
ε̈
v
vx
vy
v̇
vp
vz
vpl
vpp
vzl
vzp
Fx
Fxp
Fxz
Fxpl
Fxpp
Fxzl
Fxzp
Fy
Fyp
Fyz
Fypl
Fypp
Fyzl
Fyzp
βv
βp
βz

úhel sm¥rové úchylky vozidla
úhel sm¥rové úchylky kol p°ední nápravy
úhel sm¥rové úchylky kol zadní nápravy
úhel sm¥rové úchylky p°edního levého kola
úhel sm¥rové úchylky p°edního pravého kola
úhel sm¥rové úchylky zadního levého kola
úhel sm¥rové úchylky zadního pravého kola
rychlost sm¥rové úchylky
úhel stá£ení
stá£ecí rychlost
zrychlení stá£ení
rychlost t¥ºi²t¥ vozidla
rychlost t¥ºi²t¥ vozidla vzhledem k ose x
rychlost t¥ºi²t¥ vozidla vzhledem k ose y
zrychlení t¥ºi²t¥ vozidla
rychlost kol p°ední nápravy
rychlost kol zadní nápravy
rychlost p°edního levého kola
rychlost p°edního pravého kola
rychlost zadního levého kola
rychlost zadního pravého kola
síla p·sobící v podélném sm¥ru kola
síla p·sobící v podélném sm¥ru kol p°ední nápravy
síla p·sobící v podélném sm¥ru kol zadní nápravy
síla p·sobící v podélném sm¥ru p°edního levého kola
síla p·sobící v podélném sm¥ru p°edního pravého kola
síla p·sobící v podélném sm¥ru zadního levého kola
síla p·sobící v podélném sm¥ru zadního pravého kola
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru kola
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru kol p°ední nápravy
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru kol zadní nápravy
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru p°edního levého kola
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru p°edního pravého kola
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru zadního levého kola
síla p·sobící v p°í£ném sm¥ru zadního pravého kola
úhel nato£ení volantu
úhel nato£ení kol p°ední nápravy
úhel nato£ení kol zadní nápravy
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βpl
βpp
βzl
βzp
m
ms

lp
lz
tp
tz
Ov

Of

N
e
Jz
Jxz

Cα
Cαp
C ′αp
Cαz
CMα

Cr
Cλ
ir
nk
ns
kn
wy
rpl
rpp
rzl
rzp
γpl

γpp

γzl

γzp

θpl
θpp
θzl
θzp
R
∆p

∆z

úhel nato£ení p°edního levého kola
úhel nato£ení p°edního pravého kola
úhel nato£ení zadního levého kola
úhel nato£ení zadního pravého kola
celková hmotnost vozidla
hmotnost odpruºených hmot vozidla
délka rozvoru od t¥ºi²t¥ k p°ední náprav¥ vozidla
délka rozvoru od t¥ºi²t¥ k zadní náprav¥ vozidla
rozchod p°ední nápravy
rozchod zadní nápravy
odpor vzduchu
odpor valení
síla bo£ního v¥tru
délka od t¥ºi²t¥ vozidla k p·sobi²ti bo£ního v¥tru
moment setrva£nosti ke svislé ose procházející t¥ºi²t¥m vozidla
moment setrva£nosti k podélné a svislé ose procházející t¥ºi²t¥m
vozidla
sm¥rová tuhost pneumatiky
sm¥rová tuhost pneumatik p°ední nápravy
sm¥rová tuhost pneumatik p°ední nápravy uvaºující tuhost °ízení
sm¥rová tuhost pneumatik zadní nápravy
vratná tuhost pneumatiky
tuhost °ízení
skluzová tuhost pneumatiky
p°evod °ídícího ústrojí
konstruk£ní závlek pneumatiky
závlek pneumatiky
sou£initel bo£ní vzdu²né síly
rychlost bo£ního v¥tru
vzdálenost st°edu p°edního levého kola od t¥ºi²t¥ vozidla
vzdálenost st°edu p°edního pravého kola od t¥ºi²t¥ vozidla
vzdálenost st°edu zadního levého kola od t¥ºi²t¥ vozidla
vzdálenost st°edu zadního pravého kola od t¥ºi²t¥ vozidla
úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu p°edního levého kola v
sou°adné soustav¥ vozidla
úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu p°edního pravého kola v
sou°adné soustav¥ vozidla
úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu zadního levého kola v
sou°adné soustav¥ vozidla
úhel sm¥ru polohového vektoru ke st°edu zadního pravého kola v
sou°adné soustav¥ vozidla
úhel sm¥ru pohybu p°edního levého kola
úhel sm¥ru pohybu p°edního pravého kola
úhel sm¥ru pohybu zadního levého kola
úhel sm¥ru pohybu zadního pravého kola
polom¥r kruhové dráhy vozidla
odchylka úhlu nato£ení kol p°ední nápravy
odchylka úhlu nato£ení kol zadní nápravy
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h

Φ
µ
CD
A
ρ
bp
bz
kp
kz
λ
λ∗

Fzpl
Fzpp
Fzzl
Fzzp
hT
lps
lzs
hp
hz
musp

musz

hup
huz
Fn
M
µλ
mk

Jk
r
w
ur
u∗r
x0

y0

D
C
B
E
vs
vr
µc
µs

vertikální vzdálenost mezi t¥ºi²t¥m odpruºené hmoty vozidla a osy
nakláp¥ní
úhel naklopení vozidla v p°í£ném sm¥ru
sou£initel p°ilnavosti
koe�cient odporu vzduchu
kolmá plocha vozidla ke sm¥ru proud¥ní vzduchu
hustota vzduchu
tlumení p°ední nápravy
tlumení zadní nápravy
tuhost p°ední nápravy
tuhost zadní nápravy
podélný skluz
hodnota optimálního skluzu
síla p·sobící ve vertikálním sm¥ru p°edního levého kola
síla p·sobící ve vertikálním sm¥ru p°edního pravého kola
síla p·sobící ve vertikálním sm¥ru zadního levého kola
síla p·sobící ve vertikálním sm¥ru zadního pravého kola
vý²ka t¥ºi²t¥ automobilu od povrchu vozovky
vzdálenost st°edu odpruºené hmoty vozidla k ose p°ední nápravy
vzdálenost st°edu odpruºené hmoty vozidla k ose zadní nápravy
vý²ka st°edu p°í£ného nakláp¥ní p°ední nápravy od povrchu vozovky
vý²ka st°edu p°í£ného nakláp¥ní zadní nápravy od povrchu vozovky
hmotnost neodpruºených hmot p°ední nápravy
hmotnost neodpruºených hmot zadní nápravy
vý²ka st°edu neodpruºených hmot p°ední nápravy
vý²ka st°edu neodpruºených hmot zadní nápravy
síla p·sobící na pneumatiku v normálovém sm¥ru její stopy
vratný moment pneumatiky
sou£initel skluzové p°ilnavosti
hmotnost kola
moment setrva£nosti kola
polom¥r kola
úhlová rychlost kola
brzdný\hnací moment kola
optimální brzdný moment kola
poloha t¥ºi²t¥ vozidla vzhledem k podélné ose pevného sou°adnico-
vého systému
poloha t¥ºi²t¥ vozidla vzhledem k p°í£né ose pevného sou°adnicového
systému
faktor koe�cientu povrchu vozovky
faktor tvaru pneumatiky
faktor tuhosti pneumatiky
faktor zak°ivení charakteristiky
Stribeckova relativní rychlost
relativní rychlost kola ke karoserii vozidla
sou£initel Coulombovského t°ení
sou£initel statického t°ení
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σ0
σ1
σ2
L
Op

ζ
ζ̇
δz
Mx

Mz

kp

tuhost pneumatiky
tlumení pneumatiky
relativní viskózní tlumení
délka stopy pneumatiky
p°í£ná osa stopy pneumatiky
podélná osa stopy pneumatiky
obvodová rychlost pneumatiky
diferenciál vnit°ního t°ecího stavu
moment vzhledem k podélné ose procházející t¥ºi²t¥m vozidla
moment vzhledem ke svislé ose procházející t¥ºi²t¥m vozidla
koe�cient pom¥ru nato£ení kol p°ední a zadní nápravy
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P°íloha A

Jednostopý model vozidla

Obrázek A.1: Rovinný model jednostopého vozidla v prost°edí Simulink. Vlastní
zpracování.
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P°íloha B

Dvoustopý model vozidla

Obrázek B.1: Rovinný model dvoustopého vozidla v prost°edí Simulink. Vlastní
zpracování.

Obrázek B.2: Subsystém nato£ení kol dle Ackermannovy podmínky. Vlastní zpraco-
vání.
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Obrázek B.3: Subsystém rychlostí jednotlivých kol vozidla. Vlastní zpracování.
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Obrázek B.4: Subsystém bo£ních vodících sil. Vlastní zpracování.
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Obrázek B.5: Subsystém dynamiky vozidla. Vlastní zpracování.
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P°íloha C

Optimalizace úhl· nato£ení kol

Obrázek C.1: Optimalizace úhl· nato£ení kol v prost°edí MATLAB. Vlastní zpra-
cování.
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