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Tato práce vznikla jako školńı d́ılo na Českém vysokém učeńı technickém
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Abstrakt

Tato práce se zabývá implementaćı algoritmu pro řešeńı soustav lineárńıch
nerovnic pomoćı řešeńı konflikt̊u. Algoritmus je implementován v C++17,
jeho paralerizace je doćılena pomoćı knihovny OpenMP.

Kĺıčová slova Conflict Resolution Algorithm, soustava nerovnic, C++, řešič
soustav, ř́ıdké matice, husté matice, paralelizace, OpenMP

Abstract

This thesis deals with implementation of Conflict resolution algorithm, which
solves systems of linear inequalities. Algorithm is implemented in C++17 and
is parallelized using OpenMP.

Keywords Conflict Resolution Algorithm, system of linear inequalities, C++,
solver of inequalities, sparse matrices, dense matricies, parallelization, OpenMP
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3.7.1 Kontrola přǐrazeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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3.7.3 Strategie pro hledáńı konflikt̊u . . . . . . . . . . . . . . 23

3.8 Normalizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.9 Optimalizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.9.1 Přeuspořádńı strojového kódu . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.5 Sekvenčńı řešič . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Úvod

Nalezeńı řešeńı soustavy rovnic/nerovnic je jedńım z nejběžněǰśıch matema-
tických problémů, které je třeba řešit. Pokud ale máme dostatečný výpočetńı
výkon a přesné poč́ıtače, tak můžeme vždy nalézt řešeńı, což se rozhodně nedá
ř́ıci o všech matematických problémech. Hledáńı řešeńı soustav rovnic/nerov-
nic je hlavńım ćılem lineárńıho programováńı.

Pro řešeńı soustav lineárńıch nerovnic, existuje několik známých metod
jako např́ıklad Fourier-Motzkinova metoda, nebo Černikov̊uv algoritmus, které
si jsou velmi podobné. Tato práce se ale zabývá implementaćı Conflict Reso-
lution Algorithm.[1]

Algoritmus byl publikován v roce 2009 Konstantinem Korovinem, Nesta-
nem Tsiskaridzem a Andrejem Voronkovem.[1] Tento algoritmus by měl být
v některých př́ıpadech i o řád efektivněǰśı, než předchoźı zmı́něné algoritmy.

V prvńı kapitole představ́ım problém a zadefinuji pojmy pro snadněǰśı po-
rozuměńı algoritmu. V druhé kapitole poṕı̌si implementaci algoritmu v C++
a jeho paralelizaci pomoćı OpenMP.[6] V závěrečné kapitole se zabývám použit́ım
programu pro řešeńı soustav linárch nerovnic a nalezeńım řešeńı soustav lineárńıch
nerovnic, které jseu reprezentovány ř́ıdkými maticemi. Následně prezentuji
naměřené výsledky.
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Kapitola 1
Ćıl práce

Ćılem práce je uvést čtenáře do problematiky algortimu[1] pro řešeńı sou-
stav lineárńıch nerovnic. Implementovat ho, provést jeho paralelizaci pomoćı
OpenMP[6] a změřit jeho výkon na ř́ıdkých a hustých matićıch.
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Kapitola 2
Analýza a návrh

V této kapitole zadefinuji pojmy použité v tomto textu za použit́ı informaćı
z [1] . Dále poṕı̌si, jak algoritmus funguje.

2.1 Základńı definice

2.1.1 Množiny

Množinu racionálńıch č́ılsel označ́ıme jako Q a množinu přirozených č́ısel jako
N. Pro každé n v tomto textu plat́ı n ∈ N. Dále konečnou množinu proměnných
{x1, . . . , xn} označ́ıme jako X.

2.1.2 Lineárńı omezeńı

Jako linearńı omezeńı nad Xoznač́ıme

a1x1 + . . .+ anxn + b � 0

kde ai ∈ Q pro 1 ≤ i ≤ n, b ∈ Q, nebo je v jednom z tvar̊u >,nebo ⊥. A plat́ı
� ∈ {≥, >,=, 6=}. Dále v textu budeme uvažovat pouze př́ıpad kdy � ∈ {≥}.
Budeme je tedy nazývat lineárńı nerovnice.

2.1.3 Uspořádáńı proměnných

Necht’ � je uspořádáńı nad X. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat:

xn � xn−1 � . . . � x1

2.1.4 Úrověň(Level) nerovnice

Necht’ A je nerovnice v normalizovaném tvaru nad X s uspořádánim �, po-
tom jako úroveň(level) označ́ıme maximálńı pro maximálńı proměnnou, jej́ıž
koeficient neńı roven nule.

level(a1x1 + . . .+ anxn + b ≥ 0) = n; an 6= 0
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2. Analýza a návrh

2.1.5 Přǐrazeńı

Přǐrazeńı σ nad množinou proměnných X definujeme jako zobrazeńı X → Q.
Při daném přǐrazeńı σ, proměnné x ∈ X a hodnotě v ∈ Q, označ́ıme σv

x jako
přǐrazeńı źıskané ze σ změnou hodnoty x na v beze změny přǐrazeńı ostatńıch
proměnných.
Např́ıklad:

x1 ← 2, x2 ← 0, x3 ← −1 . . .

σ7
x2

x1 ← 2, x2 ← 7, x3 ← −1 . . .

Źıskańı výsledku z levé strany nervonice A pomoćı přǐrazeńı σ:

A(σ)

2.1.6 Normalizace

Nerovnice je normalizována, pokud je v jednom z náseleduj́ıćıch tvar̊u:

{>,⊥, a1x1 + . . .+an−1xn−1 +xn + b ≥ 0, a1x1 + . . .+an−1xn−1−xn + b ≥ 0}

Např́ıklad 2x1 + x3 + 1 ≥ 0 je normalizována, 2x1 − x3 + 6x4 ≥ 0 neńı.
Dále budeme uvažovat pouze normalizováné nerovnice.

2.1.7 Soustava lineárńıch nerovnic

Soustava lineárńıch nerovnic lze zapsat:

a11x1 + a12x2 + . . . + xn+ b1 ≥ 0
a21x1 + a22x2 + . . . + xn+ b2 ≥ 0

...
... . . . ...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + xn+ bm ≥ 0

Množinu všech lineárńıch nerovnic (všechny úrovně) budeme označovat jako
S. Množinu soustav úrovně pouze k budeme označovat Sk.

2.1.8 Řešeńı soustavy lineárńıch nerovnic

Přǐrazeńı σ soustavy lineárńıch nerovnic je jej́ım řešeńım, pokud pro každou
nerovnic A ∈ S plat́ı A(σ) > 0.

2.1.9 Řı́dké a husté matice

Matice označ́ıme za ř́ıdkou, pokud většina jejich prvk̊u je rovna nule. V opačném
př́ıpadě hovoř́ıme o husté matici.
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2.1. Základńı definice

2.1.10 Dolńı mez nerovnice

Necht’ A je nerovnice a σ nějaké jej́ı přǐrazeńı a n je jej́ı level. Potom dolńı
mez je rovna:

lower(A, σ) =
{
−A(σ) ; an = 1
−∞ ; an = −1

2.1.11 Horńı mez nerovnice

Necht’ A je nerovnice a σ nějaké jej́ı přǐrazeńı a n je jej́ı level. Potom horńı
mez je rovna:

upper(A, σ) =
{
A(σ) ; an = 1
∞ ; an = −1

2.1.12 Dolńı mez množiny nerovnic

Necht’ Sk je množina nerovnic levelu k a σ přǐrazeńı potom dolńı mez množiny
je rovna:

U = max{lower(A, σ)|A ∈ Sk}

2.1.13 Horńı mez množiny nerovnic

Necht’ Sk je množina nerovnic levelu k a σ přǐrazeńı potom horńı mez množiny
je rovna:

L = min{upper(A, σ)|A ∈ Sk}

2.1.14 Mezńı interval

Necht’ Sk je množina nerovnic L(Sk, σ) je jej́ı dolńı mez a U(Sk, σ) horńı mez
potom mezńı iterval:

I = 〈L(Sk, σ), U(Sk, σ)〉

2.1.15 k-konflikt

Necht’ A,B ∈ Sk, σ je nějaké přǐrazeńı dále plat́ı (ak ∈ A) = 1 a (ak ∈ B) =
−1. Potom A a B jsou v k-konfliktu pokud

A(σ) +B(σ) < 0

2.1.16 Pravidlo pro změnu přǐrazeńı

(S, σ)⇒ (S, σv
xk

)

1. σ vyhovuje všem nerovnićım v Sk pro všechny úrovně 0, . . . , k − 1

2. σ nevyhovuje alespoň jedné nerovnici v S úrovně k

3. σ vyhovuje všem nerovnićım v Sk

7



2. Analýza a návrh

2.1.17 Pravidlo pro vyřešeńı konfliktu

Necht’ A,B ∈ S a zároveň jsou v k-konfliktu, potom konflikt vyřeš́ıme jejich
sečteńım A, B a přidáńım nově vzniklé nerovnice do S.

S ← S ∪ (A+B)

2.2 Algoritmus

2.2.1 Volba algoritmu

Nalezeńı řešeńı soustavy lineárńıch nerovnic je úlohou lineárńıho programováńı.
Základńı metodou pro vyřešeńı soustavy nerovnic je Fourier-Motzkinova elimi-
nace .[7] Daľśı metodou je Černikov̊uv algorimus, který je vylepšeńım Fourier-
Motzknovy eliminace.[1] Conflict Resolution Algorithm (CRA), který v rámci
této práce implementuji, by měl být v praktických př́ıpadech řádově efek-
tivněǰśı.[1]

2.2.2 Idea algoritmu

Algoritmus1 dostane na vstupu soustavu lineárńıch nerovnic a jednotlivým
proměnným x1, . . . , xn přǐrad́ı č́ıslo (přǐrazeńı σ 2.1.5). Na počátečńım přǐrazeńı
z pohledu algortimu nezálež́ı. Pokud soustava obsahuje kontradikci (např.
−2 > 0), tak již lze rohodnou o jej́ı nesplnitelnosti v této počátečńı fázi. Algo-
ritmus dále přǐrazeńı aktualizuje, dokud nenajde řešeńı, nebo zjist́ı, že řešeńı
neexistuje. Aktualizace řešeńı algoritmus doćıĺı nejdř́ıve nalezeńım k-konfliktu
(pokud existuje), přidáńım nové nerovnice na základě pravidla pro vyřešeńı
konfliktu 2.1.17 a následně aktualizuje přǐrazeńı pomoćı pravidla pro změnu
přǐrazeńı 2.1.16.

Takto algoritmus postupuje po jednotlivých úrovńıch Sk (s př́ıpadnými
návraty do nižš́ıch úrovńı při přidáńı nové nerovnice), dokud nevyřeš́ı všechny
konflikty a najde přǐrazeńı, které vyhovuje všem nerovnićım, nebo rozhodne
o neřešitelnosti soustavy.

2.2.3 Převod nerovnice na normalizovaný tvar

Nerovnici snadno převedeme na normalizovaný tvar vyděleńım všech koefici-
ent̊u |an|.

normalize(a1x1 + . . .+ an−1xn−1 + anxn + b ≥ 0) =
a1
|an|

x1 + . . .+ an−1
|an|

xn−1 + an

|an|
xn + b

|an|
≥ 0

1Anglický název je Conflict Resolution Algorithm.
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2.3. Složitost CRA

2.2.4 Conflict Resolution Algorithm

Algoritmus předpokládá na vstupu normalizováné nerovnice a po sečteńı dvou
nerovnic je nutné výsledek také normalizovat.

Data: Množina S lineárńıch nerovnic.
Result: Řešeńı S, nebo rozhodnut́ı o neřesitelnosti.
if ⊥ ∈ S then

return ”nemá řešeńı”
end
σ ← ”libovolné přǐrazeńı”
k ← 1
while k ≤ n do

if ¬Sk(σ) then
// přiřazenı́ nevyhovuje úrovni
while k-konflikt:
(a1ix1 + . . .+ xk + bi ≥ 0, a1jx1 + . . .− xk + bj ≥ 0) ∈ (Sk, σ)
do
A← a1ix1 + . . .+ xk + bi ≥ 0 // v konfliktu s B
B ← a1jx1 + . . .− xk + bj ≥ 0 // v konfliktu s A
S ← S ∪ (A+B) // aplikace resoluce konfliktu
k ← level(A+B)
if k = 0 then

return ”nemá řešeńı”
end

end
σ ← σv

xk
(Sk, σ) // nové přiřazenı́ pro xk

// na základě hornı́ a dolnı́ meze
end
k ← k + 1

end
return σ

Algoritmus 1: Conflict resolution algorithm (CRA).

2.3 Složitost CRA

Složitost CRA je stejná jako Fourier-Motzkinova algoritmu, tedy exponenciálńı.
Podle [1] má v praktických př́ıpadech lepš́ı složitost, někdy i rozd́ılem řádu,
protože nevytváři zbytečné nové nerovnice.

2.4 Př́ıklad

Následuje př́ıklad použit́ı algoritmu.
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2. Analýza a návrh

2.4.1 Zadáńı

−2x1 + x2 + x3 − 2 ≥ 0 (r1)
x1 − x2 − x3 ≥ 0 (r2)
x1 − 2x2 − 2 ≥ 0 (r3)

4 ≥ 0 (r4)

2.4.2 Výpočet

Předpokládáme přǐrazeńı σ ← {x1 ← 0, x2 ← 0, x3 ← 0} a uspořádáńı x3 �
x2 � x1.

1. V S0 je pouze r4, což neńı kontradikce, můžeme pokračovat. Inkremen-
tujeme k.

2. V S1 je prázdná množina. Tud́ıž v ńı nemůže existovat konflikt a přǐrazeńı
muśı vyhovovat. Inkrementujeme k.

3. V S2 se nacháźı r3, sama se sebou nemůže být v konfliktu. Přǐrazeńı σ
ale nevyhovuje r3 (1 · 0− 2 · 0 + 0 · 0− 2 � 0).

• Vypočteme mezńı interval pro k = 2 interval I = (−∞,−1〉
• aktualizujeme přǐrazeńı x2 ← −2 na základě vypočteného intervalu,

neboli σ−2
x2

Inkrementujeme k.

4. V S3 r2 přǐrazeńı vyhovuje, ale r1 ne, jsou spolu v konfliktu.

• sečteńım r1 a r2, vnikne nová nerovnice −x1 − 2 ≥ 0
• je již v normalizovaném tvaru
• přidáme ji do S1 jako r5

k nastav́ıme na level(r5) tud́ıž 1

5. Vypočteme mezńı interval pro k = 1 a podle něj aktualizujeme přǐrazeńı
x1 ← −4. Inkrementujeme k.

6. Nové přǐrazeńı nevyhovuje r3.

• Vypočteme mezńı interval pro k = 2, který je I = (−∞,−3〉
• Aktualizujeme přǐrazeńı x← −6

Inkrementujeme k

7. Přǐrazeńı již vyhovuje všem nerovnićım, tud́ıž konečné řešeńı je:

{x1 ← −4, x2 ← −6, x3 ← 0}
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2.5. Detailńı popis algoritmu

2.5 Detailńı popis algoritmu

Tato podkapitola detailně popisuje jednotlivé kroky algoritmu a jakým zp̊usobem
jsou provedeny.

Výraz nerovnice[k] představuje množinu nerovnic z S, které maj́ı úroveň
k, nebo koeficient dané nerovnice v závislosti na kontextu. [a, b] je interval
od a do b.

Function normalizuj(nerovnice) begin
foreach (n ∈ nerovnice) do

normalize(n) // //viz. 2. kapitola
end

end
Algoritmus 2: Funkce normalizuje všechny nerovnice v množině.

Function aktualizuj-prirazeni(interval,level,prirazeni) begin
prirazeni[level] ← nahodne-cislo(interval)

end
Algoritmus 3: Aktualizuje přǐrazeńı na náhodné č́ıslo ze zadaného inter-
valu pro daný level. (Jen jedna z možných strategíı.)

Function obsahuje-konflikt(prirazeni,level,nerovnice) begin
d-mez ← −∞
h-mez ←∞
foreach n ∈ nerovnice[level] do

d-mez ← max(d-mez,dolni-mez(prirazeni,n))
h-mez ← min(h-mez,horni-mez(prirazeni,n)))

end
return d-mez > h-mez

end
Algoritmus 4: Vyhledá konflikt v zadaném levelu(množině) nerovnic.
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Function vyres-konflikt(prirazeni,level,nerovnice) begin
foreach (a,b ∈ nerovnice) do

d-mez ← dolni-mez(prirazeni,a)
h-mez ← horni-mez(prirazeni,b)
if d-mez > h-mez then

c ← a + b
normalize(c)
level ← level(c)
nerovnice ← nerovnice ∪ c

end
end

end
Algoritmus 5: Vyřeš́ı konflikt mezi dvěma nerovnicemi a a b.

Function aktualizuj-interval(nerovnice,prirazeni,level) begin
return [dolni-mez-urovne(nerovnice,prirazeni,level),
horni-mez-urovne(nerovnice,prirazeni,level)]

end
Algoritmus 6: Na základě meźı pro daný level nerovnic vrát́ı funkce nový
interval.

Function obsahuje-kontradikci(nerovnice) begin
foreach (n ∈ nerovnice[0]) do

if n[0] < 0 then
return true

end
end
return false

end
Algoritmus 7: Zjist́ı, jestli množina nerovnic, která obsahuje pouze kon-
stantńı členy, obsahuje záporné č́ıslo.

Function dolni-mez(prirazeni,nerovnice) begin
if nerovnice[level(nerovnice)] = −1 then

return −∞
end
hodnota ← 0
foreach (p,n in prirazeni,nerovnice) do

hodnota ← hodnota + p · n
end

end
Algoritmus 8: Vypoč́ıtá dolńı mez jedné nerovnice.
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Function horni-mez(prirazeni,nerovnice) begin
if nerovnice[level(nerovnice)] = 1 then

return ∞
end
hodnota ← 0
foreach (p,n in prirazeni,nerovnice) do

hodnota ← hodnota + p · n
end

end
Algoritmus 9: Vypoč́ıtá horńı mez jedné nerovnice.

Function horni-mez-urovne(nerovnice,prirazeni,level) begin
hodnota ←∞
foreach (n ∈ nerovnice[level]) do

hodnota ← min(hodnota,horni-mez(prirazeni,n))
end
return hodnota

end
Algoritmus 10: Vypoč́ıtá horńı mez množiny nerovnic.

Function dolni-mez-urovne(nerovnice,prirazeni,level) begin
hodnota ← −∞
foreach (n ∈ nerovnice[level]) do

hodnota ← max(hodnota,horni-mez(prirazeni,n))
end
return hodnota

end
Algoritmus 11: Vypoč́ıtá dolńı mez množiny nerovnic.
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Function main(nerovnice) begin
normalizuj(nerovnice)
level ← 0
max-level ← max-level(nerovnice)
prirazeni ← (0, 0, 0, . . .)
if obsahuje-kontradikci(nerovnce[0]) then

return ”nema reseni”
end
while level < max-level do

while ¬vyhovuje-urovni(nerovnice,level,prirazeni) do
if obsahuje-konflikt(prirazeni,level,nerovnice) then

vyres-konflikt(prirazeni,level,nerovnice)
end
if level = 0 then

return ”nema reseni”
end
interval ← aktualizuj-interval(level,nerovnice,prirazeni)
aktualizuj-prirazeni(interval,level,prirazeni)

end
level ← level +1

end
end

Algoritmus 12: Conflict Resolution Algorithm detailně.
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Kapitola 3
Realizace

V této kapitole poṕı̌si implementaci řešiče, zp̊usob uložeńı č́ısel a soustavy.
Dále poṕı̌si paralelizaci algorimu a detaily jeho fungováńı. Pro implemen-
taci je použito C++17 a pro paralelizaci OpenMP.[6] C++ je vhodný jazyk
pro náročné výpočty, protože d́ıky své ńızkoúrovňové povaze lze dosáhnout
mnoha optimalizaćı.

3.1 Uložeńı dat

3.1.1 Reprezentace č́ısel

Pro uložeńı č́ısel jsem použil boost rational [3], tř́ıdu z knihovny boost [4],
distribuovavou pod licenćı boost.[5] Jedná se o šablonu s jedńım paramet-
rem, který je použit na reprezentaci čitatele a jmenovatele a jako daľśı jsem
použil tř́ıdu gmp rational [18], která je frontend pro knihovnu GNU Multiple
Precision Arithmetic Library [17].

Moje implementace použ́ıvá pro tyto tř́ıdy obalovaćı tř́ıdu s rozhrańım a
reprezentaćı:

Listing 3.1: Tř́ıda obaluj́ıćı č́ıselnou reprezentaci.
class FractionWrap {
private:

boost::rational <int64_t > val_; // ruzne
public:

FractionWrap ();

FractionWrap &operator =( FractionWrap other);

bool operator <(const FractionWrap &other) const;

bool operator <=( const FractionWrap &other) const;
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3. Realizace

bool operator >=( const FractionWrap &other) const;

bool operator ==( const FractionWrap &other) const;

// ...
};

Dále je pomoćı specializace šablon doćıleno, že stač́ı na jednom mı́stě
ve zdrojovém kódu změnit typ a pro reprezentaci je použit daný typ. Stač́ı
pouze, pokud dodržuje zadané rozhrańı. Takto se lze vyhnout dynamické
vazbě.

3.1.1.1 Specializace šablon

Tato kapitola popisuje dedukci typu pro uložeńı č́ısel na základě specializace
šablon.

Listing 3.2: Dedukce použit́ı typu na základě specializace šablon.
using Type = FractionWrap; // vyber typu

template <typename T>
struct NumberType;

template <>// specializace sablony
struct NumberType <FractionWrap > {

using type = FractionWrap;

constexpr NumberType () = default;
// ...

};

// ...

constexpr NumberType <Type > f;

// alias pro cislo
using NUMBER = NumberType <Type >:: type;

3.1.2 Reprezentace soustvy lineárńıch nerovnic

Pro reprezentaci jednotlivých nerovnic je použit std::vector z knihovny STL
tak, že na nultém indexu je uložen konstantńı člen a na vyšš́ıch jsou uloženy
jednotivé koeficienty lineárńı nerovnice.
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3.2. Zdroj matic

Jednotlivé nerovnice stejné úrovně jsou spolu uloženy také ve vektoru
a tyto vektory jsou podle úrovně množiny uloženy také ve vektoru. Kde na nultém
indexu je množina nerovnic, které maj́ı pouze konstantńı člen atd. Výsledkem
tedy je trojrozměrné pole.

Listing 3.3: Trojrozměrné pole č́ısel.

std::vector <
std::vector <

std::vector <NUMBER >>> constraints;

Stejným zp̊usobem je uložené přǐrazeńı.

Listing 3.4: Přǐrazeńı.

std::vector <NUMBER > assignment;

3.2 Zdroj matic

Jako zdroj zadáńı jsem použil [11]. Jedná se o repozitář obsahuj́ıćı ř́ıdké matice
z r̊uzných odvětv́ı a dále poskytuje nástroj pro generováńı nových matic.

Alternarivně, kv̊uli technickým problémům [11], jsem generoval matice
pro benchmark pomoćı SciPy[15].

3.3 Formát vstupu

Použité matice jsou Matrix Market formátu. Jedná se o textový formát výhodný
pro uložeńı ř́ıdkých matic, protože ukládá pouze nenulové pozice, ostatńı jsou
implicitně nuly. Komentáře v souborech jsou uvozeny %, mohou být použity
pouze jako hlavička. Pozice element̊u v matici zič́ınaj́ı od 1.

3.3.1 Př́ıklad vstupu

Pro matici: 1 0 3
0 4 0
7 0 2


je jej́ı odpov́ıdaj́ıćı uložeńı:
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Listing 3.5: Uložeńı matice ve formátu Matrix Market.
%Toto je komentar
%pocet radku , sloupcu a nenulovych elementu
3 3 5

1 1 1.000e+00
1 3 3.000e+00
2 2 4.000e+00
3 1 7.000e+00
3 3 2.000e+00

3.4 Seřazeńı proměnných

Implementace algoritmu ponecháva pořad́ı proměnných stejné, jako byly uloženy
ve vstupńı matici. Tedy zleva doprava pro 3.3.1 pro prvńı řádek.

1 · x2 + 0 · x1 + 3 ≥ 0

x2 � x1

. . .

3.5 Strategie pro změnu přǐrazeńı

Pro změnu přǐrazeńı na základě nově vypočteného mezńıho intervalu, také
existuje několik strategíı. Různé strategie diskutované v [2] jsou:

• minimum/maximum intervalu

• náhodná hodnota z intervalu

• střed intervalu

• nejbĺıže k binárńımu středu intervalu

Pro svoji implementaci jsem si zvolil výběr středu intervalu, s výjimkou,
kdy právě jedna mez je nekonečno, potom je nové přǐrazeńı o absolutńı hod-
notu druhé meze v intervalu pro snadněǰśı implementaci a debugováńı.

3.6 Paralelizace

Jak již zmı́něno, paralelizace je dosaženo pomoćı knihovny OpenMP.[6]
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3.6. Paralelizace

3.6.1 Rozhrańı OpenMP

Interakce s knihovnou je založena na direktivách preprocesoru #pragma,
pomoćı kterých lze jednoduše dosáhnou paralelizace kódu. Jedná se o mul-
tiplatformńı knihovnu, takže výsledný kód je přenositelný. Pokud kompilátor
překládá zdrojový kód s #pragma direktivami, které nepodporuje, tak je ig-
noruje. Tedy v př́ıpadě OpenMP by výsledný program běžel pouze v jednom
vlákně, ale výstup by byl stejný.

3.6.1.1 Paralerńı blok

Blok paralelizovaného kódu muśı být uvozen makrem #pragma omp parallel.

Listing 3.6: OpenMp paralelńı blok.
#pragma omp parallel

{
// ...

}

Alternativně lze přidávat parametr parallel ke všem direktivám OpenMP
a tento blok vynechat.

3.6.1.2 Paralerńı for cyklus

Běh for cyklu lze paralelizovat pomoćı makra #pragma omp for.

Listing 3.7: Př́ıklad paralerizovaného for cyklu.
#pragma omp parallel

{
#pragma omp for

for(size_t i = 0 ; i < 100000 ; i++){
array[i] = 0

}
}

Při běhu programu knihovna rozděĺı for cyklus mezi jednotlivá vlákna

3.6.1.3 Kritická sekce

Makro #critical uvozuje blok kódu uvnitř paralelńıho bloku, který může být
vykonáván pouze jedńım vláknem, ne v́ıce vlákny najednou. Jedná se tedy
o podobný zp̊usob synchronizace jako jsou mutexy.
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Listing 3.8: Kritická sekce v OpenMP.
# pragma omp parallel
{
// ...

#pragma omp critical
{

flag = false;
}

// ...
}

3.6.2 Implementačńı detaily

3.6.2.1 For cykly

Pro paralelizaci for cykl̊u pomoćı OpenMP je nutné, aby byly v kanonickém
tvaru. Pro cykly ve tvaru:

Listing 3.9: Range based for smyčka.
for(auto& it : container ){

// ...
}

Muśı platit, že je lze rozvinout do kanonického tvaru a kontejner muśı
poskytovat iterátor s náhodným přistupem.[13]

Listing 3.10: Př́ıklady použit́ı for cykl̊u s OpenMP.
std::vector <int > v;
std::list <int > l;

// ...

#pragma omp parallel{

#pragma omp for
for(auto& it v){

//OK
}

#pragma omp for
for(size_t i = 0 ; i < v.size() ; i++){

//OK
}
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#pragma omp for
for(auto& it : l){

// chyba , list neposkytuje
// iterator s nahodnym pristupem

}
}

3.6.2.2 Přerušeńı paralelńıho běhu for cykl̊u

Pro paralelńı hledáńı jehly v kupce sena může být př́ıhodné, pokud jedno
vlákno nalezne jehlu, přerušit běh ostatńıch vláken a pokračovat dále ve výpočtu.
Na druhou stranu každé vlákno muśı kontrolovat signál o svém ukončeńı,
což přidává režii, tud́ıž může v konečném d̊usledku výpočet trvat déle.

Přerušeńı for cyklu v OpenMP je dosaženo pomoćı maker #pragma omp
cancel pro signalizaci ukončeńı a #pragma omp cancellation point for pro kon-
trolu, jestli dané vlákno má ukončit.

Přiklad:

Listing 3.11: Př́ıklad přerušeńı paralerńıho cyklu.
int matrix [20][20];
int i_f = -1, j_f = -1;
// ...
#pragma omp parallel

{
// paralerizovan je pouze prvni for cyklus
#pragma omp for
for (int i = 0 ; i < 20 ; ++i) {

int sum = 0;
for (int j = 0; j < 20; ++j) {

}
if (sum > 0) {

#pragma omp critical
{

i_f = i;
j_f = j;

}
// nema cenu jiz dale pokracovat
// ukonci prvni for cyklus
#pragma omp cancel for

}
// kontrola , jestli ma jiz vlakno skoncit
#pragma omp cancellation point for
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}
}

Pro správné fungováńı přerušeńı je nutné nastavit proměnnou prostřed́ı.

Listing 3.12: Nastaveńı proměnné prostřed́ı OpenMP.
$ export OMP_CANCELLATION=true

3.7 Paralelizace CRA

V programu jsem paralelizoval dvě jeho hlávńı části je to.

3.7.1 Kontrola přǐrazeńı

Funkce funguje velmi jednoduše. Na začatku nastav́ı flag indikuj́ıćı, že přǐrazeńı
vyhovuje levelu, následuje pomoćı OpenMP paralerizovaný for cyklus, kdy jed-
notlivá vlakna určuj́ı hodnotu nerovnic s daným přǐrazeńım. Prvńı vlákno,
které objev́ı nerovnici, jež přǐrazeńı nevyhovuje nastav́ı flag a ukonč́ı ostatńı
vlákna2

Listing 3.13: Paralelizovaná funkce pro kontrolu přǐrazeńı.
bool assignment_satisfies_level_pl(

const std::vector <NUMBER > &assignments ,
size_t curr_level ,
const ConstraintSet &constraints) {

bool satisfies = true;

# pragma omp parallel
{

# pragma omp for
for (auto &it_level:constraints[curr_level ]) {

NUMBER result = 0;
auto it_assign = assignments.begin ();
for (auto &it_constraint : it_level) {

result += it_constraint * *it_assign;
++ it_assign;

}
if (result < 0) {
#pragma omp critical

{

2Ve skutečnosti OpenMP nezaručuje, že se jedná o prvńı vlákno, které dosáhlo kritické
sekce.[13]
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satisfies = false;
}
#pragma omp cancel for

}
# pragma omp cancellation point for

}
}
return satisfies;

}

Sekvenčńı funkce funguje na stejné principu, s t́ım rozd́ılem, že při nalezeńı
nevyhovuj́ıćı nerovnice se okamžitě vrát́ı.

3.7.2 Hledáńı konflikt̊u

3.7.3 Strategie pro hledáńı konflikt̊u

Oba př́ıpady jsem paralerizoval zp̊usobem hledáńı jehly v kupce sena. Tedy
nalezeńı prvńıho konfliktu, nebo nalezeńı prvńı nerovnice, které přǐrazeńı ne-
vyhovuje. Zat́ımco hledáńı prvńıho nevyhovuj́ıćıho přǐrazeńı jiným zp̊usobem
řešit nelze, hledáńı konflikt̊u je možné řešit v́ıce zp̊usoby. Autoři CRA[1] v [2]
diskutuj́ı daľśı možnosti vybráńı konfliktu k vyřešeńı. Jsou to:

• prvńı nalezený konflikt (strategie, kterou jsem zvolil)

• náhodný výběr konfliktu (př́ıstup založený na heuristice)

• maximálńı konflikt

• relaxačńı metoda

Hledáńı konflikt̊u v mé implementaci funguje velmi podobně, jako kontrola
přǐrazeńı. Program procháźı všechny dvojice nerovnic v levelu a kontroluje,
jestli mezi nimi neexistuje konflikt. Podobně jako u kontroly přǐrazeńı prvńı
vlákno, které nalezne konflikt ho vyřeš́ı a ukonč́ı ostatńı vlákna.

Listing 3.14: Paralerizovaná funkce pro hledáńı konflikt̊u.
// ...

bool constraint_added = false;
# pragma omp parallel
{

#pragma omp for
for (size_t i = 0; i < curr_level_cnt; ++i) {

for (size_t j = 0; j < curr_level_cnt; ++j) {
NUMBER lower_bound = get_lower_bound(

assignments ,
curr_level_constrains[i],
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curr_level );
NUMBER upper_bound = get_upper_bound(

assignments ,
curr_level_constrains[j],
curr_level );

if (lower_bound > upper_bound) {
#pragma omp critical
{

if (! constraint_added) {
resolve(constraints ,
curr_level );
constraint_added = true;

}
}
#pragma omp cancel for
}

}
#pragma omp cancellation point for

}
}
// ...

V tomto kódu je paralelizován pouze prvńı for cyklus. OpenMP nab́ıźı i pa-
ralelizaci vnořených cykl̊u pomoćı #pragma omp parallel for collapse(n)[13],
kde n je počet cykl̊u, ale použit́ı tohoto parametru je složitěǰśı.

3.8 Normalizace

Normalizace všech vstupńıch nerovnic je provedena na začátku algoritmu
a nová nerovnice, vzniklá součtem dvou již normalizovaných nerovnic, je také
normalizována.

3.9 Optimalizace

3.9.1 Přeuspořádńı strojového kódu

Jedna z optimalizaćı, kterou nab́ıźı gcc je přeuspořádáńı strojového kódu po-
moćı builtin expect.[14] Jedná se o vestavěnou funkci gcc, která pomáhá
kompilátoru s optmilaizaćı kódu pro branch predictor a pipelining. Pomoćı ńı
může kompilátor přeskládat výsledný strojový kód podmı́nky, u které očekáváme,
že nastane velmi zř́ıdka, nebo naopak velmi často.

Daľśı podobnou funkćı je builtin expect with probability[14], která má
stejnou funkci jako builtin expect s t́ım rozd́ılem, že má nav́ıc parametr
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propability typu double, který může být v rozsahu 〈0.0, 1.0〉, který určuje
pravděpodobnost podmı́nky.

Implicitńı pravděpodobnost podmı́nky je 90%.[14] Tyto optimalize lze
použ́ıt u podmı́nek, u kterých čekáme, že budou nastávat často, nebo nao-
pak zř́ıdka.

3.9.1.1 Porovnáńı vyprodukovaného strojového kódu v x86-x64

Normálńı podmı́nka:

Listing 3.15: Strojový kód bez builtin expect.
;if(i > 20){
85: mov eax ,DWORD PTR [rbp -0xc]
88: cmp eax ,0x14
8b: jle 99 <main+0x3e >
;...
;else{
;...

Podmı́nka s optimalizaćı3:

Listing 3.16: Strojový kód s builtin expect.
;if( __builtin_expect(i > 20 ,0)){
85: mov eax ,DWORD PTR [rbp -0xc]
88: cmp eax ,0x14
8b: setg al
8e: movzx eax ,al
91: test rax ,rax
94: je a2 <main+0x47 >
;...
;else{
;...

3Oba programy byly kompilovány s přeṕınačem −O0.
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Kapitola 4
Vyhodnoceńı

V této kapitole přestav́ım naměřené hodnoty s r̊uznými optimalizacemi.

4.1 Velikost matic

Při generováńı velkých matic a následném měřeńı jsem narazil na problém,
kdy při řešeńı soustav, které maj́ı v́ıce než 8 až 10 proměnných v závislosti
na hustotě matic docháźı k přetečeńı, nebo podtečeńı int64 t, který je použit
jako čitatel a jmenovatel pro zlomky s konečnou přesnost́ı.

Měřeńı jsem tedy prováděl pouze se s zlomky s potenciálně nekonečnou
přesnost́ı.

4.2 Použitý hardware a software

Výsledky byly naměřeny na již starš́ım poč́ıtači s procesorem Xeon E5-2640
2.50GH a 6GB RAM.

Program byl kompilován na gcc 9.3.0 a operačńı systém byl Linux 5.4.
Procesorový čas byl měřen pomoćı nástroje time.

4.3 Vstupńı data

Jako vstupńı data jsem použil matice velikosti 25x25 generované pomoćı SciPy[15],
hodnoty matic náležely intervalu (−10, 10). Takto jsem vygeneroval dvě sady
hustých a ř́ıdkých matic, na kterých jsem poté následně prováděl měřeńı.

4.4 Použité optimalizace

Seznam použitých optimalizaćı:
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Procento hodnot, které nejsou rovné 0.
ř́ıdké matice 30%
husté matice 45%

Tabulka 4.1: Zaplněńı matic.

• -Ofast Jedná se o přeṕınač kompilátoru, který zapne všechny optima-
lizace -03.[14] Nav́ıc zapne optimalizace, které nejsou validńı pro pro-
gramy, jež nenásleduj́ı standard C++[16]. Pro C++ jsou to -ffast-math
a -fallow-store-data-races.

• -march=native Tento přeṕınač na základě typu CPU, které kompi-
luje daný program, instruuje kompilátor, aby pro kompilovaný program
využil všechny instrukce kompiluj́ıćıho CPU.[14] Nevýhodou tohoto přeṕınače
je, že výsledný program nemuśı fungovat na každém CPU stejné archi-
terktury.

• buitin expect Vestavěná fukce gcc , detailně popsáno v 3.9.1.

4.5 Sekvenčńı řešič

Řešič vždy rychleji spoč́ıtal ř́ıdké soustavy, než husté a to s velmi výrazným
rozd́ılem. Vzhledem k tomu, že se jednalo o náhodně generované soustavy, tak
se dalo očekávat rovnoměrné rozložeńı konflikt̊u. CRA je nav́ıc algoritmus,
který je idealńı pro ř́ıdké matice. Z pokus̊u při měřeńı vyplynulo, že okolo
40% zaplněńı matic se obt́ıžnost problému rapidně zvýš́ı. V př́ıpadě matic
25x25 z řádu jednotek sekund na deśıtky minut.

U sekvenčńıho řešiče měl nejvyšš́ı vliv na rychlost přeṕınač −Ofast, jak je
vidět z graf̊u v kapitole 4.7. Přidáńı builtin expect do funkce hledáj́ıćı kon-
flikty naopak vedlo ke zpomaleńı. Stejný, i když daleko meš́ı vliv měl přeṕınač
−march=native, což ale může být zp̊usobeno stář́ım procesoru, i tak ale pro
mě bylo překvapeńı, že tento přeṕınač zp̊usobil zpomaleńı i když velmi malé.

Lze tedy ř́ıci, že kompilátor je sám o sobě velmi dobrý v optimalizaćıch a
lepš́ı je se spolehnou na profilováńı pomoci −fprofile-arcs.[14]

4.6 Paralelńı řešič

Nakonec jsem se rozhodl ze smyčky, která hledala konflikty, odstranit direktivy
pro zrušeńı for cyklu, aby nepřidávaly režii.

Paralelizace algoritmu se projevila velmi výrazně, jak je vidět na gra-
fech v kapitole 4.7, zřejmě z d̊uvodu náročnosti výpočt̊u s č́ısly s potenciálně
nekonečnou přesnost́ı. Přeṕınače kompilátoru měly u paralerńı verze daleko
menš́ı vliv na výsledný čas.
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Pro ř́ıdké matice bez použit́ı optimalizaćı kompilátoru ale byla sekvenčńı
verze rychleǰśı, což pravděpodobně bylo zp̊usobeno velkou režíı vláken.

Paralelńı verze algoritmu si pravděpodnobně vedla tak dobře na testo-
vaćıch datech, protože jejich náhodné generováńı zřejmě zajistilo rovnoměrněǰśı
rozložeńı konflikt̊u než na reálných soustavách.

4.7 Grafy pro matice 25x25

Tato kapitola obshuje obsahuje grafy s naměřenými hodnotami.

4.7.1 Řı́dké matice

Měřeno v milisekundách.

bez opti-
malizaćı

Ofast native builtin

500

1,000

1,500

ms

sekvenčńı
paralerńı

Obrázek 4.1: Naměřené hodnoty pro ř́ıdké matice.
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Ofast
native

Ofast
builtin

native
builtin

Ofast
native
builtin

500

1,000

1,500

ms

sekvenčńı
paralerńı

Obrázek 4.2: Naměřené hodnoty pro ř́ıdké matice.

4.7.2 Husté matice

Měřeno v sekundách.

bez opti-
malizaćı

Ofast native builtin
0

1,000

2,000

3,000

s

sekvenčńı
paralerńı

Obrázek 4.3: Naměřené hodnoty pro husté matice.
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4.8. Porovnáńı s jiným řešičem

Ofast
native

Ofast
builtin

native
builtin

Ofast
native
builtin

0

1,000

2,000

3,000

s

sekvenčńı
paralerńı

Obrázek 4.4: Naměřené hodnoty pro husté matice.

4.8 Porovnáńı s jiným řešičem

4.8.1 SciPy

Pro srovnáńı jsem použil funkci linprog z knihovny SciPy[15], která reprezen-
tuje č́ısla v plovoućı desetinné čárce. Řešeńı hledá pomoćı lineárńıho progra-
mováńı, minimalizaćı funkce. Knihovna pro své výpočty použ́ıvá paralelizaci.

Naneštest́ı pro větš́ı soustavy funkce neńı schopna naj́ıt řešeńı, tud́ıž srovnáńı
je velmi obt́ıžné.

4.8.2 Wolfram Mathematica

Při výpočtu jsem použil funkci FindInstance, která najde jedno řešńı pro
množinu rovnic a nerovnic. Mathematica[19] stejně jako SciPy použ́ıvá pro
výpočet č́ısla v plovoućı desetinné čárce. K měřeńı času jsem použil funkci Ti-
ming, která je také součást́ı Mathematicy a měř́ı stějně jako time čas využit́ı
procesoru.

Mathematica byla schopna nalézt řešeńı instance, které můj program řešil
asi 3 minuty během deśıtek milisekund (4.2). Ale za cenu toho, že výsledek
nebyl přesný a vyč́ısleńı některých nerovnic dalo č́ıslo menš́ı než nula, i když
velmi bĺızko nule.
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Čas pro vyřešeńı hustých soustav.
Mathematica 82ms

Můj řešič 153s

Tabulka 4.2: Porovnáńı mého řešiče s Mathematicou.
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Závěr

V prvńı části práce jsem zadefinoval potřebnou teorii a detailně i s př́ıklady
popsal samotný algortimus CRA. V daľśı části jsem popsal realizaci algo-
ritmu pomoćı C++ a OpenMP a některé optimalizace. Posledńı část zahr-
novala ukázku naměřených výsledk̊u pro ř́ıdké a husté matice a porovnáńı
sekvenčńıho a paralerńıho algoritmu.

Implementace se zlomky reprezentovanými pomoćı int64 t se ukázala jako
nevhodná pro větš́ı problémy. Na druhou stranu implementace použ́ıvaj́ıćı
GMP je na výpočty velmi náročná a je otázkou, jestli je něco takového nutné
pro reálné problémy.
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MatrixMarket/index.html.

35

 http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/cra09.pdf
 http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/cra09.pdf
http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/implementing_cra_psi_2011.pdf
http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/implementing_cra_psi_2011.pdf
https://www.boost.org/doc/libs/1_71_0/libs/rational/rational.html
https://www.boost.org/doc/libs/1_71_0/libs/rational/rational.html
https://www.boost.org/
https://www.boost.org/users/license.html
https://www.boost.org/users/license.html
https://www.openmp.org/
https://bisqwit.iki.fi/story/howto/openmp/
https://math.nist.gov/MatrixMarket/index.html
https://math.nist.gov/MatrixMarket/index.html


Literatura

[12] Matrix Market Exchange Formats [online]. Dostupné z: https://
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek

RAM random-access memory

CPU central processing unit

GB gigabyte
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Př́ıloha B
Obsah p̌riloženého CD

text........................................................text práce
thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF

src
impl...................................zdrojové kódy implementace
thesis...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX
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