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Vedoućı práce: doc. RNDr. Martin Klazar, Dr.
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Abstract
Sieve methods are used to evaluate count of prime numbers in the number
theory. The arrangement of prime numbers in direction to infinity is a
mystery even these days. Existence of infinitly repetitious prime gap was
proven less than fifteen years ago. Yitang Zhang gave particular bound
of such prime gap in 2013. James Maynard proved significantly better
boundary in his article Small gaps between primes which is subject of
this work. We will pass through all steps of proof of several results about
prime number differency limit inferior in detail. Concepts needed for this
method will be given also.

Abstrakt
V teorii č́ısel umožňuj́ı metody śıt vyhodnotit počty prvoč́ısel, jejichž
rozmı́stěńı směrem k nekonečnu je stále záhadou. Až v posledńıch
patnácti letech bylo dokázáno, že existuje mezera mezi dvěma
následuj́ıćımi prvoč́ısly, která se opakuje nekonečně často. Konkrétńı mez
pro velikost takové mezery podal v roce 2013 Yitang Zhang a nedlouho
potom dokázal výrazně nižš́ı mez i James Maynard ve svém článku Small
gaps between primes, kterému se věnuje tato práce. Projdeme si dopo-
drobna všechny kroky vedoućı k d̊ukazu několika závěr̊u ohledně limes
inferior rozd́ılu prvoč́ısel. Vyloženy budou i koncepty potřebné pro tuto
metodu.
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1.8 Distribuce prvoč́ısel v aritmetické posloupnosti . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Značeńı

N množina přirozených č́ısel {1, 2, 3, . . . }
R množina reálných č́ısel
P množina prvoč́ısel {2, 3, 5, . . . }
|A| počet prvk̊u množiny A

χA(x)=1 prvek x patř́ı do množiny A
χA(x)=0 prvek x nepatř́ı do množiny A
χA(B) počet prvk̊u B patř́ıcich do množiny A

pn n-té prvoč́ıslo
d|n č́ıslo d děĺı č́ıslo n

d1, d2|n č́ısla d1 a d2 děĺı č́ıslo n
d|n,m č́ıslo d děĺı č́ısla n a m

d1, d2|n,m č́ısla d1 a d2 děĺı č́ısla n a m
π(n) počet prvoč́ısel menš́ıch nebo rovných n

gcd(a, b) nejvyšš́ı společný dělitel č́ısel a a b
lcm(a, b) nejmenš́ı společný násobek č́ısel a a b

log(x) přirozený logaritmus č́ısla x
bxc spodńı celá část č́ısla x (největš́ı celé č́ıslo menš́ı než x)
dxe horńı celá část č́ısla x (nejmenš́ı celé č́ıslo větš́ı než x)

τk(n) počet možnost́ı zapsáńı č́ısla n jako součinu k přirozených č́ısel
ϕ(n) Eulerova funkce z č́ısla n
µ(n) Möbiova funkce z č́ısla n

f(n)� g(n) f(n) ∈ O(g(n)) (neboli ∃c > 0 ∃n0 : ∀n > n0 |f(n)| ≤ c |g(n)|)
f(n)�m g(n) ∃c(m) > 0 ∃n0 : ∀n > n0 |f(n)| ≤ c(m) |g(n)|
f(n) ∼ g(n) limn→∞

f(n)
g(n)

=1

lim infn→∞ an limn→∞ (infm≥n am)





1 ÚVOD

1 Úvod

Vlastnosti rozmı́stěńı prvoč́ısel ve velkých č́ıslech limitně jdoućıch do nekonečna je
stále do značné mı́ry neprobádaná oblast. Neńı známa ani odpoveď na zdánlivě jednodu-
chou otázku, zda se každá možná velikost prvoč́ıselné mezery opakuje nekonečněkrát. Ač
znamým speciálńım př́ıpadem je domněnka o nekonečném počtu prvoč́ıselných dvojic,
předpokládá se, že nekonečněkrát se vyskytuje každá možná prvoč́ıselná mezera.

Podobně d̊uležité otázky se snaž́ı řada matematik̊u řešit pomoćı metod takzvaných
śıt. Ty maj́ı za ćıl určit obecně v nějaké podmnožině přirozených č́ısel počet prvoč́ısel,
popř́ıpadě č́ısel nedělitelných určitou sadou prvoč́ısel.

Velikost nejmenš́ı nekonečně časté prvoč́ıselné mezery vyjadřuje limes inferior rozd́ılu
dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel. Limes inferior obecně vyjadřuje limitńı hodnotu minima
z prvk̊u následuj́ıćıch prvku jdoućıho do nekonečna. Snaha je tak omezit zeshora hodnotu
lim infn→∞ (pn+1 − pn), a to ideálně až k hodnotě 2. Přitom teprve patnáct let zpět bylo
dokázáno, že taková konečná hranice v̊ubec existuje.

Náš zájem bud́ı i limes inferior z rozd́ıl̊u prvoč́ısel, která spolu př́ımo nesoused́ı. Např́ıklad
lim infn→∞ (pn+2 − pn), ale i obecně lim infn→∞ (pn+m − pn).

V této práci se budeme věnovat pr̊ulomovému článku Jamese Maynarda Small gaps be-
tween primes, v kterém autor dokázal několik nerovnost́ı týkaj́ıćıch se limes inferior rozd́ılu
prvoč́ısel. Nejvýrazněǰśım výsledkem je tvrzeńı lim infn→∞ (pn+1 − pn) ≤ 600, nicméně
obsaženy jsou daľśı závěry, některé podmı́něné dosud nerozhodnutou domněnkou.

Nejdř́ıve si v prvńı části poṕı̌seme některé základńı myšlenky a koncepty, které jsou
potřebné pro samotný d̊ukaz. Druhá část již pečlivě procháźı Maynard̊uv článek a snaž́ı se
objasnit každý krok jeho inovativńıho postupu.
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1.1 Multiplikativńı a zcela multiplikativńı funkce

1.1 Multiplikativńı a zcela multiplikativńı funkce

V teorii č́ısel hraj́ı významnou roli multiplikativńı funkce, které splňuj́ı identitu dávaj́ıćı
do souvislosti součin funkčńıch hodnot nesoudělných argument̊u a funkčńı hodnotu součinu
těchto argument̊u.

Definice 1 (Multiplikativńı funkce): Aritmetickou funkćı f nazýváme multiplikativńı
právě tehdy, když pro všechna nesoudělná a a b (gcd(a, b) = 1) plat́ı

f(ab) = f(a) · f(b).

Podstatným d̊usledkem je, že hodnota funkce pro neutrálńı prvek na násobeńı muśı být
rovna neutralńımu prvku na násobeńı, tedy plat́ı f(1) = 1, neboť č́ıslo 1 je nesoudělné se
všemi ostatńımi přirozenými č́ısly.

Jako zcela multiplikativńı funkci pak označujeme takovou funkci, pro kterou rovnost
plat́ı bez ohledu na soudělnost a a b.

Definice 2 (Zcela multiplikativńı funkce): Aritmetickou funkci f nazýváme zcela mul-
tiplikativńı právě tehdy, když pro všechna a a b plat́ı

f(ab) = f(a) · f(b).

Jednou z nejvýznamněǰśıch multiplikativńıch funkćı je Eulerova funkce ϕ vyjadřuj́ıćı
počet (přirozených) č́ısel menš́ıch nebo rovno1 argumentu s nim nesoudělných.

Definice 3 (Eulerova funkce): Multiplikativńı funkce Eulerova funkce je definována pro
mocninu prvoč́ısla

ϕ(pk) = pk−1(p− 1).

Diky multiplikativnosti muzeme psat

ϕ(n) =
∏
p|n

ϕ(pkp) =
∏
p|n

pkp
(

1− 1

p

)
= n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

1Rovnost se uplatńı pouze pro ϕ(1).
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1 ÚVOD

Alternativně bychom mohli funkci definovat ve smyslu p̊uvodńı intuice

ϕ(n) =
∑

1≤i≤n
gcd(i,n)=1

1.

Za význačné hodnoty můžeme považovat hlavně ϕ(1) = 1 a ϕ(p) = p− 1.

Vzhledem k definici a multiplikativnosti je snadné hodnotu spoč́ıtat při znalosti prvoč́ıselného
rozkladu argumentu, avšak absence algoritmu s polynomialńı složitost́ı pro výpočet hod-
noty Eulerovy funkce bez znalosti rozkladu je duležitou vlastnost́ı této funkce.

Daľśı funkćı, kterou v následuj́ıćım textu budeme často využ́ıvat, je Möbiova funkce
umoznujici rozlisit mezi č́ısly obsahujici sudy nebo lichy pocet prvoč́ısel a č́ısly obsahujici
nějaké prvoč́ıslo násobně.

Definice 4 (Möbiova funkce): Möbiovu funkćı definujeme pro přirozené č́ıslo n podle

µ(n) =


1 pro bezčtvercové č́ıslo se sudým počtem prvočinitel̊u,

−1 pro bezctvercove č́ıslo s lichým počtem prvočinitel̊u,

0 pro č́ıslo obsahuj́ıćı mocninu prvočinitele.

Jiná použ́ıvaná definice vyzaduje funkce ω a Ω vyjadřuj́ıćı počet unikátńıch prvočinitel̊u,
respektive pocet prvočinitel̊u včetně násobnost́ı. Pomoćı Ω je definována i Liouvilleova
funkce, která se často v definici Möbiovy funkce použ́ıvá pro jejich shodu v bezčtvercovych
argumentech.

Časté použit́ı Möbiovy funkce spociva v nasobeni jej́ım kvadrátem, obvzlášté v součtech,
což zajist́ı nulový př́ıspěvek pro členy nesplňuj́ıćı bezčtvercovost. Bezčtvercová č́ısla maj́ı
v teorii č́ısel značnou d̊uležitost a ve spoustě vět či tvrzeńı se pracuje pouze s nimi, neboť
č́ısla obsahuj́ıćı čtverec buď danou zaj́ımavou vlastnost postrádaji, nebo se daj́ı nahradit
svým takzvaným radikálem, tedy č́ıslem obsahuj́ıćı stejná prvoč́ısla, ale bez umocněńı.

Zaj́ımavou vlastnost́ı Eulerovy funkce je hodnota součtu přes dělitele∑
d|n

ϕ(d) = n,
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1.2 Symetrické polynomy

a z toho Möbiovou inverźı vyvstávaj́ıćı vztah

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
= n

∑
d|n

µ(d)

d
,

pro Möbiovu funkci potom suma přes dělitele odpov́ıdá

∑
d|n

µ(d) =

{
1 pro n = 1

0 pro n > 1.
(1)

Zadefinujme si na chv́ıli multiplikativńı funkci g vztahem pro prvoč́ısla g(p) = p − 2.
Potom analogicky k (1.1) máme pro bezčtvercové n (d̊ukaz bychom vedli indukćı)∑

d|n

g(d) = ϕ(n). (2)

1.2 Symetrické polynomy

Polynom v́ıce proměnných, který je shodný z pohledu všech proměnných, nazýváme
symetrickým polynomem.

Definice 5 (Symetrický polynom): Nechť P (x1, . . . , xk) je polynom k proměnných a
σ : {1, . . . , k} 7→ {1, . . . , k} permutace na indexech x, potom polynom je symetrický, pokud
pro všechna σ plat́ı

P (x1, . . . , xk) = P (xσ(1), . . . , xσ(k)).

1.3 Kvadratické formy

V symetrické dvojité sumaci součinu, jehož prvky můžeme rozdělit na členy závislé na
jednom indexu, symetrickým výrazem pro oba indexy, a členy závislé na obou indexech,
můžeme spatřovat nasobeńı matic vektorem. Proto zavedeme následuj́ıćı pojem, který nám
pomůže přej́ıt k maticovému počtu, což využijeme při hledáńı extrémů výrazu nab́ızej́ıćıho
na prvńı pohled př́ılǐs kombinatorických možnosti.

Definice 6 (Kvadratická forma): Zobrazeńı Q : Rn 7→ R nazýváme kvadratická forma,
pokud existuje symetrická čtvercová matice A ∈ Rn,n taková, že

∀x ∈ Rn : Q(x) = xTAx.

4



1 ÚVOD

Pokud hodnotu Q vyjádř́ıme namı́sto maticového násobeńı pomoćı sum, źıskáme

Q(x) =
∑

1≤i,j≤n

aijxixj,

kde aij odkazuje na jednotlivé prvky matice, stejně jako xi na jednotlivé prvky vektoru
proměnných x.

1.4 Erastothenovo śıto

Erastothenovo śıto je základńı a velmi jednoduchý algoritmus pro vygenerováńı všech
prvoč́ısel do dané meze. Postup je znám již od dob starověkého Řecka, jeho zformulováńı
je připisováno Erastothenovi z Kyrény.

Algoritmus procháźı množinu zač́ınaj́ıćı jako interval přirozených č́ısel od 2 do horńı
meze. Každé č́ıslo, které se ocitne na začátku seznamu je označeno za prvoč́ıslo a poté jsou
vyloučeny (”vyśıtovány”) i jeho násobky. Seznam tak zač́ına daľśım prvoč́ıslem, s kterým
se provede stejná operace. Po nalezeńı prvoč́ısla větš́ıho než druhá odmocnina horńı meze
je jasné, že zbylá nevyloučená č́ısla jsou prvoč́ısly.

Na následuj́ıćım př́ıkladu vid́ıme pr̊uběh algoritmu pro mez 25.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

V prvńım kroku jsme označili č́ıslo dva jako prvoč́ıslo a vyškrtli všechny jeho násobky.
V následuj́ıćıch dvou kroćıch jsme totéž zopakovali pro č́ısla tři a pět, neboť č́ıslo čtyři
jsme již vyškrtli. Daľśı na řadě by bylo č́ıslo sedm, jenže to už je vyšš́ı než odmocnina z
nejvyšš́ıho č́ısla v množině, a proto v posledńım kroku označ́ıme všechna zbylá č́ısla za
prvoč́ısla.

1.5 Legendreovo śıto

V př́ıpadě Erastothenova śıta bylo ćılem źıskat množinu prvoč́ısel, nicméně pouhá
znalost počtu prvoč́ısel na určitém rozsahu přirozených č́ısel, či v rámci nějaké jejich
podmnožiny, je dostačuj́ıćı pro spoustu př́ınosných závěr̊u. Pokusme se vyč́ıslit počet
prvoč́ısel současně s během Erastothenova postupu.
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1.5 Legendreovo śıto

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

V prvńım kroku jsme, při poč́ıtáńı od jedničky, vyloučili každé druhé č́ıslo, neboli každé
č́ıslo dělitelné dvěma. Počtem tedy volně řečeno polovinu. V druhém kroku vyškrtáváme
každé třet́ı č́ıslo, tedy (pro tuto chvili) třetinu č́ısel. Jenže vid́ıme, že některá č́ısla jsme vy-
loučili dvakrát, konkrétně č́ısla dělitelná dvěma i třemi, tedy dělitelné šesti. I ve vyč́ıslováńı
počtu vyškrtávaných č́ısel jsme tato č́ısla odečetli od p̊uvodńıho počtu dvakrát. Pro vy-
rovnáni stač́ı jednoduše přič́ıst jedenkrát počet právě takových č́ısel - šestinu všech.

Při pokračováńı vyloučeńım násobku pěti, budeme potřebovat vyrovnat společné násobky
s již vylučovanými č́ısly, konkrétně násobky deseti a patnácti. T́ım však společné násobky
(násobky třiceti) přičtem v rámci vyrovnáńı násobku dvou č́ısel dvakrát, proto opět odečtem
počet č́ısel dělitelných třiceti.

Počet přirozených č́ısel menš́ıch než X dělitelných d můžeme vyjádřit za pomoci funkce
spodńı celá část, udávaj́ıćı nejvyšš́ı celé č́ıslo menš́ı nebo rovno argumentu, jako

⌊
X
d

⌋
.

Potom počet č́ısel, která nevylouč́ıme po śıtováńı č́ısly {2, 3, 5} odpov́ıdá

bXc −
⌊
X

2

⌋
−
⌊
X

3

⌋
−
⌊
X

5

⌋
+

⌊
X

6

⌋
+

⌊
X

10

⌋
+

⌊
X

15

⌋
−
⌊
X

30

⌋
.

Princip, kdy pro vyč́ısleńı velikosti sloučeńı množin sečtem velikost sč́ıtaných množin a
odečtem velikost jejich pr̊uniku, a to rekurzivně, se nazývá princip inkluze a exkluze. Přitom
můžeme vidět, že odeč́ıtáńı nebo přič́ıtáńı záviśı pouze na paritě počtu nejvyšš́ıch množin, z
jejichž pr̊uniku př́ıspěvek poč́ıtáme. V našem př́ıpadě je př́ıslušnost k dané množině určena
dělitelnost́ı a pro rozhodnut́ı mezi přič́ıtáńım a odeč́ıtáńım je stěžejńı počet prvočinitel̊u
dělitele. Takovou vlastnost vyjadřuje Liouvillova funkce, pro bezčtvercová č́ısla shodná s
Möbiovo funkćı.

Zavedmě si několik základńıch pojmů potřebných pro śıta. V prvńı řadě si označme
množinu přirozených č́ısel, v kterém chceme vyč́ıslit počet (nebo častěji odhad počtu) jako
A a pomoćı Ad značme podmožinu A, jejichž prvky jsou dělitelné d (Ad = {a ∈ A|a
(mod d) ≡ 0}). Dále označme P součin prvoč́ısel, kterými chceme śıtovat, alternativně
budeme využ́ıvat součin všech prvoč́ısel do meze P (z) =

∏
p∈P|p≤z p. Konečně označme

velikost výsledné vyśıtované množiny S(A,P ) = |{n ∈ A| gcd(n, P ) = 1}|.

Pokud z̊ustaneme u obecného vyjádřeńı množin Ad, dostáváme základńı śıto vycházej́ıćı
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1 ÚVOD

př́ımo z principu inkluze a exkluze, pojmenované po Adrien-Marie Legendreovi.

Věta 1 (Legendreovo śıto): Nechť A je śıtovaćı množina, P součin prvoč́ısel a Ad
podmnožina A obsahuj́ıćı pouze prvky dělitelné d, potom

S(A,P ) =
∑
d|P

µ(d) |Ad| ,

kde µ znač́ı Möbiovu funkci.

Ujasněme si, že 1 děĺı jakékoliv č́ıslo, proto d = 1 je také jeden z dělitel̊u, přes které
je prováděn součet s t́ım, že A1 reprezentuje celou množinu, od které jsme při naš́ı intuici
odeč́ıtali.

Připomeňme, že Legendreovo śıto v této formulaci nevyžaduje A jakožto souvislý inter-
val, ale může ji být libovolná podmnožina přirozených č́ısel. Pro r̊uzné problémy můžeme
zač́ınat s r̊uznými množinami, např́ıklad pouze č́ısla zapsatelná ve tvaru n2 + 1 pro n ∈ N
nebo spadaj́ıćı do konkrétńı zbytkové tř́ıdy pro daný modul.

Pokud nás však zaj́ımaj́ı pouze souvislé intervaly, můžeme se omezit dokonce pouze
na č́ısla od jedné po horńı mez, neboť pro hodnotu śıta na intervalu nezač́ınaj́ıćıho nulou
můžeme od hodnoty pro horńı mez odeč́ıst hodnotu śıta pro spodńı mez. Pouze v př́ıpadě
odhadu zvoĺıme pro hodnotu pro spodńı mez opačně maximálńı nebo minimálńı hodnotu.

Jak jsme již řekli výše, pro takovou situaci využijeme funkci spodńı celá část. Hodnota
Legendreova śıta, při značeńı S(X,P ) = S({1, 2, . . . , X}, P ), potom je

S(X,P ) =
∑
d|P

µ(d)

⌊
X

d

⌋
.

Kdybychom chtěli znát počet prvoč́ısel do hranice X, zvolili bychom P = P (z) pro

z =
⌊√

X
⌋
. Nutno podotknout, že z celkového počtu č́ısel by byla vyśıtována i prvoč́ısla,

kterými jsme śıtovali. Proto

S
(
X,P

(⌊√
X
⌋))

= π(X)− π
(⌊√

X
⌋)

.
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1.5 Legendreovo śıto

Nespojitá funkce spodńı celá část je velkou komplikaćı při použit́ı śıta v této podobě,
proto se pokuśıme spodńı celou část rozdělit podle vztahu

∀a, d ∈ N :
⌊a
d

⌋
=
a

d
− a (mod d)

d
,

přičemž při označeńı zlomkové části, tedy jakéhosi zbytku po děleńı jednou, jako {a}, kdy
z definice 0 ≤ {a} < 1, ṕı̌seme

∀a, d ∈ N :
⌊a
d

⌋
=
a

d
−
{a
d

}
.

Pro hodnotu śıta pro přirozená č́ısla do meze dostáváme

S(X,P ) =
∑
d|P

µ(d)

⌊
X

d

⌋
=
∑
d|P

µ(d)

(
X

d
−
{
X

d

})

=
∑
d|P

µ(d)
X

d
−
∑
d|P

µ(d)

{
X

d

}
= X

∑
d|P

µ(d)
1

d
−
∑
d|P

µ(d)

{
X

d

}
.

Suma přes dělitele z převrácené hodnoty násobené Möbiovou funkćı by nám měla být
povědomá ze vztahu pro Eulerovu funkci, d́ıky kterému máme∑

d|P

µ(d)

d
=
ϕ(P )

P
.

Śıto se nám tak zjednodušuje na v̊uči X lineárńı člen a jakýsi chybový člen podle

S(X,P ) = X
ϕ(P )

P
−
∑
d|P

µ(d)

{
X

d

}
=
ϕ(P )

P
X − E(X,P ),

přičemž onen chybový člen se skládá pouze ze součtu konečného počtu relativně malých
hodnot, konkrétně nezáporných realných č́ısel menš́ıch než jedna. Avšak počet takových
hodnot odpov́ıdá počtu dělitel̊u P , rovného 2ω(P ), kde ω(P ) znač́ı počet prvočinitel̊u P .
Jelikož polovina z nich je odeč́ıtána a polovina přič́ıtána, máme s použit́ım základńıho
omezeńı 0 ≤ {a} < 1 dosti neuspokojivý odhad

−2ω(P )−1 < E(X,P ) < 2ω(P )−1.
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1 ÚVOD

Nutno podotknout, že E(X,P ) je v̊uči X periodické s periodou P , neboť pro všechna
č́ısla ze stejné zbytkové třidy modulo P maj́ı shodné zbytky i pro všechny dělitele P . Pro
každý dělitel d máme obecně d možnost́ı, jakých může sč́ıtanec nabývat (0 až d−1

d
), avšak

mezi r̊uznými děliteli je vazba, neboť konkrétńı zbytkové tř́ıdy modulo jednotlivá prvoč́ısla
z P jednoznačně určuj́ı i zbytky modulo složené dělitele, což podle Č́ınské věty o zbytćıch
odpov́ıdá právě oněm P možnostem. Jak i numerické výpočty naznačuj́ı, existuje mnohem
použitelněǰśı Emax(P ) vyhovuj́ıćı

max
X∈{0,1,...,P−1}

|E(X,P )| ≤ Emax(P ) < 2ω(P )−1,

bohužel se zat́ım žádné takové vhodné Emax(P ) nepodařilo dokázat.

1.6 Selbergovo śıto

Hodnotou śıta S(A,P ) chceme obecně vyjádřit počet prvk̊u A nesoudělných s P , což
lze zapsat

S(A,P ) = |{n ∈ A| gcd(n, P ) = 1}| =
∑
n∈A

δ
gcd(n,P )
1 ,

kde δab je Kroneckerovo delta rovnaj́ıćı se jedné právě tehdy, když a = b, jinak je rovna nule.

Pro posouzeńı rovnosti s jednou využijeme sumu přes dělitele, kdy

δ
gcd(a,b)
1 =

∑
d| gcd(a,b)

µ(d) =
∑
d|a,b

µ(d),

proto

S(A,P ) =
∑
n∈A

∑
d|n,P

µ(d).

Základńı trik v Selbergově śıtu spoč́ıvá v nahrazeńı Möbiovy funkce obecně libovolnými
č́ısly λ tak, aby platila nerovnost

∑
d|n,P

µ(d) ≤

∑
d|n,P

λd

2

.
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1.6 Selbergovo śıto

Pro př́ıpad gcd(n, P ) > 1 nabývá levá strana nulové hodnoty a d́ıky kvadrátu pravé
strany je jasné, že nerovnost je splněna. V př́ıpadě gcd(n, P ) = 1 je levá strana rovna
jedné, proto i pravá strana muśı být větš́ı nebo rovna jedné. Jelikož však jediným dělitelem
gcd(n, P ) = 1 je 1, muśı být př́ıspěvek tvořen pouze λ2

1, z čehož vyplývá skutečnost λ1 = 1.
To je jediná podmı́nka pro hodnoty λd, ostatńı hodnoty můžeme prozat́ım považovat za
libovolná reálná č́ısla.

V d̊usledku Selberg̊uv postup vede k horńımu odhadu

S(A,P ) =
∑
n∈A

∑
d|n,P

µ(d) ≤
∑
n∈A

∑
d|n,P

λd

2

,

kde čtverec sumy rozeṕı̌seme po jednotlivých členech rozvoje, což můžeme chápat jako
sumu součinu dvou λ přes všechny kombinace dělitel̊u d1 a d2 (včetně d1 = d2), proto

S(A,P ) ≤
∑
n∈A

 ∑
d1,d2|n,P

λd1λd2

 ,

což ale můžeme psát také jako

S(A,P ) ≤
∑
d1,d2|P

λd1λd2
∑
n∈A
d1,d2|n

1.

Vyjádřit hodnotu S(X,P ) součtem hlavńıho a zbytkového členu můžeme při použit́ı⌊
X
d

⌋
= X

d
+
{
X
d

}
= X

d
+O(1) pro počet č́ısel menš́ıch než X dělitelných d jako

S(X,P ) = X
∑
d1,d2|P

λd1λd2
lcm(d1, d2)

+O

 ∑
d1,d2|P

|λd1| |λd2|

 .

Koeficienty λd jsou následně zpravidla odhadovány vhodně zvolenou multiplikativńı
funkćı a pro jejich součty je použita Möbiova iverze. Nicméně hlavńı myšlenka Selber-
gova śıta spoč́ıvá právě v součtu všech kombinaćı součinu koeficient̊u λd pro dva dělitele d
(včetně stejných).
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1 ÚVOD

1.7 Distribuce prvoč́ısel

Rozmı́stěńı prvoč́ısel, a t́ım i pr̊uběh prvoč́ıselné funkce π(x), znač́ıćı počet prvoč́ısel
menš́ıch nebo rovno x, je významnou otázkou již od dob Euklida, který ukázal, že jejich
počet je nekonečný. Prvńı použitelnou aproximaćı byl vztah

π(x) ∼ x

log x
,

neboli

lim
x→∞

π(x)
x

log x

= 1,

jak roku 1896 dokázali nezávisle na sobě Jacques Hadamard a Charles Jean de la Vallée
Poussin.[6, p. 2]

De la Vallée Poussin v roce 1899 dokázal i domněnku vyslovenou Drichletem lépe
přibližuj́ıćı počet prvoč́ısel integrálem převrácené hodnoty logaritmu (li) podle vzorce

π(x) = Li(x) +O
(
xe−a

√
log x
)
,

kde

Li(x) =

∫ x

2

1

log t
dt = li(x)− li(2).

Nicméně pod pojmem prvoč́ıselná věta se zpravidla rozumı́ prvńı vztah, který je vzh-
ledem ke své jednoduchosti hojné použ́ıván pro aproximaci počtu prvoč́ısel na intervalu a
stejně tomu tak je i v našem textu.

1.8 Distribuce prvoč́ısel v aritmetické posloupnosti

Drichletova věta prav́ı, že pro každou nesoudělnou dvojici (přirozených č́ısel) a a q
existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru a+nq (n ∈ N), tedy každá aritmetická posloup-
nost nesoudělného základu a diference generuje nekonečně mnoho prvoč́ısel. Jinak řečeno
je nekonečně prvoč́ısel kongruentńıch s a modulo q, pokud a a q jsou nesoudělné.

A dokonce pozděǰśı výsledky ukázaly, že rozděleńı mezi těmito zbytkovými tř́ıdami je v
určitém slova smyslu rovnoměrné, neboli, označ́ıme-li počet prvoč́ısel menš́ıch nebo rovno
x kongruentńıch s a modulo q jako π(x; q, a), pak budeme uvažovat

π(x; q, a) ≈ π(x)

ϕ(q)
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1.8 Distribuce prvoč́ısel v aritmetické posloupnosti

pro a nesoudělné s q.

Kumulaćı maximálńı chyby přes prvoč́ısla do dané hranice se dostáváme k d̊uležitému
pojmu úroveň distribuce prvoč́ısel.

Definice 7 (Úroveň distribuce prvoč́ısel v aritmetické posloupnosti): Úrovńı dis-
tribuce prvoč́ısel θ nazýváme reálné kladné č́ıslo splňuj́ıćı pro všechna A > 0:∑

q≤xθ
max

gcd(a,q)=1

∣∣∣∣π(x; q, a)− π(x)

ϕ(q)

∣∣∣∣�A
x

logA x
.2

Neboli zvažujeme mez pro prvoč́ısla vztažené k hranici, do které poč́ıtáme počet prvoč́ısel
tak, aby součet přes tato prvoč́ısla maximálńıch chyb nerostl rychleji než poměr x a loga-
ritmu x umocněného na libovolné kladné A (pro A = 1 poměr aproximuje počet prvoč́ısel,
tedy obecně součet chyb neroste rychleji než počet prvoč́ısel), zat́ımco konstanta potřebná
pro zachováńı nerovnosti je zavislá pouze na A.

Přičemž Enrico Bombieri a Askold Ivanovich Vinogradov nezávisle na sobě ukázali[6,
p. 6], že podmı́nce vyhovuj́ı všechna θ < 1

2
.

Věta 2 (Bombieri–Vinogradova věta):

∀A > 0 ∃B > 0 :
∑

q≤
√
x

logB x

max
gcd(a,q)=1

∣∣∣∣π(x; q, a)− π(x)

ϕ(q)

∣∣∣∣�A
x

logA x

Peter D. T. A. Elliott a Heini Halberstam vyslovili v roce 1968[6, p. 6] domněnku, že
vlastnost úrovně distribuce splňuj́ı všechna θ < 1. Tento předpoklad je poměrně silný, ale
stále nedokázaný, v Maynardově př́ıpadě pak źıskáváme slabš́ı, nicméně bezpodmı́nečný
výsledek a dva silněǰśı závěry vyžaduj́ıćı platnost Elliott–Halberstamovi domněnky.

Domněnka 1 (Elliott–Halberstamova domněnka):

∀θ ∈ (0; 1) ∀A > 0 :
∑
q≤xθ

max
gcd(a,q)=1

∣∣∣∣π(x; q, a)− π(x)

ϕ(q)

∣∣∣∣�A
x

logA x

2Nekdy se take misto π(x; q, a) =
∑

p∈P,p≤x
p≡a (mod q)

1 pouziva Θ(x; q, a) =
∑

p∈P,p≤x
p≡a (mod q)

log p, pricemz chyba

se v takovem pripade pocita od x
ϕ(x) , coz vychazi z prvoč́ıselne vety.
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1 ÚVOD

1.9 Prvoč́ıselné k-tice

Termı́nem prvoč́ıselná k-tice označujeme (zpravidla opakuj́ıćı se) vzor v rozd́ılech prvoč́ısel.
Pokud připočteme jednotlivé prvky množiny k vhodnému n, źıskáváme pouze prvoč́ısla. Je
přirozeným zvykem zapisovat výčet v pořad́ı od nejnižš́ıho č́ısla po nejvyšš́ı, přičemž bez
újmy na obecnosti (zvolili bychom jiné n) nejnižš́ım prvkem je nula.

Definice 8 (Splnitelná množina): Množinu nezáporných celých č́ıselH = {h1, h2, . . . , hk}
nazýváme splnitelnou množinou, pokud

∀p ∈ P ∃ap ∈ N : ∀h ∈ H ap 6≡ h (mod p).

Volně řečeno pro žádné prvoč́ıslo p nepokrývaj́ı prvky množiny všechny zbytkové tř́ıdy
modulo p. V opačném př́ıpadě by totiž alespoň jedno z č́ısel n + h muselo být dělitelné
prvoč́ıslem a takový vzor by pak tvořil prvoč́ısla maximálně pro jedno n, kdy dotčené n+h
je rovno právě onomu prvoč́ıslu, pro které jsou pokryty všechny zbytkové tř́ıdy.

Je zřejmé, že pro prvoč́ısla větš́ı než je počet prvk̊u v množině (tedy větš́ı než k)
nemůžeme pokrýt všechny zbytky a proto pro dané k źıskáváme konečný počet prvoč́ısel,
v̊uči kterým je potřeba dotyčnou vlastnost testovat.

Při zachováńı nulového prvńıho (nejmenš́ıho) prvku je zřejmé, že všechna č́ısla vH muśı
být sudá, protože lichým č́ıslem bychom vyčerpali obě zbytkové tř́ıdy po děleńı dvěma.

Počet prvoč́ısel vzniklých přičteńım H k danému n označme χP(n+H). 3

Domněnka 2 (Domněnka o prvoč́ıselných k-tićıch): Nechť H = {h1, . . . , hk} je
splnitelná množina velikosti k. Potom existuje nekonečně mnoho n, pro která plat́ı χP(n+
H) = k.

Domněnka nebyla dokázána obecně, ani pro žádné konkrétńı k. 4 Znamým specialńım
př́ıpadem je splnitelná množina H = {0, 2} - hypotéza o prvoč́ıselných dvojićıch.

3Většinou se χA použ́ıvá jako zobrazeńı na množinu {0, 1}, tedy ve smyslu argument patř́ı nebo nepatř́ı
do množiny A, nikoliv ve smyslu kolik prvk̊u z argumentu je prvkem A. Avšak toto naše stručné označeńı
považuji za přehledněǰśı než

∑k
i=1 χP(n + hi) a méně matoućı než některými autory už́ıvané π(n + H),

protože π(x) zpravidla znač́ı celkový počet prvoč́ısel od nuly (tedy
∑x

i=1 χP(i)).
4Výjimkou je samozřejmě triviálńı př́ıpad k = 1, tedy tvrzeńı, že prvoč́ısel je nekonečně mnoho. (Euk-

lidova věta)
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1.10 Metoda GPY

Nicméně dále uvid́ıme, že převratným poznatkem je i zjǐstěńı, že pro nějaké H existuje
nekonečně n takových, že χP(n+H) ≥ 2.

1.10 Metoda GPY

S metodou využ́ıvaj́ıćı splnitelné množiny přǐsli ve svém článku Primes in tuples I.
Daniel Goldston, Janos Pintz, Cem Yıldırım.

Nechť H je splnitelná množina o k prvćıch, ρ > 0, váhy wn ≥ 0 a n ∈ N. Potom metoda
GPY spoč́ıvá ve zkoumáńı sumy

S(N, ρ) =
∑

N≤n<2N

(χP(n+H)− ρ)wn. (3)

Pokud je hodnota S(N, ρ) kladná, potom alespoň jeden člen muśı mı́t kladný př́ıspěvek,
což vzhledem k nezápornosti vah znamená, že pro dané n počet prvoč́ısel vzniklých přičteńım
H převyšuje ρ. V součtu tak na intervalu [N ; 2N) muśı být alespoň jedno n, pro které plat́ı,
že počet prvoč́ısel z n+H je minimálně bρ+ 1c. V d̊usledku, pokud je S(N, ρ) kladné pro
všechna velká N , je nekonečně mnoho přirozených č́ısel n takových, že po přičteńı prvku
H přinejmenš́ım bρ+ 1c z nich jsou prvoč́ısla.

Jelikož neńı požadována prvoč́ıselnost pro všechny prvky n+H (ρ vybereme menš́ı než
k - počet prvk̊u v množině H), neumožńı nám suma dokázat domněnku o prvoč́ıselnych
k-ticich ani pro konkrétńı splnitelnou množinu, ale analýza sumy podá zaj́ımavé závěry o
počtu prvoč́ısel na intervalech konečné délky.

Pomoćı této metody trojice Goldston, Pintz a Yıldırım dokázala nulovou hodnotu limes
inferior poměru prvoč́ıselné mezery a logaritmu prvoč́ısla, neboli

lim inf
n

pn+1 − pn
log pn

= 0.

Tento výsledek částečně ztráćı na významu s d̊ukazy existence konečné limes inferior
samotné prvoč́ıselné mezery, přesto byl v době svého předložeńı značným pr̊ulomem.

V metodě byly dělitelé omezeny podle R = N
θ
2 a váhy byly založeny na Selbergově

14



1 ÚVOD

śıtu, konkretně podle

wn =

 ∑
d|

∏k
i=1(n+hi)
d<R

λd


2

,

kde

λd = µ(d)F

(
log

(
R

d

))
.

Jako vhodnou hladkou funkci skupina zvolila polynom

F (x) = xk+l, l ∈ N.

Dále při předpokladu úrovně distribuce prvoč́ısel θ > 1
2

ukázali existenci konečné limes
inferior rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel s t́ım, že konstanta je závislá na úrovni
distribuce θ.

lim inf
n

(pn+1 − pn) ≤ c(θ)

S předpokladem platnosti Elliott–Halberstamovy domněnky, tedy že za úroveň dis-
tribuce můžeme vźıt jakékoliv θ < 1 (potřebná úroveň je θ > 20

21
[10, p. 7]), dokázali také

tvrzeńı

lim inf
n

(pn+1 − pn) ≤ 16.

Jinými slovy existuje nekonečně mnoho dvojic prvoč́ısel, která se lǐśı maximalně o 16.

Pozděǰśı pr̊ulom přǐsel od Yitanga Zhanga, když bez předpokladu Elliott–Halberstamovy
domněnky dokázal

lim inf
n

(pn+1 − pn) ≤ 7 · 107,

č́ımž podal prvńı nepodmı́něný d̊ukaz existence maxima nekonečněkrát se vyskytuj́ıćı
prvoč́ıselné mezery.
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2 Maynard̊uv pokrok

Hlavńı část této práce tvoř́ı analýza postupu Jamese Maynarda, který použil ve svém
článku Small gaps between primes k d̊ukazu nových poznatk̊u, jež si probereme v prvńı pod-
kapitole. V druhé podkapitole projdeme d̊ukazy jednotlivých závěr̊u za pomoci vyjádřeńı
śıta odvozeného v podkapitole třet́ı a čtvrté. V posledńıch dvou podkapitolách se budeme
věnovat vhodným funkćım pro váhy.

2.1 Výsledky Maynardovi práce

James Maynard ve svém článku z roku 2014 Small gaps between primes docháźı k pěti
významným závěr̊um:

Věta 3: Nechť m ∈ N, potom

lim inf
n

(pn+m − pn)� m3e4m.

Věta 4: Nechť m ∈ N, dále A = {a1, . . . , ar}, kde ai ∈ N a r ∈ N je dostatečně velké v
závislosti na m, potom

|H = {h1, . . . , hm} ⊆ A : pro nekonečně mnoho n χP(n+H) = m|
|{h1, . . . , hm} ⊆ A|

�m 1.

Věta 5: Nepodmı́něně plat́ı
lim inf

n
(pn+1 − pn) ≤ 600.

Tento výsledek omezuj́ıćı limis inferior dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel je nejsilněǰśım
z posledńıch tř́ı a na rozd́ıl od následuj́ıćıch nepředpokládá žádné nedokázané skutečnosti.

Konečnost limes inferior dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel dokázal ve své práci již Yitang
Zhang, nicméně posun od hranice 70 000 000 k hodnotě 600 nelze neoznačit za signifikantńı.
Závěr lze vyložit ve smyslu, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ıselných mezer (rozd́ılu dvou
po sobě jdoućıch prvoč́ısel) velikosti menš́ı nebo rovno 600.

Věta 6: Předpokládejme, že prvoč́ısla maj́ı úroveň distribuce θ pro všechna θ < 1 (Elliott–
Halberstamova domněnka), potom

lim inf
n

(pn+2 − pn) ≤ 600.
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2 MAYNARDŮV POKROK

lim inf
n

(pn+1 − pn) ≤ 12,

S předpokladem platnosti Elliott–Halberstamovy domněnky tak źıskáváme výrazné
zlepšeńı krajńı hodnoty liminf dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel a p̊uvodńı hodnotu ze závěru
bez platnosti podmı́nky źıskaváme jako maximum liminf rozd́ılu obnásleduj́ıćıch prvoč́ısel.

2.2 Důkazy výsledku

Inovace výše uvedené metody GPY spoč́ıvá v použit́ı obecně specifických koeficientu
λ pro každou kombinaci dělitel̊u jednotlivých prvk̊u n + H. V názvoslov́ı Selbergova śıta
bychom mohli psát

wn =

 ∑
∀i di|n+hi

λd1,...,dk

2

.

Umocněńım sumy na druhou źıskáváme jistotu nezápornosti celkové váhy wn. Samotné
koeficienty λd1,...,dk pak zvoĺıme tak, abychom je s přijatelnou chybou mohli nahradit pomoćı
hladké funkce podle

λd1,...,dk ≈

(
k∏
i=1

µ(di)

)
f(d1, . . . , dk).

Abychom později v hledáńı optimálńı hladké funkce mohli uvažovat n ≈ ϕ(n) ≈ g(n)5,
potřebovali bychom vyloučit č́ısla obsahuj́ıćı v nějaké mı́̌re malá prvoč́ısla, proto śıtovaćı
množinu omeźıme na jedinou zbytkovou tř́ıdu (v0) modulo součin relativně malých prvoč́ısel
(W ), a to všech až po určitou mez (D0). Přesná hranice neńı vzhledem k řádu W a N
podstatná, použitá je řádově hodnota

D0 = log log logN,

W =
∏
p≤D0

p,

W � (log logN)2 .

5Zcela multiplikativńı funkce g(p) = p− 2 bude definována později.
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2.2 D̊ukazy výsledku

Ze splnitelnosti množiny H vyplýva, že pro všechna prvoč́ısla, a t́ım pádem i pro
prvoč́ısla zahrnutá ve W, existuje zbytková tř́ıda modulo W , v které žadný z prvku H
nelež́ı. Č́ınská věta o zbytćıch nám tak umožňuje vybrat v0 jako zbytkovou tř́ıdu mod-
ulo W tak, aby pro všechna h ∈ H platilo gcd(v0 + h,W ) = 1. Sumu pak omezujeme
podmı́nkou n ≡ v0 (mod W ).

Základńı hodnotu GPY śıta (3) rozdělme na dvě sumy:

S = S2 − ρS1,

S1 =
∑

N≤n<2N
n≡v0 (mod W )

 ∑
∀i di|n+hi

λd1,...,dk

2

, (4)

S2 =
∑

N≤n<2N
n≡v0 (mod W )

χP(n+H)

 ∑
∀i di|n+hi

λd1,...,dk

2

. (5)

Nahrazeńı koeficientu λd1,...,dk integrovatelnou hladkou funkci je kritickým trikem ve
vyhodnoceńı śıta. Sumy vyjádř́ıme pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı, jehož odvozeńı si, jakožto
nejkomplikovaněǰśı část práce, vyčleńıme do dvou samostatných kapitol.

Tvrzeńı 1: Nechť θ > 0 je úroveň distribuce prvoč́ısel a R = N
θ
2
−δ pro určité malé δ > 0.

Dále nechť F : Rk 7→ R je vhodná hladká funkce nulová mimo Rk = {(x1, . . . , xk) ∈ [0, 1]k :∑k
i=1 xi ≤ 1}. Definujme koeficienty λd1,...,dk jako nulové, pokud gcd(

∏k
i=1 di;W ) 6= 1 a v

opačném př́ıpadě

λd1,...,dk =

(
k∏
i=1

µ(di)di

) ∑
r1,...,rk
∀i di|ri

∀i gcd(ri,W )=1

µ(
∏k

i=1 ri)
2∏k

i=1 ϕ(ri)
F

(
log r1

logR
, . . . ,

log rk
logR

)
.

Potom źıskaváme

S1 =
(1 + o(1)) ϕ(W )k N (logR)k

W k+1
Ik(F ),

S2 =
(1 + o(1)) ϕ(W )k N (logR)k+1

W k+1 logN

k∑
m=1

J
(m)
k (F ),
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2 MAYNARDŮV POKROK

kde

Ik(F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)
2 dt1 · · · dtk 6= 0,

J
(m)
k (F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)

)2

dt1 · · · dtm−1dtm+1 · · · dtk 6= 0.

Dostatečné velký poměr S2 a S1 vede k žádaným výsledk̊um ohledně počtu prvoč́ısel v
množině n+H.

Tvrzeńı 2: Mějme stejné předpoklady a vyjádřeńı jako v předchoźım tvrzeńı. Dále označme
Sk množinu všech Riemannovsky integrovatelných funkćı F : [0, 1]k 7→ R 6 nulových mimo
Rk = {(x1, . . . , xk) ∈ [0, 1]k :

∑k
i=1 xi ≤ 1}. Nechť

Mk = sup
F∈Sk

∑k
m=1 J

(m)
k (F )

Ik(F )
,

rk =

⌈
θMk

2

⌉
.

Potom existuje nekonečně mnoho přirozených č́ısel n takových, že z n + H je alespoň rk
prvoč́ısel.

D̊ukaz: Polož́ıme R = N
θ
2
−δ pro dostatečně malé δ > 0. Vybereme F0 ∈ Sk tak,

že
∑k

m=1 J
(m)
k (F0) > (Mk − δ)Ik(F0) > 0 (přičemž jistě taková F0 existuje z definice Mk).

Jelikož F0 je Riemannovsky integrovatelná, potom bude existovat hladká funkce F1, jejichž
integrály J

(m)
k a Ik se budou od p̊uvodńıch lǐsit jen o libovolné málo, a t́ım i rozd́ıl J

(m)
k (F1)

a Ik(F1), proto zvoĺıme F1 tak, že můžeme psát
∑k

m=1 J
(m)
k (F1) > (Mk − 2δ)Ik(F1) > 0.

Potom

S = S2 − ρS1 =
(1 + o(1)) ϕ(W )k N logk R

W k+1

(
logR

logN

k∑
m=1

J
(m)
k (F1) − ρIk(F1)

)

=
ϕ(W )k N logk R

W k+1

(
logR

logN

k∑
m=1

J
(m)
k (F1) − ρIk(F1) + o(1)

)

≥ ϕ(W )k N logk R

W k+1
Ik(F1)

((
θ

2
− δ
)

(Mk − 2δ) + o(1)

)
.

6V předchoźım tvrzeńı jsme definovali F jako funkci z Rk, nicméně jelikož hledáme maximum z určitého
integrálu přes omezenou oblast (zahrnuj́ıćı celý rozsah, kde je p̊uvodńı funkce nenulová), můžeme množinu
funkćı omezit doménou zahrnuj́ıćı pouze oblast integrace.
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2.2 D̊ukazy výsledku

Přičemž jistě W > 0, ϕ(W ) > 0, N > 0, log(R) > 0 (R > 1) a Ik(F1) > 0 (určitý
integrál). Tud́ıž

ϕ(W )k N logk R

W k+1
Ik(F1) > 0,(

θ

2
− δ
)

(Mk − 2δ)− ρ =
θMk

2
− δθ − δMk + 2δ2 − ρ > 0 =⇒ S > 0.

Položme ρ = θMk

2
− ε s nějakým vhodným ε > 0.

θMk

2
− δθ − δMk + 2δ2 − θMk

2
+ ε > 0 =⇒ S > 0

ε > δ(θ +Mk − 2δ) =⇒ S > 0

Ve výsledku nám postačuje zvolit δ v závislosti na ε.

Z principu GPY śıta źıskáváme závěr, že z množiny n+H je alespoň bρ+ 1c prvoč́ısel.
Přitom z definice ρ při malém ε máme = bρ+ 1c =

⌈
θMk

2

⌉
= rk a t́ım docháźıme k výsledku

Tvrzeńı 2.

Důsledek 1:

lim inf
n

(pn+rk−1 − pn) ≤ max
1≤i,j≤k

(hi − hj)

Pro využit́ı předchoźıho k vyvozeńı konkrétńıch hranic limes inferior při dané úrovni dis-
tribuce prvoč́ısel bychom potřebovali spodńı odhadyMk. Pro dokončeńı d̊ukazu předpokladejme
následuj́ıćı odhady, které si dokážeme později.

Tvrzeńı 3: Předpokládejme vše jako v Tvrzeńı 2. Potom máme

1. M5 > 2,

2. M105 > 4,

3. a Mk > log k − 2 log(log k)− 2, pokud je k dostatečně velké.
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2 MAYNARDŮV POKROK

Začneme nejzásadněǰśım výsledkem, tedy že liminf dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel je
menš́ı než 600 s dokázanou úrovńı distribuce (Věta 5).

Důkaz Věty 5

Vezměme splnitelnou množinu o 105 prvćıch. Dı́ky Bombieri–Vinogradovove větě v́ıme,
že ∀ε > 0 : θ = 1

2
− ε (jinak řečeno θ ≤ 0) a z posledńıho tvrzeńı máme M105 = 4 + α pro

nějaké α > 0. Vyjádř́ıme hodnotu rk z Tvrzeńı 2 a dosad́ıme do Důsledku 1:

rk =

⌈
θMk

2

⌉
=

⌈
(1

2
− ε)(4 + α)

2

⌉
= 1 +

⌈α
4
− εα

2
− 2ε

⌉
,

ε <
α

2α− 8
=⇒ rk ≥ 2,

lim inf
n

(pn+1 − pn) ≤ max
1≤i,j≤105

(hi − hj).

Thomas Engelsma nalezl [1] splnitelnou množinu 7 o 105 prvćıch, kde největš́ım prvkem
je č́ıslo 600 (a nejnižš́ım samozřejmě 0). T́ım źıskáváme Větu 5.

Dukaz Věty 6

Nyńı předpokládejme platnost Elliott–Halberstamovy domněnky, neboli ∀ε > 0 : θ =
1− ε. Potom pro stejnou splnitelnou množinu H dostáváme prvńı část Věty 6:

rk =

⌈
θMk

2

⌉
=

⌈
(1− ε)(4 + α)

2

⌉
= 2 +

⌈α
2
− εα

2
− 2ε

⌉
,

ε <
α

α− 4
=⇒ rk ≥ 3,

lim inf
n

(pn+2 − pn) ≤ max
1≤i,j≤105

(hi − hj) = 600.

Pro druhou část Věty 6 vezmeme pětiprvkovou množinu H = {0, 2, 6, 8, 12} a nadále
předpokládejme Elliott–Halberstamovu domněnku. Pro k = 5 máme z tvrzeńı 3M5 = 2+α,

7H = {0, 10, 12, 24, 28, 30, 34, 42, 48, 52, 54, 64, 70, 72, 78, 82, 90, 94, 100, 112, 114, 118, 120, 124,
132, 138, 148, 154, 168, 174, 178, 180, 184, 190, 192, 202, 204, 208, 220, 222, 232, 234, 250, 252, 258, 262,
264, 268, 280, 288, 294, 300, 310, 322, 324, 328, 330, 334, 342, 352, 358, 360, 364, 372, 378, 384, 390, 394,
400, 402, 408, 412, 418, 420, 430, 432, 442, 444, 450, 454, 462, 468, 472, 478, 484, 490, 492, 498, 504, 510,
528, 532, 534, 538, 544, 558, 562, 570, 574, 580, 582, 588, 594, 598, 600}[8]
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2.2 D̊ukazy výsledku

kde α > 0. Když opět vyjádř́ıme nerovnici z Důsledku 1 źıskáváme požadovaný závěr:

rk =

⌈
θMk

2

⌉
=

⌈
(1− ε)(2 + α)

2

⌉
= 1 +

⌈α
2
− εα

2
− ε
⌉
,

ε <
α

α− 2
=⇒ rk ≥ 2,

lim inf
n

(pn+1 − pn) ≤ max
1≤i,j≤5

(hi − hj) = 12.

Dukaz Věty 3

Zbývaj́ı nám prvńı dva Maynardovy závěry s libovolně velkými k a bez předpokladu
Elliott–Halberstamovy domněnky, máme proto ∀ε > 0 : θ = 1

2
−ε z Bombier-Vinogradovovy

věty, ve výrazu rk tak źıskáme

rk =

⌈
θMk

2

⌉
=

⌈
(1

2
− ε)Mk

2

⌉
≥
(

1

4
− ε

2

)
(log k − 2 log log k − 2) .

A hledáme, kdy je větš́ı než dané m. Položme ε = 1
k
, d́ıky čemuž můžeme zcela zanedbat

člen zp̊usobený − ε
2
, neboť log k

k
konverguje k nule (stejně jako log log k

k
). Źıskáme

log k > 4m+ 2 log log k + 2,

elog k > e4m+2 log log k+2,

k > e2e4me2 log log k,

z čehož je jasné, že hledané k bude obsahovat e2e4m, označme si proto k′ zbytek k podle

k′ :=
k

e4me2
,

k =k′e4m+2.

Potom dostáváme

k′ > e2 log log(k′e4m+2),

k′ > e2 log(log(k′)+log(e4m+2)),

k′ > e2 log(log(k′)+4m+2),

k′ > elog((log(k′)+4m+2)2),

k′ > (log(k′) + 4m+ 2)
2
.
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2 MAYNARDŮV POKROK

Protože jsou obě strany kladné
√
k′ > log(k′) + 4m+ 2,

v čemž můžeme z asymptotického r̊ustu odhadnout tvar k′ na C ′m2 pro nějakou konstantu
C ′. Ověř́ıme dosazeńım, kdy

√
C ′m > logC ′ + 2 logm+ 4m+ 2,
√
C ′ − 4

2
m > logm+ log

√
C ′ + 1,

což očividně plat́ı pro dostatečně velké k a vhodnou konstatnu C ′. Proto můžeme řici, že
nerovnost plat́ı pro

k = k′e4m+2 > C ′m2e4me2 = Cm2e4m.

V d̊usledku to znamená, že pro libovolnou splnitelnou množinu H = {h1, . . . , hk} o
k ≥ Cm2e4m prvćıch (s předpokladem dostatečně velkého k), alespoň m+ 1 z n+ hi muśı
být prvoč́ısly pro nekonečně mnoho n.

Zvolme množinu prvńıch k prvoč́ısel větš́ıch než k H = {pπ(k)+1, . . . , pπ(k)+k} (nebo nor-
movanou na H = {0, pπ(k)+2− pπ(k)+1, . . . , pπ(k)+k − pπ(k)+1}). Ta je bezpochyby splnitelná,
neboť žádný prvek neńı násobkem prvoč́ısla menš́ıho než k a zároveň k prvku nemůže
pokrýt všechny zbytkové tř́ıdy modulo prvoč́ıslo větš́ı než k.

Podle Prvoč́ıselné věty je rozd́ıl mezi nejmenš́ım a největš́ım prvkem množiny pπ(k)+k−
pπ(k)+1 � k log k. Tud́ıž po dosazeńı do Důsledku 1 dostáváme při zvoleńı nejmenš́ıho
možného k = dCm2e4me asymptoticky odhad

lim inf
n

(pn+m − pn)� k log k � m3e4m.

Důkaz Věty 4

Na základě daného m zvoĺıme nejmenš́ı k, pro které bude platit θMk

2
> m, tedy podle

předchoźıho k = dCm2e4me.
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2.3 Odvozeńı śıta

Zadaná množina A nemuśı být splnitelná, proto označme A2 množinu vycházej́ıćı z
A, kdy pro každé prvoč́ıslo p ≤ k, odstrańıme všechny členy, které odpov́ıdaj́ı jedné
konkretńı zbytkové tř́ıdě modulo p. Abychom odstranili co nejméně člen̊u A, vybereme
takovou zbytkovou tř́ıdu, do které spadá nejméně prvk̊u A. Jakákoliv podmnožina A2 ve-
likosti k je potom nutně splnitelná, neboť pro žádné p ≤ k nepokrývá všechny zbytkové
tř́ıdy a pro prvoč́ısla větš́ı než k také určitě nemůže vzhledem k své velikosti. Pro velikost
množiny A2, kterou označ́ıme s, známe

s = |A2| ≥ r
∏
p≤k

(
1− 1

p

)
�m r.

Předpokládejme s > k, neboť r je zvoleno dostatečně velké v̊uči r. Počet množinH ⊆ A2

velikosti k je
(
s
k

)
. Podle Věty 3 pro takovou splnitelnou množinu o k = dCm2e4me prvćıch

plat́ı, že pro nekonečně mnoho n je alespoň m z n + H prvoč́ısel. Proto muśı existovat
alespoň jedna podmnožina {h′1, . . . , h′m} ⊆ H velikosti m, pro kterou pro všechny prvky
existuje nekonečně mnoho n, pro které n + h′ tvoř́ı prvoč́ıslo, neboť nekonečný př́ıspěvek
nemůže být zaručen součtem z konečného počtu konečných př́ıspěvk̊u.

Stejná splnitelná množina {h′1, . . . , h′m} ⊆ H velikosti m je obsazena v počtu
(
s−m
k−m

)
ze

všech množin H velikosti k. Proto hledaný počet množin, kde všechny prvky tvoř́ı prvoč́ısla
pro nekonečné mnoho n, je (

s
k

)(
s−m
k−m

) �m sm �m rm.

Celkový počet podmnožin A velikosti m odpov́ıdá
(
r
m

)
≤ rm, č́ımž źıskáváme závěr o

poměru počtu množin.

2.3 Odvozeńı śıta

Prozat́ım jsme využili vyjádřeńı śıta z Tvrzeńı 1, které jsme ponechali bez od̊uvodněńı.
Nyńı si hodnoty S1 a S2 odvod́ıme.

Omezme nenulové hodnoty λd1,...,dk podmı́nkou součinu dělitel̊u pro všechna i menš́ım

než hranice daná úrovńı distribuce prvoč́ısel (d =
∏k

i=1 di < R = N
θ
2
−δ), dale na ne-

soudělnost součinu s malými prvoč́ısly (gcd (d,W ) = 1) a na jeho bezčtvercovost (µ(d)2 =

24



2 MAYNARDŮV POKROK

1), z které vyplývá, že dělitelé pro r̊uzné i nezahrnuj́ı stejná prvoč́ısla (∀i 6= j : gcd(di, dj) =
1).

Lemma 1: Nechť

yr1,...,rk =

(
k∏
i=1

µ(ri)ϕ(ri)

) ∑
d1,...,dk
∀i ri|di

λd1,...,dk∏k
i=1 di

a ymax = supr1,...,rk |yr1,...,rk |. Potom

S1 =
N

W

∑
r1,...,rk

y2
r1,...,rk∏k
i=1 ϕ(ri)

+O

(
y2
max ϕ(W )kN logk(R)

W k+1D0

)

D̊ukaz: Stejně jako v klasickém Selbergově postupu rozeṕı̌seme v (4) umocněńı celé
sumy na sumu součinu a prohod́ıme pořad́ı sumace (viz 1.6).

S1 =
∑

N≤n<2N
n≡v0 (mod W )

 ∑
∀i di|n+hi

λd1,...,dk

2

=
∑

N≤n<2N
n≡v0 (mod W )

 ∑
d1,...,dk
e1,...,ek

λd1,...,dkλe1,...,ek



=
∑

d1,...,dk
e1,...,ek

λd1,...,dkλe1,...,ek


∑

N≤n<2N
n≡v0 (mod W )
∀i lcm (di,ei)|n+hi

1



Pro vnitřńı sumu mohou nastat dva př́ıpady.

Buď jsou č́ısla W a lcm(di, ei) pro všechna i po dvou nesoudělná, v tom př́ıpadě můžeme
vnitřńı sumu vidět jako počet č́ısel mezi N a 2N , která nabývaj́ı jedné zbytkové tř́ıdy mod-
ulo součin W

∏k
i=1 lcm(di, ei). Jak již v́ıme z dř́ıvěǰska, takový počet se od pod́ılu délky

intervalu a modulu může lǐsit o −1 az +1, tedy o O(1).

V opačném př́ıpadě vyžadujeme nulový př́ıspěvek. V př́ıpadě soudělnosti sW je zajǐstěna
nulová hodnota koeficientu λ (gcd(d,W ) = 1), stejně tak v př́ıpadě soudělnosti dělitel̊u pro
r̊uzná i v rámci jedné proměnné λ (µ(d)2 = 1). Zbývá nám pouze soudělnost dělitel̊u pro
r̊uzné i mezi proměnnými λ (gcd(di, ej) = 1 i 6= j). Stoj́ı za připomenut́ı, že podmı́nka ne-
soudělnosti lcm(di, ej) neimplikuje nesoudělnost mezi děliteli pro stejné i (gcd(di, ei) ≥ 1).

25



2.3 Odvozeńı śıta

Označme na chv́ıli
∑′

součet pouze přes takové d1, . . . , dk a e1, . . . , ek, pro které plat́ı

lcm(di, ej) = 1 i 6= j. Potom

S1 =
∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

λd1,...,dkλe1,...,ek

(
2N −N

W
∏k

i=1 lcm(di, ei)
+O(1)

)

=
N

W

∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

λd1,...,dkλe1,...,ek∏k
i=1 lcm(di, ei)

+O

 ∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

|λd1,...,dkλe1,...,ek |

 .

(6)

Rádi bychom uvolnili vazbu mezi d a e, nacož využijeme vzorec pro součet hodnot
Eulerovy funkce dělitel̊u, kdy

n =
∑
u|n

ϕ(u),

gcd(a, b) =
∑
d|a,b

ϕ(d),

lcm(a, b) =
ab

gcd(a, b)
,

1

lcm(di, ei)
=

1

diei

∑
ui|di,ei

ϕ(ui).

Jako hlavńı člen pak źıskáváme

N

W

∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

k∏
i=1

 ∑
ui|di,ei

ϕ(ui)

 λd1,...,dkλe1,...,ek∏k
i=1 diei

.

Kde můžeme konkrétńı u vytknout a prohodit tak pořad́ı sumace (ve výsledku sč́ıtáme
všechny p̊uvodńı kombinace d1, . . . , dk a e1, . . . , ek, jen seskupené po dělitelnosti u).

N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

ϕ(ui)

) ∑′

d1,...,dk
e1,...,ek
∀i ui|di,ei

λd1,...,dkλe1,...,ek(∏k
i=1 di

)(∏k
i=1 ei

)
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2 MAYNARDŮV POKROK

V této formě vyřeš́ıme podmı́nku pro nesoudělnost di a ej vynásobeńım součtu hodnot
Möbiovy funkce dělitel̊u, který je roven jedné právě tehdy, když dělenec je 1, a nule v
ostatńıch př́ıpadech (viz (1)) a použijeme obdobný trik pro přehozeńı pořad́ı sumy:

N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

ϕ(ui)

) ∑
d1,...,dk
e1,...,ek
∀i ui|di,ei

 ∑
∀i 6=j si,j |di,ej

µ(si,j)

 λd1,...,dkλe1,...,ek(∏k
i=1 di

)(∏k
i=1 ei

)

=
N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

ϕ(ui)

) ∑
s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

 ∑
d1,...,dk
e1,...,ek
∀i ui|di,ei
∀i 6=j si,j |di,ej

λd1,...,dkλe1,...,ek(∏k
i=1 di

)(∏k
i=1 ei

)

=
N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

ϕ(ui)

) ∑
s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

 ∑
d1,...,dk
∀i ui|di

∀i 6=j si,j |di?

λd1,...,dk∏k
i=1 di

∑
e1,...,ek
∀i ui|ei
∀i 6=j si,j |ej

λe1,...,ek∏k
i=1 ei

.

Nyńı zavedeme nové proměnné pro součet přes kombinace d1, . . . , dk:

yr1,...,rk =

(
k∏
i=1

µ(ri)ϕ(ri)

) ∑
d1,...,dk
∀i ri|di

λd1,...,dk∏k
i=1 di

.

S vyloučeńım r obsahuj́ıćı čtverec můžeme vyjádřit (µ(r) 6= 0) jako(
k∏
i=1

1

µ(ri)ϕ(ri)

)
yr1,...,rk =

∑
d1,...,dk
∀i ri|di

λd1,...,dk∏k
i=1 di

.

A protože pro µ(r) 6= 0 se 1
µ(r)

rovná µ(r), máme rovnost(
k∏
i=1

µ(r)

ϕ(ri)

)
yr1,...,rk =

∑
d1,...,dk
∀i ri|di

λd1,...,dk∏k
i=1 di

.
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2.3 Odvozeńı śıta

Jelikož hodnota λd1,...,dk je nulová, pokud jsou dělitelé pro danou lambdu soudělné,
můžeme stejně tak omezit si,j na nesoudělné s ui a uj. Stejně tak uvažujeme pouze si,j
nesoudělné s si,l pro všechna l (kromě j) a nesoudělné s sl,j pro všechna l (kromě i). Sumu

přes si,j s těmito omezeńımi znač́ıme
∑
∗
s1,2 , ... , sk,k−1

.

Po dosazeńı předchoźıho vyjádřeńı do hlavńıho členu s t́ım, že ai = ui
∏

j 6=i si,j a bi =
ui
∏

j 6=i sj,i, dostáváme

N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

ϕ(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)


(

k∏
i=1

µ(ai)µ(bi)

ϕ(ai)ϕ(bi)

)
ya1,...,akyb1,...,bk .

Dı́ky nesoudělnosti všech činitel̊u v ai a bi (ui a odpov́ıdaj́ıćıch si,j) a protože Möbiova
i Eulerova funkce jsou multiplikativńı, můžeme rozepsat µ(ai) a ϕ(ai) podle µ(ai) =
µ(ui)

∏
i 6=j µ(si,j), ϕ(ai) = ϕ(ui)

∏
i 6=j ϕ(si,j), pro bi potom obdobně. Źıskáváme

N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

ϕ(ui)

)(
k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)2

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)
3

ϕ(si,j)2

 ya1,...,akyb1,...,bk

=
N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

ϕ(si,j)2

 ya1,...,akyb1,...,bk .

Z podmı́nky pro y v́ıme, že členy si,j soudělné s W nemaj́ı žádný vliv, proto potřebujeme
zvážit ty rovné jedné (si,j = 1) a takové, které obsahuj́ı prvoč́ıslo větš́ı než největš́ı prvoč́ıslo
v W (a tud́ıž i si,j > D0).

Pro prvky si,j = 1 źıskáváme vyjádřeńı

N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

1

ϕ(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1
si,j=1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(1)

ϕ(1)2

 ya1,...,akyb1,...,bk

=
N

W

∑
u1,...,uk

y2
u1,...,uk∏k
i=1 ϕ(ui)

.
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2 MAYNARDŮV POKROK

Pro prvky si,j > D0 odhadneme asymptoticky r̊ust vyjádřený pomoćı maximálńı hod-
noty proměnné y (ymax = supr1,...,rk |yr1,...,rk |) podle

N

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

si,j>D0

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

ϕ(si,j)2

 ya1,...,akyb1,...,bk

� N y2
max

W

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

si,j>D0

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

ϕ(si,j)2



� N y2
max

W

 ∑
u<R

gcd(u,W )=1

µ(u)2

ϕ(u)


k(∑

s≥1

µ(s)2

ϕ(s)2

)k2−k+1 ∑
si,j>D0

µ(si,j)
2

ϕ(si,j)2

� y2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

.

Zbýva nám objasnit chybový člen z (6). Označme λmax = supd1,...,dk |λd| a τk(d) počet
zp̊usob̊u zapsáńı d jako součinu k přirozených č́ısel. Nenulové hodnoty λd1,...,dk jsou omezeny

na d =
∏k

i=1 di < R a proto

∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

|λd1,...,dkλe1,...,ek | � λ2
max

(∑
d<R

τk(d)

)2

� λ2
max

(∑
d<R

logRk

)2

� λ2
maxR

2(logR)2k.

Pro vyjádřeńı λmax užijeme součet zavedené proměnné y podle

∑
r1,...,rk
∀i di|ri

yr1,...,rk∏k
i=1 ϕ(ri)

=
∑
r1,...,rk
∀i di|ri

(
k∏
i=1

µ(ri)ϕ(ri)

ϕ(r)

) ∑
e1,...,ek
∀i ri|ei

λe1,...,ek∏k
i=1 ei

=
∑

e1,...,ek

λe1,...,ek∏k
i=1 ei

∑
r1,...,rk
∀i di|ri
∀i ri|ei

k∏
i=1

µ(ri) =
λd1,...,dk

∏k
i=1 µ(di)∏k

i=1 di
=

λd1,...,dk∏k
i=1 µ(di)di

,

(7)

29



2.3 Odvozeńı śıta

tud́ıž

λd1,...,dk =

(
k∏
i=1

µ(di)di

) ∑
r1,...,rk
∀i di|ri

yr1,...,rk∏k
i=1 ϕ(ri)

.

Při vytknut́ı maximalńı hodnoty ymax = supr1,...,rk |yr1,...,rk | nesmı́me zapomenout, že

yr1,...,rk nabývá nulové hodnoty pro
∏k

i=1 ri větš́ı nebo rovno R a obsahuj́ıc čtverec, proto
do sumy přes r1, . . . , rk tyto podmı́nky přidáme, neboli

λmax ≤ sup
d1,...,dk∏k

i=1 di bezčtvercové

ymax

(
k∏
i=1

di

) ∑
r1,...,rk
∀i di|ri∏k

i=1 ri<R, beztvercove

1∏k
i=1 ϕ(ri)

.

Zavedmě substituci r′ =
∏k

i=1
ri
di

. Abychom vyrovnali, že nové r′ nahrazuje několik
kombinaćı p̊uvodńıch r1, . . . , rk, vynásob́ıme výraz počtem možnost́ı rozepsáńı r′ jakožto
součinu k přirozených č́ısel (τk(r

′)). Náhradu
∏k

i=1 ri = r′
∏k

i=1 di jsme použili ve jmeno-
vateli, proto ϕ(di) umı́st́ıme do jmenovatele členu společného pro všechna r′. Bezčtvercovost
r′ nám potom zaruč́ı µ(r′)2. Celkově

λmax ≤ ymax sup
d1,...,dk∏k

i=1 di bezčtvercové

(
k∏
i=1

di
ϕ(di)

) ∑
r′<R

∏k
i=1 d

−1
i

gcd(r′,
∏k
i=1 di)=1

µ(r′)2τk(r
′)∏k

i=1 ϕ(r′)
.

Nyńı využijeme identitu d
ϕ(d)

=
∑

e|d
1

ϕ(e)
(viz 1.1)spolu se zapsańım bezčtvercovosti

pomoćı Möbiovi funkce pro vyjádřeńı

λmax ≤ ymax sup
d1,...,dk

∑
d|

∏k
i=1 di

µ(d)2

ϕ(d)

∑
r′<R

∏k
i=1 d

−1
i

gcd(r′,
∏k
i=1 di)=1

µ(r′)2τk(r
′)∏k

i=1 ϕ(r′)
.

Pro posledńı zjednodušeńı polož́ıme u = dr′, kde pro spodńı odhad použijeme zřejmou
skutečnost τk(dr

′) ≤ τ(r′), a dostáváme

λmax ≤ ymax
∑
u<R

µ(u)2τk(u)

ϕ(u)
� ymax(logR)k. (8)

Ve výsledku źıskáváme chybový člen O(y2
maxR

2(logR)4k).
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Celkovou hodnotu sumy S1 vyjádř́ıme jako

S1 =
N

W

∑
u1,...,uk

y2
u1,...,uk∏k
i=1 ϕ(ui)

+O

(
y2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

+ y2
maxR

2(logR)4k

)
.

Přičemž v chýbovém členu můžeme vidět, že

O

(
y2
max (logR)k

(
ϕ(W )kN

W k+1D0

+R2(logR)3k

))
=O

(
y2
max (logR)k

(
N

(log logN)2 log log logN
+R2+ε

))
.

Proto prvńı chybový člen dominuje a źıskáváme Lemma 1.

Nyńı se pod́ıváme na vyjádřeńı sumy S2, které rozděĺıme pro jednotlivé prvky splnitelné
množiny H indexem m ∈ {1, . . . , k}. Potom

S2 =
k∑

m=1

S
(m)
2 ,

kde

S
(m)
2 =

∑
N≤n≤2N

n≡v0 (mod W )

χP(n+ hm)

 ∑
d1,...,dk
∀i di|n+hi

λd1,...,dk


2

.

Lemma 2: Nechť

y(m)
r1,...,rk

=

(
k∏
i=1

µ(ri)g(ri)

) ∑
d1,...,dk
∀i ri|di
dm=1

λd1,...,dk∏k
i=1 ϕ(di)

,

kde g je zcela multiplikativńı funkce na prvoč́ıslech definovaná vztahem g(p) = p − 2, a

y
(m)
max = supr1,...,rk

∣∣∣y(m)
r1,...,rk

∣∣∣. Potom pro všechna A > 0 máme

S
(m)
2 =

N

ϕ(W ) logN

∑
r1,...,rk

(y
(m)
r1,...,rk)

2∏k
i=1 g(ri)

+O

(
(y

(m)
max)2 ϕ(W )k−2N (logN)k−2

W k−1D0

)
+O

(
y2
maxN

(logN)A

)
.
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D̊ukaz: Již tradičně začneme roznásobeńım kvadrátu a přehozeńım pořad́ı sumace.

S
(m)
2 =

∑
d1,...,dk
e1,...,ek

λd1,...,dkλe1,...,ek
∑

N≤n≤2N
n≡v0 (mod W )
∀i lcm(di,ei)|n+hi

χP(n+ hm)

Pro vyhodnoceńı vnitřńı sumy opět užijeme periodicitu přes q = W
∏k

i=1 lcm(di, ei)
za podmı́nky nesoudělnosti W a lcm(di, ei) pro všechna i. Nyńı však nestač́ı vyč́ıslit jen
počet č́ısel v dané zbytkové tř́ıdě, neboť vyžadujeme prvoč́ıselnost n + hm. Z podmı́nky
sumy ∀i lcm(di, ei)|n + hi nám vyvstává poznatek, že dm i em jsou rovny jedné (jinak by
n+hm nebylo prvoč́ıslo). Počet prvoč́ısel spadaj́ıćıch do určité zbytkové tř́ıdy nesoudělné s
modulem odpov́ıda počtu onich prvoč́ısel vyděleného hodnotou Eulerovy funkce z modulu
(viz 1.8).

Označme XN počet prvoč́ısel na śıtovaćı množině a E(N, q) maximálńı chybu této
aproximace zvětšenou o jedna (kv̊uli běžné odchylce v počtu č́ısel př́ısluš́ıćıch na obecném
intervalu dané zbytkové tř́ıdě):

XN =
∑

N≤n<2N

χP(n).

Potom počet prvoč́ısel kongruentńıch s a modulo q takové, že gcd(a, q) = 1, lze vyjádřit
jako XN

ϕ(q)
+O(E(N, q)), kde

E(N, q) = 1 + sup
gcd(a,q)=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

N≤n<2N
n≡a (mod q)

χP(n) − 1

ϕ(q)

∑
N≤n<2N

χP(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

V př́ıpadě soudělnosti v rámci W a lcm(di, ei) (tuto podmı́nku opět označ́ıme užit́ım∑′
) nebo pokud dm > 1 či em > 1 požadujeme nulovou hodnotu vnitřńı sumy. T́ım

źıskáváme rovnost

S
(m)
2 =

XN

ϕ(W )

∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

em=dm=1

λd1,...,dkλe1,...,ek∏k
i=1 ϕ(lcm(di, ei)

+O

 ∑
d1,...,dk
e1,...,ek

|λd1,...,dkλe1,...,ek |E(N, q)
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Závislosti na lcm(d, e) se tentokrát zbav́ıme s využit́ım tvrzeńı ϕ(n) =
∑

d|n g(d) pro

bezčtvercové n (podle (2)). Vezmeme

1

ϕ(lcm(di, ei))
=

1

ϕ(di)ϕ(ei)

∑
ui|di,ei

g(ui)

a pro hlavńı člen źıskáváme

XN

ϕ(W )

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

g(ui)

) ∑′

d1,...,dk
e1,...,ek

em=dm=1

λd1,...,dkλe1,...,ek∏k
i=1 ϕ(di)ϕ(ei)

.

S podmı́nkou sumy na nesoudělnost diaej pro i 6= j (jakožto jedinou nepokrytou
možnost́ı z podmı́nky na nesoudělnost W a lcm(di, ei)) se vyrovnáme jako v př́ıpadě S1

pomoćı nové proměnné si,j:

XN

ϕ(W )

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

g(ui)

) ∑
∗

s1,2,...,sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

 ∑
d1,...,dk
e1,...,ek

em=dm=1

λd1,...,dkλe1,...,ek∏k
i=1 ϕ(di)ϕ(ei)

.

proměnnou y zavedeme tentokrát jako

y(m)
r1,...,rk

=

(
k∏
i=1

µ(ri)g(ri)

) ∑
d1,...,dk
∀i ri|di
dm=1

λd1,...,dk∏k
i=1 ϕ(di)

. (9)

T́ım źıskaváme hlavńı člen

XN

ϕ(W )

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

g(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)


(

k∏
i=1

µ(ai)µ(bi)

g(ai)g(bi)

)
y(m)
a1,...,ak

y
(m)
b1,...,bk

,

kde ai = ui
∏

i 6=j si,j a bi = ui
∏

i 6=j sj,i. Neboli po obdobných úpravách jako pro S1, protože
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g je také multiplikativńı funkce, máme

XN

ϕ(W )

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

g(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

g(si,j)2

 y(m)
a1,...,ak

y
(m)
b1,...,bk

.

Pro si,j = 1 se výraz zjednoduš́ı na

XN

ϕ(W )

∑
u1,...,uk

(y
(m)
u1,...,uk)

2∏k
i=1 g(ui)

.

Pro si,j > 1 potom máme asymptotický odhad

� XN

ϕ(W )

∑
u1,...,uk

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

g(ui)

) ∑
∗

s1,2 , ... , sk,k−1
si,j>1

 ∏
1≤i,j≤k
i 6=j

µ(si,j)

g(si,j)2

(y(m)
max

)2

� (y
(m)
max)2N

ϕ(W ) logN

 ∑
u<R

gcd(u,W )=1

µ(u)2

g(u)


k−1(∑

s

µ(s)2

g(s)2

)k2−k−1 ∑
si,j>D0

µ(si,j)
2

g(si,j)2

� (y
(m)
max)2 ϕ(W )k−2N(logR)k−1

W k−1D0 logN
.

Podle Prvoč́ıselné věty XN = N
logN

+ O
(

N
(logN)2

)
a po roznásobeńı źıskáváme nový

chybový člen

� (y
(m)
max)2N

ϕ(W ) (logN)2

 ∑
u<R

gcd(u,W )=1
u bezčtvercové

1

g(u)


k−1

� (y
(m)
max)2N ϕ(W )k−2(logR)k−3

W k−1
,

který se ztrat́ı ve výše předcházej́ıćım chybovém členu (vzniklém při si,j > 1).

Zbývá chybový člen pocházej́ıćı z počtu prvoč́ısel ve zbytkové tř́ıdě. Z (8) vime, ze
λmax � ymax(logR)k. Pro rozděleńı bezčtvercového r mezi d1, . . . , dk, e1, . . . , ek a W máme
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při podmı́nce nesoudělnosti W a jednotlivých lcm(di, ei) maximálně τ3k(r) možnost́ı. Proto
tento chybový člen je

� y2
max(logR)2k

∑
r<R2W

µ(r)2τ3k(r)E(N, r).

Asymptotický odhad chyby pro počet prvoč́ısel v dané zbytkové tř́ıdě nám dává předpoklad
distribuce prvoč́ısel (viz Definice 7). Argument sumy rozděĺıme na dvě části, na které
využijeme Cauchy–Schwarzovu nerovnost, kdy části čtverce E(N, r) rozděĺıme mezi obě
části a v jednom př́ıpadě nahrad́ıme nejhorš́ım odhadem E(N, r)� N

ϕ(r)
.

� y2
max(logR)2k

( ∑
r<R2W

µ(r)2τ 2
3k(r)

N

ϕ(r)

) 1
2
( ∑
r<R2W

µ(r)2E(N, r)

) 1
2

� y2
max(logN)k

( ∑
r<R2W

N

) 1
2 (

N

(logN)A

) 1
2

� y2
maxN

(logN)A

Ve vyjádřeńı S2 jsme zavedli proměnnou y
(m)
r1,...,rk , kterou bychom potřebovali vztahnout

k yr1,...,rk z vyjádřeńı S1.

Lemma 3: Nechť rm = 1, potom

y(m)
r1,...,rk

=
∑
am

yr1,...,rm−1,am,rm+1,...,rk

ϕ(am)
+O

(
ymax ϕ(W ) logR

WD0

)
.

D̊ukaz: Do definičńıho vztahu y
(m)
r1,...,rk (9) dosad́ıme λd1,...,dk podle inverzńıho vztahu

pro yr1,...,rk (7), č́ımž źıskáme rovnost

y(m)
r1,...,rk

=

(
k∏
i=1

µ(ri)g(ri)

) ∑
d1,...,dk
∀i ri|di
dm=1

(
k∏
i=1

µ(di)di
ϕ(di)

) ∑
a1,...,ak
∀i di|ai

ya1,...,ak∏k
i=1 ϕ(ai)

.
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2.3 Odvozeńı śıta

Prohod́ıme pořad́ı sumy, sumu přes d1, . . . , dk zahrneme do hlavńı a máme

y(m)
r1,...,rk

=

(
k∏
i=1

µ(ri)g(ri)

) ∑
a1,...,ak
∀i di|ai

ya1,...,ak∏k
i=1 ϕ(ai)

∏
i 6=m

µ(ai)ri
ϕ(ai)

.

Z omezeńı hodnot ya1,...,ak v́ıme, že stač́ı uvažovat ai nesoudělné s W . Jelikož ri děĺı
ai v́ıme, že potom buď ai = ri nebo ai > D0ri. S předpokladem i 6= m pro druhý př́ıpad
hodnotu y

(m)
r1,...,rk pouze asymptoticky odhadneme jako

� ymax

(
k∏
j=1

g(rj)rj

) ∑
ri|ai

ai>D0ri

µ(ai)
2

ϕ(ai)2


 ∑

am<R
gcd(am,W )=1

µ(am)2

ϕ(am)

 ∏
1≤j≤k
j 6=i,m

∑
rj |aj

µ(aj)
2

ϕ(aj)2


�

(
k∏
j=1

g(rj)rj
ϕ(rj)2

)
ymax ϕ(W ) logR

W D0

� ymax ϕ(W ) logR

W D0

,

což nám dává chybový člen. Hlavńı člen tvoř́ı př́ıpady, kdy pro všechna i kromě m plat́ı
ai = ri, jež vyjádř́ıme ve tvaru

y(m)
r1,...,rk

=

(
k∏
i=1

g(ri)ri
ϕ(ri)2

)∑
am

yr1,...,rm−1,am,rm+1,...,rk

ϕ(am)
+O

(
ymax ϕ(W ) logR

WD0

)
.

Pro prvoč́ısla se nám nab́ıźı zjednodušeńı

g(p)p

ϕ(p)2
=

p2 − 2p

p2 − 2p+ 1
= 1 +O(p−2),

což plat́ı i obecně pro bezčtvercová č́ısla, neboť g i ϕ jsou multiplikativńı funkce. Proto

k∏
i=1

g(ri)ri
ϕ(ri)2

= 1 +O(D−1
0 ),

pričemž chybový člen můžeme zahrnout do stávaj́ıćıho.
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2.4 Hladké y

Nyńı potřebujeme za proměnnou yr1,...,rk zvolit vhodně hladkou funkci, kterou dokážeme
dobře integrovat. Využit́ım metody Lagrangeových multiplikátor̊u na poměr sum S1 a S2,
pro který se snaž́ıme naj́ıt extrémńı hodnotu, dostáváme podmı́nku

λ yr1,...,rk =

(
k∏
i=1

ϕ(ri)

g(ri)

)
k∑

m=1

g(rm)

ϕ(rm)
y

(m)
r1,...,rm−1,1,rm+1,...,rk

Jelikož požadujeme nesoudělnost r s W , v́ıme, že ri je prosté malých prvoč́ısel, a pro
takové ri (s předpokladem bezčtvercovosti) můžeme psát

g(ri) =
∏
p|ri

(p− 2) ≈ ϕ(ri) =
∏
p|ri

(p− 1) ≈ ri =
∏
p|ri

p,

ϕ(ri)

g(ri)
≈ 1 ≈ g(ri)

ϕ(ri)
.

T́ım se nám podmı́nka zjednodušuje na

λ yr1,...,rk ≈
k∑

m=1

g(rm)

ϕ(rm)
y

(m)
r1,...,rm−1,1,rm+1,...,rk

,

což nám vyhovuje vzhledem k nezávislosti na prvoč́ıselném rozkladu č́ısla r nebo jiných
potenciálńıch nespojitostech výrazu.

Definujme yr1,...,rk pomoćı hladké funkce F : Rk 7→ R nulové mimoRk = {(x1, . . . , xk) ∈
[0, 1]k :

∑k
i=1 xk ≤ 1}. Pro r soudělné s W nebo obsahuj́ıćı čtverec požadujeme yr1,...,rk = 0,

v opačném př́ıpadě polož́ıme

yr1,...,rk = F

(
log r1

logR
, . . . ,

log rk
logR

)
.

Následuj́ıćı lemma, které použili ve své práci již Goldston, Pintz a Yıldırım, nám umožńı
přesun od problematického součtu přes dělitele k integraci spojité funkce a ve spojeńı s
volbou y t́ım i źıskat finálńı hladké odhady śıta.
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Lemma 4: Nechť A1, A2, L > 0 a γ : N 7→ R je multiplikativńı funkce, jež pro všechna
2 ≤ w ≤ z splňuje

0 ≤ γ(p)

p
≤ 1− A1,

−L ≤
∑
w≤p≤z

γ(p) log p

p
− log

z

w
≤ A2.

Dále nechť h je zcela multiplikativńı funkce na prvoč́ıslech definovaná podle h(p) = γ(p)
p−γ(p)

a G : [0, 1] 7→ R je hladká funkce. Označme Gmax = supt∈[0,1] (|G(t)|+ |G′(t)|). Potom

∑
d<z

d bezčtvercové

h(d)G

(
log d

log z

)
= S log z

∫ 1

0

G(x)dx+OA1,A2(SLGmax),

kde

S =
∏
p

(
p− 1

p− γ(p)

)
.

D̊ukaz: Sumu lze psát jako∑
d<z

µ(d)2h(d)G

(
log d

log z

)
=

∫ z

1

G

(
log u

log z

)
dD(u),

kde
D(u) =

∑
d<z

µ(d)2h(d),

pričemž podle [4, Lemma 3] plat́ı∑
d<z

µ(d)2h(d) = S log u+ E(u)

pro určitý chybový člen E(u)� SL.

Hlavńı integrál vypočteme d́ıky substituci u = zx jako∫ z

1

G

(
log u

log z

)
d(S log u) =

∫ z

1

G

(
x log z

log z

)
d(Sx log z)

=

∫ 1

0

G (x) d(xS log z) =

∫ 1

0

S log zG (x) dx.
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chybový integrál potom integraćı per partes vypočteme jako∫ z

1

G

(
log u

log z

)
dE(u) =

[
G

(
log u

log z

)
E(u)

]z
1

−
∫ z

1

1

log z
G′
(

log u

log z

)
E(u)du

� supt∈[0,1] (|G(t)|+ |G′(t)|)E(u)� GmaxSL.

Následuj́ıćı dvě lemma dokazuj́ı Tvrzeńı 1. Prvńı se vztahuje k sumě S1 pro všechna
č́ısla (pri zohledněńı daných vah), druhé pak k sumě S

(m)
2 pro prvoč́ısla odpov́ıdaj́ıćı posunu

podle m-tého prvku H.

Lemma 5: Nechť yr1,...,rk = F
(

log r1
logR

, . . . , log rk
logR

)
, kde F je hladká funkce, která je nulová

mimo Rk = {(x1, . . . , xk) ∈ [0, 1]k :
∑k

i=1 xk ≤ 1}. Dale označ́ıme

Fmax = sup
(t1,...,tk)∈[0,1]k

|F (t1, . . . , tk)|+
k∑
i=1

∣∣∣∣∂F (t1, . . . , tk)

∂ti

∣∣∣∣ .
Potom

S1 =
ϕ(W )kN (logR)k

W k+1
Ik(F ) +O

(
F 2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

)
,

kde

Ik(F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)
2dt1 . . . dtk.

D̊ukaz: Dosazeńım volby yr1,...,rk do předchoźıho vyjádřeńı sumy S1 (z Lemmatu 1)
źıskáme

S1 =
N

W

∑
u1,...,uk

∀i 6=j gcd(ui,uj)=1
∀i gcd(ui,W )=1

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)

)
F

(
log u1

logR
, . . . ,

log uk
logR

)2

+O

(
F 2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

)
.
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Rádi bychom upustili od podmı́nky na nesoudělnost mezi ui a uj (pro i 6= j). Vı́me, že
pokud maj́ı společný faktor, ale přitom jsou nesoudělné s W , muśı být onen faktor větš́ı
než největš́ı prvoč́ıslo v W (D0). Jejich př́ıspěvek vyjádř́ıme stejnou sumou, ale s omezeńım
na velikost prvoč́ısel. Tu odhadneme jako

� F 2
maxN

W

∑
p>D0

∑
u1,...,uk<R
p|ui,uj

∀i: gcd(ui,W )=1

k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)
� F 2

maxN

W

∑
p>D0

1

(p− 1)2

 ∑
u<R

gcd(u,W )=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)


k

� F 2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

.

Źıskaný chybový člen tak začleńıme do puvodńıho z Lemmatu 1.

Pro hlavńı člen využijeme opakovaně Lemma 4. Funkci γ(p) zvoĺıme tak, aby funkce h
zajistila podmı́nku nulovosti při soudělnosti u s W a v opačném př́ıpadě dala převrácenou
hodnotu Eulerovy funkce. Proto polož́ıme

γ(p) =

{
0, p |W,
1, p 6 |W.

Pak totiž pro ui, jehož bezčtvercovost nám zajǐsťuje kvadrát Möbiovy funkce, máme
vztahy

h(p) =
γ(p)

p− γ(p)

{
0
p−0

, p |W,
1
p−1

, p 6 |W,

h(ui) =
∏
p|ui

h(p) =

{
0, ∃p|W,∏k

i=1
1
p−1

= 1
ϕ(ui)

, ∀p 6 |W.
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Připomeňme jen, že v terminologii Lemmatu 4 plat́ı

z = R,

Gi(x) = F (t1, . . . , x, . . . , tk)
2 1 ≤ i ≤ k,

L�
∑
p|W

log(p)

p
−
∑
p

log(p)

p
− log

(
R

R

)
� 1 +

∑
p|W

log p

p
� logD0,

S =
∏
p

p− 1

p− γ(p)
=

∏
p|W

p− 1

p

∏
p 6|W

p− 1

p− 1

 =
ϕ(W )

W
.

Po k aplikaćıch Lemmatu 4 źıskáváme na mı́sto hlavńıho členu

N

W

(
ϕ(W )k (logR)k

W k
Ik(F ) +O

(
F 2
max ϕ(W )k (logR)k−1 log(D0)

W k

))
,

čehož chybovou část můžeme začlenit do celkového chybového členu.

Lemma 6: Nechť yr1,...,rk , F i Fmax jsou stejně jako v Lemmatu 5. Potom

S
(m)
2 =

ϕ(W )kN (logR)k+1

W k+1 logN
J

(m)
k (F ) +O

(
F 2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

)
,

kde

J
(m)
k (F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)dtm

)2

dt1 . . . dtm−1dtm+1 . . . dtk.

D̊ukaz: Pro dosazeńı do Lemmatu 2 pro sumu S
(m)
2 potřebujeme nejprve vyjádřit

y
(m)
r1,...,rk . Pro rm = 1 a součin přes všechny složky bezčtvercové a nesoudělné s W vezmeme

hodnotu podle Lemma 3, v opačném př́ıpadě požadujeme hodnotu nulovou.

y(m)
r1,...,rk

=
∑

gcd(u,W
∏k
i=1 ri)=1

µ(u)2

ϕ(u)
F

(
log r1

logR
, . . . ,

log rm−1

logR
,

log u

logR
,
log rm+1

logR
, . . . ,

log rk
logR

)

+

(
Fmax ϕ(W ) logR

WD0

)
.
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Vid́ıme, že situaci nemáme stejnou pro všech k rozměr̊u, proto nejdř́ıv užijeme Lemma
4 v jedné podobě pro index m a následně v jiné podobě pro k − 1 zbylých př́ıpad̊u.

Stejně jako v situaci pro S1 potřebujeme takovou funkci h, aby za spravných podmı́nek
složila převrácenou hodnotu Eulerovy funkce, ale tentokrát je podmı́nkou nesoudělnost s
W
∏k

i=1 ri. Proto zvoĺıme

γ(p) =

{
0, p |W

∏k
i=1 ri,

1, p 6 |W
∏k

i=1 ri.

Pro L potom máme odhad

L� 1 +
∑

p|W
∑k
i=1 ri

log p

p
�

∑
p>logR

log p

p
+

∑
p|W

∑k
i=1 ri

p>logR

log logR

logR
� log logN.

Označ́ıme

F (m)
r1,...,rk

=

∫ 1

0

F

(
log r1

logR
, . . . ,

log rm−1

logR
, tm,

log rm+1

logR
, . . . ,

log rk
logR

)
dtm.

Potom dostáváme

y(m)
r1,...,rk

= (logR)
ϕ(W )

W

(
k∏
i=1

ϕ(ri)

ri

)
F (m)
r1,...,rk

+O

(
Fmax ϕ(W ) logR

WD0

)
.

vyjádřeńı y
(m)
r1,...,rk dosad́ıme do vzorce pro S

(m)
2 z Lemmatu 2, přičemž členy, kdy má

být hodnota nulová, ze sumy jenoduše vynecháme, č́ımž źıskáme

S
(m)
2 =

N

ϕ(W ) logN

(
ϕ(W ) log(R)

W

)2 ∑
r1,...,rk

∀i gcd(ri,W )=1
∀i 6=j gcd(ri,rj)=1

rm=1

(
k∏
i=1

µ(ri)
2 ϕ(ri)

2

g(ri) r2
i

)(
F (m)
r1,...,rk

)2

+O

((
ϕ(W )Fmax(logR)

W

)2
ϕ(W )k−2N (logN)k−2

W k−1D0

)
+O

(
N

(logN)A

)
.
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Tedy

S
(m)
2 =

ϕ(W )N (logR)2

W 2 logN

∑
r1,...,rk

∀i gcd(ri,W )=1
∀i 6=j gcd(ri,rj)=1

rm=1

(
k∏
i=1

µ(ri)
2 ϕ(ri)

2

g(ri) r2
i

)(
F (m)
r1,...,rk

)2

+O

(
F 2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

)
.

Opět zkuśıme upustit od podmı́nky nesoudělnosti ri a rj pro i 6= j. Proto si vyhod-
not́ıme př́ıspěvek ri s faktorem větš́ım než D0, tentokrát jako

� N

W

∑
p>D0

∑
u1,...,uk<R
p|ui,uj

∀i: gcd(ui,W )=1

(
k∏
i=1

µ(ui)
2

ϕ(ui)

)
F 2
max

� F 2
maxN

W

∑
p>D0

1

(p− 2)2

 ∑
u<R

gcd(u,W )=1

µ(u)2

ϕ(u)


k

� F 2
max ϕ(W )kN (logN)k

W k+1 D0

.

Opět ho tak můžeme začlenit do předchoźıho chybového členu.

Zbývá nám vyhodnotit samotnou sumu bez předchoźı podmı́nky a přes k − 1 dimenźı,
neboť rm = 1. Vezmeme proto

∑
r1,...,rm−1,rm+1,...,rk
∀i gcd(ri,W )=1

 ∏
1≤i≤k
i 6=m

µ(ri)
2 ϕ(ri)

2

g(ri) r2
i

(F (m)
R1,...,Rk

)2

.

Abychom na situaci mohli už́ıt Lemma 4, potřebujeme z funkce h složit ϕ(ri)
2

g(ri)r2i
. Proto

polož́ıme

γ(p) =

{
0, p |W,
p3−2p2+p
p3−p2−2p+1

, p 6 |W,
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2.5 Funkce vhodná pro velké k

Pro p 6 |W totiž máme

h(p) =
γ(p)

p− γ(p)
=

p3 − 2p2 + p

(p4 − p3 − 2p2 + p)− (p3 − 2p2 + p)
=
p(p− 1)2

p4 − 2p3
=

(p− 1)2

(p− 2)p2
=

ϕ(p)2

g(p)p2
.

Připomeňme, že funkce h je zcela multiplikativńı, proto

h(ri) =
∏
p|ri

h(p) =

{
0, ∃p|W,∏k

i=1
ϕ(ri)

2

g(ri)r2i
= ϕ(ri)

2

g(ri)r2i
, ∀p 6 |W.

L vezmeme v tomto př́ıpadě stejně jako při aplikaci lemmatu v obdobné situaci pro
integral Ik.

Závěrem použijeme (k − 1)-krát Lemma 4, což nám dá vyjádřeńı

S
(m)
2 =

ϕ(W )kN (logR)k+1

W k+1 logN
J

(m)
k (F ) +O

(
F 2
max ϕ(W )kN (logR)k

W k+1D0

)
,

kde

J
(m)
k (F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)dtm

)2

dt1 . . . dtm−1dtm+1 . . . dtk.

2.5 Funkce vhodná pro velké k

Naš́ı snahou je naj́ıt největš́ı poměr mezi sumami S2 a S1, které máme vyjádřené po-
moćı integrálu funkce F . Jelikož je jasné, že konkrétńı maximum nenajdeme, snaž́ıme se
omezit náš odhad zdola.

Jak jiz bylo zavedeno v Tvrzeńı 2, S znač́ıme množinu všech Riemannovsky inte-
grovatelných funkćı F : [0, 1]k 7→ R, které nabývaj́ı nulové hodnoty mimo množinu Rk =
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2 MAYNARDŮV POKROK

{(x1, . . . , xk) ∈ [0, 1]k :
∑k

i=1 xi ≤ 1} a s podmı́nkou nenulovosti Ik(F ) a J
(m)
k (F ) pro

všechna m, kde

Ik(F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)
2 dt1 · · · dtk,

J
(m)
k (F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)

)2

dt1 · · · dtm−1dtm+1 · · · dtk.

Potom se snaž́ıme naj́ıt spodńı odhad

Mk = sup
F∈Sk

∑k
m=1 J

(m)
k (F )

Ik(F )
.

Zvoĺıme F jako

F (t1, . . . , tk) =

{∏k
i=1 g(kti) pro

∑k
i=1 ti ≤ 1,

0 jinak.

Zde g : [0,∞] 7→ R je nějaká hladká funkce s nulovými hodnotami mimo úsek [0, T ]. To
nám výrazně zjednoduš́ı situaci, neboť funkce je symetrická ve všech směrech, a proto
můžeme hledat

Mk = sup
F∈Sk

kJ
(1)
k (F )

Ik(F )
.

Očividnou komplikaćı při nahrazeńı F jako funkce k proměnných funkćı jedné proměnné
(g(u)) je omezeńı nenulových hodnot funkce F (t1, . . . , tk) podmı́nkou

∑k
i=1 ti ≤ 1. Rádi

bychom Ik a Jk vyjádřili pomoćı obecného integrálu nějaké podoby funkce g přes celý
předmětný interval [0, T ] ([0, T

k
] pro g(kt)), který můžeme vzhledem k nulovým hodnotam

mimo tento interval ztotožnit s intervalem přes celý definičńı obor [0,∞] (a neřešit tak
vnitřńı funkci mezi t a argumentem g, je-li v určitém smyslu rozumná).

Označ́ıme si

ζ =

∫
u≥0

g(u) du,

γ =

∫
u≥0

g(u)2 du,

ξ =

∫
u≥0

ug(u)2 du.
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2.5 Funkce vhodná pro velké k

Jelikož Ik figuruje v jmenovateli Mk, potřebujeme horńı odhad tohoto členu, což vzh-
ledem k čtverci v integrandu splňuje integrace přes větš́ı oblast. Proto

Ik =

∫
· · ·
∫

Rk

F (t1, . . . , tk)
2dt1, . . . , dtk =

∫ T
k

0

· · ·
∫ T

k

0∑k
i=1 ti≤1

k∏
i=1

g(kti)
2dt1, . . . , dtk

≤
∫ T

k

0

· · ·
∫ T

k

0

k∏
i=1

g(kti)
2dt1, . . . , dtk =

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

k∏
i=1

g(kti)
2dt1, . . . , dtk

=

(∫ ∞
0

g(kt)2dt

)k
=

(
1

k

∫ ∞
0

g(u)2du

)k
=
(γ
k

)k
.

Funkce g má nulové hodnoty mimo interval [0, T ], tud́ıž funkce g(kt) je nulová pro
argument t mimo interval [0, T

k
]. Protože hledáme spodńı odhad, pro integraci podle prvńı

proměnné zvoĺıme maximalńı úsek ([0, T
k

]), neboť daľśı integrály mohou vzhledem ke kvadrátu
nabývat již pouze kladných př́ıspěvk̊u. Pro zbylé integrace nám tak zbývá podmı́nka∑k

i=2 ti ≤ 1− T
k

. Dı́ky tomu nám podmı́nka omezeného součtu zbývá pouze pro integračńı
proměnné v symetrické situaci:

Jk ≥
∫ T

k

0

· · ·
∫ T

k

0∑k
i=2 ti≤1−T

k

(∫ T
k

0

k∏
i=1

g(kti)dt1

)2

dt2, . . . , dtk

=

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ti≤1−T

k

(∫ ∞
0

k∏
i=1

g(kti)dt1

)2

dt2, . . . , dtk.

Předpokládáme, že př́ıbytek zp̊usobený oblast́ı integrace nesplňuj́ıćı podmı́nku by byl
malý, proto odhad rozděĺıme na integrál bez podmı́nky a chybový člen Ek zahrnuj́ıćı pouze
oblast porušuj́ıćı podmı́nku. Odhad rozeṕı̌seme jako
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∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ti≤1−T

k

(∫ ∞
0

k∏
i=1

g(kti)dt1

)2

dt2, . . . , dtk

=

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

(∫ ∞
0

k∏
i=1

g(kti)dt1

)2

dt2, . . . , dtk −
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ti>1−T

k

(∫ ∞
0

k∏
i=1

g(kti)dt1

)2

dt2, . . . , dtk

=

(∫ ∞
0

g(kt1) dt1

)2(∫ ∞
0

g(kt)2 dt

)k−1

−
(∫ ∞

0

g(kt1) dt1

)2 ∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ti>1−T

k

k∏
i=2

g(kti)
2dt2, . . . , dtk

=

(
1

k

∫ ∞
0

g(u) du

)2(
1

k

∫ ∞
0

g(u)2 du

)k−1

−
(

1

k

∫ ∞
0

g(u) du

)2 ∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ui>k−T

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

=

(
ζ

k

)2 (γ
k

)k−1

−
(
ζ

k

)2(
1

k

)k−1 ∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ui>k−T

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk.

To můžeme shrnout jako

Jk ≥
(
ζ

k

)2 (γ
k

)k−1

− Ek,

Ek =

(
ζ

k

)2(
1

k

)k−1 ∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0∑k
i=2 ui>k−T

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk, (10)

kde se dále snaž́ıme ukázat, že Ek je dostatečně malé.

Protože hledáme spodńı hranici maxima, muzeme z̊užit množinu funkćı, pro něž extrém
hledáme. Přidáme si požadavek pro g zahrnuj́ıćı poměr integrálu ug(u)2 a g(u)2, který
označ́ıme µ, ve tvaru

µ =
ξ

γ
=

∫
u≥0

ug(u)2 du∫
u≥0

g(u)2 du
< 1− T

k
. (11)
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2.5 Funkce vhodná pro velké k

Nyńı označme η = k−T
k−1
− µ, přičemž

η =
k − T
k − 1

− µ > k − T
k − 1

−
(

1− T

k

)
=

k − T
k(k − 1)

> 0,

k − T = (µ+ η)(k − 1).

Dále bychom potřebovali výraz (k−1)η2 odhadnout zespoda (nacháźı se ve jmenovateli).
Z nerovnosti µ < 1− T

k
vyjádř́ıme µ = 1− T

k
− ε pro 0 ≤ ε ≤ 1. Potom

(k − 1)η2 =
(k − T )2

k2(k − 1)
+ ε2(k − 1) + 2ε

k − T
k

=
k − T
k

(
k − T
k(k − 1)

+ 2ε

)
+ ε2k − ε2.

Máme odhad

(k − 1)η2 ≥ k

(
1− T

k
− µ

)2

, (12)

neboť

(k − T )2

k2(k − 1)
≥ 0,

2(k − T )

k
> ε,

k − T
k

(
k − T
k(k − 1)

+ 2ε

)
≥ ε2.

Podmı́nku omezuj́ıćı oblast integrace přeformulujeme:

k∑
i=2

ui > (k − T ),

k∑
i=2

ui > (k − 1)(µ+ η),∑k
i=2 ui
k − 1

> µ+ η,

1

η

(∑k
i=2 ui
k − 1

− µ

)
> 1,

1 < η−2

(∑k
i=2 ui
k − 1

− µ

)2

.
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Pokud touto podmı́nkou vynásob́ıme integrand chybového integrálu, můžeme upustit
od podmı́nky omezuj́ıćı oblast integrace, neboť ta je již zahrnuta ve výchoźı nerovnosti.
Takže

Ek <

(
ζ

k

)2(
1

k

)k−1 ∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

η−2

(∑k
i=2 ui
k − 1

− µ

)2 k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk,

Ek < ζ2k−k−1η−2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

(∑k
i=2 ui
k − 1

− µ

)2 k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk.

Integrál bez omezeńı teď dokážeme lépe vyjádřit. Začneme roznásobeńım čtverce podle

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

(∑k
i=2 ui
k − 1

− µ

)2 k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

=

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

(∑
2≤i,j≤k uiuj

(k − 1)2
− 2µ

∑k
i=2 ui

k − 1
+ µ2

)
k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

(13)

a vid́ıme, že až na členy s u2
i (i = j) dokážeme vše vyjádřit pomoćı hodnoty integrálu

kvadrátu funkce g (integrálu znaceneho γ).

Pro začátek člen pouze s konstantou z vyjádřeńı (13) vyhodnot́ıme jako

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

µ2

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk = µ2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk = µ2γk−1.

Připomeňme, že podle definice µ v rovnici (11) můžeme vyjádřit integrál ξ integrálem
γ podle ∫

u≥0

ug(u)2 du = µ

∫
u≥0

g(u)2 du = µγ.

V prostředńım členu z vyjádřeńı (13) vid́ıme, že situace je symetrická pro všechna ui a
my tak můžeme na integrál nahližet jako na (k − 1) př́ıpad̊u integrálu pro jednu dimenzi
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2.5 Funkce vhodná pro velké k

ve tvaru ug(u)2 (integrál typu ξ) a pro ostatńı ve tvaru g(u)2 (integrál typu γ), proto

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

− 2µ
∑k

i=2 ui
k − 1

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

=
−2µ

k − 1

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

k∑
i=2

ui

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

=
−2µ

k − 1

k∑
i=2

(∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

ui

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

)

=
−2µ

k − 1
(k − 1)

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

u2

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

=
−2µ

k − 1
(k − 1)

(
µγ γk−2

)
= −2µ2γk−1.

Posledńı a nejsložitěǰśı člen rozděĺıme na př́ıpady i 6= j, kdy je závislost stále linearńı,
pouze na dvou dimenźıch (ve dvou směrech integrál typu ξ a ve zbylých typu γ), a na
př́ıpady kvadratické závislosti v situaci i = j, ve smyslu

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

∑
2≤i,j≤k uiuj

(k − 1)2

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

= (k − 1)−2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

∑
2≤i,j≤k
i 6=j

uiuj

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

+(k − 1)−2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

k∑
i=2

u2
i

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk.

př́ıpad pro r̊uzné i a j vyřeš́ıme ve stejném gardu jako předchoźı člen. Uvědomı́me si,
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že takových dvojic i a j (mezi 2 a k) je právě (k − 1)(k − 2), proto

(k − 1)−2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

∑
2≤i,j≤k
i 6=j

uiuj

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

= (k − 1)−2
∑

2≤i,j≤k
i 6=j

(∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

uiuj

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

)

= (k − 1)−2(k − 1)(k − 2)

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

u2u3

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

= (k − 1)−2(k − 1)(k − 2)
(

(µγ)2 (γ)k−3
)

=
(k − 2)µ2γk−1

k − 1
.

Pro situaci s kvadratickou závislost́ı si vystač́ıme s horńım odhadem, kdy využijeme
vlastnosti funkce g, která je pro argument větš́ı než T nulová. Proto odhadneme jeden
činitel u nejhorš́ım př́ıpadem T (v př́ıpadě větš́ıho u bude nulový činitel ve formě produktu
funkce g(ui)), č́ımž źıskáváme

u2
i g(ui)

2 ≤ Tuig(ui)
2.

integrál tak odhadneme podle

(k − 1)−2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

k∑
i=2

u2
i

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

= (k − 1)−2

k∑
i=2

(∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

u2
i

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

)

= (k − 1)−2(k − 1)

(∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

u2
2

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

)

≤ (k − 1)−2(k − 1)

(∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

Tu2

k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

)

=
T

k − 1

(
µγγk−2

)
=
µTγk−1

k − 1
.
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2.5 Funkce vhodná pro velké k

Složeńım všech přesně vyjádřených člen̊u źıskáváme

µ2γk−1 − 2µ2γk−1 +
(k − 2)µ2γk−1

k − 1
=
µ2γk−1 ((k − 1)− 2(k − 1) + (k − 2))

k − 1
=
−µ2γk−1

k − 1
.

Celý chybový integrál Ek (z rovnice (10)) pak odhadneme jako

Ek < ζ2k−k−1η−2

∫ ∞
0

· · ·
∫ ∞

0

(∑k
i=2 ui
k − 1

− µ

)2 k∏
i=2

g(ui)
2du2, . . . , duk

= ζ2k−k−1η−2

(
−µ2γk−1

k − 1
+
µTγk−1

k − 1

)
=
ζ2µγk−1 (T − µ)

η2(k − 1)kk+1

≤ ζ2µγk−1T

η2(k − 1)kk+1
.

Celý integrál Jk potom jako

Jk ≥
ζ2γk−1

kk+1
− ζ2µγk−1T

η2(k − 1)kk+1
=
ζ2γk−1

kk+1

(
1− µT

η2(k − 1)

)
.

Výsledkem naš́ı maximalizace je tak odhad

kJk
Ik
≥ ζ2γk−1k−k

γkk−k

(
1− µT

η2(k − 1)

)
=
ζ2

γ

(
1− µT

η2(k − 1)

)
.

Ten si za cenu snižeńı maxima zjednoduš́ıme pro následné užit́ı d́ıky nerovnostem µ < 1

(podle našeho požadavku z (11)) a (k − 1)η2 ≥ k
(
1− T

k
− µ

)2
(12) do tvaru

kJk
Ik
≥ ζ2

γ

(
1− µT

η2(k − 1)

)
≥ ζ2

γ

(
1− T

k
(
1− T

k
− µ

)2

)
,

tedy

kJk
Ik
≥
(∫∞

0
g(u)du

)2∫∞
0
g(u)2du

(
1− T

k
(
1− T

k
− µ

)2

)
.
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2 MAYNARDŮV POKROK

potřebovali bychom proto naj́ıt maximálńı
∫ T

0
g(u)du při zachováńı

∫ T
0
g(u)2du = γ a∫ T

0
ug(u)2du = µγ. Tuto extremálńı úlohu můžeme vyjádřit funkćı

L(u, g(u), g′(u)) =

∫ T

0

g(u)du− α
(∫ T

0

g(u)2du− γ
)
− β

(∫ T

0

ug(u)2du− µγ
)

=

∫ T

0

(
g(u)− αg(u)2 − βug(u)2 + αγ + βµγ

)
du.

Podle Euler–Lagrangeovy rovnice ∂L
∂g(u)

− d
du

∂L
∂g′(u)

= 0 a podle ∂L
∂g′(u)

= 0 źıskáváme pro

u ∈ [0, T ] vztahy

∂

∂g(u)

(
g(u)− αg(u)2 − βug(u)2 + αγ + βµγ

)
= 0,

1− 2αg(u)− 2βug(u) = 0,

g(u) =
1

2α + 2βu
.

Z předchoźıho je zřejmé, že vynásobeńı funkce kladnou konstantou nezměńı maximali-
zovaný poměr. Tud́ıž

g(u) =
C

2α + 2βu
=

C

2α
(
1 + β

α
u
)

a při volbě C := 2α a A := β
α

źıskáváme jednodušš́ı formu hledané funkce

g(u) =
1

1 + Au
(∀u ∈ [0, T ]) .
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2.5 Funkce vhodná pro velké k

Pro tento tvar nám vycháźı integrály∫ T

0

g(u)du =

∫ T

0

1

1 + Au
du =

[
log(1 + Au)

A

]T
0

=
log(1 + AT )

A
,∫ T

0

g(u)2du =

∫ T

0

(1 + Au)−2 du =

[
1

A

−1

1 + Au

]T
0

=
1

A

(
1− 1

1 + AT

)
,∫ T

0

ug(u)2du =

∫ T

0

u (1 + Au)−2 du =

[
1

A2

(
log(1 + Au) +

1

1 + Au

)]T
0

=
1

A2

(
log(1 + AT ) +

1

1 + AT
− 1

)
.

Stále nám zbyvaj́ı dva parametry, proto zvoĺıme T := eA−1
A

, což nám usnadńı situaci
vzhledem k rovnostem 1 +AT = eA a log(1 +AT ) = log(eA) = A. Výše spočtené integrály
a jejich poměr µ vyjádř́ıme s touto volbou T jako

ζ =

∫ T

0

g(u) du = 1,

γ =

∫ T

0

g(u)2 du =
1

A

(
1− e−A

)
,

ξ =

∫ T

0

ug(u)2 du =
1

A2

(
A+ e−A − 1

)
,

µ =

∫ T
0
ug(u)2 du∫ T

0
g(u)2 du

=
A+ e−A − 1

A (1− e−A)
=

1

1− eA
− 1

A
.

Pro samotný hlavńı odhad pak máme nerovnost

kJk
Ik
≥ A

1− e−A

(
1− T

k
(
1− T

k
− µ

)2

)
,

který si dále uprav́ıme s využit́ım vztahu

A

1− e−A
≥ A,

T =
eA − 1

A
≤ eA

A
,

µ =
1

1− e−A
− 1

A
,

1− T

k
− µ ≥ 1− eA

Ak
− eA

eA − 1
+

1

A
=

1

A
− eA

Ak
− eA − 1− eA

eA − 1
+ ≥ 1

A

(
1− eA

k
− A

eA − 1

)
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2 MAYNARDŮV POKROK

do podoby

kJk
Ik
≥ A

1− AeA

k
(

1− A
eA−1

− eA

k

)2

 .

Zvoĺıme A := log k − 2 log log k, potom

eA =
k

log2 k
,

eA − 1 =
k − log2 k

log2 k
,

1

eA − 1
=

log2 k

k − log2 k
,

A

eA − 1
=

log2 k (log k − 2 log log k)

k − log2 k
=

log3 k − 2 log k log log k

k − log2 k
≤ log3 k

k
,

1− T

k
− µ ≥ 1

A

(
1− log3 k

k
− 1

log2 k

)
,

takže požadavek µ < 1− T
k

(11) evidentně plat́ı.

Po dosazeńı dostáváme

kJk
Ik
≥ (log k − 2 log log k)

1− log k − 2 log log k

log2 k
(

1− A
eA−1

− eA

k

)2


≥ log k − 2 log log k − log k

 log k

log2 k
(

1− A
eA−1

− eA

k

)2

 .

Jmenovatel ve zlomku vypadá bĺızký log2 k, proto si vyjádřeme rozd́ıl od jedné v koe-
ficientu pro log2 k jako(

1− A log2 k

k − log2 k
− 1

log2 k

)2

− 1 =
A2 log4 k

(k − log2 k)2
+

1

log4 k
− 2A log2 k

k − log2 k
− 2

log2 k
+

A

k − log2 k

=
A2 log4 k

(k − log2 k)2
+

1

log2 k

(
1

log2 k
− 2

)
+

A

k − log2 k

(
1− 2 log2 k

)
≤ A2 log4 k

(k − log2 k)2

≤ log6 k

(k − log2 k)2
� 1.
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2.6 Funkce vhodná pro malé k

A protože

log2 k ≤ O(1),

− log2 k ≤ −2 log2 k +O(1),

− log2 k ≤ −2(log2 k +O(1)),

− log2 k

log2 k +O(1)
≤ −2,

máme pro dostatečně velké k

Mk ≥
kJk
Ik
≥ log k − 2 log log k − 2.

2.6 Funkce vhodná pro malé k

Symetričnost v̊uči jednotlivým prvk̊um splnitelné množiny H je stěžejńı pro uchopitel-
nost celé metody, proto pro malá k, pro která je postup z předchoźı kapitoly nepoužitelný,
si zvoĺıme funkci F ve tvaru symetrického polynomu. Omezeńım na polynomy samozřejmě
zmenšujeme množinu možných funkćı a t́ım i velmi pravděpodobně zhorš́ıme odhad našeho
extrému, nicméně polynomy splňuj́ı hladkost a snadno se pracuje s jejich obecnými tvary.
Funkci F definujeme jako

F (t1, . . . , tk) =

{
P (t1, . . . , tk) pro (t1, . . . , tk) ∈ Rk

0 jinak,

kde

P =
d∑
i=1

ai(1− P1)biP ci
2 =

d∑
i=1

aiQi,

přičemž Pj jsou čistě mocninné polynomy podle

Pj =
k∑
i=1

tji .
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2 MAYNARDŮV POKROK

Pro Qi = (1− P1)biP ci
2 dokážeme hodnotu integrálu podle následuj́ıćıho lemma.

Lemma 7: Nechť Pj =
∑k

i=1 t
j
i je symetrický polynom a Rk = {(x1, . . . , xk) ∈ [0, 1]k :∑k

i=1 xi ≤ 1}, potom∫
· · ·
∫

Rk

(1− P1)aP b
j dt1, . . . , dtk =

a!

(a+ jb+ k)!
Gb,j(k),

kde

Gb,j(x) = b!
b∑

r=1

(
x

r

) ∑
b1,...,bk≥1∑r
i=1 bi=b

r∏
i=1

(jbi)!

bi!

je polynom stupně b.

D̊ukaz: Př́ımo mocněný polynom Pj rozeṕı̌seme podle multinomické věty

P b
j =

(
k∑
i=1

tji

)b

=
∑

b1,...,bk∈N0∑k
i=1 bi=b

(
b

b1, . . . , bk

) k∏
i=1

(tji )
bi =

∑
b1,...,bk∑k
i=1 bi=b

b!∏k
i=1 bi!

k∏
i=1

tjbii .

Po dosažeńı P b
j i P1 do vychoźıho výrazu źıskáme

∫
· · ·
∫

Rk

(
1−

k∑
i=1

ti

)a ∑
b1,...,bk∑k
i=1 bi=b

b!∏k
i=1 bi!

k∏
i=1

tjbii dt1, . . . , dtk

=
∑
b1,...,bk∑k
i=1 bi=b

b!∏k
i=1 bi!

∫
· · ·
∫

Rk

(
1−

k∑
i=1

ti

)a k∏
i=1

tjbii dt1, . . . , dtk.
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2.6 Funkce vhodná pro malé k

Podiváme-li se na integrál z pohledu jedné proměnné (bez újmy na obecnosti t1) a
zvoĺıme-li substituci v = t1

1−
∑k
i=2 ti

, dostáváme∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1−

k∑
i=1

ti

)a k∏
i=1

tjbii dt1

=

(
1−

k∑
i=2

ti

)a( k∏
i=2

tjbii

)∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1−

∑k
i=1 ti

1−
∑k

i=2 ti

)a

tjb11 dt1

=

(
1−

k∑
i=2

ti

)a( k∏
i=2

tjbii

)∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1− t1

1−
∑k

i=2 ti

)a

tjb11 dt1

=

(
1−

k∑
i=2

ti

)a( k∏
i=2

tjbii

)∫ 1

0

(1− v)a
(
v

(
1−

k∑
i=2

ti

))jb1 (
1−

k∑
i=2

ti

)
dv

=

(
1−

k∑
i=2

ti

)a+jb1+1( k∏
i=2

tjbii

)∫ 1

0

(1− v)a vjb1dv.

V integrálu vid́ıme podobu s Eulerovým integrálem prvńıho druhu (Beta funkci), který

má obecně tvar
∫ 1

0
xn(1− x)mdx = n!m!

(n+m+1)!
= B(n+ 1,m+ 1) a proto(

1−
k∑
i=2

ti

)a+jb1+1( k∏
i=2

tjbii

)∫ 1

0

(1− v)a vjb1dv =

(
1−

k∑
i=2

ti

)a+jb1+1( k∏
i=2

tjbii

)
a!(jb1)!

(a+ jb1 + 1)!

Po k-násobném použit́ı předchoźıho principu źıskáváme celkově∑
b1,...,bk∑k
i=1 bi=b

b!∏k
i=1 bi!

a!
∏k

i=1(jbi)!∏k
i=1(a+ jbi + 1)!

=
a!b!

(a+ jb+ k)!

∑
b1,...,bk∑k
i=1 bi=b

k∏
i=1

(jbi)!

bi!
.

T́ımto postupem maximalizace celkové funkce F s využit́ım současných znalosti se nevy-
hneme numerickým výpočt̊um, takže nám přijde vhod rozdělit sumu přes b1, . . . , bk podle
počtu nenulových bi. Počet možnost́ı, jak vybrat r nenulových prvk̊u b1, . . . , bk, můžeme
vyjádřit kombinačńım č́ıslem

(
k
r

)
, proto

∑
b1,...,bk∑k
i=1 bi=b

k∏
i=1

(jbi)!

bi!
=

b∑
r=1

(
k

r

) ∑
b1,...,br≥1∑k
i=1 bi=b

k∏
i=1

(jbi)!

bi!
.
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Zbývá nám vyhodnotit integrály Ik a J
(m)
k z celkového polynomu P .

Lemma 8: Nechť F (t1, . . . , tk) = P (t1, . . . , tk) pro argument z Rk = {(x1, . . . , xk) ∈
[0, 1]k :

∑k
i=1 xi ≤ 1} a F (t1, . . . , tk) = 0 jinak. Dále P =

∑d
i=1 aiQi, přičemž Qi =

(1−P1)biP ci
2 s ai ∈ R a bi, ci ∈ N0, kde P1 =

∑k
i=1 ti a P2 =

∑k
i=1 t

2
i . Potom pro 1 ≤ m ≤ k

plat́ı

Ik(F ) =
∑

1≤i,j≤d

aiaj
(bi + bj)!Gci+cj ,2(k)

(bi + bj + 2ci + 2cj + k)!
,

J
(m)
k (F ) =

∑
1≤i,j≤d

aiaj

ci∑
c′1=0

cj∑
c′2=0

(
ci
c′1

)(
cj
c′2

)
γbi,bj ,ci,cj ,c′1,c′j Gc′i+c

′
j ,2(k−1)

(bi + bj + 2ci + 2cj + k)!
,

kde

γbi,bj ,ci,cj ,c′1,c′j =
bi!bj!(2ci − 2c′1)!(2cj − 2c′2)!(bi + bj + 2ci + 2cj − 2c′1 − 2c′2 + 2)!

(bi + 2ci − 2c′1 + 1)! (bj + 2cj − 2c′2 + 1)!
,

Gb,j(x) = b!
b∑

r=1

(
x

r

) ∑
b1,...,bk≥1∑r
i=1 bi=b

r∏
i=1

(jbi)!

bi!
.

D̊ukaz: Podle Lemmatu 7

Ik(F ) =

∫
· · ·
∫

Rk

P 2dt1, . . . , dtk =

∫
· · ·
∫

Rk

(
d∑
i=1

aiQi

)2

dt1, . . . , dtk

=

∫
· · ·
∫

Rk

∑
1≤i,j≤d

aiQiajQjdt1, . . . , dtk

=

∫
· · ·
∫

Rk

∑
1≤i,j≤d

ai(1− P1)biP ci
2 aj(1− P )bjP

cj
2 dt1, . . . , dtk

=
∑

1≤i,j≤d

∫
· · ·
∫

Rk

aiaj(1− P )bi+bjP
ci+cj
2 dt1, . . . , dtk

=
∑

1≤i,j≤d

aiaj
(bi + bj)!

(bi + bj + 2ci + 2cj + k)! ()!
Gci+cj ,2(k).
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2.6 Funkce vhodná pro malé k

Vzhledem k symetričnosti v̊uči ti si opět můžeme dovolit ztotožnit J
(m)
k (F ) s J

(1)
k (F ).

Proto vyjádřeme vnitřńı integrál zapomoci binomické věty

∫ 1−
∑k
j=2 tj

0

aiQidt1 = a1

∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(1− P1)b1P c1
2 dt1

= a1

∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1−

k∑
j=1

tj

)b1 ( k∑
j=1

t2j

)c1

dt1

= a1

∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1−

k∑
j=1

tj

)b1 (
t21 +

k∑
j=2

t2j

)c1

dt1

= a1

∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1−

k∑
j=1

tj

)b1 c∑
c′=0

(
c

c′

)(
t21
)c−c′ ( k∑

j=2

t2j

)c′

dt1

= a1

c∑
c′=0

(
c

c′

)( k∑
j=2

t2j

)c′ (
1−

k∑
j=2

tj

)b1 ∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(
1− t1

1−
∑k

j=2 tj

)b1

(t1)2c−2c′ dt1,

kde stejně jako v Lemmatu 7 zvoĺıme substituci v = t1
1−

∑k
j=2 tj

. S použit́ım Beta funkce

dostáváme

a1

c∑
c′=0

(
c

c′

)( k∑
j=2

t2j

)c′ (
1−

k∑
j=2

tj

)b1 ∫ 1

0

(1− v)b1

(
v

(
1−

k∑
j=2

tj

))2c−2c′ (
1−

k∑
j=2

tj

)
dv

=a1

c∑
c′=0

(
c

c′

)( k∑
j=2

t2j

)c′ (
1−

k∑
j=2

tj

)bi+2c−2c′+1 ∫ 1

0

(1− v)bi v2c−2c′dv

=a1

c∑
c′=0

(
c

c′

)( k∑
j=2

t2j

)c′ (
1−

k∑
j=2

tj

)bi+2c−2c′+1

bi!(2c− 2c′)!

(bi + 2c− 2c′ + 1)!
.

Umocněńım součtu P =
∑d

i=1 aiQi na druhou źıskáváme celý integrand pro zbylých
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(k − 1) vněǰśıch integraćı v J
(1)
k , neboli(∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)dt1

)2

=

(
d∑
i=1

a1

∫ 1−
∑k
i=2 ti

0

(1− P1)b1P c1
2 dt1

)2

=
∑

1≤i,j≤d

aiaj

ci∑
c′1=0

cj∑
c′2=0

(
ci
c′1

)(
cj
c′2

)( k∑
j=2

t2j

)c′1+c′2
(

1−
k∑
j=2

tj

)bi+bj+2ci+2cj−2c′1−2c′2+2

· bi!bj!(2ci − 2c′1)!(2cj − 2c′2)!

(bi + 2ci − 2c′1 + 1)!(bj + 2cj − 2c′2 + 1)!
.

Na sumy
∑k

i=2 ti a
∑k

i=2 t
2
i můžeme nahĺıžet jako na Pj z Lemmatu 7 s počtem dimenźı

o jedna menš́ı (tedy k − 1). A tak použijeme toto lemma násobně na posledńı výsledek.

Celkové vyjádřeńı J
(m)
k (F ) tak můžeme psát jako

J
(m)
k (F ) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

F (t1, . . . , tk)dt1

)2

dt2 . . . dtk

=
∑

1≤i,j≤d

aiaj

ci∑
c′1=0

cj∑
c′2=0

(
ci
c′1

)(
cj
c′2

)
bi!bj!(2ci − 2c′1)!(2cj − 2c′2)!

(bi + 2ci − 2c′1 + 1)!(bj + 2cj − 2c′2 + 1)!

·
∫
· · ·
∫

∑k
l=2 tl≤1

(
k∑
l=2

t2l

)c′1+c′2
(

1−
k∑
l=2

tl

)bi+bj+2ci+2cj−2c′1−2c′2+2

dt2 . . . dtk

=
∑

1≤i,j≤d

aiaj

ci∑
c′1=0

cj∑
c′2=0

(
ci
c′1

)(
cj
c′2

)
bi!bj!(2ci − 2c′1)!(2cj − 2c′2)!

(bi + 2ci − 2c′1 + 1)!(bj + 2cj − 2c′2 + 1)!

· bi + bj + 2ci + 2cj − 2c′1 − 2c′2 + 2

bi + bj + 2ci + 2cj + k + 1
Gc′1+c′2,2

(k − 1).

Na vyjádřeńı z Lemmatu 8 se můžeme d́ıvat jako na kvadratické formy (viz 1.3) s
vektorem a = (a1, . . . , ad) a s maticemi rozměr̊u d × d, konkrétně matici A1 pro Ik(F )
definovanou po prvćıch podle

A1(i, j) =
(bi + bj)!Gci+cj ,2(k)

(bi + bj + 2ci + 2cj + k)!

a A2 pro J
(m)
k (F ) podle vzorce

A2(i, j) =

ci∑
c′1=0

cj∑
c′2=0

(
ci
c′1

)(
cj
c′2

)
γbi,bj ,ci,cj ,c′1,c′j Gc′i+c

′
j ,2(k−1)

(bi + bj + 2ci + 2cj + k)!,
.
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2.6 Funkce vhodná pro malé k

Proto můžeme numericky spoč́ıtat matice pro vybranou sadu Q = (1 − P1)bP c
2 a poté

naj́ıt extrém v rámci jejich lineárńıch kombinaćı (s koeficienty a = (a1, . . . , ad)).

Lemma 9: Nechť A1 a A2 jsou symetrické a pozitivně definitńı matice realných č́ısel.
Potom hodnota maxima poměr̊u

aTA2a

aTA1a

odpov́ıdá nejvěťśımu vlastńımu č́ıslu (A−1A2), a to právě tehdy, když a je vlastńı vektor
odpov́ıdaj́ıćı tomuto vlastńımu č́ıslu.

D̊ukaz: Nechť l =
√

aTA1a a vektor a′ = a
l
. Potom

a′TA1a
′ =

aTA1a

l2
= 1,

přičemž poměr
a′TA2a

′

a′TA1a′
=
l2aTA2a

l2aTA1a
=

aTA2a

aTA1a

se nezměńı. Proto můžeme bez újmy na obecnosti uvažovat vektor a takový, že aTA1a = 1.

V d̊usledku se snaž́ıme maximalizovat výraz aTA2a s vazbou aTA1a− 1 = 0. Metodou
Lagrangeových multiplikátor̊u źıskáváme Lagrangeovu funkci

L(a, λ) = aTA2a− λ
(
aTA1a− 1

)
= aT (A2 − λA1) a + λ.

S využit́ım symetrie matice (A2 − λA1) dojdeme při rozepsáńı matice
(
aT (A2 − λA1) a

)
a derivaci podle jednotlivých prvk̊u a k rovnosti

∂L

∂a
= (2A2 − 2λA1) a = o.
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2 MAYNARDŮV POKROK

Dı́ky faktu, že matice A1 je pozitivně definitńı, źıskáme po upravách

2A2a− 2λA1a = o,

A2a = λA1a,

A−1
1 A2a = λa.

Tud́ıž λ muśı být vlastńı č́ıslo
(
A−1

1 A2

)
a zároveň

aTA2a = λaTA1a,

λ =
aTA2a

aTA1a
.

Proto maxima nabývá předmětný poměr pro největš́ı vlastńı č́ıslo a jeho hodnota je rovna
tomuto č́ıslu.

Pro druhý bod Tvrzeńı 3 s k = 105 omezil Maynard zkoumané polynomy stupněm 11,
tedy na lineárńı kombinace člen̊u Q = (1−P1)bP c

2 takových, pro které b+ 2c ≤ 11. Jelikož
takových člen̊u je 42 možných, stač́ı naj́ıt největš́ı vlastńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı matice A−1A2

velikosti 42× 42, které čińı přibližně 4.0020697. A proto

M105 > 4.

Pro prvńı bod Tvrzeńı 3 s k = 5 autor vybral hodnoty

i 1 2 3 4
ai 1 7

10
1
14
− 3

14

bi 1 2 0 1
ci 1 0 1 0

neboli polynom

P = (1− P1)P2 +
7

10
(1− P1)2 +

1

14
P 2 − 3

14
(1− P1),

který ukazuje, že

M5 ≥
1417255

708216
> 2.
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3 Závěr

Uvedli jsme si jasný př́ıklad ukazuj́ıćı, že v teorii č́ısel je neustále prostor pro nové
objevy. O prvoč́ıslech máme i nadále nedostatek znalost́ı. Ač nabývá objem poznatk̊u,
týkaj́ıćıch se např́ıklad prvoč́ısel specifického tvaru, jedná se často o nedokázané hypotézy,
popř́ıpadě maji výsledky jen omezený dopad. Metody śıt se věnuj́ı i základńım vlastnostem
prvoč́ısel jako celku.

Významným poznatkem ohledně obecného rozložeńı prvoč́ısel ve velkých č́ıslech je
znalost limes inferior rozd́ılu dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel, přičemž nejsilněǰśım možným
závěrem je v tomto ohledu lim infn→∞(pn+1 − pn) = 2, což odpov́ıdá slavné domněnce o
nekonečném počtu prvoč́ıselnych dvojic.

S předpokladem Elliott–Halberstamovy domněnky předložili nerovnost lim infn→∞(pn+1−
pn) ≤ 16 již Goldston, Pintz a Yıldırım, ale prvńı nepodmı́něný závěr co do konečné hod-
noty pro limes inferior dvou po sobě jdoućıch prvoč́ısel uvedl v roce 2013 Yitang Zhang,
kdy dokázal tvrzeńı lim infn→∞(pn+1 − pn) ≤ 7 × 107. Spolupraćı v ramci projektu Poly-
math8a byl Zhanguv závěr značně vylepšen na lim infn→∞(pn+1 − pn) ≤ 4680.

Článek Jamese Maynarda Small gaps between primes, jak jsme si ukázali v této práci,
posouvá hranici ještě ńıže, a to konkrétně jako lim infn→∞(pn+1 − pn) ≤ 600 nepodmı́něně
a lim infn→∞(pn+1 − pn) ≤ 12 podmı́něné platnost́ı Elliott–Halberstamovy domněnky.

Nicméně ani to neńı aktuálńı nejsilněǰśı mez, neboť na Polymath8a navázal projekt
Polymath8b, který, s užit́ım metod popsaných na stránkách výše a rozsáhleǰśıch numer-
ických výpočt̊u, než jaké p̊uvodně provedl Maynard, podal nerovnost lim infn→∞(pn+1 −
pn) ≤ 246 a pod takzvanou zobecněnou formou Elliott–Halberstamovou domněnkou (viz
[3, Tvrzeni 2.6]) dokonce lim infn→∞(pn+1 − pn) ≤ 6.

Projekt Polymath8b vylepšil i daľśı Maynard̊uv výsledek (lim infn→∞(pn+m − pn) �
m3e4m) na lim infn→∞(pn+m − pn) � me(4− 24

181)m. Přitom před Maynardovým článkem
byl pro limes inferior rozd́ılu m následuj́ıćıch prvoč́ısel znám asymptotický odhad jen
s předpokladem Elliott–Halberstamovy domněnky, konkrétně lim infn→∞(pn+m − pn) �
m3e2m podané trojićı Goldston, Pintz a Yıldırım. Pod touto podmı́nkou posunul Poly-
math8b mez na me2m.
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