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Abstrakt

Préace predstavuje zptisob urceni stability
ekvilibria  nelinearnich
systémi. Ukazuje se, Ze pro navrzeni
Fizeni, nebo stabilizaci nelze vzdy vyuzit
linearizaci a je treba zkoumat samotny
nelinedrni systém. Jedna 2z technik
pouzivanych na analyzu stability je
Lyapunovova funkce.

autonomnich

Cilem bakalarské prace je predsta-
vit zaklady teorie stability a ukézat
pouziti Lyapunovovy funkce na analyzu
stability ekvilibria nelinearnich systémii.
Od definice stability se dostaneme k Lya-
punovové vété vyuzivajici Lyapunovovu
funkci k urceni stability a nakonec i k
aplikaci teorie na hamiltonovské systémy.
Vybudovana teorie je pak vyuzita na
prikladu stabilizace inverzniho kyvadla.
Tento systém je z podstaty nelinearni.
Pomoci Lyapunovovy funkce se nam
ale podari navrhnout fridici funkci a
stabilizovat ho.

Kli¢ova slova: Nelinearni systémy,
Lyapunovova stabilita,
Lyapunovova funkce,
Hamiltonovské systémy
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Abstract

This work presents a method used to
determine stability of equilibrium of
nonlinear autonomous system. For de-
signing a control system or stabilization,
linearization cannot always be used and
it is necessary to analyze the nonlinear
equations. One of the techniques used
for determining systems stability is
Lyapunov function.

The goal of this bachelor work is
to present the basics of stability theory
and show the application of Lyapunovs
function to nonlinear systems equilibrium
stability analysis. From the definition
of stability we get to the Lyapunovs
theorem, using a Lyapunov function to
determine stability and finally application
of the theory to hamiltonian systems.
Presented theory is then used on the
example of stabilizing inverted pendulum.
This systems is nonlinear by nature. But
by using a Lyapunov function we succeed
in designing a control function stabilizing
the pendulum.

Keywords: Nonlinear systems,
Lyapunov stability,

Lyapunov function,
Hamiltonian systems
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Kapitola 1
Uvod

Studium diferencialnich rovnic a stability feseni je velmi dulezité pro pocho-
peni chovani raznych fyzikdlnich systému a pro navrh jejich fizeni. Pro ty
linearni dokazeme nalézt TeSeni a urcit stabilitu pomoci urceni vlastnich cisel.
Nelinearni systémy je mozné linearizovat, avsak tato metoda mé svd omezeni.
Ztracime pri ni informaci a vlastnosti systému ptvodniho a linearizovaného
se mohou vyrazné lisit. Ekvilibrii navic mtze byt vice, miZeme narazit na
limitni cykly a stabilita mize byt pouze lokdlni. V takovém ptipadé muiize byt
uzitecné znat maximalni oblast stability.

Jsme tedy motivovani k nalezeni néjaké lepsi, obecnéjsi metody jak sta-
bilitu urcit. Ve fyzikalnich systémech mutzeme casto o stabilité rozhodnout
pomoci pojmu energie. Napriklad je dobre znamo z fyziky, zZe klidova poloha
castice v konzervativnim silovém poli je stabilni, nabyva-li v ni potencialni
energie ostrého lokalniho minima. Energie je fyzikalni pojem, a proto pri
snaze studovat stabilitu feseni obecnych soustav obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic musime nalézt vhodné zobecnéni. Tim je Lyapunovova funkce.

Lyapunov ve své praci navrhl dvé metody pro urceni stability [Cun62], v
této praci se budeme zabyvat tou druhou, tedy vytvorenim Lyapunovovy
funkce. Na velmi tspésnou Lyapunovovu teorii navazalo spousta matematikt
a podafrilo se jim jeho vysledky jesté rozsirit. Napriklad N.G. Chetaev vyslovil
velmi uzite¢nou vétu, pomoci které jde dokazat naopak nestabilita ekvilibria
[Kell5]. Za zminku stoji také vysledky J.L. Massera, ktery studoval podminky
existence Lyapunovovy funkce [Mas49)].

Studium Lyapunovovy stability ztustava stale aktivni oblasti vyzkumu. Studuji
se vyuziti vyssich derivaci Lyapunovovy funkce, nebo jeji hledani. Pro urcité
systémy, lze problém nalezeni takové funkci napsat jako problém konvexni
optimalizace, ktery lze pak numericky fesit [Jam15)].
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Kapitola 2

Zakladni pojmy a definice

Snaha matematicky modelovat ¢asovy vyvoj rozlicnych systémi casto vede k
obycejnym diferencialnim rovnicim. Tyto rovnice obsahuji okamzité casové
zmeény veli¢in popisujicich uvazovany systém. Nejdrive se presnéji podivejme
na to, co budeme v tomto textu rozumét pod pojmem obycejna diferencialni
rovnice.

Definice 2.1. Obycejna diferencialni rovnice (ODR) je rovnice ve tvaru
y () = f(t,y(0),y M (), ..y (1))

Rovnice v nasi definici je rozresend vzhledem k nejvyssi derivaci. Takovy
typ je velmi casty a pro nase tucely bude zcela postacovat.

ODR mutzeme délit podle rtiznych kritérii. Naptiklad nas mtiize zajimat
linearita rovnice vzhledem k nezndmé funkci a jejim derivacim. Dalsi dilezité
déleni je podle toho, zda funkce f obsahuje explicitné proménnou t. Pokud
proménnou t neobsahuje, tj y™ (t) = f(y(t), yM(t), ...,y D (t)), mluvime o
autonomni ODR. Uvedme si pro ilustraci jednoduchy piiklad matematického
kyvadla. Jeho rovnice je

"= —% sin ¢
Tato rovnice je nelinedrni a autonomni (prava strana nezavisi explicitné na
Case).
Véta 2.1. ODR libovolného radu lze pomoci vhodné substituce prevést na
systém ODR prvniho radu.
Diikaz. Necht 4™ (t) = f(t,y(t), y D (¢), ...,y (2)).
Zavedeme substituci x; = y(ifl)(t), 1 =1,...,n a napiSeme vysledny systém

:Cl = T9
.’E2 = I3

/
LTp—1 = Tn

O]
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2. Zakladni pojmy a definice

V dukazu predchozi véty je uveden postup, jak ODR fadu n prevést na
soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Ukazme si cely
postup jesté na konkrétnim prikladu rovnice matematického kyvadla.
Polozime-li

z1 = p(t)
x2 = ¢'(1),
dostaneme soustavu
.CCll = T9
Th = —% sinxq.

Véta 2.2 (Peanova existen¢ni véta). Jestlize je funkce f spojita na okoli bodu
(to, mo) € R, pak systém 2’ = f(t,x),z(tg) = w9, md alespori jedno reseni
na okoli bodu t.

Peanovu vétu uvadime bez dikazu. Jeji diikaz lze najit v bézné literatute o
diferencidlnich rovnicich(napf. v [W. Walter: Ordinary Differential Equations,
Springer, New York, 1998]).). Reseni soustavy n ODR prvniho fadu si miizeme
znazornit jako kiivku v prostoru R". Z tohoto pohledu ndm Peanova véta
rikd, ze kazdym bodem v oteviené mnoziné D, na které je funkce f spojita,
prochazi alespon jedna krivka reprezentujici feseni. Konkrétné napriklad v
tloze popisu pohybu matematického kyvadla je funkce f vsude spojita, a proto
kazdym bodem v R? prochazi néjaké feseni. To neni nikterak prekvapujici,
nebot v klasické mechanice nemame zadné omezeni na rychlost kyvadla.
Déle po rovnici mizeme pozadovat aby feseni byla dana jednoznac¢né, to nam
Peanova véta nezarucuje, jak je vidét na nasledujicim prikladu.

T = \/m, z(0) =0 (2.1)

Pravd strana je zfejmé spojitd na okoli bodu (0,0), a proto musi podle
Peanovy véty existovat (alespon lokalné) feSeni uvazované tlohy. Reseni ale
neni jednoznac¢né urcené. Prvni feSeni je jasné, trividlni z = 0. Na dalsi
prijdeme napiiklad pomoci metody separace. Jestlize je y(t) Feseni pak —y(t)
je také Teseni. Omezme se tedy nejprve na y kladné. Integraci

dr

=dt
NG

dostaneme
2V =t+C.

Polozime-li C' = 0 dostaneme Feseni z(t) = % pro ¢t > 0. Podle vyse uvedené

. v/ v v z 2 7’ .
symetrie dostaneme dalsi feSeni zo(t) = —tz tentokrat pro ¢t < 0. Slepenim
téchto reseni dostaneme reSeni definované pro vsechna t¢.

Lot>0
z(t)=4¢0, t=0
8 1<0

ctuthesis t1606152353 4



2. Zakladni pojmy a definice

Toto TeSeni vyhovuje poéateéni podmince z(0) = 0. Konstantu C' jsme
polozili rovnu nule abychom vyhovéli poc¢atecni podmince.

Abychom méli zarucenu existenci jediného reSeni, budeme muset spojitost
funkce f nahradit restriktivnéjsim pozadavkem. Pro nase icely bude posta-
covat pozadavek spojité diferencovatelnosti funkce f, ktery je sice relativné
omezujici, ale na druhou stranu se velmi snadno ovéruje. Dostavame tak
zékladni vétu o existenci a jednoznac¢nosti pro obecné nelinedrni systémy,
jejiz dukaz lze najit napiiklad v napiiklad [W. Walter: Ordinary Differential
Equations, Springer, New York, 1998].

Véta 2.3. Jestlize je funkce f spojité diferencovatelna na okoli bodu

(to, wo) € R"! pak systém x' = f(t,z), z(tg) = 0, mé pravé jedno reseni
na okoli bodu t.

Kdyz se ted vratime opét k prikladu v (2.1) vSimneme si, Ze ze dvou TeSeni,
mélo jedno vsude nulovou derivaci. Tedy TeSeni ziistavalo stale stejné, bez
vnéjsiho pusobeni uz by zustalo na misté naporad. Takovému reseni se rika
ekvilibrium a je z mnoha davodi dilezité a zajimavé. Naptiklad fyzikalni
systémy se prirozené snazi dostat do rovnovazného stavu (ekvilibria). Pro
konkrétnost zde zminme, ze takovym ekvilibriem je stav kyvadla s nulovou
vychylkou a nulovou okamzitou rychlosti, nebo treba ustaleny stav elektrického
obvodu po odeznéni vsech prechodovych jevi. Nyni si ekvilibrium formélné
zadefinujme.

Definice 2.2. Bod z, se nazve ekvilibrium ODR 2’ = f(t, ), jestlize f(t,z.) =
0 pro vsechna t.
Nyni mame vsechno pripravené na to, abychom mohli definovat Lyapuno-

vovu stabilitu a zkoumat zpusoby jak ji ovérit. Na nasledujicim prikladu si
jesté ilustrujeme pojem ekvilibria a vétu o existenci a jednoznac¢nosti.

Nasledujici nelinearni ODR predstavuje interakci dvou nepratelskych zi-
vocisnych druhi v izolovaném prostiedi |[Gri93|.

2 =x(l — kx — py)

(2.2)
Y =y(m—ky + qx),

kde I, p, g a k jsou kladné konstanty. Tento systém se také nékdy nazyva
Lotka-Volterra. Neznamé funkce x popisuje vyvoj populace koristi v Case,
zatimco funkce y popisuje vyvoj populace predatora. Nejdrive se zaméirme na
ovéreni existence a jednoznacnosti feseni. Oboji plati, protoze prava strana
je evidentné vsude spojité diferencovatelnd Tedy kazdym bodem v roviné
prochéazi pravé jedno feseni. Nyni urceme vSechna ekvilibria, podle definice
(2.2) musime vyfesit soustavu rovnic

0=uxz(l —kx—py)
0=y(m — ky + qz)

Jednoduchymi tpravami dostaneme celkem 4 rtizné feseni.

5 ctuthesis t1606152353



2. Zakladni pojmy a definice

i — l=py _ mk+ql
(iv) x ==, = i

Abychom mohli vykreslit obrazek zvolme si konkrétni hodnoty konstant,
napitklad m = 1,1 =2, k = 3, p = 4, ¢ = 5. Tyto hodnoty slouzi pouze
pro ilustraci, v kontextu zkoumané rovnice nemaji zadny vétsi vyznam. Na
obrazku je vykresleno tecné vektorové pole ke kiivkdm popisujicim FeSeni
rovnice v okoli posledniho ekvilibria. Z obrazku vidime, ze jednotliva feSeni
v tomto okoli se k ekvilibriu priblizuji a zadné se od néj nevzdaluje. Mohli
bychom tak Tici, zatim bez niroku na presnost, ze ekvilibrium je stabilni.
Podrobnéji si vse rozebereme v pozdéjsi ¢asti textu..

bl A e R
0481 | | bbb b7 7=\
bl Vbbb /2= >NNAN
AR AR AR R ERA A INNNNNY
o PE L /2= NN
bl PE b /7NN AN
0464 | | PLb 22NNV
bl PEb bbb /=NAAN VA
Il bbb b ZNA AV A
O T T T T A O B O
7 T L U O O O T
AR YAREREEEERE

L T T S O e 0 A A I O O A T O
S T T O VN A T I A O O
AR ARRERERERE
FIVVVANNN=7 T
VANNNSN=Z 700011t
0424 V VNV A N— 7000t
VANNN~~7 770101111111
VANNSN=777 011111101011
004 005 006 0.07 0.08 0.09 0.10

X

Obrazek 2.1: Okoli ekvilibria Lotka Volterra
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Kapitola 3
Stabilita ekvilibria

Uvazujme systém
¥ = f(x,t), x(ty) = x0. (3.1)

Déle budeme predpokladat, Ze jsou splnény predpoklady véty (2.3). Nyni
definujme pojem stability ekvilibria.

Definice 3.1. Ekvilibrium z,systému 2/ = f(x,t) nazveme:

(i) Lyapunovovsky stabilni, pokud pro libovolné U.(z,) existuje Us(x)
takové, ze pro kazdé reseni x(t) s z(to) € Us(zs) plati z(t) € Uc(z«) pro
kazdé t > tg.

(ii) Asymptoticky stabilni, pokud je lyapunovovsky stabilni a existuje Uy, (),
n > 0 takové, ze pro kazdé feseni z(t) s z(t9) € Uy(x.) plati
limy o0 ||2(t) — z4|| = 0.

(iii) Stejnosmérné stabilni, pokud je lyapunovovsky stabilni a okoli Us neni
zavislé na pocateCnim cCase tg.

Uvedme nékolik komentard k predchozi definici.
Lyapunovova stabilita znamend, Ze feseni s poc¢ateéni podminkou lezici do-
statecné blizko ekvilibriu se nemtze od ekvilibria prili§ vzdalit v zadném
pozdéjsim case.
Asymptotickd stabilita znamenad, Ze feseni zacinajici na néjakém okoli ekvilib-
ria, do ného pro t — oo sméruji.
Stabilni feseni neautonomnich systémti se mohou v Case stdvat "méné stabil-
nimi". Uvazme napiiklad(viz|JS07]) parametricky systém funkci

z(t) = %6(62_1)t, t>0. (3.2)

Pro |¢| < 1 sméfuje x k nule. Ale s rostoucim ¢asem je systém stéle citlivéjsi
na vychylky. Zistavé stabilnim, ale okoli Us se s ¢asem zmensuje. Je tedy
zévislé na Case a ekvilibrium neni stejnosmérné stabilni. Pro autonomni sys-
témy navic plati: (i) = (4i7). Jesté zavedme tmluvu, ze kdyz napiSeme, ze
ekvilibrium je stabilni, pak mame na mysli, ze je Lyapunovovsky stabilni.

Necht je z, ekvilibrium. Funkce z(t) je feSenim soustavy z' = f(x,t) pravé
tehdy, kdyz y(t) = z(t) — . je FeSenim soustavy y' = F(y,t), kde

7 ctuthesis t1606152353



3. Stabilita ekvilibria

F(y,t) = f(y + x4, t). Navic F(0,t) = f(z«,t) = 0 pro vSechna ¢. Tedy 0 je
ekvilibrium systému y' = F(y, t).

Zména souradnic ndm muze poslouzit k poznani, jakym zplisobem se Te-
seni k ekvilibriu blizi. Napiiklad muze nastat situace, ze kiivky feseni se
sice blizi ekvilibriu, ale po spirdle. Také je ¢asto pomoci zmény souradnic
mozné, puvodné tézko resitelny systém, prevést na jednodussi. Lze pomoci
nich také ukdzat souvislost nelinearniho systému s jeho linearizaci pro rizné
typy ekvilibrif viz [R. Grimshaw, Nonlinear Ordinady Differential Equations].

Vezméme ted néjaké ekvilibrium z, systému (3.1), miuzeme rovnou pred-
poklddat z, = 0, a néjaké jeho okoli Uc(0) = {z € R™ | ||z|| < €} pro néjaké
€ > 0. Na pouzité normé nezalezi, budeme ale dale predpokladat, ze je kla-
sickd eukleidovskd ||z|| = /31, 2. Déle zavedme poldrni, ¢i sférické nebo i
hypersférické souradnice, podle potreby. Dostaneme poté sytém rovnic pro
vzdalenost od pocatku r(t) a jednotlivé uhly 6;(¢). Ekvilibrium z, = 0 se
zméni na r, = 0, protoze vSechny vyjmenované souradnice se zavadi jako
souc¢in r a goniometrickych funkei jednotlivych uhli.

Zkoumani asymptotické stability tak v téchto novych souradnicich preve-
deme na otazku, zda
lim r(t) =0. (3.3)

t—+oo
Podivejme se na priklad tlumeného kyvadla a predpoklddejme, ze po zméné
souradnic je systém fesitelny, tedy dostaneme rovnice

r'= f(r,0,t)
0 =g(r,0,t)

Casto pak miiZe nastat situace, kdy sice feseni sméfuji do ekvilibria, tedy r
jde k nule, ale zaroven také plati, ze

lim 6(t) = oo, (3.4)

t—o00

ilustrovano na obrazku 3.1, ktery prestavuje model tlumeného kyvadla. Tento
typ ekvilibria nazveme spiralou.

Samotna podminka 3.4 bez r smérujicimu k nule, ale omezenému shora zna-
mend, ze na libovolném okoli ekvilibria existuje vzdy feseni tvorici uzavienou
krivku, to lze opét ukdzat pomoci modelu kyvadla, tentokrat netlumeného.
Maximalni vychylka takového kyvadla je konstantni viz obrazek 3.2, ekvilib-
rium v tomto pripadé nazveme centrem (stredem).

Podle prikladu tlumeného kyvadla a obrazku 3.1 a 3.2 vidime, ze ekvilibrium
tvorici stabilni spiralu, je stabilni i asymptoticky stabilni. Centrum je pak
pouze stabilni. Pro asymptoticky stabilni body, spiraly, je také zajimavé
zkoumat rychlost jejich konvergence k nule, vzdéalenost od pocatku se muze
snizovat velmi pomalu. Bylo by tedy uzite¢né najit hranici, pod kterou rychlost
konvergence nikdy nespadne.

[z < f(E; to) [z (to)]] (3.5)
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3. Stabilita ekvilibria
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Obrazek 3.1: Stabilni spirdla tlumeného kyvadla

Diilezitd a Casto pouZivand je pro toto omezeni exponencidlni funkce Be=(t—to)
Odhad s touto konkrétni funkci vede k pojmu exponencidlni stability [Sas99).

Pojmy spirdly a centra maji velké vyuziti v plandrnich systémech (tj. v
soustavé dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu). Podle hlu-
boké Poincarého-Bendixonovy véty plati, ze kazdé feseni planarniho sys-
tému,(presnéji pro vsechna t > ) v uzaviené omezené mnoziné spliuje vzdy
jednu z nasledujicich podminek:

1. tvori uzavrenou kfivku,
2. blizi se k uzavrené kfivce,
3. konverguje k ekvilibriu.

Intuitivné je ziejmda. ReSeni se totiz nemohou kifzit (diky vété o jednoznad-
nosti). Pokud tedy Feseni lezi pro vSechna ¢t > to v omezené uzaviené mnozing,
zrejmé se nemize navzdy pohybovat neperiodicky a musi se ustédlit na néjaké
uzaviené trajektorii. To také znamend, Ze se Feseni nechova chaoticky (pro
planérni ale neautonomni systémy, to uz ale neplati). Dukaz této véty je ale
pomérné obtizny.

Na zaveér se jesté podivejme na priklad takzvaného Duffingova oscilatoru
[Kan08§|. Ten je popsan rovnici

2" + 02’ + Bx + ax’ = ycoswt (3.6)

a predstavuje model periodicky buzeného oscilatoru s nelinedarni pruznosti.
Nemusi se ale jednat pfimo o mechanicky systém s oscilujici zatézi. Rovnice
muze popisovat napriklad i oscilaci napéti na nelinedrnim prvku v elektrickém

9 ctuthesis t1606152353



3. Stabilita ekvilibria
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Obrazek 3.2: Centrum matematického kyvadla

obvodé apod. Budeme zkoumat pripad kdy je nulové buzeni, tedy v = 0 a
B, > 0. Pokud je nulové i tlumeni 6 = 0, dostaneme

" + Bz + az® = 0. (3.7)
Po vynésobeni rovnice ¢lenem z’
"2 + Bxa’ +axds’ =0
Vyuzitim véty o derivaci slozené funkce obdrzime

(2(36) +§ 2+4:c )/:0.

Odtud plyne, zZe

B2
= =H

kde H je konstanta. Vidime, ze se v systému podél reseni zachovava velicina,
znac¢ime ji H podle Hamiltonovy funkce, kterd ndm oznacuje celkovou energii
soustavy.
Prepiseme-li
2"+ Br+ax® =0

do soustavy prvniho radu, dostaneme

/

=y
y = —Bzx — az.

Odtud vidime, ze ekvilibrium je v pocatku.

Protoze energie H se podél reseni zachovava musi toto resenl krouzit kolem
ekvilibria po uzaviené kiivce dané rovnici 2y +58 a: + 9 :1: = H. Ekvilibrium

ctuthesis t1606152353 10
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bdobné dostat

o v

, muzeme o

) stabilni viz Obrézek 3.3.

érné
dH N 0.
11

Obrazek 3.4: Ekvilibrium neltumeného Duffingova oscilatoru
dt

Myslenka najit funkci H popisujici energii a pomoci ni zkoumat stabilitu

Energie v Case klesd, a systém tedy musi mifit do bodu s minimalni energii,
je velmi uzitecna. V dalsi kapitole proto tuto myslenku zobecnime

tedy tvori centrum a je (stejnosm

Pokud v systému ptisobi tlumeni 6 > 0

neboli do stabilniho ekvilibria viz obrazek 3.4.
dovede k pojmu Lyapunovovy funkce.
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Kapitola 4

Lyapunovova véta a jeji dasledky

V prikladu v minulé kapitole jsme ukézali, jak lze zkoumat stabilitu pomoci
nalezeni funkce energie. Nepopisujeme ale vidy pouze fyzikdlni systémy,
energie ma tedy v tomto pripadé trochu jiny vyznam. Funkci energie zobecnime
na funkci V' (z). Uzite¢nost zavedeni takové funkce si motivujme néasledujici
tuvahou. Predstavme si planarni systém a v ném funkci energie V, jejiz
vrstenvnice V() = « tvoii uzaviené jednoduché kiivky (tj. Jordanovy kiivky)
kolem ekvilibria. Bude-li derivace V (x(¢)) nekladna pro kazdé feseni z(t), pak
V' nemtze podél zadného Teseni nartstat. To ale znamena, ze kdyz pocatecni
podminka z(tg) bude lezet uvniti kiivky V(x) = «, pak odpovidajici reseni
nemuze opustit mnozinu ohranicenou kiivkou V(z) = a. Odtud vidime, ze
ekvilibrium bude stabilni. Sestrojeni Lyapunovovy funkce a urceni stability
podle jeji definitnosti se nazyva druha Lyapunovova metoda pro urcovani
stability ekvilibria [Cun62].

Nez pristoupime k formulaci Lyapunovovy véty, podivejme se jesté na dulezity
pojem derivace podél feseni. Mé&jme spojité diferencovatelnou funkci V : R™ —
R a systém z’ = f(z). Pro TeSeni x(¢) méme

d

gV (@@®) = (VV(2),2(t)) = (VV(2), f(2)). (4.1)

Derivaci V' podél reseni budeme proto rozumét funkci
V() = (VV(2), f(2)). (4.2)

Vsimnéme si, Ze k jejimu vypoctu nepotfebujeme znat konkrétni tvar reseni.
Definice 4.1. Spojité diferencovatelnd funkce V' : R™ — R se nazyva Lyapu-

novova funkce systému 2/ = f(z) s ekvilibriem z, = 0 pokud na né&jakém
okoli pocatku U plati:

(i) V(0=0,
(ii) V(z) > 0 pro vsechna nenulova = € U,
(i) V'(x) <0 Vz #£0,

Véta 4.1 (Lyapunovova véta). Pokud existuje Lyapunovova funkce, pak je
ekvilibrium lokalné stabilni.

13 ctuthesis t1606152353



4. Lyapunovova veéta a jeji diisledky

Tato véta je pro nas naprosto zasadni, podivame se tedy na dikaz.

Dikaz. Zvolme ¢ > 0. Uvazme kruznici K, C U se stfedem v pocatku a
polomérem r > 0. Volme r tak, aby r < €. Protoze V je spojitd na neprazdné
omezené uzaviené mnoziné K,, nabyva V na K, minima diky Weierstrassové
vété. Z (i) navic plyne, ze funkce V je kladna na K,, a proto

min V(z) =m > 0.

zeK,
Ze spojitosti V' a predpokladu (i) plyne existence ¢isla 6 > 0 takového, ze
V(z) < m na Us(0). Toto ¢ navic budeme volit tak, aby § < r. At z(t) je
feSeni systému 2/ (t) = f(x) vyhovujici poc¢atecni podmince x(tg) = xo € Us(0).
Protoze je V'(z) <0, je

t
Vi(z(t)) — V(z(ty)) = V'(z(7))dr < 0.

to
Tedy V(z(t)) < V(xo) < m pro kazdé t > ty.
Odtud plyne, ze ||z(t)|] < r < € pro vSechna t > tg. O

Tato véta bohuzel nerika nic o tom, jak Lyapunovovu funkci nalézt. Zédny

zpusob, jak Lyapunovovu funkci obecné nalézt, nezndme. Pouze pro rizné
specialni pripady umime Lyapunovovu funkci zkonstruovat. Napiiklad pro
linedrni systémy ji lze vzdy nalézt pomoci zndmého postupu. Pro hamilto-
novské systémy, jak ukdzeme pozdéji, je Lyapunovova funkce ¢asto primo
hamiltonian. To odpovidé predstavé Lyapunovovy funkce jako energie. Lze
pomoci ni také urcéit asymptotickou a stejnosmérnou stabilitu, jak ukazuje
nasledujici véta.
Véta 4.2. Pokud existuje spojité diferencovatelna funkce V : R — R systému
a2’ = f(x) s ekvilibriem z, = 0 tak, Ze na néjakém okoli poc¢dtku U plati:

(i) V(0 =0,
(ii)) V(x) > 0 pro vSechna nenulovd x € U,
(iii) V'(z) <0 VYx #0,

tak je ekvilibrium x, asymptoticky stabilni.

V(x) je tedy také Lyapunovova funkce, pouze je zde silnégjsi podminka na
zapornost derivace. Dukaz lze najit naptiklad v [Gri93]. Mame zde pouze
derivaci vsude zapornou, predpokladame ze takové reseni, které z okoli unikne
existuje a dostaneme se k sporu.

Pokud na V(x) pohlizime jako na energii, dava tato véta intuitivné smysl.
Podél teseni energie klesé, a proto se s postupujicim ¢asem musi feseni dosta-
vat stéle blize a blize k Feseni s nulovou (minimalni) energii. Stejnosmérné
stabilité se nyni vénovat nebudeme, vétsinou budeme zkoumat autonomni
systémy, kde jak jsme drive ukazali je ekvivalentni s lyapunovovskou stabilitou.
V neuatonomnich pripadech bychom se pak omezili na klasickou stabilitu.

Dalsi dulezita otdzka je existence Lyapunovovy funkce. Nejen z pohledu
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4. Lyapunovova véta a jeji diisledky

matematiky jsou dulezité véty ve tvaru ekvivalence. Bylo by tedy hezké, kdy-
bychom mohli ukazat, ze existence Lyapunovovy funkce neni pouze podminka
postacujici, ale také podminka nutné pro stabilitu (¢i asymptotickou stabilitu)
ekvilibria. Velky pokrok udélal v Lyapunovovée stabilité a funkci J. L. Massera.
Ukazal, Ze pro asymptoticky stabilni ekvilibrium lze vzdy nalézt Lyapunovovu
funkei. [Mas49]. Existuje mnoho dalsich vét ukazujici existenci funkce pro
ruzné pripady, vice v [Kell5].

Na nésledujicim prikladé si ukdzeme aplikaci vét na dokézani stability.
Uvazujme systém [Sas99]

l‘ll = T2
90,2 = —g(z1) — f(x2).

Tyto rovnice mohou modelovat RLC obvod s nelinedrnim kondenzéitorem,
resistorem a linedrni civkou. Kupodivu také modeluje mechanicky systém
se zatézi na nelinedrni pruziné a nelinearnim tlumenim. Pfedpoklddejme, ze
funkce f a g jsou nezaporné a f(0) = ¢g(0) = 0, tedy ekvilibrium z, je v
pocatku.

Néavrh na moznou Lyapunovovy funkci mtze byt

Vi) = [  Fy)dy > 0.

(4.3)

Jeji derivace je pak

V'(z) = = f(z2)(g(z1) + f(x2)) < 0.

V(x) je tedy skutecné Lyapunovova funkce a ekvilibrium x, je stabilni.
Protoze nalezeni Lyapunovovy funkce, je casto tak slozity problém, je vihodné
porozumét tomu, jaky typ funkci ma smysl zkouSet. Napiiklad V(z)? je
Lyapunovovy funkce pravé tehdy, kdyz je V(z) Lyapunovovy funkce. Pokud
tedy existuje Lyapunovovy funkce alespon jedna, tak jich existuje nekonecné
mnoho.

Uvazujme Vi(z) a Va(z) jako Lyapunovovu funkci obecného autonomniho
systému 2’ = f(x). Pokusime se dokézat, ze nésledujici jsou také Lyapunovovy
funkce:

(i) V(z) = Vi(z)Va(x)

(ii) V(z) = Vi(z) + Va(z)

(iii) V(x) =kVi(x), kde k >0

Prvni dvé podminky Lyapunovovy funkce pfimo vyplyvaji z toho, ze Vi(z) a

Va(x) jsou Lyapunovovy funkce. Derivace jejich soucinu je
V(@) = (VWA (@), Va(@)) + (Vi (), VVa(a))), f () =
=))VVi(z), f(2)(, Va(x)(+)) VVa(2), f(2)(, Vi(2)(< 0,

kde jsme opét vyuzili faktu, ze se jednd o soucin dvou LF. Derivace souctu je

podobné
Vi(z) = (VVi(z), f(2)) + (VVa(2), f(2)) <0 (4.4)
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4. Lyapunovova veéta a jeji diisledky

a derivace nasobku
K(VVA(2), f(2)) <0. (4.5)

Pokud tedy zndme uz néjaké Vi (x) muzeme toho vyuzit pro sestrojeni dalsich,
dilezitéjsi je ale vétsinou opacny postup, tedy kdyz nalezneme funkce, které
nemohou byt LF. Mtzeme timto postupem rovnou vytradit mnoho dalsich
kandidati, coz ndm muze usetfit spoustu casu pri hledani vhodné funkce.
Tento postup lze rozsitit na libovolny konecny pocet funkci. Plati tedy také,
7e libovolna mocnina V ()" je LF ale také, ze polynom p(V (z)) je sdm také LF.

Podivejme se ted na dalsi disledky Lyapunovovy teorie. V pripadé nestabil-
niho ekvilibria je potifeba mit také nastroj k dokazani nestability. Toho lze
docilit pomoci tUpravy Lyapunovovy véty. Vidéli jsme, ze existence Lyapuno-
vovy funkce V' zajistuje stabilitu. V dikazu této postacujici podminky hral
dilezitou roli pozadavek nekladnosti derivace V'(x). Proto zkusime pozado-
vat existenci vhodné funkce, kterd bude mit naopak derivaci (podél feseni)
kladnou. Dostaneme tak nasledujici vétu.

Véta 4.3. Mdjme systém x' = f(x) s ekvilibriem x, = 0. Pfedpoklddejme, Ze
existuje spojité diferencovatelna funkce V : R® — R, ktera na néjakém okoli
U ekvilibria x, spliiuje nasledujici podminky:

(1) V(0) =0,
(ii) V'(x) > 0 pro vSechna nenulovd x € U,
(iii) na kazdém okoli ekvilibria existuje takové x, ze V(x) > 0,

Ekvilibrium x, je pak nestabilni.

Diikaz. Volme € > 0 mensi, nez je polomér okoli U. At § > 0 je libovolné.
Z predpokladu (iii) existuje g € Us(0) tak, ze V(zo) > 0. Predpokladejme,
ze xz(t) je Teseni spliujici podminku x(t9) = z¢. UkaZme sporem, ze xz(t)
nezustane pro vsechna t > tg v U¢(0). Pro spor predpokladejme, ze x(t) €
U(0) pro vSechna t > to. Pak ||z(t)|| < e. Diky predpokladu (ii) je V' (z(t))
neklesajici na [tg,00). Odtud 0 < V(zg) < V(x(t)) pro vSechna t > t.
Ze spojitosti V' a podminky (i) proto existuje konstanta [ > 0 takova, ze
|lz(t)|| > . Diky Weierstrassové vété existuje minimum m funkce V’(x) na
mnoziné {x € U|l < ||z|| < €}. Navic z (ii) plyne, ze m > 0. Odtud

V() = V(z) = /: V! (2(r))dr > mlt — to).

0

Dostali jsme tak, ze V(z) je neomezena na uzavéru okoli U,(0). To vsak neni
mozné diky Weierstrassové veété. O

Vsimnéme si podobnosti s Lyapunovovou vétou. Rozdil mezi nimi neni
jen ve znaménku derivace, ale také v pozadavku na definitnost funkce. Pro
nestabilitu staci, aby existoval jediny bod na kazdém okoli, ve kterém bude
funkce kladna. To souvisi s tim, ze pro stabilitu ekvilibria musime zkoumat
vsechna Teseni na jeho okoli, zatimco pro nestabilitu stac¢i nalézt jediné feseni,
které z kazdého okoli ekvilibria unikne. Obecné byva dokazat nestabilitu
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4. Lyapunovova véta a jeji diisledky

jednodussi, 1ze zde lépe vyuzit linearizace nez pro stabilitu. Casto nis navic
ani nemusi zajimat typ nestabilniho ekvilibria, muze jit naptiklad o nestabilni
spirdlu, nicméné ve vétsiné aplikaci se snazime Fizenim zafidit stabilitu, casto
pravé s pomoci Lyapunovovy funkce. Samotna informace o nestabilité tedy
vétsinou staci.

Dalsi véta o nestabilité je Chetaevova véta [Kell5|, kterd vylepsuje predeslou
vétu. Vyuziva se v ni Chetaevovych funkei, které jsou podobné Lyapunovové
funkci a myslenka je v zasadé stejnd, pouze chceme prokazat nestabilitu.

Definice 4.2. Mé&jme systém 2’ = f(z) s ekvilibriem z, = 0, otevienou kouli

Us(z4) a otevienou mnozinu D C Us(x,). Spojité diferencovatelnd funkce

V :R™ — R takova, ze plati

(i) z« € OD

(ii) V(z) =0 pro x € 0D NUs(xy)

(iii) pro vSechna z € D je V(z) >0a V'(z) >0

se nazyva Chetaevova funkce.

Véta 4.4. Pokud existuje Chetaova funkce, je ekvilibrium nestabilni.
Vylepseni oproti predchozi vété je, ze staci najit jakoukoliv otevienou

mnozinu, na které bude mit V(z) a V'(z) stejné znaménko.

Vratime se nyni k souvislosti Lyapunovovy funkce se zachovavanou veli¢inou

systému. V nékterych fyzikdlnich systémech se zachovava celkova energie,

kterou popisuje Hamiltonova funkce. Priklad takového systému jsme uvedli

pri diskuzi Duffingova oscildtoru popsaného rovnicemi (3.7). Schvilné jsme

tam tuto veli¢inu znacili H. Jednalo se o hamiltonovsky systém.

Definice 4.3. Funkce L : R” — R se nazyva prvni integral systému systému

' = f(z), pokud je spojité diferencovatelnd, nekonstantni a jeji derivace

podél trajektorif feseni je L'(x) = (VL(z), f(z)) = 0.

Definice 4.4. Systém se nazyva hamiltonovsky pokud existuje spojité dife-

rencovatelnd funkce H takovi, ze

, OH
xr = aiy
4.6
,om (4.6)
y - ax7
Pokud tedy méme obecné soustavu ve tvaru
2’ = f(z,y)
y' = g(z,y),

a chceme rozhodnout, zda se jednd o hamiltonovsky systém, musime zkoumat
existenci reseni soustavy rovnic

flz,y) = (yj
- (4.7)
g(z,y) = e
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4. Lyapunovova veéta a jeji diisledky

Lze pak ukézat, Ze nasledujici podminka 4.8 je nutnd a postacujici pro
existenci hamiltonidnu [Gri93].

0f(z,y) _  99(z,y)

ox dy

Déle ovérime, ze funkce H je vizdy prvni integral. Musime tedy derivovat
podél feseni

(4.8)

OH , OH , OHOH OHOH

9" "oyt T oy oy ow
Jednd se opravdu o prvni integral.
Dokazme si zndmé tvrzeni z mechaniky, které je jednoduchou aplikaci Lyapu-
novovy veéty.
Véta 4.5. M¢jme hamiltonovsky systém s hamiltonianem H(x,y) = %(y, y) +
V(z), z,y € R™. Jestlize V. md v 0 ostré lokdlni minimum, pak (0,0) je
stabilnim ekvilibriem.
Diikaz. Jestlize V mé v 0 ostré lokalni minimum, pak VV(0) = 0. Odtud
(0,0) je ekvilibrium. Polozme L(z,y) = H(z,y) — H(0,0). Protoze V mé v 0
ostré lokdlni minimum, H(x,y) je prvni integral, %(y, y) > 0 a rovnost nastava
pravé tehdy, kdyz y = 0, spliuje funkce L predpoklady Lyapunovovy véty.
Proto je (0,0) stabilni ekvilibrium. O

Podivejme se na piiklad hamiltonovského systému. Méjme rovnice
/
T =2y
4.9
y = 6x? — 22 — 423, (4.9)

Aby se jednalo o hamiltonovsky systém, je nutné a stacéi aby platilo (4.8).
Ovéiime, ze to tak je

02y 0622 — 22 — 4a3

— =0= .

oz dy

Pro hamiltonidn musi platit (4.7). Zkusime tedy nejprve zintegrovat prvni
rovnici

/dey =y? +C(2).
Dosazenim do druhé rovnice v (4.7) obdrzime
C'(z) = =622 + 2z + 423
Proto
C(z) = =223 + 22 + 24,

kde integrac¢ni konstantu jsme zvolili pro jednoduchost nulovou, nebot pricte-
nim libovolné konstanty k hamiltonidnu nezménime soustavu rovnic (4.6).
V tomto pripadé, jsme takto opravdu nasli hamiltonian

H=y* -2+ 22+t =y +22(—22+1+2°%) =
=y 4+ 2z — 1)~
Jedno z ekvilibrii je (z,y) = (0,0), vidime, ze plati H(0,0) =0, H > 0 a

z definice prvniho integralu H' = 0. H je tedy také Lyapunovova funkce a
ekvilibrium v pocatku je stabilni.
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Kapitola 5

Inverzni kyvadlo

Méme nyni vSsechnu potiebnou teorii k tomu, abychom mohli ukazat vyuziti
Lyapunovovy stability na Fizeni a stabilizaci slozitéjsich systému. Prvni priklad
na ktery se podivame, je inverzni kyvadlo s Fidici silou horizontalné pohybujici
jeho zédkladnou. Uvazujme kyvadlo, kde na zakladnu ptisobi fidici sila

F.=af+ b0, (5.1)

kde konstanty a a b jsou nezaporné [JS17]. Rovnice popisujici inverzni kyvadlo
se zanedbatelnou hmotnosti, bez tlumeni a pruznosti bude

cos 6

0" =9 sing —

l l

kde 6 je tihel vychyleni kyvadla z horni polohy. Casto se tento systém re-

alizuje naptiklad pripevnénim kyvadla na vozitko, které pak tidime a tim

stabilizujeme kyvadlo viz Obrazek 5.1. Pro nasi potiebu ted predpoklddejme,

ze dynamika vozitka nebo jiného zafizeni fidici kyvadlo je zanedbateln4.

Prevedeme systém na soustavu prvniho radu

(ab + b6"), (5.2)

0 =

cose(ae +bo). (5.3)

(p’:%sinﬁ— ;

Pro nalezeni ekvilibri{ polozime derivace rovny nule.

0=¢

0= sing— COZSO

Budeme zkoumat kyvadlo v horni poloze, ovérime tedy, ze (6, ) = (0,0) je
ekvilibrium.

(ab 4 by)

0=

0=-0-

~l 6
~| =

(04 0)

Chceme nyni zjistit, pro jaké a a b bude kyvadlo v horni poloze stabilni.
Pokusime se tedy navrhnout Lyapunovu funkci, abychom mohli pouzit Lya-
punovovu vétu. Budeme postupné zkoumat jednotlivé pripady, kdy je vzdy
jedna z konstant a a b nulova a nakonec kdyz jsou obé kladné.
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5. Inverzni kyvadlo

_
M F 3

Obrazek 5.1: Inverzni kyvadlo na voziku, dostupné na |https:
//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/00/Cart-pendulum.
svg/546px-Cart-pendulum. svg.png

B51 0>0 =0

0 =

5.4
w':%sinQ—COlse(aG). (54)

Protoze se jedna o kyvadlo bez tlumeni, budeme predpokladat, ze pokud je
ekvilibrium stabilni, tak se jednd o centrum. Tuto intuici ndm pro konkrétni
hodnoty konstant podpori simulace na Obrazku 5.2, kde za konstanty jsme
dosadili hodnoty: ¢ =1 = 9.8, a = 20 a na Obrazku 5.3, kde g =1 = 9.8,
a = 5. Aby bylo ekvilibrium stabilni musi totiz platit také ¢ > 4 > 1.

Pro nalezeni Lyapunovovy funkce budeme postupovat nasledovné. Jako jeji
prvni ¢len polozime

¥
Ve, =
(0, 0) =3
a napiseme derivaci

V'(0,) = w(%sin@ — %6 cos 0)

Protoze se jedna o centrum nedokazeme najit V (60, ¢) s negativné definitni
derivaci ale pouze semidefinitni. Budeme postupné pridavat ¢leny do V' (6, ¢)
aby se odecitali od ¢lenti v derivaci. Timto postupem jsme dokazali najit

2

V(6,p) = %+%c0s9+%9sin9+%cosg_ % N

>, . (5.5)
= % + Yﬁsinﬁ—i— (cosf — 1)(% + 7)

a_
7=
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5.1 a >0,

Obrazek 5.2: Stabilni horni poloha inverzniho fizeného kyvadla

b=20

Obrazek 5.3: Nestabilni horni poloha inverzniho fizeného kyvadla

Prvni podminka Lyapunovovy véty je V(0,0) = 0, to je splnéno. Druha
podminka Lyapunovovy véty je nezapornost Lyapunovovy funkce na okoli
ekvilibria, v nasi funkci je proa >0, $ >1a -5 <0< 3

2

¥

2>0

%GSine >0

(cosf — 1)(% + %) <0,
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5. Inverzni kyvadlo

dohromady V > 0. Tteti podminka je pak negativni semidefinitnost derivace.

V' = go(%sinﬁ— %HCOSG) + %gpsin@—l— %94,00089— %psin@ — %,psiné =

=0

Ekvilibrium je tedy stabilni a Lyapunovova funkce je v tomto pripadé i prvni
integral. Alternativni postup je vSimnout si, Ze systém je hamiltonovsky.
Snadno totiz ovéfime nutnou a postacujici podminku (4.8) pro existenci Ha-

miltonidnu. Hamiltonidn pak najdeme intergaci. Z rovnice %—g = ¢ dostaneme

2

H(0, ) = % +C(0). (5.6)

Dosazenim do rovnice —%—Ig = 9sinf — “79 cos 6 obdrzime obycejnou diferenci-

alni rovnici pro neznamou funkei C'(0) ve tvaru

C'(0) = —% sin 6 + aTG cos .

Odtud
o) = %COS@ + % (fsinf + cosb) + K,
kde K € R je konstanta. Hodnotu K budeme volit tak, aby H(0,0) = 0. To

znamena, ze K = —aTJrg. Proto

2 4
H(0, ) = %+%sin0+gj;a(cose—l) —V(,0). (5.7

Kyvadlo je tedy stabilizovatelné pomoci funkce zavisici pouze na tthlové
vychylce od ekvilibria.

B52 -0 >0

Ptesvédéime se nyni, ze pomoci derivace ithlové vychylky to nejde a vyuzijeme
k tomu Vétu 4.4. Funkci z Véty 4.4 budeme volit ve tvaru

2
b
V0, ) = % + Jpsind. (5.8)

Chceme najit otevienou mnozinu, na které bude tato funkce kladné. Necht
D:{(9,¢)€R2|0<9<%,0<<p<k} (5.9)

Tvrdime, ze funkce V je na této mnoziné kladna.
2
Prvni ¢len %- je zjevné kladny. Druhy clen %go sin @ > %Lp je také kladny za
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53 a>0, b>0

predpokladu b > 0. Déle ziejmé (0,0) € 9D a V(0,0) = 0. Chceme tedy, aby
derivace byla na mnoziné D kladna. Derivujeme-li V' podél feseni, dostaneme

)

; sin§ — %pcosﬁ) =

V= @(%Siﬂe - %PCOS@ + ?@2 cos 0 + ?sin@(

= cpsin@(% — b%cos ) + b% sin? 6.
(5.10)

Z podminek definujicich mnozinu D plyne, ze V' je na této mnoziné kladna.
Funkce V spliuje podminky Véty 4.4. Ekvilibrium je tedy nestabilni a systém
timto zptsobem neni stabilizovatelny.

B 53 a>0, b>0

Pro obé konstanty kladné bude soustava vypadat takto

0 =
5.11
w’:%sinﬁ—colse(aﬁ—i—b(p). (5.11)

Budeme se snazit dokazat, ze je ekvilibrium i v tomto pripadé stabilni. Ve
specidlnim pripadé volby konstant ¢ =1 = 9.8, a = 20 a b = 8 nam tuto
situaci doklada simulace na Obrazku 5.4. Dokonce to vypada, ze by se mohlo
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Obrazek 5.4: Stabilni horni poloha inverzniho fizeného kyvadla

jednat o asymptoticky stabilni ekvilibrium. Presvéd¢ime se o tom. Podobnym
postupem jako v prvnim piipadé s b = 0, budeme postupné zkouset odecitat
¢leny z derivace, abychom zachovali kladnost funkce a pokusili se zajistit
zapornost derivace. Napred tedy zkusime

Ve, =7
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5. Inverzni kyvadlo

Derivace je

a b
V' = @% sin @ — 7@9 cosf — @27 cos .
Vsimneme si, ze ¢len —4,02% cos 6 je na okoli poc¢atku uz zaporny. Byli bychom
tedy uspésni s hleddanim, kdybychom se zbavili dalsich dvou ¢lenti. Nejprve
zkusfme odecfst prvni tedy budeme chtit k derivaci pficist 70 cos 6. Zménime

funkei na )

V(0,p) = % + %Gsine
a derivace bude
9
l

a

lgosin@zgosin@(%—i—g) —@2%cos0.

sin9—g02?c089+ ]

V’znp

Nyni se zbavime psin (¥ + ¢) a budeme hotovi. Zménime funkci na

2
V(e,go):%+%9sm9+(cose—1)(§+%). (5.12)
Misto cos @ piseme cosf — 1 abychom zarucili podminku (i) Lyapunovovy

véty V(0) = 0. Derivace bude pak
V' = @2%cos0 <0,

pro b > 0. Funkce je na okoli ekvilibria kladné, derivace zaporna a podle Véty
4.2 je tedy ekvilibrium asymptoticky stabilni.

Pozor je tfeba ale dat na to, ze nezname okoli ekvilibria, na kterém toto
plati. Zkusime rovnici s Fizenim vyresit numericky (pouzitda numerickd metoda
Runge-Kutta—Fehlberg). Nastavime konstanty g =1=9.8, a=15ab=2a
zkusime dat pocéatecni vychylku rovnu 7. Kyvadlo bude tedy zacéinat v dolni
poloze a budeme chtit aby se stabilizovalo v horni. Simulace je na obriazku
5.5. Vidime, ze se kyvadlo rozkmitalo, poc¢ateéni vychylka byla piilis velka,
neboli jsme se dostali mimo okoli, na kterém jsme dokazali stabilitu. Pokud
ale nastavime konstanty rizeni jako napiiklad ¢ = 22 a b = 8 tak se kyvadlo
opravdu stabilizuje v horni poloze jak je ukdzédno simulaci na obrazku 5.6.
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53.a>0, b>0

Obrazek 5.5: Nestabilni kyvadlo

5 N\eA0 15 20

t

Obrazek 5.6: Stabilni kyvadlo

Predvedli jsme nyni, jedene ze zpusobt stabilizace kyvadla v horni poloze,
a to Tizenim horizontdlni polohy jeho zdkladny. Prekvapivy vysledek dokézal
v roce 1951 Pyotr Kapitza, kdyz ukazal, Ze je ekvilibrium v horni poloze
stabilizovatelné pomoci vertikalni oscilace zakladny. Systém pak uz
ale neni autonomni, zakladna kmita periodicky s néjakou frekvenci a pro
dokéazani stability je tfeba rozsitit vybudovanou teorii.
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Kapitola 6
Zaveér

Ukézali jsme pouziti Lyapunovovy teorie stability na nelinearni diferenci-
alni rovnice. Pro analyzu stability ekvilibria bylo vyuzivano Lyapunovovy
véty. Ta 1ika, ze je ekvilibrium stabilni, pokud existuje Lyapunovova funkce.
Ta je jakési zobecnéni funkce energie. Lze ji dokonce vyuzit i pro dokazani
asymptotické stability, ¢i modifikovat pro dikaz nestability ekvilibria. Déle
jsme zkoumali hamiltonovské systémy, vyuzili jsme Lyapunovovy véty pro
dokazani stability ekvilibria urcitych typu systémi. Hamiltonidn jsme také v
prikladech vyuzivali jako Lyapunovovu funkci.

Vyuziti vybudované teorie jsme ukézali na prikladu stabilizace inverzniho
kyvadla. Dokazali jsme pouzit Lyapunovovu funkci pro navrzeni ridici funkce.
Dokazali jsme pak stabilitu ¢i nestabilitu pro rizné hodnoty konstant v ridici
funkci pomoci Lyapunovovy véty. Zaroven jsme vysledky podporili simulaci,
ktera nase vysledky pro konkrétni hodnoty konstant potvrdila.

Dalsi prace by se mohla zabyvat rozsifenim teorie na neautonomni systémy.
Bylo by pak mozné vyuzit Lyapunovovy teorie na stabilizaci systémi po-
moci vstupu explicitné zavisicitho na ¢ase. Jedno z vyuziti by naptiklad byla
stabilizace inverzniho kyvadla pomoci vertikalni oscilace pivotu, takzvaného
Kapitzova kyvadla.

Také by bylo uzitecné zkoumat vyssi derivace Lyapunovovy funkce, nebo se
pokusit pro co nejobecnéji zadané problémy nalézt jeji tvar. Mohli bychom si
pak uSetTit spoustu préace pri jejim hledani, kde pro nékteré systémy to muze
byt témér neresitelny problém.
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