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Abstrakt

Cilem této bakalarské prace je na-
jit numerické feseni KZK (Khokhlov-
Zabololotskaya-Kuznetsov) rovnice ve
frekvencni oblasti a nasledné implemento-
vat toto feseni v programovém prostiedi
MATLAB. Soucasti prace je demonstro-
vat §ifen{ ultrazvukového svazku rtznymi
prostfedimi. Jsou uvazovany fokusované
akustické svazky s pricnym rozlozenim
akustické rychlosti na zdroji popsanym
Gaussovym i pistovym rozdéleni. Nakonec
je pouzito numerické feseni KZK rovnice
k modelovani ¢innosti audioreflektoru, po-
moci kterého jsou prendseny jednodu-
ché audiosignaly. Vysledky préce jsou ve
formé grafické prezentace a rozboru vy-
branych numerickych feseni.
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Abstract

The aim of this bachelor thesis is to find
a numerical solution of KZK (Khokhlov-
Zabololotskaya-Kuznetsov) equation in
frequency domain and implement this so-
lution in computing environment MAT-
LAB. Moreover, the propagation of ultra-
sound beams in different environments is
demonstrated. Focused acoustic beams
with initial Gaussian and also piston am-
plitude distribution are considered. Fi-
nally, the numerical solution of KZK equa-
tion is used to model the functioning of au-
dioreflector that is used to transfer simple
audio signals. The results are presented
in graphical form and selected numerical
solutions are discussed.

Keywords: KZK equation,
audioreflector, self-demodulation,
acoustics, finite amplitude waves, HDF5,
partial differential equations

Title translation: Finite amplitude
acoustical waves - model of audioreflector
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Kapitola 1
Uvod

Redlny svét, ve kterém zijeme, je nelinedrni. Proto jsou také rovnice a fyzikalni vztahy
mezi teplotou, rychlosti, tlakem atp. v tekutinach i pevnych latkach nelinearni. Diive feseni
nelinedrniho problému vyzadovalo pro slozitéjsi tikoly vypocetni vykon, ktery uz clovék
nezvladal. S prichodem moderni vypocetni techniky bylo najednou mozné fesit nelinearni
problémy velmi presné a hlavné velmi rychle. To pomohlo prohloubit poznani v mnoha
odvétvich fyziky, mimo jiné i nelinedrni akustiky.

Nelinearni akustika je fyzikalni obor, ktery se zabyva akustickymi vinami velmi velké
amplitudy. Pravé kvuli velkym amplitudam se vyuzivaji rovnice mechaniky tekutin, popf.
pro pevné latky rovnice pruznosti. Vétsina rovnic v nelinedrni akustice byva odvozena ze
zékladnich rovnic mechaniky kontinua - Navier-Stokesovych rovnic. Modelové rovnice byvaji
nelinearni a ve vétsiné pripadu je nelze ani linearizovat. Jelikoz se prevazné jedna o nelinearni
parcialni diferencialni rovnice, jejichz analytické reseni neni zndmo, je mozné je resit pouze
numericky.

Nelinearni jevy se projevi napft. pri priuchodu zvukového svazku v plynném prostiedi. Zvuk
se Siri prostfedim jako lokalni zména tlaku. ZvysSenim tlaku dojde také k lokdlnimu zvysSeni
teploty. Rychlost zvuku se téz zvysuje s rostouci teplotou. To zptlisobi, ze zvukova vina se
pohybuje nejrychleji ve fazi, kdy je tlakova vychylka nejvétsi. To ma dopad na tvar viny.
Budeme-li uvazovat sinusovy pribéh, body s vétsi vychylkou 'predbihaji’ ostatni body a
ze sinusového se stava pilovity pribéh. Tim se zméni i frekvenéni spektrum vlny a jsou
generovany nové harmonické slozky.

Intenzivni akusticka pole, predevsim ultrazvukové svazky, nasla vyuziti predevsim v dia-
gnostice a biomediciné. Za uréitych podminek je ale mozné ultrazvukové svazky pouzit i pro
prenos audiosignalu, kde se vyuziva principu autodemodulace téchto svazki.

Diky modulaci nosné ultrazvukové viny (f > 20 kHz) audiosigndlem (f ~ 20 Hz — 20 kHz)
dochézi k nelinedrnim interakcim mezi nosnou vlnou a audiosigndlem, coz vede k nasledné
demodulaci. Postupné dojde k potlaceni nosné viny predevsim diky tomu, ze ttlum viny je
imérny kvadratu kmitoc¢tu. Vlastnosti nosné viny napi. smérovost pak prejdou na audiosignal.

V praxi se da setkat s komer¢né dostupnymi audioreflektory napt. od firmy Holosonics.
Pouziti a experimenty s nim jsou demonstrovany napt. zde [I].

Tato prace se zabyva predevsim numerickym fesenim KZK rovnice. Je prezentovana pouzita
metoda, kterd vede k nalezeni numerického feseni této modelové rovnice. Rovnice je fesena
ve frekvenc¢ni oblasti, proto bude vzdy predpokladan periodicky signal. Nakonec je vytvoren
model audioreflektoru, ktery generuje ultrazvukovy svazek, jenz po autodemodulaci vytvori
jednoduchy audiosignal.






Kapitola 2

Modelové rovnice

Jak jiz bylo zminéno, u sifeni fokusovaného ultrazvukového svazku dochazi k nelinearnim
interakcim, které maji za nasledek demodulaci tohoto svazku na zvuk. Tento déj je tedy
tfeba popsat vhodnymi rovnicemi. V této praci uvedeme nékolik rovnic, ta hlavni je KZK
(Khokhlov-Zabolotskaya-Kuznetsov) rovnice. Byla zvolena predevsim proto, Ze bylo dokézano,
ze dobie demonstruje cely proces autodemodulace jak v blizkém, tak vzdaleném poli.

B 21 Navier-Stokesovy rovnice

Navier-Stokesovy rovnice popisuji proudéni nestlacitelné tekutiny. Jsou popsany néasledujicimi
rovnicemi a jsou zdkladnim kamenem pro ostatni rovnice z nelinedrni akustiky [2].

oi . 1 ). 7
a—i—u-Vu-—pr—i—uVu—i—f (2.1)
dp o

kde # je vektor rychlosti, p je tlak, p hustota, v kinematickd viskozita, t Cas, f je vektor
objemovych sil a V je operdtor nabla.

. 2.2 KZK rovnice

Tato rovnice popisuje viny konecné amplitudy. Odvozeni rovnice neni trivialni, proto ho zde
uvadét nebudeme. Vychézi z Navier-Stokesovych rovnic a jejim zjednodusenim lze dosdhnout
napfi. Burgersovy ¢i Kuznétsovovy rovnice. Jelikoz bychom mohli v praxi dostavat velmi
vysoké, ¢i velmi malé hodnoty akustického tlaku a rychlosti, pouziva se bezrozmérny tvar této
rovnice [3]

2 3 2.2 2
02w Bw o 2w 1(16 a)w (2.3)

= arg + — +—= |zt 55

0o 0T’ or'3 205 072 4G \ £0¢  0€2

kde w je bezrozmérné akustickd rychlost, 7/ je bezrozmérny retardovany ¢as, o je bezrozmérnd
souradnice ve sméru siteni vlny, £ je bezrozmérnd souradnice ve sméru kolmém ke sméru

Siteni vlny, « je koeficient tlumu, r¢ je tzv. Rayleightiv polomér, l; je vzdalenost formovani
razu, G je fokusacni Cinitel. Bezrozmérné velic¢iny maji tyto vztahy
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2. Modelové rovnice

w:i, T/:(/.)(t—Z), a:i, fzr (2.4)

Um Co To a

kde v je akusticka rychlost ve sméru osy z a cg je rychlost sifeni zvuku danym prostredim.

Abychom spocitali vsechny koeficienty, musime jesté znat nasledujici parametry prostiedi.
Hustota prostfedi pg, mérna tepelnd kapacita prostiedi za konstantniho tlaku ¢, a za kon-
stantniho objemu ¢, koeficient pricné viskozity prostiedi i, koeficient objemové viskozity
prostiedi " a soucinitel tepelné vodivosti prostiedi .

Daéle musi byt zadany tyhle parametry - amplituda akustické rychlosti v,,, polomér zdroje
a a frekvence nosné viny f.

7 vyse uvedeného jsme schopni za pomoci dalsich veli¢in spocitat rg, lg, @ a Goldbergovo
¢islo Gy jako

w=2rf (2.5)
+1
4 1 1
b=n" = - = 2.7
0"+ 3n +f€<cv Cp) (2.7)
2
wa
_ e 2.8
0= 5o (2.8)
28vmpoco
Gy = =2 2.9
0 ™ (2.9)
2
C,
Ij=—2 2.10
T Bupw (2.10)
b 2
o= (2.11)
2pOCO

kde v je Poissonova konstanta prostiedi, 8 je parametr nelinearity prostiedi a b je koeficient
difuze prostredi.

Pro dalsi potfeby numerického vypoctu sjednotime cleny pred jednotlivymi parcidlnimi
derivacemi na konstanty a1, as, as

0%w B Pw n 0?w? n 124_872 (2.12)
door ~ o3 T a2 TS\ cae Toae2) " '
a; = arg (2.13)
_To
ag = 20, (2.14)
1
@ =1 (2.15)



2.3. Projevy nelinearity a disipace

B 23 Projevy nelinearity a disipace

KZK rovnice na své pravé strané obsahuje ti ¢leny. Nelinearni ¢len, disipativni ¢len a difrakéni
¢len. Jiz v ivodu bylo zminéno, ze nelinearni ¢len zptisobuje rozdil akustické rychlosti v mistech
s riaznym akustickym tlakem. Na obrazku lze vidét, jak se sinusovy pritbéh méni na pilovity.
Obsahuje tedy vyssi harmonické frekvence - sudé i liché. Disipativni ¢len zpusobuje postupny
pokles amplitudy.

Obrézek 2.1: Efekt nelinearity.

Obréazek 2.2: Efekt disipace.






Kapitola 3

Reseni KZK rovnice ve frekvencni oblasti

Periodické feseni rovnice miizeme hledat ve tvaru Fourierovy rady. Tim dojde k redukci
proménnych ze 3 na 2. Respektive bezrozmérnd akusticka rychlost jiz nebude funkci 7/, o, £
ale pouze bezrozmérnych prostorovych soufadnic o, & (v piipadé ¢asové periodicity).

V realné oblasti bude toto Feseni w(7’, 0,§) v nasledujicim tvaru

M
w(t',0,€) = Z {gn(a,ﬁ) sin(n7’) + hy(0,€) Cos(nT’)] (3.1)

n=1

Tento tvar se ndm bude hodit pro vypocet amplitudy bezrozmérné rychlosti. Pro odvozeni
numerického feseni ve frekvencni oblasti ale budeme potiebovat provést transformaci v
komplexni oblasti.

B 3.1 Transformace v komplexni oblasti

Zde budeme hledat feseni, které obsahuje tvar s komplexni exponencidlou.

w(t',0,€) = Z Wi (o, &)l (3.2)

n=—oo

Cleny rovnice (2.12)) si miizeme zjednodusené napsat jako

dy =do+ds+dy (3.3)
diy = 8(2'2(‘;”7' (3.4)
dy = alg?; (3.5)
b= a2 (3:6)
dy = as (;8‘1 + ;;) w (3.7)



3. Reseni KZK rovnice ve frekvenéni oblasti

Vyse uvedeny tvar w dosadime do ¢lentt KZK rovnice (2.12)) a upravime. Pro ¢len d; dostaneme

di = ]m— J ]?’LT .
1= 900r ~ 2 87’ n; ~ 9 :z_: "0 (3.8)
Pro ¢len dy dostaneme
83111 ai 83 > o —jCLl s P )
dy =012 = — == Wyoel"™ = —— SW,el™™ 3.9
2T MG T 9 978 W c 2 nzz_:oon ¢ (3.9)

Jelikoz je tieti ¢len nelinedrni, bude vznikat souc¢in dvou sum. Ten upravime nasledovné

*w? az ikt mr’
dy = ar sy = a - Z Wye? Z Winel (3.10)
_ a2 0 = j(k4+m)7’
dy =575 D Z WiWe (3.11)
k=—o0c0o m=—00
Nyni oznac¢ime
n=~k+m (3.12)
Tim prejde rovnice (3.11) do tvaru
a 82 > s P
dy = ZQW Yo Y WaWe g™ (3.13)

k=—oc0on=—o0
Po zderivovani dostaneme findlni tvar nelinedrniho ¢lenu
Z n2en’ Z Wi W, (3.14)
n=-—00 k=—00

Pro ¢len d4 dostaneme

1o o 19 o o

di= s <§8§+8§2> v (58& 8€2> nZwW ’ (3.15)
< (1oW, W, .

d4:“3n_zoo<£ 5%+ op )ej (3.16)

Nyni dosadime tyto upravené ¢leny do rovnice (3.3)), kterou upravime do tvaru
di—dy—dy=ds (3.17)

Potom dostavame

] © n . ! ] © : ! © 1 2 ; /
J n—aW et 4 I8 Z nAW,el"" — CL3 Z ( W + 0 Wk) " (3.18)

Z n?e"™ Z WiWn_p  (3.19)
n=-—00 k=—o00



3.2. Transformace z komplexni do realné oblasti

Rovnici upravime do tvaru

(7 OW,  jar ag (1OW,, ~ 0*°W, it
Z S, — 2| = 2
nzz_:oo <2n 5 + 5 " W, 5 (5 B¢ + ae2 e (3.20)
(o] —a o . ,
:nzz_:oo (42712 kzz_:oo WkWnk) el (3.21)

Z ¢ehoz vyplyva, ze pro kazdé n = 0,+1, +2, ... plati

] n j 1 n 2 n B .-
lnaW + &n?’Wn _® <8W + oW, > S— Z WiWh—k (3.22)

2 0o 2 2 \§ o 0&? 4

k=—o00

B 3.2 Transformace z komplexni do realné oblasti

Na obou stranich rovnice (3.22) dosadime za ¢len W,, komplexni ¢islo

Leva strana rovnice prejde do tvaru
j a(hn - jgn) jal 3 . as 1 a(hn - ]gn) aQ(hn - Jgn)
n————=F= 4+ ———n’(h, — jgn) — — [ = 3.24
S s S ) e b T (3:24)

Nyni si levou stranu rovnice rozdélime na redlnou a imaginarni ¢ast

n dgn N aindg, as (1 Ohy, N 82hn> iy (n@hn n arn>hy, n as (1 Ogn L 329n>)

2 0o 2 2 \¢ ¢ " a2 2 do 2 2 \goag " age2
redlnd imaginarni
(3.25)
U pravé strany rovnice (3.22)) je tfeba nejprve upravit konvoluéni soucet. Plati
00 n—1 00
S WiWaop =Y WiWoip+2 > WiWi_, (3.26)
k=—00 k=1 k=n+1

kde plati, ze

WiWh_r = (ht — 59k) (hn—k — G9n—k) = hihn—k — 9kIn—k — G(9khn—k + hign-r)  (3.27)
WiWi_,, = (b — jgk)(hn—k + F9n—k) = Pkhk—n + 9kGk—n + J(RkGk—n — ghk—n)  (3.28)

Konvoluéni soucet pak muzeme prepsat do tvaru

00 n—1 00
> WiWak =Y (hihn k= grgn-t) +2 D (hihi—n + gegr—n) (3:29)
k=—o00 k=1 k=n+1
n—1 [e'¢)
5 | D (=gkhn—k = hign1) +2 D (high—n — grhi—n) (3.30)
k=1 k=n+1



3. Reseni KZK rovnice ve frekvenéni oblasti

Pro jednoduchost si jesté oznacime G, a H,

1 n—1 .
=5 2 (9kGn—k = Pichnr) = > (hihkn + gkgk-n) (3.31)
k=1 k=n-+1
1 n—1 00
H, = 5 (gkhn—k + hkgn—k) + Z (gkhk_n — hkgk—n) (3.32)
k=1 k=n-+1

Pro konvolucni soucet 1ze tedy napsat redlnou a imagindrni ¢ast

> WiWnog = —2Gn + j(—2H,) (3.33)

k=—o00

Pravé strana rovnice (3.22)) je tudiz

2 2

asn [ asn

; Gn+j< : Hn> (3.34)
M

redlnd imaginarni

Pro numerické vypocty bude nutné resit zvlast realnou a imagindrni ¢ast. Proto z rovnice
(3.25) vezmeme redlnou ¢ast a srovname ji s realnou ¢asti rovnice (3.34). To samé udéldme pro
imaginarni ¢ast. Omezime také pocet harmonickych na M. Vysledné rovnice budou ve tvaru

2 3 2
asn B ﬁagn an’gn,  as lahn 0h,
5 G, = 2 Do + 2 > <£8£ + a2 (3.35)
2 3 2
asm noh, ain’h, a3 (109, 0°gn
H,=—— = === )
2 200 T2 2 (g o¢ T oe (3:36)

Tyto plati pro vSsechna n =1,2,3,...M

. 3.3 Tvar pro resSeni soustavy rovnic

Pro findlni tvar soustavy rovnic, které bude tieba Tesit numericky, si upravime rovnice (3.35)
a (3.36)) do tvaru, kdy na levé strané bude pouze derivace podle jedné proménné a sice o.
Vynasobime rovnice 2/n a po drobnych upravich dostavame

agn o 2 (L3 ]. 8hn thn

Po Tt (g 5 e ) +aznGn (337
Ohy, 2 az (10g,  0%gn

D n2hy, — 2 (2% H, .
5 ain“h p <€ o€ + ae2 + asn (3.38)

kden=1,2,3,..M.
Pro tuto soustavu rovnic analytické feseni neni znadmo, budeme ji fesit numericky.
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Kapitola 4

Numerické reseni

Pro numerické reseni bude potfeba provést diskretizaci rovnic a . Je nutné si
zvolit numerickou metodu, kterou budeme diferencialni rovnice resit. Existuje mnoho metod,
jak Tesit obyc¢ejné ¢i parcidlni diferencidlni rovnice. Mezi nejzndméjsi patii metoda siti (také
jako metoda konecénych diferenci), kone¢nych objemi, koneénych elementii, spektralni metody,
Galerkinova metoda a dalsi. My budeme rovnice fesit pomoci metody siti kvili jednoduché
implementaci.

B 41 Metoda siti

B 4.1.1 Tayloriiv teorém

Pro obecnou funkei zni Tayloriv teorém nésledovné [4]. Necht funkce f mé n spojitych derivaci
na intervalu [a, b]. Pak pro a < xg, o + h < b plati

df (zo) | h* d*f(xo) n Rt dr ! f (o)
dx 2! dx? T (n=1)! danl

flxo+h) = f(zo) +h + O(h") (4.1)

Taylortv teorém nam vlastné rikd, ze pokud zname hodnotu funkce f a vsech jejich derivaci
v bodé zg, jsme schopni odhadnout hodnotu funkce f v bodé xg + h. Clen O(h™) na konci
nam iika, jaké chyby se pti jeho vynechani dopoustime. Pokud by ndm stacili k aproximaci
pouze prvni dva ¢leny, tzn. nultd i prvni derivace, aproximac¢ni chyba bude druhého radu,
tedy O(h?).

B 4.1.2 Aproximace prvni derivace a druhé derivace

Podle Taylorova teorému aproximujeme funkci f s aproximacni chybou druhého radu jako

flxo+h) = f(xo) + hdfc(iio) + O(h2) (4.2)

Upravou rovnice (} a zanedbanim ¢lenu O(h) dostavame
df (x0) _ f(zo+h)— f(zo)
dx h
Tim jsme dostali aproximaci prvniho fadu presnosti. Konkrétné se tomuto tvaru fika dopredna
diference (forward difference).

(4.3)

11



4. Numerické reseni

Existuje také zpétna diference (backward difference). Odvodi se obdobné, pouze se za h
dosadi —h. Jeji tvar je po zanedbani O(h)

df (xo) _ f(zo) — f(xo — h)
dx h
Druhy rad pfesnosti se spocita z dopredné a zpétné diference. Jednoduse secteme levé a
pravé strany rovnice (4.3) a (4.4)) a upravime.

df (o) n df(xo) _ f(xo+h)— f(xo) n f(x0) — f(zo — h)

(4.4)

da dr h h (45)
df(vo) _ f(zo+h)— flzo—h)
de 2h (4.6)

Posledni aproximaci je symetricka. Tato nahrazuje druhou derivaci a je také druhého radu
piesnosti. Rozvedeme Taylortiv polynom az do O(h*) pro h i pro —h a sec¢teme.

) | WA d*f(wo) | h®df(xo)

f(xo+h) = f(xo) + hdféio TR TR P Oo(nh) (4.7)
o L df(zo) | R*dPf(zo) B &P f(20) "
f(@o=h) = f(zo) — dx 2! da? 3! dad +0() (4.8)
2
f(zo+h)+ f(xo—h) =2f(x0) + h2d ga(c;m) + O(h%) (4.9)
Po zanedbéni O(h*) dostavame
d*f(w0) _ flzo+h) —2f(x0) + f(z0 — h) (4.10)

dx? h?
B 4.1.3 Diskretizace

Nyni muzeme vztahy (4.3), (4.4) a (4.6) zdiskretizovat. Mé&me n diskrétnich hodnot z1, ...x,,
mezi nimiz je vzdalenost Az. Pro nésledujici diskrétni krok bude platit

Tiy1 = T + Az (4.11)

proi=1,...,n — 1. Doprednou diskrétni derivaci tedy muzeme psat jako

dfcgii) ~ f(fﬁ‘iﬂi; f (i) (4.12)
Totéz miizeme psat pro zpétnou, centralni i symetrickou diferenci
dfé;c,-) ~ flxi) —Ai(%‘—l) (4.13)
dféii) ~ f($i+1)2;j($i—l) (4.14)
dQCJ;;:i) ~ J(@it1) = 2£(52z‘) + f(zia1) (4.15)

12



4.1. Metoda siti

B 4.1.4 Numericka sit

V nasem piipadé mame numerickou sit se dvéma proménnymi o a £. Délka kroku v podélném
sméru Ao je dana vztahem

Ag = Zmaz (4.16)

]ma,a:

a pro délku kroku v priéném sméru plati

Ag = [mae (4.17)

imax
Dilezitym parametrem je R, pro néjz plati

R= 2;2 (4.18)

Kazdy bod sité je dan souradnicemi (&;,0;), kde & = i- A€ a 0; = j - Ao. Hodnoty
koeficientti g, a hy, v kazdém bodé sité mtzeme napsat jako g}, ; a hj, ;. Na zacitku jsou
hodnoty gfm a hfm- nulové az na o = 0, zde koeficienty odpovidaji hodnotam podle pocatecniho

pri¢ného rozlozeni napt. Gaussovo ¢i Fermiho.

A
J
e o
3 feeeees T .
e s T S o
A L E
I e S S
ot a
0 1 2 3 4 imax

Obrazek 4.1: Numericks sit

13



4. Numerické reseni

Fermiho rozdéleni
Gaussovo rozdéleni |

w[]

Obrazek 4.2: Priklad Gaussova a Fermiho rozdéleni

B 2.2 Prevod na diferenéni vztahy

Nyni uz umime prevést diferencidlni rovnice na diferencéni. Ve sméru sifeni budeme vzdy
pouzivat aproximaci prvniho rfadu presnosti, ve sméru kolmém zase druhého radu presnosti.
Nésledujici vztahy vzdy uvedeme jen pro koeficient g,, pro h, by to samoziejmé bylo
analogické.

Ve smeéru siteni tedy plati

- .
Bgn T —
e v (4.19)
Ve sméru kolmém na smér Siteni
- -
Ign ggrjz—‘ﬂ - 91];2—1
A pro druhou derivaci v kolmém sméru
j+1 j+1 j+1
gn Gt — 2005 +9niq 491
852 - A§2 ( . )

Vztahy (4.19), (4.20)), (4.21) a obdobné vyjadfeni pro h, nyni musime dosadit do rovnic
(3.37) a (3.38). Jesté pred dosazenim si rozepiSeme diferenéni vztah pro difrakéni ¢len

10h, 8%h, 1 AL\ i 41 ALY i
€ o + o~ Ae ((1 - 2@) hyimq — 2Ry + {1+ % P (4.22)
19g, | 0%gn _ 1 ALY in j+1 ALY in
RN (<l_ o R N Tl R (4.23)
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4.3. Osova symetrie a okrajové podminky

Pro zjednoduSeni ve vypoctu jesté upravime rovnice (4.22) a (4.23) tak, aby proménn4 jiz
nebyla pricné vzdalenost &, ale hodnota i, pro kterou plati jiz zminény vztah & =i - Aé.

10h, 0%h, 1 1\ » 1\
e ((1 - 21) BIEL, —onitt ¢ (1 + 22) hg;il> (4.24)

1 dgn, 32% 1 1 j j 1 ]
ot t o ~ae (o) et it (g )alih) e

Nyni uz muzeme dosadit diferencni vztahy do rovnic (3.37) a (3.38). Pro piehlednost pouzijeme
pomocné koeficienty aq, as, ag.

i = T 2 j+1 a3 LY+ 1 LY 41

T = —ain g,mi + W&Q 1-— Z hn,i—l — thﬂ -+ 1 -+ Z hn,i+1 + QQnGn
(4.26)

RITL bl . a 1 . . 1 .

% = —an hfm- — N <1 — 21,) 91]1,1'*1 — 29272- + (1 + 2@) gfmﬂ + asnH,y,
(4.27)

B 43 o0sova symetrie a okrajové podminky

U obycejnych ¢i parcialnich diferencidlnich rovnic se setkdvame s okrajovymi podminkami.
Zv1ast u numerickych vypoctl, u kterych je oblast vypoctu vidy omezena. Numerické i
analytické feSeni musi spliiovat jak pocatecni, tak okrajové podminky. Okrajové podminky
jsou omezeni, kterd udavaji hodnotu funkce v krajnich bodech nezavislé proménné v rovnici.
Pocéatecni podminky jsou dény pricnym rozlozenim akustické rychlosti na zdroji.

Nase vypocty probihaji pro volny prostor. Numerickou sit je mozno zvolit tak, ze obsahuje
pouze polovinu oblasti, tzn. £ €< 0, &nee >. Tim snizime pocet bodu sité na polovinu. Pro
nasi oblast vypoctu ale musime zavést okrajové podminky, které zajisti symetrii feseni. Na
nasledujicim obréazku je tato oblast zaznaCena modre.
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4. Numerické reseni

J Oblast vypoétu

gil,imax =0

W

n,imax

=0

-imax ... -2 -1 0 1 2 ... imax i

Obrazek 4.3: Oblast vypoctu a okrajové podminky

7 obréazku lze vycist, jaké okrajové podminky budeme uvazovat.

Prvni okrajova podminka vychazi z rovnic a (4.27). Z téchto rovnic vidime, Ze pro
pricnou vzdalenost £ = 0 neboli ¢ = 0 by dochézelo k déleni nulou a navic bychom nemohli
pouzivat index i — 1, jelikoz by byl zaporny. Zde vyuzijeme osové symetrie. Pokud bychom
brali i zdpornou ¢ast i, predpokldddme, ze v misté (&, 0,) a (§—;, ;) je bezrozmérnd akusticka
rychlost w stejna. Tedy tam musi byt stejné i koeficienty g, a h,,.

921,1 = 93;,,—1 (4.28)
hZL,l = hfz,_l (4.29)

Pomoci derivaci to muzeme zapsat jako

—=0 4.30
o€ (4.30)
on
e =0 4.31
o¢ (4.31)
Takze pro i = 0 se rovnice (4.26) a (4.27) upravi a zjednodusi do tvaru
j+1 j
900~ 9n0 +1 93 j+1 i+1
T = g+ = [—2h3 1" + 203 + aanG, (4.32)
hjt)l B hj 0 i a . .
TRe T anhng - nAE [—292,0 + 297 ] + agnH, (4.33)

7 obrazku vyplyva i druhd okrajova podminka, a sice ze na ’bo¢nim’ okraji oblasti predpo-
klddame nulovou bezrozmérnou akustickou rychlost, tedy nulové budou i koeficienty g, a
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4.4. Konecny tvar diferencnich rovnic

hy. Tato podminka plati jen v okamziku, kdy je vypocetni oblast natolik Siroka, ze do ni
akusticky svazek nedojde. Proto si musime na volbu Sitky oblasti davat pozor. Nesmi byt
prilis azka’, na druhou stranu je zbytecné ji délat prilis sirokou.

gZL,imax =0 (434)
h?l,imax =0 (435)

Takze pro i = ijmaez — 1 budou koeficienty g7 ;.| a h/, ;| nulové. Tim miZeme piepsat rovnice

(4.26)) a (4.27) pro okrajovou podminku i = 4,4, — 1 takhle

90— In +1 as | 1Y, j+1 j+1
WTUW = —am?gf;g + WAL (1 — 21) hfj;_l - th:; + aonG,, (4.36)
h]-‘rl _ h] ) 4 “ - 1 ' '
) ) 2 +1 3 —+1 +1
MTUM = —an him- T A <1 — 2z) gfm;l - 29;72. + asnH,, (4.37)

Proi=1,2,...,4maez — 2 se rovnice (4.26) a (4.27) neméni.

. 4.4 Konecny tvar diferencnich rovnic

Vyse uvedené rovnice jesté upravime a prepiseme do prehlednéjsiho tvaru pro vsechny 3
pripady, tzn. t = 0,71 = 1,2, ..., %maz — 2 & Pro & = tymae — 1.
Pro i = 0 dostavame

. : R : :

(1 + a1A0n2> gf;l =g+ e {—2h£$1 + thjﬁl} + asAonG, (4.38)
(1+aA Q)hj“—hj B P AonH, 4.39
1Aon” ) hy, ;" = by, ; G Gno T 29,71 | +a2lonHy (4.39)

Pro neokrajovou podminku neboli pro i = 1,2, ..., tjmee — 2 mame

. , R 1 . . 1 .
(4.40)
Aon2) Wit — i R LY s j+1 LY i Aon
(1 +ai1Aon ) b =l — e 1- 5 ) i1~ 29, +(1+ 257 ) Init1 + agAonHy,
(4.41)
Pro posledni podminku ¢ = 4,0, — 1
2\ G+l _ R LY+ 1]
(1 + a1Aon ) Gni =9nit yvel 1-— % b1 — 2k | + asAonG,y, (4.42)
2\ it i LY 1 1]
(1+amaon?) hif =ni, — i | (1= 5 ) gt =205 | + a2 donH, (4.43)




4. Numerické reseni

. 4.5 Soustava rovnic v maticové formeé

Findlni tvar diferenéni rovnic lze prevést do zjednoduseného obecného tvaru

. . R , .

Dngn’ ™ =gl + mAhnJ+1 + asAonGy’ (4.44)

Dyh,/ = hy/ RA g+l AonH, 4.45
niln — n" — m Zn + agAonHy ( . )

Matice Dy, je ¢tvercova diagondlni matice rozméru [imaz, imaz], Da jejiz diagonéle se nachédzi
koeficienty d,, = 1 + a1 Aon?. Dale matice A je tridiagonalni ¢tvercovd matice o velikosti
[imazs imaz), Kterd udava koeficienty u difrakéniho ¢lenu. Jeji tvar je

-2 2 0 0 0
1 3
3 2 5 0
3 5
0 3 -2 3
A= 0 0 % -9 (4.46)
1
—2 1+ 2(imaz—1)
1
0 1-— ST -2
Dale jsou v rovnici vektory gn’ a hy’, které reprezentuji
91]1,0 hgz,o
J J
4 g . h
gnj = 7?71 ) hn] = 7‘171 (4'47)
_ggz,imazfl_ i i,imazfl_
Jako vektor zde vystupuji i konvolucni soucty
[ [
sz,o H%,O
J+1 J+1
Gpit! = Cn. : H,/t! = Hni (4.48)
j+1 j+1
Gil,z'mazq_ _Hi,imazfl_

Problém pfi vypoctu by nastal, pokud bychom chtéli zjistit konvolu¢ni soucty pro nasledujici
krok. Respektive by se velmi Spatné vyjadirovala hodnota koefiecienttt v pristim kroku gfljgl a

hﬁ:;l a rovnice (4.44) a (4.45) by nesly kvuli konvoluénimu souc¢tu (nelinearita) prevést na
soustavu linedrnich rovnic.
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4.6. Reseni soustavy linedrnich rovnic

Vzhledem k tomu, Ze zmény koefiecienta g, a h, zpusobené nelinedrnimi ¢leny jsou ve
srovnani se zménami zpusobenych difrakénimi ¢leny malé, mtzeme pouzit koefiecienty z
predchozi vrsty [5]. Linearizace v tomto pfipadé spociva v pouziti konvoluéniho souctu pro
predchozi vrstu a ne pro tu néasledujici. Tedy Gp/*' ~ G,/ a H/T! ~ Hy /.

B 46 Regeni soustavy linearnich rovnic

B 4.6.1 P¥{ima metoda

Z rovnice (4.44) vyjadifme g/*1 a dosadime do rovnice (4.45) a nasledné provedeme nasledujici
apravy.

. R R ) . : . .
Dngn/ ™t — —AD, ! lAgnJ'H +h,? + azAJanJ] =h,’ + asAonH,’

4AnG 4nG
(4.49)
R? : R ) ) . ,
D,+———AD, 'A| g,/ = —AD, ! (h,’ AonH,7) = g’/ A o
+16n2G2 ]g G ( + asAon ) gn’ + asAonG
(4.50)

Po mensi apravé dostavame konec¢ny tvar pro koeficienty na dalsi vrstvé

. 2 -1 , . . ,
g/t = [Dn + RAQ] l I A (th + agAaanJ) +gn + agAanan]

16d,,n2G? 4d,nG
(4.51)
jor_L|_ B TSRy j
h, y e Ag, " + hy! + asAonHy, (4.52)

B 4.6.2 Jacobiho itera¢ni metoda

Pfimé metoda se v numerickych vypoctech témér nepouziva. Nachdazi totiz presné feseni v
koneéném poctu kroki (napf. Gaussova eliminace). Jelikoz v pocitaci dochazi v kazdém kroku
k zaokrouhlovacim chybam, je numerické feseni odlisné od toho analytického (presného). Pii
reSeni soustavy linedrnich rovnic Ax = b muze byt matice A prilis velkd a zaroven velmi
'Tidka’, takze hledani feseni pifimymi metodami muze byt nevyhodné a nepraktické. Prave
kvuli tomuto je hledani reseni itera¢nimi metodami dobrou alternativou k pifimym metodam.

V nasem pripadé pouzijeme pro vypocet koeficientti na dalsi vrstvé Jakobiho iteracni
metodu. Ta obecné spociva v rozdéleni matice A na diagonalni matici D a antidiagonalni
matici N, pro néz plati

A=D+N (4.53)
Jacobiho metodu lze pak zapsat jako

Dx"™ + Nx* = b (4.54)
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4. Numerické reseni

a tudiz

xk+1 = p-1 [—Nx’“ + b]

Pro nas ptipad si rovnice (4.44) a (4.45)) napiseme do tvaru Ax = b, kde

gnj+1

hnj+1

R
A D, —7cA
R
I MA Dn
< — gn’ L Xk
h,’
b g"n + asAonGy’
hJ;I + asAonH,’
Nyni si nasi matici A rozdélime na matice
D D, O
0 D,
[ R
R
L MA. 0
Podle Jacobiho metody dostavame
D, O g/t 0 =A gn’
. + .
0 D, h, ! A 0 hy?
gnl ! 110 0 LA || g
h/t' | dn| o 1 2A o0 hy,’/
gnj+1 1 I 0 %Ahnj + g]n + CLQAO'TLan
hyit! dn | 0 T || —f£& Agad + bl + asAonH,’

Finalni tvar pro go/t! a hy/*!, ktery je pfimo pouzit v hlavnim cyklu programu, je

g 1
il

8 d, |4nG

. 1 R . . .
hy/ ™ = — |—— Agn’ + hy! + +a2AonH,’

dp, AnG

20

g‘]n + asAonGy’
hj;l + asAonH,’

B A g+ +a2AanGnJ’]

g’n + asAonGy?
hj;l + asAonH,’

|

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)



4.6. Reseni soustavy linedrnich rovnic

B Ovefeni konvergence iteraci

Vztah (4.55) se dé zjednodusSené napsat jako
xFl = CxF + ¢ (4.66)

kde C se nazyva itera¢ni matice. Aby metoda konvergovala, musi platit, Ze norma matice je
mensi nez 1, neboli

[Cllee < 1 (4.67)
V nasem pripadé byla C rovna
C=-D'N (4.68)
1|10 0 A
C= - - AnG (4.69)
n| 0 I —1cA 0
0 TS A
C— . 4d,nG (470)
_4dnnGA 0
Pro normu matice C plati
R R
Clleo = ——— Ao, ————||A |0 4.71
|Clloe = max <4 el el LY ) (471)

Nejhorsi pifpad pro podminku (4.67) je pro n = 1. Clen d,, bude jen lehce vétsi nez 1, takze
ho muzeme zaokrouhlit na 1 (tim bereme jesté horsi pripad). Norma ||A||« je rovna

max (‘31’7'-'7‘ai|a"-7’aimax‘) (472)
kde |a;| vyjadiuje
’ai| = ‘ai,ﬂ + ...+ |ai,imax’ (473)

Miuzeme se presvédcit, ze |aj| = 4 pro vSechna i az na i = i, (zde je priblizné rovno 3),
nebot

lai| =|—-2| +|2| =4 (4.74)
(4.75)
jay ’1 1‘+| 2|+‘1+1’ 4 (4.76)
a;| =1 — — — == .
21 21
Pro nejhorsi piipad tedy plati
Ao
R Nz
—Allpe < ————— -4 <1 4.77
T Al < 77 4 (4.77)
Ao
4.78
A.§2<G (4.78)

Vztah (4.78) je podminkou pro konvergenci iterace soustavy linedrni rovnic (4.64) a (4.65).
Pro vsechny nase vypocty bude tato podminka s prehledem dodrzena.
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Kapitola b

Autodemodulace

B 51 Princip autodemodulace

Termin autodemodulace zavedl H. O. Berktay v 60. letech a nasledné byl princip experimentalné
prokazan v roce 1970 M. B. Moffettem. Jednd se o princip, kdy z vysokofrekvenéniho
pulsniho svazku vzikne v urcité vzdalenosti nizkofrekvencni signdl. K tomuto jevu dochazi
diky nelinedrnim interakcim mezi ultrazvukovou vlnou a modula¢nim signilem. Aby byl
demodulovany audiosignal dostatecné kvalitni, je nutné, aby nosnéd vlna byla slabd. Tim
zajistime, Ze k nelinedrnim interakcim bude dochézet jen v blizkém poli zdroje.

Jak uz bylo zminéno, jednou z aplikaci je autodemodulace ultrazvukového svazku na
audiosignal, kterého vyuzivaji tzv. audioreflektory. Komeréni produkty miizeme nalézt v
mnoha muzeich, galeriich, ale i na prazské poboéce Ceské posty.

Obréazek 5.1: Audioreflektory v galerii [6] (na sténé nad fotografiemi)

Aby po autodemodulaci vznikal co nejméné zkresleny audiosignal, je nutné zvolit vhodny
typ modulace a spravné budit zdroj ultrazvukového svazku.
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5. Autodemodulace

B 5.2 Modulace signalu

Pro pfenos audiosignalu je dobré pouzit amplitudovou modulaci, kde audiosignél superponu-
jeme na nosnou vinu. Pokud bychom méli audiosignal dany jako

b(t) = Apsin(wpt) (5.1)
a nosnou funkci danou vztahem
c(t) = Acsin(wet) (5.2)
pak muZeme psat pro modulovanou vinu
f(t) = A, <1 + % sin(wbt)> sin(w.t) (5.3)

Podil Ay/A. se nazyva hloubka modulace a znaéi se m.
V praxi bychom chtéli zdroj zvuku, ktery bude vytvafet vychylku

£(t) = E(t) sin(wot) (5.4)

kde E(t) je funkce, kterd nese informaci o prendseném audiosignalu (viz vztah (5.3)) a wg je
nosny kmitocet. Funkci F(t) se také fikd obalka.
P1i pouziti obycejné amplitudové modulace

E=1+mg(t) (5.5)

kde g(t) je prenaseny audiosignal, by dochazelo k velkému zkresleni, jak bylo ukdzéno napt.
zde [7]. Proto se misto toho vyuziva tzv. SRAM (square-root amplitude modulation), kdy se

prava strana (5.5) odmocni.
E =4/14mg(t) (5.6)

1.5

1
_057 /\/\
1 1 1
1 2

t [ms]

o
(9]

Vychylka [-]

o

1 kHz sinus vina
Obélka SRAM

3 4 5

Obrézek 5.2: Srovnéni obycejné 1 kHz sinus viny a obalky SRAM pro 1 kHz sinus
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5.3. Buzeni zdroje

B 5.3 Buzeni zdroje

Nasim cilem je, aby po autodemodulaci vznikl jednoduchy audiosignél g(t) o zakladni frekvenci
(2, popripadé jesté dalsi vyssi harmonické (2€, 3€2, ...), ktery je slozen z funkei sinus a kosinus
o téchto frekvencich.

Bereme-li v ivahu SRAM a nas audiosignal ¢(t), je nutné, aby nas zdroj vytvarel vychylku

F(£) = /1 + mg(t) sin(wot) (5.7)

Tuto funkci Ize také napsat pomoci Fourierovy rady s omezenym poc¢tem budicich harmonickych
n2
ft) = Z ay, cos(ndt) + by, sin(nfdt) (5.8)
n=ni

kde ni je spodni a no horni budici frekvence.
Pro Fourierovy koeficienty a,, a b, plati [§]

an = 2/00 \/ 1+ mg(t) cos(nQt) sin(wot)dt (5.9)
b = 2/05 \/ 1+ mg(t) sin(nft) sin(wot)dt (5.10)

Tyhle integraly jdou spocitat i analyticky, napf. v [9] je ukdzdno Feseni téchto integrélu
komplikovanéjsi. Proto budeme tyto integraly pocitat pomoci numerické integrace, konkrétné
metody obdélnika. Pri dostatetném mnozstvi kroka vychazi koeficienty a, a b, velmi presné.

/

Obrazek 5.3: Numerickd integrace - metoda obdélniki [10]
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5. Autodemodulace

Jako pokus vyzkousime budit zdroj tak, aby po autodemodulaci vznikl signal g(t) = sin(¢).
Nejprve to zkusime pomoci 3 harmonickych (symetrické okolo nosné frekvence), poté pomoci
21 harmonickych. Hloubka modulace je m = 1.

15 120
100
80 |
a0+
201
Casovy pribéh vychlky zdroje
Obalka pro 1 kHz sinus
15 ‘ w | 0
- -05 0 05 1 0 20 40 60 80 100
t [ms] frekvence [kHz]
Obrézek 5.4: Casovy priibéh w a obélka Obrazek 5.5: Odpovidajici frekvenéni
g(t) pro n; = 40, ny = 60. spektrum pro nq = 40, ny = 60.
120
‘ 100
‘ l g0l
S 60r
i V V ‘ ‘ v [ -
\ , a0
‘ 20
‘ Casovy pribéh vychlky zdroje
| | Obalka pro 1 kHz sinus
15 LU T ‘ 0 : : :
. 05 0 05 1 0 20 40 60 80 100
t [ms] frekvence [kHz]
Obrézek 5.6: Casovy priibéh w a obélka Obrazek 5.7: Odpovidajici frekvenéni
g(t) pro ny =49, ny = 51. spektrum pro n; =49, no = 51.

Z obrézku (5.6 je patrné, ze pii pouziti 3 budicich harmonickych je signal zna¢né zkreslen
a nepresné kopiruje obalku. Na druhou stranu jiz pii pouziti 21 budicich harmonickych signal
kopiruje obéalku s velkou presnosti, jak lze vidét na obrazku (5.4).
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Kapitola 0
Vysledky

B 6.1 Formovani razu v blizkém poli

Jako prvni si ovérime korektnost algoritmu na vypocet numerického feseni KZK rovnice. Tedy
nejednd se jesté o modelovani audioreflektoru.

Ptiblizna hranice mezi blizkym a vzdalenym polem se nazyvd Rayleightiv polomér rg. Nas
bezrozmérny tvar KZK rovnice je normalizovany pravé Rayleighovym polomérem, takze
pokud vypocet probihd do vzdalenosti o = 1, probihd do vzdalenosti r(.

Dalsim dulezitym parametrem je vzdalenost formovani rdzu ly. V této vzdalenosti dojde k
vybuzeni vSech harmonickych a prubéh by mél byt tzv. 'pilovity’ (sawtooth). Proto se této
vzdalenosti 1ika vzdalenost formovani razu.

V nasem programu se vSechny parametry dopocitavaji ze 3 zadanych parametri vy,,a, f.
Déle se da zvolit prostredi, ve kterém vypocet probiha - vzduch/voda.

B 6.1.1 Zdroj zvuku s Gaussovym rozdélenim akustické rychlosti

V prvnim vypoctu zvolime jako prostiedi vodu, v, = 0.5 m/s, a = 0.04 m, f = 500 kHz.
Nastavime fokusac¢ni ¢initel G = 10. Rayleightiv polomér ry a vzdalenost formovani razu Iy
jsou dopocitany jako

ro=168m l;=042m (6.1)

To znaci, ze k rdzu by mélo dojit jésté pred dosazenim Rayleighova poloméru, tedy miizeme
nastavit vypocet do vzdalenosti ¢ = 1. V pricném sméru nechdme vypocet jit do &pner = 5.
Pocet harmonickych je M = 50. Déle nastavime pocet krokt v ose sifeni na jpe. = 4200,
pocet krokti v kolmém sméru na 4,4, = 150. Podminka pro numerickou sit je splnéna,
nebot R = 0.09 < G = 10. Vlna je buzena zdrojem signilu pouze na jedné frekvenci (a sice
prvni harmonické). Pfi¢né rozlozeni akustické rychlosti je pro o = 0 popsdno pomoci Gaussova
rozdéleni. Navic vyuzijeme soumérnosti sité okolo £ = 0 a budeme tedy pocitat jen pro kladné

€.

we L (R (6.2)

Um

kde k zvolime k = 0.5.
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6. Vysledky

Obrazek 6.1: Prubéh formovani razu

Na obrazku jde vidét, jak ze sinusovky postupné vlna prejde v pilovity prubéh - nastal raz.
Tlusta ¢ara je priubéh ve vzdélenosti rg, ale vidime, Ze raz nastal uz diiv. Poté uz misto
nelinearniho jevu prevladal disipativni jev.

Na obréazcich nize je zobrazen prubéh bezrozmérné akustické rychlosti v zavislosti na podélné
vzdalenosti o pron =1 a pron = 3.

0.2

0.16 |- 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o] o]

Obrézek 6.2: Podélny pribéh pro prvni Obrazek 6.3: Podélny pribéh pro tieti
harmonickou. harmonickou.

Z grafu vidime, ze zatimco u budici prvni harmonické se amplituda postupné snizuje, u
vyssich harmonickych (na obrazku napf. teti) se zvysuje.
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6.1. Formovani razu v blizkém poli

Nakonec zkoumame utlum a difrakci prvni harmonické ve sméru siteni. Kazdych 50 bodua
ve smeéru sireni je vykresleno pri¢né rozdéleni rychlosti pro prvni harmonickou.

7e oblast je natolik Siroka, aby se vlna nerozsitila do kraji. To by odporovalo nasim okrajovym
podminkam a zpusobilo nestabilitu.

B 6.1.2 Zdroj zvuku s Fermiho rozdélenim akustické rychlosti

V druhém vypocétu opét zvolime jako prostiedi vodu, v, = 0.15 m/s, polomér zdroje a =
0.024 m, f = 1 MHz. Fokusac¢ni ¢initel je G = 10. Rayleightiv polomér ry a vzdéalenost
formovani réazu l; jsou dopocitany jako

ro=120m  I;=0.68m (6.3)

Opét tedy ocekavame, ze se raz vytvori uz v blizkém poli. Nastavime jq. = 4200, 762 = 300.
Podminka pro numerickou sit je splnéna, nebot R = 1.27 < G = 10. Budeme opét
budit pouze prvni harmonickou.

V praxi se spis$ nez s Gaussovym rozdélenim setkdvame s Fermiho rozdélenim, jelikoz 1épe
modeluje redlné pisty. Rika se mu také pistové rozdéleni. Proto popiSeme pii¢né rozlozeni
akustické rychlosti pro ¢ = 0 pomoci Fermiho rozdéleni.

v 1

U o T 1+ ek

(6.4)

kde k& = 50. Takto velkd hodnota ndm zajisti, Ze oproti obrézku (4.1) bude 'pad’ funkce
strméjsi a bude tedy 1épe aproximovat redlny pist.

29



6. Vysledky
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0.4 1 05
03} ] ol
02 1 05
01] L |
A F
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€ -8 6 -4 2 0 2 4 6 8

Obrézek 6.5: Poc¢atecni (Fermiho) roz-

“ o y Obrazek 6.6: Pribéh formovani razu.
déleni pro pripad buzeni pistem.

Z obrazku vidime, ze opét nastal raz (pilovity prubéh). Lze si ale pov§imnout, ze Cerveny
prubéh obsahuje dva mensi rdzy. Tento zajimavy jev je popsan a vysvétlen zde [11]. Dochézi
také k vétsi akustické rychlosti nez u Gaussova rozdéleni.

Na obréazcich nize je zobrazen prubéh bezrozmérné akustické rychlosti v zavislosti na podélné
vzdalenosti ¢ pron =1 a pron = 2.

0.6

05 3

0.4 1

02 ]

0.1 ]

ol ' ' ol
Obrazek 6.7: Podélny pribéh pro prvni Obrazek 6.8: Podélny prubéh pro dru-

harmonickou (n = 1) hou harmonickou (n = 2)

Z prubéhu (6.7) a vidime, ze dochézi u vSech harmonickych (na obrazcich pouze dvé)
k oscilaci. Tyto oscilace v blizkém poli jsou pfi¢inou difrakce [12]. Ve vzdalenosti o ~ lg ~ 0.5,
nastava vybuzeni vSech harmonickych.
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6.2. Model audioreflektoru

Na poslednim obrazku vidime priéné rozlozeni akustické rychlosti pro prvni harmonickou v
riznych vzdalenostech ve sméru sifeni. Ve vzdalenosti ¢ = z = 0 vidime pistové rozdéleni, ve
vétsich vzdalenostech pak nastava difrakce a pricné rozlozeni je vice rozkmitané.

4 5 0 z [m]

Obrazek 6.9: Pri¢né rozdéleni ak. rychlosti v riznych vzdéalenostech.

. 6.2 Model audioreflektoru

V predchozi kapitole jsme otestovali algoritmus pro vypocet KZK rovnice pro rizné pocatecni
podminky. Nyni se pokusime vytvorit model audioreflektoru. Rozdil oproti predchozi pod-
kapitole bude v tom, ze pouzijeme pouze ultrazvukové frekvence k tomu, abychom vytvorili
ultrazvukovy signdl zabaleny do obalky audiosignalu. K tomu pouzijeme modulaci podle sekce
. Ocekavame, ze se v urcité vzdalenosti zacnou tvorit nizsi harmonické, které nakonec v
audiooblasti vytvori slysitelny signdl. Naptiklad na obrézcich a je ukdzano buzeni
pomoci 21 harmonickych, resp. n; = 40 a ny = 60. V idedlnim pripadé by se tyto frekvence
mély postupné tlumit, az by misto priabéhu zbyla jen obélka.

B 6.2.1 Zdroj zvuku s Gaussovym rozdélenim akustické rychlosti

Uvazujeme zdroj, ktery bude mit piiéné rozdéleni v o = 0 popsédno pomoci vztahu (6.2).
Oproti predchozi kapitole vsak toto rozdéleni nebude pro prvni harmonickou, ale pro vsechny
budici frekvence od n; az ny. Hodnota v,, uz nebude rovna 1, ale bude odpovidat amplitudé,
kterou spocitdme pomoci Fourierovych koeficientu a,, a b, jako v, = v/a2 + b2.

Budeme vysilat signal, ktery po autodemodulaci vytvori audiosigndl g(t) = cos(£2t) o
frekvenci F' = 1 kHz (2 = 27F'). K tomu pouzijeme nosnou ultrazvukovou frekvenci f, = 70
kHz (w = 27 f,). Budeme budit na frekvencich 40 az 100 kHz, tedy n; = 40 a ng = 100, coz je
symetrické okolo nosné frekvence fy. Dalsi parametry zvolime jako v,, = 0.03 m/s, a = 0.3 m,
fokusacni ¢initel G = 100 a hloubka modulace m = 1. Rayleightiv polomér je roven ro = 0.819
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6. Vysledky

m. Vypocet bude probihat pro jmqez = 6000, ijmae: = 200, M = 140. Podminka (4.78) je tedy
splnéna, protoze R = 2.37 < G = 100.

Casovy prubéh bezrozmérné akustické rychlosti a frekvenc¢ni spektrum ve vzdalenosti o = 0
jsou na obrazku nize.

300
L
05
7 o
-05
Ak
-1.5 !
8 6 -4 2 0 2 4 6 8 0 20 40 60 80 100 120 140
7 [ frekvence [kHz]
Obrazek 6.10: Pribéh w ve vzdélenosti Obrazek 6.11: Odpovidajici frekvencni
z =0 m pro n; =40 a no, = 100. spektrum pro n, = 40 a ngy = 100.

Po ubéhnuti vypoctu se podivime na prubéh prvni harmonické v priéném i podélném
sméru. V podélném sméru sledujeme postupny narist amplitudy fundamentélni harmonické
az k maximu, odkud zacne postupné klesat. V pricném sméru vykreslujeme rozlozeni rychlosti
kazdych 150 krokti ve sméru siteni. Sledujeme postupnou difrakci, kterd je ovSem oproti
difrakci normalniho zvukového svazku velmi malé.

x10°
2 x107
2 -
‘\
\
\
15
\
|
= L
= 7
|
I
05 ||
\
‘x
0 - = 100
o | | | | | 0 50
0 20 40 60 80 100 120 0
o[l ¢l z[m]
Obréazek 6.12: Podélny pribéh akustické Obrazek 6.13: Pricné prubéhy akustické
rychlosti prvni harmonické. rychlosti pro prvni harmonickou.
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6.2. Model audioreflektoru

Vypocet probiha do cca 100 metra. V nasledujicth grafech budou vzdy uvedeny pripady
proz=30m, 2 =60m a z =90 m.

20 40 60 80 100
frekvence [kHz]

Obrézek 6.14: Frek. spektrum ve vzdale-
nosti z = 30 m pro n; = 40 a ne = 100.

20 40 60 80 100
frekvence [kHz]

Obrézek 6.16: Frek. spektrum ve vzdale-
nosti z = 60 m pro ny = 40 a ne = 100.
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Obrazek 6.15: Prubéh w ve vzdalenosti

z =30 m pro n; = 40 a ny = 100.

%108

[

Obrézek 6.17: Prabéh w ve vzdalenosti
z =60 m pro n1 = 40 a ny = 100.
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6. Vysledky
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Obrézek 6.18: Frek. spektrum ve vzdale- Obrézek 6.19: Prubéh w ve vzdélenosti
nosti z = 90 m pro nq = 40 a ny = 100. z =90 m pro n; = 40 a ny = 100.

7 frekvenc¢nich spekter vidime, ze vznikla pozadovana frekvence F' = 1 kHz s intenzitou cca
40 az 50 dB. V audiooblasti navic vznikla nechténd druha harmonickd, tedy 2F = 2 kHz. Tato
ma ovSem velmi malou intenzitu, takze vysledny audiosignal ovlivni jen malo. V audiooblasti
jiz zadné jiné frekvence nevznikaji. V ultrazvukové oblasti pak vidime, ze vznikaji frekvence
okolo 30 kHz, které ovSsem maji malou intenzitu. Pozorujeme taktéz velky utlum vyssich
frekvenci, coz odpovida tomu, ze Gtlum je imérny kvadratu kmitoc¢tu. Kdybychom pocitali do
vétsi vzdalenosti, nosné frekvence by se nejspis zatlumily tplné a zustaly by pouze zminéné
frekvence F a 2F.
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6.2. Model audioreflektoru

Déle demonstrujeme smérovost tohoto svazku a také hladinu akustické intenzity v oblasti
vypoctu.

1100 120 1100

100
180 1 80
80

60 1 60

L, [dB]

40 40

20 20

50

0

6 4 2 0 2 4 6 z[m] 0 s r [m
r[m]
Obrézek 6.20: Hladina akustické inten- Obrézek 6.21: Hladina akustické inten-
zity v oblasti vypoctu. zity zobrazena ve 3D.

Pokud bychom vykreslili pouze slysitelnou ¢ést, tedy nebrali v iivahu frekvence > 20 kHz,
dostaneme propagaci audiosignalu oblasti vypoctu.

145
140
135

130

25

6 4 2 0 2 4 6 z[m] 0o 5 # ‘ [m]
r[m]
Obrazek 6.22: Hladina akustické inten- Obrazek 6.23: Hladina akustické inten-
zity v audiooblasti. zity v audiooblasti zobrazena ve 3D.

Z obrazku vidime, Ze ultrazvukova vlna je velmi smérova a do stran se témér nesSiri.
Demodulovany audiosignal jiz tak smérovy neni, ale v porovnanim s konvenc¢nimi reproduktory
je porad velmi fokusovany.
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6. Vysledky

B 6.2.2 Zdroj zvuku s Fermiho rozdélenim akustické rychlosti

Redlnéjsi pripad je jiz zminény pist. Poc¢atecni rozdéleni akustické rychlosti na zdroji bude
odpovidat Fermiho rozdéleni ze vztahu . Vysildme stejny signal g = cos(2t), kde Q = 27 F
a I =1 kHz. Nosnou frekvenci opét zvolime fy = 70 kHz. Budici frekvence jsou 50 az 90 kHz.
Pisty vétSinou maji jen nékolik centimetri, takze zvolime polomér a = 10 cm, v = 0.02 m/s,
fokusac¢ni ¢initel G = 100 a hloubka modulace m = 1. Rayleightiv polomér je ro = 0.0919 m.
Pocet krokii ve sméru Sireni je jinqe = 12000, v kolmém smeéru 4,4, = 300, pocet harmonickych
M = 140. Podminka (4.78) je splnéna, nebot R = 4.91 < G = 100.

Pri¢ny a podélny pribéh prvni harmonické jsou na obrazcich nize. U pri¢ného prubéhu
vykreslujeme pticné rozdéleni kazdych 150 bodt ve sméru siteni.

x10°
%1078
2 -
il
B
05|
A
0. A\ — 60
0 - : 40
‘ ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ 15 20
0 100 200 300 40[01 500 600 700 800 u 20 5 0 2[m]
Obrézek 6.26: Podélny prubéh akustické Obrézek 6.27: Pricné prubéhy akustické
rychlosti prvni harmonické. rychlosti pro prvni harmonickou.
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6.2. Model audioreflektoru

Vypocet probihd do cca 72 metri. Budeme sledovat pribéh akustické rychlosti a frekvencéni

o

20 40 60 80 100
frekvence [kHz]

Obrazek 6.28: Frek. spektrum ve vzda-
lenosti z = 20 m pro nq; = 50 a ny = 90.
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frekvence [kHz]

Obrézek 6.30: Frek. spektrum ve vzda-
lenosti z = 45 m pro ny = 50 a ny = 90.
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Obrézek 6.29: Prubéh w ve vzdélenosti
z =20 m pro n; = 50 a ny = 90.
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Obréazek 6.31: Prubéh w ve vzdalenosti
z =45 m pro n; = 50 a ny = 90.
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6. Vysledky
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Obréazek 6.32: Frek. spektrum ve vzda- Obrézek 6.33: Prubéh w ve vzdélenosti
lenosti z = 70 m pro ny = 50 a ny = 90. z="70 m pro n; = 50 a ny = 90.

Lze pozorovat, ze ve frekvencnich spektrech je vice zatlumend nezadouci druhd harmonicka.
Na druhou stranu vznikaji pomérné silné frekvence okolo rozmezi zvuku a ultrazvuku (15
— 25 kHz). Tyto frekvence pak budou ovliviiovat vysledny demodulovany audiosignél. Napf.
pro z = 70 m vidime, ze nezadouci frekvence okolo 20 kHz maji intenzitu okolo 20 dB, coz

NV

x10

Obrézek 6.34: Ovlivnéni audiosignalu nezddoucimi frekvencemi

Pokud bychom sledovali pribéh akustické rychlosti v mensich vzdalenostech, zkresleni by
bylo mensi, jak je vidét z frekvencénich spekter. Jinak pozorujeme podobnd spektra jako u
Gaussova rozdéleni.

38



6.2. Model audioreflektoru

Hladina intenzity zvuku je opét vykreslena jak ve 2D, tak ve 3D. U pistu lze na rozdil do
Gaussovského zdroje pozorovat jakousi diskretizaci zvukového paprsku, kdy vznikaji tenké
zvukové paprsky a mezi nimi jsou hluchd mista. K tomuto jevu v audiooblasti dochézi u prvni
harmonické, u dalsich jiz nikoliv, jak je uvedeno a ukdzano zde [13].
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Obrézek 6.35: Hladina akustické
intenzity v oblasti vypoctu.

Obrézek 6.36: Hladina akustické inten-
zity ve 3D.

P1i vykresleni pouze slysitelné oblasti dostaneme tyto obrazky.
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Obrazek 6.37: Hladina akustické
intenzity v audiooblasti.
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Obrazek 6.38: Hladina akustické inten-
zity v audiooblasti ve 3D.
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Kapitola 7
Ukladani vypocitanych dat

Numericky vypocet KZK rovnice a modelu audioreflektoru je pomérné naroény a muze trvat
od nékolika minut do par hodin v zdvislosti na poc¢tu krokt, presnosti, poc¢tu harmonickych,
atd. Chceme-li po skonceni vypoctu s vypocitanymi daty pracovat, je nutné si je pribézné
ukladat. Poté se data daji reprezentovat pomoci grafii aj.

Hlavni data, ktera je tfeba ukladat, jsou koeficienty g, (c,&) a hy (0, &) z rovnice (3.1). Diky
nim vlastné ziskdme cely prubéh bezrozmérné akustické rychlosti w(7’, o, §).

Méjme M pocet harmonickych, i,,q, pocet kroki v pri¢ném smeéru a jpq. pocet kroku
v podélném sméru. V kroku j musime spocitat koeficienty g a h pro harmonickou n
a pricny krok i. Tedy v kazdém podélném kroku musime ulozit 2D tabulku o rozmé-
rech [M,imaz] pro g i h. V Matlabu se defaultné uklddaji ¢iselné proménné ve formatu
double-precision floating-point number, ktery ma velikost 64 bitl, neboli 8 bajtt. My budeme
data uklddat stejné, protoze se ukazalo, ze pii single-precision floating-point number dochazi
pomérné k vyraznym ztratam v presnosti. Obecné tedy plati, ze velikost uklddanych dat bude

velikost = 2+ M - jmaz * Timaz - 8B (7.1)

Konkrétné, pokud vezmeme parametry napr. M = 150, jmae = 5000 a 44 = 150,
dostavame velikost dat 1.68 GB. Pro vétsi hodnoty parametri se dostavame k desitkam GB.

Jedna z moznosti ulozeni je vytvorit jmae textovych soubort .txt ¢i jmee "listd" v sou-
boru .csv. Abychom dokézali efektivné vytvorit a organizovat takto velkd data, je zapotrebi
pouzit propracovangjsi souborovy format.

B 7.1 Hierarchical Data Format - HDF5

Tento souborovy format vznikl na konci 80. let v americkém NCSA (National Center for
Supercomputing Applications). Nyni je vyvoj spravovan skupinou The HDF Group [14].

Nynéjsi verze HDF5 ma ve své strukture pouze dva objekty - skupiny a datasety. Pro
indexovani tabulek objektd pouziva HDF5 b-stromy. Vyhodou je podpora n-dimenzionalniho
datasetu a navic kazdy prvek v datasetu mize byt témér jakykoliv objekt, at uz je to JPEG
obrazek ¢i mnohodimenzionalni pole.

HDF5 je podporovan komerénimi i nekomerénimi softwarovymi platformami jako je Java,
Python, Scilab, GNU Octave, Mathematica, IDL, Python, R,...

Uplatnéni HDF5 najdeme od védy pres prumysl az po biomedicinu, finan¢nictvi a kyberne-
tickou bezpecnost.
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7. Ukladani vypocitanych dat

datasets
” =
metadata
- group - group %

/ == % meEata
HDF5 = = ;
\

tadat tadat
metadata metadata e

=
E E metadata

metadata metadata

Obrazek 7.1: Struktura HDF5 [15]

. 7.2 Ukladani dat do HDF5 souboru

Soubory, které jsou ulozené ve formatu HDF5, maji ptiponu .h5. Pokud bychom chtéli data
ukladat do souboru napt. ’example.hb’, musime ho v Matlabu vytvorit prikazem

fcpl = H5P. create ('H5P_FILE CREATE’);
fapl = H5P.create ( "H5P_FILE ACCESS’ );
fid = H5F.create(’example.h5’, "HSF_ACC_TRUNC’ , fcpl , fapl);
To vytvofi novy soubor s danym jménem, popiipadé prepise stary. Pro vytvoreni skupin
pro parametry a koeficienty g a h pouzijeme piikaz H5G.create
Gid = H5G. create (fid ,’G’ ,0);
Hid = H5G. create (fid , ’H’ ,0);
Pid = H5G. create (fid, ’Params’,0);
Nyni mizeme do skupin pridavat datasety. Zde musime védét, jaka data pridavame a jaké
jsou jejich rozméry. Prikazem HS5S.create simple vytvorime misto pro dané rozméry dat. Dale

pak pomoci H5D.create vytvorime/alokujeme misto pro dany typ dat (napr. double nebo int).

Nakonec prikazem H5D.write vepiSeme data na alokované misto. Po kazdém takovém pridani
datasetu musime pouzit funkce H5S.close a H5D.close.

global M imax;
plist = H5P.create ( '"H5P_DATASET CREATE’);
if group_name = ’Params’
space_id = H5S.create_simple(1,1,1);
else
dims = fliplr ([M imax]);
space_id = H5S.create_simple (2, dims, dims);
end
data_id = H5D. create (group_id, name, 'H5T NATIVE DOUBLE’, space_id,
num_ type = 'H5T NATIVE DOUBLE’ ;
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7.3. Cteni dat z HDF5 souboru

H5D. write (data_id, num_type, 'H5S_ALL’, 'H5S_ALL’, ’'H5P_DEFAULT’, data);
H5S. close (space_id);
H5D. close (dataset_id);

Po ukonceni posledniho zapisu datasetu je tfeba pouzit prikaz HS5F.close. Tim dojde k
uzavreni zapisu do souboru.

. 7.3 Cteni dat z HDF5 souboru

Po skonéeni vypoctu a psani do souboru je nutné pro moznost vykresleni nebo jiného zpracovani
zjistit zpatky koeficienty g a h (popripadé i Params) v daném kroku. To se v Matlabu déld
obdobné, jako pri zdpisu do HDF5 souboru.

Méjme opét soubor s nazvem ’example.h’’. Nejdiive tento soubor otevieme piikazem
H5F. open.

filename = ’example.hb’;
fid = H5F.open(filename );

Pokud bychom chtéli zjistit tyto koeficienty napt. v kroku j = jimnmee = 5000, bude absolutni
cesta ke koeficientum ¢ a h jako /G/j5000 a /H/j5000. Vyse uvedené cesty ulozime do
proménnych

g name = strcat(’/G/j’ ,num2str(j max));
h_name = strcat (’/H/j’ ' ,num2str(j_max));

Poté pouzijeme piikaz H5D.open, kterym otevieme dany dataset. Pro ¢teni existuje funkce
H5D.read, kterd nam jiz vrati pozadované koeficienty, které budou mit rozméry [M,imax].

g name = strcat (’/G/j’ ,num2str(j_number));
h_name = strcat (’/H/j’ ,num2str(j_number));
gid = H5D.open(fid ,g name);

hid = H5D.open(fid ,h name);

G = H5D.read (gid);

H = H5D.read (hid );
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Kapitola 8
Zaveér

Cilem préce bylo najit vhodnou rovnici k popisu sifeni akustickych vin kone¢né amplitudy,
vytvorit numerickou metodu pro feseni ve frekvenéni oblasti, toto feseni implementovat v
MATLABu a posléze vytvoreny program pouzit k modelovani ¢innosti audioreflektoru.

V prvni ¢asti byla zvolena modelova rovnice, ktera dobie popisuje viny kone¢né amplitudy
v tekutinach. Byl vysvétlen bezrozmérny tvar KZK rovnice.

V druhé c¢asti bylo ukdzano reseni KZK rovnice ve frekvenc¢ni oblasti. Postupné jsme dospéli
k soustavé diferencidlnich rovnic, které bylo tfeba diskretizovat a vytesit numericky.

Poté jsme hledali numerické reseni této soustavy. Byla fesena metodou siti, kterd byla taktéz
vysvétlena. Diskutovali jsme vSechny okrajové podminky pro nasi numerickou sif. Nésledné
jsme zdiskretizované rovnice prevedli na soustavu linedrnich rovnic a tuto soustavu resili
itera¢ni metodou. Vypocet num. feseni KZK rovnice jsme implementovali v programovém
prostfedi MATLAB. Nakonec jsme ukazali, za jakych podminek iterace konverguji.

V dalsi éasti byl predstaven princip autodemodulace. Pouzili jsme specidlni amplitudovou
modulaci - SRAM. Takto modulovany signal byl vysilan zdrojem pomoci M harmonickych.
Bylo ukazano, Ze pfi malém poc¢tu budicich frekvenci byl vysilany signal prilis zkresleny.

Numerické vysledky byly prezentovany ve formé grafl, kdy jsme nejprve vysilali ultrazvu-
kovou vlnu ve vodé a pozorovali vznik razu v blizkém poli. Toto bylo provedeno jak pro zdroj
s Gaussovym rozdélenim, tak zdroj s Fermiho rozdélenim, ktery 1épe modeluje redlny zdroj
zvuku. U pistu se projevily oscilace, zatimco u Gaussova rozdéleni nikoliv. Déale byl algoritmus
pouzit k demonstraci procesu autodemodulace, jenz je vyuzivan audioreflektorem. Vzdy jsme
prenaseli jednoduchy harmonicky audiosignél o frekvenci 1 kHZ, ktery jsme superponovali na
ultrazvukovou nosnou vlnu, v nasem pripadé 70 kHz. Ukézalo se, ze po audemodulaci ultra-
zvukového svazku v audiooblasti vznikd ndmi prendseny signal. Zaroveén vznikaji i nezddouci
frekvence, které jsou u Gaussova rozlozeni pomérné slabé, u pistového rozlozeni uz silnéjsi. 7
vysledk 1ze vidét, ze po autodemodulaci si audiosignal zachovava smérovost, coz je hlavni cil
audioreflektoru.

Na zavér bylo ukazano, jakym zptsobem byla uklddana vypocitana data. Tento zpiisob
ukladani velkych dat umoznil jejich jednoduchou manipulaci a zpracovani. Pravé z HDF5
soubort byly vykresleny grafy ve vysledcich. Prezentovany algoritmus, ktery resi KZK rovnici
ve frekvencni oblasti, se nazyva Bergen code. Pokud bychom chtéli prenaset komplexnéjsi
signaly, bylo by lepsi pouzit numerické fesSeni v ¢asové oblasti, kterému se iika Texas code
[16]. Pomoci feseni v ¢asové oblasti je na rozdil od frekvenéniho mozné prenaset libovolné
signaly, nikoliv jen periodické. Nase feseni slouzilo pro demonstraci principu autodemodulace
a overeni, ze za urcitych podminek je mozné pouzit tento princip k prenosu audiosignali.
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