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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva planovanim
trajektorie pro autonomni vozidla. Jejim
cilem je seznamit laického Ctenare s Sirsi
problematikou planovani trajektorie pro
neholonomni roboticka vozidla, kterd se
pohybuji v dvoudimenzionalnim prostoru.
Priblizit mu typické reprezentace plano-
vani trajektorie a predstavit pristupy, jez
jsou v praxi bézné vyuzivany.

Prace odkaze na Treseni pomoci Caso-
prostorové mrizky, k jejiz tvorbé jsou vyu-
zity m-spline krivky. K reprezentaci preka-
zek je vyuzivana struktura bitmapy. Tento
pristup umoznuje jednoduchou reprezen-
taci dynamickych prekazek a real-time
vyuziti v praxi.

Vystupem je implementace tohoto pri-
stupu pomoci Python a C kédu a néa-
zorna simulace vzorové situace, ktera overi
funkénost implementace.
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planovani trajektorie, prostorova stavova
mrizka, diskrétni mapova mrizka,
n-spline

autonomni vozidla,
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Abstract

The subject of this thesis is trajectory
planning for autonomous vehicles. An is-
sue of a trajectory planning is theoret-
ically introduced with a focus on two-
dimensional nonholonomic robotic vehi-
cles, including typical representations and
approaches.

The solution to the issue of trajectory
planning is presented, using the spatiotem-
poral state lattices and creating n-spline
spatial trajectories. The obstacle colli-
sion avoidance is implemented through a
bitmap structure. This approach allows
simple representation of dynamic obsta-
cles and computing solution to a particu-
lar problem in a real-time manner.

The outcome of this thesis is an im-
plementation of the described solution
through the Python and C code. A solved
example is attached to prove basic func-
tionality.

Keywords: car-like robot, path
planning, space state lattice, occupancy
grid, n-spline

Title translation: Trajectory planning
for autonomous vehicles
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Kapitola 1

Uvod

Planovani trajektorie je jednim z vyznamnych odvétvi primyslové robotiky,
nebof robot se v realném svété musi pohybovat, aby tspésné plnil zadané
ukoly. Uplatnuje se tak v kazdé ¢innosti, kde jsou roboti vyuzivani, at uz
se jedna o autonomni vozidla, automatizované vyrobni linky, zdsobovani,
¢i slozité medicinské operace. Objektivné se tak jedna o klicovou Cast celé
robotiky a je ihned po hardwarové ¢asti nutnym predpokladem k béznému
vyuziti robota. Ulohu pldnovani trajektorie se pokusime ¢tendfi predstavit
pomoci populdrniho piano mowver’s problem, ktery je jednoduchou instanci
zminéného problému. Cilem ulohy je prestéhovat piano (robota) v patie
(prostiedi) z obyvaciho pokoje (pocdteéniho bodu) do loznice (koncového
bodu) tak, abychom se vyhnuli jakémukoliv stfetu s nabytkem ¢i sténou
(prekdzkami). Pomineme-li vdhu takového piana, slozitost tkolu spociva
v netrividlni geometrii piana a volném prostredi, jez je vytyCeno prekazkami.
Pokud ve formulaci tlohy zédlezi pouze na tom, zda je robot schopen piejit
z pocatecni do koncové konfigurace, 1ze pldnovani trajektorie chéapat jen jako
formu vyhybani se prekazkam. Vysledkem je pak feseni diferencidlnich rovnic
modelu robota, splnujici okrajové podminky. Mnohem castéji vSak zdlezi
i na tom, jak bude vyslednd trajektorie vypadat. Takovouto formulaci lze
modelovat takzvanymi omezenimi. Tato omezeni se zvlast vyuzivaji v prostiredi,
kde dochézi k interakci s ¢lovékem a jednoduché bezkolizni feSeni nemusi
splnovat lidské pozadavky. Typickym prikladem je jizdni komfort v auté, kde
je dilezita plynulost manévru a pohodli posadky.[18]

Planovani trajektorie je obecné podfizeno schopnostem robota a jednotliva
feseni jsou odvisla od konkrétniho typu robota. V nasem pripadé povazujeme
za robota automobil, ktery budeme popisovat modelem diferencidlnich rovnic.
Jednd se tak o planovéani trajektorie za diferencidlnich omezeni [kapitola 14
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1. Uvod

36] s durazem na tvar trajektorie. Vyznamnost této teorie je dédna silnou
poptéavkou pramyslu, nebot automobil je celosvétové nejrozsitenéjsim doprav-
nim prostfedkem. Jeji poznatky lze vSak vyuzit i pro roboty v primyslu
s podobnou konstrukei, jako jsou naptiklad jestérky a vysokozdvizné voziky.
Pro hlubsi seznaméni se s problematikou planovani trajektorie je vhodn4 jiz
zminénd kniha [36] ¢i [33] nebo [32]. V [29] se lze sezndmit s modely auta za
ucelem tizeni.

Nejdrive se v teoretické ¢asti seznamime s reprezentaci statickych a dynamic-
kych prekéazek (2.1), moderni teorii reprezentace planovani (2.2) a prehledem
metod planovani trajektorie pro autonomni vozidla (2.3). Zminime také rizné
diferencidlni modely aut (2.4). V praktické ¢asti predstavime zvoleny al-
goritmus a podrobné popiSeme jeho koncept a klicové myslenky (3.1]). Ve
vysledcich (3.2) uvedeme vzorovou situaci a feseni algoritmu, na kterém
ovéfime pouzitelnost algoritmu v praxi.

ctuthesis t1606152353 2



Kapitola 2

Teorie

V této kapitole najdeme zakladni kameny ,,modernﬂ“ teorie planovani trajek-
torie autonomnich vozidel. V ¢astech a se seznamime se zakladnimi
notacemi a v oddilu pak probereme typické metody a reprezentace.
V probereme zakladni matematické modely mobilnich robotu s dirazem
na automobily.

B 2.1 Geometricka reprezentace

Cilem tohoto oddilu je pfedstavit vhodnou reprezentaci objekti (robota,
prekézek) nutnych pro planovéni trajektorie. Pfedlohou k tomuto textu byla
[kapitola 3 . Jako primocary pristup se jevi zvolit geometrickou reprezentaci,
nebot jak prekazky, tak robota lze chapat jako tuhé téleso. Opomenme nyni
fakt, ze v nékterych formulacich stac¢i robota aproximovat pouze hmotnym
bodem. Tuhé téleso zaujima nenulovy objem, a mé tudiz tvar, ktery lze
reprezentovat hranici ¢i vnitrkem. Oba pristupy jsou bézné a preferuji se
podle konkrétni formulace problému.

Svét W', ve kterém se robot vyskytuje, chdpeme jako euklidovsky prostor
R™, kde n € {2,3}. Oblast prekdzek ¢ C # zna¢i mnozinu vsech bodu, jez se
nachazi uvniti libovolné prekazky. Volngm prostorem pak rozumime mnozinu
F=W\O0.

V nésledujicich ¢astech predstavime geometrické primitivy, ze kterych pijde
systematicky vystavét . Tato reprezentace musi dostatecné popisovat redlny

!Reprezentovanou pomoci konfiguraéniho prostoru, jez byl piedstaven v 70. letech.
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2. Teorie

Obrazek 2.1: Polorovina Zdroj: [61]

ag

Obrazek 2.2: Konvexni mnohostén Zdroj: [61]

svét, zaroven vsak musi byt jednoducha pro efektivni vypocet pocitacem.
7 definice € bude snazsi tvary reprezentovat pomoci jejich vnitrk.

Mnohostény. Aproximace redlnych objektti mnohostény je v robotice bézné
pouzivana [21]. Jako vychozi stavebni primitiv budeme povazovat poloprostor
(2.1)). Poloprostor H definujeme

H={x e ¥l|ax > b}. (2.1)
Konvexni mnohostén (2.2)) pak vznikne koneénym priunikem poloprostort

X=HNHN.. .NHy={xeW|ax>bVi=1,... m}  (22)

Pripadné komplikovanéjsi atvary (napi. nekonvexni mnohostény) zkonstruu-

jeme pomoci konecnych kombinaci sjednoceni, priniku ¢i rozdila. Zdaraznéme,
ze mnohosténem miize byt dle definice prazdna mnozina. Znaménko v definici
poloprostoru H lze libovolné bez Gjmy nahradit, ovsem obdobny vysledek 1ze
docilit i vhodnym pouzitim mnozinového rozdilu.
Diky De Morganovym zakontim lze vyslednou nekonvexni ¢i nesouvislou oblast
O zapsat jako kone¢né sjednoceni koneéné mnoha priniki poloprostora H. Je
vhodné upozornit, ze reprezentace & kovexnimi mnohostény neni jednoznacna.
Ackoliv by bylo vyhodné minimalizovat pocet takovychto mnohostént, na-
jit rozklad s minimédlnim poctem je NP slozité |36]. Existuje vSsak mnoho
dekompozi¢nich algoritmu s polynomialni slozitosti [12].

ctuthesis t1606152353 4



2.1. Geometricka reprezentace

Semialgebraické atvary. Preformulujeme-li (2.1) na
H={xecWax—-b>0}={x e ¥|f(x) >0}, (2.3)

ziskame vhodny zapis, ktery lze prirozené rozvinout. V pripadé semialgebraic-
kych utvara nahradime afinni funkci f polynomem s redlnymi koeficienty.
Skutecné dochézi k prirozenému zobecnéni, nebot i afinni funkce je polyno-
mem. Pokud bychom se omezili pouze na polynomy druhého rddu, hranice
téchto utvart jsou kvadriky, resp. kuzelosecky, mezi které napriklad patii i
kulova plocha, resp. kruznice.

Bitmapy. Dalsi moznou reprezentaci prekazek jsou bitmapy. Zjednodusené
se jedna o diskretizaci spojitého svéta # s libovolnym rozliSenim ¢, kterd je
popsana funkei

bW — T (24)

p L) = H[z — €1 +¢€) (2.5)

J
kde i; jsou slozky ¢. Prekdzky € muzeme reprezentovat pomoci n dimenzio-
nalni matice M = (my, iy,.i,):

1 o7 tno#0 . N\T
Miyig,in = 0 jinak ,’L=<21 19 ... zn)

Spojitost s predchozimi modely je primocard, nebot ¢ ,rozsekalo“ # na
krychle, resp. ¢tverce s délkou hrany 2¢. Vyhoda této metody spociva hlavné
v piimocarém prevodu redlnych dat ze senzoru a jednoduché reprezentace,
narozdil od semialgebraickych modeli, kde najit vhodny popis & muze byt
komplikované.

Ostatni metody.

Nonuniform rational B-splines (NURBS). NURBS lze zapsat jako

> im0 WiPz‘Ni,k(U)
SiowilNik(u)

kde w; € R jsou vahy a P; jsou kontrolni body. N; ;(u) jsou bazové funkce
B-spline stupné k:

u—1; tivks1 — U
Nig(u) = ( : ‘>Ni,kz—1(u) + (M)Niﬁ-l,k—l(u)'
terk -t tz+k+1 - tz—l—l

Cu) =

(2.6)

5 ctuthesis t1606152353



2. Teorie
Zéklad rekurze je N;o(u) =1 pro t; <u < tiy1 a Njo(u) = 0 jinak [50].

Nebot se jedna o druh spline kfivek, jsou zadané parametricky (narozdil od
implicitné zadanych algebraickych utvara (2.3)). Mimo reprezentaci prekazek
se tyto krivky uplatnuji jesté v generovani hladkych trajektorii, ¢i v pocitacové
grafice [54].

Zobecneéné vdlce. Zobecnéné valce jsou ptimocarym zobecnénym ,klasickych“
vélct. Misto stfedové osy podstavy lze pouzit 3D spline-kiivku (z(s), y(s), z(s))
parametrizovanou s € [0, 1] a polomér rovnéz paramterizovat (spojitou) funkei
r(s) podel kiivky. Jednou z vyhod této reprezentace je jednoduchd interpretace
¢lovékem (narozdil napr. od NURBS).

B 22 Konfiguraéni prostor

Konfiguracni prostor (zndm téz jako C-space) byl poprvé predstaven na konci
70. let Lozano-Perézem and Wesleym [43], 42| a lze jej povazovat za zékladni
koncept novodobého planovani trajektorie.

Z matematického pohledu je konfiguracni prostor varieta, jejiz struktura
odpovida konstrukci robota a obvykle je jeho dimenze rovna poctu stupnu
volnosti robota. C-space lze také povazovat za specidlni stavovy prostor,
znamy z teorie Fizeni systémiu. [kapitola 4 |36] Robot je v C-space zndzornén
jednoznacné svou konfiguract.

Napiiklad pro autonomni vozidlo je konfigurace sloZena z pozice (x,y) € R?
a azimutu 6 € [0,27). Konfiguraéni prostor C-space = R? x S je tedy vélcem.
Pro roboticka ramena jsou prvky konfigurace typicky dhly a posuny, které
1ze ¥idit pomoci pohonu: (01,69, ...) [16]. Planovani trajektorie se tak zjedno-
dusuje pouze na nalezeni trajektorie z poc¢atecniho bodu do bodu koncového
v konfigura¢nim prostoru [41].

Obdobné, jako jsme rozdélili svet # na oblast prekdzek O a jeji doplnék, i
(C-space 1ze rozdélit. Konfigurace blokované prekazkami budeme znacit Cps a
robotu dostupné konfigurace naopak C'¢ ce.

Formélnéji: predpokladejme, ze robot &7 a oblast prekdzek € jsou reprezento-
vany semialgebraickymi utvary z [2.1L Necht ¢ je konfigurace robota 7. Pak
Cops C C' je definovan jako

Cobs = {q € C|‘Q{<q) N ﬁ} (27)

a Cpree jako
Ctree = C'\ Cops. (2.8)

ctuthesis t1606152353 6



2.2. Konfiguracni prostor

‘ Inltlal

/
-
-
’

2
¢ Goal

.

Workspace Configuration space

Obrazek 2.3: C-space a svét #  Zdroj:

Initial

Goal

Ackoliv je definice C’Obs korektm’ jeji explicitni Vyjédfeni muze b}'ft pro

(viz E Toto vSsak nemusi byt jediné tskali, zvlasté u neholonommch sys—
tému, nebot dle Mingueze: ,, I v absenci prekdzek je planovdni pripustnych
trajektoriich pro neholonomni vozidla sloZité. Presné resent je zndmo pouze
pro urcité druhy systému, ale vétsina systému zustavd bez presného vyjadrent
reseni. Obecné vsak lze pouzivat i pribliznd resend. “[s. 829 E|
Obdobné jako v i zde lze vyuzit k reprezentaci konfiguracniho prostoru
mnohostény, ¢i semialgebraické struktury ﬂgﬂ Témér nemozné je pak presné
konstruovat Ceps pro vysokodimenzionalni C. S dnesnim rozvojem neurono-
vych siti by vsak tento problém mohl byt prekonan a konfiguracéni prostor
by mohl byt odhadnut neuronovym klasifikdtorem . Jinym pristupem je
reprezentace C-space piimo bez vyjadieni Cps.
Oba tyto pristupy vytvorily vyznamné tiidy algoritmi, s nimiz se seznamime
v nésledujicim oddilu Algoritmim zaloZenym na explicitnim vyjadieni
Cops se obcas Tiké presné, ¢i kombinatorické [kapitola 6 , nebot nedochézi k
aproximaci Cpps. Opakem jsou vzorkovact algoritmy, jez reprezentuji C' struk-
turami grafu [26], ¢i stromu [30] a Cpps je v nich vyjaden pouze implicitné,
napifklad pomoci pifznakové funkce [16], kterd vychdzi z definice Nékteré
efektivni implementace takovychto funkei 1ze nalézt v [40].

2To implikuje NP slozité.
3Preklad autora
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2. Teorie

B 2.3 Prehled algoritmii planovani trajektorie

B 231 Uvod

V této kapitole se seznamime s béznymi koncepty algoritmt pro planovani
trajektorie. Pro prehlednost uvadime pouze nékteré pristupy, nejedna se tak
o kompletni vycet. Nejdiive v [2.3.1] probereme teoretické koncepty, které se
pouzivaji pro hodnoceni algoritmii. Dalsi odstavce se zaméri na konkrétni algo-
ritmy. Ty lze rozdélit dle zptisobu feseni na t¥i podkategorie. Prvni kategorii
jsou algoritmy, jez fesi rozklad spojitého C'y,ce na mensi oblasti (Cell decom-
position - 2.3.2). Dalsi kategorie naopak vyuziva poznatky z kalkulu a problem
formuluji jako hleddni minima spojité funkce nad C-space (Artifical Potential
Field - [2.3.2). Posledni kategorie je zaloZena na vzorkovani, jez l1ze déale roz-
délit na deterministické (State & Control lattice - 2.3.2)) a nedeterministické
(Probabilistic Road Map - [2.3.2, Rapidly exploring Random Tree - 2.3.2)). Text
se bude predevsim vénovat posledné zminéné kategorii, nebot i prezentovany
algoritmus do ni patii. Ten vSak bude probran v samostatné kapitole |3.1}

O dplnosti algoritmi. Dfive nez postupné zminime nejznamé;jsi algoritmy
z oblasti planovani trajektorie, pfiblizime pojem uplnosti algoritmu a jeho
slabsi notace, jez nam pomohou kvalitativné zhodnotit a srovnat jednotlivé
pristupy.

Definice 2.1 (Uplnost algoritmu). Algoritmus je tplny, zarucuje-li, ze pro
libovolny (pfipustny) vstup vrati vzdy spravné reSeni v konecném cCase.
Neexistuje-li spravné reseni pro pripustny vstup, algoritmus v koneceném
¢ase tuto informaci oznami.

Definice 2.2 (Uplnost algoritmu v rozligeni). Algoritmus je tplny v rozlieni,
zarucuje-li, ze pro libovolny (pripustny) vstup vrati vzdy spravné reseni v ko-
necném case, paklize takovéto reseni existuje. Neexistuje-li feseni, algoritmus
miize bézet libovolné dlouho.

Definice 2.3 (Pravdépodobnostni tplnost algoritmu). Algoritmus je pravdépo-
dobnostné uplny, paklize s dostatecnym poctem vzorku se pravdépodobnost
nalezeni spravného reseni blizi k 1.

Jiz v[2.2|jsme zminili, Ze planovaci algoritmy lze ¢lenit na presné a vzorkovact.
Vsechny presné algoritmy maji vlastnost dplnosti. U vzorkovacich algortimi
se budeme muset smirit se slabsi notaci.

Vzorkuje-li algoritmus libovolné husté, je uplny v rozliseni. Mnoho vzorkovacich
algoritmt voli sve vzorky ndhodné s danym rozdélenim. Paklize je dané
rozdéleni vhodné (rozuméjme algoritmus vzorkuje husté s pravdépodobnosti 1),

ctuthesis t1606152353 8



2.3. Prehled algoritmii planovani trajektorie

je algoritmu pravdépodobnostné uplng. Ackoliv jsou vzorkovaci algoritmy
neuplné, obvykle dosahuji v bézné praxi lepsich vysledki a zvlasté v poslednich
letech jsou hojné vyuzivany [16].

Pozndmka 2.4 (O hustoté). Pojem husté vzorkovani zde neni definovano
a lze jej chapat intuitivné, formalné vsak vychzi z definice histé mnoziny
v topologii. Notorickym prikladem husté mnoziny jsou raciondlni ¢isla Q v R.
Ve stejném smyslu se mohou vzorky algoritmu blizit k libovolné konfiguraci
za predpokladu, ze se pocet iteraci blizi k nekonec¢nu.

B 23.2 Algoritmy

Cell Decomposition. Koncept dekompozicd?| je nadéasovy a moderni ¢lovék
ho pouziva na denni bézi. Jednd se tak o obecnou myslenku, ktera lze uplatnit
i na problém planovéani trajektorie. V takovém piipadé dekomponujeme C'ypee.
Takovyto rozklad ndm umozni diskretizaci spojitého problému a nasledné vy-
uziti teorie grafu. v zévislosti na zptsobu a kvalité rozkladu C',.. rozliSujeme
nékolik druhi dekompozic. VSechny vsak maji stejny princip:

® Rozlozeni Cf;e na soubor jednotlivych, neprekrjvajicich se, jednoduchyjch

oblasti R = {C1,C%,C3,Cy, ...}

® Vytvoreni grafu G(V = R, E) zachovavajici topologii souboru (hrany
reprezentuji ,,sousedstvi“ oblasti).

® Nalezeni cesty v G spojujici oblast s pocateéni konfiguraci s oblasti
s konfiguraci koncovou.

Jednoduchymi oblastmi rozumim v tomto pripadé takové, jez splnuji nasledné
vlastnosti[s. 253 36]:

1. Uvniti oblasti je pohyb robota mezi libovolnymi dvéma body dostatecéné
trividlni a neni naro¢né ho vypocitat.

2. Sousedstvi oblasti lze pii tvorbé grafu jednoduse rozhodnout.

3. Pro ginit a qfinar by nemélo byt slozité urcit, které oblasti je obsahuji.

4Neboli rozkladu slozitych objektt na objekty jednodussi (jejichz slozeni opét tvoii
puvodni objekt).

9 ctuthesis t1606152353
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Vg - U8
~ \
U3
V9 — V13
/

/

V16 vy L

~ U5/ /

U1

U7 |V10|V11

‘ U7 — V10 — V11 —
1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 2.4: Lichobéznikova dekompozice

7 pohledu kvality rozkladu lze rozlisit mezi rozklady uplnymsi a pribliznyms.
Uplné rozklady spliuji vlastnost]

Cfree = U Cz

a alogritmy, jez je pouzivaji jsou upiné. Nalezni takovych rozlozeni vsak
nemusi byt jednoduché, a proto se pouzivaji i rozklady priblizné.[32]

Pro nazornost uvedeme lichobéznikovyj rozklad, jez se fadi mezi uplné rozklady
a quadtree rozklad, ktery je pribliznym rozkladem. Pro hlubsi seznameni se
s uplngmi rozklady doporucujeme [kap. 6 36] ¢i [kap. 5 [32], pro rozklady
priblizné 1ze vyuzit [kap. 6 32).

Priklad 2.5 (Lichobéznikovy rozklad). Pro jednoduchost predpokladejme, ze
holonomni robot 7 je reprezentovan jako bod v 2D prostoru:

C=% =R?
C'obs :UHz
HzmH] :®VZ,J Sn,l?éj,

kde H; reprezentuje mnohothelnik (viz 2.1). Lichobéznikovy rozklad je pti-
mocary. Pro kazdy vrchol v kazdého mnohosténu H; reprezentujici Cps, Vy-
tvorime vertikalni® piimku z = x,. Tyto pifmky rozdéli C tree do konvexnich
oblasti R, jez jsou reprezentovany vrcholy grafu G s hranami odpovidajicimi
prechody mezi nimi. Nad takovymto grafem lze jiz pouzit algoritmy na hledani
minimélni cesty (viz 2.4).

Priklad 2.6 (quadtree rozklad). Pro jednoduchost predpoklddejme, ze C' = #
Princip quadtree rozkladu je opakované rovnomeérné rozdélovani C-space vzdy
na 4 ¢asti (viz 2.5, 2.6). v kazdé dalsi iteraci se rozdéluje ¢ast, jez vznikla
v predchozi. Toto déleni probiha, dokud se nedovrsi daného rozliseni e. Cel-
kovy pocet iteraci znacme n.

®Nebo cl( Cree) = |, Ci
51.ze zvolit i horizontalni déleni.

ctuthesis t1606152353 10
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2.3. Prehled algoritmii planovani trajektorie

Quad-tree Example

‘ 2 1 y
Pa; ‘s
L 1 . L L] .
o4 Jooe o & o
o® ofa'.
level 3 level 4
: ; :
‘e
ae * q- q
..!f. -I ! E! ?f

Obrazek 2.5: Quad tree - Rovnomérné déleni  Zdroj: (18]

Bud 1ze délit vSechny nové vzniklé ¢asti, nebo pouze ty, jez obsahuji hranici
prekazek

Ci,j N Cops 75 B A Ci’j N Cfree 75 @, 1 E {1, ..,’I’L},j € {1,2,3,4}.

Prvni zptisob vede na reprezentaci pomoci bitmap [2.1 Druhy naopak zpuso-
buje, Ze jednotlivé bunky jsou v oblasti hranice prekazek velmi jemné délené,
naopak ve volném prostoru jsou ,,velké“.Ackoliv je tato dekompozice pouze
pribliznd, aproximuje Cfp e, libovolné piesné.

Probabilistic Roadmaps (PRM). V roce 1996 byl pfedstaven novy algorit-
mus pro planovani trajektorie Kavarakiovou et al.[26] pro vysokodimenzionalni
C-spacel’l Tento algoritmus spadd do vzorkovacich algoritmti a je zaloZen na
ndhodném vzorkovani konfigurace v C-space. Tento algoritmus je pravdeépo-
dobnostné iplny (za predpokladu vhodného rozdéleni)[26] s exponenicalnim
poklesem pravdépodobnosti netispéchu za predpokladu rustu vzorka [25).

Algoritmus ma dvé faze: ucici fazi (offline) a resici fazi (online). Nejdrive se

"P¥ipomnéme i éeskou stopu v podobé Petra Svestky, jenz je spoluautorem.

11 ctuthesis t1606152353
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40

Obrazek 2.6: Quad tree - Cilené déleni  Zdroj:

v UCici fazi seznamuje s okolnim prostredim pomoci nahodného vzorkovani
konfigura¢niho prostoru. Paklize je zvolend konfigurace bezkolizni, je pro-
pojena s jiz existujici mapou pomoci lokdlniho planovace. Vznika tak graf,
jehoz uzly jsou bezkolizni konfigurace. Hrany pak klicuji schopnost robota
prejit z jedné konfigurace na druhou (toto je zjisténo lokalnim plénovacem).
V druhé fazi je zadan pocatecéni a koncovy bod. Ty jsou pridany do grafu a
pomoci grafovych technik je nalezena optimalni cesta. Algoritmus je predsta-
ven pomoci pseudokédu

Algoritmus ke svému fungovani potiebuje jednak vhodnou (pseudo)metriku d

dZCXCl—)Rzo (2.9)

métici C-space a jiz zminény lokalni planovac [, jez rozhoduje o proveditelnosti
prechodu mezi konfiguracemi g1, g2:

1:CxC—{0,1} (2.10)

1(q1,q2) = {

1 trajektorie je kolizni (2.11)
0 trajektorie je bez kolize, '

kde zvolend trajektorie je vlastnosti lokalniho pldnovace I.

Priklad 2.7 (Metriky). Mezi typicky pouZivanymi metrikami jsou p-normy,
zvlasté

Linorma : Z |z; — v
i
Lsnorma : (Z(azz —yi)?).
i
Pro robotickd ramena s rota¢nimi klouby je pak vhohodna metrika
d(@l,(gg) = min(|01 — 92|, 2 — |01 — 92|)

Pozndamka 2.8. Lokélni planovac typicky voli za spojnici bodu g4 a g tsecku,
kterou z rozliSenim € vzorkuje a kontroluje body g4 = q1,92, ..., qn-1,q9n = 4B

ctuthesis t1606152353 12



2.3. Prehled algoritmii planovani trajektorie

oproti kolizi pomci pfiznakové funkce (viz [40]). Tato volba je vhodnd pro pla-
novani trajektorie holonomninich roboti (robotickd ramena a manipulatory).

Algorithm 1 Probabilistic Road Map algorithm

function PHASE ONE(Maxiter,k, M, G(V, E,w))
n<+<0
for i < Maxiter do
Nahodné vygeneruj konfiguraci geqw
5: if qnew € Cfree then
Najdi k& nejblizsich bodu ¢; v grafu G(V, E)) pomoci metriky d.
for j <k do
if {(gnew,qj) = True then
Ptidej vrchol ¢; a hranu (gnew, ¢j) do grafu G(V, E)

10: Ocen hranu w : (gnew, qj) = R
n+<n+1
if n > M then break
end if
end if
15: end for
end if
end for

return G(V, E,w)
end function
20: function PHASE TWO(M, Ginit, ¢ fina, G(V, E,w))
Pomoci d a [ najdi nejblizsich M bodt ¢; bodu ¢nir v grafu G(V, E)
a pridej ho do G(V, E).
if qinit ¢ V then
return Failure
end if
25: Pomoci d a [ najdi nejblizsich M bodt ¢; bodu ¢fina v G(V,E) a
ptidej ho do G(V, E).
if qdfinal ¢ V then
return Failure
end if
return Nejlevnéjsi cesta P v grafu G(V, E) : w(P) < w(P*)VP* € G
30: end function

Velmi dilezitym aspektem PRM je ndhodné rozdéleni, jimz se 1idi selekce
vzorkiu. Ackoliv je rovnomeérné rozdéleni obecné vhodné pro planovani trajek-
torie, na jeho tuskali lze narazit zvlasté v pripadech tzkych prijezdu, jez jsou
na konfiguraci robota naroc¢né, ale splnitelné. Jako celkové vhodné rozdéleni
pro sirokou skalu prekazek se jevi rozdéleni zaloZzené na Haltonovych posloup-
nostech.|5] Upozornéme vsak, ze Haltonova posloupnost je deterministickd.
Tento algoritmus je vhodny do statického prostredi (typicky pramyslova vy-
roba), nebot mapu lze vygenerovat pouze jednou a nasledny pocet dotazi
(@init> Qfina1) v druhé fazi mize byt libovolné mnoho. Nevyhodou vsak je, ze

13 ctuthesis t1606152353
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vysledna trajektorie neni zpravidla idealni. To je pfipadné feSeno zahlazo-
vdnim trajektorie, typicky v zavislosti na hodnoticim kriteriu a konstrukci
konkrétniho robota Prehled zptusobu zahlazovani trajektorie je zvefejnén v [54].
Pripadné lze pouzit optimalizovany alogritmus PRM*, jenz byl predstaven
Karamanem a Frazzolim v ¢lanku [24]. Vhodné srovnani riznych parametri
PRM lze nalézt v [15]. Zduraznéme, ze ackoliv je tato metoda na prvni pohled
nevhodnd pro neholonomni systémy (viz 2.8), byly predstaveny ruzné lokalni
planovace PRM, zvlasté pro systémy podobné automobilim (]59],(20]).

Rapidly exploring random trees (RRT). Dalsim vzorkovacim algoritmem
zalozenym na pravdépodobnostnim pristupu a ndhodé je RRT [34] a jeho vy-
lepsend verze RRT-connect [30]. Oba tyto algoritmy jsou pravédépodobnostné
uplné [34] s exponencidlnim poklesem pravdépodobnosti selhani [14] a veskrze
velmi podobné PRM. Ke svému béhu opét potiebuji (pseudo)metriku d (2.9)
a lokdlni pldnovac 1 (2.10). Algoritmus RRT m4 oproti PRM pouze jednu fazi.
Nejdrive zakoreni strom 1" v pocatecni konfiguraci ¢;ni: a pak opakované voli
nahodné konfigurace gne, € C-space, které se pak pomoci d a [ snazi pridat
T, kterd vede k listu, ktery je ,blizko” qfinai. Strucny pseudokéd je nastinén
v 2

RRT-connect je nadstavbou, kterd vyuzivd moznosti zakofenit strom 7" i
V (final- Postupné tak stiidavé rostou oba stromy 7" a T dokud jejich listy
,nejsou dostatecné blizko“. V tom piipadé se pak propoji a vznikla cesta mezi
Qinit @ qfinal je vystupem RRT-connect.

Povsimnéme si, ze zménime-li dvojci (qinit, ¢final), cely strom (stromy) se muisi
utvaret znovu a algoritmus bézi od zacatku. To zhorsuje pouzitelnost RRT ve
statickém prostiedi (narozdil od PRM). Tato nevyhoda je vsak v dynamickém
prostiedi potlacena zménou okolniho prostiedi. Obdobné jako PRM trpi
na ,neidealitu®“ vysledné cesty. Tento problem byl vyresen Karamanem a
Frazzolim v ¢lanku [24], ktery predstavil optimalizované algoritmy PRM*
a RRT*. Jak RRT, tak RRT* se hojné uplatnily pro planovani trajektorie
neholonomnich sytému (|14, 135, |19, 39]) a tési se velké oblibé i dnes. V [45]
je predstavena real-time verze RT-RT'T*, jez je schopna online preplanovavat
a vyuziva jiz vytvorené stromy pii pohybu robota.

Artifical Potential Fields (APF). Dalsi z pristupu k feSen{ pldnovani trajek-
torie je metoda potencidlnich poli, jez byla poprvé v této oblasti predstavena
O. Khatibem [28]. Metoda vyuzivad myslenku potencidlnich poli, jez je dobfe
znama z teorie fyziky (gravitace, ¢i elektrické pole) a lze shrnout nésledovné:

8 Zdtraznéme, Ze struktura stromu vzniki zptisobem piiddvini novych vrcholi
Qnew, konkrétné tim, ze piidavdme vzdy pouze jednu hranu (Gnew,@leas); dleas =
argming ., d(q, gnew)

ctuthesis t1606152353 14



2.3. Prehled algoritmii planovani trajektorie

Algorithm 2 Rapidly Exploring Random Tree algorithm

function GRow TREE(Maxiter,d, ginit)
Inicializuj strom T'(V, E), kde V' = {qinit}, £ = {}
for i < Maxiter do
Nahodné vygeneruj konfiguraci geqw
5: if gpew € Cfree then
if d(gnew, Qieas) > 0 then
if 3¢ € Clrec 1 q € T(gnewstieas) "\ d(q, Qieay) < 6 then
Qnew = ¢ D> T(z,y) Znaci trajektorii mezi x a y
10: else
continue
end if
end if
if [(gnew, Qieas) = True then
15: V=uvU {qleaf}
E = EU{(gnews )}
end if
end if
end for
20: end function
function EVALUTE(S, ¢fina, T(V, E))
if E|qleaf eV: d(‘]finalleeaf) < 6 then
qfinal = dleaf
return Cesta P : (¢init, - - - ¢fina) v grafu T(V, E)
25: > Graf T je strom s kofenem ¢;n;:, tedy 3P
else
return Failure
end if

end function

,Robot se pohybuje v poli sil. Zddand konfigurace robota je polem
pritazlivé sily a stény prekdzZek naopak pusobi na robota odpudivou
silou. “[28)°

Metoda ke svému fungovani potiebuje funkci p : C' +— Rxg, jez zobecnuje
vzdalenost robota od prekazky v C-space. Vhodné funkce k takovéto reprezen-
taci 1ze najit v [40].Této metodé se obcas prisuzuje privlatek ,Sensor-based*
pravé kvili nezastupitelné roli senzort priblizeni, jez v praktické implemen-
taci reprezentuji p. Potencidlni pole f pak lze vyjadrit slozenim kladné a
zaporné sily f = f, + fr, kde f, reprezentuje pritazlivou sflu a f, silu
zdpornouV|(viz 2.8)

9Pteklad autora.
OIndexy r a s jsou odvozeny z anglickych slov attractive® a ,repulsive“.

15 ctuthesis t1606152353



2. Teorie

Priklad 2.9 (Kladn4 sila). Pro jednoduchost predpokladejme, Ze holonomni
robot @7 je reprezentovan jako bod v 2D prostoru, a tedy C = # = R2.
Pak kladnou silu f, 1ze konstruovat nasledovné

fa:R2—R
fal®) = n |z — zg|?,

kde x reprezentuje aktudlni pozici robota a x; reprezentuje findlni pozici
robota. Parametr nn > 0 je skalovaci faktor. f, je tedy pozitivné definitni
kvadratickd norma s minimem v x ¢, viz (2.7a).

Priklad 2.10 (Zaporna sila). Pro jednoduchost predpokladejme, ze holonomni
robot @7 je reprezentovan jako bod v 2D prostoru, a tedy C = # = R2.
Zapornou silu f, konstrujeme néasledovné

fr : RQ — R
_ oGl — &) pl@) <do
fr(m) 0 p(m) > ’

kde p > 0 je skalovaci faktor. Pro vétsi ndzornost viz (2.7b)). Pii konstrukei
fr jsme vyuzili vlastnosti kladnych redlnych cisel Rsq:

1 1
r<y = —2>—- Vx,yeRy
T

<

K nalezeni ¢ a trajektorie pak lze vyuzit gradientni metodu, ¢i libovolnou
dalsi itera¢ni metodu na hledani volného lokalniho minima na f(x). Zduraz-
néme nékolik tskali prezentovaného pristupu. Jednim z nich je problém pti
aplikaci metody na neholonomni roboty, nebot smér sestupu nemusi odpovi-
dat proveditelné trajektorii robota. Toto lze vSak vytesit kone¢nou mnozinou
pripustnych pohybi robota a vybrani takového pohybu, jez minimalizuje
potencialni pole f, ¢i nalezenim cesty pomoci APF a pak zpétnovazebnim
fizenim podel dané trajektorie |31]. Pieformulujeme-li takovyto pristup, jednd
se o vzorkovaci deterministicky algoritmus, jez je obohacen o heuristiku, ktera
je reprezentovana pravé potencidlnim polem f. Mnohem vyznaméjsi prekaz-
kou je vsak uviznuti algoritmu v lokalnim minimu f. Pravé tento aspekt
je silnym omezenim dané metody, nebot je divodem netuplnosti algoritmu.
Nejcastéjsim fesenim je kombinace s dalsim pldnovacim algoritmem, ktery je
schopen robota vyvést z pripadného lokalniho minima. Navic, pokud je cesta
nalezena, neni nikterak zarucena jeji optimalita. Lze vsak upravit f tak aby
zohlednovala prislusna kritéria [13]. Naopak pozitivem tohoto pristupu je
vysoka rychlost vypoctu a moznost snizeni dimenze prohleddavaného prostoru
oproti konfiguraénimu C-space pomoci nize uvedné generalizace.
Predpoklddejme, Ze robot méa vysokou dimenzi v C-space (typicky slozité
prumyslové stroje). Misto exaktniho vyjadreni Cyps 1ze na robotovi zvolit n
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2.3. Prehled algoritmii planovani trajektorie

falz,y)

(a) : Kladn4 sila f, (b) : Zaporna sila f,
Obrazek 2.7: Slozky potencialniho pole

flz,y)
15

Obrazek 2.8: Vysledné potencialni pole f

bodti a pro kazdy bod vypocitat nad konfiguracnim prostorem C' zdpornou
silu f; : C'— R. Kazda sila f,; vychazi z funkce p; : C'— R>g, jez zobecnuje
vzdalenost i-tého bodu od prekazek. Celkové pole f = f, + >, fr; a jeho
gradient V,f pak popisuje vyslednou trajektorii.

State & Control lattice approach. Tento pfistup byl predstaven Pivto-
raikem v roce 2005 a prinasi planovani pro neholonomni diferenci-
alni systém piimo v C-space pomoci konecného poctu ,specidalnich® po-
hybti. ,Specidlnimi“ pohyby myslime takové, jez odpovidaji diferenecialnim
omezenim systému, budeme je nazyvat pmveditelngjmﬂ Doposud zminéné
algoritmy popisovaly kinematiku robota pomoci algebraicko-goniometrickych

17 anglického feasible.
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Algorithm 3 Control based sampling

Diskretizuj prostor vstupu U a vytvor soubor rfidicich primitv u =
(uq,ug,us,...)
function GROW TREE(u, €, ¢final; Ginit)

Inicializuj strom T'(V, E), kde V' = {qinit}, £ = {}

Inicializuj seznam Frontier = {qs¢art }

o Geur = Gstart
while ’CIcuT - innal| <edo
Jeur = Frontier.pop() > Serazeni lze ovlivnit heuristikou

for u; € u do
Qnew = Geur + Aq
10: if T(gnew,geur) 1€ »volnd® then
V =v U{new} D T(z,y) znaci trajektorii mezi x a y
E=FEU {(QHeuHQCur)}
Frontier.append(gnew)
end if
15: end for
end while
return Cesta P : (Qinit, - - -, qfinat) v grafu T(V, E)
> Graf T je strom s kofenem ¢;,;, tedy 3P
end function

rovnic a tise predpokladaly, Ze je robot holonomni systém a kazdy stav lze ridit
nezavisle na jinych. Skutecné bézné robotické manipulatory jsou konstruovany
tak, aby tuto vlastnost spliiovaly (Kartézsky robot, SCARA robot, Stewartova
plosina). V [22] se lze s danou problematikou sezndmit blize. Dilezitym aspek-
tem je ,snadné“ feSeni inverzni kinematické tlohy. Zatimco dosud stacilo najit
inverzi algebraicko-goniometrickych rovnic, v pripadé diferencialnich systémi
je potfeba najit inverzi k diferencidlnim rovnicim.[27] Automobil (obecné
mobilni systémy) patii do kategorie neholonomnich roboti, v oddilu (2.4)
jsou predstaveny matematické modely, jez slouzi k jeho reprezentaci. Matema-
ticky model je obecné reprezentovan soustavou diferencidlnich a algebraickych
rovnic:

(2.12)

kde x oznacuje stav modelu a y znaci vystup systému. Vstup systému znac¢ime
symbolem w. Poznamenejme ze zde pouzivany pojem konfiguracni prostor
se v teorii fizeni oznacuje stavovy prostor a pojmy stav a konfigurace tak
splyvaji.

Control lattice. Predstavme nejdrive pristup pomoci Control lattice appro-
ach. Jeho vyznamnou vyhodou je, Ze lze pouzit na libovolny diferenecialni
systém. Naopak nevyhodou je, ze neni obecné schopen fesit planovani pro
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2.3. Prehled algoritmii planovani trajektorie

libovolnou dvojici stavit (¢init, finar)- Algoritmus nejdiive zvoli ze stromu T'
konfiguraci ¢q. Danou konfiguraci rozvine o ridici vstup :

t+At
Ag=Ax = /t f(x,a)dt (2.13)
Pokud je cesta podel fidici trajektorie bezkolizni, je nova konfigurace

Qnew = q + Aq

pfiddna do stromu 7. Piiblizili se feseni gpe, dostateéné blizko qipnqr, algorit-
mus ukonc¢i prohledavani a vrati cestu grafem 7. Pseudokod je implemento-
van v (3).

Vyznamnym atributem je volba vstupu 4. Pii Control lattice approach se dle
daného vzoru (napft. rovnomérné) diskretizuje prostor vstupu U, a vznikne
tak konec¢ny soubor fidicich primitv.

Diky povaze volby vznika struktura stromu, navic lze vyuzit heuristiky k zrych-
leni prohledavani. V téchto aspektech je predstavovany algoritmus podobny
RRT-(2.3.2).

State lattice. Oproti Control lattice approach se State lattice aprroach
podrobné zabyva modelem systému a jeho diferencidlni omezeni. Dusledkem
je, ze se kazdy typ systému studuje oddélené, a vznikaji tak specificka reseni.
Automobilova oblast byla v tomto ohledu zkouména v poslednich desetileti
a existuji feseni pro riznd kritéria a ruzné matematické modely (aut ¢i
kolovych systému) [36} kap. 15],|11}, 55| |7, |4, 51, 48]. Mame-li reprezentaci
optimdinich' pohybt, lze pro kazdou dvojci konfigurace p,q rozhodnout,
zda existuje (optimdlni) trajektorie 7(, 4, pro kterou jsme schopni pfimo
vyjadrit vstup diferencialniho systému u. Pripadné je trajektorie proveditelnd
a staci zapojit zpétnovazebni i{zeni [36), kap. 8,14],[23] |'*l Zvolime-li m¥{zku
v C-space s danym rozliSenim Aqg € R" :

lze predpocitat soubor zakladnich pohybt. Vyhodou tohoto pristupu je jednak
schopnost libovolné presné aproximovat prostor C-space, narozdil od Control
lattice approach, kde tranzitni konfigurace nelze predem dobfe odhadnout.
Lze tak zarucit, ze qfinq je v této miizce. Postup algoritmu je dale totozny
s Control lattice approach.

12dle zvoleného kritéria

13P¥i skuteéné aplikaci fidicich a planovacich systému na palubu robota je pouziti zpétné
vazby vice nez vhodné, nebot je schopna vytesit nejistoty a vlastnosti robota, jez nejsou
modelovany (sila motori, tuhost karosérie, nekvalitni sou¢astky z vyroby a dalsi nejistoty).
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Jsme-li schopni konstruovat optimalni trajektorie 7, ;) pro libovolné kon-
figurace p a ¢, zdalo by se, ze lze vyuzit i jiné metody pldnovani trajek-
torie (PRM, RRT). Uskalim je v tomto pfipadé ¢asova narocnost tvorby
T(p,q)» ZV1aste pro komplikovanéjsi systémy s vyssi dimenzi C-space, jez muze
znemoznit pouziti algoritmi, jez pocita trajektorii v on-line fazi. Naopak
soubor zékladnich pohybu lze urc¢it dopredu v off-line fazi a State lattice
approach tak v on-line fazi tvori pouze graf dle aktudlnich prekazek v okoli.

Tvofenim mifZzek se oba algoritmy fadi mezi vzorkovaci. Cim hustéjsi je
déleni v mtizce, tim presnéji algoritmy popisuji skuteéné moznosti robota,
avSsak prodluzuje se vypocetni doba. Tento aspekt je pro deterministické
vzorkovaci algoritmy typicky a je vzdy nutné zvazit potfebnou presnost a
¢asovou narocCnost.

B 24 Modely automobilu

V této Casti stru¢né probereme matematické modely pro automobily a jim
podobné robotické platformy.

Dubins’ car. Nejprimitivnéjsim matematickym modelem, jimz lze aproximo-
vat kinematiku automobilu, je Dubins’ car. Systém je popsan diferencialnimi
rovnicemi

& =V cos(0)
y = Vsin(0) (2.14)
0 = u,

kde (x, y)T je pozice automobilu, 6 je azimut automobilu (vaéi ose ). Vstup
u odpovidd ,mife zataceni“ a je omezen minimalnim polomérem zaticeni
lu| < % Automobil se miize pohybovat pouze konstantni rychlosti V'
a pouze dopfedu. Lester Dubins ve svém ¢lanku [11] dokazal, ze nejkratsi
trajektorie, po kterych se tyto autmobily mohou pohybovat, jsou slozeny z 3
zékladnich pohybti: ,zatocit doprava“-R, ,zatocit doleva“-L,,.jet rovné“-S a
jsou jimi tyto sekvence: 'RSR’, 'RSL’, '"LSR’, 'LSL’, 'RLR’, 'LRL’, kde radius
zatoceni r = rp,,. Tyto trajektorie jsou téz zndmy jako Dubinsovy (2.9).
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2.4. Modely automobilu

~ -

(a) : RSL  Zdroj: [1] (b) : RLR  Zdroj: [2]

Obrazek 2.9: Dubinsovy pohyby

Reeds-Sheep’ car. Obohatime-li Dubins’ car o moznost jizdy dozadu, zis-
kame Reeds-Sheep’ car. Systém je popsan rovnicemi

& =V cos()
y = Vsin(0) (2.15)
é = Ui - u2,

kde stavy odpovidaji staviim z (2.14)). Vstup ug odpovida vstupu w v Dubins’
car (2.14). Vsutp u; € {—1,1} a odpovidd moznosti jizdé dozadu [kap.
15 36]. Reeds a Sheep ukézali v ¢lanku [55], ze existuje pouze 48 riuznych
sekvenci rizeni pro konstrukei nejkratsi trajektorie 7, o) spojujici libovolné dvé
konfigurace p a ¢. Zakladni slovnik je obohacen o symbol ’|’, jez reprezentuje
yzménu sméru“ a vysledné pohyby jsou podrobné rozebrny v [s. 887 36].
Sussmann a Tang v [58] dokézali, ze 1ze zredukovat celkovy pocet sekvenci
z 48 na 46.

Differential Drive. Ne vsechny systémy maji strukturu a pohon podobné
¢tyrkolovym vozidlim. Existuji i platformy, jez maji kazdé kolo pohédnéno
samostatné, jsou jimi naptiklad roboticky vysavac, ¢i Segway. Systémy lze
popsat rovnicemi

T = %U(ul + u,) cos(6)
§ = S + ) sin(6) (2.16)
0 = %U(ur — ),

T
kde (9:, y) odpovida stredu robota, 8 je azimut robota. Parametry robota

jsou polomér kol r,, a rozchod kol d. Vstupy jsou tihlové rychlosti u; = w!, a
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p
LSLIR @
q

LSRIL

LRIL

Obrazek 2.10: Ukézka pohybu pro Reeds-Sheep car  Zdroj: [6]

Pohyb Uy Uy
,dopredu* ) — Winaz
,,dozadu “ —Wmaz | —Wmaz
nzatacet doleva® | —wWmazr | Wmaz
yzatacet doprava® | Wmar | —Wmaz

Tabulka 2.1: Zakladni pohyby pro Balkcom-Masonovy kiivky

u, = w!, na levém a pravém kole (viz 2.11). Balkcom a Mason v [4] ukazali, Ze

existuji ¢asové optimalni'¥ trajektorie, které lze slozit z 4 zdkladnich primitiv.
Pro jednoduchost predpokladejme, ze u; € [—wWmaz, Wmaz), ¢ € 7, 1. Zakladni
primitivy jsou uvedeny v tabulce (2.1)). Navic kazd4 optimalni trajektorie je
slozena z nejvyse 5 zakladnich primitivii. Mnohé pohyby jsou vsak symetrické
a minimalni pocet variaci pro fizeni lze vyznamné snizit [4].

Bicycle model. Jak Dubins’ car tak Reeds-Sheep’ car modely reprezentovaly
automobil jako jednoosé vozidlo, a zanedbdvaly tak ¢ast dynamiky plynouci
z dvouosé struktury, jez je pro automobil typicka. Bicycle model tento aspekt
zahrnuje, a pouziva se tak jako vychozi model pro simulaci bézného automobilu.

1 Optimalizace nelze formulovat jako minimalizace dréhy, nebot robot miize rotovat na
misté.
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Y

Obrazek 2.11: Differential Drive  Zdroj:

o

Obrazek 2.12: Bicycle model  Zdroj:

Stavové rovnice jsou

= v - cos(f)
=7v- sin(@) (2.17)

v
=7 -tan(¢),

T
kde (x, y) je poloha stredu zadni osy automobilu, 6 je azimut autmobilu.

. T
Ridici vstupy u = (v, ¢) odpovidajf rychlosti automobilu v a Ghlu natoceni
volantu (viz 2.12). Parametr L je rozvor vozidla. Stavové rovnice lze prepsat

tak, aby (:U, y)T odpovidalo poloze stfedu vozidla. Predstaveny model splnuje
pouze kinematickd omezeni, nikoliv dynamicka, Ize vSak zobecnit na model
dynamicky. Kvalitativni rozbor a porovnani kinematického a dynamického
bicycle modelu se skuteénym autem je uveden v , .

Trailers. Prirozenym rozsifenim modelt aut je systém auto-privés, jez
podita s libovolnym poctem sekvencéné fazenych privésu za auto. Ackoliv tato
situace neni typickd na béznych komunikacich, je castd napiiklad na letisti, ¢i
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2. Teorie

(a) : Piimo zapojené pfivésy (b) : Pfivésy s kloubem
Zdroj: [36]

Obrazek 2.13: Piivésy

v pruamyslové vyrobé. Typicky jsou privésy za sebou zapojeny ptrimo, takové
zapojeni vede na systém:

Yy = v -sin(f)

0o = % - tan(¢)

91 = 1 . sin(é?l — «90)
dq

(2.18)

i

i—1
0; = ;)<j1;[1COS(9j_1 - Hj)) sin(;—1 — 6;)

n—1
0, = ( H cos(fj—1 — @)) sin(0,—1 — 6p),
j=1

n

kde proméné respektuji znaceni Bicycle modelu (2.17). 0; je azimut i-tého
privésu a d; je délka ramena i-tého vozitka, pro lepsi predstavu viz (2.13al).
Rovnice (2.18) predpoklddaji celkové n zapojenych voziki. S kazdym vozikem
se tedy konfigurac¢ni prostor systému zvysSuje o jednu dimenzi. Pokud je
spojeni privésu kloubové (viz 2.13b), rovnice se zméni nésledovné:

. 1 .
92' = f(sin(ﬁi_l — Qi)vi — COS(@i_l — (9%) 92' dl>

V; = cos(t%,l — 91')7)1;1 + sin(Gi,l — (91) éi, d;

(2.19)

kde v; je rychlost ¢ privésu a d; je délka predni ¢asti a [; délka zadni ¢asti i.
ramene, které je rozdéleno kloubem. Rovnice jsou natolik komplikované, ze je
nelze prevést do zietézeného stavu jako v (2.18).

Vlastnosti a chovani obou typi pfivésu jsou hloubéji studovany a porovnany
v [37], odkud byly prevzaty.
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Kapitola 3

Prakticka cast

B 31 Algoritmus

V tomto oddile pfedstavime algoritmus, jenz jsme se rozhodli implementovat.
Implementace a vysledky jsou uvedeny v Algoritmus stoji predevsim na
¢lanku , dale pak byly pouzity myslenky z , . Algoritmus se
fadi mezi deterministické vzorkovaci a vyuziva koncept prostorové miizky
(viz 2.3.2)), jenz rozsifuje o ¢asovy rozmér. Algoritmus planuje G? hladké
trajektorieEl, jez jsou neprimo optimalizované vici normalovému ryvu. Zaroven
implementuje efektivni detekci kolizi pro statické a dynamické prekazky.
V zakladni verzi je implementovan pro kinematicky Bicycle modelem (viz
a zaru€uje spojité vstupy fizeni (v, ¢). Vystupem algoritmu je bezkolizni
trajektorie, ze které lze analyticky vyjadrit vstupy fizeného systému (v, ¢)
Algoritmus tak lze vyuzit jako generdtor trajektorie pro predovazebni fizeni
v celkové architektufe rozhodovaci logiky.

B 3.1.1 Matematicky model a optimalni trajektorie

Matematicky model. Algoritmus ze své podstaty potfebuje matematicky
model pro zékladni soubor trajektorii (viz 2.3.2). Nasim modelem bude
kinematicky Bicycle model, jenz byl predstaven v predchozi ¢asti (viz 2.17)).

Tyto trajektorie jsou pro automobily splnitelné.
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3. Prakticka cast

Pripomenme jen kratce stavové rovnice:

& =v-cos(f)

g = -sin(0) (3.1)
. (¥
0=—-t
~ - tan(9),
Teoretické intermezzo o geometrii. Nezli predstavime 7-spline krivky,

v kratkosti se seznamime s vybranymi pasazemi z teorie diferencialni geometrie,
jez jsou nutnym minimem k pochopeni nasledujictho oddilu, obsdhly pohled
do teorie diferencidlni geometrie je predstaven v [38]. Zaroven predpokladéme,
ze Ctenal ma zakladni znalost infinitezimalniho kalkulu a algebry.

Definice 3.1. Rovinnou orientovanou kfivkou rozumime parametrizovanou
vektorovou funkci

p(t) : [to, t1] — R?
x(t)
e <y(t)> ’
T T
jez zacind v p(ty) = (ac(to), y(to)) a konéi v bodé p(t1) = (x(tl), y(tl))

Tato definice lze prirozené zobecnit do prostoru R". Znac¢enim p(t) rozu-
mime prvni derivaci p dle proménné ¢:

T
- —(d d
pt) = (%, %) -
Je-li ||p(¢)|| >0 Vt fikdme, ze je kiivka reguldrni.
Definice 3.2. Necht ~(¢) : [to, t1] — R" je orientovana krivka. Je-li 4(¢)

spojita na intervalu [rp, 71| C [to, t1], pak délku [ oblouku kiivky ~(t) mezi
body 7y a 7 definujeme pomoci vzorce:

1= [ e (3.2)

0

Definice 3.3. Necht ~(t), ¢ € [to, t1] je orientovana krivka. Funkci s:
S :[to, tl] — RZO

)= [ Il a .

nazveme obloukem kiivky ~(¢).

Ackoliv je oblouk kiivky s definovan korektné (3.3), vypocet definiéniho
integralu nemusi byt nikterak jednoduchy. Oblouk kiivky je vzdy neklesajici
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funkce, coz si lze i geometricky intuitivné predstavit. Dtkaz plyne pfimo
z definice (3.3), z nezédpornosti normy a vlastnosti integralu. Pokud je navic
k¥ivka ~(t) reguldrni, je oblouk kfivky s rostouci funkce a existuje k ni
tedy inverze s~! (nebot je ryze monoténni). Tedy pro kazdou délku [ kiivky
~(t) existuje pravé jedna hodnota 7, takovd, Ze kiivka ’y(t)| for mé délku .

Reparamaterizujeme-li k¥ivku jejim obloukem, jeji velikost ryéhlosti [|7(s)]]
je konstantné rovna jedné. Prakticky priklad nasleduje nize.

Priklad 3.4 (Piiklad parametrizace obloukem). Necht kiivka « je parametri-
zovana nasledovneé:

v :[0,1] — R?

e (8 —vIi=P)

Z definice (3.3) vypocitame délku oblouku
s=s(r)= [ I la - /H( si) Il

/12 /F

= arcsin T,
arcsin(z) je na intervalu [0, 1] ryze monoténni funkce, jejiz inverzi je funkce
sin(z), tedy

T = sin(8)

Reparametrizujeme-li v(5):

T
T LR
5

5 (sin(§), —/1— sin(§)2) = (sin(§), —cos(é))

~ : [s(0), s(1)] = [arcsin(0), arcsin(1)] = [0,

mélo by platit, ze oblouk reparametrizované krivky s, () = z. Ovéfme
vypoctem:

s(x) = /||< cos(8), sin(8 Hds-/ \/COS 2 +sin(8)2ds
:/0 lds=x—-0==zx.

Zadefinujme jesté pojmy krivost a geometricka spojitost, které budou
v textu uzity. Oba koncepty jsou geometrické, a tudiz by nemélo zalezet na
zvolené parametrizaci kiivky.

Definice 3.5. Orientovana krivka v je tfidy G™ (m4a geometrickou spojitost
rfadu n € N: n > 1), pokud existuje lokalni reguldrni parametrizace tidy C"
v okoli kazdého bodu této krivky.
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Matematicky koncept krivosti kiivky ma za cil odpovidat naivni predstavé
o ,krivosti“ kiivky. Mélo by se jednat o veli¢inu, jez nam v libvoloném bodé
kiivky popise, jak prilis kiivka v jeho okoli méni sviij smér. Ziejmé bychom
radi tvrdili, ze pfimka je rovnd, a tudiz mé kiivost 0 (podel celé kiivky).
Navic kruznice by ziejmé mély mit neménnou kiivost, nebotf nelze geome-
tricky rozlisit bod na kruznici bez souradného systému. Navic s rostoucim
polomérem r se kruznice v okoli (pevné zvoleného) bodu stéle vice pfimika
k tecné primce, a proto je v bodé ,rovnéjsi“. Zrejmé navic nemuze zilezet
na parametrizaci krivky, nebot se jednd o geometrickou vlastnost, nikoliv
vlastnost parametrizace. Uvedme priklad, jenz nabidne kandidata na k¥ivost:

Priklad 3.6. Necht ~(t) je obecnd piimka v R2:
~(t) : R — R?

T
£ (at, bt)
Jeji prvni derivace 4(t) je rovna:
T
¥(t) = (a, b)
Jeji druhd derivace 4(t) je pak
. d T
(1) == (a b) =0,

a tudiz je velikost druhé derivace ||¥(¢)|| =0 Vit € [0,1].

Vysledek se zda slibny, nebot je ||4(t)|| pro pfimky konstantné rovna nule,
tedy splinuje prvni pozadovanou vlastnost kiivosti. Ovérme dalsi pozadavek,
plynouci z ivahy o kruznici a nezavislosti na parametrizaci:

Priklad 3.7. Necht ~ je kruznice v R? se polomérem r € R s libovolnou
parametrizaci ¢(t):

t— (7' cos(o(t)), r sin(cb(t)))T

Prvni derivaci 4(t) 1ze rozepsat dle fetizkového pravidla:

. . T
() = (—rd(t)sin(6(t)  76(t) cos(6(1)))
5 (6)]| = ré()
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Velikost druhé derivace ||y(t)|| je pak

()| = 1| (~rdeos(@(0)) — rd(t)sin(@(t)  —r(t)sin(6(0)) + rd(t) coso(t)) |

= (rd0)" + (ré()’
(3.4)

Pozadavek na nezavislost kiivosti vylucuje naseho kandidata ||%(¢)||, nebot
je velikost ||%(¢)|| zavisld na parametrizaci vztahem (3.4). PovS§imnéme si, Ze
problém vznika jiz pii prvni derivaci krivky,nebot plati:

YOI > ) = IO > @)l Yy (@), y(uw) € R™ : () = v(u).
Ovsem zarucCime-li, aby parametrizace byly stejné rychlé, tedy velikosti deri-
vaci ||%|| by se v libovolném bodé kiivky rovnaly, zajistili bychom, ze i ||%|| by
se pro stejné kiivky rovnala. Tento pozadavek 1ze jednoduse vytesit, pokud
kiivky budeme parametrizovat obloukem. Pak skutec¢né v libovolném bodé
krivky budou velikosti te¢nych vektoru stejné, nebot budou rovné praveé jedné.
Definujme tedy kiivost krivky:

Definice 3.8. Necht « je parametrizovana obloukem s, definujeme jeji krivost
k v bodé v(s) jako velikost druhé derivace kiivky dle s:

K= {13 (s)]]

Vypoctéme ktivost kruznice:

Priklad 3.9 (Kiivost kruznice). Necht ~(s) je kruznice v R? se polomérem
r € R a stfedem v bodé (c1, c2) parametrizovana obloukem s:

~(s) : [0,27r] — R?

T
5 (cl +rcos(l), catr sin(f))

Prvni derivaci 4(s):

Kfivost k je pak rovna:
=7 (s)ll
T
= (~tcos(2), —Lsin(®)) | (35)
1

r
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Slabou strankou vyse uvedené definice kiivosti k je pouziti parametriazace
obloukem, kterd neni obvykle snadno pouzitelnd k béznému vypoctu. Je
vsak potieba vypocitavat kiivost bézné i z obecnych parametrizaci. K tomu
poslouzi néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3.10. Piedpoklddejme, ze y(t) je reguldrni kiivka v R? s libovolnou
parametrizaci t. Pak pro jeji k¥ivost x plati

OO
FOP G212

(3.6)

Dikaz. Parametrizujme kiivku s obecnou parametrizaci v(t),t € [to, 1] jejim
obloukem s (to lze provést vzdy) a ozna¢me prislusny parametr s. Tedy
s=s(t)t € [to,t1], a y(t) = v(s(t)), t € [to, t1]. ZFejmé plati:

d(s(t)) _ dy(s(t)) ds

dt ds dt

> y(s(t)) d(d’Y(S(t))dS)

a2 dt\ ds dt
_ dPy(s(t) <618>2 n dy(s(t) s
 ds? dt ds  dt?
K prehlednéjsimu zapisu vyuzijeme domluvenou notaci:
() =4(s)5(t) (3.7)
F(t) = 4(5)3(6)* + A (s)3(t) (3.8)
Nebot plati ||§(s)|| = 1 (z parametrizace oblouku), plyne z rovnice (3.7):
$(t) = [l (@)l (3.9)
Dale plati
$(t)3(t) = () - (1) (3.10)
nebot z (3.9) plyne:
d
2 =41 -4/ —
() =4()-4@)/
() - () + () - 4()

|| = O — sl _ 150 - r ool
S(t

@I
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Vyuzejeme-li vektorovou ,BAC-CAB* identitu
B(A-C)-C(A-B)=Ax(BxC(C),

milzeme psat:

"= EOIL (3.11)
RO < Y@
- EOIE (3.12)
G x A0 | a3

@I

Rozepiseme-li vektorovoy zéapis (3.13) do slozek, ziskdme tvar

VGG — 20 + (82 — 20)° + (i — #9)°
K= < (3.14)
(@2 4+ 92 + 22)2
Za predpokladu, ze «(t) je rovinnd kiivka, lze bez ijmy na obecnosti predpo-
kladat, ze z = 0 a vyraz (3.14]) se zjednodusi na tvar:

i — iy

(@2 +92)2

KR =

(3.15)

O]

Dale se seznamime s 2-dimenzionalnim Frenet - Serretovym souradnym
systémem?| (téz zndmy jako TIN soufadny systém).
Definice 3.11. Necht ~(s) je orientovand kiivka v R? parametrizovans ob-
loukem s. Te¢ny vektor T a normaéalovy vektor N definujeme néasledujicimi
VZOTCi:

ds
dT (3.16)

ds
dar
[imdl

Tvrzeni 3.12. Vektory T, N tvoi{ ortonormalni souradny system

Diikaz. 7 definice parametrizace kiivky ~(s) obloukem s vyplyva, Ze derivace
4(s) je jednotkovy vektor pro libovolné s, tedy T je jednotkovy vektor a
N L T, nebot:

d
L= T =TT/ o

d dT dT dT
Navic, N m4 jednotkovou délku primo z definice (3.16). O

2Bézné definice Frenet-Serretovi bize (TNB soufadny systém) je definovana v R®, ndm
viak staci definice v R?.
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3. Prakticka cast

Obrazek 3.1: Planarni kiivka a TN soufadny systém  Zdroj: 3]

Pozndmka 3.13. Z definice (3.16) a predchoziho tvrzeni vyplyva, ze druha
derivace 4(s) je vzdy kolma na prvni derivaci kiivky “(s), je-li kiivka para-
metrizovana obloukem s. Tedy kfivost k = ||¥(s)|| obecné odpovidad zméné
orientace prvni derivace 4(t) pro libovolnou parametrizaci t.

n-spline kiivky. V [48, 49] jsou predstaveny spline kiivky®| patého fadu (téz
n-spline kiivky), které jsou geometricky dvakrat diferencovatelné a paramet-

T
rizovany Ctverici n = (771 N2 M3 774) ERsgXxRygx RXxR=%H:

z(u) xo + z1u + zou? + z3u® + Taut + THU°
T(u) = = 2 3 4 5 | (3.17)
y(u) Yo + y1u + you® + yzu® + yaut + ysu

kde u € [0,1] a

o =TA
x1 =1nm1cosfy

1
To = 5(773 cosf — Pk sindy)

3 1

x3 =10(zp —x4) — (6m1 + 5?73) cosf4 — (4ng — 57]4) cosOp

3 5 . 1, .

+ = sinfgq — = sin 6
2771’%4 oA 2772,{3 mvs (3.18)
3

x4 =—15(xp —x4) — (8 + 5773) cos @ + (Tna — nyg) cosOp

3
- 577%/@4 sinf4 + 77%/-13 sinfp

1 1
x5 =6(xp —x4)— (3 + 5773) cosfs — (32 — 5774) cosfp

1 1
+ 517%/@1 sinf4 — 517%%;3 sin 0p

3Spline kiivka je po ¢astech polnomidlni kiivka, kterd je na hranici intervali spojita.
Ptipadné lze vyzadovat i diferencovatelnost az n-tého radu.
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3.1. Algoritmus

Yo = YA
y1 = n1sinfy

1 .
Yo = 5(7]3 sinfy — n%/{A cosfy)

3 . 1 :
ys = 10(yp —ya) — (6 + 51s) sinba — (42 — 5a) sinbp

3 9 14
— —niKkpcosfy + —n5Kkp cos b
9 NIACOSTAT 9 RE COSTE (3.19)

ya = —15(yp —ya) + (8m + 2773) sinfa + (Tn2 — ma) sin O
+ gn%/@q cosf — 77%/4;3 cosfp

ys = 6(yp —ya) — (31 + %7}3) sinfq — (32 — %774) sinfp
- %77%’@4 cos 4 + %ng@ cosfp,

kde (z4,y4,04) odpovidd poc¢atecni konfiguraci automobilu a k4 odpovida
krivosti T v pocateénim bodé 7(0), analogicky index B znaé¢i parametry
v koncovém bodé. Rozsirime konfiguracni prostor pro kinematicky model Cy;y,
o kfivost k. Vznikne tak 4 dimenzionalni prostor C' s konfiguracemi g € C,
jez odpovidaji okrajovym podminkdm n-spline krivek. Ktivku, ktera vede
z konfigurace p do konfigurace ¢ budeme znacit 7, ).

V [49] je podrobné odvozeni rovnic (3.18) a (3.19)) z okrajovych podminek 7.
Clanek zaroven obsahuje ditkaz spojitosti druhé derivace 7(t) pro libovinou
pripustnou ¢tverici parametria 1 a libovolnou dvojci konfiguraci p,q € C.

Optimalizace. Nebot piipustnych 7-spline kiivek spojujicich dvé libovolné
konfigurce 7(, ;) je nespocetné mnoho, je z nich potieba dle vhodného kritéria
vybrat. Kritérium piedstavené v [48] je | 2|, kde s je oblouk kfivky T(p,q) @
k je jejl kiivost. Ukazme, jak lze minimalizaci |‘;—’;| interpretovat z hlediska
automobilu a jeho fizeni. Z modelu auta (2.17) a (2.12) lze psat:

(%5
B i) — i)
B O T A0
gy B0 — (1))
OO
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3. Prakticka cast

Z definice kfivosti (3.6) a modelu (2.17) 1ze posledni rovnost prepsat na
d=v -r (3.20)

Vyjadiime-li ihel ¢ z rovnic (2.17):

¢ = arctan (HTL) = arctan(Lk). (3.21)

Za predpokladu malé krivosti k lze tvrdit, ze predstavené kritérium priblizné
odpovida velikost derivace tithlu natoceni volantu dle ¢asu | 7 | nebot

do d dk 1 k<l _dk
at ~ ap oretanlln) = Lo dt (3:22)

Predpoklad malé kfivosti je pro planovani trajektorie automobilti platny,
nebof pro automobily a systémy s privésem je minimalni polomér zaticeni
standardné 7,,;, > 10m. Z rovnice (3.5) navic vime, ze kiivost kruznic je

K = %, neboli k < 0,1 pro bézné automobily. Lze tedy predpokladat, ze

dé

g o< dt Navic dle pravidla zretézeni lze psat

dk drds dk
dat " dsdt  ds' (3.23)

Predpoklddme-li, Ze rychlost v se podel trajektorie méni minimélné, ¢i je

dokonce konstantni, lze psit d¢ x dt x dt [48].

dan

Cilem je tedy minimalizovat normalovy YV Jn = po celé trajektorii

T(p,q)» T€SP. minimalizovat rychlé zmény v rizeni %.

Optimalizacni tlohu formulujeme

dli

min max |— (3.24)
neH uel0,1]
za podminek
[|[7(w)]| >0 Vuelo1]. (3.25)

Jedna se o tlohu, jejiz suboptimalni hodnoty lze nalézt pomoci SQP iterac¢nich
metod, ¢i algoritmem, jez byl predstaven Guarinom a Piazzim v [17].

B 3.1.2 Soubor primitiv a €asoprostorova mrizka

Navazeme-li na predchozi kapitolu, kde jsme predstavili 4-dimenzionalni
konfigura¢ni prostor C' s konfiguraci g:

q:(m, y, 0, H)TGC

44, zna¢i normalové zrychleni autmobilu

ctuthesis t1606152353 34



3.1. Algoritmus

a rozsitime jej o ¢asovou proménou t tak, abychom popsali stav automobilu
jednoznacné, vznikne 7 dimenziondlni prostor Ciime (2D pozice, 2D rychlost,
2D zrychleni, ¢as) [63]. V nasem pripadé popiSeme robota konfiguraci g
nésledovné:

T
gt = (l‘, Y, ‘95 v, a¢, Gn, t) € Ctimea

kde (x,y) odpovida pozici, # odpovidd azimutu automobilu a v tecné rychlosti
autmobilu ve sméru uréeném thlem 6. Dvojce (a, a,) pak urcuje zrychleni
automobilu, kde a; je te¢né zrychleni a a,, normélové zrychleni. Konec¢né ¢
oznacuje cas.

Pridanim casové informace jsme velikost dimenze konfigura¢niniho prostoru
rozsitili z 3 resp. 4 na 7, ¢imz jsme zvysili ndro¢nost tvorby mrizky, ktera se
stava casové neefektivni. V [63] je predstavena efektivni metoda tvorby miizky
pro bézné automobily na silnici, jiz lze vyuzit i v nasem pripadé tovarni haly
za predpokladu splnéni nasledujicich podminek:

B Sitka vyhrazeného jizdniho pruhu pro vozidlo neumoznuje otoceni vozidla.
Vozidlo se muze tedy otacet pouze na mistech k tomu urcéenych.

® Vozidlo je schopno se pohybovat po prostorovych spline-kivkach 7(t)
s po ¢astech afinnim profilem rychlosti v.

V takovém piipadeé lze efektivné zredukovat strukturu mrizky z 7 dimenzio-
nalniho prostoru na 4 dimenzionalni prostor, predpokladame-li, ze vSechny
uzly v mrizce budou mit nulovou kfivost k = 0, nulové zrychleni a = 0 a
budou smérovat vzdy ve sméru vozovky 6 = Oyozovka-

Pii tvorbé trajektorie v (4 ) C Chime spojujici konfigurace ¢, p € Ctime nejdiive
zkonstrujeme optiméalni trajektorii 7(u) € C nezavislé na ¢asovém profilu.
Nad touto trajektorii pak vytvorime po ¢astech afinni profil rychlosti v tak,
aby byly splnény okrajové podminky rychlosti a celkova draha odpovidala
délce krivky ~(u):

ty < tp (3.26)
v(tq) = vy (3.27)
v(ty) = vp (3.28)

tp O
Je= ) Il (3.20)

Tato postupnd konstrukce sice nezarucuje, ze vysledné trajektorie v (g ) jsou
optimalni vici zvolenému kritériu, zjednodusuje vsak celkovou strukturu
zdkladniho souboru a zarucuje, zZe trajektorie v, ) je dynamicky splnitelna.
Navic pii vhodném Aq € Chime lze zarudit, ze soubor primitiv bude stéle
obsahovat kiivky v, ) s konstantnim profilem rychlosti v, a tudiz optimalni
vzhledem k fl—’; (z rovnice |3.23). Uvazujme, ze rychlostni profil je slozen ze dvou
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3. Prakticka cast

Pripustné rychlostni profily

> — — —limity zrychleni
30 F >< rychlostni limity B
_ — — —limity zpomaleni
g pozadovana vzdalenost
o0 L - - pripustné rychlostni profily | |

t[s]

Obrazek 3.2: Rychlostni profily

affinich funkci a spliuje okrajové podminky a podminku ujeté vzdalenosti. Na
obrazku je provedena vizualizace. Tato formulace dovoluje vice Teseni, ze
kterych lze vybirat. Pfirozené kritérium je minimalizovat zrychleni, nebot je
primo imérné spotiebé vozidla ¢i plynulosti pohybu. Kritérium minimalizujici
celkovou velikost zrychleni je

$16) = ol ol = |00 LS00

kde s(t) odpovida funkei, jez popisuje rychlost nutnou pro splnéni podmninky
drahy (3.29)) (¢ernd v (3.2)). Dalsim vhodnymi kritériem optimalizace mize
byt minimalizace rozdilu zrychleni a; a aso:

t) —v(ty) . v(tp) — S(t)|

s(
g(t) = la1 — ag| = |
t—t, t,—t

(3.31)

Ve findlni implementaci jsou trajektorie optimalizovany dle kritéria g(t).

B 3.1.3 Graf

Grafové reprezentace standardné vyuzivaji algoritmy na nalezeni nejkratsi
cesty, mezi které patii Dijkstriv algoritmus ¢i A*. Pripadné vylepseny Sten-
tzav D* ¢i Focussed D* , jez taktéz patii do stejné tridy. Vsechny
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3.1. Algoritmus

tyto algoritmy udrzuji navstivené uzly usporddané, coz v ¢asovéprostorovych
mrizkdch neni nutné, nebot cas takové usporadani prirozené tvori. Tedy
v grafu nad ¢asoprostorovou mrizkou nelze vytvorit cyklus, nebot se nelze
vratit v ¢ase. Vznikly graf je tedy orientovany a acyklicky a lze na néj uplatnit
algoritmus na nalezeni nejkratsi cesty s ¢asovou slozitosti O(n) narozdil od
dfive zminénych algoritmi, jez jsou nejlépe O(nlogn). Hlubsi teoreticky popis
algoritmu pro orientované a acyklické grafy je uveden v [10, [47].|63]

B 3.1.4 Detekce kolizi

Algoritmus pouziva detekci kolizi, jez je zaloZzena na bitmapéach (viz [2.1) a
inspiruje se v ¢lanku [62]. Dfive, nez-li popiSseme proces detekce, odvodime
podobu Cys pro automobil zalozeny na Bicycle-model s nenulovou sitkou w
a délkou [. Za¢néme vsak postupné jednodussimi piiklady.

Priklad 3.14 (Bod v roviné). Pfedpoklddejme na okamzik, ze automobil nem4
obsah, je reprezentovan pouze bodem (z,y) a prekdzky jsou reprezentovany
mnohostény (viz 2.1). Pak se libovolna prekazka O € ¢ C # do konfigu-
racniho prostoru Bicycle modelu Cy;, promitne nezivisle na azimutu vozu
6, nebot je automobil v nedovolené konfiguraci pravé tehdy, kdyz (z,y) € 0.
Prostor Cyps C Ckin mé pak podobu:

Cobs =0 X [0,271‘)

a transformace je tudiz trivialni.

Priklad 3.15 (Kruh v roviné). Pfidejme do predchozi tivahy predpoklad, ze
automobil mé tvar kruhu. Pak je vozidlo reprezentovano bodem (z,y) a
polomérem kruhu r. Vozidlo je v kolizi s libovolnou piekazkou O € & C ¥/,
paklize bod (x,y) je vzdalen od prekdzky O méné jak r:

d((z,y),0) <r

Prekéazka se tedy ,nafoukne“ o r. Opét je kolizni konfigurace nezavisla vuci
azimutu 6. To je zptsobeno tim, ze kruh T je invariantni vaci rotaci kolem
svého stredu, tedy plati

R(a)(T) =T Vae [0,2#}7

kde R(,) symbolizuje rotaci o thel a.

Priklad 3.16 (Pevné fixované téleso v roviné). Vratme se k prikladu bodu
v roviné (3.14)). Predstavme si nyni holonomniho robota s netrivialnim tvarem
R € W, ktery je fixné orientovan v prostoru pod tthlem 6. Robot se muze
pohybovat libovolnym smérem. Vysledny prostor Cys = O.s lze popsat
pomoci Minkovského sumy, jez je pro dvé mnoziny A, B C R" definovana
néasledovné:

A®B={a+blac A, be B}
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0
! 4
0

y /4
T x
(a) : Fixované téleso v roviné (b) : Automobil v roviné

Obrazek 3.3: C,;s prostor pro kinematicky Bicycle model — Zdroj: [63]

V nasem ptipadé tedy:
Cobs =R®0

Minkovského suma zobecniuje tivahu z prikladu (3.15), kdy nyni prekazky
yhafukujeme* o tvar télesa R. Pro lepsi predstavu viz (3.3a).

K uréeni Cyps pro autombil vyjedeme z piikladu (3.16)). Uvédomime-li si,
ze automobil je pro dany thel 6 pevné fixované téleso, staci tvar automobilu
T secist Minkovského sumou pro kazdy thel 6 € [0,27) s oblasti prekazek ¢

Oobs = U TG ® ﬁ, (332)
0€[0,27]

kde Ty = R (T') je tvar T zrotovan o tihel 6 v bodé stfedu zadni népravy
(x,y). Vizualizace s diskretizovanymi hodnotami 6 je v (3.3b). Detekce kolizi
je extenzivné vyuzivana utilita libovolného algoritmu, zvlaste pak algoritmu
zalozenych na tvorbé mrizek. Tvoti tak uzké hrdlo programu. Implementovat
algoritmus naivné a pro kazdy stav automobilu detekovat kolizi online v béhu
je tak nemyslitelné. Cilem je pfesunout vypocet a tvorbu co nejvice do offline
faze, zefektivnit zapis a reprezentaci prekazek v pocitacové strukture. Nej-
prirozenégjsi reprezentace pro pocitac¢ jsou bitmapy. Jiz v (2.1) jsme popsali
jejich princip, zde zduraznéme, Ze vyhodou je i jednoduchy zapis nestrukturo-
vanych dat ze senzoru primo do struktury, se kterou algoritmus je schopen
G¢inné pocitat a snizujeme tak naroky na online vypocet programu, ktery
pocita s dynamicky ménici se mapou. Dalsim zefektivnénim bude vhodna
reprezentace auta.

S predstavou tvaru Cys rozvineme myslenku z prikladu (3.15]). Pokud roz-
lozime tvar automobilu s $itkou w a délkou [ (obdélnik) na kruznice D se
stejnym polomérem r (resp. vytvoiime jeho pokryti kruznicemi, viz (3.5))),
zjednodusime reprezentaci automobilu z obdélniku na jednotlivé body S,
které odpovidaji stifedim kruznic a tvori jadro I (viz|3.4).

Pak stac¢i kazdou prekazku ,nafouknout® o polomér r a kontrolovat pouze
I na kolizi. Toto zefektivni vypocet, nebot orientace automobilu 6 je skryta
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D®I HD « 1

(a) : Aproximace au- (b) : Disk D (c) : jadro I
tomobilu

Obrazek 3.4: Automobil a rozklad na disk a jadro  Zdroj:

Obrazek 3.5: Pokryti autmobili kruznicemi  Zdroj:

pouze v jadre I a ,nafouknouti“ prekazek je tak pro libovolny thel 6 stejné
a stac provést jen jednou [63]. Tato myslenka je zaznamenédna na obrézku

(3.6).

Pokryti kruznicemi, jez je na obrazku (3.5), je mozno doséhnout pomoci

VZOI‘CﬁE
e
7'25 ﬁ+w
2
w
d=2[r%2 - —
V" T

Inkrementalni algoritmus, jenz je schopen aproximovat kruznici pomoci bodt
v bitmapé s rozlisSenim € je podrobné predstaven v , my zde jen ukizeme
pseudok()dlﬂ v .

Vysledny postup detekce je nédsledujici: Automobil je v offline fazi pokryt
n kruznicemi dle rovnic (3.33), Pro kazdou kfivku 7(¢) ze souboru primitv
predpocitdme (v m jejich bodech) konfigurace robota ¢. Z azimutu 6 a roz-
liseni bitmapy € vypoc¢teme obraz jadra I v bitmapé (pro kazdy bod podel
7(t)). K vysledné trajektorii si ulozime téchto m bodiu, kde kazdy bod je

(3.33)

®V origindlnim ¢lanku \\ jsou tyto rovnice chybné.
5Pseudokod uvideny v \\ je chybny.
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ot

(a) : ,Nafouknuti“ prekdzek (b) : ,Nafouknuti“ prekazek
o kruh D o cely automobil D & I

o®

OeDel

Obrazek 3.6: Automobil a rozklad na disk a jadro  Zdroj:

Algorithm 4 Disk approximation

function DRAW CIRCLE(r)

x =round(r)

y=20

F=z(z—-1)—r?+2

5: while y < z do
F=F+2y+3
y=y+1
if F > 0 then
F=F—-2zx+2

10: Vytvor obdélnik [—x, —y] X [z,y]
Vytvorl obdélnik [—y, —z] X [y, z]
r=z—1

end if
end while

15: end function

reprezentovan n-tici bod reprezentujici I a ¢asem prijezdu t:

r11 Y1 1 T12 Y12 t1
To1 Y21 t1 Too Y22 t1

(mml UYm1 tl) (a:mg UYm2 tm) (mmn Ymn tm)

Tin Yin B
Ton Yon t2

; . (3.34)

Pf1i online vypocétu pak kazdou prekazku ,nafoukneme* o kruh s polomérem
r z (3.33) (pfi zépisu do bitmapy). Trajektorie je bezkolizni, paklize vSech m
bodu prislusné trajektorie je bezkoliznich.
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B 32 Implementace a Vysledky

Implementace a knihovny. Algoritmus byl implementovan v Pythonu a
kritickd on-line ¢ast v C'. Kéd je optafen komentéii piimo v kédu a nebude
podrobnéji komentovan.

Off-line ¢ast, jez je implementovana v Python vyuziva Numpy a Scipy knihovny
pro tvorbu n-spline kiivek, optimalizaci a jeji reprezentaci. Déle je vyuzit
modul re a pickle pii vycitani a ukladdani dat. Dalsi knihovny, jez jsou
v kédu vyuzity, nejsou nutné pro béh programu.

Program v C vyuzivd knihovnu treti strany, v niz jsou implementované za-
kladni algoritmické struktury. Knihovna je dostupnda z https://github.com/
fragglet/c-algorithms|Tuto zavislost lze pfekonat doimplementovanim
vlastni struktury halda. Program C déle vyuziva zakladni knihovny a mate-
matickou knihovnu.

Vysledky. Simulace programu probihala na osobnim pocitaci s procesorem
Intel Core i5-3337U s taktem 1,80 GHz. V simulaci uvazujeme trivialni rovnou
cestu s délkou 200 m a sitkou 10 m a maximélnim simula¢nim éasem 7" = 60s.
Parametry diskretizace a grafu jsou uvedeny v tabulkach (3.1) a (3.2). Tabulka
(3.1) odpovida zdkladnimu souboru pohybii, respektive popisuje prechodové
hrany v grafu. Dva uzly v grafu ¢, g2 mohou byt propojeny pouze pokud
jejich rozdil mensi nez prechodové maximum Apaxq > Ag = ¢2 — ¢1. Tato
mnozina je ocisténa o prechody, jez nejsou uskucitelné modelem auta,jehoz
parametry jsou uvedeny v (13.3)).

V simulaci ma vozidlo najit co nejrychlejsi bezkolizni trajektorii ze své
pocatecni polohy do pozadované polohy:

(8 120\ _ .
Qstart = 4 ] = 4final

Vozidlo je v simulaci ptredjizdéno dvéma dalsimi vozidly, kterym se vyhyba a
zpomaluje, aby jim umoznil predjeti. Ve vizualizaci (3.7) a (3.8) je graficky
znézornéna nalezend trajektorie. Zelené body reprezentuji okamzité®| polohy
prekédzek v case t. Modry obdélnik reprezentuje vlastni vozidlo. Algoritmus
nasel pro tento vstup vyslednou trajektorii, ktera lze dosahnout béhem 17 s.
Offline faze tvroby grafu trvala do 30 sekund bez optimalizace s pomoci
vyhledavaci tabulky idedlnich parametra n (3.1.1). Offline fize bez této
tabulky trva v fadu desitek minut. Online faze implementovana v C bézela

"Kéd je prilozen k praci
8Vizualizace zobrazuje v &ase t vechny polohy piekézek pro ¢as [t —0,5;¢t+0,5]
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Apaxt 8 [s]
Apax T 24 [m]
Amax Yy 4 [Hl]
pramérny faktor vétveni | ~ 153

Tabulka 3.1: Lokalni propojenost grafu

velicina symbol | A | jednotka | max hodnota | # hodnot
cas t 2 [s] 60 31
podelna pozice x 8 [m] 200 26
pri¢nd pozice Yy 2 [m] 10 6
rychlost v 2 | [ms™! 8 5
# uzla 24180
meéritko bitmapy 1:10
Casové meéritko bitmapy 1:4

Tabulka 3.2: Zakladn{ parametry algoritmu

0,31 s. Finalni rekonstrukce cesty implementovana v Pythonu trvala 0,5 s. Vice
prikladu zde v praci neuvadime, Ize vsak pomoci prilozeného kédu generovat
nahodné priklady a upravovat zadani dle vile ¢tenare.

B 33 zawer

Implementovali jsme v minimalnim rozsahu algoritmus predstaveny v (3.2)).
Algoritmus je implementovan pro nalezeni nejrychlejsi trajektorie. OvSem
struktura Teseni dovoluje pouzivat libovolnou heuristiku a vazici funkci, jez
lze zadat externé. Tato zména by zaroven neméla vyrazné zhorsit vypocetni
¢as, nebot algoritmus prohleddva dostupnou ¢ast z ¢;,;; kompletné. Toto
Ize navic uplatnit, nelze-li se dostat pfimo do pozadované konfigurace gyinar-
Lze se totiz postupné dotazovat na blizké konfigurace q v okoli qfinqi, ¢imz
lze zarucit alespon priblizeni k zddanému stavu. To zaroven implikuje, ze
¢asova narocnost algoritmu neni zévisla na prostoroveé-casové vzdalenosti.
Algoritmus predpoklddd, ze vozidlo mé plnou informaci o prekdzkach a jejich
trajektorich v daném céasovém tuseku, coz lze v tovarnim prostiedim zajistit
vytvorenim komunikaé¢ni sité mezi pohybujicimi se vozidly, pripadné vhodnou
tpravou dat ze senzorti a odhadovanim trajektorie”. Algoritmus lze vyuzit
i pro vice entit, paklize predpoklddame, zZe entity maji prioritu, ktera tvori
linedrni uspordadéani (nad mnozinou vSech entit). Jinak je vhodny pouze pro
planovani na trovni jednotlivych entit a nelze jej jednoduse zobecnit pro
hledani optimélnich cest pro vice vozidel se stejnou prioritou. Bohuzel se

9Napiiklad pouzitim neuronové sité.
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veli¢ina symbol | hodnota | jednotky
délka l 5 [m]
sirka w 2 [m]
maximalni rychlost Umax 10 [ms~!]
minimdlni rychlost Umin 0 [ms~1]
maximalni akcelerace Omax 4 [ms~2]
miniméalni akcelerace Qmin -5 [ms~2]
maximalni Ghel natoceni kol | dmax z [rad]

Tabulka 3.3: Parametry modelu automobilu

nepodarilo z ¢asovych divodi implementovat cely algoritmus v nativnim C,
ktery by oproti Pythonu Sel paralelizovat. I bez vhodné paralelizace by doslo
k zrychleni algoritmu, jez by dovolovalo hustéjsi mrizku, ¢i planovani na delsi
¢asovy horizont.

B 3.3.1 Budouci prace

Ackoliv se nepodaftilo (opét z ¢asovych divodi) zobecnit prezentovany algo-
ritmus na systémy s vice privésy, které odpovidaji strukture milk-run vozidel,
podarilo se implementovat alespon castecné kroky, jez prokazuji, ze predsta-
jako je milk-run. Konkrétni implementace!'’| predpoklads, Ze jednotlivé pii-
vésy maji fiditelné napravy a jsou schopny kopirovat ptivodni prostorovou
trajektorii vedouciho vozu. Ackoliv se jednd o silny pozadavek na milk-run,
riditelné napravy jsou bézné v praxi implementoviany a jsou poskytovany
s algoritmy Ffzeni'!|

Konfigurac¢ni prostor robota Ciime je nutné rozsirit na Clrajler, abychom byli
schopni popsat stav celého milk-runu. Pro jednoduchost nyni predpokladejme,
ze délka milk-runu je mensi nez nejkratsi n-spline kiivka, ktera reprezentuje
piechod 7, ) mezi dvéma stavy ¢,p v mifzce nad Ctime. V takovém piipadé
je stav milk-runu jednozancné urcen takovymto prechodem 7, o). Staci tedy
konfiguraci giime € Ctime rozsifit o stav ¢, abychom ziskali novou konfiguraci

Qtrailer € Clrailer:

C = Ctime x R
q = Qtime U {C}

10C4stedna implementace je pfilozena ve zdrojovém kédu.
UNapiiklad https://www.jungheinrich.cz/produkty/manipulacni-technika/
privesy
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3. Prakticka cast
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Obrazek 3.7: Vzorovy priklad - ¢ast prvni

V obecném pripadé dojde pouze ke zvyseni dimenze nového stavu c. Dimenze
bude odpovidat poc¢tu nejkratsich trajektorii'?, které budou stacit k jedno-
znacnému popisu stavu milk-runu. Popis je jednoznacny, je-li soucet délek
jednotlivych trajektorii vétsi nez délka milk-runu.

Detekce kolize pak lze snadno rozsirit, nebot voziky stale drzi trajektorii
prvniho vozu, a lze tak jiz vypocitané body (3.34) vyuzit jednoduchym posu-
nutim v case. Tento pristup vsak vyzaduje, ze jsou body (3.34) vzorkovany
rovnomeérné dle délky trajekorie. To v momentalni implementaci vsak ne-
plati a je nutné vzorkovani upravit. Momentalni vysledky ukazuji, ze ¢asova
naroc¢nost vypoctu v on-line fazi je pfimo imeérna velikosti prohledavaného
grafu. Vyzvou budouci prace je tedy nalézt vhodnou strukturu kdnonickych
pohybti, zjednodusit miizku nad Clyailer, ¢i provést paralelizaci vypoctu. To
je mozné, nebot to dovoluje struktura vypoctu. Trivilnim fesenim casové
naro¢nosti je pak snizit hustotu vzorkovani mrizky, ¢i zmensit celkovy prostor,
ktery je grafem prohledavan. To zptisobi snizeni velikosti grafu, coz se pfimo
odrazi ve vipocetni dobé. Césteéné vysledky ukazuji, ze zvoleny pifstup je
uskutecnitelny a ma smysl se mu nadale vénovat.

12Ve smyslu prostorové vzdalenosti.
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Obrazek 3.8: Vzorovy priklad - ¢ast druha
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P¥iloha B

Seznam pouzitych symboli a zkratek

Symbol Vyznam

N prirozend éisla

Z cela cisla

Q raciondlni ¢isla

R redlna cisla

R>o nezapornd realns cisla
R<g kladna realnd cisla
S kruznice

S Minkovského suma
x primo tmérné

~ priblizné rovno

# neni rovno

definujeme
fadoveé mensi (v bazi deset)
uzévér mnoziny M

2 A

—
~—

Ry () rotace v roviné o thel o

o robot

v 2 svét (prostiedi, ve kterém se robot vyskytuje)
7 oblast prekazek (ve svéte)

F volny prostor (ve svété)

C konfigura¢ni prostor

Clops oblast prekazek (v konfiguraénim prostoru)
Clree volny prostor (v konfigura¢nim prostoru)
A- diference

V- gradient dle soutradnice x

o) asymptotickd Casova slozitost

—
o
09

pfirozeny logaritmus
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B. Seznam pouZitych symbolii a zkratek

Zkratka Vyznam

C-space konfigura¢ni prostor

NP nedeterministicky polynomidlni (t¥ida slozitosti)
AFP artifical potential field

PRM probabilistic road map

RRT rapidly exploring random trees

S&C lattice state and control lattice
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P¥iloha C

Zdrojovy kod

root
| Simple_car
readme.txt
run_computation.sh
C
Py
Data
| Trailers
readme.txt
run_computation.sh
C
Py
Data
| 1libs
LA,c—algorithms—master.zip

Makefile

main.c
load_scripts.c
load_scripts.h
time_space_lattice.c
time_space_lattice.h
params.h
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C. Zdrojovy kod

Py

opt_functions
__pycache__
__init__.py
confun.py
objfun.py
__pycache__
collision_avoidance.py
create_canonical_set.py
create_obstacles.py
ctrl_models.py
get_final_path.py
minimize_acceleration.py
quintic_splines.py
set_params.py
spacetime_config.py
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