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Anotace

Veskeré metalurgické postupy vyZzaduji dodrieni presnych ¢asovych a teplotnich podminek.
Z tohoto hlediska musi byt mnoho procest indukéniho ohfevu fizeno v souladu s predepsanym
¢asovym vyvojem teploty zah¥ivaného télesa. Rizeni spociva ve spravném nastaveni budicich proudd
(amplitudy a frekvence) v topnych induktorech. Amplitudy a frekvence proudl se mohou ménit bud
spojité, nebo po krocich.

Tato disertacni prace predstavuje novy model indukéniho ohfevu vélcovych odlitkl zalozeny na
feSeni nestaciondrnich Uloh. Klasicka feSeni nestaciondrnich uloh jsou ¢asové ndrocna, proto byly pro
pouZziti v online operacich vyvinuty rychlejsi modely doprednych déjli, které jsou pro reseni inverznich
Uloh zasadni. Byly zvazovany rizné optimalizacni metody a vybrany takové, které nejvice vyhovovaly
v konkrétnich pfipadech.

Metodika fesi pozadavek konkrétniho teplotniho priibéhu za ¢asovy krok, takze je vhodna pro celou
fadu technologickych poZzadavkd. Nejvhodnéji se hodi k metalurgickym déjim jako je Zihani nebo
kaleni. Vysledky metodiky byly na nékterych pfikladech experimentalné ovéreny.

Kli¢ova slova: indukéni ohfev, optimalizace teplotniho pole, Zihdni, kaleni, matematické modelovani,
numerickd analyza.



Abstract

All metallurgical processes require accurate time and temperature conditions. Numerous processes
of induction heating must be controlled in agreement with the prescribed time evolution of
temperature of the heated body. The control consists of a suitable setting of field currents (amplitudes
and frequencies) in the inductors. The amplitudes and frequencies of the currents can vary either
continuously or by steps.

This thesis presents a novel model of induction heating of cylindrical billets with the solution based
on solving non-stationary problems. The classic solutions of non-stationary tasks are time consuming,
so faster forward-action models have been developed for use in online controlled operations, which
are essential for solving inverse problems. Various optimization inverse methods were considered and
the most suitable of them for the investigated cases were selected.

The methodology solves the requirement of a specific temperature evolution in one time step, so
it is suitable for a wide range of technological requirements. It is best suited for metallurgical processes
such as annealing or quenching. Some results are verified experimentally.

Keywords: induction heating, optimization, forward task, backward task, mathematical modeling,
numerical analysis.
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Velicina

soucinitel prestupu tepla
soucinitel objemové roztaznosti
konduktivita

permitivita

emisivita prostredi

dynamicka viskozita

mérna tepelna vodivost

vinova délka

permeabilita

kinematicka viskozita

hustota

Stefan-Boltzmannova konstanta
magneticky indukcni tok
potencial elektrického pole

tok elektrického pole

Uhlova rychlost

Velicina

permitivita vakua

permeabilita vakua
Stefan-Boltzmannova konstanta
rychlost svétla ve vakuu
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Kapitola1l Uvod

Zakladni souvislosti mezi elektrickym proudem a magnetickymi jevy se zaslouZil dansky fyzik Hans
Christian Oersted, které popsal ve své praci ,,Experimenta circa efficaciam conflictus elektrici in acum
magneticam” v Kodani roku 1820. Oersted svym pokusem poloZil zaklady ke zkoumani nového okruhu
fyzikalnich jevl,, elektromagnetismu a elektrodynamiky. André Marie Ampére stanovil smér
magnetického pole v okoli vodi¢e znamé jako pravidlo pravé ruky, zformuloval svij zakladni zakon
elektrodynamiky o silovém plsobeni elektrickych proudl a formuloval teoretické zaklady
elektrodynamiky ve své praci , Théorie des phenoménes électrodynamiques” v roce 1830. Michael
Faraday zjistil otacivy ucinek permanentniho magnetu na proudovou smycku a naopak, tj. zakladni
principy elektromotord a dynam. James Clerk Maxwell teoreticky a matematicky zobecnil
experimentalni poznatky o elektfiné a magnetismu a zformuloval soustavu rovnic
elektromagnetického pole. Maxwell svou teorii prezentoval v proslulém Traktatu o elektfiné a
magnetismu , Treatise on Electricity and Magnetism” roku 1873.

1.1. Indukéni ohfev

Prvni primyslova aplikace indukéniho ohfevu (IH) byla v roce 1887 realizovdna Sebastianem Z. de
Ferrantinem, ktery navrhl IH pro taveni kov( a ziskal prvni patent na primyslové aplikace IH. Pozdéji,
vroce 1891, predstavil F. A. Kjellin prvni pIné funkéni indukéni pec. Prvni velky pokrok pfisel, kdyz Edwin
F. Northrup realizoval prvni vysokofrekvenéni indukéni pec na Princetonu v roce 1916. Vliv druhé
svétové valky zaznamenal velky rozmach jeho dalSiho vyvoje a vyuZiti, jelikoz vznikla okamZita pottfeba
plnit vale¢né pozadavky.

Proces ohfevu se zaklada na indukovani ¢asové proménného magnetického pole do vsazky. Soucasti
pro indukéni ohfevy jsou civka, kterou prochazi stfidavy proud, zdroj a vsazka. Geometrické usporadani
civky by mélo odpovidat geometrickému tvaru vsazky; ta je prevazné tvorena dutou médénou trubkou,
kvli vnitfnimu protékani chladici vody. Civka mUZe mit jeden nebo vice zavitd. Zde zalezi na konkrétni
aplikaci indukéniho ohtevu; v nékterych aplikacich se dokonce mulzeme setkat i sinduktorem
sestavajicim z poloviny zdavitu.

Obr. 1.1 Princip zarizeni pro indukcni ohrev
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Umistime-li souose v civce protékané harmonickym proudem valcovou elektricky vodivou vsazku,
pak dopadajici elektromagnetické vinéni vstupuje do vsazky povrchem a vyvolava indukované proudy,
jejichz ucinkem se vsazka zahfiva. Pronikajici elektromagnetické vinéni se s rostouci hloubkou
pronikani utlumuje a jeho energie se méni na energii tepelnou. Hloubka vniku zafeni a se vyjadri
vztahem

(1.1)

w je Uhlova rychlost [s™]
W je permeabilita [H - m™1]
y je konduktivita [S - m™1]

Tato veliCina predstavuje vzdalenost, na které se v daném materidlu amplituda veli¢in pole utlumi
e-krat. Hloubka vniku zareni zavisi na kmitoctu a v Tab. 1.1 jsou uvedeny orientaéni hodnoty této
veli¢iny pro ocel, hlinik a méd' v zavislosti na frekvenci od 50 Hz do 1 MHz.

Tab. 1.1 Orientacni hodnoty hloubky vniku u oceli, médi a hliniku v zdvislosti na frekvenci

Frekvence Hloubka vniku [mm)]
Cu Al Ocel
[Hz] 20°C 1100 °C 20°C 660 °C 20°C 800 °C
50 9,5 31,8 12,2 31,5 8,0 71,2
103 2,1 7,1 2,7 7,0 1,8 15,9
10* 0,67 2,25 0,86 2,2 0,56 5,0
10° 0,067 0,22 0,086 0,22 0,056 0,5

Velikost a frekvenci ¢asové proménného pole urcuje zdroj. Nizké frekvence (50 Hz — 100 kHz) jsou
vhodné pro aplikace ohfivani rozmérové vétsich materidll vyzZadujicich vétsi hloubku vniku, vyssi
frekvence (100 kHz — 400 kHz) jsou vhodné pro aplikace vyZzadujici malou hloubku vniku, jako jsou
mensi predméty, nebo pfi tepelném zuslechtovani kova.

Vyuziti indukéniho ohfevu v pramyslu Ize aplikovat na tyto tepelné procesy:

=  Taveni kovl

= Ohfev

= Svarovani

= Tepelné zuslechtovani kov

= Vytvareni spojll lisovanych za tepla

1.2. Soucasny stav ve svété

Popis indukéniho ohfevu predstavuje syntézu informaci a zkusenosti, které autofi nashromazdili ve
své Cinnosti v akademickém vyzkumu a spolupraci s primyslem. Prvnim pokrokem je prohloubeni
teoretickych znalosti elektromagnetickych a tepelnych jev(, které urcuji proces ohfevu, kde vyvoj
probiha od pocatku dvacatého stoleti. V té dobé byl ndvrh topnych zafizeni zaloZen jen na analytickych
feSenich Maxwellovych rovnic pro jednoduché geometrie a na experimentalnich zkouskach. Prestoze
v technologickém vyvoji nedoslo k Zadné diskontinuité, rozhodujicimi kroky se stal priimyslovy rist,
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zejména automobilovy, a po valce od Sedesatych let zavadéni pocitacd na univerzitach a vyzkumnych
institucich spolu s vyvojem numerickych metod pro vypocet elektromagnetickych a teplotnich poli. Za
milnik mohou byt povazovany dila Hegewaldt [28], Holmsdahl a Sundberg [29], Kolbe a Reiss [30], ktefi
vroce 1963, nezavisle na sobé, ale témér soucasné, predstavili prvni numerickd feSeni pro 1D sdruzeny
elektromagneticky a tepelny problém v nelinedrnich systémech a 2D numerické feSeni
elektromagnetického problému v linedrnim systému. Byla oteviena cesta numerickych vypoctd
systémU ohrevd, ale trvalo vice neZz 25 let, neZ se pocitacové simulace staly Siroce pouzivanym
projektovym a vyzkumnym ndastrojem. Analytické a experimentalni metody nadale prevaZovaly v
pramyslu v obdobi 1960-1990, kdy vyvoj a pouZivani pocitacovych simulaci byly omezeny predevsim
na akademické a vyzkumné instituce pro teoretické studie. Od té doby byly k dispozici stale vykonné&jsi
vypocetni prostfedky a sofistikovanéjsi numerické postupy, takZe analytické metody byly postupné
opoustény, zatimco pouzivani numerickych procedur se stalo standardem nejen ve vyzkumu, ale i v
pramyslovém designu [1], [2], [5], [6].

Déle je uveden prehled prispévkil, jakym smérem se v soucasné a v nedavné dobé vyviji vyzkum
ohledné aplikaci, modelovani a vypoctl indukéniho ohfevu. Variabilita aplikaci i vykonové naroénosti
s sebou nese i potieby variability na vypocetni a simulaéni metodiku, pficemz pfevazuje feSeni pomoci
metody koneénych prvkl (FEM) ve 2D a 3D usporadanich. PoZzadavky na energetickou efektivitu jsou
dnes vnimany s velkou mirou a jejich zastoupeni pfi feseni problém jsou opodstatnéné.

Velkd skupina publikaci se zabyvd modelovdanim a simulacemi indukéné ohtivanych rotacné
symetrickych téles. Valcovy symetricky ohfev mizZe byt simulovan a popsan konec¢nymi prvky pomoci
2D osové symetrického systému [13], [14], [16], [20], [21]. V pFipadé pouzZiti okrajovych podminek ci
buzeni, které porusuji takovou symetrii, vSak neni mozné takovych zjednodus$eni v modelu pouzit. S
cilem vyhnout se vypoctové ndrocné 3D simulaci byla vyvinuta metoda kvazi-sdruzené 3D simulace
konecnymi prvky. Tato metoda je zaloZena na vyuZiti vektorového soucinu tenzorovych funkci
v kombinaci s kone¢nymi prvky v fezu s harmonickymi funkcemi. Metoda byla ovéfena i se svou
konvergenci analytickym modelem [14], [21].

Dale byla provadéna analyza vicevrstvého valcového indukéniho ohfivaciho systému spocivajici v
rozdéleni vypocetni metody ohfevu do jednotlivych vrstev. Cilem publikace byl ndvrh obecného
matematického modelu pro indukéni ohfev a pouziti principu vicevrstvého vypoctu proudovych sekci
pro vypocet slozek hustoty toku, impedance a elektromagnetickych sil. Pfesnost metody byla ovérena
jak méfenim na indukéné ohfivaném systému, tak porovnanim klasickymi numerickymi, popf.
analytickymi metodami [16].

Specialni aplikace jako je technologie tvareni kovl se zabyva vypocetnim modelem pro sloZité
konfigurace s cilem snizit celkovou energetickou naro¢nost procesu [17], [22], [23]. Autofi v pFispévku
[17] prezentuji novy pfistup vypoctu zaloZzenych na 2D simulacich. Zaméruji se na model s rdznymi
usporadanimi civky a kanalku pouZivany pfi technologii tvafeni. Model je vytvotfen v programu 2Delta
vyuzivajici 2D sdruZeni elektrického a tepelného pole indukéniho ohfevu valcovych téles a umoziujici
simulovat i sloZitéjSi konfigurace, napf. civky s nerovhomérnym teplotnim profilem apod. SloZité
geometrie hlinikovych profild pfi tvorbé odlitk(, vyzadujici vysoce efektivni technologii taveni kov( resi
autofi [22], [23] rotaci polotovarl v DC magnetickém poli. Je zkouman vliv rotaéni rychlosti na rozloZeni
teploty v prifezu polotovaru i pouziti DC supravodivych civek pro taveni kov(. Teplota hliniku pfesahla
500 °C b&hem 2 minut rotace trubky pfi otd¢kach 800 min™ a pfi otd¢kach 1200 min™ doslo k taveni
hliniku béhem 90 s.
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Alternativni zpUsob indukéniho ohfevu nemagnetickych valcovych predlitki zndmy jako rotacéni
indukéni ohfev, kde se valec otaci ve statickém magnetickém poli generovaném permanentnimi
magnety, je popsan v [24], [25], [26]. Magnety jsou upevnény na dlouhych ramenech z feromagnetické
oceli a vzdalenost mezi polotovary a rameny se mlze ménit v axidlnim sméru. Matematicky model
procesu sestavd ze dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého Fadu popisujicich rozloZeni
magnetického a teplotniho pole. Jejich feSeni je provadéno numericky v kvazi sdruzené formulaci,
respektujici vSechny dilezZité nelinearity. Vypocty jsou provadény kddem Agros2D, zaloZzenym na plné
adaptivni metodé konecénych prvkl vyssiho fadu presnosti. Tato technologie mimo jiné umoziuje
dosahnout poZadovaného teplotniho profilu vyhtivaného polotovaru podél jeho délky.

Shrnuti hlavnich milnikG vyvoje technologie indukéniho ohfevu a analyzu souéasnych systéma v
pramyslovych, domdcich a Iékarskych aplikacich je popsano v [27]. Z hlediska konstrukce existuji tfi
hlavni technologie, které je tfeba fesit pfi navrhovani systému indukéniho ohfevu; jsou jimi vykonovy
méni¢, modulacni a Fidici architektura a navrh induktoru. V poslednich letech byl proveden rozsahly
vyzkum, ktery vedl ke zlepseni systémU indukéniho ohfevu, coz umoznilo rozsifeni pouzivani systému
indukénich ohfevli na mnoho primyslovych, domacich a Iékafskych aplikaci.

Rezonanéni vysokofrekvencni stfidace pro indukéni ohfev se fesi v [15]. Autofi se zde zaméruji
hlavné na pouziti specidlniho typu vysokofrekvenéniho stfidace vyuZivajiciho IGBT tranzistory a na
analyzu jeho energetickych ztrat a Gcinnosti. Z pohledu indukéniho ohfevu je v ¢lanku diskutovana
civka, ktera ohriva valecek tiskarského a kopirovaciho zafizeni ptes vysokofrekvencni stfidavy zdroj.

Studii invertorového mistku pro dvé frekvence indukéniho ohfevu povrchového kaleni popisuji
autofiv [18], [19]. Spinacimi prvky ménice jsou v tomto pfipadé Si a SiC MOSFET tranzistory. Povrchové
kaleni se vyuziva tam kde je nutno zvysit odolnost materidlu a dochazi k vytvrzeni povrchové vrstvy bez
ovlivnéni vnitfni ¢asti obrobku.

Inverzni problémy zejména identifikuji parametry materialu [32], [33], [34], tvary geometrie [35] a
okrajové podminky [36]. Identifikace materidlovych elektromagnetickych parametrl, kterd by
vyhodnotila magnetickou permeabilitu jako funkci magnetického pole a teploty fesili autofi v [32].
Identifikace permanentnich magnet( v elektrotechnickych zafizenich byla fesena v [33]. Metodu pro
odhad teplotné zavislych tepelnych vlastnosti pomoci feseni prechodnych inverznich problém( ve
vedeni tepla pro odhad tepelné kapacity, tepelné vodivosti a tepelné difuzivity jsou prezentovany v
[34]. Autofi publikace [35] zkoumaji inverzni problém pfi urcovani optimalni geometrie tvaru vypiné
mezi dvéma vodivymi télesy ve 2D s vice oblastmi na zdkladé poZzadovaného poméru tepelné vodivosti
a zaplnéni. Inverzni neiteraéni metodu zaloZzenou na metodé hrani¢nich prvkd (BEM) navrhuji autofi
publikace [36] k uréeni odhadu okrajovych podminek vnitfni stény pece.

Inverznich problém pro optimalizaci protékajicich proud a vykonu, popf. optimalizace rezonanéni
frekvence z daného pribéhu teploty jsou fidké. Jedni z prvnich jsou autofi v [37], ktefi prezentuji
pfistup spocivajici v uréeni optimalniho induktivniho proudu z dané pozadované distribuce teploty.
Poté autofi v [38] Fesi inverzni problém vedeni tepla pro odhad konstantni hodnoty vykonu zdroje
béhem indukéniho ohfevu paramagnetického materidlu. Frekvencni prizplGsobeni na zakladé
teplotniho profilu fesi autofi v [39], aby byl systém udrZovan v rezonanénim provozu i pfi vysokych
teplotdch a tim ve vysoké ucinnosti. Autofi prezentuji dosazené vysledky simulace vyvinutého modelu
s ohledem na sledovéni rezonanéniho kmitoétu pomoci PLL v prostfedi MATLAB/SIMULINK.
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1.3. Cile prace

Vyse bylo shrnuto, Ze vyvoj v oblasti indukéniho ohfevu usel za poslednich 130 let velky kus kupfedu
a za poslednich 50 let se zdokonalily numerické metody natolik, Ze jsme dnes schopni fesit témér
jakykoliv pfimy problém pfti znalosti potfebnych parametrd a okrajovych podminek. Prakticky jsme jen
omezeni vypoctovou narocnosti. Optimalizaéni problémy a s nimi nutnost feseni inverznich problémli
vsak stdle jesté nejsou zcela zvladnuté. Objevuji se oviem jiZ prvni metody popsané v kapitole 1.2., jeZ
se tykaji odhadu okrajové teploty, nastaveni vykonu pro danou distribu¢ni teplotu na povrchu nebo
nastaveni frekvence k dosazeni maximalni ucinnosti pfi tepelné zméné parametrll. VSechny tyto
metody maji jedno spolecné, zaméfily se jen na jeden aspekt celého komplexniho problému, jakym je
indukéni ohfev a odhady maji tu nevyhodu, Ze vnaseji do systému vypoctu chybu samotnym méfrenim,
nebo neznalosti okrajovych podminek.

Tato prace Fesiinverzni problém pozadavku technologického postupu, kdy je zadan profil T(7, tax)
na konci procesu. Napfiklad v pfipadé Zihani valcovych ingotl je hlavnim pozadavkem rychlé dosazZeni
konstantni teploty v celém jejich objemu. Pro kaleni musi byt splnény tfi typické technologické
pozadavky, viz Obr. 1.2. DosaZeni potfebné konstantni teploty v povrchové vrstvé, kterd ma byt kalena,
do predepsané hloubky penetrace (oblast A), pak rychlejsi pokles teploty (oblast B) a mirné klesajici
teplota k ose symetrie (oblast C). Druhym technologickym predpokladem je doba celého procesu, jez
naznacuje Obr. 1.3, ktery je pro Zihani a kaleni odliSny. Pro Zihani a kaleni Ize tento pfedpoklad zobecnit
tfemi intervaly. Jsou jimi doba dosaZeni cilové teploty (oblast A), doba setrvani na cilové teploté (oblast
B) a doba chladnuti z cilové teploty (oblast C). Prace je zaméfena na indukéni ohfev, z toho dlivodu se
chlazenim nezabyva, a€ je v technologickém procesu zdsadni.

A A

C B A A B | C

Teplota
Teplota

\ J

\/

' Polomér ' : : : as

Obr. 1.2 Technologicky predpoklad teplotniho profilu Obr. 1.3 Technologicky predpoklad vyvoje teploty na
na poloméru vdlce Case

K Zadanému profilu se pfiblizuji pomoci modelu. Obecné zde Ize ménit okrajové podminky a
frekvenci. V této prdci chci ukazat, jak se zadanému teplotnimu profilu na konci procesu pfiblizit
pomoci optimalizacnich metod, a to ve dvou zakladnich pfipadech: teplotni pole na konci i-tého
intervalu s danymi parametry je odhadnuto pomoci termografického méfeni (a nasledné i materialové
vlastnosti), a v pfipadé, Ze méreni dostupné neni, pfipadné je dostupné jen nepfimo, mérenim napéti
a proudu na induktoru.
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Principem je, Ze uvazujeme-li n ¢asovych intervalll s konkrétni frekvenci a proudem, v i-tém kroku
je tfeba vyresit optimalizacni Ulohu (Ucelova funkce postihuje shodu Zadaného a vysledného teplotniho
pole po n krocich) s 2 - (n — i) proménnymi, tedy s n — i hodnotami frekvence a n — i hodnotami
proudu.

Vycisleni ucelové funkce vyZaduje fesSeni elektromagnetického a teplotniho pole, pfedstavuje tedy
Casové nejnarocnéjsi ¢ast algoritmu. Ne kazdé teplotni pole je ovSem redlné dosaZitelné a pouziti
vyvinutych algoritml bude demonstrovano jen na redlné pozadovanych prabézich odpovidajicich
typickym technologickym operacim, jako je kaleni, Zihani, fizené ochlazovani a podobné.

Cile prace lze rozdélit do nasledujicich bodu:

e Shrnuti vlastnosti sdruzenych Uloh elektromagnetického pole, tepelného pole a pole proudéni
na aplikace indukéniho ohfevu

e Vytvoreni matematického modelu sdruzenim poli pro pfimy problém

e  Optimalizace inverzni Ulohy matematického modelu

Porovnani rliznych optimalizaénich algoritm( bude aplikovano na definované kfivky priibéhu teplot
na poloméru valce, a to na tyto pripady:

e Poutzitim vysledkl z pfimého problému k ovéreni platnosti algoritmu
e Poutzitim na ostré pozadované krivky potfebné pro rychlé déje jako je kaleni
e  Poutzitim na pozadované kfivce, ktera neni pfilis ostra

Vstupni pocatecni podminka v i-tém kroku bude snimana termograficky. Vysledky budou ovéreny:

e  Termograficky porovnanim s pozadovanou kfivkou
e  Pomoci 2D FEM modelu
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Kapitola 2 Teorie pole

Z fyzikdlniho pohledu je indukéni ohfev vétSinou charakterizovdn vzdjemnou interakci
elektromagnetického pole, teplotniho pole a pole proudéni. Ztraty vykonu v elektricky vodivych
Castech pfrislusného indukéniho systému vyvolavaji jejich otepleni, jeZ je ddle ovliviiovano pfirozenym
ochlazovanim vnéjsSiho media, zpravidla okolnim vzduchem. V dalSim textu budou prezentovany
modely téchto poli a posouzeno jejich vzajemné ovliviiovani.

2.1. Elektromagnetické pole

Tato kapitola obsahuje fenomenologicky popis elektrickych a magnetickych poli vyjadfenych
Maxwellovymi rovnicemi. Ta budeme povaZovat za obecné libovolné proménné v prostoru i ¢ase, tj.
za nestaciondrni. Dale v této kapitole budeme pojedndvat o makroskopickém elektromagnetickém
poli, které miZeme pfimo pozorovat. Zaklady teorie elektromagnetického pole v roce 1865 polozil
James Clerk Maxwell. Tato teorie vychazi ze spojitého modelu, vyjaddieného soustavou rovnic pro Ctyfi
vektorové veliciny:

® intenzita elektrického pole E,

= indukce elektrického pole D,

= intenzita magnetického pole H,
= indukce magnetického pole B.

Tyto vektorové veliciny jsou obecné funkci polohy a €asu, proto je vyjadfujeme ve tvaru E =
E(r,t),D = D(r,t),H = H(r,t), B = B(r,t), kde r je polohovy vektor a t je ¢as. Pfedpoklada se, ze
uvedené vektory jsou spojité a spojité diferencovatelné v celé uvazované oblasti az na urcité vyjimky.
Témi mohou byt rozhrani dvou a vice prostfedi, ostré hrany ¢i vrcholy, kde vyse zminéné podminky
mohou byt neplatné.

2.1.1. Maxwellovy rovnice

Vzhledem k zaméfeni prace staci uvést Maxwellovy rovnice pouze v diferencidlnim tvaru, jenz je
pro popis studovanych déji vhodnéjsi.

1. Maxwellova rovnice (Ampériv zakon)

(2.1)

fHdl—I+le
) S dt

Cirkulace vektoru intenzity magnetického pole po libovolné uzaviené kfivce / je rovna celkovému
proudu prochazejictho plochou ohrani¢enou touto kfivkou. Leva strana (3.1) se téZ nazyva jako
obéhové magnetické napéti v orientované smycce /. Prava strana (3.1) se sklada ze souc¢tu vodivostniho
proudu a posuvného proudu, které jsou sprazeny s orientovanou smyckou /.

2. Maxwellova rovnice (Faradaydv indukéni zakon)

fEdl— i (2.2)
f odt '
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Cirkulace vektoru intenzity elektrického pole po libovolné uzaviené smycce I se rovna zaporné vzaté
Casové zméné magnetického toku, ktery touto smyckou protéka.

3. Maxwellova rovnice (Gaussova véta)

#DdS=Q. (2.3)
S

Dielektricky indukéni tok uzavienou plochou odpovida celkovému volnému naboji v objemu touto
plochou ohrani¢eném.

4. Maxwellova rovnice (zdkon kontinuity magnetického indukéniho toku)

#Bd5=0. (2.4)
s

Celkovy magneticky indukéni tok uzavienou plochou je roven nule. Magnetické pole je nezfidlové,
coz znamena, Zze magnetické indukéni ¢ary jsou uzaviené.

V Uvodu této kapitoly bylo fe¢eno, Zze Maxwellovy rovnice se vyjadfuji nejen v integralnim tvaru, ale
také ve tvaru diferencidlnim. Diferencidlni tvar je z matematiko-fyzikdlniho hlediska vhodnéjsi. Je proto
nutné zde uvést zakladni poznatky z vektorové analyzy. U diferencidlniho tvaru se pro 1. a 2. rovnici
aplikuje Stokesova véta a pro 3. a 4. rovnici véta Gaussova-Ostrogradského. Stokesova véta , prevadi”
krivkovy integral vektoru pfes uzavienou kfivku na plosny integral z rotace daného vektoru

jglfdl=ffsrotfds, (2.5)

kde f je obecna vektorova veli¢ina napfiklad v kartézskych souradnicich.

Gauss-Ostrogradského véta ,prevadi“ orientovany plosny integral vektoru na objemovy integral

#Sfds= ffvdivfdv. (2.6)

Maxwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru se pfepisuji nasledovné

z divergence daného vektoru.

1. Maxwellova rovnice v diferenciadlnim tvaru

oD
H=]+—. (2.7)
rot J+ T

Rotace vektoru intenzity magnetického pole v daném bodé se rovna souctu lokdlnich hustot
vodivostniho proudu J a posuvného proudu.

2. Maxwellova rovnice v diferencialnim tvaru

0B
rotE = ——. (2.8)
ot

Tato rovnice nam fikd, Ze prostorovou zménou vektoru elektrické intenzity dochazi k ¢asové zméné
vektoru B (tedy k ¢asové zméné magnetického pole).
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3. Maxwellova rovnice v diferencialnim tvaru
divD = q, . (2.9)

kde g, [C.m?] je objemova hustota volného elektrického néboje. Ze vztahu (2.9) vyplyva, Ze elektrické
pole je zfidlové.

4. Maxwellova rovnice v diferencialnim tvaru
divB=0. (2.10)

Z této rovnice vyplyvd, Ze magnetické pole je nezfidlové. div B je rovna nule, coz znamen3, Ze
neexistuje magneticky ndboj.

Mimo téchto zakladnich ¢tyf rovnic je velice dalezitym pojmem i takzvana rovnice kontinuity
vyjadfujici zakon zachovani ndboje, to znamena, Ze ndboj nikde nevznikd ani nezanikd. Aplikaci
vektorového operatoru divergence na 1. Maxwellovu rovnice lze ziskat takzvanou rovnici kontinuity
pro vodivy proud.

0
divrot H = div ] + adivD =0 (2.11)
a tedy
dq,
iv] = ——2. (2.12)
div] 3t

2.1.2. Materialové vztahy

V predchozi podkapitole byly popsany vektorové funkce B, H, D, E a J. V latkovém prostiedi existuji
materidlové vztahy, které lze wvurcité aproximaci wvyjadrit funkénimi  zavislostmi
D = D(B), B = B(H). Pro mnoho latek Ize pfedpokladat platnost linedrnich zavislosti

D = ¢E = gy, E . (2.13)
B = ‘uH = “O#rH . (214)
J=YyE. (2.15)

kde uo [H - m~1] je permeabilita vakua s hodnotou 47-107,
[—

Uy [—] je relativni permeabilita,

-9

& [F - m™1] je permitivita vakua s hodnotou 130611 ,
[—

& [—] je relativni permitivita,

y [S - m™1] je elektrickd vodivost.

Maxwellova teorie popisuje spojeni nejen jevd elektrickych a magnetickych, ale i optickych (svétlo
je jen cast Sirokého spektra elektromagnetickych vin). Dikazem této skutecnosti je konstanta ¢ dana
vztahem ¢ = 1/\/% predstavujici rychlost svétla ve vakuu. Permitivita vakua a permeabilita vakua
jsou konstanty zavedené uméle, jejich soucin vSak ma fyzikalni smysl — uddva prevracenou hodnotu
Ctverce rychlosti svétla.
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Podle vlastnosti materidlu magnetika rozliSujeme latky na diamagnetické, paramagnetické a
feromagnetické. Latky diamagnetické a paramagnetické ovliviiuji magnetickou indukci B jen nepatrné,
jsou magneticky prakticky linearni. Jejich zavislost B = B(H) je pfimka, tedy u, je konstanta.
Feromagnetické materialy predstavuji svymi vlastnostmi jistou anomalii. VnéjSim magnetickym polem
o0 pomérné slabé intenzité H dokdaZzeme dosahnout vysokou magnetickou indukci B. Magnetické
vlastnosti feromagnetik se urcuji prevdzné mérenim. Plati o nich tato tvrzeni

=  Feromagnetika jsou magneticky nelinearni.

= Feromagnetika si zachovavaji vysokou hodnotu magnetické indukce i pfi odstranéni
vnéjsiho magnetického pole (remanence).

= Magnetickd indukce B nezavisi jen na H, ale téZ na ptedchozim stavu feromagnetika
(magneticka hystereze).

= Se zvysujici se teplotou feromagnetika postupné ztraci své charakteristické vlastnosti a
pfi Curieové teploté prechdzi do stavu paramagnetického. Klesne-li teplota pod
Curieovu teplotu, obnovi se opét jejich feromagnetické vlastnosti.

= Magnetizaéni kfivka je zavislost B = B(H). PGsobi-li na feromagnetikum magnetické
pole, jehoz intenzita je zvySovana od H = 0, pohybuje se pracovni bod po magnetizacni
kfivce.

= Hysterezni smycka.

PFi cyklickém premagnetovani se pracovni bod pohybuje po hysterezni smycce. Provadime-li
premagnetovani pro rizné hodnoty vrcholovych bodi, dostaneme soustavu hystereznich smycek.
V soustavé hystereznich smycek lezi jejich vrcholy na tzv. komutacni kfivce, kterd je témér totoind
s magnetizacni kfivkou. Na téchto znalostech feromagnetika jsem schopen postavit FeSeni
elektromagnetického pole. Musim vzit v ivahu to, co je u feromagnetik zdsadni a pro zjednoduseni
zanedbat jen ty Casti, které by reseni pfilis zkomplikovaly, a pfesto by nevypovidaly to zdsadni o jejich
vlastnostech. Hystereze je vykonové zanedbatelnd, proto vyuZivdm matematického modelu
magnetizacni kFivky, kterd je témér totoznd s komutacni kfivkou. Druhym faktorem je zahrnuti do této
matematicky vytvorené krivky zmény zplsobené zménou teploty aZ po Curieovu teplotu. Vysledny
matematicky popis B = B(H, T) je pomérné sloZity na predpis, a proto zde uvadim jen soustavu
krivek vynesenych v grafu.

B[T]

T°Cj

H[A/m]

—-1000 -500 500 1000

Obr. 2.1 Magnetizacni kfivky v zdvislosti na teploté T
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2.1.3. Vektorovy potencial

UvaZujme vztahy ziskané z (2.7) az (2.10)

rotH =], (2.16)
oB

divE = ——, (2.17)
ot

divB=0. (2.18)

Vzhledem k obecné platnosti rovnice (2.18) lze zavést novou vektorovou funkci A nazvanou
magneticky vektorovy potencial, kterd je definovéna vztahem

B =rotA. (2.19)

Tato funkce je opét spojitou a diferencovatelnou funkci polohy a jeji rozloZzeni jednoznacéné definuje
rozloZeni vektoru magnetické indukce. Opacné tvrzeni je vSak nepravdivé. Vektorovy potencidl je
funkci nejednoznacnou, mize se lisit o gradient libovolné skalarni funkce, a proto jej zuzujeme dalsi
podminkou, jeZ se nazyvd Coulombova

divA=0. (2.20)

Nyni je jiz jeho velikost dana pevné az na konstantu, kterou lze urcit normovanim. Rovnici (2.16) lze
nyni s ohledem na (2.14) prepsat do tvaru

rot (u™lrotd) =]. (2.21)
Dosazenim (2.19) do (2.17) obdrzime
d
rotE = —a(rotA) (2.22)

a zménou poradi operatord na pravé strané vychazi

dA
rot E = —rot (—) (2.23)
at
Tuto identitu Ize pfepsat do tvaru
d0A
E=———ograd o, (2.24)
5t grad ¢

kde ¢ je jakakoli skaldrni funkce soufadnic. Zpravidla je v3ak pfijimana jako skaldrni potencial
elektrického pole. Vynasobenim (2.24) elektrickou vodivosti y ziskame

0A
YE = — 267 grad . (2.25)

Podle (2.15) je YE = J a dosazenim (2.25) do (2.21) obdrzime

d0A
rot (u= ! rotA) = V5 Y grad ¢, (2.26)

kde —y grad ¢ = J.4 je proudova hustota od externich zdroji. Po dosazeni do (2.26) a pfi pfijeti
predpokladu, Ze v dané oblasti je permeabilita prostiedi po ¢astech konstantni, miZzeme psat
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0A
rot (rot A) + yu b W ext- (2.27)
Po poufziti operdtorové identity
rot (rot A) = grad (div A) — AA, (2.28)

kde podle (2.20) div A = 0 a dosazenim do (2.27) a Upravou znamének ziskame

dA
A —yp—— = =W ext- (2.29)
at
Je-li pole harmonické mlzeme tuto rovnici prepsat ve fazorové reprezentaci do tvaru
AA — jowyuA = = ext- (2.30)

Vektorovy potencial zavedeny rovnici (2.19) je diky své spojitosti a diferencovatelnosti vyhodny, ale
jedna se o dalsi vektorovou funkci, kterd je obecné dana tfemi slozkami (ve 3D). Rovnice obsahujici
vektorovy potencidl se tak rovné? rozpada na tii rovnice slozkové, s vyjimkou dvojrozmérnych poli, kde
vektorovy potencidl md jedinou nenulovou slozku kolmou k takovému poli.

2.2. Teplotni pole

Teplota T je v systému funkci polohy a ¢asu, T(r, t), kde r je polohovy vektor a t je Cas, pfiemz i
nékteré ze souradnic mohou byt funkci zavislé na case, pokud se systém néjakym zplisobem pohybuje.

g A
T
n A
.*.7/
A
R
1;
ax
1 X
Obr. 2.2 Tepelny tok jednotkovou plochou Obr. 2.3 Odvozeni Fourierova zakona

Vsechny body télesa, které maji v urcitém okamziku stejnou teplotu T tvofi izotermickou plochu.
Vzniknou-li v télese teplotni rozdily, pak se teplo transportuje podle druhého termodynamického
zakona ve smyslu poklesu teploty v kolmém sméru na izotermickou plochu — ve smyslu zdporného
gradientu teploty
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dT(r,t)
dn '’

—gradT(r,t) = — (2.31)

kde n znaci normalu k izotermické plose.

Zakladni veli¢inou charakterizujici teplotni pole je tepelny tok q(r,t), ktery popisuje, kolik tepla
prochazejici jednotkovou plochou projde béhem jedné sekundy. Podle Fourierova zdkona je tento tok
roven

q(r,t) = —1-grad T(r,t), (2.32)

kde A je tepelna vodivost prostiedi v daném bodé o polohovém vektoru r. Tento parametr urcuje,
jak je schopné dané prostredi vést teplo, a je obecné zavisly na teploté.

Dalsi velmi dileZitou velicinou tepelnych vypoctl je mérna tepelnd kapacita c, jez ndm poskytuje
informaci, kolik tepla musi byt doddno do jednoho kilogramu latky, aby jeho teplota vzrostla o 1K.
Rozeznavame mérnou tepelnou kapacitu pfi stalem tlaku ¢, a pfi stalém objemu cy.

2.2.1. Odvozeni rovnice popisujici teplotni pole

Pro odvozeni rovnice popisujici teplotni pole je tfeba znalost dvou zakladnich teorému: Leibniz(v
teorém a rovnici kontinuity. Leibnizovo pravidlo nam urcuje, jak se vypocte ¢asova derivace integralu
skalarni funkce f pres objem V, ktery se mize ménit v ¢ase. Podle Leibnizova teorému plati, Ze

d
— dv = —dv + ds, (2.33)
7l fv o ﬁ (fv) -

kde v je okamZitd rychlost pohybu a S je plocha, v niZ je uzavien objem V.

UvaZujeme-li Ze hmotnost m pohybujici se latky je v ¢ase neménnd, ma objem V, ktery vsak miize
byt v ¢ase proménny. Pak plati

dm d

- _ — 2.34
T fv Lewr=o (2.34)

dosazenim (2.34) do (2.33), kdy f = p, obdrzime

= 2.35
fv(t) = av + #. (ov) -dS = 0. (2.35)

Na druhy clen rovnice (2.35) mGzeme aplikovat Gaussovu vétu

# (ov)-dS = div(ev) dV, (2.36)
S 40}

a dosazenim do (2.35) ziskame

fv . (3—‘: + div(gv)) v = 0. (2.37)

JelikoZ tento vyraz plati pro libovolny objem, plati téz
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d
a—’z +div(ov) =0, (2.38)

coz je rovnice kontinuity.

Nyni mGzZeme podle (2.33) vypocitat integral if

2 v of dV, kde f je libovolna skalarni funkce.

S vyuzitim (2.37) obdrzime

d f do of :
— of dV =f (f—+g—+f div(ov) +gv-gradf) dv. (2.39)

Po preskupeni ¢lenli bude platit

%fv(t)gf av = fv(t) (f (% + div(gv)) +0 (% +v- gradf)) av. (2.40)

Prvni zavorka v integralu na pravé strané obsahuje rovnici kontinuity a je rovna nule. Druha zavorka
predstavuje substancidlni derivaci

of df
9T, _Y (2.41)
R +v-gradf I
dosazenim do (2.40) ziskame
d J‘ df
L ofav= f oL av. (2.42)
dt V(t) V(t) dt

Nyni mGZeme odvodit rovnici pfenosu tepla z toho, co jsme doposud odvodili. Z bilance Ize vyvodit,
Ze tepelny vykon v daném objemu je dan souctem tepelného vykonu vyrobeného jinou formou energie
a tepelného vykonu, ktery vstupuje do tohoto objemu pres jeho hranici. Nyni jiz Ize tyto vykony
kvantifikovat.

Teplo dodané latce pfi konstantnim tlaku ziskdme ze vztahu

T
w=1| o (f cpdT> av (2.43)
V(t) T,

0

a pfislusny tepelny vykon Pr je tedy roven dW /dt, takie

d T
e 4{] (o))

0

Pouzitim vztahu (2.42), kde f = fTZ cpdT , dostaneme

d T
Py = f Q—U cpdT>dV. (2.45)
vy dt\Jr,

. . oo d (T _ . SR -y
dale musime urcit — (fT cpdT). Pouzitim pravidla o derivovani sloZené funkce ziskame
0

d fT - _d fT - dT dT _ aT+ dr (2.46)
ac\Jp, P ) Tar\J, P 70 = s = o (G o erear) '

25



Vysledkem je vztah

oT
Pr = f (oo (E + v - grad T) av. (2.47)
10

Tepelny vykon pfivedeny do objemu je uréen z tepelného toku, ktery prochazi jeho povrchem S do
objemu V. Tepelny tok q je dan Fourierovym zakonem (2.32) a celkovy vykon do objemu je urcen
vztahem

Q=- #. q-ds=— divgaVv = div(Agrad T) dV. (2.48)
s V() V()
Tepelny vykon dodany pfeménou z jiné formy energie W muze byt uréen jako integral objemové
hustoty w pres cely vySetfovany objem

W= wdV. (2.49)
v(t)

Ze vztah(l (2.47),(2.48) a (2.49) dostaneme

aT
f ocp (— + v - grad T) av = div(Agrad T) dV + f wdV, (2.50)
V() at V() v(t)
a jelikoZ musi tento vztah platit pro libovolny objem V(t), musi téZ platit rovnost pfislusnych
integrand(l. Pfeskupenim ¢lend dostavame

oT
0cp (E + v - grad T) =div(AgradT) + w, (2.51)

cozZ je rovnice, ktera popisuje vedeni tepla v klasickém tvaru vcetné uvaZovani vlivu rychlosti
prostiedi.

2.3. Sdileni tepla

Prvnim zplsobem sdileni tepla je sdileni vedenim neboli kondukci. Vyznaduje se tim, Ze je vazano
na latku, takZe se vedeni tepla miZe realizovat jen mezi zcela bezprostfedné sousedicimi ¢asticemi
hmoty.

Druhym zpUsobem sdileni tepla je proudénim neboli konvekci. Uskutecnuje se tak, Zze castecky
hmoty méni misto v prostoru a prenaseji svoji tepelnou energii. Tento déj se uskutecnuje v proudicich
tekutinach a je doprovazen téz vedenim tepla od jedné ¢astecky hmoty k jiné, protoZe v proudici latce
neexistuje teplotni rovnovaha.

Treti zpUsob je sdileni tepla salanim. Salani je v podstaté elektromagnetické vinéni v urcitém
rozsahu vinovych délek. Salani mezi dvéma télesy sestavd zrady procesl, jako je vyzafovani,
pohlcovani a propousténi zafivé energie. Cast tepelné energie télesa se méni v zafivou energii, ktera
prochazi prostorem a pfi dopadu na druhé téleso se zcela nebo ¢aste¢né méni v teplo. Salani se jako
jediny z druh sdileni tepla uskutecnuje i tehdy, kdy prostor mezi dvéma télesy neni vyplnéné zadnou
latkou.
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2.3.1. Sdileni tepla vedenim

Pti sdileni tepla vedenim je tfeba znat teploty na rozliénych mistech télesa (teplotni pole) a tepelné
toky, které vznikaji vlivem teplotnich spadd mezi rliznymi misty télesa. Teplotnim polem se rozumi
prostor, v jehoZz kazdém misté je definovdna zcela urcitd termodynamicka teplota, za staciondrnich
podminek konstantni, za nestacionarnich podminek c¢asové proménna. Teplotni pole je polem
skaldrnim.

Mame-li homogenni rovinnou desku o tloustce d neohrani¢enou ve sméru y a z, kde jeji povrchy
jsou udrZovany na konstantnich teplotach T; a T,, poté protéka kolmo deskou tepelny tok g, ve sméru
klesajici teploty (2.32). Homogenni a izotropni deskou proudi teplo jen kolmo k povrchovym plochdam
a zména teplotniho spadu z teploty T; na T, je linedrni.

d 1 d2 d3
m
i
S Ro1 Re2 Ros
Ts
] T,

D

o . 2.5 Sché Inéh jici
Obr. 2.4 Slosend rovinnd sténa Obr. 2.5 ch éma tep? ného ofnvodu reprezentujici
sloZenou rovinnou sténu

Zamérime-li se na pratok tepla rovinnou sténou sloZenou z nékolika rliznych vrstev, na Obr. 2.4 je
zobrazen priklad tfi vrstev o tepelnych vodivostech 14, 1, A3, povrchovych teplotach T; a Ty, které jsou
zndmé, zatimco teploty styénych ploch T, a T3 jednotlivych vrstev znamy nejsou, ale jsou spole¢né pro
stykajici se vrstvy — pfedpokladame, Ze vrstvy tésné pfriléhaji jedna k druhé. Pfi stacionarnim vedeni
tepla sténou je tepelny tok g staly pro vSechny vrstvy a plati rovnost

-1, T,-T; T;3-T,

L A A N (2.52)
7 7 s

Teplotni spad se sesklada z linearnich spadl jednotlivych vrstev, protoze pro kazdou vrstvu plati
totéZ, co pro jednoduchou homogenni desku. Tento teplotni spad je patrny i na Obr. 2.4.

Resit tuto Ulohu Ize analyticky za pomoci znalosti Fe$eni elektrickych obvodu, ale v situaci, kde
namisto proudu mame tepelny tok, napéti nahrazuje teplota a elektricky odpor je nahrazen odporem
tepelnym, jak naznacuje Obr. 2.5.
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UvaZzujme nekonec€nou vdlcovou trubku s vnitfnim polomérem 7y, vnéjSim polomérem 1,, a s
konstantni tepelnou vodivosti A. Povrchové teploty T; a T, jsou konstantni a plati T; > T,. Jednd se o
pole jednorozmérné, protoze se teplota méni jen v radidlnim sméru.

Obr. 2.6 Jednoduchd vdlcovd sténa Obr. 2.7 SloZend vdlcovd sténa

Teplo se sdili vradidlnim sméru a izotermické plochy jsou valcové plochy soustfedéné
s povrchovymi plochami trubky. Ve vzdalenosti r od osy si vytkneme vélcovou vrstvu o tloustce dr.
Podle rovnice (2.32), tepelny tok, ktery protece touto vrstvou, bude mit velikost

dT
q-S=—A-gradT-S=—A-2m-r-1 — (2.53)
Separaci proménnych a integraci obdrzime

q dr
dT = ———-— (2.54)

2nA r
T=-ot lnr+C. (2.55)

2w A

DosazenimzaT =T; ar =y (resp. T, a r;) obdrZzime rovnice pro Ty a T,

___1
T1 = oA In m +C
a (2.56)
___1 .
Tz— oA lnT2+C.

Odectenim rovnic (2.56) ziskame

T-
T 2 (2.57)

q
AT=T,-T,=———"(Innry —1 = —
1 2 (Inr —Inry) )

2w A
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Vysledny tepelny tok bude

2w A 21
9="7 (T, = Ty) = —d(Tl —T). (2.58)
Tl d1

Uvazujme pfipad vedeni tepla valcovou sténou, kterd je podle Obr. 2.7 sloZzena z nékolika
rGznorodych vrstev. Styk jednotlivych vrstev je pokladan za dokonaly, takZe jsou povrchové teploty
stykajicich se vrstev stejné pro obé sousedni vrstvy. Jsou znamy teploty T; a T3 na vnitfnim a vnéjsim
povrchu trubky, teplota sty¢né plochy T, neni znama. Pfi stacionarnim vedeni tepla je tepelny tok
protékajici jednotlivymi vrstvami stejny a konstantni. Podle rovnice (2.58) plati

2w A 2w A

q =5 Ty = T)) = —5= (T, = T). (2.59)
n-—= In=
7 T,

2.3.2. Sdileni tepla salanim

,Kazdé teplé téleso v disledku své konecné termodynamické teploty T svym povrchem jednak
vyzafuje elektromagnetické vinéni a jednak toto vinéni vyzarované okolnimi télesy v prostoru svym
povrchem pohlcuje a méni v teplo. Tato vinéni zndme jako paprsky rentgenové, ultrafialové,
infracervené, viditelného svétla a elektromagnetické viny. Nejvétsi vyznam maji paprsky svételné a
infracervené, které maji vinovou délku od 0,4 do 40 um a jsou pohlcovdny télesy, kde se jejich energie
méni v energii tepelnou.” [10]

,Sdlani je pfirozenou vlastnosti vSech téles a kaZdé téleso nepretrZité vyzaruje energii, pfi dopadu
na jind télesa se tato energie ¢dstecné pohlcuje, cdstecné se odrdZi a dst prochdzi télesem. KaZdé
téleso tudiZ nejen sdld, ale téZ nepretrZité pohlcuje sdlavou energii. Vysledkem téchto dvojitych pfemén
energie je vyména tepla sdaldnim. Je-li Wy, mnoZstvi tepla dopadajici na téleso, W, &dst tohoto tepla
pohlcené télesem, Wy cdst télesem odraZend a Wy, ¢dst co projde télesem (Obr. 2.8).“ [10]

normala
|

Wgr

Wa /\ téleso
1
: \WD
|

Obr. 2.8 Schéma rozdéleni dopadajici sdlavé energie

Dokonale ¢erné téleso pohlcuje veSkerou dopadajici zafivou energii a jeho pohltivost a ma hodnotu
a = 1. Teoreticky pfedstavuje dokonale ¢erné téleso plochu otvoru ve sténé, rozdélujici neohranic¢eny
prostor na dva poloprostory. V dlisledku neohrani¢enosti poloprostoru je veskera zariva energie prosla
otvorem pohlcena poloprostorem. Teoreticky model dokonale cerného télesa predstavuje plocha
otvoru do dutiny s kone¢nym objemem. Skutec¢ny model se blizi modelu teoretickému tim vice, ¢im ma
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pomér plochy otvoru a plochy povrchu dutiny mensi hodnotu a ¢im ma dutina vetsi hodnotu povrchové
pohltivosti a.

Planck(lv vyzarovaci zakon vyjadfuje zavislost spektrdlni intenzity zareni dokonale ¢erného télesa
L, (W -m™3) na vinové délce 1 (m) a termodynamické teploté T (K).

K, -1
Ly = K, - [,15 : (eﬁ _ 1)] , (2.60)

kde K; a K, jsou Planckovy konstanty.

Stefan-Boltzmann(v zakon vyjadfuje velikost integralniho zarivého toku e, dokonale cerného télesa

o)

ep = f Ilb di=o- T4, (2.61)
0

Z rovnice za pouZiti Planckova vyzafovaciho zakona vyjadfime vztah pro Stefan-Boltzmannovu

konstantu ¢ jako

n* - Ky

0=——7="567-10W -m2-K™* (2.62)
15 * KZ

JelikoZ velstina skutecnych tuhych téles zafi v souvislém emisnim spektru v celém rozsahu vinovych
délek stejné jako dokonale cerné téleso, plati Stefan-BoltzmannQv i pro Sedé zareni skutecnych tuhych
téles s tim, Ze spektralni intenzita zéfeni skute¢nych téles I; ma ve vSech vinovych délkach nizsi
hodnotu. Pomérné snizeni hustoty integralniho zarivého toku skute¢ného télesa e vici hodnoté ey,
dokonale ¢erného télesa pfi stejné termodynamické teploté T je emisivita skute¢ného télesa &, ktera
se zjistuje experimentalné ze vztahu

e
e=—>1 (2.63)
€p

Sdileni tepla mezi dvéma télesy v uzavieném prostoru Ize simulovat situaci, jestlize povrch jednoho
télesa obklopuje povrch druhého télesa. Tepelny vykon preneseny z télesa 1 na téleso 2 (Obr. 2.9) je

W=0-5- ¢ (T," - T*), (2.64)
kde
1
E =
1.5, (1 ’ (2.65)
ats (51

kde £, je emisivita vypuklého télesa, ¢, je emisivita vydutého télesa, S; je salava plocha vypuklého
télesa, S, je salava plocha vydutého télesa, ilustrace je na Obr. 2.9.
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Obr. 2.9 Saldani v uzavieném prostoru

2.3.3. Sdileni tepla konvekci

V tekutinach se teplo Sifi soucasné vedenim a proudénim. Vedeni tepla tekutinou predstavuje
energetickou vyménu mikropohybu molekul tekutiny a realizuje se v klidové vrstvé tekutiny nebo v
oblasti laminarni podvrstvy proudici tekutiny. Mimo tuto oblast se teplo $ifi v disledku makropohybu
molekul a jejich shlukl, tj. vzajemnym pfemistovanim teplejsich a chladnéjsich molekul. Oblast
tekutiny v blizkosti vyhfevného nebo ochlazovaciho povrchu se fidi termokinetikou mezni vrstvy
tekutiny, charakterizované konecnou hodnotou gradientu teploty. Bereme v Uvahu, Ze molekuly
tekutiny na teplosménném povrchu maji nulovou rychlost a teplotu povrchu. Problematiku sloZitého
termokinetického déje mezi tekutinou a teplosménnym povrchem zahrnul Isaac Newton do soucinitele
prestupu tepla a.

Proudéni tekutin se Fidi dvéma zakladnimi zakony: zdkonem zachovdni hmotnosti a zakonem
zachovani energie. Zakon zachovani hmotnosti vyjadfuje rovnice kontinuity (2.38).

,Pro jednorozmérné proudéni kapaliny byla odvozena Bernoulliova rovnice v diferencidlnim tvaru,
kterd predstavuje nejjednodussi vyjadreni zdkona zachovdni energie pfi proudéni tekutin® [10]
dp dv?
gdh+ 224+ _, (2.66)
0 2
kde g je tihové zrychleni, & je potencialni vyska, p je tlak, o je hustota, a v je relativni rychlost
tekutiny.

,RozliSujeme dva pfipady vzniku pohybu, a to pohyb volny a pohyb nuceny. Pohybem volnym
nazyvdme proudéni, které vznikd vlivem rozdilu hustot ohfdatych a studenych Cdstic tekutiny. Vznik a
intenzita volného pohybu zdvisi jen na tepelnych podminkdch, rozdilu teplot a rozsahu prostoru.
Nucenym proudénim nazyvame proudéni, které vznikd plsobenim vnéjsich Cinitell, napriklad
Cerpadlem nebo ventildtorem. Nucené proudéni zdvisi na druhu a fyzikdlnich vlastnostech tekutiny, na
teploté, na rychlosti proudéni, a na tvaru a rozmérech kandlu.” [10]
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,V obecném pripadé miiZe volné proudéni a nucené proudéni nastat souc¢asné. Pomeérny vliv volného

vvvvv

nuceného proudéni zanedbat.” [10]

,Z hydrodynamiky jsou zndmy dva druhy proudéni: lamindrni a turbulentni. Pfi lamindrnim proudéni
se Cdstice kapaliny pohybuji rovnobéiné se sténou kandlu, zato u turbulentniho proudéni je pohyb
chaoticky (Obr. 2.10).“ [10]

Laminarni [~ Virnaté proudéni ——1{ PIné turbulentni
proudéni proudeni
i
\' . .
- W IR
7 A-Av)‘m,“ R TS MWN—>X
Re>3,5-10° Re<4-10°
Re=0 s LAl
Viskozni
podvrstva

Obr. 2.10 Tvar proudéni kapalin pfi lamindrnim, virnatém a turbulentnim proudéni [8]

,Lamindrni proudéni se zméni v turbulentni ihned, jakmile stredni pritocnd rychlost prekond
kritickou hodnotu. Hodnota kritické hodnoty neni konstanta, lisi se pro riizné kapaliny a pro riznad
geometrické uspordddni. U turbulentniho proudéni neni pohyb celé kapaliny neusporddany. Kolem
stény se vytvofi vidy tenkd vrstva kapaliny s pohybem lamindrnim. Tato mezni vrstva md tloustku
zavislou na stredni pritocné rychlosti a s vyssimi hodnotami rychlosti se tato mezni vrstva ztencuje.”

[10]

»Prechod tepla md velky viliv na druh proudéni, jelikoZ stanovuje podminky, za nichZ se realizuje
sdileni tepla. U lamindrniho proudéni teplo prechdzi kolmo na smér proudéni, v podstaté tedy vedenim,
a zavisi na tepelné vodivosti kapaliny. U turbulentniho proudéni se omezuje tento zplsob prechdzeni
tepla jen na mezni vrstvu, uvniti turbulentniho jddra se transport tepla realizuje intenzivnim
promichdvdnim cdstic kapaliny.” [10]

K popisu matematického modelu prestupu tepla konvekci je tfeba znalost pole proudéni, které je
ovSem svazané s pfenosem tepla. Na tyto skutecnosti navazuje feSeni sdileni tepla konvekci za pomoci
znalosti teorie podobnosti s moznosti takto svdazana pole numericky Fesit.
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2.4. Teorie podobnosti

»Numericky Ize sdileni tepla konvekci fesit pouze v jednoduchych pfipadech, proto se fesi sdileni
tepla mezi teplosménnym povrchem a tekutinou experimentdlné na modelech nebo na skutecnych
teplosménnych zafizenich a vysledky jsou zobecnény pomoci teorie podobnosti. Tato teorie umoZriuje
seskupit pro dané pfipady rozhodujici termokinetické, hydrodynamické a geometrické veliCiny do
bezrozmérnych vyrazii, které nazyvdme kritéria podobnosti. Podobné déje jsou vyjadreny
matematickymi rovnicemi stejného tvaru i obsahu a majici ¢iselné stejnd kritéria podobnosti.” [10]

Odvozeni hydrodynamickych kritérii podobnosti provedeme z Navier-Stokesovy rovnice

d(ev;) N alov) dp 0*v; 10 <avj

ot " Uax | ox  Tox? T30k \ox,

) +oa; + F;, (2.67)

kde 1 je dynamicka viskozita, a je zrychleni vnéjSich objemovych sil a F jsou vnitini objemové sily.
Indexy i a j oznacuji dilci slozky souradnicového systému a rychlosti.

ov;
Aplikujeme-li na rovnici (2.67) kritérium kontinuity (2.38) a_xj = 0 a zdroven ve stejném kroku
j

roznasobime a = g(1 + B - AT) an = v ziskame rovnici

d(ovy) +v.a(917i) _ _a_P_l_ ’ 9%v;
o UTox | ox %Y ox?

+0-g(1+pB-AT) + F,, (2.68)

kde v je kinematicka viskozita a [ je teplotni soucinitel objemové roztaznosti.

Cleny na levé strané rovnice (2.68) vyjadtuji setrvaénou silu ¢asovou a setrvaéné sily prostorové, na
pravé strané rovnice (2.68) vyjadtuje prvni clen tlakové sily, druhy Clen treci sily, tfeti ¢len gravitaéni
sily a posledni ¢len zahrnuje vSechny vnitfni sily jako je napfiklad sila odstrfedivd nebo sila
elektromagneticka. Prvni dva ¢leny pravé strany rovnice (2.68) Ize nazvat souhrnnym nazvem sily
plosné, posledni dva ¢leny pravé strany jako sily objemové.

Z podobnosti setrvacnych sil prostorovych a ¢asovych plyne cislo Strouhalovo

vt
S = y (2.69)
Dchar

kde D¢par je charakteristicky rozmér a t je ¢as za ktery byla draha [ ubéhnuta. Toto Cislo je kritériem
podobnosti ¢asovych zmén rychlostniho pole tekutiny.

Z podobnosti setrvacnych sil prostorovych a tlakovych plyne &islo Eulerovo.

Fu=—" (2.70)
ov
Eulerovo Cislo je kritériem podobnosti tlakovych poli v proudici tekutiné.
Z podobnosti setrvacnych sil prostorovych a tihovych plyne ¢islo Froudeho
l
Fr=2 (2.71)

vZ’

Froudeho ¢islo je kritériem podobnosti gravitacniho proudéni izotermického.
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Z podobnosti setrvacnych sil prostorovych a tfecich plyne Cislo Reynoldsovo

Re = U_l (2.72)

v

Reynoldsovo Cislo je kritériem podobnosti nuceného, izotermického proudéni vazké tekutiny.

V hydrodynamickych soustavach maji kritéria (rovnice (2.69) az (2.72)) ve sdruzenych bodech stejné
hodnoty. V nékterych uvazovanych pfipadech je vhodné upravit tato Cisla do jiného tvaru.

Z podobnosti vztlakovych a tfecich sil plyne po Upravé Cislo Grashofovo

l3
Gr = BAT 'i_z, (2.73)
kde
BAT==QL§£Q, (2.74)
0

pricemz p; — 0, odpovida rozdilu hustot tekutiny, ktery odpovida rozdilu teplot AT a g pfislusi
teploté T, = 273,15 K.

Zobecnény soucinitel objemové roztaznosti pro plyny je dan vztahem
f== (2.75)

kde T je stfedni teplota v trubce, vyjadiend vztahem
T=05(T,—T). (2.76)

Odvozeni termokinetickych kritérii podobnosti vychazi ze zakona zachovani energie. Tepelny tok
sténou je charakterizovan soucinitelem prestupu tepla a podle rovnice

dT
alAT = As—, (2.77)
Sdn
kde A je tepelna vodivost povrchu.

Zakon zachovani energie vypovida, Ze teplo sdélené jednotkovou plochou v jednotce ¢asu vedenim
sténou do teplosménného povrchu prejde konvekci do termokinetické mezni vrstvy tekutiny
s teplotnim rozdilem AT. RozloZeni teploty v tekutiné nam charakterizuje rovnice popisujici teplotni
pole (2.51), téZ znama jako rovnice prenosu tepla, ¢i Fourier-Kirchhoffova rovnice. Pro nase ucely
odvozeni si tuto rovnici upravime do tvaru bez vnéjsich zdrojl tepla

oT

¢y (E + v grad T) = div(Agrad T). (2.78)

Zavedenim teplotni vodivosti a ve tvaru

a= (2.79)

QCp

mUZeme rovnici (2.78) upravit v kartézské souradnicové soustavé do tvaru
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(2.80)

or 9T 0T O _ (9T 9T 0T
ox oy Tz T ar T N\oxz Tay2 T a2 )

LJednotlivé Cleny levé strany rovnice (2.80) vyjadruji mistni zménu teploty proudénim tekutiny ve
smérech x, y a z a ¢asovou zménu teploty a cleny pravé strany rovnice (2.80) vyjadiuji zménu teploty
vedenim tekutiny ve smérech x, y a z.“ [10]

Z podobnosti zmény teploty vedenim v tekutiné a ¢asové zmény teploty plyne Fourierovo cislo

art AT

=— = 2.81

Fo
kde cp, je mérna tepelna kapacita pfi stalém tlaku. Fourierovo Cislo je kritériem podobnosti Casovych

zmén teplotnich poli.
Z podobnosti zmény teploty proudénim a vedenim tekutiny plyne Pecletovo ¢islo

l c
Pe = W ﬂWl = Re - Pr, (2.82)
a A

kde Pr je Cislo Prandtlovo. Pecletovo ¢islo je kritériem podobnosti sdileni tepla konvekci a kondukci
v proudici tekutiné.

Z podobnosti hustoty tepelného toku konvekci a kondukei tekutiny plyne Nusseltovo cislo

al

, (2.83)
A

Nu =

které je kritériem podobnosti sdileni tepla konvekci a kondukci v termokinetické mezni vrstvé.

Z podobnosti hustoty tepelného toku konvekci tekutiny a kondukci stény plyne Biotovo Cislo

al
Bi = — 2.84
i 7 (2.84)

které je kritériem podobnosti prostorové okrajové podminky tfetiho druhu.

Z poméru Pecletova a Reynoldsova Cisla (rovnice (2.82) a (2.72)) plyne konecné ¢islo Prandtlovo

v voc, Mep
Ppr=—=—2="1F (2.85)
a A A
které je kritériem termokinetické podobnosti tekutin a zahrnuje zdkladni termokinetické veliCiny

tekutiny.

,Za urcujici rozmér volime zpravidla ten rozmér teplosménné plochy, jehoZ zména nejvice ovlivriuje
sledovany déj. Pri obtékdni téles dosazujeme do podobnostnich kritérii za urcujici rozmér | takovy
rozmér télesa, ktery spadd do vektoru nabéhové rychlosti proudéni tekutiny. Pri pratoku kruhovym
potrubim volime za urcujici rozmeér vnitini prumér D. PFi pritoku nekruhovym potrubim dosazujeme za
urcujici rozmeér hydraulicky pramér potrubi Dy, jak vyjadruje rovnice” [10]

4S5

= 2.86
I (2.86)

Dy

kde S je pratocny prirfez a L, je smoceny obvod.
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2.4.1. Prirozené sdileni konvekci

LJestliZe je prostor vyplnén tekutinou, napriklad vzduchem, a v celém prostoru je stejnd teplota, je
tekutina v klidu. Umistime-Ii do prostoru ohrdté téleso, nastdvd vyména tepla mezi télesem a okolnim
vzduchem. Pri styku s télesem se vzduch ohfivd a jeho hustota se zmensi, teply vzduch je lehli a
plisobenim okolniho studeného vzduchu vznikne vztlak, kterym jsou ohraté Cdstice vzduchu undseny
vzhuru. Na jejich misto pritékaji dalsi studené cdstice vzduchu, které se ohrivaji a stoupaji ddle vzhiru.
Jestlize je teplota télesa mensi neZ teplota okolniho vzduchu, ochladi se Cdstice vzduchu stykem
s télesem, jejich hustota vzroste a potom cdstice klesaji doli.” [10]

,Volné proudéni tekutiny nastdvd v disledku vymény tepla. Cim vice je tepla, které se sdili, tim
intenzivnéjsi je proudéni. MnoZstvi sdileného tepla je pfimo umérné povrchu télesa a rozdilu teplot.
Z téchto hodnot a poméru prislusnych veli¢in vznikne proudéni rtizného druhu. RozliSujeme 3 druhy
volného proudéni, a to lamindrni, virnaté a turbulentni. Rozsah proudu, v némZ se vytvofi proudéni
urcitého druhu, zavisi na teplotnim spddu. Je-li teplotni spad maly, previadd proudéni lamindrni, je-li
ovsem teplotni spdd vétsi, previddd pohyb turbulentni.” [10]

Obr. 2.11 Violné proudéni kapaliny podél vodorovnych, Obr. 2.12 Pribéh soucinitele prestupu tepla pfi volném
ohfdtych desek [10] proudéni vzduchu podél svislé trubky a jeho
zavislost na druhu obtékani [10]

»Tvar proudéni kolem ohfdtych vodorovnych rovinnych stén a desek zdvisi na poloze desky a jejich
rozmérech. JestliZe je ohrivaci plochou horni povrch desky, probihd proudéni podle Obr. 2.11a. Jestlize
je deska velkého rozmeéru, je stiedni ¢dst izolovana v disledku spojitého okrajového proudu a ventilace
této desky probihd jen na ukor studené tekutiny shora, jak ukazuje Obr. 2.11b. JestliZe je ohfivaci
plochou dolni povrch desky, pohybuje se jen tenkad vrstva tekutiny podél povrchu, zbyld tekutina pod
touto vrstvou zistava v klidu, jak ukazuje Obr. 2.11c.” [10]

,Popisované volné proudéni nastdvd jen ve velkém (neomezeném) prostoru, v némZ probihd jen
jeden déj, napriklad ohrivani tekutiny. Ochlazovdni se déje nékde jinde, kde nemd vliv na priibéh
uvaZovaného déje. V malém (omezeném) prostoru se probihd ohrivani a ochlazovani vedle sebe a nelze
je brdt a vysetfovat oddélené; musi byt pokldddny za jeden déj. Proudéni se ndsledkem omezeného
prostoru a pritomnosti klesajicich a stoupajicich proudi komplikuje. Proudéni pak zdavisi na tvaru a
geometrickych rozmérech prostoru a také na druhu tekutiny a intenzité vymény tepla.” [10]
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,Velké rada experimentii byla doprovdzena vizudlnim pozorovdnim a diky tomu byla stanovena
souvislost mezi pfestupem tepla a druhem proudéni. Jak je vidét na Obr. 2.12, proudéni vzduchu podél
svislé trubky v jeji spodni édsti je lamindrni, ve stfedni Cdsti je virnaty a podél horni dsti je turbulentni.
Vrozsahu lamindrniho proudéni ubyvd hodnoty soucinitele pfestupu tepla, v rozsahu virnatého
proudéni zistdvd jeho hodnota konstantni a v rozsahu turbulentniho proudéni se ustdli soucinitel
pfestupu tepla na vyssi hodnoté.” [10]

Upravou rovnice (2.83) obdrzime vztah pro vypocet soucinitele piestupu tepla

a=Nu- (2.87)

Dchar

Diky tomuto vzorci se vyzkumnici zaméfili na urcovani Nusseltova &isla, proto se dalsi vypocty
zabyvaji urcovanim Nu a soucinitel prestupu tepla je poté dan dosazenim do rovnice (2.87).

RGznymi zkouskami latek a pfipadl prestupu tepla pfi volném proudéni byla zobecnéna zavislost
mezi kritérii podobnosti v podobé mocninné funkce

Nu = ¢ (Gr - Pr)", (2.88)

kde konstanty ¢ a n jsou hodnoty pro jednotlivé Gseky soucinu (Gr - Pr) a jejich velikosti jsou
uvedeny v Tab. 2.1.

Tab. 2.1 Hodnoty c a n do rovnice (2.88)

Cislo (Gr - Pr) c n
1 1-1073 -5-103 1,18 1/8
2 5-10% —2-107 0,54 1/4
3 2-107 —1-1013 0,135 1/3

,Zdkladnim tfem druhim volného proudéni odpovidaji tfi exponenty ve vzorci (2.88). Lamindrnimu
proudéni pfi malych teplotnich spddech prislusi exponent 1/8, intenzivnimu lamindrnimu a virnatému
proudeéni pfi stfednich teplotnich spddech pfislusi exponent 1/4 a turbulentnimu proudéni odpovidad
exponent 1/3.“ [10]

P¥i (Gr- Pr) <1073 je

Nu = 0,5 (2.89)
a tedy i podle (2.87)
A
a=0,5" , (2.90)
Dchar

coZ znamena, Ze pfi této podmince je soucinitel pfestupu tepla dan tepelnou vodivosti prostiedi.
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2.4.1. Nucené sdileni konvekci

,Nucené proudéni vznikne pisobenim Cerpadel nebo ventildtort a ze zacdtku této kapitoly jiZ vime,

Ze v tomto pfipadé rozliSujeme dva druhy proudéni: lamindrni a turbulentni. Lamindrni proudéni pFislusi

malym rychlostem tekutiny, pfi vétsich rychlostech nastdvd proudéni turbulentni. Pfechod proudéni

lamindrniho v turbulentni je nahly, jakmile rychlost nabude kritické hodnoty. Pro riizné kapaliny a rizna

potrubi mé vsak kritickd rychlost riizné hodnoty. Reynolds zjistil, Ze prechod lamindrniho proudéni v
turbulentni je podminén velikosti hodnoty.” [10]

ovd w-d

)

n v

(2.91)

kde v je rychlost proudéni, d je priGmér trubky.

, Tato rovnice se podle rovnice (2.72) oznacuje jako Re a nazyva se Reynoldsovym Cislem. Je-li Re <
2200 je proudéni lamindrni a pfi Re > 2200 je turbulentni, potom se Rey,. = 2200 nazyva kritickym
Reynoldsovym cislem. Diky této kritické hodnoté Reynoldsova Cisla Ize stanovit hodnotu kritické
rychlosti jakékoliv tekutiny v potrubi libovolného priiméru jako” [10]
v

y (2.92)

Vir = 2200 -

, Turbulentni proudéni se od lamindrniho proudéni lisi v rozloZeni rychlosti v prirezu. V lamindrnim

proudéni se méni rychlost proudéni v priurezu podle zakona paraboly (Obr. 2.13a). Ve stredu je rychlost

nejvétsi a u stény je rychlost nulovd. U turbulentniho proudéni md rychlostni kfivka tvar zkomolené

paraboly (Obr. 2.13b). V blizkosti stén krivka strmé stoupd a ve stredni Cdsti prifezu je jeji priibéh
plochy. Maximdlni rychlost je ve stfedu prurezu.” [10]

Inkoustovy
¢ zasobovac

\\E‘AFD

\ e ™ < ) _r_) ,3

>/ TN s < X
/f' f = 1 _o .
Proud Vg Vst
vody

Obr. 2.13 Pribéh rychlosti v prarezu pfi lamindrnim (vlevo) a turbulentnim (vpravo) proudéni kapaliny v trubce [8]
Ve vypoctech se vidy udava stiedni rychlost proudu
1%

z (2.93)
S’

Vstr =

kde V je objemovy tok a S je pritoény prafez.

,Stredni rychlosti rozumime podil vterinového mnoZstvi tekutiny podle plochy prurezu. U
lamindrniho proudéni, kde Reynoldsovo Cislo je mens$i neZ kritické, je pomér stfedni rychlosti k
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maximdlIni konstantni. U turbulentniho proudéni je tento pomér roven Cislu c, které je funkci
Reynoldsova Cisla” [10]

Y = f(Re). (2.94)
Vo

,Pri turbulentnim proudéni je cely proud prostoupen viry, které neustdle vznikaji a zanikaji. Viry
vznikaji pfi ndhlém zabrzdéni proudici tekutiny na pfekdZce nebo drsnosti stén potrubi. NepretrZitym
tvofenim a difuzi virG se tekutina intenzivné promichdvd a ¢im vice proud obsahuje virl tim je
intenzivnéjsi promiseni tekutiny. RozliSujeme turbulenci prirozenou a umélou. Pfirozend turbulence
vznikd bez vnéjsich umélych zdasahd. V hladkém potrubi u stabilizovaného proudéni je turbulence urcena
velikosti Reynoldsova Cisla, zato umélad turbulence je vytvorena uméle plisobenim prekdzZek, prepdzek
nebo jinym zplsobem.” [10]

»Prestup tepla pri lamindrnim proudéni Ize vyresit matematicky a zdvisi na nuceném i na volném
proudéni. Vliv volného proudéni je vétsi, ¢im je vétsi teplotni rozdil AT. Pfi nuceném proudéni neni
soucinitel prestupu tepla o konstantni po celé délce potrubi. U vtoku do potrubi md soucinitel pfestupu
tepla o maximdlni hodnotu a pak jeho hodnota ndhle klesd, aZ se ustdli na jisté mezni vrstvé, kterd
zustava konstantni, jak je vidét na grafu” [10]

Pro vypocety nuceného laminarniho proudéni vyhovuje
Nu = 0,74 - Re%? - (Gr - Pr)% - pr02, (2.95)

,Vzorec (2.95) udadva stredni hodnotu soucinitele prestupu tepla pro délku potrubil > 50-d a Ize
jej pouzit pro libovolné tekutiny. Za uréujici teplotu je zvolena stfedni teplota mezni vrstvy T podle
rovnice (2.76) a urcujicim rozmérem je priimér potrubi d, pripadné hydraulicky priimér potrubi Dy, podle
rovnice (2.86).” [10]

,Pri turbulentnim proudéni se sifeni tepla uvnitf tekutiny déje promichdvdnim tekutiny. Ustdlené
turbulentni neizotermické proudéni tekutiny v trubce je omezeno hodnotou Reynoldsova Ccisla
Re > 10* a pfitom se promichdvdni déje tak intenzivné, Ze v prifezu jddra proudu je teplota stejnd.
Zména teploty nastdvd aZ uvniti mezni vrstvy. Za téchto podminek nemiZe vzniknout volné proudéni a
pfechdzeni tepla zdvisi na druhu nuceného proudéni tekutiny.” [10]

Ze zkousek s riznymi tekutinami byly odvozeny zavislosti, kde nejpresnéji odpovida vzorec
Nu = 0,023 - Re%8 - pro4, (2.96)
s platnosti v mezich 10* < Re a 0,7 < Pr < 2500.

,Pri turbulentnim proudéni podobné jako u lamindrniho proudéni neni soucinitel prestupu tepla a

“«

stdly po celé délce potrubi. Pro l/d > 50 je rozdil nepatrny a v technickych vypoctech se zanedbdvd.
[10]
2.5. Urcujici podminky

Pro ziskani reseni spojitého matematického modelu popsaného rovnici (2.51) musime definovat
pfislusné okrajové podminky a pocatecni podminku, tzv. ur€ujici podminky. Poc¢atecni podminka se
zadava nejcastéji ve tvaru
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T(r, tseart) = To (1), (2.97)

kde Ty predstavuje hodnotu teploty v daném misté v po¢atecnim okamziku vySetfovani teplotniho
pole. V pfipadé reseni rovnice (2.51) je nutno pocatecni podminku (2.97) jesté rozsitit o podminku

OT (1, tstart)

LS 1y (), (2.98)

kde T; predstavuje rychlost zmény pole pfi startu vySetfovani zkoumaného déje. Zpravidla se tato
podminka zadava jako homogenni.

Okrajové podminky se pouZzivaji na hranicich 7~ nejcastéji ve tvaru
= Dirichletovy (nékdy téz I. druhu)
T(I,t) =Tp(T,t). (2.99)

Tyto podminky se aplikuji zejména tam, kde je znama teplota povrchu, nebo tam, kde je hranice
tvofena izotermou

= Neumannovy (nékdy téz Il. druhu)

Tyto podminky predstavuji bilanci tepelného toku s pfislusnou hranici

oT
2 (2.100)
A on_ Iv

Homogenni podminka tohoto typu se pouZiva napt. pfi geometrické symetrii
=  Newtonovy (nékdy téz Ill. druhu)

Tyto podminky reprezentuji pfestup tepla konvekci do prostiedi o teploté Teyt
oT
—A% = (T — Text), (2.101)
kde a (£, T, t) je soucinitel prestupu tepla z jednoho prostredi do druhého (kap. 2.4).

= QOstatni

Pfi uvaZzovani siteni tepla salanim (radiaci) se uplatriuje vétsi pocet zakonl respektujicich tento
zpUsob Sifeni tepla (SnellGv, Lambert(v, Stefanlv-Boltzmann(v, Planckllv, WienGv ¢i Kirchhofflv)
(kap. 2.3.2). Okrajové podminky tohoto typu se téz bézné nazyvaji podminkami IV. druhu. Uvadim zde
pouze zadkon StefanlUv—Boltzmann(lv, s kterym je moiné se béiné setkat vpraxi a ktery je
reprezentovan vztahem

aT
~Ao—=c0 (T* = Texe®), (2.102)
kde je n jednotkovy normalovy vektor majici smér z oblasti , 1 je mérna tepelnad vodivost, ¢ je
emisivita prostfedi a o je Stefan—Boltzmannova konstanta.
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Kapitola 3 Realizace indukéniho ohrevu

Jak bylo uvedeno v Gvodu, typické usporadani systému IH sestava zejména ze zdroje stfidavého
proudu k napajeni induktor(, které vytvareji stfidavé magnetické pole, v némz je umisténa vsazka.
PfestoZe vsechny aplikace IH maji spole¢ny hlavni zakladni princip, maji rGzné charakteristiky, které je
treba resit pomoci technologii, které jsou soucasti kazdého ndvrhu. Primyslové aplikace vyZaduji
obvykle vyssi vykony a spolehlivost, coz omezuje vybér topologie stfidacl. Navic, protoze maji
intenzivni primyslové vyuZiti, je zapotiebi pouZitelnost s montazni linkou, vylepsené rozhrani a
komunikaci. Kromé toho se musi konstrukce induktoru ptizpUsobit rdznym tvarlm vsazky, tj. hfidele,
ozubenych kol apod., a zajistit pozadovany teplotni profil. Domaci systémy IH, které se obvykle
pouzivaji v indukénich sporacich, vyZaduji nizké naklady a vysoce efektivni implementaci kvdli
omezenym funkcim chlazeni. Navic je z kontrolniho hlediska hlavni vyzvou Siroka zatéz v duisledku
raznych materialQi, geometrie a pozadovanych vykon(. Indukéni systém musi byt navrzen tak, aby
dosahl vysoké ucinnosti a byl schopen ohfivat i neferomagnetické materidly typické pro nékteré
domdcnosti. Lékarské aplikace vyZaduji specifické, ale zdsadni poZzadavky na systémy IH. Tyto systémy
maji obvykle nizkou spotfebu, ale vyZaduji velmi pfesnou kontrolu procesu ohfevu, véetné teploty a
lokalizace [1], [3], [27].

Tato kapitola shrnuje soucasny stav hlavnich technologii, které se bézné pouzivaji v systémech IH:
elektronika, fidici algoritmy a konstrukce magnetickych komponent.

3.1. Vykonova elektronika

Na Obr. 3.1 je vyznaceno schéma pfemény energie, které je pfitomno ve vétsiné systéma IH s
jednim induktorem. Zaprvé, filtr elektromagnetické kompatibility (EMC) zajistuje, aby méni¢ odpovidal
elektromagnetickym normdm. Usmérfiova¢ AC-DC obsahuje stejnosmérnou sbérnici, kterd napaji
stejnosmérnym napétim blok stfidace. Usmérriova¢ mlze byt bud nefizeny (diodovy usmérnovac)
nebo fizeny. Druha varianta se pouZiva k zajisténi dodate¢ného stupné volnosti fidiciho systému a
muze byt implementovana bud' jako fizeny usmérnovac nebo jako diodovy usmérriovac s pfevodnikem
stejnosmérného proudu. V zdvislosti na aplikacich obsahuji nékteré systémy IH také blok korekce
uciniku pro zvySeni napéti a zajisténi sinusového vstupniho proudu.

AC EMC AC-DC Filt DC-AC Induktor a vsazka
Filtr Usmériiovaé A Stidag indukéniho ohevu

Obr. 3.1 Vyvojovy diagram typické premény energie v systému IH

Napajeci konvertor DC-AC, ktery je také znam jako stfidac, je nej¢astéjSim zdrojem proudd rliznych
frekvenci pro napajeni induktoru. Provozni frekvence je obvykle vyssi nez 20 kHz, aby se zabranilo
akustickému Sumu, a stoupd az do 1 MHz v zavislosti na aplikaci. Vétsina systému IH ma v soucasné
dobé bud napétové ¢i proudové rezonanéni stfidace k dosazeni vysoké uéinnosti a velké hustoty
vykonu. ZatiZeni IH je obvykle modelovan odporem a induktorem (Obr. 3.2), které mohou byt zapojeny
sériové nebo paralelné v zavislosti na modelu a pfipadné k doplnéni rezonanéni zatéze jsou pfidany
dalsi externi tlumivky anebo kondenzatory. PouZitd topologie rezonancniho invertoru muize byt
klasifikovana bud s ohledem na pouZity typ, rezonanci, nebo na pocet spinacich zafizeni.
Nejpouzivanéjsi konfiguraci rezonanéni zatéze je sériovy (Obr. 3.2a) a paralelni (Obr. 3.2b) rezonanéni
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obvod, ktery je druhého fadu a sériovy rezonancni obvod tretiho fadu LLC (Obr. 3.2c). Sériovy
rezonancni obvod RLC se bézné pouziva u stfidacl napéti, zajistuje nulovou stfedni hodnotu proudu
na induktoru diky sériovému kondenzatoru a spina pfi nulovém napéti (ZVS) nad rezonanéni frekvenci,
coz vede k nulovym ztratdm pfi spinani. V proudovych stfidacich se pouZiva paralelni rezonancni RLC
obvod, ktery dosahuje redukovaného proudu pfes spinaci zatizeni a spina pfi nulovém proudu (ZCS),
coZ opét vede ke sniZeni ztrat pfi spinani. Z tohoto dlvodu je tato topologie zvolena, kdyz je vyZzadovan
vysoky proud induktorem pfi nizkém napéti zdroje. Sérioparalelni LLC obvod kombinuje vyhody
paralelniho obvodu s dodate¢nou ochranou proti zkratu, cozZ je jedna z nejpouzivanéjSich topologii v
pramyslovych aplikacich s vysokym vykonem.

a) I-i RI Cr
I—i Ri
b)
C,
||
I
I-i I:{I c) L R
L, MY —
YN YN + cC, + o
| S | r
||
i
Obr. 3.2 Elektricky model zatéZe IH Obr. 3.3 Konfigurace rezonancniho obvodu IH

Podle poctu spinacich zafizeni jsou topologie stfidact bézné pouzivané v IH rezonanéni ménice s
plnym muistkem, pGlmUstkem, nebo s jednim spinacem. Na Obr. 3.4 jsou znazornény rezonancni zdroje
v provedeni pIného mustku a pllmUstku a stfida¢ ZVS s jednim spinacem. Topologie s plnym mustkem
se pouziva s vykonem pres 5 kW a jedna se o standardizované provedeni primyslovych aplikaci.
Pllmustkova topologie je preferovana v domacich indukcnich systémech do 5 kW. Sttidac s jednim
spinacem se pouziva v systémech IH a domacnostech s vykonem do 2 kW.
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Obr. 3.4 Zdkladni topologie napétového stridace aplikované v IH: (a) plny mastek, (b) pulmdstek, (c) ZVS kvazirezonanéni
stridac s jednim spinacem [3]

S, Si@ S,
[ Cr1 Ln Rn [

1>—| |_IYYY\_|:|_<.
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I\
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(b) )

Obr. 3.5 Ménice pro viceinduktorové systémy IH: (a) dvojity plny mdstek, (b) dvojity pdimdstek, (c) pdimistek s multiplexovym
kmitoctem, (d) sériovy multiinvertor [3]
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Kromé dfive popsanych topologii zahrnuji moderni konstrukce systémy s vice induktory, jez maji
zlepsit distribuci tepla. Tyto systémy byly aplikovany jak na primyslové, tak na domdci aplikace a
vyZaduji vyvoj stfidavych ménic¢d k ziskani optimalniho reseni. Na Obr. 3.5 jsou shrnuty nékteré
navrhované pfistupy. Obr. 3.5 (a) a (b) podrobné popisuji schéma ménice dvojitého pIného mistku a
dvojitého pulmustku. Tyto topologie maji podobnou funkci jako jejich jedno induktorovy protéjsek, ale
s omezenou regulaci vystupniho vykonu kvili dalsim omezenim ZVS. Na Obr. 3.5 (c) je znazornéna
topologie pllmistku s rezonanénimi zatéZzemi, kde kazdd rezonancni zatéZz je naladéna na jinou
rezonancni frekvenci a umoznuje volit mezi sebou frekvenci stfidace. Kone¢né Obr. 3.5 (d) ukazuje
sériovou rezonancni multiinvertorovou topologii navrzenou pro napajeni systém@ IH s vysokym
poctem zatézi s malym poctem spinacd, poskytujici nezavislé fizeni vykonu v kazdé zatézi.

3.2.  Ridici algoritmy

Modulacni a Fidici algoritmy musi pfesné fidit vykonovy sttidac, aby bylo dosazeno pozadovaného
vykonu. Pfesnéjsi vystupni vykon (a v dUsledku toho i teplota) a fizeni proudu jsou vyZzadovany s
odpovidajici dynamikou. Mezi hlavni problémy, které je tfeba fesit a které jsou spolec¢né pro témér
vSechny aplikace IH, patfi sprava vysoce variabilniho vystupniho vykonu a zatiZeni IH a v posledni dobé
i implementace systém s vice zatézemi.

Pro ziskani vhodného fizeni vykonu byly pro jednofazové systémy navrzeny rizné typy modulace:
¢tvercovd vina, asymetrické fizeni nebo PDM modulace (pulsné hustotni modulace). Ctvercové viny a
asymetrické ovladaci prvky umoziuji ménit vystupni vykon v celém provoznim rozsahu bud ovladanim
spinaci frekvence, nebo pracovniho cyklu fidicich signadld. PDM ma vyhodu v tom, Ze ovlada ménic pfi
pevné spinaci frekvenci fizenim doby zapnuti stfidace. PouZiti fazového zavésu (PLL) je také bézné v
fidicich schématech sttidacl IH. Rozdélit fizeni mGzZeme na dvé ¢asti: pfimé fizeni fazi diky PLL anebo
nepfimé fizeni amplitudy RMS pres Pl regulator (proporciondlné integrovany), jak je vidét na Obr. 3.6.
Toto feSeni je moiné v pfipadé jednoho stejnosmérného prevodniku na fazi, ale vypocet RMS
zpomaluje dynamickou odezvu.

DC/DC ménic
snizovaci Stridac
J@ V4 J@
| 1T
f
D b3 H P
Pl @ detekce _
regulator faze
fizeni faze proudu
Pl - 1 filtr - absolutni =
[T — , , . A
regulator dolni propusti vypocet

fizeni amplitudy proudu

Obr. 3.6 Ridici obvod proudu induktoru [31]
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3.3. Magnetické komponenty

vvvvvv

vénovano modelovani navrhu a optimalizaci pomoci analytickych metod nebo metody konecnych
prvka. Z hlediska aplikace jsou nejdUlezitéjsi aspekty extrakce elektrickych ekvivalentnich parametr,
optimalizace Ucinnosti a optimalizace distribuce tepla. V prlimyslovych aplikacich IH existuji dva typy
induktor( v zavislosti na usporadani civky, zatizeni a na sméru toku, kde je tfeba rozliSovat tok pricny
a tok podélny.

Vyhody klasickych IH systém{ mohou byt zlepseny vicecivkovymi induktory. Dosazeni homogenity
teploty kovu u systéma s jedinym induktorem ve velkém méfritku je ve skute¢nosti nemozné, zejména
pfi ohfevu v piicném toku. Re$eni k prekondni tohoto omezeni spociva v pouZivani systém( s vice
civkami, ale se zvySenou sloZitosti technologie vyroby. Konvenéni fidici feSeni pro pramyslové systémy
svice induktory jsou zaloZena na nékolika induktorech s pohyblivym magnetickym stinénim a
pohyblivym koncentratorem magnetického toku. Tato pfidavnad zafizeni upravuji vytvarena
magnetickd pole, prizplsobuji systém rlznym formam materidlu a méni polohu tak, aby dosahly
pozadovanych teplotnich gradientl. Zpracovatelské linky se pak podrobuji mechanickému sefizeni
anebo udrzbé tak casto, jak je nutné pro vyménu materialu, ktery ma byt ohtivan. Je dlleZité si
uvédomit, Ze bez jakéhokoliv modelu je poZadovany profil vykonu ziskdn postupnymi testovacimi
zkouskami, které jsou ¢asové narocné. Obr. 3.7. ukazuje priklad nékolika vodou chlazenych induktorf
pro primyslové aplikace, zatimco Obr. 3.8. ukazuje priklad plochého induktoru pro domaci IH.

Obr. 3.8 Induktor IH v domdcnostech
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3.4. Aplikace indukénich ohrevi

Mezi mnoha aplikacemi IH jsou nejvyznamnéjsi z hlediska instalovaného vykonu a ekonomického
vyznamu aplikace prlimyslové, domaci a Iékarské.

Primyslové aplikace IH zacaly na pocatku 20. stoleti s tavenim kovl a pozdéji byly rozsifeny na
automobilovy a letecky primysl. Soucasné aplikace byly rozsifeny na mnoho vyrobnich procesu, véetné
predehfivani a ohfevu, taveni, kovani, povrchovych Uprav, tésnéni, lepeni, Zihani a svafovani. PouZiti
IH zlepsuje rychlost procesd, jejich presnost, efektivitu a opakovatelnost, cozZ jsou klicové vlastnosti
potfebné pro plnou automatizaci.

V zavislosti na kone¢ném pouZziti a materidlu se provozni frekvence ménice vyrazné lisi, od nékolika
Hz pro vysoce vykonné systémy, typické pro taveni kovll, az po nékolik stovek kHz pro povrchové
tepelné zpracovani. V dasledku toho jsou polovodice pouzivané v primyslovych tepelnych ménicich
tyristory, pracujici pfi frekvencich do 3 kHz, pfi vykonech nékolika MW, zatimco normalné se pouzivaji
IGBT tranzistory, pracujici pfi frekvencich do 150 kHz pro vykony do 3 MW. MOSFETYy se pouzivaji pro
vyssi frekvence, aZ nékolik stovek kHz s vystupnimi vykony nizsimi nez 500 kW.

Vysokofrekvencni stfidac

T

Stredofrekvencni sttidac
/ ||__rY‘(Y\_
I _ 1
= | y ' ~

o

Obr. 3.9 Blokové schéma generdtoru dvojfrekvencniho indukcniho ohfevu

Nékteré aplikace vyZaduji pokrocilejsi topologie, které maiji za cil zlepsit vlastnosti ohfevu nebo
rozsifit své uplatnéni na nové oblasti pouZiti. To je pfipad dvojfrekvencnich generatorl pouzivanych
pro napajeni induktoru postupné nebo soucasné dvéma rdznymi frekvencemi (Obr. 3.9) pro dosazZeni
raznych hloubek vniku. Jedna frekvence je obvykle nastavena ve stfednim kmitoctovém rozsahu (3 az
10 kHz) a druhd ve vysokém kmitoctovém rozsahu (200 az 400 kHz). Tyto typy generator(i se pouZivaji
pro kaleni obrobkl s nepravidelnou povrchovou geometrii, jako jsou ozubend kola. Nutné je
poznamenat, Ze kontrola a interoperabilita priimyslovych systému IH je mimoradné dullezita. Na jedné
strané musi byt provoz ménice vykonu presné fizen, aby se dosahlo pozadovanych vysledka v cili IH.
Na strané druhé systém IH musi byt propojen s kompletni montazni linkou pomoci primyslovych
protokol(.

Hlavnimi domacimi aplikacemi IH jsou spotfebice IH. Indukéni vafi¢e vyuZivaji nejen zlepSeni doby
ohfevu a Ucinnosti, ale také nizsich povrchovych teplot, coZz znamena lepsi bezpecnost a Cistotu, jelikoz
potraviny se nepali. Hlavni charakteristikou této aplikace je nizko profilovy kompaktni design a vysoce
variabilnim navrhem IH, ktery se mGze velmi snadno pFizpdsobit tvaru, materialu a poloze. U¢innost je
také klicovym parametrem navrhu vzhledem k omezenym moznostem chlazeni. Z tohoto ddvodu bylo
vynalozZeno velké usili na zlepSeni ménice vykonu a ucinnosti induktoru.

46



V soucasné dobé se v zafizenich IH nachdazeji dva technologické trendy. Konstrukce pro Evropu a
Ameriku jsou obvykle specifikovany pro vystupni vykony do 4 kW a zvolend topologie vykonového
ménice je obvykle sériovy rezonancni polovodicovy stfidac. Naproti tomu spotfebice pro asijské zemé
jsou obvykle konstruovany s vykonem 2 kW a upfednostiovanou topologii je kvazi-rezonanéni ménic
ZVS. Kromé toho tato technologie nabizi také schopnost ohfivat materidly s vysokou vodivosti, jako je
hlinik nebo méd, obvykle pouZivané v téchto zemich. S ohledem na omezeni vykonu a nakladl se
spinaci frekvence obvykle pohybuji v rozmezi od 20 kHz do 100 kHz. Dolni mez je nastavena tak, aby
nedochdzelo k emisim akustického hluku, které nejsou v domacich aplikacich Zadouci, zatimco vyssi
mez je dana spinacimi ztratami vykonovych zafizeni. Tyto pfistroje obsahuji téZ pokrocilé fizeni véetné
inteligentniho rozpoznavani tvaru varnych nadob a strategii adaptivniho fizeni pro fizeni nejen
vystupniho vykonu, ale také teploty nadoby. To poskytuje uZivateli pokrocilé funkce, které nelze
dosahnout konvencnimi vafici, coz vyrazné zlepSuje komfort uzivatele.

3.5. Redlné pracovisté

Méreni probihalo na redlném zdroji IH skladajici se ze zdroje harmonického proudu tvoreného
plnym mastkem se sériovym rezonanénim obvodem. Stru¢né schéma je na Obr. 3.10.

—
| -

C
Ri Rst Rer

L L Ly

Induktor
<
>
o
Zdroj harmonického proudu

Transformator
GND1

Obr. 3.10 Schéma zapojeni redlného IH

Rezonancni frekvence a tim parametry sériového obvodu se lisi nejen velikostmi rezonancni
kapacity, ale i typem a uloZenim ingotu do induktoru i samotnym tvarem induktoru. Nasledujici tabulky
obsahuji hodnoty sériovych parametrd Ls a Rs pro frekvence a typ uloZeni hliniku a oceli. Posledni
tabulka zobrazuje hodnoty pouze pro frekvence bez ingotu.
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Tab. 3.1 Parametry Ls a Rs pro hlinik pri rizném uloZeni ingotu

ingot ve stfedu induktoru ingot zarovnany s hranou induktoru
Hlinik
17,5 kHz 21,5 kHz 17,5 kHz 21,5 kHz
Ls [uH] | Rs[Q] | Ls[uH] | Rs[Q] | Ls[uH] | Rs[Q] | Ls[uH] | Rs[Q]
s transformatorem
318,5 1,68 317,32 1,89 319,5 1,69 318,4 1,9
Ls Ls Ls Ls
bez [uH] Rs [mQ] [uH] Rs [mQ] [uH] Rs [mQ] [uH] Rs [mQ]
transformatoru
1,37 7,07 1,365 7,687 1,399 7,1 1,394 7,721

Tab. 3.2 Parametry Ls a Rs pro ocel pfi rizném uloZeni ingotu

ingot ve stfedu induktoru ingot zarovnany s hranou induktoru
Ocel
13 kHz 16,5 kHz 13 kHz 16,5 kHz
Ls Rs Ls Rs Ls Rs Ls Rs
s transformatorem | [#H] [Q] [uH] [Q] [uH] Q] [uH] [Q]
385,37 5,56 376,8 6,42 386,11 5,32 377,43 6,11
Ls Ls Ls Ls
bez [uH] | Rs[mQ]| [uH] |Rs[mQ]| [uH] |Rs[mQ]| [uH] [ Rs[mQ]
transformatoru
1,815 | 35,535 | 1,758 | 40,895 | 1,839 39,2 1,785 39,45
Tab. 3.3 Parametry Ls a Rs samotného induktoru
13 kHz 16,5 kHz 17,5 kHz 21,5 kHz
Ls [uH] | Rs[Q] | Ls[uH] | Rs[Q] | Ls[uH] | Rs[Q] | Ls[uH] | Rs[Q]
s transformatorem
400,86 1,03 400,01 1,17 400 1,2 399,7 1,36
Ls Ls Ls Ls
Rs [mQ] Rs [mQ] Rs [mQ] Rs [mQ]
bez [uH] [uH] [uH] [uH]
transformatoru
1,96 3,912 1,96 4,374 1,958 4,46 1,39 7,721

48




Kapitola 4 Numerické reSeni pole

Analytické feseni okrajovych problémd Ize pouZit pouze u jednoduchych stacionarnich 1D resp. 2D
poli. SloZit&j$i Ulohy a modely je nutno Fesit numerickymi metodami. Reseni softwarovymi nastroji,
v tomto pripadé softwarem Wolfram Mathematica [52] mda kouzlo v moZnosti feSeni stacionarnich i
nestacionarnich poli pomoci implementovanych nastroji pro feSeni obycejnych i parcidlnich
diferencialnich rovnic, u nichz uzZivatel nemusi detailné resit typ numerické metody, kterou vypoctovy
nastroj pouzije. Problémem je nejen urdita zavislost na vypocetnim ndstroji, ale téZ urcitd nemoznost
zasahu uZivatele do vypocetni metody, pokud to nastaveni nedovoluji.

Software Wolfram Mathematica pouZiva pro vypocty parcidlnich diferencialnich rovnic funkci
s nazvem NDSolve. V zékladu pracuje s linedrni metodou car (Method of lines). Agros2D [53] je
software pro numericka reseni 2D spojitych problém. Procesor je zaloZen na knihovné Hermes, ktera
obsahuje numerické algoritmy pro monolitické a plné adaptivni feseni systému obecné nelinedrnich a
nestacionarnich parcidlnich diferencialnich rovnic (PDE) zaloZenych na hp-FEM (metoda adaptivnich
konecénych prvkl vyssiho fadu presnosti).

4.1. Sdruzené ulohy

Soucasnym pUsobenim elektromagnetického pole a teplotniho pole se tato pole ovliviuji. JelikoZ
jsou materidlové vlastnosti jak elektromagneticky, tak i teplotni zavislé, fikdme, Ze jde o sdruzené
ulohy.

Obecné rozdélujeme sdruzené ulohy podle stupné sdruzenosti na silné sdruzené, kvazi sdruzené a
slabé sdruzené, podle jednotlivych ¢asovych konstant charakterizujicich ¢asové zmény jednotlivych
poli. U indukénich ohfevl jsou radové rozdilné ¢asové konstanty mezi elektromagnetickym a teplotnim
polem. Tepelné procesy maji nejpomalejsi rad ¢asové konstanty (Tab. 4.1), oproti tomu ostatni déje
jsou o poznani rychlejsi. Tato fakta je tfeba brat v Uvahu pfi vybéru spravného algoritmu.

Tab. 4.1 Casové konstanty jednotlivych procest

Proces Rad ¢asové konstanty [s]
Vykonova elektronika — spinaci ¢asy x 1078
Pfechodné dé&je — elektrické obvody x 107°
Elektrické jevy x 1072
PFechodné dé&je — magnetické jevy x 10°

Tepelné procesy x 103

V latkovém prostiedi jsou charakteristiky jednotlivych poli provazany diky materidlovymi
vlastnostem, jez predurcuji chovani materidlu. Chovani materidlu je ovlivnéno mnoha faktory od
chemickych a fyzikdlnich struktur materidlu aZ po vnéjsi podminky vyvolané polem, jako je napf.
teplota, tlak, intenzita elektrického pole, intenzita magnetického pole, frekvence apod. Parametry
jednotlivych poli a jejich zavislé materidlové vlastnosti jsou obsazeny v Tab. 4.2.
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Tab. 4.2 Velic¢iny poli a jejich zavislé materidlové viastnosti

.. Zavislé materidlové
Pole Veliciny pole .
vlastnosti
Elektromagnetické E,B,H,q; y(T),u(B,H,T)
Teplotni qv, T p(T), cp,(T), A(T), a(T)

Silné sdruzené ulohy charakterizuji vypoctové algoritmy zvladajici feSeni soucasného pusobeni
nékolika nestaciondrnich fyzikalnich poli. V indukénich ohfevech se jedna o plsobeni nelinearniho
elektromagnetického a teplotniho pole. Dochdzi zde v kazdém okamZiku k neustalému silnému
vzajemnému ovliviiovani sdruzenych fyzikalnich poli. Pfi vypoctu se v kazdé casové hladiné provede
vypocet elektromagnetického pole a uréi se rozloZeni Jouleovych ztrat, tvar hysterezni kfivky a
rozloZeni teplotniho pole. Po tomto kroku ndsleduje vypocet pro dalsi ¢asovou hladinu az do doby
dosaZeni poZadovaného c¢asu simulace nebo ustdleného stavu, popf. dosazeni jiné podminky.
Vypoctové je tento typ Uloh nejnarocnéjsi.

Hrani¢ni podminky <k

TEPLOTNI PROBLEM T(rt)———»

A

Alr,T)
u(r,|B|,T) p(r,T) <
c(r,T)

A

wrT) <

Obr. 4.1 Algoritmus silné sdruZené ulohy

Kvazi sdruzené ulohy se aplikuji v algoritmech, kdy lIze v jednotlivych ¢asovych hladinach uvazovat,
Ze ustdleny stav elektromagnetického pole nastane témér okamZité po sepnuti zdroje. V jednotlivych
diskrétnich ¢asovych hladinach se fesi nestacionarni nelinearni teplotni pole a vyuZivd se znalost
Jouleovych ztrat z rozloZeni elektromagnetického pole a znalost hystereze. Z vypoctenych teplot se ve
vhodnych c¢asovych hladindch koriguje elektromagnetické pole. Vypocet nejprve urci rozloZeni
elektromagnetického pole pro vychozi ¢asovou hladinu, urci se Jouleovy ztraty, tvar hysterezni kfivky
a rozloZeni teplotniho pole. Z teplotniho pole se vypoctou korigované materidlové parametry pro
elektromagnetické a teplotni pole. Cely algoritmus se opakuje od zacatku aZz do doby dosaZeni
pozadovaného ¢asu simulace nebo ustaleného stavu, popf. dosazeni jiné podminky. Tento algoritmus
je kompromisem mezi vypocetni narocnosti (slabé sdruzeni) a presnymi vysledky (silné sdruzeni).
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Hrani¢ni podminky <&

ELEKTROMAGNETICKY

PROBLEM TEPLOTNI PROBLEM

u(r,1B1,7)
< Ar,T)
p(r,T)
c(r,T)
r,T) <
Ano max
AT 2 Traxe

Obr. 4.2 Algoritmus kvazi sdruZené ulohy

PFfi tfeSeni slabé sdruzené ulohy nejprve urci rozloZeni elektromagnetického pole za jistych
zjednodusenych predpokladd a v ndvaznosti se fesi pole teplotni. Nedochazi zde k bezprostfednimu
zpétnému ovlivilovdni obou poli. Zavislost mezi témito poli je relativné slaba. Postup feseni ulohy je
jednosmérny. Nejprve se urci elektromagnetické pole, které se predpoklada nezdvislé na teploté, urci
se rozloZeni Jouleovych zrat, tvar hysterezni kfivky a rozloZeni nestacionarniho teplotniho pole bud'
linedrnim teSenim (pfi konstantnich materidlovych parametrech) nebo nelinedarnim fesenim
(materidlové parametry se uvazuji jako teplotné zavislé).

Hrani¢ni podminky

|| !

ELEKTROMAGNETICKY

PROBLEM TEPLOTNI PROBLEM

T(rt)——»

Alr,T)
u(r,1B1,7) p(r,T)
c(r,T)

A

pripadné:

Ar,Ts)
ulrs|Bs,Ts) p(r,Ty)
c(r,Ts)

pripadné:

y(r,Ts)

Obr. 4.3 Algoritmus slabé sdruZené ulohy
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4.2. Metoda car

Metoda c¢ar (MOL) je linearni numericka metoda resici parcialnich diferencialnich rovnic diskretizaci
krom jedné dimenze a poté integraci semi-diskrétniho problému systému ODE nebo DAE. Vyznamna
vyhoda metody spociva v tom, Ze umoznuje feSeni vyuZivat sofistikovanych obecné pouZitelnych
metod a softwaru, které byly vyvinuty pro numerickou integraci ODE a DAE. U parcialnich
diferencialnich rovnic, na které je metoda ¢ar pouzitelnd, se metoda obvykle ukazuje jako pomérné
ucinna.

Je nutné, aby parcidlni diferencidlni rovnice méla dobfe nastavené pocatecni podminky alesponi v
jedné dimenzi, nebot integratory ODE a DAE jsou nastroje pro feseni problému s poc¢ateéni hodnotou.
Toto vyluCuje Cisté eliptické rovnice, jako je Laplaceova rovnice, ale ponechava rozsahlou skalu
evolucnich rovnic, které Ize vyresit velmi efektivné.

4.3. Diferencni metoda

Obecny postup diferen¢ni metody feseni okrajové ulohy spociva v nasledujicich krocich. V prvnim
kroku oblast €, ve které feSime okrajovou uUlohu, pokryjeme siti, kterd se zpravidla voli ¢tvercova,
obdélnikova, pripadné polarni. Priseciky sité jsou uzly a v nich se hledaji ptiblizné hodnoty neznamé
veli¢iny. V dalSim kroku kazdému vnitfnimu uzlu oblasti 2 se nahradi parcidlni derivace v feSené
diferencialni rovnici diferen¢nimi podily vyjadfenymi z pfibliznych hodnot neznamé veli¢iny v tomto
uzlu a v sousednich uzlech. V pfipadé Ze dojde k pfipadu uzlli leZicich na hranici pak v kazdém hrani¢nim
uzlu, je pfifazena Neumannova hrani¢ni podminka, jiz aproximujeme diferenénim podilem. Ziskame
soustavu algebraickych rovnic pro pfiblizné hodnoty veli¢iny v uzlech sité a tuto soustavu rfeSime
eliminaéni nebo iteracni numerickou metodou. Pro ilustraci uvedeme nejcastéji uzivané aproximace
derivaci veli¢iny u podle proménné x. Oznacime h krok sité, i jeji uzel a i-1, i+1 jeji sousedni uzly (Obr.
4.4).

L 2 L L X
i-1 i i+ 1

Obr. 4.4 Jednoduchda sit FDM [7]

PFiblizné hodnoty veliCiny u v uzlech i — 1, i, i + 1 oznaCujeme po fadé u;_4, u;, U;4+1. Z Taylorovy

formule Ize pak ziskat tyto diferen¢ni aproximace derivace Z—Z resp. g—z
1. doptednou diferenci
w; = % +0(h), (4.1)
2. zpétnou diferenci
w; = % +0(h), (4.2)
3. centrdini diferenci
Wy = L oh). (43)
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4.4. Metoda konecnych prvku

Jedna se o vsoucasné dobé nejvyuzivanéjsi metodu reSeni okrajovych uloh. Metoda konecnych
prvkG (FEM) je uplatnéna ve velkém mnozstvi aplikaci od mechaniky pfes hydrodynamiku,
aerodynamiku a termomechaniku az po feSeni elektromagnetickych poli. Jeji schopnosti je resit slozZita
geometricka usporddani diky diskretizaci ulohy. V urcitych oblastech se stanovenymi hranicemi se
hledd konecny pocet nezndmych funkci, které definuji vysledek.

Podstatou metody je mozZnost fesit vicerozmérné okrajové Ulohy napt. popsané funkci f(x,y).
Modifikovanou variacni metodou lze zjisti funkéni hodnoty f na definicni oblasti £2. Pokud funkce
f (x,y) spliiuje okrajové podminky na hranici /" definované oblasti £2, pak bude existovat pravé jedna
funkce f pro niz ma nasledujici funkcional minimaini hodnotu.

F{f o)} = [ f(x,y) dxdy, (4.4)

kde oznacenim F rozumime onen funkcional.

Funkcional pfifazuje kazdé funkci defini¢niho oboru redlné &islo. Pokud existuje mnoZina funkci
i, V), fo(x,y), ..., fn(x,y), nabyvé vztah (4.4) hodnot Fy, F,, ..., F,, a feSenim dané okrajové ulohy

f(x,y) je nejnizsi hodnota z vyslednych funkcional. Numerickou realizaci FEM je zobecnénd Ritzova-
Galerkinova variaéni metoda.

K vyfeseni ulohy pomoci FEM lze problém rozdélit do nékolika krokd. Ve 2D uUlohach provedeme
nejprve diskretizaci oblasti, nej¢astéji triangulaci do souboru podoblasti Q° (e = 1, 2, ... M). Pro kazdé
dva trojuhelniky musi platit jedna ze tfi vzajemnych poloh:

= Jsou disjunktni
=  Maji spolecny jeden vrchol
=  Maji spolec¢nou jednu stranu

Na hranici oblasti s riznymi prostfedimi doplfiujeme podminkou, Ze Zadny z trojuhelnikd Q° nesmi
byt protinan rozhranim. Vysledkem vySe popsané triangulace je pomérné presna aproximace oblasti
0 a strany elementl by mély co nejvérnéji kopirovat hranici 7, nebot lze trojuhelniky pokryt i
geometricky sloZité rovinné oblasti s dostateCnou presnosti. Kfivocaré rozhrani prostfedi se pfi
triangulaci snadno aproximuje lomenou ¢arou, tvofenou stranami hranicnich trojihelnika.

/-

Obr. 4.5 Triangulace [7]

53



Uzly trojuhelnikové sité a jednotlivé trojuhelniky bereme jako konecné elementy, kdy pro kazdy z
téchto trojuhelnikli je pomoci Lagrangeovy linearni interpolace aproximovano rozloZeni hledané
veliciny.

flx,y) =a+bx+cy (4.5)

Konstanty a, b, ¢ ze vztahu (4.5) jsou dalSimi dil¢imi Gpravami dopocteny, coz ve vysledku pfinasi
znalost hledanych hodnot nejen ve vrcholech ale i uvnitf trojihelnikd. Nasledujicimi kroky jsou
konstrukce funkcionalu a jeho ndsledna minimalizace, coZz sebou pfinasi vyuziti pomérné sloZitého
matematického aparatu.

Budeme uvazovat okrajovy problém na (U7, kde regularni oblast (2 spadd do R3? a hranice
00=I=T1ul7 (Obr. 4.6).

II
Obr. 4.6 Okrajové podminky [7]

Za funkci f na oblasti QQ povaZujeme zobecnénou rovnici vedeni tepla

—div(p gradu) = f (4.6)
u=g;nalj (4.7)
Ju

—P% =gpnaly, (4.8)

kde u je nezndma funkce proménnych x,y resp. z, p je zastoupena kladnou konstantou nebo funkci
soufadnic nebo funkci proménné |grad u|, f je dand konstanta nebo funkce soufadnic definovana na

. . . p Ju . . v viovs .
£, g; je dana funkce definovand na /1, a Pl derivace ve sméru vnéjsi normaly k /7.

Vyse bylo zminéno, Zze FEM lze povaZovat za typ variacni metody. Vynasobenim rovnice (4.6)
testovaci funkci v, pro niz plati

v=0nal]. (4.9)

a integraci soucinu pres oblast £2obdrzime

f —div(p grad u) - vdQ= f f-vdQ (4.10)
o) 2

54



UZitim Greenovy véty (4.10) upravime do tvaru

du
f —div(p gradu) - vdQ = f pgradu-gradvdQ— f PV dr (4.11)
o) o) T
S uvaZzovanim podminky (4.9) plati
du du
. = _. 4.12
P vdrlr fpan vdrlj (4.12)
I
a po dosazeni do (4.11) dostaneme
. Ju
f —div(p grad u) - vdQ = f p grad u - grad vd.Q — f PS5V aQ (4.13)
0 0 I

Necht funkce u splfiuje na 77 okrajovou podminku (4.7) a na £2U.1 7 pro ni plati integralni podminka
(4.13). Pak se takova funkce u nazyva slabé tfeSeni okrajové ulohy. Slabé reseni nema tak silné
pozadavky na hladkost funkci jako klasické Feseni.

4.5. Optimalizacni metody

Optimalizanimi metodami rozumime metody, které lze pouZit k optimalizaci konkrétniho zdméru
pfi racionalizaci danych moZnosti. Zadani ulohy vede k maximalizaci nebo minimalizaci zvolené cilové
(ucelové) funkce, ktera obvykle obsahuje mnoho proménnych.

4.5.1. Nelinearni programovani

Nelinearni programovani je matematicka metoda pro uréeni optimalniho reSeni matematického
modelu vytvofeného z nelinearnich rovnic nebo nerovnic, pficemz optimalizovana ucelova funkce je
té7 nelinedrni. Re$enim optimalizaéniho problému je najit vazany extrém.

minimalizuj f(x), x € X € R?, (4.14)
h(x) =0 i=1,..,m, (4.15)
g <0, i=1,.,p (4.16)
Mame tedy
min{f(x): h(x) = 0; g(x) < 0} (4.17)

Definice: Bod x ™ je bodem splfiujici omezeni a ]| je mnoZina indexd j pro kterd g;(x) = 0. Bod x" je
potom regularni bod omezeni, jestlie Vh;(x) a Vh;(x), pro 1 < i < m;j € J jsou linedrné nezavislé.

Je zfejmé, Ze pokud x* je bod relativniho minima, pak neexistuje zZadny pripustny smér, Ze v bodé
x = x* + as funkce nabyva mensich hodnot. Plati tedy f(x) = f(x*). Aproximaci prvniho fadu funkce
f(x) vbodé x* plati
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f() = f(x*) + Vf(x*)(x — x*) (4.18)
Odtud plyne nutnd podminka minima.

Definice: Je-li x* bodem relativniho minima funkce f(x) € C' na mnoZiné X, pak pro libovolny
vektor s, ktery je pfipustnym smérem v bodé x* plati

Vf(x)s >0 (4.19)

Definice: Pokud x* je bod relativniho minima funkce f(x) na mnoziné X a x* je vnitfni bod mnoziny
X, pak

V() =0 (4.20)
Rovnice (4.20) vyjadfuje nutnou podminku prvniho fadu.
Podminky druhého Fadu dostaneme pfi aproximaci druhého radu funkce f(x) v bodé x*
fl) = f(x) +Vf(x)(x —x7) + % (x =2V () (x — x7) (4.21)
Definice: Je-li x* bodem relativniho minima funkce f(x) € C? na mno%iné X, pak pro libovolny
vektor s, ktery je pfipustnym smérem v bodé x* plati
1. Vf(x*)s=0 (4.22)

2. Vf(x")s =0,paks"VZf(x*)s > 0. (4.23)

4.5.2. Komparativni metody

Komparativni optimalizacni metody vyuzivaji kvantifikaci hodnot funkci v danych bodech k nalezeni
extrému Ucelové funkce. Vypocty jsou pak porovnany s pfedchozimi hodnotami. Poté jsou stanoveny
dalsi body, ve kterych je pocitana hodnota ucelové funkce. Tento postup se opakuje, dokud neni
nalezen extrém, tj. minimum nebo maximum.

Jednou 1z pouzivanych optimaliza¢nich metod je Fibonacciho hleddni, pojmenovand podle
stejnojmenného italského matematika. Tuto metodu Ize povaZovat za optimalni vyhleddvaci strategii.
Tato strategie zarucuje maximalni mozné zkraceni pvodniho vyhledavaciho intervalu <a, b> pro dany
pocet kvantifikaci funkéni hodnoty Ucelové funkce. Fibonacciho hleddni doporucuje, ve kterych bodech
intervalu <a, b> vypocitat hodnotu ucelové funkce (pocet vycisleni se bere jako invariantni), abychom
co nejpresnéji urcili polohu minima.

Strategie vyhledavani je zaloZena na Fibonacciho ¢islech {F;}, které miZeme postupné vypocitat

podle vztahu
k k
<1+\/§> _<1_\/§> ].i (4.24)
2 2 \5

Pokud musime vypocitat hodnotu kriteridini funkce N-krat, pak Fibonacciho &isla Fy_q, Fy_3, .-

k=

definuji body, ve kterych musi byt vypocéteny funkéni hodnoty. Pro N = 2 transformujeme interval <a,
b> na interval (0, F,), kde F, = 2 (podle vztahu (4.24). Hodnotu Ucelové funkce musime vypocdist ve
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dvou bodech Xy = xg = 1a X; = xo = 1 4+ d, kde d je velmi malé Cislo, které ma vyloucit stav, kdyby
se funkéni hodnota ucelové funkce spocitala dvakrat ve stejném bodé. Bez ohledu na hodnoty
kriteridlni funkce v bodech F(x;) a F(x,) dojde vidy ke ziZeni pivodniho intervalu s minimem na
jednu polovinu, v pfipadé vypoctu tfi hodnot ucelové funkce zizime plvodni interval na jednu tfetinu.
Lze tedy zobecnit, Ze ptFi vypoctu N funkénich hodnot je plvodni interval zkracen na 1/N pavodni
velikosti.

Existuje také fada metod pro vicerozmérnou optimalizaci. Pravdépodobné nejjednodussi je metoda
nahrady cyklickych parametrl, nazyvana také jako Gauss-Seidlova metoda. Vybereme jednu
proménnou X;, a vsechny ostatni proménné povazujeme za konstantni. Poté provedeme
jednorozmérnou optimalizaci a zafixujeme proménnou x; na zadanou hodnotu. Poté prejdeme na
dalsi proménnou a opakujeme cyklus, abychom urcili extrém s pozadovanou presnosti.

4.5.3. Gradientni metody

Gradientni metoda vyuZiva vypocet nebo odhad derivace funkce. Pro funkce jedné proménné je
nejpouzivanéjsi Newtonova metoda. Jeho princip je zaloZen na konstrukci te¢né derivace funkce f'(x)
na (xk,f'(xk)). Nasledujici k + 1 iterace optimalniho bodu x,p¢ je prisecik této tecny s osou x.
Ucelovou funkci uréime z Taylorova rozvoje f(x) v okoli bodu x; (4.25)

1
f@) = flo) + (=2 - /() +5 (e = 1% - (), (4.25)
kde & neuréeny bod intervalu, jehoZ krajni body jsou x a x.

Vydélenim rovnice (4.25) f'(x;) obdrzime

1 2 ') fq) f ()
—_— —_ . = _ = _ —_——_—| = _ 4.26
2 ) f'Ca) () oo m) =x [xk flog) — 7 My (4.26)
kde z (4.26) vyplyva, Ze vysledny vztah pro xj, 1 je
f () (4.27)

et T P )

Algoritmus je ukoncen, pokud je rozdil dvou po sobé jdoucich hodnot mensi nez pozadovana
presnost vypoctu.

Pro funkce s vice proménnymi pouzivame gradient funkce. Zména proménné je pfimo Umérna
gradientu funkce ucelu. Metodou nejvétsiho spadu se snazime docilit co nejblize extrému ucelové
funkce v jednom kroku. Algoritmus popisuje nasledujici vztah

o) = f(xx +1-dy), (4.28)
kde dj, je spadovy vektor uréeny jako
d, =1V- f(xp). (4.29)

Pfesnost metody a tim ukonceni algoritmu se Fidi pomoci gradientu funkce. V bodé extrému plati,
Ze gradient i spadovy vektor jsou rovny nule. Je-li absolutni hodnota gradientu funkce v bodé x4
mensi neZ pozadovana presnost, je vypocet dokoncen.
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4.5.4. Genetické algoritmy

Genetické algoritmy (GA) jsou stochastické iterativni metody vyhledavani, které napodobuji
pfirozenou biologickou evoluci. GA pracuje na populaci (generaci) s konstantnim poctem jednotlivcl
(potencialnich reseni) a aplikuje na ni nejlepsi principy preziti, aby vytvofila lepsi a lepsi aproximace
feseni.

Jedinec je reprezentovan retézcem 0 a 1 (genotyp), ktery je ekvivalentni informacim ulozenym v
chromozomech jednotlivych organism v biologii. Tento fetézec zakdduje misto v daném
vyhleddvacim prostoru. Charakteristikou kazdého jednotlivce je jeho hodnota (fitness funkce). Jeji
velikost ndm dava kritérium kvality retézce ve srovndani s ostatnimi jedinci. Jeji hodnota mizZe byt
napftiklad pfi optimalizaci hodnota funkce v bodé, kdy jedince kédujeme. Kazda nova generace pochazi
z predchozi za pouziti genetickych operatord, reprodukce (selekce), kfizeni a mutace.

Hlavni sila genetického algoritmu je v jeho paralelismu, tj. Ze prohledava v celou populaci a
vyménuje si informace mezi prohleddvanymi body. To ma za nasledek zejména jeho odolnost vici
uviznuti v nékterych lokalnich extrémech. Geneticky algoritmus tak muiZe pracovat bez specialnich
pozadavkl na prohledavany prostor a mUze, na rozdil od jinych metod, najit dobré feseni, i kdyzZ je
vyhleddvaci prostor velmi "divoky". GA proto mizZe hledat feseni bez znalosti struktury problému.
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Kapitola 5 Modelovani indukcnich ohrevu

Zakladem zpracovani Ulohy je vytycit si jeji rozdéleni do nékolika fazi. Je tfeba fyzikalni systém znat
a dokdazat ho popsat k sestaveni matematického modelu a docilit zvolenymi prostiedky jeho vyfeseni.
Fyzikalnim systémem je zde elektrotechnické zafizeni kindukénimu ohfevu kovovych materiald.
Uplatnénim zakladnich teoretickych znalosti o elektromagnetickém a teplotnim poli ve zkoumaném
objektu matematicky popiSeme vybrané sledované déje. Na zdkladé takto sestrojeného spojitého
matematického modelu hledame te$eni. ReSeni problému Ize nalézt v analytickém tvaru, diskrétné
numerickém tvaru a ve spojitém numerickém tvaru.

5.1. Ohfrev valce

Redlnym zafizenim v této préci je indukéni ohtev valcovych pfedmét(l. Popis Ulohy je tfeba provadét
v cylindrickych soufadnicich. Reseni pole je pro potieby optimalizace tfeba upravit z PDE na soustavu
rovnic DAE. Nasledujici fadky budou popisovat odvozeni klasického feSeni az k dofeseni pro pouZiti
v optimaliza¢nich metodach.

I

(7, 0%

Obr. 5.1 Cylindrickd (vdlcovd) soustava s vyznacenymi vektory E, Ha S

Valcova plocha protékana stfidavym proudem a proudova vildkna leZici kolmo k ose valce vyvola
véalcové elektromagnetické vinéni. Vyzafujici valcovou plochu miZeme realizovat civkou s nulovou
tloustkou izolace mezi zavity, napf. vodi¢ obdélnikového prifezu pfiléhajici tésné k dalsimu zavitu.
Geometrické usporadani ndm zarucuje, Ze je valcova plocha teoreticky nekonecné délky (vzhledem
k hloubce vniku) o poloméru r;. Sklon zavith je zanedbatelné maly k velikosti poloméru civky.
Umistime-li civku a vsazku tak, aby osa z splyvala se soufadnicovym systémem, potom vektory pole
jsou pouze funkci poloméru r kdekoli v uvazovaném systému valce. Hodnoty veli¢in v urcitém bodé
jsou totoZné se vsemi body o stejném poloméru r. Splnénim vysSe popsanym pozadavkim ma intenzita
elektrického pole E pouze slozku E,, a intenzita magnetického pole H pouze slozku H,,.

E(r,t) = (0,E,(r,1),0) (5.1)
H(r,©) = (0,0,H,(r,1)) (5.2)
B(r,t) = (0,0,B,(r, 1)) (5.3)
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Vnitfni polomér civky je oznacen r; vnéjsi polomér r,. Pokud je na vnitfni ploSe induktoru intenzita
magnetického pole o velikosti H, je z ddvodu homogenniho magnetického pole mezi civkou a vsazkou
intenzita magnetického pole na vnéjSim poloméru vsazky

H, = H, (5.4)

K posuzovani problému ohfevu vdlce mame okrajovou podminku s definovanou velikosti intenzity
magnetického pole na povrchu valce, a tudiz nemusime fesit problematiku vztahujici se k déjim
v civce.

vsazka

|
/’\*C induktor
g %

: '\
IR |

Obr. 5.2 Axidlini a radidlni ez vsazky a induktoru

5.1.1. Redeni elektromagnetického pole valce

Vzhledem k podmince vodivého prostfedi (y > - w) vrovnici (2.7) lze zanedbat ¢&len Z—It) a

Maxwellovy rovnice v cylindrickém usporadani budou mit tvar

d0H,(r,t)
a
E,(rt) N 0E,(r,t) N 0B, (r,t) _ 0 (5.6)
r or dt
pfi okrajovych podminkdach
N-1I

Hz(rz, t) = (5‘7)
E,(ro,t) =0, (5.8)

kde I = I,,, - sin(w - t) je harmonicky pribéh proudu.

Harmonické vyjadieni Maxwellovych rovnic ma své opodstatnéni, jelikoz se Casto setkdvame
s harmonickym elektrickym polem o kmitoctu w. Nahrazenim pftislusnych vektor( rotujicimi fazory
prechazeji rovnice (5.5) a (5.6) do tvaru
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OH,(r)

== yE_(p(r, t) (5.9)

E,(r) 0E,(r)

—¢ : _ (5.10)
" + e +]wu&(r) 0,

kde j je imaginarni jednotka
Upravou rovnic (5.9) a (5.10) ziskdme vinové rovnice

0°H,(r) 10H,(r)

i _ (5.11)
a
0%E,(r) 10E,(r) E,(r)
_¢ 192V e (5.12)
or? + r or jwyu&(r) r2 0.

5.1.2. Redeni teplotniho pole

V rovnici (2.51) se u indukénich ohfevll ¢len v - grad T neuplatriuje, protoZe v nasem pfipadé se
téleso vzhledem kinduktoru nepohybuje (v = 0) a v substancidlni derivaci zUstane pouze ¢len
parcialni derivace podle ¢asu. Fourier-Kirchhoffova pak nabude tvaru

0T (r,t)
dat

o(T)cy(T) = div(A(T) grad T) + w (5.13)

pfi okrajové podmince pro geometrickou symetrii, ktera zni

aT(To, t) =0

(5.14)
or

Tato podminka je nulova proto, Ze neexistuje odvod smérem do stfedu a okrajovd podminka na
hranici reSeného usporadani reprezentovanad valcovou plochou na vnéjSim poloméru valce r, zni

—A(T)% = a(T(ry,t) — Ty) + ea(T(ry, t)* = Tg) (5.15)

Pocatecni podminka je
T (7, tstart) = To- (5.16)

Energie vznikajici z jinych forem energie jsou u indukéniho ohfevu prevainé Jouleovy ztraty a
objemova hustota tepelného vykonu se spocte jako

w=y-|EM)|? (5.17)
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5.2. Linedrni problém

Reenim vlnovych rovnic (5.11) a (5.12) jsou kombinace Besselovych rovnic prvniho (J,,) a

druhého (Y;,) druhu, nultého a prvniho fadu.

&(r)=]0(r-(‘§/—_1)3-,/y-u-w)-Cl+Y0(—r-(‘§/—_1)3-,/y-u-w)-(j2
E,) =1 (r- (VD) Jrwe) G+ (- (VD) -y w) G

Pti homogenni okrajové podmince v ose (5.8) ve fazorovém vyjadreni
E_(p(rO) =0,
potom pro (5.19) plati
E,) = (r- (VD) o) G

dosazenim do (5.10) ziskame

() =0

JE®
oFi (1; M) - Cs.

4

kde (F;(a; z) je regularizovana souvisla hypergeometricka funkce.

(a0 V=D Wwmre) —5r- (V=D Vv e
Uor- D V7 @)~ (- D 7 i ®) ) - = DG

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Pro okrajovou podminku o zndmé hodnoté intenzity elektrického pole na poloméru r, (5.7) a

dosazenim do (5.22) ziskame velikost konstanty Cs.
(V-1)3-1'N-Jui-w
P2y .y
L7 o (15 L)

Intenzitu magnetického a elektrického pole mizZeme zapsat ve tvaru

C3= -

Z(T')= . 2 )
— l F l.jlrz l’)/luw
0f1 , 4
a
P a2

Jrtypw
j-I-N-r-u-w 0F1<2,+>
-9 21 ]'TZ')/'u'a)
F<1-—2 )

041 ’ 4

magnetickou indukci miZzeme zapsat ve tvaru

B,(r) = po * pir - Hy (1) .

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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5.2.1. Re$eni pomoci metody &ar

Pro ziskani vysledné teplotni kfivky je nutno sdruzit dlohy podle kap. 4.1. Pro potieby optimalizace
se teplotni pole nebude fesit PDE podle (5.13), ale pfevodem na soustavu rovnic DAE. Docilime toho,
rozdélime-li valec po poloméru na n segmentud podle Obr. 5.3, kde kazdy i-ty segment (r;) je ovlivnén
segmentem zprava (1;44) a zleva (r;_1).

Fiq

Obr. 5.3 Rez vdlce s vyznacenym n-tym segmentem r; a jeho sousednimi segmenty 1;_; a Ti,4
Zavedenim soucinitele teplotni vodivosti a

A
a= : (5.27)
0 Cp

muZeme rovnici (5.13) prepsat na soustavu rovnic

aT;(t, 1) .. <l aT;(t,r) N 02T;(t, r)) N w(r;)

5.28
ot r,  or or? 0 Cp (5.28)

kde jednotlivé parcidlni derivace vici » mGZeme ze znalosti metody Car prepsat pro pevny krok Ar
na

oT;(t,r) _ Tip1(t) = T4 (1) (5.29)
or 2 Ar ’
a
0%T;(t, 1) _ Tip1(0) + i1 (8) — 2T;(¢) (5.30)
ar: Ar? '
Dosazenim rovnic (5.29) a (5.30) do (5.28) ziskdme cely vyraz
aT;(t) 1T () = Tio1(©)  Tipa(8) + T;—1 () — 2T;(0) w(r;)
R ASEAN (el + (5.31)
at 7 2-Ar Ar? Q" Cp

Pro variabilni krok je tfeba vnést skutecnost odlisné vzdalenosti ;.1 a r;_; od r;. Poté budou
jednotlivé parcialni derivace podle prostoru vyjadreny jako
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oT;(t,7) _ Tip1(0) - (ry = 121)% = T, () - (r; — 1741)?
or  (ri—rieq) (g —1i1) - (g1 — 1)

(5.32)
T;() * (riq — Tim1) - (g + 1021 — 213)
(r; = 1-1) - (i = 1321) = (i — 1)
a
°Ti(t,r) 2 [Tiya(®) - (i —71i) + Tig () - (i — 1) — T * (g — 1-0)] (5.33)
orz (i —=71i21) - (i — 7im1) * Ty — 1) - '

Pro prehlednost zde neuvadim dosazeni téchto vyjadreni parcidlnich derivaci v rovnici (5.28).

Rovnici (5.28) nelze aplikovat na okrajové segmenty (1min @ Tmax), J€Z je nutno popsat pomoci
okrajovych podminek

T,(0 = To(0) _

r,—7T1

. Tn—l(t) - T‘n(t) —a- (Tn _ TO) +o0-¢- (Tn4' — T04). (535)

0, (5.34)

—A

Tn —Thn—

Objemovou hustotu tepelného vykonu ve fazorovém vyjadreni v rovnici (5.28) a (5.31) prepiseme
do tvaru

wr)=y: |E_(p(r)|2. (5.36)

kde E_(p(r) je vyjadfeno na zacatku kap. 5.2.

5.2.2. Re$eni pomoci tepelnych odpori

Rovnici (5.13) mUZeme prepsat na soustavu rovnic

aT;(t) _ T (6) = Ti(t)  Tiyq(t) = T;(t) |
ot Ry(ri,mi—1) Ry (riep 1) + P(i), (5.37)

m(i) - cp

kde i je pozice segmentu po poloméru valce

JelikoZ zde feSime valcovy predmét, tak segmenty jsou valcové tepelné odpory. Vyuzijeme zde jejich
popis v kap. 2.3.1 a Gpravou rovnice (2.59) ziskame

Ta

1
ng (T‘a, Tb) = m -In (E) (538)

Rovnici (5.37) nelze aplikovat na okrajové segmenty. Jsou to segment symetrie (7,;,) a@ segment
okrajové podminky na rozhrani (7;,.x). Tyto dva segmenty popiseme pomoci rovnic

T1(t) = T2 (0), (5.39)

Lo ®O-T® NP < a0
SO e (=T o (=Tl (540
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Rovnice (5.37) mad jiny rozmér neZ rovnice (5.13), a proto se v ni vyskytuji veli¢iny m(i) a P (i), které
z plvodni rovnice vychazeji. Jejich Upravou obdrzime

m(i) =0 V(i) (5.41)
d
P@)=V@ - -w), (5.42)
kde V(i) je
V@) = S (s 1) (5.43)
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Kapitola 6 Optimalizace teplotniho profilu

V této kapitole budou feSeny pozadavky technologického postupu, kdy mame zadany profil
T(r,tmax) Na konci procesu. K Zzadanému profilu se lze pfFiblizit pomoci modelu. Pomoci
optimalizacnich metod se Ize pfibliZit k zadanému teplotnimu profilu na konci procesu, a to pro dva
pfipady. Bud je teplotni pole na konci i-tého intervalu s danymi parametry odhadnuto pomoci
termografického méreni (a nasledné i latkové vlastnosti) pripadné je dostupné jen mérenim napéti a
proudu na induktoru. Vycisleni Gcelové funkce vyZaduje feSeni elektromagnetického a teplotniho pole
a predstavuje ¢asové nejnarocnéjsi ¢ast algoritmu.

6.1. Dopredny déj

Numerické fesSeni bylo feSeno pomoci SW Wolfram Mathematica. Cilem této kapitoly je srovnani
variant vypoctl indukcéniho ohfevu fesenim PDE podle kap. 5.1.2 s feSenim soustav ODE podle kap.
5.2. Vypocetni metodou je metoda ¢ar, jenz je v SW zastoupena funkci NDSolve. Pro soustavu ODE je
nutné zvolit optimalni pocet segmentl rozdélujicich valec, jak je vyznaceno na Obr. 5.3., kdy maly
pocet vede k vétSim nepresnostem pfi vypoctu a velky pocet zvétSuje vypocetni ndro¢nost.

Vypocetni narocnost zobrazuje Tab. 6.1, kde jsou vyznaceny doby pro jednotlivé metody, pfipadné
pocet rozdéleni. Porovnani pro vysledné teplotni pribéhy pfi proudu 160 A, frekvenci 21 kHz a dobé
ohfevu 120 s jsou v grafu na Obr. 6.2 a odchylky od PDE jsou vyneseny v grafu na Obr. 6.2. Prvotnim
predpokladem bylo zvoleni pevného kroku Ar

r

Ar = (6.1)

n—1
kde r je polomér valce a n je pocet rozdéleni

Jak je z Obr. 6.2 patrné se zvysujicim se poctem n se zvysuje presnost s PDE ale na uUkor vypoctové
narocnosti (Tab. 6.1). Pro optimalizaci bylo nutno nalézt feseni takové, aby presnost vypocetni metody
byla srovnatelna s PDE pfi malych vypocetnich naro¢nosti. Vycislime-li si objemovou hustotu vykonu
podle (5.17) zjistime, Ze s nasobkem hloubky vniku nam prudce klesa, proto nas hlavné bude zajimat
vice u hrany vdlce neZ v jeho symetrii.

1x107 1

8x10° .

6x100

w [W/m°]

4x108

2x10° |

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
Polomér [m]

Obr. 6.1 Vycisleni objemové hustoty vykonu w pfi =160 A a f=21 kHz ve vdlci
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Proto jsem se rozhodl prejit od rovhomérnému rozdéleni k rozdéleni variabilnimu, ktery popisuje

rovnice (6.2)

kde a, b, c jsou konstantyai € N

b .
ri=a+?+c-lnl

(6.2)

pron = 200 vychazeji konstanty a = 5,613-1073, b = 5,603-10"3ac =3,192-1073
pron = 65 vychazeji konstanty a = 5,583 -1073,b =5,573-10"3ac = 4,073-1073

Jak je patrné z Tab. 6.1 tak z grafu (Obr. 6.2) tak toto rozdéleni je nejenom rychlejsi, ale zaroven
s velkou presnosti. Druhé zjisténi vyplivajici z grafu a tabulky je vybér metody podle kap. 5.2, kde

Casové Uspornéjsi metodou je variabilni metoda tepelnych odport, proto bude tato metoda pouZzita

v algoritmu.
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Obr. 6.2 Porovnani vysledki vypoctu teplotniho pole pomoci PDE a soustav rovnic ODE

Tab. 6.1 Doby vypoctu jednotlivych metod

Typ Doba vypoctu [s]
PDE 4,52
ODE 1600 Ry 16,9
ODE 700 MC 0,51
ODEyaz 80 MC 0,12
ODEvar 65 Ry 0,06
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6.2. Optimalizace zpétného déje

Problém byl fesen nékolika optimalizac¢nimi algoritmy jak deterministickymi (gradientni metoda a
Nelder-Meadova metoda) tak heuristickymi (metoda diferencialni evoluce a metoda simulovaného
#ihani). U¢elova funkce byla vybrana

2
2 (Tzad(ri) - Tvyp(ri)) ’ (6.3)
i
kde T,aq(7;) je teplotni pribéh zadany podle technologického poZadavku a T,y (7;) jsou hodnoty
teplot v jednotlivych bodech danych vypoctem podle kap. 5.2.1 nebo kap. 5.2.2.

Gradientni metoda byla popsana v kap. 4.5.3, podrobnosti o této metodé Ize nalézt také v [40], [41]
a[42].

Nelder — Meadova metoda je metoda pfimého vyhledavani. Pro funkci s proménnymi n udrzuje
algoritmus mnoZinu n + 1 bod( tvoficich vrcholy polytopu v n rozmérném prostoru. Tato metoda se
¢asto nazyva ,simplexni” metoda, ktera by neméla byt zaménovdna se zndmou simplexni metodou pro
linearni programovani. Podrobnosti Ize docist v [43] a [44].

Diferencialni evoluce je jednoduchy stochasticky minimalizator funkci. Algoritmus udrzuje populaci
m bod, {x1,%,, ..., Xj, ... Xm}, kde obvykle m > n, n je poet proménnych. B&éhem kazdé iterace
algoritmu generuje novou populaci m bodd. Novy bod j se vygeneruje vybérem tii ndhodnych bodd,
Xy, X, @ X, ze staré populace a vytvofenim x5 = s,, + s(x, — x;,), kde s je skuteény faktor méfitka.
Pak se vytvofi novy bod xnew Z X; @ xg pfevzetim souradnice i z x5 s pravdépodobnosti p a jinak
prevzetim soufadnice z x;. Pokud f(Xpew) < f(x]-), pak Xpew Nahradi x; v populaci. Vice podrobnosti
Ize najit v [45], [46] a [47].

Simulované Zihdani je jednoduchy minimalizator stochastickych funkci. To je motivovano procesem
fyzického Zihani, kde je kovovy predmét zahfivan na vysokou teplotu a ponechdn k pomalému
ochlazeni. Tento proces umoziuje usazeni atomové struktury kovu ve stavu nizsi energie, ¢imz se
vytvofitvrdsi kov. Diky optimalizaéni terminologii umozZiuje Zihani strukturu uniknout z mistnich minim
a prozkoumat a usadit se na lepsim, mozna globalnim minimu. Podrobnosti najdete v [48], [49] a [50].

6.2.1. Porovnani optimalizacnich metod

Teplotni profil byl vybran z dopfedného fesSeni pro ovéreni optimalizacnich metod na nékterych
ilustrativnich prikladech. Cilem je vybrat a ovéfit metodu optimalizace, ktera poskytne co nejrychlejsi
mozné feSeni s dostatecnou presnosti. Pro srovnani byly vybrany nasledujici metody: gradientni
metoda, Nelder-Meadova metoda, metoda diferencialni evoluce a metoda simulovaného zZihani. Pro
kazdou z testovanych metod je prezentovano grafické znazornéni konvergence v zavislosti na poctu
krok( a grafické znazornéni chyby na poloméru valce. V Tab. 6.2 jsou jasné uvedeny vsechny metody
a jejich minimalni doby vyhledavani, pocet krokl a nejvyssi chyba. Test pro vSsechny metody byl
podobny, bylo nutné najit n proudd a n frekvenci. Jiz pro n = 4 odpovida teplotni kfivka pfedem zadané
kfivce.
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Prvni testovanou metodou byla gradientni metoda. Jak je vidét na Obr. 6.3 a Obr. 6.4, poZadovanou

v

hodnotu najde po nékolika krocich, ale stale se snaZi najit spravnéjsi hodnotu a po 499 krocich

algoritmus skonéi a vyhodnoti nejmensi z minim, jez spocital.
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Obr. 6.3 Vyvoj teploty v kaZzdém kroku pro gradientni metodu
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Obr. 6.4 Priblizeni prvnich 40 kroki z Obr. 6.3
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Obr. 6.5 Chyba teploty v zdvislosti na poloméru vdalce pro gradientni metodu
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Nelder — Meadova metoda byla testovana ve dvou variantach, s random seed (ndhodné seminko)
a bez ného. Jak je znazornéno na Obr. 6.6, pro tuto metodu staci provést mnohem méné krokl nez u
gradientni metody, abychom nasli nejpfesné;jsi hodnotu, ale pro variantu s random seed = 100 je pocet
krok( vyssi (Obr. 6.8).
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Obr. 6.6 Vyvoj teploty v kaZzdém kroku pro Nelder — Meadovu metodu
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Obr. 6.7 Chyba teploty v zdvislosti na poloméru vdlce pro Nelder — Meadovu metodu
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Obr. 6.8 Vyvoj teploty v kazdém kroku pro Nelder — Meadovu metodu s random seed
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Obr. 6.9 Chyba teploty v zdvislosti na poloméru vdlce pro Nelder — Meadovu metodu s random seed

Treti testovanou metodou je diferencialni evoluce. Obr. 6.10 ukazuje, Ze se jednd o nejptesnéjsi

metodu, ktera ale vyZaduje velky pocet krokd.

79.5

79.0

Teplota [°C]

78.5

20

40 60
Pocet kroku [-]

80

Obr. 6.10 Vyvoj teploty v kaZzdém kroku pro metodu diferencidlni evoluce
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Obr. 6.11 Chyba teploty v zavislosti na poloméru vdlce pro metodu diferencidlni evoluce
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Posledni metoda byla simulované Zihani. Je zfejmé, Ze optimalini je hledano pfi velkém poctu kroki
(Obr. 6.12), ale s velmi malou chybou (Obr. 6.13).
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Obr. 6.12 Vyvoj teploty v kazdém kroku pro metodu simulovaného Zihdni
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Obr. 6.13 Chyba teploty v zdvislosti na polomeéru vdlce pro metodu simulovaného Zihdni

Testovani jednotlivych metod bylo provedeno za uéelem vyhodnoceni nejrychlejsi metody pro
optimalizaci zdroje, jak je popsano v Uvodu kapitoly. Metody jsou shrnuty v Tab. 6.2. Je zfejmé, Ze
diferencialni evoluce je nejpomalejsi metoda (avSak ne s nejvyssim poctem krokd). Neni to prekvapivé,
tato metoda je nejpfesnéjsi, ale nepouZitelna pro optimalizaci zdroji. Podobné je na tom metoda
simulovaného Zihani, i kdyz jeji doba vypoctu neni tak dlouha jako doba diferencialni evoluce, ale stale
neni zdaleka pouzitelnd. Nelder — Meadovu metodu pro zZddnou z moZnosti nelze pouzit, doba vypoctu
presahuje jednu minutu, coZ je pro on-line fizeni také nepouZzitelné. Navzdory velkému poctu kroki je
tedy nejrychlejsi a pro nase aplikace nejvyhodnéjsi gradientni metoda.
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Tab. 6.2 Porovnani jednotlivych metod na poc¢tem krokd, ¢asu a chybdch

Doba Max. AT
Metoda Kroky [-] vypoitu [s] K]
Gradientni 499 29 10?
Nelder Meadova 43 85| 26107
Nelder Meadova s random seed 54 65 18-10*
Diferencialni evoluce 95 1082 | 3,4-107
Simulované Zihani 808 396 | 1,8-10°

6.2.2. Optimalizace ostré krivky

Dalsi ukdzkou jednotlivych optimalizanich metod je aplikovani na teplotni kfivku poZadovanou
v kratkém case simulace. Tako kfivka je vynesena na Obr. 6.14 (¢arkovana cara) a predstavuje
technologické poZadavky s velkou ostrosti teploty na poloméru valce.

Vysledky jsou slibné v Tab. 6.3 jsou uvedeny jednotlivé metody a jejich vycisleni frekvenci a proudd
v kazdém kroku s celkovou priimérnou chybou.

Tab. 6.3 Porovnani vysledku jednotlivych metod a jejich chyba

Metoda I[A] | filHz] | LAl | folHz] | IA] | fs[Hz] | 1a[A] | falHz] | AT[K]
Gradientni 811 | 21500 | 834 | 21500 | 857 | 21500 | 700 | 21500 | 3-10”
Nelder Meadova 993 | 21500 | 750 | 21500 | 735 | 21500 | 700 | 21500 | 3,5-10°

Diferencialni evoluce | 849 | 21500 | 801 | 21500 | 851 | 21500 | 700 | 21500 | 2,4-10°

Simulované Zihani 902 | 21500 | 786 | 21500 | 811 | 21500 | 700 | 21500 | 1,2-10™*?

Vysledky jsou velice slibné, obzvlasté velikosti priimérnych chyb. Vysledky a nasledné porovnani
jednotlivych metod s Zaddanou kfivkou jsou vyneseny v grafu na Obr. 6.14.
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Obr. 6.14 Viysledky jednotlivych metod v porovndni s poZadovanou kfivkou teplotniho pribéhu
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6.3. Algoritmus optimalizace

Hledani optimalni kfivky je rozdéleno na n krokd, ve kterych je hledan proud / a frekvence f. Cely
proces pracuje spoctenim vSech n hodnot / a f v i-tém Casovém kroku a nastavenim hodnot na zdroji.
Kazdy krok je zdokonalen méfenim z termokamery, kde pfimé méreni v i-tém kroku slouZi jako nova
mezni podminka teploty na poloméru valce. V dalsim kroku se jiz pocitaji pouze zbyvajici krokyn — 1,
a protoZe predchozi hodnoty i jsou jiz nastaveny, je ¢asova narocnost optimalizace mensi. Algoritmus
pokracuje az do doby, kdyn —1 = 0. Vtom okamziku algoritmus kon¢i s poZadovanou teplotni
krivkou. Vyvojovy diagram je zndzornén na Obr. 6.16.

Cely experiment byl provadén na valcovém ingotu o priméru d = 45 mm a délce [ = 100 mm,
ktery byl vloZzen do induktoru napajeného ze zdroje harmonického proudu. Samotny ingot byl obarven
specialni termografickou stfikaci barvou s vysokou emisivitou LabIR® Paint. Tato emisni barva ma
presné definované fyzikdlni vlastnosti a zavislost emisivity na vinové délce i thlu pohledu.

Obr. 6.15 Pohled na induktor a vsdzku
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Obr. 6.16 Algoritmus celého procesu optimalizace fizeni zdroje
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6.4. Experiment

Zadana vyhledavaci kfivka na Obr. 6.17 je vhodna pro Zihdni hlinikového valce. Definovana kfivka v
experimentu je vyZzadovana po 174 s v n = 4 krocich. Parametry zdroje napdjeni umoziuji nepretrzité
streamovani proudu, ale nespojité nastaveni frekvence. DlUvodem je rezonanéni obvod. Proto
optimalizacni proces také hleda spojité hodnoty proudu a nespojité hodnoty frekvence. Hledaji se
proudy pro Imax = 500 A a frekvence v této sérii: 13 kHz; 16,5 kHz; 17,5 kHz; 21,5 kHz; 25 kHz.
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Obr. 6.17 PoZadovand teplotni zdvislost na poloméru vdlce

Teplotu ingotu mizZeme skenovat pomoci termokamery (Obr. 6.18), kterou pouZijeme pro nové
pocatecni teploty ve vypoctu podle vyvojového diagramu (Obr. 6.16).

Obr. 6.18 Termografické méreni

PfestoZze dle kap. 6.2 wvySla gradientni optimalizaéni metoda jako nejvyhodnéjsi, bude zde
prezentovano porovnani optimalizace zdroje pro vSechny testované metody, tj. gradientni, Nelder
Meadovu, diferencidlni evoluci a simulované Zihdni. Cilem tohoto porovnani je ukdzat rozdily
v jednotlivych metodach, v pfipadé budouciho zvyseni vypocetniho vykonu, kdy si metody budou
navzajem casové konkurenceschopné.
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Vysledky gradientni metody jsou vyneseny v grafu (Obr. 6.19), kde je znazornén vyvoj vypoctenych
a zmérenych teplot v kazdém kroku. Je zfejmé, Ze se kfivky v poslednim kroku sloudi. Vysledky proudi
a kmitoctl jsou uvedeny v Tab. 6.4. Pouze tu¢né hodnoty v tabulce jsou vidy nastaveny na zdroji v i-
tém kroku.
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Obr. 6.19 Vysledky jednotlivych krokd pro gradientni metodu

Tab. 6.4 Proudy a frekvence v kazdém kroku pro gradientni metodu

-

1 2 3 4

In[A] | fo[Hz] | In[A] | fo[Hz] | I [A] | fo[Hz] | Ih[A] | fo[HZ]
148,9 | 21500 | 148,2 | 21500 | 203,4 | 21500 | 202,6 | 21500
155,5 | 21500 | 208,9 | 21500 | 194,4 | 21500
216,9 | 21500 | 194,2 | 21500
205,9 | 21500

PIWIN|FR|[>

Dalsi testovanou metodou je metoda Nelder Meadova.
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Obr. 6.20 Viysledky jednotlivych kroki pro metodu Nelder-Meadovu
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Tab, 6.5 Proudy a frekvence v kaZzdém kroku pro metodu Nelder-Meadovu

i 1 2 3 4

n_| WIAl | folHz] | IW[A] | fo[Hz] | W[A] | fo[Hz] | ©h(A] | fn[HZ]
1 | 151,4 | 21500 | 141,2 | 21500 | 208,3 | 21500 | 200,5 | 21500
2 169,5 | 21500 | 199,8 | 21500 | 192,9 | 21500
3 216,8 | 21500 | 194,2 | 21500
4 205,9 | 21500

Metoda diferencidlni evoluce také spliiuje podobnost pfedchozich metod
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Obr. 6.21 Viysledky jednotlivych kroki pro metodu diferencidlni evoluce

Tab. 6.6 Proudy a frekvence v kazdém kroku pro metodu diferencidlini evoluce

i 1 2 3 4

n_| WIAl | folHz] | IW[A] | fo[Hz] | IW[A] | fo[Hz] | ©h[A] | fo[HZ]
1 | 180,0 | 21500 | 133,8 | 21500 | 190,5 | 21500 | 200,5 | 21500
2 177,8 | 21500 | 192,7 | 21500 | 192,8 | 21500
3 216,9 | 21500 | 194,1 | 21500
4 205,9 | 21500

Metoda simulovaného Zihani se pfilis nelisi ode vsech predchozich testovacich metod.
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Obr. 6.22 Viysledky jednotlivych kroki pro metodu simulovaného Zihdni

Tab. 6.7 Proudy a frekvence v kaZzdém kroku pro metodu simulovaného Zihdani

i 1 2 3 4

n_| WIA] | folHz] | IW[A] | fo[Hz] | IW[A] | fo[Hz] | I [A] | fo[HZ]
1 | 1389 | 21500 | 1353 | 21500 | 219,5 | 21500 | 200,5 | 21500
2 168,5 | 21500 | 200,6 | 21500 | 192,8 | 21500
3 216,9 | 21500 | 194,1 | 21500
4 205,9 | 21500
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6.5. 2D FEM Model

Zjednoduseni 1D, které bylo pouZito k rychlejsi optimalizaci je zde ovéfeno na 2D modelu, ktery je
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Obr. 6.23 Geometrie rotacné symetrického télesa Obr. 6.24 Vysledek 2D FEM modelu v Agros2D
v Agros2D

Ve 2D modelu byly nastaveny vstupni hodnoty jak latkovych parametr(, tak okrajovych podminek
shodné s 1D modelem (kap. 5.2). Resi¢ software Agros2D byl popsan v Kapitola 4 a vysledné 2D teplotni
pole je zobrazeno na Obr. 6.24 a porovndni s 1D je vyneseno v grafu na Obr. 6.25.
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Obr. 6.25 Porovndni 1D a 2D reseni vdlce

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze vysledky modelu 2D FEM jsou blizké vysledku modelu 1D. Je tak
zfejmé, Ze reSeni uvedeného problému pomoci 2D FEM modelu je zbytecné ¢asové narocné a v tomto
ohledu nevhodné pro optimalizaci.
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Kapitola 7 Zavér

7.1. Prehled vysledku a prinosi disertacni prace

Tato prace fesi inverzni problém technologického poZzadavku pro metalurgické operace, jakymi jsou
napft. zihani nebo kaleni. Pfedtim neZ doslo k feseni optimalizacnich metod, bylo zapotfebi se zabyvat
matematickym modelem doprednym smérem. Variabilita metalurgickych aplikaci, ale i riznorodost
materidlovych vlastnosti se odrazila vzaméreni a pouzZitelnosti nékterych znamych matematickych
modeld. Linedrni modely nebylo vhodné pouZit na typicky nelinedrni materidly jakymi je napriklad ocel.
Nelinearni dopfedny model byl mnou publikovan v [12], oviem za cenu velké vypoctové narocnosti.
Linearni i nelinearni matematické modely se Fesili sofistikovanymi numerickymi fesici jak pro 1D tak
pro 2D problémy. Numericky feSi¢ vSW Wolfram Mathematica vyuZivany prevainé v této praci
(popsany v kap. 4.2) dokaze vyresit zadanou PDE, jako je rovnice popisujici teplotni pole (kap. 2.2.1)
nebo rovnice popisujici elektromagnetické pole (kap. 2.1) za podminky delsi doby vypoctu. Sdruzeni
poli (zde elektromagnetického a teplotniho) sebou nese dalsi vypoctovou narocnost, ktera je vsak
tfeba k urceni presnych vysledki pfi presnych vstupnich parametrech.

Zjednoduseni modeld bez velkych ztrat presnosti byl prvnim krokem pred mozZnostmi inverzni
optimalizace. Matematickym modelem zaloZeny na rozdéleni valce do n vrstev, kde kazda je popsana
ODE podle ¢asu bez uvazovani prostoru, jsem ziskal ndstroj pro fesSeni teplotniho pole s vypoctovou
naroc¢nosti konkurujici dosavadni solvery PDE. Ovsem mit nastroj k feSeni soustav ODE nebylo pred
ziskanim odpovidajici presnosti efektivni. Jednotlivé vrstvy bylo nutno fyzikalné popsat, prvni moznosti
bylo vyuziti znalosti metody ¢ar a rovnici popisujici teplotni pole (kap. 2.2.1) prepsat na soustavu ODE,
druhou mozZnosti bylo popsat vrstvy jako diferencidlni vélcové tepelné odpory. Zadna z téchto metod
zprvu nevykazovala zasadni zlepSeni vypoctové narocnosti. Optimalni pfesnost byla vykoupena velkym
poctem vrstev, se kterymi rostla i ndro¢nost na vypocty. Vzhledem ke znalosti elektromagnetického
pole a jeho postupného ubyvani po poloméru (odpovidajici hloubce vniku) jsem dospél k zavéru, Ze
neni vhodné mit po celém poloméru stejné Siroké vrstvy, a tak doslo k vyuziti variabilniho rozdéleni
jednotlivych vrstev. V této chvili se vypoctovd ndrocnost zménila vyrazné, ac s prekvapenim, lepsi
metodou byla ktera vyuZivala diferencialni vdlcové tepelné odpory.

Kdyz existoval nastroj, ktery spolehlivé a rychle zvladal feseni dopfedného déje bylo mozno zabyvat
se inverznimi optimaliza¢nimi postupy. PoZadavek technologického postupu, kdy je zadan profil
T(r, tmax) Na konci procesu fesi inverzni problém. K Zzadanému profilu se Ize dostat zménou okrajovych
podminek, tj. Ize ménit proud a frekvenci. Principem optimalizace je rozdéleni ¢asového intervalu (kde
na konci intervalu je Zadany profil) do n intervalli a v kazdém i-tém kroku je tfeba vyresit optimalizaéni
Ulohu. Ucelovou funkci lze fesit rGznymi optimalizaénimi metodami. Byly zkouseny tyto metody:
gradientni, Nelder-Mead, diferencialni evoluce a simulované Zihani. Velké nadéje jsem sazel na metodu
diferencialni evoluce ovsem krom velmi pfesného vysledku byla této metoda nejpomalejsi (pro online
nasazeni zcela zdsadni nedostatek), prekvapivé se slusnou presnosti a velmi rychlou byla gradientni
metoda.
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Tyto cile prace byly timto splnény:

e Shrnuti vlastnosti sdruzenych Uloh elektromagnetického pole, tepelného pole a pole proudéni
na aplikace indukéniho ohfevu

e Vytvoreni matematického modelu sdruzenim poli pro pfimy problém

e  Optimalizace inverzni Ulohy matematického modelu

Porovnani rGznych optimalizacnich algoritmd, jak bylo predikovano v cilech prace, bylo aplikovano
na definované krivky pribéhu teplot podél poloméru valce pro tyto pfipady:

e Na predem ziskané vysledky z pfimého problému pro ovéreni platnosti algoritmu
e  Na ostré pozadované kfivky potfebné pro rychlé déje
e Na pozadované kfivce, kterd neni pfili$ ostra

Vstupni pocdtecni podminka v i-tém kroku byla snimdna termograficky. Vysledky byly ovéfeny
termografickym pozorovanim a 2D FEM modelem.

7.2. Naméty dalsSiho rozvoje prace
Nasledujici body charakterizuji dal$i mozny rozvoj:

o  Zefektivnéni a celkové zrychleni vytvoreného algoritmu i na velmi rychlé déje. Rychlé déje
k pouZitelnosti v inverznich optimalizacich poZzaduji vysledky ve velmi kratkych intervalech. To
Ize docilit bud” hardwarovym upgradem anebo zdokonalenim optimaliza¢nich metodik.

e Nasazenioptimalizace i na dalsi fyzikalni pole (napt. pole termoelastickych posuvi). Nasazenim
algoritmu se sdruzenim elektromagnetické pole, teplotniho pole a pole proudéni bylo prvnim
krokem optimalizace. Oviem existuji dalsi pole, ktera svym plsobenim ovliviiuji cely sledovany
objekt. Pfidanim téchto poli se algoritmus téZ mlzZe zamérit na dalsi podminky poZadované
v budoucich zadanich.

e  VyufZiti u designll jinych geometrickych tvard. Prace se zabyva pouZitim algoritmu na valcové
objekty, a to z dlivodu ovéreni a pouZitelnosti vytvoreného algoritmu. Prosazeni algoritmu na
vyssi urovné designti se diky tomu docili celé fady moznosti vyuZiti do této doby nezvladnutych
metalurgickych zadani.

e Rozsifeni a Uprava algoritmu pro moznost ohfevu vyuzivajici nékolika frekvenci soucasné. Do
této doby algoritmus pocitd s vyuzZitim jedné harmonické frekvence proudu v kazdém
okamziku. Budouci nasazeni inverzni optimalizace i na vyuZivani vice frekvenci naraz by
podobné jako v predchozim bodé napomohlo vfeSeni problematickych metalurgickych
aplikaci.
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