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SEZNAM POUZITEHO ZNACENI
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KAPITOLA 1. UVOD

Kapitola 1

Uvod

Existuji materialy, jejichz zavislost napéti na deformaci nelze popsat linearnim vztahem.
Predstavme si naptiklad chovani nékterych lidskych tkani, pryzovych nebo polymernich ma-
teriali, které v prubéhu deformace vykazuji proménnou tuhost. Vnitini strukturu téchto
materiali lze zjednodusené modelovat fetézcem idedlné tuhych neusporddanych prvki, jez
jsou vuc¢i sobé obecné natoceny. Miize se jednat o chaoticky seskupené kolagenni vlakna
uvnitt lidského vazu nebo cévni stény. V pokrocilé fazi deformace se pak takovy material
stava tuzsim vlivem napiimeni pomyslného fetézce, kdy dochézi k usporadéani jednotlivych
prvkii. Toto je obecna predstava o chovani tiidy materidli, které nazyvame hyperelastické.

Tato diplomova prace je vénovana porovnani dvou hyperelastickych konstitutivnich mo-
delii, jmenovité Gentova a Van der Waalsova, které definuje vztah pro hustotu deformacni
energie. Oba se fadi mezi modely navrzené na konci 20. stoleti a typem spadaji pod modely
vyuzivajici pfedpoklad o limitnim protazeni fetézce. Vzhledem k poc¢tu materidlovych para-

Vel vivs

modelem.

Cilem této préace je vyklad zékladu nelinearni teorie elasticity, dale pak klasifikace hy-
perelastickych konstitutivnich modeli a porovnani mechanické odezvy Gentova a Van der
Waalsova materialového modelu pfi nasledujicich stavech napjatosti: tah, tlak, prosty smyk,
rovnoosé rovinna deformace a nafukovani valcové tenkosténné membrany.

Zpusob provedeni této diplomové prace ma prevazné teoreticky charakter, ktery souvisi
se zadanou problematikou. Zamérem je pochopit chovani Gentova a Van der Waalsova mate-
ridlového modelu v zévislosti na hodnotach vstupnich parametri a oba vzajemné porovnat.
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KAPITOLA 2. MOTIVACE

Kapitola 2

Motivace

Biomechanika je nauka o silach a ptisobeni sil v zivych organismech a jako védni obor
aplikuje poznatky z techniky na poli biologie a mediciny. Jeji historie saha az k starovékému
Aristotelovi, ktery popsal anatomii a funkci zvifecich organt, nicméné v modernim pojeti na-
byva vyznamu od pocatku 17. stoleti spolu s rozkvétem klasické mechaniky. Mezi vyznamné
osobnosti této periody bezpochyby patii: Galileo Galilei (1564-1642), Robert Hooke (1635-
1703), Isaac Newton (1642-1727), Leonhard Euler (1707-1783), Thomas Young (1773-1829),
Hermann von Helmholtz (1821-1894) a mnozi dalsi, jejichz vycet by byl vycerpavajici (viz
napf. [1], [2]). V soucasnosti se pak jedna o progresivni védu, ktera znaéné piispiva k pokroku
v oblastech lékaistvi, technologii, materidlového inzenyrstvi a robotiky.

Jednou z domén biomechaniky je uré¢eni mechanickych vlastnosti zivych tkani. V této
praci se zaméfime na mékké tkané lidského téla, které se v riznych podobach nachazi v
kardiovaskularnim systému, kloubnich chrupavkach, kuzi, svalech, slachach a vazech [3|. Du-
vodi, pro¢ se nejedna o snadny tkol, si predstavime hned nékolik. Mékké tkéné obecné
vykazuji materidlovou heterogenitu a anizotropii, nelinearni zavislost napéti na deformaci,
viskoelastické a hysterezni chovéni, zavislost na rychlosti deformace a podléhaji procesu star-
nuti.

VysSe zminéné body naznacuji, ze prevaznou c¢ast predpokladi, kterych se s vyhodou
vyuzivd u béznych konstrukénich materialt (tj. napf. ocel), jiz neni mozné aplikovat pii
modelovani biologickych tkani. Rozmanitost lidskych tkani je obrovska, avSak jedno maji
spolecné — skladaji se z vice slozek. V jistém smyslu se daji prirovnat ke kompozittum. Slo-
zitost vnitini stavby téchto struktur méa za nésledek to, Ze si pii jejich popisu nevystacime
s Hookeovym zékonem, jako tomu bylo u linedrné elastickych materidli, se kterymi méa
strojni inzenyrstvi bohatou zkuSenost. Existuje nékolik postupt, jak sestavit konstitutivni
rovnici pro nelinearné elasticky material. Tim obecnéjsim je tzv. cauchyovsky pristup s pri-
mou vazbou mezi napétim a deformaci, na rozdil od tzv. greenova pristupu, kdy jsou napéti
vyjadrena jako derivace hustoty deformac¢ni energie. Pro adiabatické a izotermické deformace
funkce hustoty deformacni energie vzdy existuje, nicméné nalézt takovou funkci, ktera by s
dostatecnou presnosti vystihovala chovani konkrétniho materialu, neni zcela trivialni zalezi-
tost [1]. Doposud byla navrzena cela fada modelt hustoty deformacni energie, které do jisté
miry koresponduji s realitou. Jednim z nich se stal pravé Van der Waalstiv model hustoty
deformacni energie od H. G. Kiliana nebo Gentiiv model od A. N. Genta.
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KAPITOLA 3. TEORIE NELINEARNI ELASTICITY

Kapitola 3

Teorie nelinearni elasticity

V této kapitole ukotvime esencialni vztahy a definice nelinearni pruznosti, které poslouzi
jako mnezbytny zaklad pro popis podstaty hyperelastickych modelt. Zaméiime se
na mechanicky poddajna, elasticka télesa (po zatizeni a nasledném odlehéeni se téleso navrati
do ptuvodniho stavu s tim aspektem, Ze v prubéhu nedochazi k disipaci energie). Dale bude
predstavena kinematika pretvoreni kontinua, rozlicné tenzory deformace a napéti, rovnice
rovnovahy a konstitutivni vztahy.

3.1 Kinematika deformace

o1,
x3, X3

S

o0

o
o)
3
o)

8y

xa, X2

L1, Xl

Obrazek 3.1: Pretvoreni oblasti
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Uvazujme spojité téleso, které se rozklada na oteviené souvislé podmnoziné trojrozmeér-
ného Eukleidova prostoru. Takové téleso se v ¢ase muze deformovat a zaujimat rizné tvary.
Téleso v pocateénim case t = 0, tj. v referencéni konfiguraci, zaujima podmnozinu prostoru
R3, kterou budeme znacit symbolem (2., jeji hranici pak symbolem 9%, (viz Obr. 3.1). Pied-
pokladejme, Ze se téleso v ¢ase t > 0 kvazistaticky deformuje, zaujme podmnozinu €2 s hranici
08 a tim se ocitne v pribézné konfiguraci [4]. Necht polohovy vektor X zameétuje materi-
dlovy bod z mnoziny €2, a polohovy vektor ¥ prostorovy bod z mnoziny 2. V Lagrangeové
pojeti mluvime o jednom konkrétnim bodu, ktery v ¢ase ¢t zméni svou polohu prostrednictvim
vektoru posunuti @ dle vztahu

=X+ (3.1)

Timto zpisobem zavedené Lagrangeovy materidlové souradnice X a Eulerovy prostorové
soutadnice x;, kde K, i € {1,2,3}, budeme nadale vztahovat ke spoleéné kartézské vektorové
béazi [5]. V této praci u nadchézejicich vyjadreni v indexovém zapisu predpokladame, ze
si Ctenadl za indexy ¢ a K dosadi ¢iselné hodnoty 1, 2 a 3 pro ziskani prislusnych slozek
uvazovanych veli¢in.

3.2 Lagrangeova metoda popisu pretvoreni kontinua

Zminéné pretvoreni kontinua definujeme matematickym zobrazenim & : €, — €0, které
prevadi polohovy vektor Xv Q.. na polohovy vektor Z v 2. Takovému zobrazeni fikame pohyb
télesa. Uvazujeme-li problém s fyzikalni podstatou véci, oblast €2, bude vyplnéna casticemi
hmotného materidlu, které se ovSsem pfi idealizované deformaci zachovaji, pouze se zméni
jejich usporadani na oblast 2. Kromé toho predpokladame, ze ve skutecnosti zadné dveé
Castice, at uz v referen¢ni nebo v prubézné konfiguraci, nezaujmou stejné misto v prostoru.
Za téchto podminek lze zobrazeni £ prohlésit za regularni, jehoZ inverzni zobrazeni budeme
znacit 71 Q — .. Déle necht zobrazeni £ a £7! jsou spojité diferencovatelné dle potieby.

—

F=¢(X,t) (3.2)
X =¢'(71) (33)
3.2.1 Gradient posunuti
Nejprve zavedeme gradient posunuti z, v indexovém zépisu definovany vztahem
aui
iK = 3.4
KT X (3:4)

v némz figuruje vektor posunuti ﬁ()? ,1), ktery obecné zavisi na materidlovém polohovém
vektoru X a ¢ase t. Gradient posunuti je tenzor druhého radu [5]. Ekvivalentné ho lze zapsat

z = Grad i (3.5)

kde velké pocateéni pismeno operatoru oznacuje derivaci dle materidlovych soutradnic X
na oblasti 2,.. Operator gradient mimo jiné zvysuje fad libovolného tenzoru o jeden stupei.

Strana 10
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3.2.2 Deformacni gradient

Déle zavedeme vyznamnou veli¢inu mechaniky kontinua, deformacni gradient F, v inde-
xovém zapisu definovany vztahem

813i

Fi:
K= 0X

(3.6)

v némz figuruje polohovy vektor a_:'()z ,t), ktery obecné zavisi na materidlovém polohovém
vektoru X a case t. Ekvivalentné ho lze zapsat

F =Gradz (3.7)

Deformaé¢ni gradient je tenzor druhého radu, jenz v matematickém kontextu odpovida Jaco-
biho matici zobrazeni & [5]. Z difve uvedeného predpokladu hladkosti zobrazeni € a £~ plyne,
ze deformacni gradient F musi byt nesingularni [4], tzn. Ze bude reprezentovan ¢tvercovou
regularni matici F. Vlastnost regularni matice, tj. pozadavek na determinant riizny od nuly,
zapiSeme s vyuzitim symbolu jacobidnu J

J = det|F| #0 (3.8)

Abychom déale omezili mozny interval hodnot jacobianu, vypujéime si vétu o substituci
v integralech, pomoci které dame do rovnosti objem télesa v priubézné konfiguraci (na oblasti
) s objemem télesa v referencni konfiguraci (na oblasti €2,.), tedy

/dV :/ JdV, > 0 (3.9)
Q r

Vidime, Ze jacobidan davi do souvislosti elementarni objem dV z oblasti €2 a elementarni
objem dV, z oblasti Q.. Fyzikdlni predstava o zdeformovaném télese logicky nepfipousti
zaporny objem, tudiz musi platit

_dav
=

na celé oblasti €2,, aby byla rovnice (3.9) splnéna [5].

J

= det|F] > 0 (3.10)

Inverze deformac¢niho gradientu

V nasledujicim textu bude potieba taktéz inverze deformacniho gradientu F~', kterou
definujeme vztahem

00Xk

3xi
kde malé pocatecni pismeno operatoru oznacuje derivaci dle prostorovych soufadnic x; na
oblasti €. Vynéasobime-li regularni matici F jeji inverzi £, obdrzime jednotkovou matici I,
resp. Kroneckerovo delta ¢;; definované vztahem (3.15), o ¢emz se nize snadno presvédéime
za pomoci véty o derivovani slozené funkce. Dopliime, Ze pro jednoduchost indexovych zapistu
budeme od této chvile uvazovat Einsteinovu sumacni konvenci.

Fpl = respektive F~' = grad X (3.11)
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FF'=1] (3.12)
Ooxr; 0Xy  Ox;
. _1. = ’ —= v = .
Pk = 9%, dr;  Ox; O (3.13)

Vztah deformac¢niho gradientu a gradientu posunuti

Vyuzijeme-li rovnice (3.1) dosazené do vztahu (3.6), znamou funkci Kroneckerovo delta ;x
v indexovém zéapisu, resp. jednotkovy tenzor I v tenzorovém zapisu, obdrzime nize uvedeny
vztah mezi deformacnim gradientem F a gradientem posunuti z.

0(X; i .
Fig = ﬂ = 0ix + ZiKx respektive F=1+z (3.14)
0Xx
1 jelit=K
=4 1T (3.15)
0 jelii# K.

3.2.3 Polarni rozklad deformac¢niho gradientu

S pomoci véty o polarnim rozkladu vyjadiime deformac¢ni gradient jako soucin dvou ¢lenii

[F=RU = vR| (3.16)

kde R oznacuje ortonormalni tenzor rotace, U pravostranniy tenzor protaZeni a v levostranny
tenzor protaZeni. Tenzory protazeni U a v jsou symetrické a pozitivné definitni. Polérni roz-
klad je jednozna¢ny [5|. Necht tenzory druhého fadu U, v a R urcuji pfislugné matice U,
v a R. V néasledujicim odvozeni aplikujeme pravidlo o determinantu sou¢inu matic spolu s
pravidlem o determinantu transponované matice a vyuzijeme ekvivalence inverze a trans-
pozice ortonormalni matice [7], abychom ukazali, Ze ortonorméalni matice R ma jednotkovy
determinant, tedy

det |R| det |R| = det |R"|det |R| = det |RTR| = det || = 1 (3.17)

7 vy%e uvedeného plyne det? |R|—=1. Vyraz odmocnime a obdrzime det |R| = +1. Uvazime-li
navic tvrzeni (3.10) a (3.16) doplnéné o vlastnost pozitivni definitnosti tenzortu protazeni,
ktera implikuje det |[U| > 0 a det |v| > 0, pak postupem (3.18) jednozna¢né uré¢ime platnost
rovnic (3.19) a (3.20).

det |F| = det |[RU| = det |R| det |U| (3.18)
det |R| = +1 (3.19)
det |EF| = det |U| = det |v| (3.20)
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3.2.4 Tenzor protazZeni

V minulé podkapitole byly uvedeny dva tenzory protazeni, jejichz vyznam si nyni ptibli-
zime. Nejprve vyuzijme vlastnosti, ze redlnou, symetrickou matici protazeni U z predchozi
sekce 1ze dle véty o spektralnim rozkladu (odvozeni viz priloha A.1 v [5]) rozepsat do tvaru

U=2A2" (3.21)

Ortonormalni moddlni matice ® obsahuje po sloupcich sefazené wlastni vektory gy, za-
timco spektrdlni matici A tvori na diagonale wvlastni ¢isla Ay a mimo diagonalu nuly, kde
k € {1,2,3}, jak je naznaceno v (3.22) a (3.23).

P = G| |P2| |Ps (3.22)
A 0 0

A=0 x o0 (3.23)
0 0 X

Popsana vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni vektory respektuji ilohu (3.24). Vlastni ¢isla
Ax > 0 nazveme hlavni protazent [4].

UGk = M@y (3.24)

Nyni odvodime uziteény vztah mezi jacobidnem a hlavnimi protazenimi. Vyjdeme z
(3.10), resp. (3.18), kam opravnéné dosadime kladnou variantu (3.19), aplikujeme spektralni
rozklad (3.21), pravidla o determinantech uvedené v sekci 3.2.3, vyuzijeme postup (3.17) ana-
logicky pro modalni matici vzhledem k jeji ortonormalité a nakonec vypoc¢teme determinant
spektralni matice, tedy

J =det |F| = det |R|det |U| = det |U| = det |® A ®T| =

. ) (3.25)
det |®| det |[A| det | @' | = (det |®|)* det |A] = det |A] = A\ A2A3

Totozné lze postupovat s matici levostranného tenzoru protazeni v, ktera spliuje vSechny vyse
zminéné predpoklady pro matici pravostranného tenzoru protazeni U, a to véetné moznosti
spektréalniho rozlozeni, viz (3.26). V zajmu rozliSeni jsou veli¢iny vztazené k matici v oznaceny
vinovkou.

J = det |F| = det |v] det | R| = det ] = det|BAD | =

~ _ 7 N _ _ o (3.26)
det |®| det |[A|det |® | = (det|®|)? det |A| = det |[A] = A\ A2

Na zavér dokdzeme fakt, Ze matice tenzori protazeni U a v maji stejna vlastni ¢isla a
jejich vlastni vektory se lisi o matici tenzoru rotace R. Vyjdeme z tlohy o vlastnich ¢islech
(3.24), kam dosadime upraveny vztah polarniho rozkladu deformac¢niho gradientu (3.16)

R"v R @), = M (3.27)

Vynésobime obé& strany rovnice (3.27) zleva matici R
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RR"WR @, = MR &y (3.28)
Zavedeme substituci
Pv =R (3.29)

A soucin ortonormalni matice s jeji transpozici upravime na jednotkovou matici, tedy

UGk = AP (3.30)
Z vysledné struktury (3.30) je zfejmé, Ze matice levostranného tenzoru protazeni v sdili
s matici pravostranného tenzoru protazeni U stejna vlastni ¢isla A\, ovSem vlastni vektory
@k matice v, resp. P matice U jsou svazany prepoctem (3.29).

3.2.5 Geometricka interpretace deformac¢niho gradientu

Zagneme u rovnice (3.2), ze které vypocteme totalni diferencial zobrazeni £ ve slozkovém
zapise

Gxi

0Xk

Je patrné, Ze se jedna o nasobeni matice F' s matici dX reprezentujici vektor d.X, vysledek
prepiSeme

dr = FdX (3.32)

Deformacni gradient lze v této souvislosti vylozit jako linedrni zobrazeni mezi prostorem
referen¢nich a zdeformovanych elementarnich vektori, které mapuje orientovanou tisecku dx
z oblasti 2, na pretvorenou usecku d¥ v prubézné konfiguraci Q [4][5][6], jak je schematicky
znazornéno na Obr. 3.2.

F

e ——
” Sa

Cd ~
.’ S

Obrazek 3.2: Pfetvoreni nekone¢né malé tsecky

Jist€ nés bude zajimat, jak se zménila délka tsecky v pribéhu deformace. K urceni vzdale-
nosti proto zavedeme metriku v trojrozmérném Eukleidové prostoru E3, ktera je zobecnénim
Pythagorovy véty [7]. Velikost vektoru dX z oblasti €, bude dana vztahem
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|dX | = \/dX} + dX3 +dX3 = \/dX - dX (3.33)

kde slozka dXk znaci rozdil prislusné souradnice koncového a pocatec¢niho bodu vektoru
dX . Secteni ¢tvercu téchto slozek de facto tvori produkt skaldrniho souc¢inu vektoru se sebou
samym. Abychom se zbavili odmocniny, vyraz umocnime a prepiSeme do algebraické notace

(JdX|)? = dX - dX = dX"dX (3.34)

Pod symbolem dX nalezneme vektor dx piepsany do sloupcové matice, pak dX” oznacuje
jeji transpozici. Totozny postup aplikujeme k popisu délky zdeformovaného vektoru, navic
s dosazenim vzorce (3.32), tedy

(|d||)* = dZ - d = da"dx = dX"F"F dX = dX"CdX (335)

3.2.6 Cauchy—Greentv tenzor deformace

Plynule navazeme na ptfedchozi sekci, kde jsme odvodili kvadrat délky zdeformovaného
vektoru v pribézné konfiguraci. Sou¢in FTF byl oznacen jako matice C, ktera je obecné
symetrickd a pozitivné definitni. A jelikoz vznikla sou¢inem matic, které nalezi tenzorum
druhého radu, tak se opét jedna o matici tenzoru druhého radu [5]. Ten v literatuie nalezneme
pod nézvem pravy Cauchy—Greeniv tenzor deformace C, definovany vztahem

|C = F'F = U?] (3.36)

Vyjadreni pomoci pravostranného tenzoru protazeni U ziskdme primym dosazenim polarniho
rozkladu (3.16) do (3.36). Obdobnym zptisobem je definovan levy Cauchy—Greeniv tenzor
deformace b

b = FF" = v? (3.37)

3.2.7 Greentv-Lagrangetv tenzor deformace

Miru pretvoreni kontinua lze ziskat tak, ze popiSeme rozdil mezi vektorem dX 7 referencni
konfigurace a jeho obrazem dZ v pribézné konfiguraci, viz Obr. 3.2. Odectenim kvadrati
délek (3.34) a (3.35) ziskame

(1dZ]))? — (|dX|)? = dXTCdX — dX"dX = dX"(C — [)dX = 2dX"EdX  (3.38)

Zavedli jsme symetrickou matici E, jez predurcuje zménu délky libovolného tseku vektoru
dZ, a to nezavisle na jeho orientaci [5]. Tato matice reprezentuje Greentdv-Lagrangetiv tenzor
deformace E, ktery definujeme vztahem

E=-(C-TI) (3.39)
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Jedna se o tenzor druhého fadu, ktery ve zkoumaném misté materidlu vymizi (tj. vSechny
jeho slozky budou rovny nule) préavé tehdy, pokud v onom bodé nedochazi k deformaci. Tuto
vlastnost matematicky zapiSeme nésledovné

E=0 <& VdX: ||dZ| = |dX| (3.40)

Dosazenim (3.14) a (3.36) do (3.39) ziskdme vyjadreni Greenova-Lagrangeova tenzoru de-
formace v zavislosti na gradientu posunuti v tenzorovém zapisu (3.41), pfipadné ve slozkovém
zépisu (3.42).

_ 1 T Tl 1 T T
E_Q[(I+Z) (I+2z) I]_Z[Z+Z +z z] (3.41)
1 8u1 8uK aum aum
_ = 49
=9 (aXK + 0X; + 0X; 6XK> (3-42)
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3.3 Mechanické napéti

Napéti neboli intenzita vnitinich sil je fyzikalni velic¢ina, kterd v télese popisuje rozlozeni
sil na jednotku plochy a odrazi tak miru namahani télesa. Mize byt vyvolano budto vnéjsimi
nebo objemovymi silovymi ac¢inky. Ve skutecnosti ho nelze pfimo naméfit, pouze dopocitat.
Vyuziva se napt. k vyhodnoceni meznich stavii napjatosti. V této sekci zadefinujeme tii
rizné tenzory napéti, které lze pouzit k popisu télesa z nelinearné pruzného materialu a
tenzor elasticity, jehoz vyuziti nalezneme v konkrétnich tlohéch tohoto textu.

3.3.1 Cauchyho (skute¢né) napéti

Uvazujme téleso v prubézné konfiguraci €2, které se nachazi ve statické rovnovéaze. Toto
téleso je podrobeno vngjsim silovym ucéinkim (soustiedéné sily P_’;, ﬁg, - F;m spojité zati-
zeni Py, Py, ..., P, kde m € N) a objemovym uc¢inkim (napt. gravitacni sily), viz Obr. 3.3.
Uvazujme bod zaméreny polohovym vektorem Z. K urceni lokdlni napjatosti v bodé ¥ téleso
rozdélime rovinnym fezem na dvé ¢asti, které jiz samy o sobé nebudou ve statické rovnovéze.
Abychom oddélenou ¢ast uvedli zpét do rovnovahy, pripojime do roviny fezu silové ptisobeni,
které ve vysledku nahradi zbyvajici ¢ast.

—

F3

o0
Py

P

a) Statickd rovnovéha b) Metoda fezu

Obrazek 3.3: Téleso vystavené vnéjsim silovym tcinkim

V roviné fezu s vnéjsi normalou 77 uvazujme bod zaméreny polohovym vektorem &, do
kterého umistime infinitesimalni vyslednici sil d f pro zajisténi statické rovnovahy. Déle zave-
deme Cauchyho vektor intenzity vnitrnich sil t, ktery na elementarni plose ds v okoli vektoru
Z v roviné fezu vytvari staticky ekvivalentni silové ptisobeni

df = tds (3.43)

Predpokladame, Ze vektor intenzity vnitinich sil zavisi pouze na polohovém vektoru Z, ¢ase
t a volbé fezu, respektive na vnéjsim normalovém vektoru 7, tedy ¢ = t(Z, 7, t). Vztah mezi
vektorem intenzity vnitinich sil a vektorem vnéjsi normaly je dan rovnici

(3.44)
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kde linearni transformace o oznacuje Cauchyho tenzor napéti [8]. Jedna se o symetricky
tenzor druhého rfadu definovany v priitbézné konfiguraci 2.

3.3.2 Prvni Piola-Kirchhoffovo napéti

Opét uvazujme téleso v prubézné konfiguraci €2, které se nachazi ve statické rovnovaze.
Rovinnym fezem oddélme jednu c¢ast z télesa a tu doplime o silovou vyslednici d f prresné
tak, jako tomu bylo v sekci 3.3.1. Nyni sledujme tentyz hmotny bod, jenz byl v pribézné
konfiguraci §2 ur¢en polohovym vektorem &, do referen¢ni konfigurace 2., kde je urc¢en po-
lohovym vektorem X. Vedme timto bodem v referenéni konfiguraci fez s vnéjsi normélou
N , v jeho okoli vyty¢me elementarni plochu dS a na zavér do néj pfenesme vektor silové
vyslednice d f z prubézné konfigurace, viz Obr. 3.4.

Ny

Obrézek 3.4: Rez télesem v referenéni konfiguraci

V referen¢ni konfiguraci zavadime nomindlni vektor intenzity vnitrnich sil T, ktery na
elementéarni plose dS vytvari ekvivalentni silové ptsobeni

df = TdS (3.45)

Predpokladame obdobnou zavislost nominélniho vektoru intenzity vnitinich sil na Case ¢,
poloze X a vnéjsi normale N tj. T = T(X N t). Vztah mezi vektorem intenzity vnitinich
sil a vektorem vnéjsi normély je ddn rovnici

T =PN (3.46)

kde linearni transformace P oznacuje pruoni Piola-Kirchhoffiv tenzor napéti. Jedna se o
obecné nesymetricky tenzor druhého fadu definovany nad dvéma konfiguracemi €2 a Q,. [8].
Slouc¢ime-li dale rovnice (3.43) a (3.45), doplnéné o defini¢ni vztahy (3.44) a (3.46), obdrzime

oiids = PNdS (3.47)

Nakonec dosadime Nansonovu vétu (3.48), kterd popisuje zménu referen¢niho plosného ele-
mentu dS s normélou N v pribézny plosny element ds s normalou 7 pii deformaci urcujici
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deformaéni gradient F', do rovnosti (3.47) a po drobnych tpravach ziskdme vyjadfeni tenzoru

o pomoci P a naopak, viz (3.49) a (3.50) [8]. Oznagenim F~7 minime transpozici inverze
deformacniho gradientu, tedy (F~')7T.

fids = JE"TNdS (3.48)

o= J 'PF’ (3.49)

P=JoF " (3.50)

3.3.3 Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti

V sekci 3.3.1, resp. 3.3.2, jsme vyuzili silovou vyslednici d f k zavedeni vektoru ¢ v pri-
bézné konfiguraci €2 zptisobem pfimym, resp. vektoru T v referencni konfiguraci €2, zptisobem
pieneseni. Uvahy o fezech télesy zachovejme. Nyni vyuzijeme vzorec (3.32) v upravené formé
dX = F'd% k tomu, abychom ze silové vyslednice df (pavodem z prubézné konfigurace 2)
uc¢inili zpétnou geometrickou transformaci referen¢ni infinitesimalni vyslednici sil dF , tedy

dF = F'df (3.51)
Tim padem v referencni konfiguraci zavadime druhy Piola- Kirchhoffiv vektor intenzity vnitr-
nich sil Ty, ktery na elementarni plose dS vytvari ekvivalentni silové piisobeni

dF = T.dS (3.52)

Vztah mezi vektorem intenzity vnitinich sil a vektorem vnéjsi normaly je dan rovnici

T, = SN (3.53)

kde linearni transformace S oznacuje druhy Piola-Kirchhoffiv tenzor napéti. Jedné se o syme-
tricky tenzor druhého fadu definovany pouze v referenéni konfiguracemi €, [8]. Nasledujici
prepoctové vztahy (3.54), (3.55) a (3.56) mezi jednotlivymi tenzory napéti plynou z rov-
nic (3.43), (3.45), (3.51) a (3.52), které byly doplnéné o substituce (3.44), (3.46), (3.53) a
Nansonovu vétu (3.48).

S=JF'oF "=F'P (3.54)
o = J 'FSF” (3.55)
P =FS (3.56)

3.3.4 Tenzor elasticity

V teorii nelinearni pruznosti zavadime veli¢inu charakterizujici pruznost materialu. Ten-
zor elasticity definujeme jako derivaci Cauchyho napéti dle deformac¢niho gradientu, tj.

oo
(=7 (3.57)

Jedné se o tenzor 4. fadu, ktery mé v tomto kontextu 21 nezavislych slozek. Jednou z jeho
moznych interpretaci nachazime v popisu smérnice teény grafu funkce napéti vs. deformace.
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3.4 Konstitutivni rovnice

Postupujeme-li k feSeni skute¢nych technickych problému souvisejicich s popisem defor-
movatelnych téles, nastava potieba doplnit rovnice kinematické, napétové a bilancni dalsi
skupinou, kterou predstavuji konstitutivni rovnice. Konstitutivni rovnice s urcitou presnosti
modeluji chovani redlnych materialii a poskytuji tak idealizovany popis skutec¢nosti na bézi
zkuSenosti nebo axiomu. V tomto kontextu mame na mysli predné zavislost stavu napéti
na stavu deformaci [9]. Dale se v této podkapitole zamé&iime predevs§im na popis tzv. hy-
perelastickijch materidli, jenz mimo jiné doplnime o zjednodusujici predpoklady izotropie a
nestlacitelnosti. Na véc bude nahliZzeno z ¢isté mechanické perspektivy, a tudiz vylou¢ime
termodynamické vlivy z tvahy.

3.4.1 Hyperelastické materialy

Skupinu elastickych materiali, jejichz konstitutivni rovnice vyvozujeme z hustoty de-
formacni energie, nazyvame hyperelastické materialy. Typickymi pfedstaviteli jsou pryz ve
strojirenstvi, pripadné mékké tkané v lékarstvi. Obecny konstitutivni vztah pro tento typ
materiali udava tzv. Greenova elasticita. Ta predpoklada existenci Helmholtzovy volné ener-
gie U. Jedna se o skalarni funkei definovanou na jednotku referenéniho objemu dV,.. Integraci
U pres oblast €2, obdrzime vnitrni potencidlni energii 11, v Case t, tedy

My (F) /Q Vv, (3.58)

Uvazime-li navic ¥ = ¥ (F) vyhradné jako funkci deforma¢niho gradientu F, lze Helmholt-
zovu volnou energii ztotoznit s hustotou deformacni energie zkoumaného télesa. Pro takovy
piipad nabyva ¥ globalniho minima pro F = 1. Z literatury a lidskych zkuSenosti navic
plyne, ze funkce ¥ je obecné polykonvexni, tudiz s pribyvajici deformaci rostouci. V souladu
s vyse uvedenymi podminkami pristoupime k formulaci konstitutivni rovnice

0T (F)
OF

ktera vychazi z Clausius-Planckovy formy druhého termodynamického zakona pro idealné
elasticky material bez vnitinich disipa¢nich t¢inkt a ve své podstaté definuje hyperelas-
ticky material [9]. S vyuzitim vztahu (3.49), resp. (3.54), obdrzime alternativni vyjadieni
prostiednictvim Cauchyho tenzoru napéti

P=

(3.59)

_LOU(F)
_ 1 T
o =] F (3.60)

resp. pomoci druhého Piola-Kirchhoffovo tenzoru napéti

)
S=F oF (3.61)
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Ekvivalentni podoba hustoty deformacni energie

Nyni si predstavme zdeformované pryzové téleso, které bude v dany okamzik uchovavat
urc¢ité mnozstvi deformacni energie popsané funkci ¥ (F). Toto zdeformované téleso uchopime
a jako tuhy celek libovolnym presunem a natocenim piemistime. Pfijmeme pifedpoklad o
objektivité funkce W(F'), jenz zajisti, ze si myslené téleso zachova stejné mnozstvi deformacni
energie, jaké mélo pred premisténim. Dle (3.2) popiSme puvodni deformaci zobrazenim & =
¢ (X' ,t) s deformaénim gradientem F a premisténi jako tuhy celek zobrazenim * = ¢ *()Z %)
s deformac¢nim gradientem F*. Vztah mezi zminénymi pohyby lze vyjadiit Fukleidovskou
transformaci, tj.

"

k() + Q)7 (3.62)

kde vektor k a ortonormaln{ tenzor druhého Fadu Q jsou spojité funkce ¢asu t. Pak s vyuzitim
vzorcu (3.6) a (3.62) odvodime vyjadieni pro F*, tedy

ox* a (- ox
F' =2 = (k1) + Q)T) = Q) 2= = Q)F 3.63
— = —(Fn+am7) = an—< - Q) (3.69
Hustoty deformaé¢ni energie W si v obou uvazovanych stavech musi odpovidat. S vyuzitim
vyjadreni (3.63) je dame do rovnosti

U(F) = U(F*) = U(QF) (3.64)

kterd musi platit pro libovolny tenzor Q. Uc¢inime konkrétni volbu a za tenzor Q zvolime
transpozici ortonormélniho tenzoru rotace R”. Uzitim polarniho rozkladu deforma¢niho gra-
dientu (3.16) a dosazenim volby do rovnice (3.64) ziskdme ekvivalentni formu hustoty defor-
macni energie

U(F) = Y(R'F) = ¥(R"RU) = ¥(U) = ¥(C) (3.65)

Dosli jsme k zavéru, ze U lze vyjadrit funkei pravostranného tenzoru protazeni U a diky
vztahu (3.36) také funkei pravého Cauchy-Greenova tenzoru deformace C. V této praci
budeme navic uvazovat pouze izotropni hyperelasticky material, jehoz hustotu deformacni
energie ¥ muzeme vyjadiit pomoci hlavnich invarianti tenzoru C, tj. I;(C), I5(C), I3(C),
viz funkéni zavslost (3.66). K vypoc¢tu hlavnich invariatii tenzoru C lze pouzit nasledujici
vztahy (3.67), (3.68) a (3.69) [9].

¥ = U (1,(C), L(C), I5(C)) (3.66)
L(C) = tr(C) (3.67)
L(C) = %[(tr(C))z ~ (0 (3.68)
L(C) = det [C| (3.69)
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3.4.2 Nestlacitelné hyperelastické materialy

Pro nékteré polymerni materidly a obzvlast pro zivé tkdné s vysokym podilem vody
je vyhodné zavést do vypoctu idealizovany predpoklad nestlacitelnosti, jelikoz tyto mate-
ridly pii deformaci vykazuji zanedbatelné zmény objemu. Teoreticky nestlacitelny material
v pribéhu deformace zachovava konstantni objem, z rovnice (3.10) tudiz plyne podminka
nestlacitelnosti

J=1 (3.70)

kterda méa rovnéz za nasledek, ze treti hlavni invariant pravého Cauchy-Greenova tenzoru
deformace bude roven jedné, tj.

I5(C) = det |C| = det |[FTF| = det |F” | det [F| = (det |[F|)* = 1 (3.71)

7 predpokladu nestlacitelnosti byla vyvozena modifikovand hustota deformacni energie V,,0q

Unoa = V(F) —p(J —1) (3.72)

ktera je definovana pro (3.70). Nové zavedeny skalar p, jenz nepiimo reprezentuje hydrosta-
ticky tlak, oznac¢ujeme jako tzv. Lagrangeiv multiplikdtor a jak v pozdéjsim textu ukazeme,
pocetné ho lze vy¢islit pomoci rovnic rovnovihy doplnénych o silové okrajové podminky.
Presunme se dale k sestaveni konstitutivni rovnice. Derivaci modifikované hustoty defor-
madcni energie (3.72) a néslednym dosazenim do obecné formulace konstitutivni rovnice pro
hyperelasticky material (3.59) vznikne

COU(F)  aJ

Pro tenzor druhého fadu s existujici inverzi bez dikazu zavedeme obecné platny vzorec

Jdet |F|
OF

ktery s vyuzitim substituci (3.8) a (3.70) aplikujeme ve vySe uvedeném vztahu (3.73), a tim
obdrzime konstitutivni rovnici pro nestlac¢itelny hyperelasticky material, tedy

=det|[F|F~ T (3.74)

OV (F)
OF

P = —pF 7 (3.75)

Vynasobime-li rovnici (3.75) zprava vyrazem FT . resp. zleva vyrazem F~!, ziskime diky
vztahu (3.49) konstitutivni rovnici (3.76) prostfednictvim Cauchyho tenzoru napéti, resp.
diky vztahu (3.54) konstitutivni rovnici (3.77) pomoci druhého Piola-Kirchhoffovo tenzoru
napéti [9].

_OV(F)
o= F' —pl (3.76)
0¥ (F) e
_ -l L p-lR-T
S=F ' —pF'F (3.77)
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Kapitola 4

Hyperelastické konstitutivni modely

Konstitutivni model miizeme povazovat za posledni dil skladacky, ktera vede k urceni me-
chanické odezvy namahaného télesa. Bavime se o navrhu modeli hustoty deformaéni energie,
které by mély co nejlépe vystihnout realné chovani objektu. Jejich vyuziti nachazime v ana-
lytickych a numerickych vypoctech. Hyperelastické konstitutivni modely jsou v literature a
soucasnych odbornych publikacich hojné zastoupeny, ovsem kazdy z nich ma sva omezeni, a
to predevsim v oblastech pouziti. Jedna se o rozdily v pripustném druhu naméahani, rozsahu
deformaci, slozitosti predpist funkci, ¢i poc¢tu pozadovanych parametri. Jednotlivé modely
se lisi pfedevsim tim, jakym zptusobem pracuji s informacemi o vnitini struktufe materi-
alu. Zda zahrnuji jevy na trovni vldken, molekul nebo samotnych atomi. Tyto modely lze
rozdélit dle zptsobu navrhu do tif skupin na takové, které jsou [10]:

1. vyvozené z fyzikalni podstaty polymernich fetézct s podporou statistickych metod,
2. vyvozené fenomenologicky sofistikovanym matematickym aparatem,

3. kombinaci vySe uvedenych.

4.1 Modely zalozené na fyzikalni podstaté

V této sekci poukazeme na modely hustoty deformacni energie, k jejichz navrhu vedly
fyzikalni znalosti popisujici odezvu polymernich fetézcti na mikroskopické tirovni. Polymerni
latka je obecné tvofena makromolekulami, resp. Tetézci, které se skladaji z jednoho ¢ vice
druhtt monomerii. Ty mezi sebou interaguji a spole¢né utvari systém s mnoha stupni volnosti.
Pro tak rozsahly systém jiz neni mozné postupovat deterministicky v horizontu realného ¢asu.
Z toho duvodu se vyuziva popisu pomoci statistickych veli¢in, zejména entropie [10].

4.1.1 Neo-hookeovsky materidlovy model

Neo-hookeovsky model byl navrzen ve 40. letech minulého stoleti na zakladé nasledujicich
poznatki. Uvazujme ideédlni izotropni material, jenz se chovanim podoba pryzi. Jeho vnitini
strukturu tvori vzajemné zavazbené monomery, které lze popsat jednoduchym modelem.
Predstavme si dlouhy fetézec z mnoha nepoddajnych elementarnich tsecek. Kazda z téchto
tisecek méa po svych obou koncich idealni rotacni kloubovy spoj se sousednimi elementy.
Tyto elementy nezabiraji misto v prostoru, tzn. ze se v jistych pripadech mohou vtélit jeden
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do druhého. Popsany fetézec obecné zaujima nepravidelné usporadani, nebot elementy jsou
vici sobé rizné natoceny. Celou strukturu bychom pfenesené mohli pfirovnat k chaoticky za-
motanému klubku niti. Konfigurace fetézce mize byt ovlivnéna tepelnymi pohyby (kmity) a
vnéjsim silovym plsobenim na material, které zpiisobi deformaci. Deformace zapti¢ini zménu
konfigurace fetézce a zéroven snizi entropii systému. Formulované tivahy jsou navic doplnény
o predpoklady nestlacitelnosti materialu, Gaussova rozlozeni hustoty pravdépodobnosti kon-
covych bodi Tetézce pii deformaci, ekvivalentni délky elementarnich tsecek a omezeni, které
nedovoluje, aby se Tetézec priblizil svému kompletnimu narovnani, resp. natazeni. To nas
privadi k jednomu z nejzakladnéjsich modelt hustoty deformaé¢ni energie, Neo-hookeovsky
material, definovany vztahem

VocoHook = T([l(c) - 3) (41>

kde n reprezentuje hustotu Tetézci, k Boltzmannovu konstantu a T' termodynamickou tep-
lotu. Tyto tfi veli¢iny slou¢ime pod pocdtecni smykovy modul pruznosti u = nkT', ktery lze
experimentalné urcit. Neo-hookeovsky model vynika jednoduchosti svého matematického za-
pisu, operuje pouze s jednim parametrem . Duvéryhodné vysledky pro jednoosou napjatost,
dvouosou napjatost a prosty smyk predpovida pro deformace mensi nez 50% [9][10][11].

20

wo (1]

c /
1
3]
W

_10_

-20

Obrézek 4.1: Jednoosa napjatost pro Neo-hookeovsky materidlovy model

Obr. 4.1 vykresluje zavislost napéti na deformaci pfi jednoosé napjatosti nestlacitelného
hyperelastického materidlu, pro ktery byl uvazovan Neo-hookeovsky konstitutivni model hus-
toty deformacni energie. Na horizontalni ose se nachézi hlavni protazeni \; a na vertikalni
ose Cauchyho napéti o1 podélené materidlovym parametrem p, kde index 1 udava smér jed-
noosé napjatosti. Zbylé slozky tenzoru napéti o jsou pro tento pripad rovny nule. Piislusné
odvozeni vztahu pro napéti odpovida identickému postupu, ktery je popsan v nize uvedené
sekei 5.1.2.1.
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4.1.2 Arrudy-Boyceové materidlovy model

V mnoha chemickych a strojirenskych priumyslech se vyskytuji elastomery obohacené o
prisadové castice, jejichz tikolem je vylepsit materialové vlastnosti navazanim na polymerni
retézec. Velikost téchto plniv se fadoveé pohybuje v jednotkach nanometri. Piikladem mohou
byt pneumatiky kol, jez bézné obsahuji ¢astice oxidu kiemicitého a sazi. V pripadé zatizeni
prostym smykem lze u takovych materidli pozorovat zavislost smykového modulu pruznosti
na deformaci. Tuto skutecnost bylo tfeba uvéazit pii navrhu propracovanych hyperelastickych
modelu [9].

Ellen M. Arruda a Mary C. Boyce v 90. letech minulého stoleti navrhly model, ktery mél
disponovat matematickou jednoduchosti a co nejmensim poctem materialovych parametri,
jez by bylo mozné ziskat provedenim jediné experimentélni zkousky. Jedné se o model s
limitni pritaznosti fetézcu vychéazejici z poznatku statistické mechaniky. Zaklad tvoii sit,
ktera se skladd z osmi orientovanych fetézci. Uvazujme krychli, jejiz hrany pocatecnich
délek ag zustavaji v prubéhu deformace svazany se sméry hlavnich protazeni. Osmi fetézci
postupné spojime stfed krychle se vSemi vrcholy krychle. Model vyuziva symetrie krychle a
predpoklad nestlacitelnosti materialu k ur¢eni mechanické odezvy sité. Schematickou vizualni
interpretaci poskytuje Obr. 4.2, ktery vyobrazuje popsany model v referencnim a prubézném
stavu.

k k T
1
= [}
T'ch 1
1 }
! 1
1
To . : /\3(1,0
1 ao
1
! [
o= -T- R ——= - >
Z ~ ’ .
’ . > j
N ag J L, )\1&0
i’
A2ag
ag
7 1
a) Referen¢ni stav b) Prubézny stav

Obrézek 4.2: Model s osmi Fetézci

Kazdému z osmi fetézcu sité v referenénim stavu prifadime vektor 7p;, stejné tak v pru-
bézném stavu vektor 7, kde i € {1,...,8}. Tyto vektory jsou dany vzdy pocateénim a
koncovym bodem jednotlivych fetézcii a sméruji k vrcholu krychle. Vzhledem k symetrii
modelu v referenénim stavu ma vSech osm vektoru ry; totoznou délku ry, ktera je urcena
statistikou ndhodnych kroku vztahem

ro = VNI, (4.2)
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kde N oznacuje pocet clanki v Tetézci mezi chemickymi vazbami, pficemz kazdy c¢lanek
mé neménnou délku l,. Ze vzorce pro thlopiicku krychle vyjadiime délku hrany krychle v
zévislosti na délce rg

2
ag = —=To 4.3
N (43)
Dale se presuneme k prubézné konfiguraci, kde puvodni krychle presla v kvadr o stranach
délek Ajag, Aoag a A3ag a vektory ry: presly v priubézné vektory ;. Délky vektort 7.,; jsou
rovnéz totozné a plati pro né vztah

VR,
V3

kam byly dosazeny rovnice (4.2) a (4.3). Veli¢iny A1, A2 a A3 znaci hlavni protaZeni. Hustota
deformacni energie je tmérna zmeéné entropie fetézci, Arruda a Boyce ji vyjadrily nésledovné

a
ran = G (F X+ X) = Y2808 £33 1 39) (14)

T'ch 6L
U= nk:TN(NlpﬁL +1In SinhﬁL) (4.5)
kde 1 reprezentuje inverzni Langevinovu funkci (B = £ ren/NL)), n hustotu Fetézce,
k Boltzmannovu konstantu a 7' termodynamickou teplotu. Vyraz pro délku fetézce (4.4)
dosadime do vyjadieni (4.5), které spolu s rovnici (3.76) déle vyuzijeme k odvozeni vztahu
pro rozdil hlavnich napéti

ov ov  nkT (A2 = A2)
P _ — N1 VN2 4.
0102 =g — g = < [Ach/ } Ao (4.6)

kde protaZeni tetézce M., je definovano vztahem

Tch 1 1
A = — = —=/ N+ XN+ N = —/[,(C 4.7
h To 3 1 2 3 \/§ 1( ) ( )

Na zavér uvedeme formulaci hutoty deformacni energie V¥ a,rydaBoyce, ktera byla ziskana in-
tegraci rovnice (4.6) [10][15]. VyuZijeme-li rozvoj inverzni Langevinovy funkce do fady, pak
prvnich pét ¢lent hustoty deformacni energie zapiSseme nésledujicim predpisem

! 1 11
Hrmdnpo = nkT(ﬁ(h(C) = 3) + 505 (H(C) = 9) + g (M(C) —27)+ (4.8)
_19 4 _ 519 5 :
700 (1(C)" = 81) + G (M(C)” —243) + )
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4.1.3 Gentliv materidlovy model

Na prelomu tisicileti A. N. Gent formuloval fenomenologicky model hustoty deformadcni
energie, k némuz dospél obdobné jako H. G. Kilian tvahou o limitni priitaznosti polymerniho
fetézce. Navrhl model, ktery dosahuje singularity pro prvni hlavni invariant Cauchy-Greenova
tenzoru deformace bliZici se limitni hodnoté, tj. [;(C) — A2,. Néasledujici zapis definuje
Genttv model hustoty deformaé¢ni energie pro izotropni nestlacitelny material

p(A2 —3 I(C) -3
\IIGent = —¥ 11’1 <]_ — %) (49)

Dva vyse uvedené materidlové parametry \,,, resp. p, oznacuji parametr limitniho protaZent,
resp. pocatecni smykovy modul pruznosti [21]. Po¢ate¢ni smykovy modul pruznosti nabyva
pouze kladnych hodnot x> 0.

4.1.3.1 Omezujici podminky

Predpis Gentova modelu hustoty deformaé¢ni energie (4.9) udava jednu omezujici pod-
minku plynouci z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu. Musi platit

L(C)-3
A2 —3

Vzhledem ke skute¢nostem plynoucich ze vztahu (3.67), (3.36) a (3.21) vime, Ze prvni hlavni
invariant Cauchy-Greenova tenzoru deformace nabyva pouze kladnych hodnot I1(C) > 3, a
tudiz je jeho limitni hodnota A omezena nerovnosti A2, > 3, oviem dodéme, 7e fyzikdlng
pripustné jsou pouze kladné hodnoty parametru \,,. Z toho divodu nebude pfirozeny loga-
ritmus existovat pro vSechny tenzory deformace. Kinematicky pripustné deformace detailnéji
probereme v nadchézejici kapitole pro jednotlivé stavy napjatosti.

1 >0 (4.10)

4.1.4 Van der Waalsiv materidlovy model

V 80. letech minulého stoleti H. G. Kilian navrhl sofistikovany model hustoty deformaé¢ni
energie, ktery se opird o dvé zakladni myslenky. Uvazuje zaprvé limitni pritaznost poly-
merniho Tetézce a zadruhé Van der Waalsovi mezimolekularni sily [16]. Limitni prataznosti
vysvétlujeme jev tuhnuti pii velkych deformacich, ktery v mnoha piipadech pozorujeme u
moZnosti jejich neomezeného protazeni [21]. Kilian s polymerni siti zachézel tak, jako by se
jednalo o plyn tvoreny ¢asticemi. Jednotlivé ¢astice ve Van der Waalsové pojeti zaujimaji
urcity objem v prostoru a vzajemné na sebe silové ptsobi. Van der Waalstiv model hustoty
deformac¢ni energie, k jehoz navrhu dospél H. G. Kilian za pomoci stavové rovnice realného
plynu, méa pro izotropni nestlacitelny material nasledujici podobu

2a (Jyaw — 3\
\I]chderWaals = N( - ()\fn - 3) (hl (1 - 7]) + 7]) - ?a (WWT) > (411)

kde
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Jyaw — 3
m=1/ 23 (4.12)
Jyaw = (1 = B)11(C) + BI2(C) (4.13)

Van der Waalstiv model disponuje ¢tyfmi materidlovymi parametry, a to pocateénim
smykovym modulem pruznosti p, parametrem limitniho protazeni \,,, globdlnim paramet-
rem interakce a a smésujicim parametrem (3. Dale pak obsahuje substitucni clen n a zobecnény
invariant tenzoru deformace Jy gy . Nyni objasnime vyznam vySe zminénych parametri. Po-
¢atecni smykovy modul pruznosti nabyvé pouze kladnych hodnot, tj. 4 > 0. Parametr limit-
niho protaZeni ), ovliviluje kinematicky p¥ipustné konfigurace modelu, zatimco veli¢ina A2,
odpovida limitni hodnoté zobecnéného invariantu Jy gy . Pro limitni stav, kdy se zobecnény
invariant tenzoru deformace blizi kvadratu parametru limitntho protaZeni, tj. Jyaw — A2,
se hustota deformacni energie Van der Waalsova modelu blizi k nekonecnu stejné jako sila,
jez takovy stav vyvolava. Bezrozmérny smésujici parametr S vahové ovliviuje miru zavislosti
Van der Waalsova modelu na prvnim a druhém hlavnim invariantu tenzoru C. Parametr
mize nabyvat pripustnych hodnot z intervalu 0 < f < 1. Globalni parametr interakce a
charakterizuje vzajemné piisobeni fetézcii polymeru a difuzni pohyb mezipolymernich vazeb

[18][19][20].

4.1.4.1 Omezujici podminky

Samotny Van der Waalstiv model hustoty deformacni energie (4.11) mé nékolik omezu-
jicich podminek plynoucich z defini¢nich obort pfirozeného logaritmu a druhé odmocniny.
Soucasné musi platit nasledujici tii nerovnice

[Jvaw — 3

Jyaw — 3

Ml X 4.15
2 —3 = (4.15)

Jyaw —3 >0 (4.16)

Nerovnice (4.16) implikuje poZadavek 1 na zobecnény invariant tenzoru deformace Jy gy > 3.
Z pozadavku 1 prostiednictvim nerovnice (4.15) déle plyne poZadavek 2 na parametr limit-

niho protazeni A2, > 3. Z fyzikdlnich divodt uvazujeme pouze kladné hodnoty parametru
Am-

4.2 Modely zaloZené na matematické podstaté

4.2.1 Zobecnény Rivliniiv materialovy model

Zobecnény Rivliniv model byl navrzen v 50. letech minulého stoleti na zékladé fenomeno-
logického piistupu k véci. Rovnice (3.66) poukéazala na mozné vyjadieni hustoty deformacni
energie prostfednictvim prvniho az tfetiho invariantu tenzoru C. Pii uvazeni nestlacitelného
materialu bude I3(C) = 1. Pro nezatizené téleso navic plati [;(C) = [,(C) = 3. Jelikoz
globélni minimum hustoty deformac¢ni energie normujeme na nulu, tj. U(I) = 0, zda se
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byt vhodné vyjadiit funkci ¥ v zavislosti na vyrazech (I;(C) —3) a (I3(C) — 3). Tato tvaha
predchézela ndvrhu zobecnéného Rivlinova modelu pro nestlacitelny izotropni hyperelasticky
material ve formé polynomialni fady

U piviin = i Ay (1,(C) = 3)' (I,(C) — 3)’ (4.17)

J=0

kde A;; reprezentuje materidlové parametry, pricemz Aoy = 0 a M € N. Pro praktické ucely
se nejcastéji pristupuje k vyuziti prvniho, druhého nebo tfetiho fadu M, které vyzaduji
postupné 3, 8 nebo 15 materidlovych parametri. Ty lze s ur¢itou presnosti stanovit z ex-
perimentu. Specialni volbou WV g;,i:, s nenulovymi ¢leny Aig a Agy ziskame Mooney-Rivlintiv
model definovany vztahem

\I/MooneyRivlin = AlO (II(C) - 3) + AOI (I2<C) - 3) (418)

Materialové parametry Mooney-Rivlinova modelu ur¢uji poc¢ateéni smykovy modul pruznosti
jako u = 2(Ayo + A1) Zobecnény Rivlintv model lze vyuzit k diavéryhodné predpovédi
mechanické odezvy téles s velkymi deformacemi, Mooney-Rivlinuv model pak pro deformace
nepiesahujici 200% [10][12][13].

4.2.2 Ogdentiv materialovy model

V rédmci vyvoje a zdokonalovani modeli se R. W. Ogden zaméfil na vyjadieni hustoty de-
formacni energie s absenci invarianti I1(C) a I(C). V 70. letech minulého stoleti pak navrhl
vypocetné jednoduchy Ogdentiv model hustoty deformacni energie, jenz je pro nestlacitelny
izotropni hyperelasticky material definovan vztahem

M
Vogien = > %(A? + AT 4 A5 — 3) (4.19)
p=1 P
M
Zupap =21>0 (4.20)
p=1

Model vyuziva trojici hlavnich protazeni Ay, kde k € {1,2,3}, materidlovy parametr p, a
bezrozmérny materialovy parametr o, pro p = 1,..., M, kde M € N. Porovnanim s klasickou
linearni teorii pruznosti obdrzime podminku konzistence (4.20), ktera musi byt vzdy splnéna.
Symbol p opét oznacuje pocateéni smykovy modul pruznosti. Ogdentiv model disponuje 2M
materidlovymi parametry, a tfebaze nemusi vést snadna cesta k jejich experimentalnimu
nalezeni, jedna se o jeden z nejrozsitenéjSich hyperelastickych konstitutivnich modela. Od
vySe zminénych modelt se 1isi mimo jiné v exponentu hlavnich protazeni, ktery neni omezen
pouze na piirozena ¢isla, coz se projevi ve vétsi prizptsobivosti Ogdenova vztahu. V literatute
se ukéazalo, ze volba fadu M = 3 vede k dosazeni vyznamné shody s méfenim pro piipady
jednoosé napjatosti, dvouosé napjatosti a ¢istého smyku [9][10][13][14].
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Kapitola 5

Mechanicka odezva Van der Waalsova a
(Gentova modelu

V této kapitole se zaméfime na aplikace vySe definovaného Van der Waalsova a Gen-
tova modelu hustoty deformaé¢ni energie pro izotropni nestlacitelny hyperelasticky materiél.
Postupné probereme stavy napjatosti odpovidajici zékladnim typtim naméahani, konkrétné
se bude jednat o tah a tlak, prosty smyk, rovnoosou rovinnou deformaci a nafukovani ten-
kosténné membrany. Soucasné vysvétlime omezeni, s nimiz se modely pii vypocétech potykaji.

5.1 Jednoosi napjatost

5.1.1 Formulace tlohy

X2 Z2

|=

H F

' >
W/ Xl ﬁ
I l
e

a) Referen¢ni konfigurace b) Prubéznd konfigurace

7
—
S w

<

3

Obrézek 5.1: Jednoosa napjatost kvadru

Uvazujme kvadr o pocatecni délce L, vySce H a Sifce W, jenz umistime do pocatku
materialového kartézského souradnicového systému Xg tak, Ze jeho hrany délky, vysky a
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sitky budou rovnobézné s odpovidajicimi hlavnimi osami X, X, a X3. Kvadr poté zatizime
silovym plisobenim F ve sméru jeho délky. Pfedpokladame, ze se jeho hrany prodlouzi, resp.
zkrati na délku [, vysku h a sitku w. Pretvofeni kvadru popisuje zobrazeni &, které poloho-
vému vektoru X z referenéni konfigurace zamérujici bod kvadru pfifazuje polohovy vektor &
v pribézné konfiguraci zamérujici bod pretvoreného kvadru. Popsanou situaci schematicky
znézoriuje Obr. 5.1, korektné ji zapiSeme pohybovym pfedpisem, tedy

l

I = EXI = )\1X1 (51)
h

To = EXQ = /\QXQ (52)
w

T3 = WX?) = )\3X3 (53)

Podily pribéznych a referen¢nich délek hran kvadru udévaji hlavni protazeni A;, Ay a As.
Z pohybového predpisu s odvolanim na vzorec (3.6) vypo¢teme deformaéni gradient a dle
vztahu (3.36) vyjadiime pirislusny Cauchy-Greentiv tenzor deformace

M 00

F=[0 X 0 (5.4)
0 0 Xs
X200

c=10 A 0 (5.5)
0 0 A2

5.1.2 Gentdv model
5.1.2.1 Urceni Cauchyho napéti

Prostfednictvim deformacéniho gradientu (5.4) nejprve vyjadiime prvni hlavni invariant
tenzoru C (dle rovnice (3.67) s vyuzitim matice pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace

(5.5)), tedy

L(C) =X+ A3+ \; (5.6)

Nésledné prvni hlavni invariant (5.6) dosadime do Gentova modelu hustoty deformacni ener-
gie (4.9), a dusledkem toho obdrzime vyjadieni W, v zévislosti na veli¢inach Aj, A, Az,
Am & [

A2, -3 A N3+ A2 -
Doy — 0 = 3) )ln(l— e ks 3) (5.7)

2 A2 —3
V dalsim kroku vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny hyperelasticky materiél
(3.76) k urceni slozek Cauchyho napéti. Vzhledem k faktu, Ze pro tento konkrétni ptipad jsou
slozky deformac¢niho gradientu Fio, Fi3, Fo1, Fo3, F31 a F3p nulové, zjistujeme, Ze se rovnéz
slozky Cauchyho tenzoru napéti o9, 013, 021, 023, 031 a 033 rovnaji nule. Pak diagonalni
slozky, jez jsou v dusledku vztaha (5.1) az (5.6) hlavnimi napétimi, nabyvaji tvar

a\IIGent
O\

011 = (58)

A%+>\§+A§—3>1_p

2
)\1—]9:#6/\1(1_ )\?n_g
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OV Grent ) A2 4N -3\
= Mo —p=pul|1— — 5.9
022 Ny 2 p=p 2( A2 — 3 p (5.9)
OV Gent ) A2+ A2+ A2 -3\
= A3—p=pur;|1— — 5.10
033 g ? p=p 3( X2 —3 p ( )

Nyni vy¢islime Lagrangetuv multiplikator p pomoci silové okrajové podminky. Z vyse zminéné
formulace tdlohy 5.1.1 vyplyva, ze ¢tyfi boéni stény kvadru v prubézné konfiguraci nejsou
vystaveny vnéjsimu silovému piisobeni, potazmo externimu napéti. Pak slozky Cauchyho
napéti ogy, resp. o3z ve sméru prostorové souradnice xo, resp. 3 vymizi. K uréeni Lagrangeova
multiplikatoru postaci jedna z rovnic (5.9), (5.10), nacez ucinime vybér a obdrzime nize
uvedené vyjadieni

o a\IlGent
P~ 7ox

Nésledné vypocet doplnime o predpoklad nestlacitelnosti (3.70), diky kterému uvedeme
hlavni protazeni Ay a A3 do vztahu s hlavnim protazenim A;. Vzhledem k uvazovanému
izotropnimu materidlu prijmeme pro piipad jednoosé napjatosti predpoklad, Ze se hlavni
protazeni Ay a Az sobé rovnaji. S vyuzitim vztahu pro vypocet jacobianu (3.8) poté sou-
hrnné piseme

N A2 a2-3\!
_AT At 3) (5.11)

1
Ao = Ay = ,/A— (5.13)
1

P1i operaci odmociovani druhych mocnin pochopitelné uvazujeme pouze kladné hodnoty
hlavnich protazeni, které maji fyzikalni opodstatnéni. Na zavér dosadime Lagrangetv mul-
tiplikator (5.11) do rovnice (5.8), kam vzapéti zavedeme substituci (5.13). Takto ziskdme
nenulovou slozku Cauchyho napéti oq;, kterou lze vyjadrit v bezrozmérném tvaru normo-
vanim rovnice (5.8) parametrem p, v zavislosti na hlavnim protaZeni \; a parametru \,,,
tj.

o (AL, =3)(M-1)
A - A%’l— 2 o1y

5.1.2.2 Kinematicky pripustné deformace

Z definiéniho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.10)), ktery se vyskytuje
v Gentové modelu hustoty deformacni energie (4.9) a z vyjadieni normovaného Cauchyho
napéti (5.14) plyne omezeni kladené na hlavni protazeni A\; v zavislosti na volbé parametru
Am. Pro urceni kinematicky pripustnych deformaci vychézime z diskuze nad jmenovatelem
rovnice (5.14). Pokud se vyraz ve jmenovateli

Qe = ML, — A} — 2 (5.15)

bude blizit nule, normované napéti ptijde k nekonec¢nu. Hrani¢ni kiivku pfipustnych defor-
maci ziskdme, pokud polozime ()15 rovno nule. Leva strana Obr. 5.2 vykresluje implicitni
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funkci Q16 = 0 rozdélujici rovinu na dvé podoblasti. Na horizontalni ose se nachézi pa-
rametr limitnfho protazeni \,, a na vertikdlni ose hlavni protazeni A;. Zlutou barvou je
vyznacena podoblast kinematicky pripustnych deformaci pro zvoleny parametr \,, a bilou
barvou podoblast kinematicky nepripustnych deformaci.

Pravdivost tvrzeni ovéfime na libovolné zvoleném parametru z intervalu hodnot
Am € (V/3,00). Uvazujme napt. hodnotu \,, = 4, pro kterou piiblizné vypoéteme kladné
koreny kubické rovnice Q1 = 0, a tim obdrzime: A\, ~ 0.125, Ay, ~ 3.936. Limitni hodnota
A1a, T€SP. A1, koresponduje s polohou prvni, resp. druhé asymptoty na pravé strané Obr. 5.2,
kde je vynesena zéavislost normovaného Cauchyho napéti (5.14) na hlavnim protazeni A\; pro
hodnotu parametru limitniho protazeni A,, = 4.

10077 I
5 : 1. asymptota :
757 |
| |
41 501 | |
— I |
— 11 |
— 3 25 I |
h =. | |
_ ~ _ 0 i T T T i
a R L T
| A ] |
] | 1 |
N - |
|
|
: , ; , =757 |
0 > 4 6 g 10 2. asymptota :
_1 L
A [1] 00
m

Obrazek 5.2: Kinematicky pripustné deformace Gentova modelu pii jednoosé napjatosti
(vlevo) a pfedpovéd Gentova modelu pfi jednoosé napjatosti pro hodnotu parametru A, = 4
(vpravo)

5.1.2.3 Interpretace vysledki

V predchozi ¢asti byla odvozena nenulova slozka normovaného Cauchyho napéti o1 /p, a
to v zavislosti na parametru \,, a nezavisle proménné \;. Vysledky interpretujeme formou
grafické zavislosti. Obr. 5.3 zobrazuje predpovéd Gentova materidlového modelu pii jed-
noosé napjatosti. Tento graf znazornuje zavislost bezrozmérného napéti o1y /p na hlavnim
protazeni \; postupné pro Sest zvolenych hodnot materidlového parametru A,,. Vidime, Ze s
rostoucim parametrem \,, se model stava poddajnéjsim. Jednotlivé kiivky se asymptoticky
blizi svym limitnim hodnotam, kterych dosahuji pro hodnoty nezévisle proménné A, blizici
se ke kladnym kofentim kubické rovnice Q)15 = 0. Z grafu je rovnéz patrné, ze Genttiv model
pii jednoosé napjatosti do jisté miry vystihuje fenomén tuhnuti materialu. K tomuto jevu

dochézi u hyperelastickych materialt v oblastech velkych deformaci.
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Obréazek 5.3: Predpovéd Gentova modelu pii jednoosé napjatosti pro proménny materialovy
parametr A\,

5.1.3 Van der Waalstiv model
5.1.3.1 Urceni Cauchyho napéti

Odvozeni vztahu pro Cauchyho napéti s vyuzitim Van der Waalsova materialového mo-
delu obnasi srovnatelnou posloupnost krokt, jako tomu bylo pro Genttiv materidlovy model
v sekei 5.1.2.1. Prostfednictvim deformaé¢niho gradientu (5.4) nejprve vyjadiime prvni a
druhy hlavni invariant tenzoru C (dle rovnic (3.67) a (3.68) doplnénych o vyjadieni matice
pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace (5.5)). Shodné obdrzime prvni (5.6) a druhy
hlavni invariant

1
1,(C) = 5(()\{‘1’+/\§+>\§)2—/\§—/\;‘—/\§) (5.16)

Nésledné oba hlavni invarianty (5.6), (5.16) dosadime do Van der Waalsova modelu hustoty
deformaéni energie (4.11), a tim ziskame vyjadieni Yy gpgerwaars v zévislosti na veli¢inach A,
A2, A3, Am, B a p. Pro jednoduchost budeme nadéle uvazovat parametr globalni interakce
a roven nule. K urceni slozek Cauchyho napéti vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestla-
¢itelny hyperelasticky material (3.76). Diky skute¢nosti, Ze pro pripad jednoosé napjatosti
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matice deformac¢niho gradientu (5.4) obsahuje nenulové pouze diagonalni slozky, budou mi-
modiagonalni prvky Cauchyho tenzoru napéti o rovny nule. Slozky o1, 029 a o33, jez jsou
ve skute¢nosti hlavnimi napétimi, nabyvaji odpovidajici symbolicky tvar

a\IjVanderWaals
— A 1 —

011 = 8)\1 P (517)
ov anderWaals
099 = %/\2 —p (518)
2
ov anderWaals
033 — %)\3 —p (519)

Lagrangetuv multiplikdtor p uréime ze silové okrajové podminky, nebot Ctyifi stény kvadru
nejsou vystaveny vnéjsimu silovému pusobeni, tudiz bude platit symbolické vyjadieni

a\IIVanclerW(mls )\
0A3

Do vypoc¢tu dale zavedeme predpoklad nestlacitelnosti (3.70), ktery pro pfipad izotropniho
materidlu vyusti ve vztahy (5.12) a (5.13). Nakonec dosadime Lagrangeiav multiplikator
(5.20) do rovnice (5.17), kam vzapéti po zderivovani zavedeme substituci (5.13). Uvedenym
postupem ziskame nenulovou slozku Cauchyho napéti oy, kterou lze vyjadrit v bezrozmeér-
ném tvaru normovanim rovnice (5.17) parametrem g, v zévislosti na hlavnim protazeni \; a
materidlovych parametrech \,,, 3, tj.

p= 3 (5.20)

o ((5 ) — 6) (Al - 1) (Af P+ 1) o1

" A%( — 1+ ((1—5))\‘11-1-26)\?—3>\§+(2—25)>\1+5)1/2)

O%-3)\

5.1.3.2 Kinematicky piripustné deformace

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.14)), ktery se vyskytuje ve
Van der Waalsové modelu hustoty deformacni energie (4.11) a z vyjadfeni normovaného
Cauchyho napéti (5.21) plyne omezeni kladené na hlavni protazeni \; v zavislosti na volbé
parametri \,, a 5. Pro urceni kinematicky piipustnych deformaci vychazime z diskuze nad
jmenovatelem rovnice (5.21). Pokud se vyraz ve jmenovateli

(1—ﬁ)/\‘f+25)\§'—3>\%+(2—25)>\1+ﬁ)1/2 (5.22)

(A% — 3)A?
bude blizit nule, normované napéti pujde k nekonec¢nu. Hrani¢ni kiivku piipustnych defor-
maci ziskdme, pokud polozime @)1y rovno nule. Obr. 5.4 vykresluje implicitni funkci Q1 = 0
pro pét hodnot parametru 5. Na horizontalni ose se nachézi parametr limitniho protazeni
Am @ na vertikalni ose hlavni protazeni \;. Kazda hrani¢ni kiivka rozdé€luje rovinu na dveé
podoblasti, konvexni a konkévni plochu. Konvexni plocha urc¢uje kinematicky ptipustnou
oblast deformaci pro zvoleny parametr \,,. Zato konkavni plocha urcuje kinematicky nepfti-
pustnou oblast deformaci. VSimnéme si, Ze se rostoucim parametrem [ dochazi v tahu (tj.
pro A; > 1) k zvétSeni podoblasti kinematicky pfipustnych deformaci. Na druhou stranu s

QlW:—l—i-(
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Obrazek 5.4: Kinematicky ptipustné deformace Van der Waalsova modelu pfi jednoosé na-
pjatosti pro proménny parametr 5

rostoucim parametrem [ dochéazi v tlaku (tj. pro 0 < A\; < 1) k zmenSeni podoblasti ki-
nematicky pripustnych deformaci, viz detail A na Obr. 5.4. Popsana zména monoténnosti
modelového chovani v tahu a tlaku odrazi miru zapojeni druhého hlavniho invariantu pravého
Cauchy-Greenova tenzoru deformace I5(C) skrze vztah (4.13).

Pravdivost tvrzeni ovérime na libovolné zvoleném parametru z intervalu hodnot
Am € (V/3,00). Uvazujme napf. hodnoty parametrit \,, = 4 a 8 = 0.5, pro které piiblizné
vypocteme kladné kofeny rovnice Qi = 0, a tim obdrzime: A\, ~ 0.213, A4 ~ 4.703.

5.1.3.3 Interpretace vysledki

Normované Cauchyho napéti (5.21) je funkei smésujiciho parametru f, parametru limit-
niho protazeni J\,, a deformace prostfednictvim  hlavniho  protazeni  \;.
K interpretaci vysledkii Van der Waalsova modelu pii jednoosé napjatosti pouzijeme dvou-
rozmérné grafické zavislosti pro vybrané sady parametria. Obr. 5.5 znézoriuje zavislost bez-
rozmérného napéti o1 /p na hlavnim protazeni A; postupné pro Sest zvolenych hodnot mate-
ridlového parametru A, a fixni volbu 8 = 0. Lze pozorovat, Ze s rostoucim parametrem A, se
model stava poddajnéjsim. Jednotlivé kiivky se asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam,
kterych dosahuji pro hodnoty nezévisle proménné A\; blizici se ke kladnym kofentim rovnice
Q1w = 0 s uvazenim odpovidajicich hodnot \,, a 5. Z grafu je patrné, ze Van der Waalsiuv
model pfi jednoosé napjatosti do jisté miry vystihuje jev tuhnuti materidlu pozorovany v
oblastech velkych deformaci.
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Obrézek 5.5: Pfedpovéd Van der Waalsova modelu pii jednoosé napjatosti pro fixni parametr
B = 0 a proménny parametr \,,

Obr. 5.6 vykresluje zavislost bezrozmérného napéti o7 /p na hlavnim protazeni A; po-
stupné pro pét zvolenych hodnot materidlového parametru 8 a fixni volbu \,, = 5. Vidime,
ze v tahové Gasti (A\; > 1) se s rostoucim parametrem [ model stava poddajnéjsim, oviem
v tlakové ¢asti (A\; < 1) se s rostoucim parametrem [ model stava tuzsim. Tato skutecnost
piimo souvisi se zvétsenim, resp. zmensenim kinematicky pfipustné oblasti deformace v tahu,
resp. v tlaku, ke které dochazi s vzrustajicim parametrem g, jak bylo ukdzano v pfedchozi
sekei 5.1.3.2. Jednotlivé kiivky se opét asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam a taktéz

sleduji jev tuhnuti materialu v oblastech velkych deformaci nezavisle na volbu parametru f.
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Obréazek 5.6: Predpovéd Van der Waalsova modelu pii jednoosé napjatosti pro fixni parametr
Am = 5 a proménny parametr [

5.1.4 Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu

Cauchyho napéti

Nasleduje rekapitulace nenulové slozky normovaného Cauchyho napéti pro Gentiiv model

pri jednoosé napjatosti:

1

011

(A —3) (N - 1)
MAZ — A —2

(5.23)

Nasleduje rekapitulace nenulové slozky normovaného Cauchyho napéti pro Van der Wa-
alstiv model pfi jednoosé napjatosti:

o111

((ﬁ ) — 5) ()\1 - 1) (Af T+ 1)

(A2,-3)\2

1% )\%( 1 ((175))\‘11+25/\§73/\§+(272B)/\1+,3

)")

(5.24)

Porovnéni Gentova a Van der Waalsova modelu provedeme pro zvolenou sadu hodnot
parametru limitniho protazeni \,,. Pro Van der Waalstv model navic vykreslime zavislost
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bezrozmérného napéti na deformaci pro dvé varianty sméSujiciho parametru (. Obr. 5.7
zobrazuje zéavislost normovaného Cauchyho napéti o7/ v tahu na hlavnim protazeni A;.
Totéz pouze pro tlakovou napjatost vykresluje Obr. 5.8.

Na zakladé obou niZze uvedenych grafickych vyobrazeni lze tvrdit, ze Gentiv i Van der
Waalstv model ukazuji stejné fenomény. Pozvolny riast napéti v tahové oblasti, kde hlavni
protazeni A\; dosahuje fadové hodnot desetin odpovidajiciho parametru limitniho protazeni
Am, stfida strmy nérist. Napéti obou modeld se limitné blizi nekonecénu, a to nehledé na
volbu materidlovych parametri. Mechanickd odezva Van der Waalsova modelu s hodnotou
parametru 8 = 0 pfi jednoosé napjatosti v tahu je pro tytéz hodnoty parametru A, tuzsi
nezli odezva Gentova modelu. S rostouci hodnotou parametru 3 se odezva Van der Waalsova
modelu stava vice poddajnéjsi, a tim se nejprve priblizuje odezvé Gentova modelu, az se v
jeden okamzik stane poddajné&jsi.

Predpovéd obou modelii pii jednoosé napjatosti v tlaku zobrazuje graf na Obr. 5.8. Me-
chanicka odezva Gentova modelu je pro tytéz hodnoty parametru \,, poddajnéjsi nezli odezva
Van der Waalsova modelu. Se zvysujici se hodnotou parametru 5 se snizuje poddajnost Van
der Waalsova modelu.

20 0 - /,
| : / —km=2.5 -
: _ / =
II ; / }\’m=4 v
; /
151 I / — A =10 O
[ / m
[ //
~ I
= / // ——B:O 7\.m:2.5 '_(w
/ e <
3‘ 107 / / B=-0 A -4 s
— / // m g
o / . , ——B=0 A =10
// // m [
R Nt [P 1A =25 @
3 ) )AL -1 % =
/ T T B-1 A -4 <
. R m <
//// ............. B-1 xmzlo >
0 ;

Obréazek 5.7: Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pfi jednoosé napjatosti v tahu

A
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Obrazek 5.8: Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pfi jednoosé napjatosti v tlaku

Kinematicky pripustné deformace

Pokud srovname grafy kinematicky pripustnych deformaci obou modelt z Obr. 5.2 a 5.4,
muzeme si v§imnout podoby hrani¢ni kfivky Van der Waalsova modelu pro parametr § =0
s hrani¢ni kiivkou Gentova modelu. Jejich shodu ovérime porovnanim prislusnych predpisia
hrani¢nich kiivek Q1 = 0 a Q1w (8 = 0) = 0, viz rovnice (5.15) a (5.22). Po dosazeni § =0
do rovnice Q1w = 0 ziskdme vyjadieni

A —3X\2 + 2\
=0)=—1+,/~ ! = 5.25
Trividlnimi dpravami tohoto vyjadieni (5.25) dospéjeme k rovnosti implicitnich predpist

obou hranic¢nich kfivek.

Elasticita

Nakonec porovnejme tenzor elasticity ¢, ktery vzhledem k vyjadieni deformacniho gra-
dientu (5.4) a normovanych skute¢nych napéti (5.14), (5.21), obsahuje jedinou nenulovou
slozku (viz definici (3.57)), kterou vyjadiime symbolicky

80'11 80'11
== 2
G 0F, 0\ (5.26)

Slozka tenzoru elasticity (i111 reprezentuje smérnici teény grafu funkce napéti oy = o11(A\1).
Vyjadiime-li pro Van der Waalstv model funkci (7117 pomoci derivace o7 dle Ay, obdrzime
pomérné slozity vyraz, v jehoz jmenovateli se vyskytuje mimo jiné deformace \; v riznych
mocninach. Pokud tento jmenovatel polozime roven nule, ziskdme hodnoty hlavniho prota-
zeni A1 vyloucené z defini¢niho oboru. Konkrétné jsou to hodnoty A; rovné kladnym kofentm
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rovnice Q1w = 0 a hodnota odpovidajici nezdeformovanému stavu, tj. Ay = 1. Mohlo by se
zdat, ze v bodé Ay = 1 narazime na problém, ktery je diisledkem zavedeni tenzoru elasticity
prostfednictvim derivace Cauchyho tenzoru napéti o dle deformaéniho gradientu F. Ovsem
neni tomu tak. Vyse uvedené pribéhy Cauchyho napéti pii jednoosé napjatosti ndm nazna-
¢uji, Ze 1 pro hodnotu \; = 1 jsme schopni vy¢islit (at uz graficky, ¢i limitné) smérnici teény
grafu funkce napéti o1;. Domnivame se, Ze existuje uprava vyrazu doq1/0\;, ktera povede k
zahrnuti hodnoty \; = 1 do defini¢niho oboru.

Na Obr. 5.9 se nachazi vynesena grafickd zavislost normované slozky tenzoru elasticity
(1111/p na hlavnim protazeni A; postupné pro tii hodnoty parametru limitniho protaZzeni \,,
v porovnéni pro Genttiiv a Van der Waalstiv model pfi jednoosé napjatosti v tahu. De facto
se jedné o derivace predpisu funkei (5.14), (5.21), které muzeme vidét na Obr. 5.7. Z grafu
pozorujeme, Ze smérnice te¢ny normovaného Cauchyho napéti pro hodnotu A\; — 1 se limitné
blizi {111/ — 3, a to nehledé na volbu modelu. Pro hodnoty hlavniho protazeni A\; > 1
nabyva slozka tenzoru elasticity (i111/p kladné hodnoty, avSak neni tomu tak, Ze by se pro
libovolnou volbu materiadlovych parametra A, a # jednalo o monoténni funkce. Napt. slozka
Ci111/p pri uvazeni Van der Waalsova modelu s hodnotami parametri A\,, =4 a f =1s
rostouci deformaci nejprve klesa a po dosazeni svého minima postupné roste do nekonecna.

Gent

G/ M

Van der Waals

A ]

Obrazek 5.9: Porovnéni elasticity Gentova a Van der Waalsova modelu pfi jednoosé napja-
tosti v tahu

Obdobné Obr. 5.10 vykresluje grafickou zavislost normované slozky tenzoru elasticity
(1111 /p na hlavnim protaZeni A; postupné pro tfi hodnoty parametru limitniho protazeni \,,
v porovnéani pro Gentiv a Van der Waalstv model pii jednoosé napjatosti v tlaku. Opét se
jedné o derivace predpisa funkei (5.14), (5.21), které miuzeme vidét na Obr. 5.8. Vidime,.ze
pro hodnoty hlavniho protazeni A\; < 1 nabyva slozka tenzoru elasticity (j111/p kladné hod-
noty, které s rostouci proménnou A; monotoénné klesaji k limitni hodnoté (3111 /1 — 3, a to
nehledé na volbu modelu.

Strana 41



KAPITOLA 5. MECHANICKA ODEZVA VAN DER WAALSOVA A GENTOVA MODELU

18- =
)
151 O
12 »
~ <
= 94 g
S

o
61 )
o)
-
31 <
>

0 T T T T

Obrazek 5.10: Porovnani elasticity Gentova a Van der Waalsova modelu pii jednoosé napja-
tosti v tlaku

5.2 Prosty smyk

5.2.1 Formulace tlohy

Xo
H
>
%% X,
L
X,
a) Referen¢ni konfigurace b) Prubézna konfigurace

Obrézek 5.11: Prosty smyk — pretvoreni kvadru v rovnobéznostén

Uvazujme kvadr o pocatecéni délce L, vySce H a Sifce W, jenz umistime do pocatku
materidlového kartézského souradnicového systému Xg tak, Zze jeho hrany budou rovno-
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bézné s odpovidajicimi hlavnimi osami X;, Xs a Xj3. Referen¢ni téleso v ¢ase podrobime
kinematickému moédu prosty smyk, pak kvadr piejde v rovnobéznostén, viz schematicky
Obr. 5.11. Prosty smyk popisuje pretvotreni, pfi kterém rovnobézné roviny kontinua v pri-
béhu deformace zachovavaji rovnobéznost, a navic jejich vzdalenost zistava neménné. Jedné
se o rovinnou deformaci. Vztah mezi referenc¢ni a prubéznou konfiguraci je charakterizo-
van ahlem zkosu 0 € (0, 7/2). Pohybovy predpis pro deformaci prostym smykem zapiseme
nasledovné

Xk zde reprezentuji slozky polohového vektoru X 7 referenéni konfigurace, resp. z; slozky
polohového vektoru & v prubézné konfiguraci, kde K,i € {1,2,3}. Jedné o izochorické pre-
tvoreni kontinua.

5.2.2 Gentuv model

5.2.2.1 Urceni Cauchyho napéti

K urc¢eni Cauchyho napéti budeme postupovat ptimou metodou. Odvozeni provedeme pro
obecné vyjadieni deforma¢niho gradientu a prislusné vyjadreni Cauchy-Greenova tenzoru
deformace (viz definice (3.6) a (3.36))

Fy Fip Fis
E=|Fn Fxn Fy (5.30)
F31 F3p F33
F121 +F221 +F321 Fi1Fig+ ForFoy + Fs1F3y FiiFis + Fa1F33 + FoFog
C = | Fi1Fio+ Fo1 Foo + F51 F5 FL + F3, + F3 FooFos + F3oFss + Fiolis
Fi1Fi3 + F31F33 + Fo Foz FoplFos + Faplss + Fials FPy+ F3h + F

(5.31)

Prostfednictvim deformac¢niho gradientu (5.30) nejprve vyjadiime prvni hlavni invariant
tenzoru C (dle rovnice (3.67) s vyuzitim matice pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace

(5.31)), tedy

L(C)=FL +F5+ Foy+ FL+ Fh+ Fy + Foy + F3 + Fy (5.32)

Nésledné prvni hlavni invariant (5.32) dosadime do Gentova modelu hustoty deformadni
energie (4.9), a dasledkem toho obdrzime vyjadfeni

o /L(A?n_?)) ln(l F121+F222+F323+F122+F123+F221+F223+F321+F322_3
Gent — —— ~ -

A2 —3

(5.33)
V dalsim kroku vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny hyperelasticky materiél
(3.76) k urceni slozek Cauchyho tenzoru napéti o, tedy
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N(F121+F122+F123) D M(F11F21+F12F22+F13F23) M(F11F31+F12F32+F13F33)

Ag Ag Ag
o= M(F11F21+F12F22+F13F23) M(F221+F222+F223) _ M(F21F31+F22F32+F23F33) (534)
- Ag Ag p Ag
M(F11F31+F12F32+F13F33) M(F21F31+F22E32+F23F33) H(F§1+F322+F§3)
Ag Ag Ag -

kde

Ff + Foy + Fiy + Fiy + Fiy + F5 + Fog + F5y + iy — 3
A2 —3

Nasleduje vy¢isleni slozek deformaéniho gradientu dle vztahu (3.6) z pohybového predpisu

pro piipad prostého smyku (5.27) az (5.29)

Ag=1-— (5.35)

F13:F21:F23:F31:F32:0 (536)
Fii=Fyp=Fp=1 (5.37)
Fiz = tg(0) (5.38)

Po dosazeni slozek deforma¢niho gradientu (5.36) az (5.38) do matice Cauchyho tenzoru
napéti (5.34) a upravach obdrzime tvar

(u/\3f3u+p) tg2(5)+(>\%r3) (ufp) 11t (9) (/\3,1*3)

A2, —tg2(8)—3 A2, —tg?(6)-3 0
o = 1utg(9) (Afn—fi p A3 0 (5.39)
- 2w )5 N3 P ()
ulA2 -3
0 0 %5 P

Lagrangetv multiplikator p uréime pomoci silové okrajové podminky. Vzhledem k vysSe zmi-
néné formulaci tlohy 5.2.1 a uvazeni rovinné deformace predpoklddame okrajovou podminku
pro Cauchyho napéti ve tvaru o33 = 0. Pak ze vztahu (5.39) plyne vyjadieni

__#An—3)
P= N " g2(5) — 3
Na zavér dosadime Lagrangetuv multiplikator (5.40) do matice (5.39). Takto ziskdme slozku

Cauchyho napéti oq1, kterou déle upravime do bezrozmérného tvaru podélenim parametru
(. Cauchyho tenzor napéti o po finalnich upravach popiSeme rovnicemi

(5.40)

ou tg*(d) ()‘7271 — 3) (5.41)
b ()3 ‘
012 _ tg(9) (/\7271 — 3) (5.42)
b ()3 '
013 = 09y = 093 = 031 = 039 = 033 = 0 (5.43)

a pro uplnost dodédme, Ze ze symetrie tenzoru o plyne 015 = 09;. Nakonec si povSimnéme
vztahu mezi slozkami 011 a 019, tj. mozného vyjadient

011 = Uthg(5) (5'44)
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5.2.2.2 Kinematicky piripustné deformace

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.10)), ktery se vyskytuje v
Gentové modelu hustoty deformaéni energie (4.9) a z vyjadieni slozek normovaného Cau-
chyho napéti (5.41), (5.42) plyne omezeni kladené na thel zkosu ¢ v zavislosti na volbé
parametru \,,. Pro ur¢eni kinematicky pripustnych deformaci vychazime z diskuze nad jme-
novatelem rovnice (5.41), resp. (5.42). Pokud se vyraz ve jmenovateli

Q¢ = A, — tg?(0) — 3 (5.45)

bude blizit nule, normované napéti pujde k nekonec¢nu. Hrani¢ni kiivku pripustnych defor-
maci ziskdme, pokud polozime Qo rovno nule. Leva strana Obr. 5.12 vykresluje implicitni
funkci Qo = 0 rozdélujici rovinu na dvé podoblasti. Na horizontalni ose se nachézi pa-
rametr limitniho protaZeni A, a na vertikalni ose tangens zkosu tg(J). Zlutou barvou je
vyznacena podoblast kinematicky pripustnych deformaci pro zvoleny parametr \,, a bilou
barvou podoblast kinematicky nepfipustnych deformaci.

Pravdivost tvrzeni ovéfime na libovolné zvoleném parametru z intervalu hodnot
Am € (\/3, o0). Uvazujme napi. hodnotu parametru \,, = 4, pro kterou vypocteme kladny
kofen kvadratické rovnice Qo¢ = 0, a tim obdrzime: tg(d,) = v/13 ~ 3.606. Limitni hodnota
tg(d,) koresponduje s polohou asymptoty na pravé strané Obr. 5.12, kde je vynesena zéavis-
lost normovaného Cauchyho napéti (5.41) na tangensu zkosu tg(d) pro hodnotu parametru
limitniho protazeni A, = 4.

0 200 |
|
|

8 150 |

_ |
— — |
= 6 = |
|

:s_ i
o =100 i
o 4 = |
© |
|

- 50 :
|
|

0 ‘ 0 ‘ ‘ ‘ '

2 4 6 8 10 : 3 3 4
A ] tgd [1]

Obrazek 5.12: Kinematicky pfipustné deformace Gentova modelu pfi prostém smyku (vlevo)
a predpovéd Gentova modelu pii prostém smyku pro hodnotu parametru A, = 4 (vpravo)

5.2.2.3 Interpretace vysledku

V piedchozi ¢asti byly odvozeny nenulové slozky normovaného Cauchyho napéti o11/p,
012/, & to v zavislosti na parametru limitniho protazeni \,, a nezéavisle proménné tg(d).
Vysledky interpretujeme formou grafické zavislosti. Obr. 5.13 zobrazuje predpovéd Gentova
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materidlového modelu pii prostém smyku. Tento graf znézoriuje zéavislost bezrozmérného
napéti o1/ na tangensu zkosu tg(d) postupné pro Sest zvolenych hodnot materidlového
parametru A,,. Vidime, Ze s rostoucim parametrem J\,, se model stava poddajnéjsim. Kazda
jednotliva kiivka se asymptoticky blizi své limitni hodnoté, které dosahuje pro hodnotu
nezavisle proménné tg(9) blizici se ke kladnému kofenu kvadratické rovnice Qo = 0. Déle je
patrné, ze Gentuv model pii prostém smyku do jisté miry vystihuje jev tuhnuti materidlu. K
tomuto jevu dochézi u hyperelastickych materiala v oblastech velkych deformaci. Na zavér
zminime, ze slozka o11/p je vétsi nezli o15/p, a to pravé o nasobek tg(d). Tato skutecnost
vyplyvé z rovnice (5.44). Z toho divodu bylo k interpretaci vysledkii vyneseno normované

napéti o1/, ovsem trend chovéni sdili s normovanym napétim oy /p totozny.

20
— A =2
m
1751 5 55
m
15 - A =3
m
A -4
1251 m
= A -6
3104 "
~a — 2 -10
© s
5_
2.5-
0 ~ T T T
1 2 3 4
tgd [1]

Obrazek 5.13: Predpovéd Gentova modelu — slozka napéti o195 — pii prostém smyku pro
proménny materidlovy parametr A,

5.2.3 Van der Waalstiv model
5.2.3.1 Urceni Cauchyho napéti

Odvozeni vztahu pro Cauchyho napéti s vyuzitim Van der Waalsova materialového mo-
delu obnési obdobnou posloupnost kroki, jako tomu bylo pro Gentiv materidlovy model v
sekei 5.2.2.1. Odvozeni opét provedeme pro obecné vyjadieni deformacniho gradientu (5.30)
a prislusné vyjadreni pravého Cauchy-Greenova tenzoru deformace (5.31). Prostfednictvim
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deformaéniho gradientu (5.30) nejprve vyjadiime prvni, viz vztah (5.32), a druhy hlavni
invariant tenzoru C (dle rovnic (3.67) a (3.68) doplnénych o vzorec (5.31))

1
1,(C) = 5 ((Ffl + Fy o+ Fy + Fiy + Fiy + Fyy + Fy + Fjy + F)” — (FR o+ F + B

_ (F222 + F122 + F322)2 — (F?)23 + F123 + F223)2 — 2(F11F12 + Fy1 Foo + F31F32)2

—2(Fi1Fi3 + F3 Fas + F21F23)2 — 2(Fao s + FyoFss + F12F13)2)
(5.46)

Nasledné oba hlavni invarianty (5.32), (5.46) dosadime do Van der Waalsova modelu hustoty
deformacni energie (4.11), a tim ziskdme vyjadieni Yy anderwaas V zavislosti na veli¢inach
Am, B, p a viech deviti slozkach deformaéniho gradientu (5.30). Pro jednoduchost budeme
nadale uvazovat parametr globalni interakce a roven nule. K urceni slozek Cauchyho napéti
vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny hyperelasticky material (3.76). Obdrzime
matici tenzoru Cauchyho napéti g, avSak vzhledem k mnozstvi ¢leni, které jednotlivé slozky
napéti obsahuji, ponechame vypis az na dalsi krok, kdy dojde k vyraznému zjednoduseni. Na-
sleduje vy¢isleni slozek deforma¢niho gradientu dle vztahu (3.6) z pohybového predpisu pro
piipad prostého smyku (5.27) az (5.29), viz rovnice (5.36) az (5.38). Po tpravach dospé&jeme
k vyjadreni

—n(tg2)+5+1) —ptg(9) 0
Ay B p Ay
o= —utg(d) *ﬂ(BJFI) —p 0 (547)
Ay Ay
0 0 u(6+1A+VBtg (5)) —p
kde
tg*(d)

Ay = —1 5.48
v + N 3 (5.48)

Lagrangetv multiplikator p ur¢ime pomoci silové okrajové podminky. Vzhledem k vyse zmi-
néné formulaci tlohy 5.2.1 a uvazeni rovinné deformace predpoklddame okrajovou podminku
pro Cauchyho napéti ve tvaru o33 = 0. Pak ze vztahu (5.47) plyne vyjadieni

—u(B+ 1+ ptg?(d
. ne; ptg’(9)) (5.49)
Ay
Na zavér dosadime Lagrangetv multiplikator (5.49) do matice (5.47). Takto ziskame slozky
Cauchyho napéti o7 a 099, které dale upravime do bezrozmérnych tvari podélenim parame-

tru p. Cauchyho tenzor napéti o po findlnich upravich popiSeme rovnicemi

% _ (1 _ Z)‘fgz(é) (550)
%?:6§3® (5.51)
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o _ _tg(d) (5.52)
H Ay
013 — 093 — 031 — 032 20'33:0 (553)

a pro uplnost dodédme, Ze ze symetrie tenzoru o plyne o5 = 09;. Nakonec si povSimnéme
vztahu mezi slozkami o1, 095 a 019, tj. mozného vyjadreni

tg*(9)
Ay

011 — 0922 — = 092 + tg(5)012 (554)

5.2.3.2 Kinematicky pripustné deformace

10
8_
— 6'
2]
&N
- g4
2_
0+ T T T
2 4 6 8 10
A (1]
m

Obréazek 5.14: Kinematicky piipustné deformace Van der Waalsova modelu pii prostém
smyku

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.14)), ktery se vyskytuje ve
Van der Waalsové modelu hustoty deformacni energie (4.11) a z vyjadfeni slozek normo-
vaného Cauchyho napéti (5.50), (5.51) a (5.52) plyne omezeni kladené na thel zkosu 6 v
zavislosti na volbé parametru \,,. Pro urc¢eni kinematicky pfipustnych deformaci vychézime
z diskuze nad jmenovatelem slozek napéti (5.48). Pokud se vyraz ve jmenovateli

tg°(9)
A2 —3
bude blizit nule, normované napéti ptijde k nekonecénu. Hrani¢éni kiivku pripustnych de-
formaci ziskdme, pokud polozime Qo rovno nule. Obr. 5.14 vykresluje implicitni funkci

Qow = —1+ (5.55)
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Qow = 0 rozdélujici rovinu na dvé podoblasti. Na horizontalni ose se nachézi parametr
limitniho protaZeni A, a na vertikilni ose tangens zkosu tg(d). Zlutou barvou je vyzna-
¢ena podoblast kinematicky pfipustnych deformaci pro zvoleny parametr A, a bilou barvou
podoblast kinematicky nepfipustnych deformaci.

5.2.3.3 Interpretace vysledku

Nejprve provedeme rozbor moznych hodnot slozek Cauchyho napéti (5.50) a (5.51), které
ptipadaji v ivahu s pfihlédnutim k materidlovému parametru 3, viz (5.56) a (5.57)

_J0 je-li B =1,

o {7& 0 jeli B#1. (556)
[0 jelig=o,

72 = {7& 0 jeli 0. (5:57)

Jak miizeme vidét, smésujici parametr § vahové ovliviuje vystupy slozek napéti 011 a 099, a
to dramatickym zpusobem. Mira zapojeni hlavniho invariantu I;(C), resp. I5(C) prostied-
nictvim parametru $ ma primy dopad na konstitutivni chovani modelu.

20
— A =2
m
1759 -25
m
154 A =3
m
A -4
125 m
= — A =6
= 10- "
=z, — L =10
— m
©
7.54
5_
2.5
0 V T T T
1 2 3 4
tgd [1]

Obréazek 5.15: Pfedpovéd Van der Waalsova modelu — slozka napéti 015 — pii prostém smyku
pro proménny materidlovy parametr A,

Obr. 5.15 zobrazuje predpovéd Van der Waalsova materidlového modelu pii prostém
smyku. Tento graf znazoriuje zavislost bezrozmérného napéti o12/p na tangensu zkosu tg(d)
postupné pro Sest zvolenych hodnot materidlového parametru \,,. Vidime, Ze s rostoucim
parametrem A, se model stava poddajnéjsim. Kazda jednotliva kiivka se asymptoticky blizi
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své limitni hodnoté, které dosahuje pro hodnotu nezéavisle proménné tg(d) blizici se ke klad-
nému kofenu kvadratické rovnice (Jopy = 0. Slozka napéti o5 je nezéavisla na smésujicim
parametru f.

tgd [1]

wo[1]

_10 .

22

c /

-12.5 A

-15 A+

-17.5 A

-20

Obréazek 5.16: Predpovéd Van der Waalsova modelu — slozka napéti o95 — pii prostém smyku
pro proménny materidlovy parametr A, a dvé hodnoty fixniho parametru § = 0.5 (plnou
¢arou) a § = 1 (teckovanou ¢arou)

Obr. 5.16 vykresluje zavislost bezrozmérného napéti 9o/ na tangensu zkosu tg(d) po-
stupné pro Sest zvolenych hodnot materialového parametru \,, ve dvou sadéach kiivek pro
hodnoty smésujiciho parametru 5 = 0.5 (plnou ¢arou) a 8 = 1 (teckovanou ¢arou). Nehledé
na volbu parametru [ lze pozorovat, Ze s rostoucim parametrem \,, se model stava pod-
dajnéjsim. Naproti tomu s rostoucim parametrem S pro kazdou zvolenou deformaci vzristéa
absolutni hodnota napéti oqy/u. Kazda jednotliva kiivka se opét asymptoticky blizi své li-
mitni hodnoté.

Nize uvedeny Obr. 5.17 vykresluje zavislost bezrozmérného napéti oq;/p na tangensu
zkosu tg(d) postupné pro Sest zvolenych hodnot materialového parametru \,, ve dvou sadach
kiivek pro hodnoty smésujiciho parametru 8 = 0.5 (plnou ¢arou) a 5 = 0 (teckovanou ¢arou).
Nehledé na volbu parametru 3 lze pozorovat, Ze s rostoucim parametrem A\, se model stava
poddajnéjsim. Naproti tomu s rostoucim parametrem [ pro kazdou zvolenou deformaci klesa
hodnota napéti o1 /u. Kazda jednotliva kiivka se opét asymptoticky blizi své limitni hodnoté.

Na zakladé pozorovani Obr. 5.15, 5.16 a 5.17 lze na zavér konstatovat, ze Van der Waalsiiv
model pii prostém smyku do jisté miry vystihuje jev tuhnuti materidlu. K tomuto jevu
dochézi u hyperelastickych materialu v oblastech velkych deformaci.
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20

17.54

151

12.5 1

0_ = T T T
1 2 3 4

tgd [1]

Obréazek 5.17: Predpovéd Van der Waalsova modelu — slozka napéti 017 — pii prostém smyku
pro proménny materidlovy parametr A, a dvé hodnoty fixniho parametru f = 0.5 (plnou
¢arou) a = 0 (teckovanou Carou)

5.2.4 Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu
Cauchyho napéti

Nasleduje rekapitulace nenulovych slozek normovaného Cauchyho napéti pro Gentiv mo-
del pii prostém smyku:

o1 tg2(5)(A3n - 3)
b0 =3 o
012 tg(d) (>\72n - 3)
b =) =3 o

Nasleduje rekapitulace nenulovych slozek normovaného Cauchyho napéti pro Van der
Waalsiiv model pfi prostém smyku:

o11 — 2(6
7 _ (1 i)vtg ( ) (5.60)
% — ﬁtfv(‘s) (5.61)
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o1 tg(d)

H _Av

(5.62)

Ze vseho nejdiive vezméme v tvahu kvalitativni rozdil v pfedpovédi Cauchyho napéti
mezi Gentovym a Van der Waalsovym modelem v pripadé prostého smyku. Pro Gentuv
model hustoty deformaéni energie jsme ziskali tii nenulové slozky Cauchyho tenzoru napéti:
o11, 012 & 091 (viz rovnice (5.41), (5.42) a (5.43)). Naproti tomu pro Van der Waalstiv model
jsme obdrzeli ¢tyti nenulové slozky Cauchyho tenzoru napéti: o11, 092, 012 & 091 (Viz rovnice
(5.50), (5.51), (5.52) a (5.53)). Pro pfipad Van der Waalsova modelu se v zavislosti na
materidlovém parametru [ vahové méni vystupni hodnota slozek napéti 011 a 099, viz rozbor
moznych hodnot (5.56) a (5.57). Kvalitativni rozdil v predpovédi napéti povazujeme za piimy
dusledek miry zapojeni hlavnich invariantt tenzoru deformace I1(C) a I3(C) prostiednictvim
smésujictho parametru f.

Zatnéme porovnanim slozky normovaného Cauchyho napéti oqs/p. MuZeme tvrdit, ze
Van der Waalsuv model predpovidé slozku Cauchyho napéti oo9 v absolutni hodnoté vzdy
vétsi nebo rovnou nez predpovéd té samé slozky Gentova modelu.

Pokroc¢ime k porovnani slozky napéti 012/, které provedeme pro zvolenou sadu hodnot
parametru limitntho protazeni A,,. Obr. 5.18 znézorhuje zéavislost normovaného Cauchyho
napéti 012 /44 na tangensu zkosu tg(d) postupné pro tii zvolené hodnoty parametru A,,. Z grafu
lze vycist, ze mechanicka odezva Van der Waalsova modelu je pro tytéz hodnoty parametru
Am ve slozce napéti 1o tuzsi nezli odezva Gentova modelu.

20
— A =25
175- " b=
. A =4 D
m
15 — A =10 ©
m
1251
= ¢
3 107 <
S T A =25
b‘_‘ m B
7.5 A =4 —
m <b]
s S e A =10 o
" =
2.5 >
0 - T T T
0 1 2 3 4

tg & [1]

Obrazek 5.18: Porovnéni Gentova a Van der Waalsova modelu — slozka napéti o5 — pii
prostém smyku pro proménny materialovy parametr A,

Nésleduje porovnani slozky napéti o171/, které opét provedeme pro zvolenou sadu hodnot
parametru limitniho protazeni \,, a smésujiciho parametru . Graf na Obr. 5.19 znazornuje
zévislost normovaného Cauchyho napéti o;/p na tangensu zkosu tg(d) postupné pro tii
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zvolené hodnoty parametru A,,. Van der Waalstiv model predpovidéa o1;/p = 0 pro hodnotu
parametru § = 1 (viz rovnici (5.50)), proto pro néj napéti oi1/u vykreslujeme pro dvé
hodnoty parametru [ rizné od jedné. Z grafu lze vycist, Zze mechanicka odezva Van der
Waalsova modelu s parametrem [ = 0 je pro tytéz hodnoty parametru A, ve slozce napéti oq;
tuzsi nezli odezva Gentova modelu. S rostoucim parametrem [ se odezva Van der Waalsova

v

modelu stava vice poddajnéjsi, a tim se nejprve priblizuje odezvé Gentova modelu, az se v

[

jednu chvili stane poddajnéjsi.

20
—A =25
17.54 " E
A =4 1)
m
15 —)\. :10 U
m
12.54
— ——B=0 A =25 wm
m T@
3107 B=0 A -4 &
- m g
° 75 ——P-0 A -10 —
- D)
N N 7 e B=0.75 7»,":2.5 =
B=0.75 A =4 =
m fav}
259 S e B-0.75 A -10 >
m
0
0 4

Obréazek 5.19: Porovnéni Gentova a Van der Waalsova modelu — slozka napéti o7 — pii
prostém smyku pro proménny materidlovy parametr A, a dvé hodnoty fixnitho parametru
f =0 (Carkovanou ¢arou) a 5 = 0.75 (teckovanou ¢arou)

Na zékladé vyse uvedenych srovnéni Ize tvrdit, ze Gentuv i Van der Waalstv model sdili
totozny trend. Nenulové slozky skutecnych napéti obou uvazovanych modeli se v absolutni
hodnoté limitné blizi nekonecnu, a to nehledé na volbu materidlovych parametri (mimo

vt

hodnoty parametri, které by zapfic¢inily vymizeni slozek diskutovanych slozek napéti).

Kinematicky piipustné deformace

Pokud srovname grafy kinematicky pripustnych deformaci obou modelt z Obr. 5.12 a
5.14 muzeme si vSimnout podoby obou hrani¢nich kiivek. Jejich shodu ovéfime porovnanim
prislusnych predpist hrani¢nich kiivek Qs = 0 a Qo = 0, viz rovnice (5.45) a (5.55).
Trividlnimi dpravami Qo = 0 dospéjeme k rovnosti implicitnich predpisi obou hrani¢nich
kiivek. Pro kazdou zvolenou hodnotu parametru A\, tudiz budou kinematicky pripustné
deformace Gentova a Van der Waalsova modelu ekvivalentni, a to nehledé na volbu parametri

B a .
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5.3 Rovnoosa rovinna deformace

5.3.1 Formulace alohy

X2 Z2

W/ X1 1

L l S w
“x o,

3

a) Referen¢ni konfigurace b) Prubéznd konfigurace

Obrazek 5.20: Ilustrace rovnoosé rovinné deformace

Uvazujme kvadr o pocateéni délce L, vysce H a Sifce W, jenz umistime do pocatku
materidlového kartézského souradnicového systému Xg tak, Ze jeho hrany délky, vysky a
sitky budou rovnobézné s odpovidajicimi hlavnimi osami X;, Xs a X3. Referenc¢ni téleso v
¢ase podrobime rovnoosé rovinné deformaci, viz Obr. 5.20. Vztah mezi referen¢ni a prubéznou
konfiguraci charakterizujeme nésledujicim pohybovym pfedpisem

[

I = EXI = )\1X1 (563)
h

To = EXQ = /\QXQ (564)
w

T3 = WX3 = )\3X3 (565)

Pretvoreni kvadru popisuje zobrazeni £, které polohovému vektoru X 7 referencéni konfigu-
race zameérujici bod kvadru pfifazuje polohovy vektor # v priubézné konfiguraci zamérujici
bod pfetvofeného kvadru. Jedna o izochorické pretvoreni kontinua. Podily pribéznych a re-
feren¢nich délek hran kvadru udéavaji hlavni protazeni A1, Ay a A\3. Zakladni aspekt rovnoosé
rovinné deformace vymezime kinematickou podminkou

Z pohybového predpisu s odvolanim na vzorec (3.6) vypo¢teme deformaéni gradient a dle
vztahu (3.36) vyjadiime piislusny pravy Cauchy-Greeniv tenzor deformace

A0 0
F=[0 X 0 (5.67)
0 0 X
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0
0
A3

220
c=10 X (5.68)
0 0

5.3.2 Gentiv model
5.3.2.1 Urceni Cauchyho napéti

Prostiednictvim deformaé¢niho gradientu (5.67) nejprve vyjadiime prvni hlavni invariant
tenzoru C (dle rovnice (3.67) s vyuzitim matice pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace
(5.68)), tedy

L(C) = A+ A3+ \; (5.69)

Nésledné prvni hlavni invariant (5.69) dosadime do Gentova modelu hustoty deformacni
energie (4.9), a dasledkem toho obdrzime vyjadieni Ve, v zavislosti na veli¢inach A1, Ao,
A3, Am & b

(5.70)

A2 3 2 2 2
%ent:_u( 2 )ln(l_Al+)\2+)\3 3)

2 X2 —3

V dalsim kroku vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny hyperelasticky material
(3.76) k urceni slozek Cauchyho napéti. Vzhledem k faktu, Ze pro tento konkrétni piipad jsou
slozky deformacniho gradientu Fis, Fi3, Fy1, Fbs, F31 a F35 nulové, zjistujeme, Ze se rovnéz
slozky Cauchyho tenzoru napéti oy, 013, 091, 023, 031 a 032 rovnaji nule. Pak diagonalni
slozky, jez jsou v dusledku vztahu (5.63), (5.64), (5.65), (5.67) a (5.68) hlavnimi nap&timi,
nabyvaji tvar

OV Gens s NN+ -3\

o1 = Y M—p=prj|1— 2 3 —p (5.71)
OV Gront ) A2 4 A2+ A2 -3\

022 Ny Az —p=pAz| 1 X2 —3 p (5.72)
OV Grent ) A2 42 -3\

033 D5 A — P = 13 X2 —3 p (5.73)

Nyni vy¢islime Lagrangetv multiplikator p pomoci silové okrajové podminky. Z vyse zminéné
formulace tlohy 5.3.1 vyplyva, ze ve sméru prostorové soutradnice zo dvé stény kvadru v
prubézné konfiguraci nejsou vystaveny vnéjsimu silovému pusobeni. Konkrétné se jedna o
dvé stény kolmé na soufadnicovou osu x,. Diky této okrajové podmince polozime slozku
Cauchyho napéti g9 rovnou nule a z rovnice (5.72) vyjadiime Lagrangeiv multiplikator

OV G A2+ A2 422 -3\
p= (%%:MAgQ— L >\22—33 ) (5.74)

Nésledné vypocet doplnime o predpoklad nestlacitelnosti (3.70), diky kterému uvedeme
hlavni protazeni A;, A2 a A3 do spoleéného vztahu. S odvoldnim na uvazovanou kinema-
tickou podminku (5.66) vyjadiime hlavni protazeni Ay v zéavislosti na A; nebo piipadné v
zévislosti na A3. S vyuzitim vztahu pro vypocet jacobianu (3.8) poté souhrnné piseme
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1 1
Ao = — = — 5.76

Na zavér dosadime Lagrangetuv multiplikator (5.74) do rovnice (5.71), resp. (5.73), kam
vzapéti zavedeme substituce (5.66), (5.76), a celou slozku o1y, resp. o33, tak vyjadiime v
zévislosti na deformaci A; a materidlovych parametrech \,, a u. Takto ziskdme jediné nenu-
lové slozky Cauchyho napéti o a o33, které lze vyjadrit v bezrozmérném tvaru normovanim
rovnic (5.71) a (5.73) parametrem g, tedy

on _om _ (ML -3)(\-1)
oo Az 220 1 (5:77)

5.3.2.2 Kinematicky pripustné deformace

100 | |
|1 |
5 | | 1. asymptota |
75 : :
4 0] | |
— [ [
— 25 : :
=’ = |
— = i 1 2 |
< 2 (o) | |
25 A ] |
1

1 501 | |
| |
-751 | |
0 2' 4 6 é 10 : 2. asymptota :
-100 ' '

A1]

m

Obrazek 5.21: Kinematicky piipustné deformace Gentova modelu pfi rovnoosé rovinné de-
formaci (vlevo) a pfedpovéd Gentova modelu pii rovnoosé rovinné deformaci pro hodnotu
parametru \,, = 4 (vpravo)

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.10)), ktery se vyskytuje
v Gentové modelu hustoty deformacni energie (4.9) a z vyjadieni normovaného Cauchyho
napéti (5.77) plyne omezeni kladené na hlavni protazeni \; v zavislosti na volbé parametru
Am. Pro urceni kinematicky pfipustnych deformaci vychézime z diskuze nad jmenovatelem
rovnice (5.77). Pokud se vyraz ve jmenovateli

Qag = A\A2, — 200 — 1 (5.78)

bude blizit nule, normované napéti pujde k nekonec¢nu. Hrani¢ni kiivku pripustnych defor-
maci ziskdme, pokud polozime ()35 rovno nule. Leva strana Obr. 5.21 vykresluje implicitni
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funkci Q3¢ = 0 rozdélujici rovinu na dvé podoblasti. Na horizontalni ose se nachézi pa-
rametr limitnfho protazeni \,, a na vertikdlni ose hlavni protazeni A;. Zlutou barvou je
vyznacena podoblast kinematicky pripustnych deformaci pro zvoleny parametr \,, a bilou
barvou podoblast kinematicky nepripustnych deformaci.

Pravdivost tvrzeni ovéfime na libovolné zvoleném parametru z intervalu hodnot
Am € (V/3,00). Uvazujme napt. hodnotu \,, = 4, pro kterou piiblizné vypocteme kladné
kofeny rovnice (3¢ = 0, a tim obdrzime: A, ~ 0.504, A\;; ~ 2.827. Limitni hodnota A,
resp. A1y koresponduje s polohou prvni, resp. druhé asymptoty na pravé strané Obr. 5.21,
kde je vynesena zéavislost normovaného Cauchyho napéti (5.77) na hlavnim protaZeni A\; pro
hodnotu parametru limitniho protazeni \,, = 4.

5.3.2.3 Interpretace vysledku

20

151

10 1

(=]

_10_

N 22— A =25 A -3
A4 L -6 — L\ =10

_15_

-20

Obréazek 5.22: Predpovéd Gentova modelu pii rovnoosé rovinné deformaci pro proménny
materidlovy parametr A,

V predchozi ¢asti byly odvozeny nenulové slozky normovaného Cauchyho napéti oq1/u a
o33/ 11, a to v zéavislosti na parametru \,, a nezavisle proménné \;. Vysledky interpretujeme
formou jediné grafické zavislosti, vzhledem k tomu, Ze si jsou obé& nenulovi napéti o1 a o33
v piipadé rovnoosé rovinné deformaci rovna, viz (5.77). Obr. 5.22 zobrazuje predpovéd Gen-
tova materidlového modelu pfi rovnoosé rovinné deformaci. Tento graf znazornuje zavislost
bezrozmérného Cauchyho napéti o1 /p na hlavnim protazeni \; postupné pro Sest zvolenych
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hodnot materidlového parametru \,,. Vidime, Ze s rostoucim parametrem ), se model stava
poddajnéjsim. Jednotlivé kiivky se asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam, kterych
dosahuji pro hodnoty nezavisle proménné \; blizici se ke kladnym kofentim rovnice ()35 = 0.
Z grafu je rovnéz patrné, ze Gentiv model pii jednoosé napjatosti do jisté miry vystihuje
fenomén tuhnuti materialu. K tomuto jevu dochéazi u hyperelastickych materialii v oblastech
velkych deformaci.

5.3.3 Van der Waalstiv model
5.3.3.1 Urceni Cauchyho napéti

Odvozeni vztahu pro Cauchyho napéti s vyuzitim Van der Waalsova materidlového mo-
delu obnasi srovnatelnou posloupnost krokt, jako tomu bylo pro Gentiiv materialovy model
v sekci 5.3.2.1. Prostfednictvim deformaéniho gradientu (5.67) nejprve vyjadiime prvni a
druhy hlavni invariant tenzoru C (dle rovnic (3.67) a (3.68) doplnénych o vyjadieni matice
pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace (5.68)). Shodné obdrzime prvni (5.69) a druhy
hlavni invariant

1
L(C) =} ((/\% N2+ Aé) (5.79)

Nésledné oba hlavni invarianty (5.69), (5.79) dosadime do Van der Waalsova modelu hustoty
deformaéni energie (4.11), a tim ziskame vyjadieni Yy gugerwaars v zévislosti na veli¢inach A,
A2, A3, A, B a p. Pro jednoduchost budeme nadale uvazovat parametr globalni interakce a
roven nule. K ur¢eni slozek Cauchyho napéti vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny
hyperelasticky material (3.76). Diky skute¢nosti, ze pro ptipad rovnoosé rovinné deformace
matice deformac¢niho gradientu (5.67) obsahuje nenulové pouze diagonalni slozky, budou
mimodiagonalni prvky Cauchyho tenzoru napéti o rovny nule. Slozky o171, 099 a 033, jez jsou
ve skute¢nosti hlavnimi napétimi, nabyvaji odpovidajici tvar

((1=28-2)5 1)

011 — FVI —Pp (580)
(0 =225 - 1)y
099 — T —p (581)
Vi
(0% —28)8— 1)
033 — T —p (582)
Vi

kde

(3= )X+ (8- 1)X-2)5+ X+ X3+ 3 —3

Pyi=-1+ A2 3

(5.83)

Lagrangetuv multiplikitor p ur¢ime ze silové okrajové podminky. Z vySe zminéné formulace
tlohy 5.3.1 vyplyva, ze ve sméru prostorové soutfadnice zo dvé stény kvadru v prubézné
konfiguraci nejsou vystaveny vnéjsimu silovému pusobeni. Konkrétné se jedna o dvé stény
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kolmé na soutfadnicovou osu x,. Diky této okrajové podmince polozime slozku Cauchyho
napéti oy rovnou nule a z rovnice (5.81) vyjadiime Lagrangetv multiplikator

(123 =23)5 - 1)m3
vy

Do vypoctu déle zavedeme predpoklad nestlacitelnosti (3.70), diky kterému uvedeme hlavni
protaZeni A1, Ay a A3 do spole¢ného vztahu (5.75). S odvolanim na uvazovanou kinematickou
podminku (5.66) vyjadiime hlavni protazeni Ay v zavislosti na A; nebo piipadné v zavislosti
na As, viz vztah (5.76). Nakonec dosadime Lagrangetv multiplikator (5.84) do rovnice (5.80),
resp. (5.82), kam vzapéti zavedeme substituce (5.66), (5.76), a celou slozku o1, resp. o33,
tak vyjadiime v zavislosti na deformaci A\; a materidlovych parametrech \,,, 8 a u. Takto
ziskdme jediné nenulové slozky Cauchyho napéti 011 a o33, které l1ze vyjadrit v bezrozmérném
tvaru normovanim rovnic (5.80) a (5.82) parametrem p, tedy

p= (5.84)

pop Ly '
kde
5)\§+(2—25))\?—3/\‘11+2ﬁ/\%—5+1)
Cyo = A — 1+ 5.86
V2 1( \/ )\411()\%1_3) ( )

5.3.3.2 Kinematicky piripustné deformace

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.14)), ktery se vyskytuje ve
Van der Waalsové modelu hustoty deformac¢ni energie (4.11) a z vyjadieni slozek normova-
ného Cauchyho napéti (5.85) plyne omezeni kladené na hlavni protazeni \; v zavislosti na
volbé parametri A, a 8. Pro urc¢eni kinematicky pripustnych deformaci vychazime z diskuze
nad jmenovatelem rovnice (5.85). Pokud se vyraz ve jmenovateli

Oup — 1+ \/5A§+(2—25)A§—3A§+2@A2{—5+1 (587

M (A —3)

bude blizit nule, normované napéti plijde k nekonec¢nu. Hrani¢ni kiivku piipustnych de-
formaci ziskdme, pokud polozime Q)3 rovno nule. Obr. 5.23 vykresluje implicitni funkci
Q3w = 0 pro pét hodnot parametru 5. Na horizontélni ose se nachéazi parametr limitniho
protazeni \,, a na vertikdlni ose hlavni protazeni \;. Kazda hrani¢ni kiivka rozdéluje ro-
vinu na dvé podoblasti, konvexni a konkavni plochu. Konvexni plocha urc¢uje kinematicky
pripustnou oblast deformaci pro zvoleny parametr \,,. Zato konkavni plocha urc¢uje kinema-
ticky nepfipustnou oblast deformaci. VSimnéme si, Ze se rostoucim parametrem § dochézi v
rovnoosém tahu (tj. pro A\; > 1) k zmenseni podoblasti kinematicky piipustnych deformaci.
Na druhou stranu s rostoucim parametrem /3 dochézi v tlaku (tj. pro 0 < A; < 1) k zvétseni
podoblasti kinematicky pripustnych deformaci, viz detail A na Obr. 5.23. Popsana zména
monoténnosti modelového chovani v tahu a tlaku odrazi miru zapojeni druhého hlavniho
invariantu pravého Cauchy-Greenova tenzoru deformace I5(C) skrze vztah (4.13).
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ST— 50
— B-0.25
4 B=0.50
— B-=0.75
— B-1.00
— 3 -
<", Detail A

Obrazek 5.23: Kinematicky pripustné deformace Van der Waalsova modelu pii rovnoosé
rovinné deformaci pro proménny parametr 3

Pravdivost tvrzeni ovérime na libovolné zvoleném parametru z intervalu hodnot
Am € (V/3,00). Uvazujme napf. hodnoty parametrit \,, = 4 a 8 = 0.5, pro které piiblizné
vypocteme kladné kotfeny rovnice Qs = 0, a tim obdrzime: A;, ~ 0.461, \y;, =~ 2.169.

5.3.3.3 Interpretace vysledkiu

Vzhledem k rovnosti slozek Cauchyho napéti o1; a 033 vysledky interpretujeme formou
grafickych zéavislosti pouze pro napéti o1;. Zavéry pro o33 budou totozné. Normované Cau-
chyho napéti (5.85) je funkci smésujiciho parametru 3, parametru limitniho protazeni A, a
deformace prostiednictvim hlavniho protazeni ;. Obr. 5.24 znazornuje zéavislost bezrozmeér-
ného napéti o7 /0 na hlavnim protazeni A\; postupné pro Sest zvolenych hodnot materidlového
parametru A, a fixni volbu § = 0. Lze pozorovat, Ze s rostoucim parametrem J\,, se mo-
del stava poddajnéjsim. Jednotlivé kiivky se asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam,
kterych dosahuji pro hodnoty nezévisle proménné A\; blizici se ke kladnym kofentim rovnice
Q3w = 0 s uvazenim odpovidajicich hodnot \,, a . Z grafu je patrné, ze Van der Waalsuv
model pro pfipad rovnoosé rovinné deformace do jisté miry vystihuje jev tuhnuti materialu
pozorovany v oblastech velkych deformaci.
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Obrézek 5.24: Piedpovéd Van der Waalsova modelu pii rovnoosé rovinné deformaci pro fixni
parametr § = 0 a proménny parametr A,

Obr. 5.25 vykresluje zéavislost bezrozmérného napéti o1;/p na hlavnim protazeni \; po-
stupné pro pét zvolenych hodnot materidlového parametru 5 a fixni volbu A, = 5. Vidime,
ze v tahové ¢asti (A\; > 1) se s rostoucim parametrem [ model stava tuzsim, ovSem v tla-
kové ¢asti (A; < 1) se s rostoucim parametrem £ model stava poddajnéjsim. Tato skutecnost
primo souvisi se zmensenim, resp. zvétsenim kinematicky pfipustné oblasti deformace v tahu,
resp. v tlaku, ke které dochéazi s vzrustajicim parametrem g, jak bylo ukdzano v pfedchozi
sekei 5.3.3.2. Jednotlivé kiivky se opét asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam a taktéz

sleduji jev tuhnuti materialu v oblastech velkych deformaci nezavisle na volbu parametru f.
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Obrézek 5.25: Piedpovéd Van der Waalsova modelu pii rovnoosé rovinné deformaci pro fixni
parametr \,, = 5 a proménny parametr 3

5.3.4 Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu
Cauchyho napéti

Nasleduje rekapitulace nenulovych slozek normovaného Cauchyho napéti pro Genttv mo-
del pfi rovnoosé rovinné deformaci:

on _om _ (-3 -1)
oo Az 220 1 (5.88)

Nasleduje rekapitulace nenulovych slozek normovaného Cauchyho napéti pro Van der
Waalsiiv model pti rovnoosé rovinné deformaci:

E:@:_ﬂ)@f—ﬁx\?—l—/\?—ﬂ)\%%—ﬁ—l (5.89)
poop Ly

Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pfi rovnoosé rovinné deformaci provedeme
pro zvolenou sadu hodnot parametru limitniho protazeni \,,. Pro Van der Waalstiv model
navic vykreslime zavislost bezrozmérného napéti na deformaci pro dvé varianty smésujiciho
parametru 3. Obr. 5.26 zobrazuje zéavislost normovaného Cauchyho napéti o11/p v tahu (tj.
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A1 > 1) na hlavnim protazeni ;. Totéz pouze pro tlakovou oblast deformace (tj. 0 < A\; < 1)

vykresluje Obr. 5.27.

Na zakladé obou niZe uvedenych vyobrazeni lze tvrdit, ze Gentuv i Van der Waalstv mo-
del sdili totozny trend. Pozvolny rist absolutni hodnoty napéti st¥ida strmy nartst. Napéti
obou modelt se limitné blizi nekone¢nu, a to nehledé na volbu materialovych parametri. 7Z
grafu na Obr. 5.26 pozorujeme, Ze mechanickid odezva Van der Waalsova modelu v tahové
oblasti deformace je pro tytéz hodnoty parametru A, tuzsi nezli odezva Gentova modelu. S
rostouci hodnotou parametru § navic Van der Waalsiiv model nabyvé na tuhosti.

20 - " . 7
: | : / — )\ =25
I / m ’ +~
| / -
I / A =4 5}
157 NI / — X =10
: i _'. / m
i /
— ] 4
=, / ——PB=0 A1 =25 75
l’ // m T@
3‘ 10+ : | // BZO )\.m:4 CG
= Dok
o . e ——B-0 A -10 =
P g m <
sl L - - <)
A /- B-1 2 25 | &
s B-11 -4 | g
S P m <
L~ B=1 A =10 | >
Z m
O T T
1 2 3 4
A ]

Obrazek 5.26: Porovnéni Gentova a Van der Waalsova modelu pfi rovnoosé rovinné deformaci

v tahu

Predpovéd napéti obou modela pro tlakovou oblast deformace zobrazuje graf na Obr.
5.27. Mechanicka odezva Van der Waalsova modelu s hodnotou parametru § = 0 pii rovnoosé
rovinné deformaci v tlaku je pro tytéz hodnoty parametru \,, tuzsi nezli odezva Gentova
modelu. S rostouci hodnotou parametru 3 se odezva Van der Waalsova modelu stava vice
poddajnéjsi, a tim se nejprve priblizuje odezvé Gentova modelu, az se v jeden okamzik stane

v

poddajnéjsi.
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Obrazek 5.27: Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pfi rovnoosé rovinné deformaci

v tlaku

Kinematicky pripustné deformace

Porovname-li grafy kinematicky piipustnych deformaci obou modeli z Obr. 5.21 a 5.23,
muzeme si v§imnout podoby hrani¢ni kfivky Van der Waalsova modelu pro parametr § =0
s hrani¢ni kiivkou Gentova modelu. Jejich shodu ovérime porovnanim prislusnych predpisia
hrani¢nich kiivek Q3¢ = 0 a Qs (5 = 0) = 0, viz rovnice (5.78) a (5.87). Po dosazeni 5 =0

do rovnice Qs = 0 ziskame vyjadieni

)\6_ )\4
Quw(8=0) = 1+ \/ SHoE =5 (5.90)

Trivialnimi apravami tohoto vyjadieni (5.90) dospé&jeme k rovnosti implicitnich predpist

obou hranic¢nich kiivek.
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5.4 Nafukovani tenkosténné membrany

5.4.1 Formulace tilohy

a) Referenéni konfigurace b) Prubézna konfigurace

)

Xo
vnitini tlak IT

. -
X, /

x3
- . < . h
Rez rovinou X; X5 H ) Rez rovinou x1x2 — q
— A
\ 7 7 ‘: 7>
A T T H T T ?
| IR N R
=1 R P 7 A S 7 P s 9 44 495 % e
L l

Obrazek 5.28: Tlustrace nafukovani tenkosténné membrany

Uvazujme dlouhou uzavienou tenkosténnou valcovou trubici o pocatecni délce L, tloustce
H a stfednim poloméru R, jez umistime do poc¢atku materidlového kartézského souradnico-
vého systému Xy tak, Ze osa trubice bude splyvat s hlavni soufadnicovou osou X;. Obr.
5.28 schematicky zachycuje uvazovany vytez z uzaviené trubice, jenz je dostatecné vzda-
leny od okraji. Predpokladédme, Ze tento vytez jiz neni ovlivnén uzavienymi konci trubice.
Za tenkosténnou povazujeme geometrii valce, jehoz stfedni polomér bude mnohonasobné
prevySovat tloustku stény, tj. R > H. V souvislosti s tim zavadime parametr tenkosténnosti

v X4 (5.91)
R

Uzavienou valcovou trubici v ¢ase zatizime konstantni axialni silou F..; a vnitinim tlakem
I1. Axiélni sila F,.; pusobi na obou koncich trubice a v prufezu stény je rovhomeérné rozpro-
stfena po obvodu kruznice o poloméru r. Zavadime ji vztahem F,..; = 2mrq prostifednictvim
pomérné sily vztazené na délku obvodu g. Nejprve provedeme transformaci do systému cylin-
drickych soufadnic, kterd nam zjednodusi praci s valcovou geometrii. Bod télesa v referenc¢ni
konfiguraci [ X7, Xs, X3], resp. bod télesa v pribézné konfiguraci [z, 9, 23], jednozna¢né po-
piSeme referen¢ni axialni soutadnici Z, referenénim polomérem R a referen¢nim thlem O,
resp. pribéznou axialni soufadnici z, prubéZnym polomérem r a pribéznym thlem 6 (kladny
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thel O, resp. #, zavadime v rovinach rovnobéznych s rovinou X5 X3 od kladné osy X, pravi-
dlem pravé ruky, resp. v rovinach rovnobéznych s rovinou x,x3 od kladné osy xy pravidlem
pravé ruky).

Nadéle budeme uvazovat idealizovanou kinematiku deformace, ktera predpoklada rovno-
mérné nafukovani a prodlouzeni (nebo zkraceni) trubice. Krut v tomto piipadé nepiipous-
time, tj. pro kazdy bod uvazovaného télesa v priubéhu deformace plati: § = ©. Pripoustime
pouze takova zdeformované télesa, ktera budou nabyvat tvaru valcové trubice s konecénou dél-
kou [, tloustkou h a stfednim polomérem r. Vztah mezi referen¢ni a pribéznou konfiguraci
charakterizujeme nasledujicim kinematickym pfredpisem

h=M\pH (5.92)
r= )\g@R (593)

kde \,.g oznacuje radidlni hlavni protaZeni, \gg obvodové hlavni protaZeni a X,z axidlni
hlavni protaZeni. Pomoci vySe uvedenych hlavnich protazeni vztahem s odvolanim na vzorec
(3.6) vypocteme deformaéni gradient a dle vztahu (3.36) vyjadiime piislusny pravy Cauchy-
Greenuv tenzor deformace

AMr 00

F=]0 Mo O (5.95)
0 0 Az
X, 0 0

C=10 X 0 (5.96)
0 0 A%

Na zavér predstaveni tilohy rekapitulujeme predpoklady, jenz budeme ve vypoctech nadale
aplikovat. Uvazujeme:

1. vyfez trubice, ktery je dostateéné vzdaleny od okraju, aby byl v celém prubéhu defor-
mace zachovan vélcovity tvar trubice,

2. tenkosténnou pocatecni geometrii, tj. R > H,
3. vazby piusobici na stfedni plose, které nijak neomezuji natoceni a radialni posuv,

4. zatizeni vnitfnim tlakem II a axialni silou F..4 rovhomérné rozprostienou po obvodu
kruznice o poloméru r,

5. rovinnou homogenni napjatost a prostorové homogenni deformace,

6. velké posuvy a deformace [23].
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5.4.2 Gentidv model
5.4.2.1 Urceni Cauchyho napéti

Prostfednictvim deformaé¢niho gradientu (5.95) nejprve vyjadiime prvni hlavni invariant
tenzoru C (dle rovnice (3.67) s vyuzitim matice pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace

(5.96)), tedy

L(C) = N+ Njg + A2, (5.97)

Nésledné prvni hlavni invariant (5.97) dosadime do Gentova modelu hustoty deformaéni
energie (4.9), a dusledkem toho obdrzime vyjadieni Ve, v zavislosti na veli¢inach A, Ago,
)\zZ7 )\m a [t

X2 -3 X2 Mg + N2, —
W — 1A =8) (1— ot 20 T Aoz 3) (5.98)

2 A2 —3
V dalsim kroku vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny hyperelasticky materiél
(3.76) k urceni slozek Cauchyho napéti. Vzhledem k faktu, Ze pro tento konkrétni piipad
jsou slozky deformacniho gradientu F,e, F,z, Fyr, Foz, F.r a F.,o nulové, zjistujeme, Ze
se rovnéz slozky Cauchyho tenzoru napéti o,9, 0,., 0g,, 09, 0. a 0.9 rovnaji nule. Pak
diagonalni slozky, jez jsou v dusledku vztahu (5.95) a (5.96) hlavnimi napétimi, nabyvaji
tvar

8‘1;Gent 2 )\2R + )\3@ + A2Z - 3 -1
rr — —)\r —p=pA 1—-=L z — .
o a)\rR R p HALR )\gn —3 p (5 99)
OV Grent , Ao+ A2 + A2, =3\ !
= —p= I z - 1
7% = e Moo — P #Aee( 32 3 p (5.100)
_ OVqent N2 Mgt Mo+ X2, =3\
Oz a)\zz )\ZZ —P= :U’)‘zZ 1- )\gn —3 -Dp (5101>

Dale vyjdeme z Laplaceova popisu tenkosténné trubice, abychom vyse uvedené konstitutivni
vztahy doplnili o nasledujici rovnice rovnovahy platné pro uzavienou tenkosténnou mem-
branu zatiZzenou vnitinim tlakem II a axialni silou F;..4

Grr =0 (5.102)
11
op = % (5.103)
rll Fred
_ 104
Oz 2h + 2rrh (5.104)

kde radialni slozku Cauchyho tenzoru napéti o,, predpokladdme vzhledem k uvazované ten-
kosténnosti trubice rovnou nule. V nasledujicim kroku uvedeme do rovnosti vztahy pro slozky
Cauchyho tenzoru napéti ziskané z konstitutivnich rovnic (5.99), (5.100), (5.101) a rovnic
rovnovahy (5.102), (5.103), (5.104) tedy

Mgt Mo+, -3\
/M?»R(l— R ;29_3 Z ) —p=0 (5.105)
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Ao+ A2+ A2, =3\ ! rIl
que(l— VR ) —p= (5.106)
A2, 4+ A2 + A2, — 3\ ! Pl Freq
)\2 1— rR 00 27 o _ T rea 5107
# ZZ( X2 3 P= o0 " 2 (5.107)

Nyni vy¢islime Lagrangetuv multiplikator p pomoci silové okrajové podminky o, = 0, ktera
je zakomponovéana v rovnici (5.105)

(5.108)

Ap 4+ M2+ A2, -3\
— )\2 1— TR 00 z2Z
Vypocet doplnime o predpoklad nestlac¢itelnosti (3.70), diky kterému radialni hlavni prota-

zeni \.g vyjadiime prostfednictvim obvodového hlavniho protazeni A\gg a axialniho hlavniho
protaZeni \,z. S vyuZitim vztahu pro vypocet jacobianu (3.8) poté souhrnné piseme

J = det|F| = Arhsod.s = 1 (5.109)
1
AR = 1
R Nory (5.110)

Vztahy pro Lagrangetv multiplikator (5.108), radialni hlavni protazeni (5.110) a kinematicky
predpis h = A\, g H ar = Ao R (viz rovnice (5.92), (5.93)) dosadime do rovnic (5.106), (5.107),
a tak ziskdme

A2 A2,z 10
1% e - /; — 00 N\2Z (5111)
wat AGG)\szGl T
2 Aozl Frogh,
Pz B _ Zeetez 1222 (5.112)
wat AeeAzszl 27 2T R?
kde
Norz) Mg+ A2, —3
wer = 1— (o )r) o7 (5.113)

A2 —3
Timto jsme obdrzeli dvé rovnice (5.111), (5.112) pro dvé neznamé Mg, Az, Ctyfi volené
veli¢iny II, Fl..4, T, R a dva materidlové parametry A, a p.

Uloha optimalizace

Jednou z moznych cest k feSeni uvedené soustavy rovnic, kterou se v této praci vydame, je
postup ve smyslu matematické tilohy optimalizace. Za timto tcelem zavedeme dvé pomocné
veli¢iny

U2 1 A2\ z11
Xeire = —22 — —L—— 209 (5.114)
o M)‘zZ I )‘g@AzZH F'red>\zZ
XaI - ) P} - - 2 (5115)
wWal )\66 )\Zsz1 27 2r TR
jez vyuzijeme k sestaveni cilové funkce
X = Xgirc + X?Lx (5116>

Strana 68



KAPITOLA 5. MECHANICKA ODEZVA VAN DER WAALSOVA A GENTOVA MODELU

K nalezeni hodnot obvodového hlavniho protazeni A\gg a axidlniho hlavniho protazeni A,z
pro zvolené hodnoty vnitintho tlaku II, axiélni sily F}.q, parametru tenkosténnosti T, refe-
ren¢niho stfedniho poloméru R, parametru limitntho protazeni A, a pocateé¢niho smykového
modulu pruznosti g budeme minimalizovat cilovou funkci x. Optimaliza¢ni tloha se v tomto
pripadé opira o fakt, ze hustota deformacni energie Wg.,; je polykonvexni funkce [9]. Tato
skutecnost zajistuje existenci globalniho minima funkce W¥ge,;. Hodnoty neznamych Ago a
A,z ziskdme nésledujicim postupem:

1. zvolime hodnoty veli¢in T, R, A\, a i, které budeme v nize uvedenych krocich uvazovat,

2. zvolime pozadovanou hodnotu pocateéniho predpéti trubice, tj. A.z = A.zini, prove-
deme prvotni minimalizaci cilové funkce y pro trubici nezatiZenou vnitinim tlakem,
tj. I = 0 MPa, a tim obdrzime piislusnou hodnotu axialni sily F,.; a pocatecniho
obvodového hlavniho protazeni \gg = Agoini,

3. provedeme findlni minimalizaci cilové funkce x, a to pravé v-krat pro v zvolenych
hodnot Ao > Mpeini, takto ziskdme konkrétni hodnoty tlaku II a axialniho hlavniho
protazeni \.z v v stavech deformace nafukované predepjaté valcové tenkosténné mem-
brany

Nakonec zpétnym dosazenim vy¢islenych veli¢in \gg, .z, A\ a p (s vyuZzitim substituce
(5.110) a vztahu pro Lagrangetiv multiplikator (5.108)) do rovnic (5.100), (5.101) dopocteme
nenulové slozky Cauchyho tenzoru napéti ogg a 0,z. Z kinematického predpisu (5.92) az (5.94)
pak 1ze dopocist pribézné velic¢iny h, r a z. Na zavér dodame, ze k minimalizaci cilové funkce
x byl v této praci vyuzit piikaz ,NLPSolve” zabudovany v optimaliza¢nim balicku softwaru
Maple 2018.0.

5.4.2.2 Kinematicky pripustné deformace

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.10)), ktery se vyskytuje v
Gentové modelu hustoty deformacni energie (4.9) a z vyjadfeni slozek Cauchyho tenzoru
napéti (5.111), (5.112) plyne omezeni kladené na obvodové hlavni protazeni Ao a axialni
hlavni protazeni A, v zavislosti na volbé parametru \,,. Pro urc¢eni kinematicky pfipustnych
deformaci vychazime z diskuze nad jmenovateli levych stran rovnic (5.111), (5.112), jelikoz
jmenovatele pravych stran téchto rovnic budou pro skute¢né pripady rtzné od nuly. Pokud
se vyraz ve jmenovateli

(Age)‘zz)il + Ao + A2z —3
A2 —3
bude blizit nule, slozky Cauchyho tenzoru napéti ogg a 0., pujdou k nekoneé¢nu. Hrani¢ni
plochu pripustnych deformaci ziskdme, pokud polozime wg rovno nule. Hrani¢ni kiivku pii-
pustnych deformaci pro zvolenou hodnotu parametru limitniho protazeni \,, pak predstavuje
konkrétni vrstevnice hrani¢ni plochy. Obr. 5.29 vykresluje implicitni funkci wg; = 0 vy¢isle-
nou pro tfi hodnoty parametru A,,. Na horizontalni ose se nachazi axialni hlavni protazeni
.z a na vertikalni ose obvodové hlavni protazeni A\gg. Vidime, Ze jednotlivé hrani¢ni kiivky
jsou ve skutecnosti kiivky uzaviené. Podoblast kinematicky pripustnych deformaci se pro
zvolenou hodnotu parametru \,, nachazi uvnit¥ pfislusné hrani¢ni kiivky. Podoblast kine-
maticky nepfipustnych deformaci se nachézi vné piislusné hrani¢ni k¥ivky. Z nize uvedeného

(5.117)

wGlzl—
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grafu vyplyva, Zze s vzristajici hodnotou parametru A, se zvétsuje podoblast kinematicky
pripustnych deformaci.

5
A =2
4- Km=2.5
-4
= 9
@
< 2]
1_
0 . : : .

A (1]
zZ

Obrazek 5.29: Kinematicky pripustné deformace Gentova modelu pii nafukovani tenkosténné
membrany pro tii hodnoty parametru A,

5.4.2.3 Interpretace vysledki

V sekci 5.4.2.1 byl uveden postup, kterym lze dospét k popisu stavu deformace pro
piipad nafukované predepjaté valcové tenkosténné membrany. V této ¢asti vyuzijeme tohoto
postupu k vyneseni grafi: vnitini tlak vs. deformace a napéti vs. deformace. Ucinime tak
pro dvé rizné hodnoty parametru limitniho protazeni A, a tii rizné hodnoty pocéatecniho
axialntho predpéti \,zi.i, abychom ziskali povédomi o chovani Gentova modelu v Sir$im
kontextu.

K sestrojeni grafii v celé této sekci 5.4.2.3 byl vyuzit Gentiv model hustoty deformadéni
energie Wgen: spolu s nasledujicimi hodnotami materidlovych parametri a vypocetnich ve-
li¢in: pocatecni smykovy modul pruznosti y = 1 MPa, parametr tenkosténnosti T = 0.1 a
referenc¢ni stfedni polomér R = 10 mm. Jednotlivé kiivky nize uvedenych grafi sestavaji z
v diskrétnich bodt, kde pro sekci 5.4.2.3 plati v = 5000. Tyto body jsou vysledkem mini-
malizace cilové funkce y, ktera probéhla pravé v-krat, pro neznamé veli¢iny I, A,z a volené
Veliéiny )\99, Fred7 )\m, M, T aR.

Vnitini tlak vs. deformace (), = 4)

Leva strana Obr. 5.30 vykresluje zavislost vnitiniho tlaku IT na obvodovém hlavnim pro-
tazeni A\ge pro hodnotu parametru limitniho protazeni A,, = 4 v tfech variantach pocatecniho
axialniho predpéti A\.zimi = 1, A\ozini = 1.5 a A,z = 2, které odpovidaji konstantni axialni
sile predpéti Froq = O N, Freq =~ 69.44 N a F,.q =~ 129.95 N. Pozorujeme, Ze jednotlivé kiivky
se asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam. Jedna se o diisledek existence podoblasti
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kinematicky pripustnych deformaci, kterd je obklopena hrani¢ni kfivkou pro \,, = 4, viz
Obr. 5.29. Vidime, Ze pro tento konkrétni piipad s rostouci hodnotou tlaku IT deformace Agg
monoténné roste. Kiivky lze pomyslné rozdélit na tii ¢asti: poc¢atecni o malé poddajnosti,
stfedni o velké poddajnosti, asymptoticka o velmi malé poddajnosti. Pritomnost predpéti
A.zini S€ projevuje snizenim hodnoty pocatecni deformace Aggini, tj. pro II = 0 a zvySenim
celkového rozsahu deformace \gg v prubéhu nafukovani.

Prava strana Obr. 5.30 znézornuje zéavislost vnitiniho tlaku II na axidlnim hlavnim pro-
tazeni A,z za stejnych podminek vypoctu, jako v predchozim odstavci. Opét pozorujeme,
ze jednotlivé krivky se asymptoticky opét blizi svym limitnim hodnotdm. Vidime, Ze pro
tento konkrétni pripad s rostouci hodnotou tlaku II deformace A,z monoténné roste. Kiivky
lze pomyslné rozdélit na tii ¢asti: pocatecni o malé poddajnosti, stfedni o velké poddaj-
nosti, asymptoticka o velmi malé poddajnosti. Pfitomnost predpéti A, z;,; se u vykreslenych
kiivek projevuje snizenim celkového rozsahu deformace A,z v pribéhu nafukovani. Tento fe-
nomén lze pozorovat napt. u predepjatych lidskych tepen, které v pribéhu tlakovych zmén v
krvi vyvolanych srde¢ni revoluci minimalizuji svou axialni deformaci [22][23]. Z pravé strany
Obr. 5.30 usuzujeme, Ze muze existovat konkrétni hodnota axidlniho predpéti A,z;n:, ktera
by zajistila priblizné konstantni hodnotu axialntho hlavniho protazeni \,; v celém pribéhu
nafukovani valcové tenkosténné membrany.

0.20 0.20
S A 4 -
m zZini m zZini
A -4r =15 A4 n =15
0.154 m zZini 0.151 m zZini
) I
—_ m zZini —_— m zZini
[ <
a9 =™
2, 0.10 2, 0.101
= =
0.051 p=1MPa 0.05- =1 MPa
R=10 mm R =10 mm
T=0.1 T =0.1
0= v v : v v 0 v v : ; v
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5
Yo L1] A 0]

Obréazek 5.30: Predpovéd Gentova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné membrany —
tlak IT vs. obvodové hlavni protaZeni \gg (vlevo) a tlak IT vs. axialni hlavni protazeni A,z
(vpravo) — pro fixni parametr \,, = 4 a proménné pocatecni axialni pfedpéti trubice A,z

Vnitini tlak vs. deformace (), = 10)

Leva strana Obr. 5.31 vykresluje zavislost vnitiniho tlaku II na obvodovém hlavnim prota-
zeni Ago pro hodnotu parametru limitniho protazeni \,, = 10 v tfech variantach poc¢atecniho
axialniho predpéti A.zii = 1, A\ozini = 1.5 a A\, z;n; = 2, které odpovidaji konstantni axialni
sile predpéti Freq = 0 N, Fleq = 66.72 N a F,.q ~ 112.27 N. Pozorujeme, Ze jednotlivé kiivky
se asymptoticky bliz{ svym limitnim hodnotam. Jedna se o diisledek existence podoblasti ki-
nematicky pfipustnych deformaci, ktera je obklopena hrani¢ni kiivkou pro A, = 10. Vidime,
ze pro tento konkrétni pripad s rostouci deformaci A\gg tlak II monoténné roste k prvnimu
lokdlnimu extrému, kde se modelové chovani zméni a s rostouci deformaci \gg tlak II zacne
klesat k druhému lokdlnimu extrému. Od néj dale tlak IT s rostouci deformaci Apg monotoénné
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roste do nekonecna. V popsané oblasti, kde s rostouci deformaci Ao tlak II klesa, Gentuv
model predpovida ztratu stability tenkosténné membrany. Kiivky lze pomyslné rozdélit na
tTi Casti: pocCatecni o malé poddajnosti, stfedni vykazujici ztratu stability, asymptoticka o
velmi malé poddajnosti. Pritomnost predpéti A,z se projevuje snizenim hodnoty poca-
tecéni deformace Agoini, tj. pro II = 0, zvySenim celkového rozsahu deformace A\gg v pribéhu
nafukovéani a poklesem hodnoty tlaku II v bodé prvniho a druhého lokalniho extrému.

Prava strana Obr. 5.31 znézornuje zéavislost vnitiniho tlaku II na axidlnim hlavnim pro-
tazeni A,z za stejnych podminek vypoctu, jako v predchozim odstavci. Opét pozorujeme, ze
jednotlivé krivky se opét asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam. Vidime, Ze pro tento
konkrétni pripad s rostouci deformaci A,z tlak II monoténné roste k prvnimu lokalnimu
extrému, kde se modelové chovani zméni a s rostouci deformaci A, tlak II zacne klesat k
druhému lokalnimu extrému. Od néj dale tlak II s rostouci deformaci A,z monoténné roste
do nekonecna. V popsané oblasti, kde s rostouci deformaci A,z tlak II klesa, Gentiv mo-
del predpovidé ztratu stability tenkosténné membrény. Kiivky lze pomyslné rozdélit na tii
¢asti: pocatecni o malé poddajnosti, stfedni vykazujici ztratu stability, asymptoticka o velmi
malé poddajnosti. Pritomnost pfedpéti A,z se u vykreslenych kiivek projevuje snizenim
celkového rozsahu deformace A,z v prubéhu nafukovani a poklesem hodnoty tlaku II v bodé
prvniho a druhého lokalntho extrému.
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Obréazek 5.31: Piredpovéd Gentova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné membrany —
tlak IT vs. obvodové hlavni protaZeni \gg (vlevo) a tlak IT vs. axialni hlavni protazeni A,z
(vpravo) — pro fixni parametr \,, = 10 a proménné pocate¢ni axialni predpéti trubice A,z

Cauchyho napéti vs. deformace

Nenulové slozky Cauchyho tenzoru napéti ogg a 0., v jednotlivych stavech deformace
valcové tenkosténné membrany obdrzime zpétnym dosazenim veli¢in \gg, A.z, A\ & p do
rovnic (5.100), (5.101) s vyuzitim vztahtu pro Lagrangetv multiplikator (5.108) a radialni
hlavni protazeni (5.110). Na Obr. 5.32 je vynesena zavislost obvodového napéti ogp na obvo-
dové deformaci \gg (v levé Casti) a zavislost axialniho napéti o, na axialni deformaci A,z
(v pravé ¢asti) pro hodnotu parametru \,, = 4 v tfech variantach pocate¢niho axialniho
predpéti A\.zini = 1, Aizini = 1.5 a Az = 2. Tyto dva grafy koresponduji s modelovou
odezvou z Obr. 5.30, tj. jedné se o shodné stavy deformace za totoznych podminek vypo-
¢tu. Muzeme pozorovat, ze obé napéti gy a 0., jsou monoténné rostouci funkce prislusnych
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deformaci A\gg, A.z. Pro hodnoty hlavnich protazeni blizici se hrani¢ni kiivce o implicitnim
predpisu wg1 (A, = 4) = 0 se obé slozky Cauchyho tenzoru napéti limitné blizi nekoneénu.
Dale vidime, Ze s rostoucim axialnim predpétim \,z;,; hodnota napéti gy pro zvolenou hod-
notu deformace \gg vzrusta. Naopak s rostoucim axialnim predpétim \.z;,; hodnota napéti
0., pro zvolenou hodnotu deformace .z klesa. Za povSimnuti rovnéz stoji viditelny rozdil
pocatki kiivek axidlntho napéti o,, vs. axidlni deformace \,z. Jedna se o stav napjatosti
valcové tenkosténné membrény, ktery byl vyvozen aplikovanym predpétim A.z;,; a nulo-
vym vnitinim tlakem II. Z tohoto duvodu kfivka napéti o,, za¢inad v nule jen pro pfipad
nepredepjaté valcové membréany.

Obr. 5.33 vykresluje zavislost obvodového napéti ogy na obvodové deformaci Agg (v levé
Casti) a zavislost axialniho napéti o, na axialni deformaci A\, (v pravé ¢asti) pro hodnotu
parametru A, = 4 v tfech variantach pocate¢niho axialniho predpéti A,z = 1, A\.zini = 1.5
a Azini = 2. Tyto dva grafy koresponduji s modelovou odezvou z Obr. 5.36, tj. jedné se
o shodné stavy deformace za totoznych podminek vypoctu. Obé napéti ggp a 0., jsou mo-
notéonné rostouci funkce prislusnych deformaci A\go, A.z. Nakonec pozorujeme, ze s rostouci
hodnotou parametru A, se piedpovéd Van der Waalsova modelu pro napéti og a o,, stava

[

poddajnéjsi.
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Obréazek 5.32: Predpovéd Gentova modelu pii nafukovéani véalcové tenkosténné membrany
— obvodova slozka Cauchyho tenzoru napéti ogy vs. obvodové hlavni protazeni A\gg (vlevo),
axialni slozka Cauchyho tenzoru napéti o,, vs. axialni hlavni protaZeni A\, (vpravo) — pro
fixni parametr \,, = 4 a proménné pocatecni axidlni pfedpéti trubice A, z;n;
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Obréazek 5.33: Piredpovéd Gentova modelu pfi nafukovani véalcové tenkosténné membrany
— obvodova slozka Cauchyho tenzoru napéti ogy vs. obvodové hlavni protazeni \ge (vlevo),
axialni slozka Cauchyho tenzoru napéti o, vs. axiélni hlavni protazeni A, (vpravo) — pro
fixni parametr \,, = 10 a proménné pocatecni axialni predpéti trubice \,zin;

5.4.3 Van der Waalstv model
5.4.3.1 Urceni Cauchyho napéti

Odvozeni Cauchyho napéti s vyuzitim Van der Waalsova materidlového modelu obnasi
srovnatelnou posloupnost krokt, jako tomu bylo pro Genttv materidlovy model v sekci
5.4.2.1. Prostfednictvim deformac¢niho gradientu (5.95) nejprve vyjadiime prvni a druhy
hlavni invariant tenzoru C (dle rovnic (3.67) a (3.68) doplnénych o vyjadfeni matice pra-
vého Cauchy—Greenova tenzoru deformace (5.96)). Shodné obdrzime prvni (5.97) a druhy
hlavni invariant

1
I,(C) = B ((/\21% + Ao + /\zz)2 — Mg — Ao — Aiz) (5.118)

Nésledné oba hlavni invarianty (5.97), (5.118) dosadime do Van der Waalsova modelu hustoty
deformacni energie (4.11), a tim ziskdme vyjadient Yy snderwaars V zavislosti na veli¢inach \, g,
Aos A2z, Am, B a . Pro jednoduchost budeme nadéle uvazovat parametr globalni interakce a
roven nule. K uréeni slozek Cauchyho napéti vyuzijeme konstitutivni rovnici pro nestlacitelny
hyperelasticky material (3.76). Diky skute¢nosti, ze pro tento konkrétni piipad jsou slozky
deformacniho gradientu F,e, F,z, Fyr, Fyz, F.r a F,e nulové, zjistujeme, Ze se rovnéz slozky
Cauchyho tenzoru napéti .9, 0,., 09, 04, 0., a 0,9 rovnaji nule. Pak diagonalni slozky, jez
jsou v dusledku vztahu (5.95) a (5.96) hlavnimi napétimi, nabyvaji tvar

((1 — Mo — Aiz)ﬁ — 1),“)\3}2
Gy = “p (5.119)
Wy1
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(1= X2 = 22)8 = 1)ure

Opp — — P (5120)

Wy
((1 - /\72~R - Ag@)ﬁ - 1)M/\§Z

O,y = —p (5.121)

Wy
kde
(Mo + X2, = )N+ (M2 = 1) Nsg — A2 ) B+ N+ N + A2, = 3
wyp = —1+

A2 —3

(5.122)
Dale vyjdeme z Laplaceova popisu tenkosténné trubice, abychom vyse uvedené konstitutivni
vztahy doplnili o nasledujici rovnice rovnovahy platné pro uzavienou tenkosténnou mem-
branu zatizenou vnitinim tlakem II a axidlni silou Fj.4

o =0 (5.123)
I
Ggp = % (5.124)
TH Fred
2z — ~q1 5.125
7= = o T 2nrh (5.125)

kde radialni slozku Cauchyho tenzoru napéti o,, predpokladame vzhledem k uvazované ten-
kosténnosti trubice rovnou nule. V nasledujicim kroku uvedeme do rovnosti vztahy pro slozky
Cauchyho tenzoru napéti ziskané z konstitutivnich rovnic (5.119), (5.120), (5.121) a rovnic
rovnovahy (5.123), (5.124), (5.125) tedy

(1= 36 = 22)8 1) ux

=0 (5.126)
Wy1
(=X —22)5-1)u¥e  m
_o_rid 5.127
wvi g h ( )
((1_)\3}2_)\36)5—1)#)\32 B TH+ Frea (5 128)
o p= 2h  2mrh .

Nyni vy¢islime Lagrangetuv multiplikator p pomoci silové okrajové podminky o, = 0, ktera
je zakomponovéana v rovnici (5.126)

(1= 23— 22)8 - 1),
p= (5.129)
Wy

Vypocet doplnime o predpoklad nestlacitelnosti (3.70), diky kterému radialni hlavni prota-
zeni \,r vyjadiime prostrednictvim obvodového hlavniho protazeni Agg a axialniho hlavniho
protazeni \,z. Vztahy pro Lagrangetv multiplikator (5.129), radialni hlavni protazeni (5.110)
a kinematicky predpis h = \,gH a r = Mg R (viz rovnice (5.92), (5.93)) dosadime do rovnic
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(5.127), (5.128), a tak ziskame

(BMMZ + (Mo = BMo = B +B8=1)1 2\,

5.130
v, T (5.130)
- <ﬁ)\3@)\§z + (Nl = BX, = B) Ao + B — 1)M C A2oA \ Fraez (5.131)
wyad2 A2 T 27T R2 '
kde
(ﬁ)\gz +(1-5) /\zz> Mo + ((1 — BNy = 3N, + 5) Ao +BAZ; —B+1
wyz = —1+

NoA2z (A% = 3)

(5.132)
Timto jsme obdrzeli dvé rovnice (5.130), (5.131) pro dvé neznamé Mg, .z, Ctyfi volené
veli¢iny II, Fl..q, T, R a tfi materidlové parametry 5, A\, a p.

Uloha optimalizace

Za ucelem TeSeni vyse uvedené soustavy rovnic zavedeme dvé pomocné veli¢iny

<ﬁ)‘§®)\§z + (Mo — BN — B)AZ; + 8 — 1)“ A\ 1T

Leire = — 5.133
RSB ER T (5.133)
L <B)‘§®)‘§Z + (lez - BXZLZ - 5)>\ge + 8- 1>M B )\ge)\ZZH B Eroa).z (5.134)
o Wy 2 )\zz)\g@ 2T 27T R? .
jez vyuzijeme k sestaveni cilové funkce
L= Lgirc + L?Lx (5135>

K nalezeni hodnot obvodového hlavniho protazeni \gg a axialniho hlavniho protazeni A,z
pro zvolené hodnoty vnitiniho tlaku II, axialni sily F..q4, parametru tenkosténnosti T, refe-
ren¢niho stfedniho poloméru R, parametru limitniho protazeni A, a pocate¢niho smykového
modulu pruznosti p budeme minimalizovat cilovou funkeci ¢. Popis jednotlivych krokt fesent
této optimaliza¢ni tlohy je detailné uveden v sekci 5.4.2.1.

5.4.3.2 Kinematicky pripustné deformace

Z defini¢niho oboru pfirozeného logaritmu (viz podminku (4.14)), ktery se vyskytuje ve
Van der Waalsové modelu hustoty deformacni energie (4.11) a z vyjadieni slozek Cauchyho
tenzoru napéti (5.130), (5.131) plyne omezeni kladené na obvodové hlavni protazeni A\gpo a
axialni hlavni protazeni A,z v zavislosti na volbé parametra )\, a 8. Pro urceni kinematicky
pripustnych deformaci vychazime z diskuze nad jmenovateli levych stran rovnic (5.130),
(5.131), jelikoz jmenovatele pravych stran téchto rovnic budou pro skuteéné piipady rizné
od nuly. Pokud se vyraz ve jmenovateli
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(B + (1= 8)22 )Mo + (1 = B)AL, = 3N, + B) M + 822, — B+1
NjoAZz (A, = 3)

wyg = —1+

(5.136)
bude blizit nule, slozky Cauchyho tenzoru napéti ogg a 0., pujdou k nekone¢nu. Hrani¢ni
plochu pfipustnych deformaci ziskdme pro zvolenou hodnotu parametru 3, pokud polozime
wyo rovno nule. Hrani¢ni kiivku piipustnych deformaci pro zvolenou hodnotu parametru
limitniho protazeni \,, pak pfedstavuje konkrétni vrstevnice hrani¢ni plochy. Obr. 5.34 vy-
kresluje implicitni funkci wy o = 0 vycislenou pro dvé hodnoty parametru 8 a pro dvé hodnoty
parametru A,,. Na horizontalni ose se nachazi axialni hlavni protazeni A\.; a na vertikalni
ose obvodové hlavni protazeni \gg. Vidime, Ze jednotlivé hrani¢ni kiivky jsou ve skutec-
nosti kfivky uzaviené. Podoblast kinematicky pfipustnych deformaci se pro zvolené hodnoty
parametra § a A, nachazi uvnitf prislusné hrani¢éni kiivky. Podoblast kinematicky nepiipust-
nych deformaci se nachazi vné prislusné hrani¢ni kiivky. Z nize uvedeného grafu vyplyva, ze
s vzrustajici hodnotou parametru A, se zvétsuje podoblast kinematicky pripustnych defor-
maci. S vzrustajici hodnotou parametru § dochazi ke zméné tvaru hrani¢éni krivky a taktéz
mirnému zvétseni podoblasti kinematicky pfipustnych deformaci. Mira zapojeni druhého
hlavniho invariantu pravého Cauchy—Greenova tenzoru deformace I5(C) se znatelné odrazi
na zvétseni kinematicky pripustné deformace A,z pro Age < 1, resp. A\go pro A,z < 1. Za
povsimnuti stoji, Zze vykreslené hrani¢ni kiivky lze pomyslné rozdélit na kfivky, jejichz pri-
béh se podoba grafu hyperboly Ao = 1/(X.z). S vzristajici hodnotou parametru /5 se pak
viditelné zmensuje délka hlavnich os téchto hyperbol.

8T
5 F | km=2.5 B-0.5
¥ I — L -4 B-05
61: "
S a kmzz.s B-1
i ‘~.‘| A -4 B-1
4 m
3
2
5 6 7 8

Obrazek 5.34: Kinematicky pripustné deformace Van der Waalsova modelu pii nafukovani
tenkosténné membrany pro dvé hodnoty parametru 5 a dvé hodnoty parametru A,
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5.4.3.3 Interpretace vysledki

K sestrojeni grafi v celé této sekci 5.4.2.3 byl pouzit Van der Waalsuv model hustoty
deformacni energie Wy  nderwaars SpPolu s nasledujicimi hodnotami materidlovych parametri
a vypocetnich veli¢in: poc¢ateéni smykovy modul pruznosti ¢ = 1 MPa, parametr tenkostén-
nosti T = 0.1 a referen¢ni stfedni polomér R = 10 mm. Jednotlivé kiivky niZze uvedenych
grafi sestavaji z v = 5000 diskrétnich bodi. Tyto body jsou vysledkem minimalizace cilové
funkce ¢, ktera probéhla pravé v-krat, pro neznamé veli¢iny II, A,z a volené veli¢iny Ago,
Frea, B, Ay i1, T a R.

Vnitini tlak vs. deformace (\,, =4, 8 =0)

Leva strana Obr. 5.35 vykresluje zavislost vnitiniho tlaku II na obvodovém hlavnim
protazeni A\go pro hodnoty parametru A,, = 4, 5 = 0 v tfech variantach poc¢atec¢niho axiélniho
predpéti A.zini = 1, A\ozini = 1.5 a A\.zini = 2, které odpovidaji konstantni axidlni sile
predpéti Fr.g = 0N, F,oq &~ 84.15 N a F,.q ~ 180.92 N. Pozorujeme, ze jednotlivé kiivky se
asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam, viz Obr. 5.34. Vidime, Ze pro tento konkrétni
piipad s rostouci hodnotou tlaku II deformace \gg monotéonné roste. Pritomnost predpéti
A.zini S€ projevuje snizenim hodnoty pocatecni deformace Apgini, tj. pro II = 0 a zvySenim
celkového rozsahu deformace A\gg v prubéhu nafukovani.

Pravé strana Obr. 5.35 znazornuje zavislost vnitinfho tlaku Il na axiédlnim hlavnim pro-
tazeni A,z za stejnych podminek vypoctu, jako v predchozim odstavci. Opét pozorujeme,
ze jednotlivé kiivky se asymptoticky opét blizi svym limitnim hodnotam. Vidime, Ze pro
pripady pocatecniho axiadlniho predpéti A,z = 1 a A\, z;ni = 1.5 s rostouci hodnotou tlaku
IT deformace A,z monotonné roste. Naopak u modré kiivky (\,zin; = 2) dochézi mimo jiné k
mirnému poklesu v priubé&hu nafukovani. P¥itomnost predpéti A, z;.; se u vykreslenych kiivek
projevuje snizenim celkového rozsahu deformace \,; v prubéhu nafukovani. Kfivky z pravé i
levé strany Obr. 5.35 lze pomyslné rozdélit na tii ¢asti: pocatecni o malé poddajnosti, stfedni
o velké poddajnosti, asymptotickd o velmi malé poddajnosti.

0.4 0.4
— A =4 A
m zZini
A =4 A .
0.3 m zZini 0.3
A -4
=y m zZini =y
[am a3
502 3 EOZ
= — =
=1 MPa
0.1 H 0.1
R =10 mm
T=0.1
01— { . . T T 0
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

7»9@ [1]
Obrazek 5.35: Predpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné
membréany — tlak IT vs. obvodové hlavni protazeni A\ge (vlevo) a tlak IT vs. axialni hlavni
protazeni A,z (vpravo) — pro fixni parametry \,, = 4, 8 = 0 a proménné pocatecni axialni
predpéti trubice A,z
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Vnitini tlak vs. deformace (\,, = 10, § =0)

Levéa strana Obr. 5.36 vykresluje zavislost vnitiniho tlaku IT na obvodovém hlavnim pro-
tazeni A\ge pro hodnoty parametru A,, = 10, 8 = 0 v tfech variantach pocéate¢niho axialniho
predpéti \.zini = 1, A\ozini = 1.5 a A,z = 2, které odpovidaji konstantni axialni sile pred-
péti Freqg = 0 N, Fleqg = 71.90 N a F,..q ~ 128.40 N. Pozorujeme, ze jednotlivé kiivky se
asymptoticky blizi svym limitnim hodnotdm. Vidime, Ze pro tento konkrétni ptipad s ros-
touci deformaci A\gg tlak II monoténné roste k prvnimu lokdlnimu extrému, kde se modelové
chovani zmeéni a s rostouci deformaci Agg tlak II zacne klesat k druhému lokalnimu extrému.
Od ngj déle tlak IT s rostouci deformaci Ago monoténné roste do nekonecna. Popsané chovani
neplati pro modrou kfivku s hodnotou pocatecniho axialniho predpéti A,z = 2. V oblasti,
kde s rostouci deformaci A\gg tlak II klesa, Van der Waalstiv model predpovidé ztratu stability
tenkosténné membréany. Zda se, Ze s rostouci hodnotou A, z;,; model ustupuje od predpovédi
ztraty stability. Pritomnost predpéti A.z;,; se dale projevuje snizenim hodnoty pocatecéni
deformace Aggini, tj. pro Il = 0, zvySenim celkového rozsahu deformace A\gg v prubéhu nafu-
kovani a poklesem hodnoty tlaku IT v bodé prvniho a druhého lokalniho extrému.

Prava strana Obr. 5.36 znazornuje zavislost vnitiniho tlaku II na axidlnim hlavnim pro-
tazeni A,z za stejnych podminek vypoctu, jako v predchozim odstavci. Opét pozorujeme, ze
jednotlivé kiivky se opét asymptoticky blizi svym limitnim hodnotam. Vidime, Ze pro tento
konkrétni pripad s rostouci deformaci A,z tlak II monoténné roste k prvnimu lokélnimu
extrému, kde se modelové chovani zméni a s rostouci deformaci A, tlak II zacne klesat k
druhému lokélnimu extrému. Od néj dale tlak II s rostouci deformaci A,z monoténné roste
do nekone¢na. Popsané chovani opét neplati pro modrou kfivku s hodnotou pocatecniho
axialniho predpéti A.z;,; = 2. V oblasti, kde s rostouci deformaci A,z tlak Il klesia, Van
der Waalsiiv model predpovida ztratu stability tenkosténné membrany. Pritomnost pted-
péti A\, zin: se u vykreslenych kiivek projevuje snizenim celkového rozsahu deformace A7 v
prubéhu nafukovani a poklesem hodnoty tlaku IT v bodé prvniho a druhého lokélniho ex-
trému. Kiivky z pravé i levé strany Obr. 5.36 1ze pomyslné rozdélit na tii ¢asti: pocatecéni
o malé poddajnosti, stfedni vykazujici ztratu stability (resp. stfedni o velké poddajnosti),
asymptotickd o velmi malé poddajnosti.

0.20 0.20
— X =10 A_ -1 w=1MPa
m zZini
S U R =10 mm
0.151 m zZini 0.151
—a-10a -2 | T=01
m zZini
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R =10 mm
T=0.1

Obrazek 5.36: Piedpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné
membréany — tlak II vs. obvodové hlavni protazeni Ao (vlevo) a tlak II vs. axialni hlavni
protazeni A,z (vpravo) — pro fixni parametry \,, = 10, 8 = 0 a proménné pocate¢ni axialni
predpéti trubice A,z
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Cauchyho napéti vs. deformace

Nenulové slozky Cauchyho tenzoru napéti ogg a o,, v jednotlivych stavech deformace
valcové tenkosténné membrany obdrzime zpétnym dosazenim veli¢in Mg, A.z, A\ a p do
rovnic (5.120), (5.121) s vyuzitim vztahtu pro Lagrangeuv multiplikitor (5.129) a radialni
hlavni protazeni (5.110). Na Obr. 5.37 je vynesena zavislost obvodového napéti ogg na ob-
vodové deformaci Mg (v levé Casti) a zavislost axialniho napéti o,, na axialni deformaci
A,z (v pravé ¢asti) pro hodnoty parametriu \,, = 4, § = 0 v tfech variantach pocate¢niho
axialniho predpéti .z = 1, A.zini = 1.5 a Az = 2. Tyto dva grafy koresponduji s mo-
delovou odezvou z Obr. 5.35, tj. jedna se o shodné stavy deformace za totoznych podminek
vypoctu. Miizeme pozorovat, ze obé napéti oy a o,, jsou az na modrou kiivku o hodnoté
A.zini = 2 monoténné rostouci funkce prislusnych deformaci \gg, A.z. Pro hodnoty hlav-
nich protazeni blizici se hrani¢ni kiivce o implicitnim predpisu wys(N,, = 4,5 = 0) = 0 se
obé slozky Cauchyho tenzoru napéti limitné blizi nekone¢nu. Déale vidime, Ze s rostoucim
axialnim predpétim A, z;,; hodnota napéti ogy pro zvolenou hodnotu deformace \gg vzrusté.
Naopak s rostoucim axialnim predpétim A,z;,; hodnota napéti 0., pro zvolenou hodnotu
deformace A,z klesé.

Obr. 5.38 vykresluje zavislost obvodového napéti ogy na obvodové deformaci Agpg (v levé
Casti) a zavislost axialniho napéti o,, na axialni deformaci A,z (v pravé ¢asti) pro hodnoty
parametri \,, = 4, § = 0 v tfech variantdch pocatecniho axidlniho predpéti A,z = 1,
Aozini = 1.5 a A\ zini = 2. Tyto dva grafy koresponduji s modelovou odezvou z Obr. 5.31,
tj. jedné se o shodné stavy deformace za totoznych podminek vypoc¢tu. Mimo vyse uvedené
zavéry, které identicky aplikujeme na sérii kiivek slozek Cauchyho napéti vs. deformace s
uvazovanou hodnout parametru A,, = 10, vyzdvihneme postieh, ze s rostouci hodnotou

v

parametru \,, se predpovéd Gentova modelu pro napéti ogy a 0., stava poddajnéjsi.
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Obrazek 5.37: Piedpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné
membrany — obvodova slozka Cauchyho tenzoru napéti gy vs. obvodové hlavni protazeni
Mo (vlevo), axialni slozka Cauchyho tenzoru napéti o, vs. axialni hlavni protazeni A,
(vpravo) — pro fixni parametry \,, = 4, f = 0 a proménné pocateéni axialni predpéti trubice
- Zini
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Obrazek 5.38: Predpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné
membrany — obvodova slozka Cauchyho tenzoru napéti ogg vs. obvodové hlavni protazeni
Mo (vlevo), axialni slozka Cauchyho tenzoru napéti o, vs. axialni hlavni protazeni A,z
(vpravo) — pro fixni parametry A, = 10, § = 0 a proménné pocatecni axialni predpéti
trubice )\zZim‘

Vliv parametru

Vliv smésujiciho parametru 5 na predpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani
tenkosténné membrany demonstrujeme na dvou relevantnich sadéch grafi pro dvé hodnoty
pocatecniho axialniho predpéti A,z;,; a ¢tyfi proménné hodnoty parametru . Leva strana,
resp. prava strana, Obr. 5.39 vykresluje zavislost vnitiniho tlaku Il na obvodovém hlavnim
protazeni \gg, resp. axialnim hlavnim protazeni Az, pro hodnotu fixntho parametru A, = 4
a Ctyfi hodnoty parametru § v jedné varianté pocéateéniho axialniho predpéti A,z = 1.
Leva strana obrazku nam ukazuje, Ze s rostoucim parametrem [ se model v obvodovém
sméru stava nejprve tuzsim, pro urcitou hodnotu parametru § dosahne maximalni tuhosti a
od této hodnoty model s rostoucim [ zvysSuje svou poddajnost. Zminénou zlomovou hodnotu
parametru odhadujeme na 5 = 0.5. Na pravé strané obrazku zaznamenavame pozoruhodnou
zménu chovani modelu v axialnim sméru deformace. S rostouci hodnotou parametru 5 se v
prubéhu nafukovani nejprve snizuje rozsah axiélni deformace A,z > 1, pro zlomovou hodnotu
parametru 8 = 0.5 nastava nafukovani membréany s ptiblizné konstantni axialni deformaci
A,z a s nadale rostouci hodnotou parametru S se zvysuje rozsah axialni deformace v opa¢ném
sméru A,z < 1. Zda se byt zajimavé, zZe mira zapojeni druhého hlavniho invariantu pravého
Cauchy-Greenova tenzoru deformace I5(C) vyznamné ovliviuje smér deformace v axidlnim
sméru v prubéhu nafukovani.

Levéa strana, resp. prava strana, Obr. 5.40 vykresluje zavislost vnitintho tlaku II na ob-
vodovém hlavnim protazeni A\gg, resp. axidlnim hlavnim protazeni \,z, pro hodnotu fixniho
parametru A,, = 4 a ¢tyfi hodnoty parametru S v jedné varianté pocéatecniho axiélniho
predpéti A,z = 2, kterda odpovidéa konstantni axialni sile Fj.q ~ 180.92 N pro hodnotu pa-
rametru 8 = 0, resp. F..q =~ 153.54 N pro g = 0.25, resp. Freq &~ 102.96 N pro 5 = 0.75, resp.
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Freq = 79.69 N pro f = 1. Leva strana obrazku nam ukazuje, Ze s rostoucim parametrem [
se model v obvodovém sméru stavé jednak tuzsim pro malé hodnoty deformace A\yo, ale také
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Obrazek 5.39: Predpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani nepiedepjaté vélcové
tenkosténné membrany (tj. A,z = 1) — tlak I vs. obvodové hlavni protazeni A\gg (vlevo)
a tlak IT vs. axialni hlavni protazeni A,z (vpravo) — pro fixni parametr \,, = 4 a proménny
parametr 3

v

poddajnéjsim pro velké hodnoty deformace M\gg. Zda se, Zze od jisté hodnoty parametru J
model predpovidéa ztratu stability. Na pravé strané obrazku opét pozorujeme zménu cho-
vani modelu v axidlnim sméru deformace. S rostouci hodnotou parametru £ se v prubéhu
nafukovani nejprve snizuje rozsah axialni deformace A,z > 1, pro jistou zlomovou hodnotu
parametru § nastava nafukovani membrany s pfiblizné konstantni axialni deformaci A,z a s
nadale rostouci hodnotou parametru [ se zvySuje rozsah axialni deformace v opa¢ném sméru
A,z < 1. Nakonec dodame, Ze rozsah deformace \,; predepjaté (A\,zin; = 2) tenkosténné
membrany je pro hodnotu parametru § = 1 nasobné vyssi nez pro hodnotu 5 = 0.
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Obrazek 5.40: Piedpovéd Van der Waalsova modelu pii nafukovani valcové tenkosténné
membréany — tlak II vs. obvodové hlavni protazeni Ao (vlevo) a tlak II vs. axialni hlavni
protazeni A,z (vpravo) — pro fixni parametr A\, = 4, fixni poc¢atecni axidlni predpéti
A.zini = 2 a proménny parametr
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5.4.4 Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu

Cauchyho napéti

Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pii nafukovani tenkosténné membréany
provedeme pro vybrané hodnoty materidlovych parametrii a vstupnich vypocetnich veli¢in
vzhledem k rozmanitosti této tlohy. Z tohoto divodu se formulované zévéry nad jednotlivymi
grafy vztahuji pouze k prislusnym vstupnim hodnotdm vypoctu.

Na Obr. 5.41 je zobrazeno porovnani Gentova modelu (zelené) a Van der Waalsova modelu
(Gervené). Leva strana, resp. prava strana, Obr. 5.41 vykresluje zéavislost vnitiniho tlaku IT na
obvodovém hlavnim protazeni A\gg, resp. axidlnim hlavnim protazeni A, z, pro hodnotu fixniho
parametru A\,, = 4 a Ctyri hodnoty parametru § v jedné varianté pocatecniho axialniho
predpéti A,z = 1. Na levé strané obrazku vidime, Ze predpovéd Gentova modelu je v
obvodovém sméru pro malé hodnoty deformace \gg (vztazené k piislusné limitni hodnoté
deformace) poddajnéjsi nez predpovéd Van der Waalsova modelu, a to nehledé na volbu
parametru 5. OvSem toto tvrzeni neplati pro velké hodnoty deformace. Prava strana obrazku
nam ukazuje, ze predpovéd Gentova modelu je v axialnim sméru poddajnéjsi nez predpovéd
Van der Waalsova modelu, a to pro libovolnou hodnotu parametru 5. Na obou uvedenych

grafech sledujeme, Ze nejvice jsou si podobné predpovéd Gentova modelu a Van der Waalsova
modelu o hodnoté parametru g = 0.
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Obrazek 5.41: Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pii nafukovani nepredepjaté
valcové tenkosténné membrany (tj. A,z = 1) — tlak IT vs. obvodové hlavni protazeni Agg
(vlevo) a tlak II vs. axialni hlavni protazeni A,z (vpravo) — pro fixni parametr \,, = 4 a
proménny parametr § (legenda spole¢né pro oba grafy)

Na Obr. 5.42 je zobrazeno porovnani Gentova modelu (plnou ¢arou) a Van der Waalsova
modelu (tec¢kovanou ¢arou). Leva strana, resp. prava strana, Obr. 5.42 vykresluje zéavislost
vnitfniho tlaku IT na obvodovém hlavnim protazeni A\gg, resp. axialnim hlavnim protazeni
.z, pro hodnoty fixnich parametri A, = 10, § = 0 v tfech variantach poc¢atecniho axialniho
predpéti A.zini = 1, Azini = 1.5 a A.zii = 2. Leva strana obrazku ukazuje, 7Ze predpovéd
Gentova modelu v obvodovém sméru sleduje piedpovéd Van der Waalsova modelu pro malé
hodnoty deformaci \gg (vztazené k prislusné limitni hodnoté deformace). Pro velké hodnoty
deformaci \gg se predpovéd Gentova modelu v obvodovém sméru stava poddajnéjsi nez
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predpovéd Van der Waalsova modelu, a to nehledé na hodnotu piedpéti A,z;n;. Na pravé
strané obrazku pozorujeme opét shodu kiivek Gentova a Van der Waalsova modelu pro malé
hodnoty deformaci. Pro velké hodnoty deformaci se predpovéd Gentova modelu v axidlnim
sméru opét stava poddajnéjsi nez predpovéd Van der Waalsova modelu, a to bez ohledu
na hodnotu predpéti \,z;,;. Zda se, Zze volba Gentova modelu inklinuje k pfedpovédi ztraty
stability tenkosténné membréany vice nez volba Van der Waalsova modelu. Ztratu stability
muzeme pozorovat na obou grafech, projevuje se souc¢asné rostouci deformaci Mg, resp. A.z, a
klesajicim vnitfnim tlakem II. Napf. pokud se podivame na pravou stranu Obr. 5.42, vidime,
ze u modré kiivky (A,zini = 2) Gentova modelu dochézi ke ztraté stability, ackoliv pro tytéz
vstupy u Van der Waalsova modelu k ni nedochazi.

0.20 0.20
0.15 0.157
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Obrazek 5.42: Porovnani Gentova a Van der Waalsova modelu pii nafukovani valcové ten-

kosténné membrany — tlak IT vs. obvodové hlavni protazeni \gg (vlevo) a tlak IT vs. axialni

hlavni protazeni A,z (vpravo) — pro fixni parametr \,, = 10 a proménné pocatecni axialni

predpéti trubice A,z;n; (legenda spoleéné pro oba grafy)

Kinematicky pripustné deformace

Porovname-li grafy kinematicky pripustnych deformaci obou modelta z Obr. 5.29 a 5.34,
muzeme si vSimnout jisté podoby hrani¢nich kiivek Van der Waalsova modelu s hraniénimi
krivkami Gentova modelu, a to nezavisle na volbé hodnoty parametru \,,. Ve skute¢nosti se
kinematicky pripustné deformace obou modeli shoduji pravé pro volbu hodnoty parametru
B = 0. Toto tvrzeni ovéfime porovnanim piislusnych predpisu hrani¢nich kiivek wg; = 0 a
wy2(f = 0) =0, viz rovnice (5.117) a (5.132). Po dosazeni 5 = 0 do rovnice wy2(8 =0) =0
ziskame vyjadieni

MoAZ, + (M, —3X2, )\ +1
vl =0 \/ N2, %, 9 o

Trividlnimi tpravami tohoto vyjadieni (5.137) dospéjeme k rovnosti implicitnich piedpist
obou hranic¢nich kfivek.
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Kapitola 6
ZAavér

6.1 Shrnuti

Tato prace se zabyva porovnanim dvou hyperelastickych konstitutivnich modeli, jmeno-
vité Gentova a Van der Waalsova modelu. Oba jsou zalozeny na myslence limitntho protazeni
polymerniho fetézce. K tomu, aby bylo mozné tyto modely dale vyuzivat, byly v poca-
tecni kapitole pfedstaveny zaklady teorie nelinearni elasticity. K popisu pfetvoreni kontinua
jsme pristupovali Lagrangeovou metodou, ktera zahrnuje mimo jiné zavedeni deformac¢niho
gradientu a Cauchy-Greenova tenzoru deformace. Déle bylo zavedeno prvni a druhé Piola-
Kirchhoffovo napéti a Cauchyho (skute¢né) napéti, které bylo v praci vyhradné aplikovano.
Jednotlivé tenzory napéti mezi sebou svazuji uvedené prepoctové vztahy. Na zaveér byly po-
psany konstitutivni rovnice pro hyperelasticky nestlacitelny material, které dévaji do vztahu
stav napéti se stavem deformace skrze hustotu deformacni energie.

V dalsi kapitole byla provedena klasifikace hyperelastickych konstitutivnich modela. Z
pestré skaly v souCasnosti znamych modeli byl predstaven Neo-hooketv, Arrudy-Boyceuv,
zobecnény Rivliniv, Ogdentuv a samoziejmé Gentuv a Van der Waalstiv materialovy model.
Kazdy z nich byl v praci charakterizovan definici hustoty deformac¢ni energie a pfimocarym
vysvétlenim hlavni myslenky daného modelu, piipadné struénym odvozenim.

Hlavni kapitola je vénovana aplikaci Gentova a Van der Waalsova materialového modelu
na jednoosé napjatosti, prostém smyku, rovnoosé rovinné deformaci a nafukovani tenkosténné
membrany. Pro kazdy ptipad byla provedena formulace tlohy a nasledné ur¢eni Cauchyho
napéti, diskuze kinematicky pripustnych deformaci a interpretace vysledki pro oba zkoumané
materidlové modely.

6.2 Vysledky

V prislusnych kapitolach této diplomové prace byly detailné popsany diléi zavéry nad
jednotlivymi uvazovanymi piipady kinematiky deformace. V této ¢asti provedeme zavérecné
porovnéani obou materialovych modeli, a to na obecné trovni. Pro jednoduchost a pirehled-
nost vysledkl zavedeme nasledujici znaceni:

e  GFE*“ znac¢i Gentiiv model hustoty deformaé¢ni energie,
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o VAW (8 = B)“ zna¢i Van der Waalsiuv model hustoty deformacni energie vy¢isleny
pro hodnotu smésujicitho parametru g = B, kde B substituuje piislusnou hodnotu z
intervalu (0; 1). Globalni parametr interakce a byl v celé praci uvazovan roven nule.

6.2.1 Jednoosi napjatost

Jednoosou napjatost charakterizujeme jedinou nenulovou slozkou Cauchyho tenzoru na-
péti o11. Porovnani v sekci 5.1.4 ukazalo, ze predpovéd VAW (5 = 1) je v tahu poddajné;jsi
nez piredpovéd GE a dale, ze predpovéd GE je v tahu poddajnéjsi nez piedpoved VAW
(6 = 0). V tlaku se pak ukézalo, ze predpovéd GE je poddajnéjsi nez predpovéd VdW
(6 =0) a dale, ze predpoved VAW (f = 0) je poddajnéjsi nez predpoved VAW (5 =1).

Porovnani omezujicich podminek obou modelu pfineslo zjisténi, Zze oblast kinematicky
ptipustnych deformaci GE se shoduje s oblasti VdW (8 = 0). S rostouci hodnotou parametru
B se oblast kinematicky piipustnych deformaci Van der Waalsova modelu v tahu zvétsuje a
v tlaku zmensuje.

6.2.2 Prosty smyk

Kinematicky pfedepsany prosty smyk generuje dvouosou napjatost nehledé na volbu
modelu. Gentiv model vede k dvéma nenulovym slozkdm Cauchyho tenzoru napéti o1; a
012. Na druhou stranu Van der Waalstiv model vede k tfem nenulovym slozkdm Cauchyho
tenzoru napéti o1, 099 a 019 s tim, Ze slozky 011 a 099 vahové zavisi na hodnoté parametru
B. Pro VAW (8 = 0) bude vzdy platit o9s = 0 a pro VAW (5 = 1) bude vzdy platit o1; = 0.
Slozka 015 jako jedina neni zavisla na hodnoté parametru §. Nenulové slozky napéti nehledé
na volbu modelu svazuje vztah (6.1), ve kterém figuruje deformace prostfednictvim tangensu
zkosu tg(0).

o11 = 09 + 012tg(9) (6.1)

Porovnani v sekci 5.2.4 ukézalo, Ze pro slozku napéti o1; je predpoved VAW (5 = 0.75)
poddajnéjsi nez predpoved GE a dale, Ze predpovéd GE je poddajnéjsi nez predpoveéd
VAW (5 = 0). Pro slozku napéti 015 je predpovéd GE poddajnéjsi nez predpovéd Van der
Waalsova modelu.

Porovnani omezujicich podminek obou modelt pfineslo zjisténi, Ze oblast kinematicky pii-
pustnych deformaci Gentova modelu se shoduje s oblasti Van der Waalsova modelu. Smésujici
parametr [ pro piipad prostého smyku nemé na oblast kinematicky pripustnych deformaci
vliv.

6.2.3 Rovnoosa rovinna deformace

Piipad rovnoosé rovinné deformace charakterizujeme dvéma nenulovymi slozkami Cau-
chyho tenzoru napéti o1 a o33, které se sobé rovnaji. Porovnani v sekci 5.3.4 ukézalo, ze
predpovéd GE je v tahu poddajnéjsi nez predpoved VAW (5 = 0) a dale, ze predpovéd
VAW (8 = 0) je v tahu poddajnéjsi nez predpoved VAW (5 = 1). V tlaku se pak ukézalo,
ze predpoved VAW (5 = 1) je poddajnéjsi nez predpoved GE a dale, ze predpoved GE je
poddajnéjsi nez predpovéd VAW (5 = 0).
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Porovnani omezujicich podminek obou modeltu pfineslo zjisténi, Ze oblast kinematicky
piipustnych deformaci GE se shoduje s oblasti VdW (8 = 0). S rostouci hodnotou parametru
[ se oblast kinematicky pfipustnych deformaci Van der Waalsova modelu v tahu zmensuje
a v tlaku zvétsuje.

6.2.4 Nafukovani tenkosténné membrany

Nafukovani valcové predepjaté tenkosténné membrany generuje dle predpokladu dvou-
osou napjatost. Konkrétné se jedna o nenulové slozky Cauchyho tenzoru napéti ogg a o,
v cylindrickych soufadnicich. Porovnani v sekci 5.4.4 ukazalo, Ze mechanickd odezva GFE je
pro malé hodnoty deformace (vztazené k pfislugné limitni hodnoté deformace) v obvodovém
sméru poddajnéjsi nez odezva Van der Waalsova modelu, a to nehledé na hodnotu parametru
B. Parametr [ ovliviiuje mechanickou odezvu Van der Waalsova modelu v obvodovém sméru
timto zpusobem: s rostouci hodnotou parametru nejprve [ klesa poddajnost, pro urcitou
hodnotu parametru § dosdhne minima poddajnosti a s néslednym zvySovanim hodnoty pa-
rametru 8 poddajnost roste. V axidlnim sméru je mechanicka odezva GE poddajnéjsi nez
odezva Van der Waalsova modelu nehledé na velikost axialni deformace.

Za zminku stoji fakt, ze pocatecni axialni predpéti u obou modeli, resp. hodnota pa-
rametru S u Van der Waalsova modelu, ma zna¢ny vliv na rozsah axialni deformace A, .
Je velice pravdépodobné, Ze pro oba uvazované modely existuje kombinace hodnot parame-
tri a pocéatecniho axialniho predpéti \,zin;, kterda by zapriCinila témér konstantni axialni
deformaci A,z v prub&hu nafukovani valcové tenkosténné membrény.

Velmi zajimavé zjisténi bylo pozorovano na pravé strané Obr. 5.39 a 5.40. Ukazalo se,
ze parametr § Van der Waalsova modelu ma vliv na hodnotu axialni deformace .z, resp.
na jeji smér. Jak bylo zminéno vyse, pro ur¢itou hodnotu parametru g by axialni deformace
dosédhla priblizné konstantni hodnoty. Pokud bychom tuto hodnotu parametru  nadéle
zvySovali, axialni deformace by v prubéhu nafukovani membrany nabyvala hodnot mensich
nebo rovnych jedné, tj. A,z < 1.

Porovnanim mechanické odezvy obou modelt s rozdilnou volbou hodnoty parametru A,
bylo potvrzeno, ze GE je poddajnéjsi nez VAW (5 = 0), a to dokonce pro rizné hodnoty
pocatecniho axialniho predpéti A, zip;.

Porovnéani omezujicich podminek obou modeli ptineslo zjisténi, Ze oblast kinematicky pii-
pustnych deformaci GE se shoduje s oblasti VdW (8 = 0). S rostouci hodnotou parametru
Am se oblast kinematicky pripustnych deformaci zvétsuje u obou modeli. S rostouci hod-
notou parametru 3 se oblast kinematicky pripustnych deformaci Van der Waalsova modelu
také zvétsuje, avSak soucasné meéni tvar, ktery umoznuje dosazeni velkych hodnot axialni
deformace A,z pro hodnoty obvodové deformace A\gg < 1, resp. velkych hodnot obvodové
deformace A\go pro hodnoty axialni deformace A,z < 1.

Nakonec byla pozorovana kinematickd ztrata stability valcové tenkosténné membrany
u obou modeld, ovsem pouze pro urcité kombinace parametri. Naopak grafy Cauchyho
napéti vs. deformace, které byly uvedeny v sekci 5.4, potvrdily, Ze k materidlové nestabilité
v priitbéhu nafukovani nedochazi.
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6.3 Doplnujici rozbor

Jednoosa napjatost

Na Obr. 5.7 a 5.8 v sekci 5.1.4, kde porovnaviame oba modely pii jednoosé napjatosti
v tahu a tlaku, si miZzeme povsSimnout jisté skutecnosti. Rozdil deformace Ay GE a VdW
(8 = 0) pro zvolenou hodnotu normovaného napéti oq1/u dosahuje v tahu i v tlaku svého
maxima. Rozdil normovaného napéti oy, /p VAW (5 = 0) a GE se limitné blizi k nekoneénu
v tahové oblasti, resp. k minus nekonec¢nu v tlakové oblasti, pro hodnotu deformace \; bliZici
se své limitni hodnoté v tahu, resp. v tlaku.

Pokud zvolime hodnotu parametru A,, = 2.5, obdrzime maximalni hodnotu rozdilu de-
formace v tahu A4y ~ 0.153, ktera odpovida hodnoté oq1/p ~ 6.3 a maximalni hodnotu
rozdilu deformace v tlaku A4r ~ 0.074, ktera odpovida hodnoté o1/ =~ —2.5. Obdobné
pro hodnotu parametru \,, = 4 ziskAme maximalni hodnotu rozdilu deformace v tahu
Mair ~ 0.318, ktera odpovida hodnoté oy;/p ~ 18.5 a maximalni hodnotu rozdilu defor-
mace v tlaku Aig¢ ~ 0.076, ktera odpovida hodnoté o1/ =~ —3.1. Obecné ovSem neplati,
ze by s rostouci hodnotou parametru A, rostla maximalni hodnota rozdilu deformace Aj4;f
v tahu i v tlaku.

Hledéni vyse popsaného rozdilu deformace A; pro zvolenou hodnotu normovaného na-
péti 011/ ma smysl vyhradné pro GE a VAW (8 = 0), a to z toho diavodu ze pouze pro
hodnotu parametru g = 0 se oblast kinematicky pripustnych deformaci Gentova i Van der
Waalsova modelu shoduje. Vlastnost existence maxima rozdilu deformace pro zvolenou hod-
notu normovaného napéti vykazuji také popsané pripady prostého smyku a rovnoosé rovinné
deformace s uvazovanim Gentova a Van der Waalsova materialového modelu, viz Obr. 5.18,
5.19, 5.26 a 5.27.

Porovnani normované slozky tenzoru elasticity (i111 /4 vykreslené na Obr. 5.9 poukazalo
na zajimavy fakt. Pro urc¢ité kombinace hodnot materidlovych parametria g a A, Van der
Waalsova modelu slozka (i111/p neni v tahové ¢asti monoténné rostouci funkei deformace
A1. Pro hodnoty 8 = 1 a A\, = 4 jsme v tahu pozorovali nejprve mirny pokles funkéni
hodnoty (1111/p ke svému minimu, od kterého funkce monoténné rostla. Tato skuteénost
se samoziejmé promita na priubéhu odpovidajici kivky v grafu normovaného napéti oq1/u
vs. deformace Ay (Obr. 5.7), ktera v tahové oblasti pfechazi z konkavni do konvexni ¢asti.
Ovéreni na hodnotach parametru A, v fadu miliont ukézalo, Zze u Gentova modelu v tahu
k tomuto poruseni monoténnosti funkce (111/p nedochazi. Van der Waalstiv model v tomto
ohledu tedy dokaze 1épe vystihnout charakteristicky pribéh napéti vs. deformace realného
hyperelastického materialu, jenz v tahové oblasti taktéz tvori prechod z konkévni do konvexni
¢asti (v literatufe tvarové obvykle pfipodobiovan obracenému lezatému pismenu ,,S“).

Prosty smyk

Porovnani obou modeli pfineslo pozoruhodny zévér, a to Ze se pro kazdou zvolenou
hodnotu parametru \,, kinematicky pfipustné deformace pro piipad prostého smyku sobé
rovnaji nehledé na hodnoty parametri 3 a pu.

Pri odvozeni Cauchyho napéti jsme v piipadé prostého smyku narazili na otazku volby si-
lové okrajové podminky k urceni Lagrangeova multiplikatoru. Ac¢koliv jsme si védomi riznych
moznosti pistupu, zvolili jsme klasickou variantu okrajové podminky ve formeé o33 = 0. Mezi
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netradic¢ni okrajové podminky patii napi. volba nulové normalové slozky tazné sily ptsobici
na sklopenou plochu.

Rovnoosa rovinna deformace

Vysledky pro rovnoosou rovinnou deformaci se ukazuji byt velice podobné vysledkim pro
jednoosou napjatost. Na levé strané nize uvedeného Obr. 6.1 mtuzeme vidét pro oba pfipady
namahani vykreslenou oblast kinematicky pripustnych deformaci Gentova modelu, které se
shoduje s oblasti Van der Waalsova modelu o hodnoté parametru g = 0. Z grafu zjistujeme,
ze oblast kinematicky pfipustnych deformaci pro piipad rovnoosé rovinné deformace je mensi
nez odpovidajici oblast pro piipad jednoosé napjatosti. Tato skute¢nost se odrazi na polohach
asymptot, které vidime ¢arkovanou ¢arou na pravé strané Obr. 6.1, kde je vynesena zavislost
napéti 011/ na deformaci A; pro oba zminéné piipady namahéani s totoznou hodnotou
materidlového parametru A,, = 4 Gentova modelu. Pozorujeme, Ze predpovéd normovaného
napéti oq1/p Gentova, potazmo Van der Waalsova modelu je v pfipadu jednoosé napjatosti

v

poddajnéjsi nez dané predpovéd v pripadu rovnoosé rovinné deformace.

—— jednoosa napjatost
;i rovnoosa rovinnd deformace | g

2 4

6
A 1] -100

m

Obréazek 6.1: Porovnani jednoosé napjatosti a rovnoosé rovinné deformace. Kinematicky
pripustné deformace Gentova modelu pri jednoosé napjatosti a rovnoosé rovinné deformaci
(vlevo) a predpovéd Gentova modelu pii jednoosé napjatosti a rovnoosé rovinné deformaci
pro hodnotu parametru \,, = 4 (vpravo)
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