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Fakulta strojńı

Ústav technické matematiky
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smyslu § 60 Zákona č.121/2000 Sb., o právu autorském, o právech souvisej́ıćıch s
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zaměřuje na numerické řešeńı hyperbolického sysému rovnic
popisuj́ıćıch prouděńı mělké vody pomoćı relaxačńı metody v jedné prostorové di-
menzi. V práci je tento systém odvozen, je ukázano řešeńı lineárńı konvekce,
řešeńı nelineárńı skalárńı rovnice, složené z lineárńıho hyperbolického systému a
nelineárńıho zdrojového členu. Dále je toto řešeńı rozš́ı̌reno na sysém rovnic pro
mělkou vodu.

Kĺıčová slova - Rovnice mělké vody, relaxačńı metoda, nelineárńı skalárńı rovnice,
hyperbolický systém

Abstract

This bachelor thesis is concerned with numerical method for a hyperbolic system of
equations for shallow water flow in one spatial dimension using relaxation method.
In this work, we derive this hyperbolic system, show a numerical method for linear
convection, relaxation method for nonlinear scalar equation, consisting of a linear
hyperbolic system and a nonlinear source term. This method is then expanded for
the shallow water equations system.

Keywords - Shallow water equations, relaxation method, nonlinear scalar equation,
hyperbolic system
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Seznam značeńı

L[m] - š́ırka dna

u - hledaná veličina

h[m] - výška hladiny

ρ[kg ·m−3] - hustota

m[kg] - hmotnost

ṁ[kg · s−1] -hmotnostńı tok

i[kg ·m · s−1] - hybnost

F [N ] - śıla

g[m · s−2] - gravitačńı zrychleńı

t[s] - čas

ε[−] - relaxačńı parametr

∆x[m] - prostorový krok

∆t[s] - časový krok

λi - vlastńı č́ıslo

q, v, w - pomocné veličiny
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1

Úvod

Ćılem této bakalářské práce je seznámeńı s problematikou rovnic popisuj́ıćıch prouděńı
mělké vody, jejich odvozeńı a jejich numerické řešeńı. Rovnice pro mělkou vodu jsou
systémem hyperbolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic (popř. parabolických,
pokud uvažujeme vazké třeńı). Mohou být použity za předpokladu,že vertikálńı
dynamické efekty jsou zanedbatelné proti horizontálńım. Lze ukázat, že vertikálńı
gradienty tlaku jsou téměř hydrostatické a že horizontálńı gradienty tlaku vznikaj́ı
vlivem r̊uzné výšky hladiny, což znač́ı, že horizontálńı pole rychlosti bude konstantńı
např́ıč hloubkou tekutiny.

Př́ıpady v dynamice tekutin, kde můžeme uvažovat mělké dno jsou zančně rozsáhlé.
Rovnice mělké vody maj́ı uplatněńı např́ıklad při předpovědi vln tsunami, řešeńı at-
mosférického prouděńı, záplavových vln, prouděńı kolem objekt̊u, atd. Rovnice se
nedaj́ı použ́ıt v př́ıpadě, kdy začnou být relevantńı efekty ve třet́ım rozměru (např.
když se vlny moc zkrát́ı či zvýš́ı).[4]

V prvńı kapitole provedeme odvozeńı rovnic popisuj́ıćıch prouděńı mělké vody.
Dále ukážeme metodu pro řešeńı lineárńı konvekce a následně relaxačńı metodu pro
nelineárńı skalárńı rovnici konvekce sestavenou z řešeńı lineárńıho hyperbolického
systému s nelineárńım zdrojovým členem. V daľśı kapitole poté poṕı̌seme rozš́ı̌reńı
relaxačńı metody na systém rovnic mělké vody a ukážeme řešeńı několika vybraných
př́ıpad̊u. V závěru nakonec shrneme dosažené výsledky.
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2

Odvozeńı rovnic mělké vody

2.1 Bilance hmoty

Uvažujeme prouděńı vody s konstantńı hustotou ρ kanálem s rovným dnem o š́ı̌rce
L = 1m.

x

~u
ρ = konst.

x1 x2

h(x, t)

L

Obr. 2.1: Prouděńı mělké vody bez uvažováńı vlivu dna

Hmostnost tekutiny v námi vymezeném úseku od x1(t) do x2(t) je dána

m12(t) =

∫ x2(t)

x1(t)

Lρh(x, t)dx (2.1)

kde h(x, t) je výška hladiny. Zároveň plat́ı, že

dm12

dt
= ṁ(t) = 0 (2.2)

Jelikož x1(t) a x2(t) jsou funkćı času, zavedeme substituci x1 = x1(X1, t) a x2 =
x2(X2, t) kde X1 a X2 jsou referenčńı stavy pro t = 0 a dostaneme

m(t) =

∫ X2

X1

Lρh(x(X, t), t)
∂x(X, t)

∂X
dX (2.3)
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L a ρ uvažujeme konstantńı, proto můžeme vytknout před integrál a derivujeme
rovnici 2.3

ṁ(t) = Lρ

∫ X2

X1

(∂h
∂t

∣∣∣
X
· ∂x
∂X

+ h
∂2x

∂t∂X

)
dX (2.4)

Kde
∂h

∂t

∣∣∣
X

=
∂h

∂x

∂x

∂t
+
∂h

∂t
(2.5)

A parciálńı derivaci u druhého členu lze upravit do tvaru

∂2x

∂t∂X
=

∂

∂X

(∂x
∂t

)
=

∂u

∂X
=
∂u

∂x

∂x

∂X
(2.6)

Po dosazeńı do 2.4 dostaneme

ṁ(t) = Lρ

∫ X2

X1

[(∂h
∂x
u+

∂h

∂t

) ∂x
∂X

+ h
∂u

∂x

∂x

∂X

]
dX (2.7)

Dále můžeme vytknut́ım upravit do tvaru

ṁ(t) = Lρ

∫ X2

X1

(∂h
∂t

+
∂h

∂x
u+

∂u

∂x
h
) ∂x
∂X

dX (2.8)

Kde

∂h

∂x
u+

∂u

∂x
h =

∂(hu)

∂x
(2.9)

A tedy po zpětném dosazeńı substituce dostaneme

ṁ(t) = Lρ

∫ x2

x1

(∂h
∂t

+
∂(hu)

∂x

)
dx = 0 (2.10)

Což plat́ı pro všechna x1 a x2 a tedy dostáváme rovnici kontinuity

∂h

∂t
+
∂(hu)

∂x
= 0 (2.11)

2.2 Bilance hybnosti

Hybnost je dána vztahem

i12(t) =

∫ x2

x1

Lρh(x, t)u(x, t)dx (2.12)

Stejným postupem, kterým jsme dostali rovnici 2.11 dosaneme

di12

dt
= Lρ

∫ x2

x1

(∂(hu)

∂t
+
∂(hu2)

∂x

)
dx (2.13)
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Dále v́ıme, že derivace hybnosti vyjadřuje silovou bilanci viz obr.2.2

y

F1 F2

x1 x2

Obr. 2.2: Silové poměry

di12

dt
= F12 = F1 − F2 (2.14)

Kde

F12 =

∫ h1

0

Lρg(h1 − y)dy −
∫ h2

0

Lρg(h2 − y)dy (2.15)

Po integraci

F12 =
1

2
Lρgh2

1 −
1

2
Lρgh2

2 (2.16)

A nyńı dáme do rovnosti s rovnićı 2.13

Lρ

∫ x2

x1

(∂(hu)

∂t
+
∂(hu2)

∂x

)
dx =

Lρg

2
(h2

1 − h2
2) (2.17)

Zavedeme ∆x, kde ∆x = x2 − x1 a celou rovnici děĺıme

1

∆x

∫ x2

x1

(∂(hu)

∂t
+
∂(hu2)

∂x

)
dx =

g

2

h2
1 − h2

2

∆x
(2.18)

Pro limitu, když x1 → x2 můžeme psát

∂(hu)

∂t
+
∂(hu2)

∂x
= −g

2

∂(h2)

∂x
(2.19)

A po převedeńı na levou stranu dostáváme finálńı podobu

∂(hu)

∂t
+
∂(hu2 + g

2
h2)

∂x
= 0 (2.20)
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3

Numerické řešeńı konvekce

3.1 Lineárńı konvekce v 1D

Rovnice pro lineárńı konvekci vycháźı z Navier-Stokesovy rovnice

ρ
(∂~u
∂t

+ ~u · ∇~u
)

= −∇p+ µ∇2~u+ ρ~f (3.1)

zachováńım pouze akumulativńıho a konvektivńıho členu pro složku rychlosti ve
směru osy x (souřadný systém můžeme vždy zavést tak, aby bylo možné toto značeńı
použ́ıt). Aby byla rovnice lineárńı, muśı být koeficient, tj. v našem př́ıpadě rychlost
a konstantńı a dostáváme

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 (3.2)

Tato rovnice popisuje š́ı̌reńı vlny bez změny tvaru s rychlost́ı a a počátečńı podmı́nkou
u(x, 0) = u0(x). Exaktńı řešeńı této rovnice je

u(x, t) = u0(x− at) (3.3)

Diskretizaćı rovnice 3.2 metodou upwind dostáváme

un+1
i − uni

∆t
+ a

uni − uni−1

∆x
= 0 (3.4)

kde jedinou neznámou je člen un+1
i a tedy uprav́ıme do tvaru

un+1
i = uni − a

∆t

∆x
(uni − uni−1) (3.5)

Pro jednoduchý př́ıklad urč́ıme počátečńı podmı́nku jako

u0(x) = 0 pro

{
x ∈ 〈0, 1)

x ∈ (2, 3〉

u0(x) = sin(2πx) pro x ∈ 〈1, 2〉
a uvažujeme konstantńı rychlost a = 1. Pro stabilitu schématu je nutno dodržet
podmı́nku maximálńı velikosti časového kroku

∆t 6
∆x

a
(3.6)
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Výsledek pro u(x, 0.5s) je možný vidět na obr. 3.1 . Je patrné, že se vlna pouze
posunula v kladném směru rychlost́ı a > 0 za čas t = 0.5s.

Obr. 3.1: u(x, 0.5s), n = 1000,∆t = 0.8∆x
a
, a = 1 ms−1,∆x = 3

n−1

Můžeme si všimnout, že v čase t = 0s je přechod na změnách počátečńıch podmı́nek
ostrý, kdežto v čase t = 0.5s je plynulý, což je zp̊usobeno chybou metody, která se
dá minimalizovat zjemněńım śıtě.

3.2 Nelineárńı konvekce

Relaxačńı systém

Nyńı uvažujeme relaxčńı systémy v d prostorových dimenźıch složených z N rovnic,
který v obecném tvaru můžeme psát jako

∂U

∂t
+

d∑
j=1

∂Fj(U)

∂xj
=

1

ε
R(U) (3.7)

kde R(U) je lokálńı relaxačńı člen reprezentuj́ıćı relaxaci k rovnovážnému stavu,
charakterizovaném jako R(U) = 0. Pro systémy ve tvaru 3.7 je kritický předpoklad,
že je levá strana hyperbolická.[2]

V našem př́ıpadě uvažujeme skalárńı rovnici ve tvaru

ut + f ′(u)ux = 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
(3.8)

kde f ′(u) je nelineárńım členem, který v relaxačńım systému zohledńıme na pravé
straně. Relaxačńı systém pro rovnici 3.8 bude ve tvaru
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ut + vx = 0

vt + c2ux =
1

ε
(f(u)− v)

(3.9)

kde v př́ıpadě, že plat́ı subcharakteristická podmı́nka: |f ′(u)| < c v relaxačńı limitě
ε→ 0 dostaneme zpět systém 3.8.[1]

Subcharakteristická podmı́nka

Vyjádřeńım v z druhé rovnice ze systému 3.9 dostaneme

v = f(u)− ε(vt + c2ux) = f(u) +O(ε) (3.10)

a následně jej́ı derivaćı podle prostorové souřadnice

vx = f(u)x − ε(vtx + c2uxx) = f(u)x +O(ε) (3.11)

kde
vtx = f(u)tx +O(ε) (3.12)

Z prvńı rovnice ze systému 3.9 vyjádř́ıme

ut = −vx = −f ′(u)ux +O(ε) (3.13)

a dosazeńım z rovnice 3.13 ṕı̌seme

f(u)tx =
(
f(u)t

)
x

=
(
f ′(u)ut

)
x

= −
(
f ′(u)f ′(u)ux

)
x

(3.14)

Dosazeńım do prvńı rovnice systému 3.9 vyplývá

ut + f(u)x − ε
[
−
(
(f ′(u))2ux

)
x

+ c2uxx
]

= O(ε2) (3.15)

ut + f(u)x = ε
[(
c2 − (f ′(u))2

)
ux
]
x

+O(ε2) (3.16)

kde člen
(
c2 − (f ′(u))2

)
může představovat např. dynamickou viskozitu, která muśı

být nezáporná a tedy
ε
(
c2 − (f ′(u))2

)
= µ > 0 (3.17)

a tedy dostáváme naš́ı subcharakteristickou podmı́nku c2 > (f ′(u))2.

Hyperbolický systém

Náš relaxačńı systém 3.9 lze rozdělit na lineárńı hyperbolický systém na levé straně
a zrojový člen na pravé straně rovnice. Nejprve se budeme zabývat řešeńım tohoto
hyperbolického systému.

Uvažujeme lineárńı systém N zákon̊u zachováńı v jedné prostorové dimenzi

∂U

∂t
+ A

∂U

∂x
= 0 (3.18)

kde U = U(x, t) je N -vektor zachovaných veličin a A je N ×N matice. Systém ve
tvaru 3.18 je hyperbolický, pokud je matice A diagonalizovatelná jako

A = R−1ΛR (3.19)

Kde Λ = diag{λ1, ...., λN} je diagonálńı matićı reálných vlastńıch č́ısel.[2]
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3.2.1 Numerické řešeńı hyperbolického systému bez zdroje

V této části budeme uvažovat systém ve tvaru 3.9 s nulovou pravou stranou, tj.

ut + vx = 0

vt + c2ux = 0
(3.20)

Pro následuj́ıćı operace zavedeme vektor W

W =

[
u
v

]
a systém přeṕı̌seme do vektorového tvaru

Wt +

[
0 1
c2 0

]
Wx = 0 (3.21)

kde matici u druhého členu označ́ıme jako A, tedy dostaneme tvar

Wt + AWx = 0 (3.22)

Matici A nyńı rozlož́ıme jako

A = RΛR−1, Λ =

[
λ1 0
0 λ2

]
, R = [r1, r2] (3.23)

kde Λ je diagonálńı matićı vlastńıch č́ısel a R je matićı vlastńıch vektor̊u.

det(A− λE) =

∣∣∣∣[−λ 1
c2 −λ

]∣∣∣∣ = λ2 − c2 kde λ1,2 = ±c (3.24)

A tedy

Λ =

[
c 0
0 −c

]
, R =

[
1 1
c −c

]
, R−1 =

[
1
2

1
2c

1
2
− 1

2c

]
(3.25)

Náš systém

Wt + RΛR−1Wx = 0 (3.26)

nyńı vynásob́ıme matićı R−1 a dostaneme

(R−1W)t + (R−1R)Λ(R−1W)x = 0 (3.27)

a když zavedeme V = R−1W ṕı̌seme

Vt + ΛVx = 0 (3.28)

Po rozepsáńı rovnice 3.28 do složkového tvaru(u
2

+
v

2c

)
t
+ c
(u

2
+

v

2c

)
x

= 0(u
2
− v

2c

)
t
− c
(u

2
− v

2c

)
x

= 0
(3.29)

zavedeme substituci
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u

2
+

v

2c
= p

u

2
− v

2c
= q

(3.30)

a konečně dostáváme systém ve tvaru

pt + cpx = 0

qt − cqx = 0
(3.31)

Nyńı, obdobně jako u př́ıpadu lineárńı konvekce systém diskretizujeme a dostáváme

pn+1
i − pni

∆t
+ c

pni − pni−1

∆x
= 0 (3.32)

qn+1
i − qni

∆t
− c

pni − pni−1

∆x
= 0 (3.33)

Č́ımž źıskáme systém 2 rovnic o 2 neznámých pn+1
i a qn+1

i , tedy po úpravě

pn+1
i = pni −

∆tc

∆x
(pni − pni−1) (3.34)

qn+1
i = qni +

∆tc

∆x
(qni+1 − qni ) (3.35)

A po zpětném dosazeńı substituce 3.30 a vynásobeńı systému / · 2

un+1
i +

vn+1
i

c
= uni +

vni
c
− ∆tc

∆x

(
uni +

vni
c
− uni−1 −

vni−1

c

)
(3.36)

un+1
i − vn+1

i

c
= uni −

vni
c

+
∆tc

∆x

(
uni+1 −

vni+1

c
− uni +

vni
c

)
(3.37)

Nyńı sečteńım rovnice 3.36 a 3.37 a roznásobeńım výsledku 1
2

dostáváme

un+1
i = uni −

∆t

2∆x
(vi+1n − vni−1) +

∆tc

2∆x
(uni+1 − 2uni + uni−1) (3.38)

A rozd́ılem rovnice 3.36 a 3.37 a roznásobeńım výsledku c
2

dostáváme

vn+1
i = vni −

∆tc2

2∆x
(uni+1 − uni−1) +

∆tc2

2∆x
(vni+1 − 2vni + vni−1) (3.39)

Kde rovnice 3.38 a 3.39 tvoř́ı konečnou podobu naš́ı relaxačńı metody pro lineárńı
hyperbolický systém bez zdrojového členu.

Pro jednoduchý př́ıpad budeme uvažovat stejné počátečńı podmı́nky jako v
př́ıpadě lineárńı konvekce

u0(x) = 0 pro

{
x ∈ 〈0, 1)

x ∈ (2, 3〉

u0(x) = sin 2πx pro x ∈ 〈1, 2〉
a c = 1 dostáváme výsledek viz. 3.2

Můžeme si všimnout, že vlna se nyńı posunula do obou stran a jej́ı amplituda se
o polovinu zmenšila.
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Obr. 3.2: c = 1, n = 1000, δt = 0.8 δx
a

3.2.2 Relaxačńı systém se zdrojovým členem

V této části se budeme zabývat řešeńım systému 3.9 s relaxačńım zdojovým členem
ve tvaru

ut + vx = 0

vt + c2ux =
1

ε
(f(u)− v)

(3.40)

Pro numerické řešeńı z̊ustane prvńı rovnice stejná. V druhé rovnici muśıme zohlednit
zdrojový člen a dostaneme systém v podobě

un+1
i = uni −

∆t

2∆x
(vni+1 − vni−1) +

∆tc

2∆x
(uni+1 − 2uni + uni−1) (3.41)

vn+1
i = vni −

∆tc2

2∆x
(uni+1−uni−1)+

∆tc2

2∆x
(vni+1−2vni +vni−1)+

∆t

ε

(
f(un+1

i )−vn+1
i

)
(3.42)

a po převedeńı neznámých na levou stranu výsledný systém ve tvaru

un+1
i = uni −

∆t

2∆x
(vni+1 − vni−1) +

∆tc

2∆x
(uni+1 − 2uni + uni−1) (3.43)

(
1+

∆t

ε

)
vn+1
i = vni −

∆tc2

2∆x
(uni+1−uni−1)+

∆tc2

2∆x
(vni+1−2vni +vni−1)+

∆t

ε
f(un+1

i ) (3.44)

3.2.3 Řešeńı Burgersovy rovnice

Obecná forma Burgersovy rovnice (také známá jako vazká Burgersova rovnice) v
jedné prostorové dimenzi má tvar

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
(3.45)
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V této části se budeme zabývat řešeńım nevazké Burgersovy rovnice ve tvaru

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (3.46)

která je jednou ze základńıch modelových rovnic pro zákony zachováńı se vznikem
nespojitost́ı - rázových vln. Pro numerickou integraci je rovnici vhodněǰśı přepsat
do tvaru

∂u

∂t
+

1

2

∂

∂x
(u2) = 0 (3.47)

Počátečńı podmı́nky ponecháme ve tvaru

u0(x) = 0 pro

{
x ∈ 〈0, 1)

x ∈ (2, 3〉

u0(x) = sin 2πx pro x ∈ 〈1, 2〉

a řešeńı pro čas t = 0.5 s je vidět na obr. 3.3

Obr. 3.3: c = 1, n = 1000, δt = 0.8 δx
a

Všimneme si, že se zač́ıná tvořit nespojitost - rázová vlna.
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4

Numerické řešeńı rovnic mělké
vody

4.1 Odvozeńı numerického řešeńı

Rovnice pro mělkou vodu jsou systém hyperbolických parciálńıch diferenciálńıch
rovnic (při zanedbáńı vazkého třeńı) ve tvaru

∂h

∂t
+
∂(hu)

∂x
= 0 (4.1)

∂hu

∂t
+
∂(hu2 + g

2
h2)

∂x
= 0 (4.2)

nebo ve vektorovém tvaru

Ut + F(U)t = 0 (4.3)

U =

[
h
hu

]
, F(U) =

[
hu

hu2 + g
2
h2

]
Systém 4.3 popisuje prouděńı v čase t > 0 v bodě x ∈ R, kde h(x, t) > 0 je
výška hladiny, u(x, t) je pr̊uměrná rychlost v horizontálńım směru a g je gravitačńı
zrychleńı. Dále zavedeme značeńı hu = q .Podobně jako u řešeńı konvekce, rozš́ı̌ŕıme
systém do tvaru [

U
V

]
t

+

[
0 I

C2 0

] [
U
V

]
x

=
1

ε

[
0

F(U)−V

]
(4.4)

Všimněme si, že po zavedeńı vektoru

W =

[
U
V

]
(4.5)

a matice

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
c2 0 0 0
0 c2 0 0

 (4.6)

19



dostáváme lineárńı hyperbolický systém ( viz kapitola 3.2.1. Bez zdrojového členu
tedy máme

Wt + AWx = 0 (4.7)

Numerická metoda pro homogenńı systém bude nyńı mı́t tvar

Wn+1
i = Wn

i −
∆tc

2∆x
A(Wn

i+1 −Wn
i−1) +

∆t

2∆x
|A|(Wn

i+1 − 2Wn
i + Wn

i−1) (4.8)

Kde nám nyńı scháźı hodnota |A|, kterou źıskáme rozkladem

|A| = R|Λ|R−1 (4.9)

kde

|Λ| =


|λ1| 0 0 0
0 |λ2| 0 0
0 0 |λ3| 0
0 0 0 |λ4|

 (4.10)

A po dosazeńı

|A| =


c 0 0 0
0 c 0 0
0 0 c 0
0 0 0 c

 (4.11)

konečně rozeṕı̌seme systém 4.8 složkově a dostáváme

hn+1
i = hni −

∆t

2∆x
(vni+1 − vni−1) +

∆tc

2∆x
(hni+1 − 2hni + hni−1) (4.12)

qn+1
i = qni −

∆t

2∆x
(wni+1 − wni−1) +

∆tc

2∆x
(qni+1 − 2qni + qni−1) (4.13)

vn+1
i = vni −

∆t

2∆x
(hni+1 − hni−1) +

∆tc

2∆x
(vni+1 − 2vni + vni−1) (4.14)

wn+1
i = wni −

∆t

2∆x
(qni+1 − qni−1) +

∆tc

2∆x
(wni+1 − 2wni + wni−1) (4.15)

Dále zbývá do systému 4.8 zavést zdrojový člen a tedy ṕı̌seme ve tvaru

ht + vx = 0 (4.16)

qt + wx = 0 (4.17)

vt + c2hx =
1

ε
(fh(h, q)− v) (4.18)

wt + c2qx =
1

ε
(f q(h, q)− w) (4.19)

Nebo složkově

hn+1
i = hni −

∆t

2∆x
(vni+1 − vni−1) +

∆tc

2∆x
(hni+1 − 2hni + hni−1) (4.20)

qn+1
i = qni −

∆t

2∆x
(wni+1 − wni−1) +

∆tc

2∆x
(qni+1 − 2qni + qni−1) (4.21)
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vn+1
i =vni −

∆t

2∆x
(hni+1 − hni−1) +

∆tc

2∆x
(vni+1 − 2vni + vni−1)

+
∆t

ε
(fh(hn+1

i , qn+1
i )− vn+1

i ) (4.22)

wn+1
i =wni −

∆t

2∆x
(qni+1 − qni−1) +

∆tc

2∆x
(wni+1 − 2wni + wni−1)

+
∆t

ε
(f q(hn+1

i , qn+1
i )− wn+1

i ) (4.23)

Kde
fh(h, q) = q (4.24)

f q(h, q) = hu2 +
g

2
h2 =

q2

h
+
g

2
h2 (4.25)

Rovnice 4.20 až 4.25 představuj́ı výsledný tvar explicitńı numerické metody. Podmı́nka
stability bude

∆t <
∆x

c
(4.26)

4.2 Výsledky numerické simulace

Pro ukázku metody využijeme známé problematiky prolomeńı hráze. Nejprve uvedeme
př́ıklad kanálu s plochým dnem a délkou L = 2000m a počátečńımi podmı́nkami

h0(x) = 10 m pro x ∈ (0, 1000〉

h0(x) = 5 m pro x ∈ 〈1000, 2000)

Na obr. 4.1 můžeme vidět výsledek numerické simulace pro čas t = 50 s a děleńı
śıtě na 100 část́ı, s prostorovým krokem ∆x = 20 m

Obr. 4.1: Prolomeńı hráze - h(x, 50 s), n = 100,∆t = 0.8∆x
c
, c = 12,∆x = 20 m

Na obr. 4.2 je výsledek simulace pro stejné poč. podmı́nky jako na obr 4.1, pouze
s jemněǰśı śıt́ı kde n = 400 a tedy ∆x = 5 m Je možné si všimnout, že se řešeńı
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Obr. 4.2: Prolomeńı hráze - h(x, 50 s), n = 400,∆t = 0.8∆x
c
, c = 12,∆x = 5 m

při zjemněńı śıtě přibližuje řešeńı analytickému. Na obr. 4.3 je pro srovnáńı sim-
ulace stejného př́ıpadu v programu OpenFOAM, ve kterém je problém řešen num-
erickou integraćı Navier-Stokesových rovnic. Můžeme si všimnout, že v jedné části
se objevuj́ı fluktuace, které v MATLABové simulaci vidět nejsou. Je to zp̊usobeno
pr̊uměrováńım rychlost́ı a uvažováńım pouze jednoho směru.

Obr. 4.3: Simulace prolomeńı hráze v programu OpenFOAM
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Obr. 4.4: Výsledky viz [1] - h0/h1 = 0.5,∆x = 20 m, c1 = 5, c2 = 12

Na obr. 4.4 je porovnáńı řešeńı s využit́ım relaxačńı metody pro metody upwind a
MUSCL s MC limiterem s téměř totožnými vstupy(×-upwind, ◦ - MUSCL ). Daľśı
řešený př́ıpad je pro poč. podmı́nky

h0(x) = 10 m pro x ∈ (0, 1000〉

h0(x) = 0.5 m pro x ∈ 〈1000, 2000)

které se v́ıce bĺıž́ı suchému stavu. Na obr. 4.5 je řešeńı znovu vidět pro hrubš́ı śı̌t,
tedy v našem př́ıpadě n = 100 a ∆x = 20 m, dále potom na obr. 4.6 pro jemněǰśı
śı̌t, tedy n = 400 a ∆x = 5 m

Obr. 4.5: Prolomeńı hráze - h(x, 50 s), n = 100,∆t = 0.8∆x
c
, c = 12,∆x = 20 m
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Obr. 4.6: Prolomeńı hráze - h(x, 50 s), n = 400,∆t = 0.8∆x
c
, c = 12,∆x = 5 m

V posledńı řadě zbývá uvažovat př́ıpad se suchým dnem. Na obr. 4.7 je výsledek
simulace pro počátečńı podmı́nky

h0(x) = 10 m pro x ∈ (0, 1000〉

h0(x) = 0 m pro x ∈ 〈1000, 2000)

Obr. 4.7: Prolomeńı hráze - h(x, 50 s), n = 100,∆t = 0.8∆x
c
, c = 12,∆x = 20 m

Na obr. 4.8 můžeme vidět simulaci
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Obr. 4.8: Simulace prolomeńı hráze v programu OpenFOAM

Obr. 4.9: Výsledek viz [1] - MUSCL s MM limiterem - ∆x = 10 m, c1 = 18, c2 = 16

U problematiky suchého dna vzniká singularita pro h = 0 m ve členu

f q(h, q) =
q2

h
+
g

2
h2 (4.27)
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Tu lze ale jednoduše odstranit využit́ım tvaru

f q(h, q) = hu2 +
g

2
h2 (4.28)

Závislost na velikosti relaxačńıho parametru

Relaxačńı parametr ε má značný vliv na výsledné řešeńı. Na obr. 4.10 je zobrazeno
několik př́ıpad̊u pro jeho r̊uzné velikosti

Obr. 4.10: Závislost řešeńı na velikosti parametru ε

Je zřejmé, že volená hodnota parametru by měla být ε 6 10−3.

4.3 Řád konvergence

Chybu numerické metody můžeme vyjádřit ve tvaru

E = uh − u∗ ≈ Khp +H.O.T (4.29)

kde E je chyba metody, uh je řešeńı dané numerickou metodou, u∗ je analytické
řešeńı, K je konstanta, h je krok prostorového děleńı , p je řád konvergence a H.O.T
jsou členy vyšš́ıch řád̊u (z anglického ”Higher Order Terms”). S využit́ım normy

||uh||1 =
1

n

n∑
i=1

|uhi | (4.30)

můžeme tedy psát
||uh − u∗|| = Khp (1)

||uh/2 − u∗|| = K
(h

2

)p
(2)

||uh/4 − u∗|| = K
(h

4

)p
(3)
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Rozd́ılem rovnice (1) a (2) dostáváme

||uh − uh/2|| = Khp
(
1−

(1

2

)p)
(4.31)

a obdobně rozd́ılem rovnice (2) a (3) dostaneme

||uh/2 − uh/4||K
h

2

p(
1−

(1

2

)p)
(4.32)

ze kterých můžeme vyjádřit řád konvergence p

p = log
||uh − uh/2||
||uh/2 − uh/4||

/
log 2 (4.33)

Po dosazeńı hodnot z prvńıho př́ıkladu viz.4.2 dostáváme p = 0.999990045 ≈ 1 , tj.
jedná se o metodu prvńıho řádu.[3]
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5

Závěr

V této práci byla řešena problematika numerického řešeńı hyperbolických systémů,
konkrétně potom rovnic pro prouděńı mělké vody. Diskretizaćı rovnic pomoćı metody
upwind a využit́ı relaxačńı metody byla dále odvozena numerická řešeńı a následně
diskutovány jejich výsledky v závislostech na jemnosti śıtě a velikosti relaxačńıho
parametru ε. Řešena byla i problematika se suchým dnem. Všechny výstupy byly
dále porovnány s řešeńım v softwaru OpenFOAM a nakonec diskutován řád konver-
gence metody.
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