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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zaméruje na numerické feseni hyperbolického sysému rovnic
popisujicich proudéni mélké vody pomoci relaxacni metody v jedné prostorové di-
menzi. V préaci je tento systém odvozen, je ukazano TeSeni linedrni konvekce,
feSeni nelinearni skaldrni rovnice, slozené z linearniho hyperbolického systému a
nelinearniho zdrojového clenu. Dale je toto feSeni rozsifeno na sysém rovnic pro
mélkou vodu.

Klicova slova - Rovnice mélké vody, relaxacni metoda, nelinearni skalarni rovnice,
hyperbolicky systém

Abstract

This bachelor thesis is concerned with numerical method for a hyperbolic system of
equations for shallow water flow in one spatial dimension using relaxation method.
In this work, we derive this hyperbolic system, show a numerical method for linear
convection, relaxation method for nonlinear scalar equation, consisting of a linear
hyperbolic system and a nonlinear source term. This method is then expanded for
the shallow water equations system.

Keywords - Shallow water equations, relaxation method, nonlinear scalar equation,
hyperbolic system
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Seznam znaceni

Lim] - sirka dna

u - hledana velicina

him| - vyska hladiny

plkg - m™3] - hustota

m[kg| - hmotnost

mlkg - s71] -hmotnostn{ tok
i[kg - m - s7!] - hybnost
FIN] - sila

g[m - s72] - gravitaén{ zrychlen{

e[—] - relaxa¢ni parametr
Ax[m] - prostorovy krok
At[s| - ¢asovy krok

A; - vlastni ¢islo

q,v,w - pomocné veli¢iny



1
Uvod

Cilem této bakalarské prace je sezndmeni s problematikou rovnic popisujicich proudeéni
meélké vody, jejich odvozeni a jejich numerické feSeni. Rovnice pro mélkou vodu jsou
systémem hyperbolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic (popi. parabolickych,
pokud uvazujeme vazké tieni). Mohou byt pouzity za predpokladu,ze vertikalni
dynamické efekty jsou zanedbatelné proti horizontdlnim. Lze ukézat, ze vertikalni
gradienty tlaku jsou témér hydrostatické a ze horizontalni gradienty tlaku vznikaji
vlivem ruzné vysky hladiny, coz znaci, ze horizontalni pole rychlosti bude konstantni
napti¢ hloubkou tekutiny.

Piipady v dynamice tekutin, kde muzeme uvazovat mélké dno jsou zanéné rozsahlé.
Rovnice mélké vody maji uplatnéni napiiklad pii predpovédi vin tsunami, feseni at-
mosférického proudeéni, zaplavovych vin, proudéni kolem objektu, atd. Rovnice se
nedaji pouzit v pripadé, kdy zaénou byt relevantni efekty ve tfetim rozméru (napf.
kdyz se vlny moc zkrati ¢i zvysi).[4]

V prvni kapitole provedeme odvozeni rovnic popisujicich proudéni mélké vody.
Dale ukazeme metodu pro feSeni linearni konvekce a nasledné relaxac¢ni metodu pro
nelinedrni skalarni rovnici konvekce sestavenou z teSeni linedarntho hyperbolického
systému s nelinearnim zdrojovym ¢lenem. V dalsi kapitole poté popiSeme rozsiteni
relaxacni metody na systém rovnic mélké vody a ukazeme reseni nékolika vybranych
pripadu. V zavéru nakonec shrneme dosazené vysledky.
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Odvozeni rovnic mélké vody

2.1 Bilance hmoty

Uvazujeme proudéni vody s konstantni hustotou p kandlem s rovnym dnem o Siice

L=1m.
\_—/_\\

—
v, h(z,t) p = konst.
—

T )
Obr. 2.1: Proudéni mélké vody bez uvazovani vlivu dna

Hmostnost tekutiny v ndmi vymezeném useku od z(t) do z5(t) je ddna

xz(t)
mlg(t)—/() Lph(z,t)dz (2.1)
x1(t

kde h(x,t) je vyska hladiny. Zaroven plati, ze

dm12
dt
Jelikoz x1(t) a xz5(t) jsou funkei ¢asu, zavedeme substituci x; = z1(Xq,t) a x9 =
x9(Xo,t) kde X7 a X5 jsou referencni stavy pro t = 0 a dostaneme

= m(t) =0 (2.2)

mit) = /X " Lph(x(X, 1), t)%);’t)dx (2.3)



L a p uvazujeme konstantni, proto muzeme vytknout pred integral a derivujeme

rovnici 2.3

, X2 9h ox 0%z
(t) = LP/XI (Fily 5 + g )X

Kde
Oh B oh 8_93 oh

ah—£m+a

A parcidlni derivaci u druhého ¢lenu lze upravit do tvaru

Bz _ 0 01y Ou_oule
otoX  oX\ot) 090X  0x0X
Po dosazeni do 2.4 dostaneme

) X2 0 Oh oh\ Oz ou Ox
m@—LﬂA1K5#+5ﬂ5§+haﬁ§WX
Dale muzeme vytknutim upravit do tvaru

X2 9h  Oh ou.\ Ox
n(t) = L oh  oh L Ou N 0T
ri(t) p/Xl (3 * 3+ 3" 5

Kde

Oh Ou,  O(hu)
22" T 3" T Tow

A tedy po zpétném dosazeni substituce dostaneme

, 2 0h  O(hu
m(t):Lp/ (E—i—%)c&:O

Coz plati pro vsechna z; a x9 a tedy dostavame rovnici kontinuity

oh  J(hu)

E—i_ ox =0

2.2 Bilance hybnosti

Hybnost je dana vztahem

i12(t) = /312 Lph(x,t)u(x,t)dz

1

Stejnym postupem, kterym jsme dostali rovnici 2.11 dosaneme

diyg *2 O(hu)  O(hu?)
W_Lp/m S R re L

10

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



Daéle vime, ze derivace hybnosti vyjadiuje silovou bilanci viz obr.2.2

//_\_// Iy

—— F} Fy «—
V4
T T2
Obr. 2.2: Silové poméry
diyp
—— =Fp=F —F 2.14
7 12 1 2 (2.14)
Kde
h1 h2
Fiy = / Lpg(hy —y)dy — / Lpg(hy — y)dy (2.15)
0 0
Po integraci
1 p 1 2
Fiy = §Lpgh1 - ELPghQ (2.16)
A nyni dame do rovnosti s rovnici 2.13
72 O(hu)  O(hu?) Lpg
Lo | ( Jdo = =29 (03— 03 2.17
o (T T = S ng (217)

Zavedeme Az, kde Ax = x5 — x1 a celou rovnici délime

1 (™ /9(hu)  O(hu?) gh?—h}
— dr == 2.18
Aa:w1<8t+8a:>x2Ax (2.18)
Pro limitu, kdyz z; — x5 muzeme psat
d(hu)  O(hu?) g o(h?)
=—-—" 2.1
ot + ox 2 Ox (2.19)
A po prevedeni na levou stranu dostavame finalni podobu
O(hu? + Zh?
o) + (h” + 5h7) =0 (2.20)

ot ox

11
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Numerické reseni konvekce

3.1 Linearni konvekce v 1D

Rovnice pro linedrni konvekci vychéazi z Navier-Stokesovy rovnice

ou ., N\ o 7
p(EvLu-Vu) = —Vp+uVai+pf (3.1)

zachovanim pouze akumulativniho a konvektivniho ¢lenu pro slozku rychlosti ve
sméru osy z (souradny systém muzeme vzdy zavést tak, aby bylo mozné toto znaceni
pouzit). Aby byla rovnice linedrni, musi byt koeficient, tj. v nasem piipadé rychlost
a konstantni a dostavame

ou ou
—4+a—=0 3.2
ot ox (32)
Tato rovnice popisuje Siteni viny bez zmény tvaru s rychlosti a a po¢atecni podminkou
u(z,0) = ug(x). Exaktni feseni této rovnice je

u(z,t) = up(z — at) (3.3)

Diskretizaci rovnice 3.2 metodou upwind dostavame

n+1 n n n
ul " — ur —ul g
: “ta——=0 34
At Ax (34)
kde jedinou neznamou je ¢len u}' a tedy upravime do tvaru
At
n+1 n n n
u, " =u; —a-—(u; —u; 3.5
i 7 Ax ( 7 2—1) ( )

Pro jednoduchy piiklad uréime pocatecni podminku jako

€ (0,1)

up(z) =0 pro {x € (2.3)

up(z) = sin(2rz) pro x € (1,2)

a uvazujeme konstantni rychlost a = 1. Pro stabilitu schématu je nutno dodrzet
podminku maximalni velikosti ¢asového kroku

AL < BT (3.6)

a

12



Vysledek pro u(x,0.5s) je mozny vidét na obr. 3.1 . Je patrné,

Ze se vlna pouze
posunula v kladném sméru rychlosti a > 0 za cas t = 0.5s.

08

/ \ u(x,0.5)
{ 1 I|' I|I ul &
{ \ { 1

06 | |

.'I \ | \
0.4

| \ | i
f Vi
0.2

Obr. 3.1: u(z,0.55),n = 1000, At = 0.82% a =1 ms™, Az = -4
Muzeme si v§imnout, ze v ¢ase t = 0s je prechod na zménéach pocatecnich podminek

ostry, kdezto v case t = 0.5s je plynuly, coz je zpusobeno chybou metody, ktera se
dé minimalizovat zjemnénim sité.

3.2 Nelinearni konvekce

Relaxaéni systém

Nyni uvazujeme relaxéni systémy v d prostorovych dimenzich slozenych z N rovnic,
ktery v obecném tvaru muzeme psat jako

U  LOF;(U) 1
=+ le or = “R(U) (3.7)

kde R(U) je lokéalni relaxa¢ni ¢len reprezentujici relaxaci k rovnovaznému stavu,

charakterizovaném jako R(U) = 0. Pro systémy ve tvaru 3.7 je kriticky predpoklad,
ze je leva strana hyperbolicka.[2]

V nasem pripadé uvazujeme skaldrni rovnici ve tvaru

u + f(wu, =0, z€R >0 (3.8)
uw(z,0) =ug(x), z€R '

kde f’(u) je nelinedrnim ¢clenem, ktery v relaxaénim systému zohlednime na pravé
strané. Relaxacni systém pro rovnici 3.8 bude ve tvaru

13



U+ v, =0
1 (3.9)
vt P = () ~ )
kde v ptipadé, ze plati subcharakteristickd podminka: |f’(u)| < ¢ v relaxaéni limité
¢ — 0 dostaneme zpét systém 3.8.[1]

Subcharakteristickd podminka

Vyjadienim v z druhé rovnice ze systému 3.9 dostaneme

v=fu) — e+ c'uz) = f(u) + Oe) (3.10)
a nasledné jeji derivaci podle prostorové souradnice
Ve = f(u)e = €z + Cige) = f(u)e + Oe) (3.11)
kde
Ve = f(u)ie + O(e) (3.12)

Z prvni rovnice ze systému 3.9 vyjadiime
u = —vy = —f'(w)u, + O(e) (3.13)

a dosazenim z rovnice 3.13 piSeme

f)e = (fu)), = (f(Wur), = —(f(u) f(w)u), (3.14)

Dosazenim do prvnf rovnice systému 3.9 vyplyvé
w+ f(w)e — e[ = ((f (0) ), + Cuuze] = O(?) (3.15)
w + f(u)e =c[( = (f'(u)?)us]  + O(?) (3.16)

kde ¢élen (¢* — (f'(u))?) muze predstavovat napf. dynamickou viskozitu, kterd musf
byt nezaporna a tedy

(@~ (fW)) =pu>0 (3.17)

a tedy dostdvdme nasf subcharakteristickou podminku ¢* > (f'(u))?2.

Hyperbolicky systém

Nas relaxa¢ni systém 3.9 lze rozdélit na linearni hyperbolicky systém na levé strané
a zrojovy c¢len na pravé strané rovnice. Nejprve se budeme zabyvat fesenim tohoto
hyperbolického systému.

Uvazujeme linearni systém N zakonu zachovani v jedné prostorové dimenzi

ou ou

T LA

ot * ox
kde U = U(x,t) je N-vektor zachovanych veli¢in a A je N x N matice. Systém ve
tvaru 3.18 je hyperbolicky, pokud je matice A diagonalizovatelnd jako

0 (3.18)

A =R AR (3.19)

Kde A = diag{\, ...., Ax } je diagonalni matici redlnych vlastnich ¢isel.[2]

14



3.2.1 Numerické tfeseni hyperbolického systému bez zdroje

V této ¢asti budeme uvazovat systém ve tvaru 3.9 s nulovou pravou stranou, tj.

U+ v, =0

2
v+ cu, =0

Pro nasledujici operace zavedeme vektor W

W — [u]
v
a systém prepiseme do vektorového tvaru

0 1

Wt+ |i62 O:| Wx:O

kde matici u druhého ¢lenu oznac¢ime jako A, tedy dostaneme tvar

W,+ AW, =0

Matici A nyni rozlozime jako

At 0

_ -1 _
A =RAR !, A_[O X

] ., R =]ry,ro

kde A je diagonalni matici vlastnich ¢isel a R je matici vlastnich vektoru.

-2 1

det(A — \E) = ch _)\H =\ - kde A1 ==+c

A tedy

N4&s systém
W, +RART'W, =0
nyni vyndsobime matici R™! a dostaneme
R'W); + R'R)A(R'W), =0
a kdyz zavedeme V = R™'W piSeme

V,+AV,=0

Po rozepsani rovnice 3.28 do slozkového tvaru

J— RE— C— —_— =
2 2c/+ 2 2¢c/ x
('LL ’U> (U ’U) _0
2 2¢)y N2 T2/,

zavedeme substituci

15

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)



u n v
— p— p
20 2 (3.30)
2 2 ¢
a konecné dostavame systém ve tvaru
+cpy; =0
peoeep (3.31)
Gt — CQz = 0

Nyni, obdobné jako u piipadu linedrni konvekce systém diskretizujeme a dostdvame

n—+1 n n n
Pi  — D bi —Pia
L L =0 3.32
At te Ax ( )
n+1 n n n
q; " — g b; —Pi1
— =0 3.33
At ¢ Ax ( )

n+1

i

Cimz ziskame systém 2 rovnic o 2 neznamych p

Ate

a ¢!, tedy po tiprave

n+1 n n n
T =p — —(pi — p; 3.34
pz pz AZL’ (pz pz—l) ( )
n n Atc n n
4; = q; + Ar (QiJrl —q;') (3.35)

A po zpétném dosazeni substituce 3.30 a vynasobeni systému / - 2

n n

prtt v Atce

n+1 7 _.n i n U; n Ui71>
bl U ___<. Y — 3.36
u; c U, + c AZL‘ Uy + c Ui—1 c ( )

ntl no Ate (4 v}’
ot Vi g Y —(u" SEAR —Z> 3.37
i c : c + AZ‘ i+1 ) _'_ c ( )
Nyni sectenim rovnice 3.36 a 3.37 a roznasobenim vysledku % dostavame

= — 2Ax (Vigan —vily) + QAm(uiH — 2u + ui ) (3.38)

A rozdilem rovnice 3.36 a 3.37 a rozndsobenim vysledku § dostavame
vt = — E(ui—f—l —ui ) + E(UH—I — v +uiy) (3.39)

Kde rovnice 3.38 a 3.39 tvoii konetnou podobu nasi relaxacni metody pro linedrni
hyperbolicky systém bez zdrojového clenu.

Pro jednoduchy ptipad budeme uvazovat stejné pocatecni podminky jako v
pripadé linearni konvekce

B z e (0,1)
up(z) =0 pro {x € (2.3)

up(z) =sin2rx pro x € (1,2)

a ¢ = 1 dostavame vysledek viz. 3.2
Muzeme si vS§imnout, ze vlna se nyni posunula do obou stran a jeji amplituda se
o polovinu zmensila.

16



B A uf=,0.5)
0.8 ud ]

04 F ,."/ _\-‘. ,'I: I',I ﬁ "\\ 4

02 / |/ -

02k 4 /"l '-I .'I \ / -
04t o i '\.\ + .
06 .

08 .

Obr. 3.2: ¢ =1,n = 1000, 6t = 0.8

3.2.2 Relaxaéni systém se zdrojovym clenem

V této casti se budeme zabyvat feSenim systému 3.9 s relaxaénim zdojovym clenem
ve tvaru

U+ v, =0

3.40
vt+62ux—é(f(u)—v) 340

Pro numerické feseni zuistane prvni rovnice stejnd. V druhé rovnici musime zohlednit
zdrojovy clen a dostaneme systém v podobé

n n At n n Atc n n n
Ui = Ui — 2Ax (Ui+1 — vty + E(ui-&-l — 2u +ui ) (3.41)
Atc? Atc? At

1 n n n n n n 1 1
U?Jr = _m(ui+1_ui—l)+w(vi+l_zvi +Ui—1)+?(f(u?+ )_U?Jr ) (3.42)

a po prevedeni neznamych na levou stranu vysledny systém ve tvaru

ntl _ n At Atc

u; u — E(U?ﬂ — v y) + AL

(u?-‘rl —2u +ui ) (3.43)

Aty . At? . Atc?, W AL
(1+?)Ui = _sz'ﬂ_uzel)"‘%(“iﬂ_%i +Uze1)+?f(uz‘ 1) (3.44)
3.2.3 Reseni Burgersovy rovnice

Obecna forma Burgersovy rovnice (také znadmé jako vazkd Burgersova rovnice) v
jedné prostorové dimenzi ma tvar

ou ou 0%u

17



V této casti se budeme zabyvat feSenim nevazké Burgersovy rovnice ve tvaru

ou ou B

o Tug =0 (3.46)

kterd je jednou ze zakladnich modelovych rovnic pro zéakony zachovani se vznikem
nespojitosti - razovych vin. Pro numerickou integraci je rovnici vhodnéjsi prepsat
do tvaru
ou 10, 4,
o taae") =
Pocatecni podminky ponechame ve tvaru

B z € (0,1)
uo(x) =0 pro {m € (2.3)

Y

(3.47)

up(z) =sin2rx pro x € (1,2)

a feSeni pro cas t = 0.5 s je vidét na obr. 3.3

B ufx,0.5)
0.8 - ul ]

Obr. 3.3: ¢ =1,n = 1000, 6t = 0.8

Vsimneme si, ze se za¢ind tvorit nespojitost - razova vlna.
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4

Numerické resSeni rovnic melké
vody

4.1 Odvozeni numerického reseni

Rovnice pro mélkou vodu jsou systém hyperbolickych parcidlnich diferencidalnich
rovnic (pii zanedbani vazkého tienf) ve tvaru

oh  O(hu)
o + o 0 (4.1)
ohu  O(hu? + %hQ)
— 4.2
o T on 0 (42)
nebo ve vektorovém tvaru
U, +FU),=0 (4.3)

o-[t) -

Systém 4.3 popisuje proudéni v ¢éase t > 0 v bodé x € R, kde h(z,t) > 0 je
vyska hladiny, u(x,t) je prumérna rychlost v horizontalnim sméru a g je gravitaéni
zrychleni. Dale zavedeme znaceni hu = g .Podobné jako u feseni konvekce, rozsitime
systém do tvaru

U n o I jup _1 0 (4.4)
V], C? 0 Vw_g F(U)-V '
Vsimnéme si, ze po zavedeni vektoru
U
W — M (45)
a matice
0 0 10
0 0 0 1
A= 20 00 (4.6)
0 200
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dostavame linedrni hyperbolicky systém ( viz kapitola 3.2.1. Bez zdrojového ¢lenu
tedy mame

W, + AW, = 0 (4.7)

Numerickd metoda pro homogenni systém bude nyni mit tvar

Atc " " At N " "
QAxA(WiJrl - Wi+ E|A|(Wz‘+1 —2WI + Wi ) (4.8)

Wit = Wi -

Kde ndm nyni schéazi hodnota |A[, kterou ziskdme rozkladem

|A| = R|A|R™! (4.9)
kde
A1l 0 0 0
L0 Xl 00
IA| = 0 0 e 0 (4.10)
0 0 0 |\
A po dosazeni
c 000
0 ¢c 00
|A| = 00 ¢ 0 (4.11)
000 ¢
kone¢né rozepiseme systém 4.8 slozkové a dostdvame
. . At N Ate ., n | 1n
=g - E(wiﬂ —wiy) + E(qiﬂ —2¢;" +qi4) (4.13)
ot = - E<hi+1 —hiy) + E<Ui+l — 207 +viy) (4.14)
. . At " Ate , n n
Wy = w; — _2Ax(%‘+1 —qi )+ E(wiﬂ — 2w +wi,) (4.15)
Déle zbyva do systému 4.8 zavést zdrojovy ¢len a tedy piSeme ve tvaru
hi + v, =0 (4.16)
1
v+ he = —(f"(h,q) —v) (4.18)
€
1
wy + gy = g(fq(f% q) —w) (4.19)
Nebo slozkove
n n At n n Atc n n n
hith =hi — E(UH—I —uiy) + E(hiﬂ — 2h{ + hi'y) (4.20)
P = - m(wiﬂ —wi ) + E(qi+1 —2¢;' + ¢iy) (4.21)
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vt = — m(hiﬂ —hiq) + E(“iﬂ — 20" + ;")

At
+ ?(fh<hzn+1’ anrl) o UnJrl)

; ; (4.22)
wp ™ =w} — 2Ax(qz'+1 —q )+ E(wi—f—l — 2w} +wity)
At
+— (IR ) = wt) (4.23)
€
Kde
f'h,a) =q (4.24)
2
Fi(h, q) = hu? + ghQ - % + gfﬂ (4.25)
Rovnice 4.20 az 4.25 predstavuji vysledny tvar explicitni numerické metody. Podminka
stability bude
A
At <22 (4.26)
c

4.2 Vysledky numerické simulace

Pro ukazku metody vyuzijeme znamé problematiky prolomeni hraze. Nejprve uvedeme
priklad kanalu s plochym dnem a délkou L = 2000m a pocatec¢nimi podminkami

ho(x) =10 m pro z € (0,1000)
ho(x) =5 m pro z € (1000, 2000)

Na obr. 4.1 muzeme vidét vysledek numerické simulace pro cas t = 50 s a déleni
sité na 100 ¢asti, s prostorovym krokem Ax = 20 m

10 T

-\J\ T T T T T T T
a5F b

h(t=50s)
h(t= 0s)

gt Y ‘
85 \
8t N {
\\
75F

| I -

| "
1
65F | !

1
6 [

1
55 ‘ \

5 1 Il L 1 1 L
0 200 400 600 8OO

I il |

1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr. 4.1: Prolomeni hréze - h(x,50 s),n = 100, At = 0.8%, c=12,Ax=20m

Na obr. 4.2 je vysledek simulace pro stejné po¢. podminky jako na obr 4.1, pouze
s jemnéjsi siti kde n = 400 a tedy Az = 5 m Je mozné si vSimnout, ze se feseni
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10 T 1\ T T m T T T T
h{t=50s}
g. 5 - ! —d

h{t= Ds})

BS[ 7

7.5 7

| | -

5 1 I I 1 1 I 1 - I
0 200 400 600 B0OO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr. 4.2: Prolomeni hraze - h(z,50 s),n = 400, At = 0.8%, c=12,Ax=5m

pri zjemnéni sité priblizuje feSeni analytickému. Na obr. 4.3 je pro srovnani sim-
ulace stejného pripadu v programu OpenFOAM, ve kterém je problém feSsen num-
erickou integraci Navier-Stokesovych rovnic. Muzeme si v§imnout, ze v jedné ¢asti
se objevuji fluktuace, které v MATLABové simulaci vidét nejsou. Je to zptusobeno
prumérovanim rychlosti a uvazovanim pouze jednoho sméru.

— 1.0e+00

0.8

0.6

04

alpha.water

Obr. 4.3: Simulace prolomeni hraze v programu OpenFOAM
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h {m)

4 1 1 1 1 1 1 L L L
0 200 400 600 80D 1000 1200 1400 1600 1800 2000

X (m)

Obr. 4.4: Vysledky viz [1] - ho/hy = 0.5, Ax =20 m,c; = 5,co = 12

Na obr. 4.4 je porovnani feseni s vyuzitim relaxa¢ni metody pro metody upwind a
MUSCL s MC limiterem s témét totoznymi vstupy(x-upwind, o - MUSCL ). Dals{
feSeny pripad je pro po¢. podminky

ho(x) =10 m pro z € (0,1000)
ho(x) =0.5m pro x € (1000,2000)

které se vice blizi suchému stavu. Na obr. 4.5 je feseni znovu vidét pro hrubsi sit,
tedy v nasem piipadé n = 100 a Ax = 20 m, dale potom na obr. 4.6 pro jemnéjsi
sft, tedy n =400 a Az =5 m

10 T B T T TT T T T T

h(t=50s)
h(t= 0s)

2+ ‘ |I 4

1r i \ .

D 1 Il L 1 1 1 1 ] Il
] 200 400 600 BOD 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr. 4.5: Prolomenf hréze - h(z,50 s),n = 100, At = 0.82% ¢ = 12, Az = 20 m

23



10 T T T T T T T T T
b
h{t=50s}
9r \ hit=0s} | |

5l _ | |

| | | |

D 1 Il Il 1 1 Il 1 1 Il
0 200 400 600 8OO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr. 4.6: Prolomen{ hréze - h(z,50 s),n =400, At = 0.82% ¢ =12, Az =5m
V posledni tadé zbyva uvazovat pripad se suchym dnem. Na obr. 4.7 je vysledek
simulace pro pocateéni podminky

ho(z) =10 m pro z € (0,1000)
ho(x) =0m pro z € (1000, 2000)

10 T —r=

\ h{t=40s
or hit=0} | 7

D i I I 1 1 I i i I
t] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Obr. 4.7: Prolomeni hréze - h(x,50 s),n = 100, At = 0.8%, c=12,Ax=20m
Na obr. 4.8 muzeme vidét simulaci
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— 1.0e+00

L 0.8

alpha.water

Obr. 4.8: Simulace prolomeni hraze v programu OpenFOAM

h{m)

1 1 1 1 1 I I 2 ;
] 200 4000 600  B00 1000 1200 1400 1600 1800 2000
X {m)

Obr. 4.9: Vysledek viz [1] - MUSCL s MM limiterem - Az = 10 m, ¢; = 18, ¢ = 16
U problematiky suchého dna vznika singularita pro h = 0 m ve ¢lenu

q2 9,9
q — J
f (h, q) =7 + 2h (4.27)
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Tu 1ze ale jednoduse odstranit vyuzitim tvaru

Zavislost na velikosti relaxaéniho parametru

o) =+ 9

(4.28)

Relaxacni parametr € m4a znacny vliv na vysledné feseni. Na obr. 4.10 je zobrazeno
nékolik piipadu pro jeho ruzné velikosti

200

400 600  BOO

1000 1200

1400 1600

1

Obr. 4.10: Zavislost TeSeni na velikosti parametru ¢

Je ziejmé, ze volend hodnota parametru by méla byt e < 1073,

4.3 RA4d konvergence

Chybu numerické metody muzeme vyjadrit ve tvaru

E=u,—u"~Kh+ HO.T

(4.29)

kde E je chyba metody, u; je feSeni dané numerickou metodou, u* je analytické
reSeni, K je konstanta, h je krok prostorového déleni , p je fad konvergence a H.O.T
jsou ¢leny vyssich fadu (z anglického ”Higher Order Terms”). S vyuzitim normy

muzeme tedy psat

1 n
falls = — > Jul|
i=1

|lup — u*|| = KhP

h
[[unje = |l = K(3)"

h
lunss = 'l = K (3)"
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Rozdilem rovnice (1) a (2) dostavame

s — | = K02 (1~ (5)") (431)
a obdobné rozdilem rovnice (2) a (3) dostaneme
h? Ip
[[un o = unsal K5 (1- (5) ) (4.32)
ze kterych muzeme vyjadrit fad konvergence p
p = log 1 = nizll /log (4.33)

||Uh/2 - Uh/4||

Po dosazeni hodnot z prvniho ptikladu viz.4.2 dostavame p = 0.999990045 ~ 1 , t;j.
jednd se o metodu prvniho fadu.|[3]
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5
Z.aver

V této praci byla fesena problematika numerického feseni hyperbolickych systému,
konkrétné potom rovnic pro proudéni mélké vody. Diskretizaci rovnic pomoci metody
upwind a vyuziti relaxa¢ni metody byla déle odvozena numerickd feSeni a nasledné
diskutovany jejich vysledky v zavislostech na jemnosti sité a velikosti relaxacniho
parametru €. ReSena byla i problematika se suchym dnem. Viechny vystupy byly
dale porovnany s fesenim v softwaru OpenFOAM a nakonec diskutovan fad konver-
gence metody.
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