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ZADANi BAKALARSKE PRACE

I. OSOBNi A STUDIJNi UDAJE

Pfijmeni: Beldikova Jmeno: Alena
Fakulta/ustav: Fakulta strojni
Zadavajfcf katedra/iistav: Ustav technicke matematiky
Studijni program: Teoreticky zaklad strojniho inzenyrstvi
Studijni obor: bez oboru

Osobnicislo: 465367

I. UDAJE K BAKALARSKE PRACI

Nazev bakalarske prace:
Matematicke modelovani proudeni ne-Newtonovskych tekutin s aplikacemi v hemodynamice

Nazev bakalarske prace anglicky:

Mathematical modelling of flows of non-Newtonian fluids with applications in hemodynamics

Pokyny pro vypracovani:
1) Odvozeni zakladm'ch rovnic popisujicich proudeni' nestlacitelne tekutiny.
2) Vytvofeni strucneho pfehledu rheologickych modelu pouzitelnych pro popis proudeni krve
3) Popis numerickeho fesenf dvojrozmerne ulohy proudeni nestlacitelne tekutiny metodou konednych diferenci.
4) Naprogramovanf metody. jeji odladeni a provedenf ov§rovacich vypoctu.
5) Graficke zpracovani a zhodnoceni vysledku numericke simulace.

Seznam doporucene literatury:
[1] Kozel K. a kol.: Numericke re§eni problemu proudeni' I - III, a skripta CVUT, FS.
[2] Mazumdar J.N.: Biofluid Mechanics, World Scientific (1992)
[3] Galdi G.P., Rannacher R.: Robertson A.M., Turek S., Hemodynamical Flows: Modeling, Analysis and Simulation,
Birkhauser (2008)
[5] Ortel H.: Prandtl-Essentials of Fluid Mechanics, Series. Applied Mathematical Sciences, Vol. 158, 3rd ed., Spinger
(2010)
[6] Dvorak R., Kozel K.: Matematicke modelovanani v aerodynamice, Vydavatelstvi CVUT (1996)

Jmeno a pracoviste vedouci(ho) bakalarske prace:

ing. Tomas Bodnar, Ph.D., ustav technicke matematiky FS

Jmeno a pracoviste druhe(ho) vedouci(ho) nebo konzultanta(ky) bakalarske prace:

Datum zadani bakalarske prace: 17.04.2019

Platnost zadani bakalarske prace:

Termin odevzdani' bakalarske prace: 18.08.2019

ing. Toma§ Bodnar, Ph.D.
padpis vedouctiho; prace

. Jin First. Ph.D.
podpis vodoucuho; uslavu'katedrv

prof. Ing. Michael ValaSek, DrSc.

III. P&EVZETJ ZADANI'
Studentka bere na vedorr ze je povinna vypracovat bakalafskou praci samostatne. bez cizi porroci s vyiimkou poskvtnutych konzultaci
Seznam pouzite literatury. jinych pramenu a jmen konzultantu je treba uvost v bakalarske praci-

Datum pfevzeti zadani Podpis studentky

CVUT-CZ-ZBP-2015 1 CVUT v Praze Design CVUT v Praze. VIC
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Abstrakt

Ćılem této bakalářské práce je matematické modelováńı prouděńı nestlačitelných tekutin
s aplikaćı v hemodynamice. Na začátku se práce zabývá popisem rheologických vlast-
nost́ı krve a zmiňuje nejčastěǰśı rheologické modely, které se pro modelováńı prouděńı
krve použ́ıvaj́ı. Následně se zabývá odvozeńım základńıch rovnic popisuj́ıćıch prouděńı ne-
stlačitelné tekutiny a také odvozeńım analytického řešeńı speciálńıho př́ıpadu Poiseuillova
prouděńı pro newtonovskou tekutinu a prouděńı popsaného pomoćı power-law modelu pro
tekutinu nenewtonovskou. Na závěr práce je popsána dvourozměrná numerická simulace
prouděńı, která může být využita jak pro simulaci prouděńı krve jakožto nenewtonovské
tekutiny, tak i pro simulaci prouděńı tekutin newtonovských. K numerickému řešeńı tato
práce využ́ıvá metodu konečných diferenćı. Numerická simulace je následně porovnána s
analytickým řešeńım prouděńı odvozeného v této práci.

Kĺıčová slova:

Prouděńı, Poisseuillovo prouděńı, power-law model, matematické modelováńı

Abstract

The aim of this bachelor thesis is mathematical modelling of flows of incompressible fluids
with aplications in hemodynamics. At the beginning this thesis deals with description
of rheological properties of blood and mentions rheological models, which are used for
modelling of blood flow. Then the thesis deals with derivation of the governing equations
of incompressible fluids and also with derivation of an analytical solution for a particular
case of Poiseuille’s Flow for Newtonian fluid and the flow described using the power-law
model for non-Newtonian fluid. Last chapter describes two-dimensional numerical flow
simulation, which can be used for blood flow simulations as well as for Newtonian fluid
flow. For the numerical simulation in this thesis is used the finite di↵erence method.
Numerical simulation is at the end compared with the analytical solutions, that were
derivated in this thesis.

Key words:

Flow, Poiseuille’s Flow, power-law model, mathematical modelling
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Seznam symbol̊u, značeńı a zkratek

Seznam zkratek

nit počet iteraćı

CFD Computational fluid dynamics

FDM Finite di↵erence method

FEM Finite element method

FVM Finite volume method

Seznam symbol̊u

I jednotkový tenzor

↵ index chováńı

� koeficient umělé stlačitelnosti

�t časový krok

�x,�y kroky śıtě ve směru x a y

� koeficient tlumeńı

�̇ smyková rychlost

⌘ funkce viskozity

⇤ charakteristický čas spojený s pamět́ı tekutiny

� Druhý součinitel viskozity

µ dynamická viskozita

⇢ hustota

⌧ smykové napět́ı

FS povrchové śıly
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T tenzor napět́ı

V objem

F śıla

H hybnost

Fv objemové śıly

D tenzor rychlosti deformace

Seznam značeńı

T (x, t,n) vektor napět́ı

C1, C2 integračńı konstanty

G gradient tlaku

H vzájemná vzdálenost dvou desek

L délka desek

Lx,Ly délka výpočtové oblasti ve směru x a y

m hmotnost

nx, ny počet buněk śıtě ve směru x a y

p tlak

t čas

Umax maximálńı rychlost ve směru x

f výslednice všech vněǰśıch sil

v = (v1, v2) = (u, v) vektor rychlosti
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Úvod

V této bakalářské práci se budeme zabývat matematickým modelováńım prouděńı nenew-
tonovských tekutin s aplikaćı v hemodynamice.

Hemodynamika je vědńı obor zabývaj́ıćı se prouděńım krve v krevńım oběhu. Mode-
lováńı prouděńı krve se může uplatňovat např́ıklad při léčeńı lidských chorob, jako jsou
cukrovka, r̊uzné revmatické nemoci nebo srdečńı choroby, protože všechny tyto nemoci
jsou spojeny se zvýšeńım viskozity krve. Doposud však neexistuje jednotný matematický
model, který by dokázal popsat prouděńı krve ve všech částech lidského krevńıho oběhu,
jelikož na toto prouděńı má vliv nespočet daľśıch faktor̊u a předevš́ım, protože charakter
krve může být r̊uzný v r̊uzných situaćıch – může být newtonovský i nenewtonovský.

Kdy a za jakých podmı́nek je chováńı krve newtonovské, či nenewtonovské se dozv́ıme
v prvńı části této práce.

Pro popis prouděńı nestlačitelných tekutin, kam řad́ıme i krev, jsou stěžejńı Navierovy-
Stokesovy rovnice, které vycházej́ı z rovnice kontinuity a pohybové rovnice. Všechny tyto
rovnice budou odvozeny na následuj́ıćıch stránkách práce.

Dále, abychom mohli popsat takové prouděńı, využ́ıváme tzv. rheologické modely.
Tato práce obsahuje stručný přehled nejpouž́ıvaněǰśıch rheologických model̊u, které se
použ́ıvaj́ı pro popis prouděńı krve. Pro některé modely jsou známá i analytická řešeńı,
jedńım z nich je power-law model, kterým se budeme následně zabývat.

V současné době se složitěǰśı modely prouděńı řeš́ı předevš́ım numericky pomoćı výpočetńı
techniky. V této práci se tedy zaměř́ıme na řešeńı pomoćı metody konečných diferenćı v
programu Matlab.

V závěru této práce se budeme zabývat vyhodnoceńım numerických simulaćı.
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Kapitola 1

Fyzikálńı popis

1.1 Hemodynamika

Krev je viskózńı, pro život nepostradatelná, tekutina, jej́ıž hlavńı funkćı je doprava kysĺıku
a živin do všech tkáńı, odváděńı tzv. odpadńıch produkt̊u a ochrana organismu před
infekcemi. Hemodynamika je věda zabývaj́ıćı se prouděńım krve v krevńım oběhu.

1.2 Rheologie krve

Krev je dle koncentrovaná suspenze tvořená krevńımi elementy, jako jsou červené krvinky
(erytrocyty), b́ılé krvinky (leukocyty) a krevńı destičky (trombocyty) obsažené v krevńı
plazmě. Tyto formované krevńı elementy tvoř́ı přibližně 45% z celkového objemu lidské
krve. V této kapitole se budeme držet popisu z [5].

Krevńı plazma

Plazma je tekutá složka krve složená primárně z vody (přibližně 90-92%). Zbytek tvoř́ı
předevš́ım anorganické a organické látky (přibližně 1-2%) a b́ılkoviny (převážně albumin,
globulin a fibrinogen).

Červené krvinky

Nejpočetněǰśım krevńım elementem jsou červené krvinky, které jsou tvořeny vodným roz-
tokem hemoglobinu, stejně jako anorganickými prvky (K, Na, Mg a Ca). Samy o sobě maj́ı
největš́ı vliv na mechanické vlastnosti krve, které se však postupem času měńı, jelikož kr-
vinky stárnou (pr̊uměrná doba života červené krvinky je 100-120 dńı). Tvar normálńıho
erytrocytu je bikonkávńı s pr̊uměrem 6 - 8 µm. Poměr mezi objemem červených krvinek
a plné krve se nazývá hematokrit .

B́ılé krvinky

B́ılé krvinky jsou o mnoho méně početné, než krvinky červené (méně než 1% z celkového
objemu krve). Hraj́ı zásadńı roli v ochraně těla proti infekćım, zejména v ničeńı bakteríı a
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vir̊u a také tvorbě protilátek. Morfologicky rozlǐsujeme pět typ̊u b́ılých krvinek: bazofily,
eosinofily, neutrofily, monocyty a lymfocity. Leukocyty maj́ı celkově malý vliv na rheolo-
gické vlastnosti krve, výjimkou jsou pouze extrémně malé cévy jako jsou kapiláry, nebo v
př́ıpadě onemocněńı.

Krevńı destičky

Krevńı destičky jsou bezjaderné fragmenty buněk, které jsou o mnoho menš́ı, než krvinky
červené. Hraj́ı d̊uležitou roli v koagulaci a také v prevenci proti ztrátě krve. Pokud se
dostanou do kontaktu s poškozenou stěnou cévy, dramaticky změńı svou fyzickou formu a
vypust́ı chemikálie, které aktivuj́ı nedaleké trombocyty a zp̊usob́ı, že se začnou shlukovat
a spolu s ostatńımi látkami vytvoř́ı krevńı sraženinu, která utěsńı poškozenou stěnu cévy
a t́ım zastav́ı krváceńı.

Obrázek 1.1: Červená krvinka (A), B́ılá krvinka (B) a Krevńı destička (C). Převzato z
[12].
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1.2.1 Rheologie chováńı krve

V této kapitole si představ́ıme, jaký je rozd́ıl mezi newtonovskou a nenewtonovskou teku-
tinou a jaký charakter, zda newtonovský či nenewtonovský, má krev. Informace uvedené
v této kapitole jsme čerpali převážně z [7].

Newtonovská tekutina je taková tekutina, ve které je dynamická viskozita konstantńı
v̊uči všem smykovým rychlostem a tud́ıž vyhovuje Newtonovu zákonu viskozity:

⌧ = µ · �̇ (1.1)

kde ⌧ je smykové napět́ı, µ je dynamická viskozita a �̇ je smyková rychlost.
Nicméně existuj́ı tekutiny, které se neř́ıd́ı lineárńı závislost́ı mezi smykovým napět́ım a

smykovou rychlost́ı. Tekutiny, které vykazuj́ı nelineárńı závislost mezi smykovým napět́ım
a smykovou rychlost́ı nazýváme nenewtonovské.

Nenewtonovské tekutiny mohou být rozděleny do tř́ı základńıch kategoríı:

1. Časově nezávislé nenewtonovské tekutiny, ve kterých je smyková rychlost nelineárńı
funkćı smykového napět́ı, nezávislým na smykovém čase a předchoźıch smykových
rychlostech tekutiny.

2. Časově závislé nenewtonovské tekutiny. Smykové rychlosti v těchto tekutinách záviśı
na smykovém čase nebo na předchoźıch smykových rychlostech tekutiny.

3. Viskoelastické tekutiny

Krev neńı ani homogenńı, ani newtonovská. Samotná plazma by mohla být newto-
novská s viskozitou asi 1,2 krát vyšš́ı než má voda, nicméně viskozita pro celou krev
se jev́ı závislá na smykové rychlosti a je měřena jako viskozita zdánlivá. Směs krevńıch
element̊u tedy dělá z krve tekutinu nenewtonovskou.

Nenewtonovské chováńı je do značné mı́ry ovlivněno charakteristickým chováńım červe-
ných krvinek, jelikož jejich pod́ıl v krvi je ze všech krevńıch element̊u nejvyšš́ı. Jedná se
hlavně o tyto tři schopnosti:

1. Tendence hromadit se při ńızkých smykových rychlostech. Červené krvinky tvoř́ı
tvar připomı́naj́ıćı komı́nky minćı, nazývaný také rouleaux .

2. Deformovat se při vysokých smykových rychlostech.

3. Tendence zarovnat se do směru prouděńı při vysokých smykových rychlostech.
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Obrázek 1.2: Rouleaux. Převzato z [11]

V chováńı krve existuj́ı však určité anomálie. Tyto anomálie jsou dány vlastnostmi
dvoj́ıho typu:

(i) Při ńızkých smykových rychlostech se zdánlivá viskozita výrazně navyšuje.

(ii) Při vysokých hodnotách smykové rychlosti se červené krvinky začnou oddělovat
a začne klesat viskozita, tud́ıž se krev začne chovat jako newtonovská kapalina s
konstantńı zdánlivou viskozitou.

Můžeme tedy usuzovat, že chováńı krve je při vysokých smykových rychlostech téměř
newtonovské, zat́ımco při ńızkých smykových rychlostech vykazuje mez kluzu a chováńı
nenewtonovské.

1.3 Rheologické modely slouž́ıćı k popisu prouděńı
krve

V předchoźı kapitole jsme si uvedli Newton̊uv zákon viskozity (1.1), kde viskozita µ byla
konstantńı. Abychom však mohli hovořit o viskozitě nenewtonovské tekutiny, bylo nutné
zavést jistá opatřeńı a proto rheologové nahradili vztah pro nestlačitelnou newtonovskou
tekutinu následuj́ıćım vtahem:

⌧ = ⌘�̇ (1.2)

Jedná se o tvar pro takzvané nestlačitelné zobecněné newtonovské tekutiny, kde ⌘ je funkćı
skalárńıch invariant smykové rychlosti �̇, [1].

Mezi nejznáměǰśı rheologické modely pro tyto zobecněné newtonovské tekutiny patř́ı
např́ıklad Power-Law model, Binghamův model,Casson̊uv model nebo např́ıklad model
Carreau-Yasuda. Použit́ı těchto model̊u je často vhodné k popisu prouděńı krve.

Krev lze popsat pomoćı mnoha matematických model̊u, žádný z nich ale neńı schopný
popsat všechny vlastnosti, jimiž se krev vyznačuje a tud́ıž se většinou model zaměřuje na
jednu z vlastnost́ı.
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Mezi daľśı modely slouž́ıćı pro popsáńı nenewtonovských vlastnost́ı krve patř́ı např́ıklad
Powell-Eyring̊uv model, Herschel-Bulkleẙuv model nebo např́ıklad Quemad̊uv model (v́ıce
o těchto modelech se dozv́ıme např́ıklad v [1]). Tyto a výše zmı́něné modely maj́ı jedinou
proměnnou a tou je smyková rychlost. Existuj́ı však i modely, které maj́ı v́ıce proměnných
a to např́ıklad Walburn-Schneck model.

Nı́že vybrané modely si poṕı̌seme podrobněji. Konstanty byly źıskány použit́ım ne-
lineárńı regresńı analýzy, pomoćı dat źıskaných od 25 letého dárce ženského pohlav́ı. Vı́ce
informaćı o tomto experimentu nalezneme v [5].

Carreau-Yasuda model

⌘ � ⌘1

⌘o � ⌘1
=

1

[1 + (⇤�̇)a](1�n)/a
(1.3)

kde ⌘o = 65, 7mPa · s, ⌘1 = 4, 47mPa · s,⇤ = 10, 4s, n = 0, 34, a = 1, 76

Modifikovaný Powell-Eyring̊uv model

⌘ � ⌘1

⌘o � ⌘1
=

ln(1 + ⇤�̇)

(⇤�̇)m
(1.4)

kde ⌘o = 57, 46mPa · s, ⌘1 = 4, 93mPa · s,⇤ = 5, 97s,m = 1, 16

Cross̊uv model

⌘ � ⌘1

⌘o � ⌘1
=

1

1 + (⇤�̇)m
(1.5)

kde ⌘o = 87, 5mPa · s, ⌘1 = 4, 70mPa · s,⇤ = 8, 00s,m = 0, 801

Zat́ımco matematická definice ⌘o a ⌘1 je vcelku jasná,

⌘o = lim
�̇!0

⌘(�̇), ⌘1 = lim
�̇!1

⌘(�̇) (1.6)

v praxi může být ⌘o aproximováno pouze z experimentálńıch dat a ⌘1 je pouze matema-
tický konstrukt. ⇤ zde znač́ı charakteristický čas spojený s pamět́ı tekutiny.
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Obrázek 1.3: Závislost zdánlivé viskozity (Apparent viscosity) na smykové rychlosti (Shear
Rate) porovnáńım několika model̊u. Převzato z [5].
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Kapitola 2

Matematický popis

2.1 Základńı rovnice popisuj́ıćı prouděńı nestlačitelné
tekutiny

Výchoźı rovnice dynamiky tekutin vycházej́ı ze základńıch fyzikálńıch zákon̊u - zákona
zachováńı hmoty (Lavoisier, 1774), zachováńı energie (I. věta termodynamiky, kolem r.
1847) a z nezbytné rovnováhy sil (Newtonovy zákony).

V této kapitole se budeme zabývat odvozeńım těchto výchoźıch rovnic a to konkrétně
odvozeńım rovnice kontinuity, pohybové rovnice a následně pomoćı těchto rovnic od-
vod́ıme Navierovy-Stokesovy rovnice. Rovnice energetická odvozena nebude, jelikož v
př́ıpadě nestlačitelné tekutiny se stává nepodstatnou.

Budeme vycházet z odvozeńı popsaných v [4], kde také najdeme v́ıce podrobnost́ı.

2.1.1 Rovnice kontinuity

V této kapitole budeme už́ıvat následuj́ıćı značeńı: Pomoćı R budeme značit všechna
reálná č́ısla. ⌦ bude značit souvislou oblast v RN . Necht’ M ⇢ RN je oblast. Potom C(M)
je lineárńı prostor všech funkćı spojitých na M. Ck(⌦) bude značit lineárńı prostor všech
funkćı, které maj́ı spojité parciálńı derivace až do řádu k v ⌦.

Hustotu tekutiny ⇢ můžeme vyjádřit jako funkci M:

⇢ : M = {(x, t); t 2 (0, T ), x 2 ⌦t} �! (0,+1)

která nám umožňuje určit hmotnost m(V ,t) tekutiny obsažené v kterékoliv podoblasti
V ⇢ ⌦t: jednotky

m(V ; t) =

Z

V
⇢(x, t)dx (2.1)

Necht’ ⇢ 2 C
1(M) a v 2 [C1(M)]3. Uvažujme libovolný časový okamžik t0 2 (0, T ) a

pohybuj́ıćı se část tekutiny, která je tvořena stejnými částicemi v každém okamžiku v čase
t0 ohraničenou oblast́ı V ⇢ V ⇢ ⌦t0 , nazývanou kontrolńı objem. Pomoćı V(t) označujeme
oblast vymezenou touto část́ı tekutiny v čase t 2 (t1, t2), kde (t1, t2) je dostatečně malý
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časový interval obsahuj́ıćı časový okamžik t0 s vlastnostmi vymezenými podmı́nkami v
lemmatu 2.1.1.

Lemma 2.1.1 Necht’ t0 2 (0, T ), V(t0) je ohraničená oblast a necht’ V(t0) ⇢ ⌦t0. Potom

existuje interval (t1, t2) 3 t0, kde jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

a) Zobrazeńı ’t 2 (t1, t2), X 2 V(t0) �! x = '(X, t0; t) 2 V(t)’ má spojitou derivaci

prvńıho řádu vzhledem k proměnné t,X1, X2, X3 a spojitou derivaci druhého řádu
@2'

@t@Xi
, i = 1, 2, 3.

b) Zobrazeńı ’X 2 V(t0) �! x = '(X, t0; t) 2 V(t)’

c) Inkluze

{(x, t); t 2 [t1, t2], x 2 V(t)} ⇢ M

plat́ı a t́ım pádem zobrazeńı v má spojitou a ohraničenou derivaci prvńıho řádu na

{(x, t); t 2 (t1, t2), x 2 V(t)}.

d) v('(X, t0; t), t) =
@'
@t (X, t0; t) 8 X 2 V(t0), 8 t 2 (t1, t2).

Z toho d̊uvodu se V(t0) = V a podmı́nky a)-d) jsou splněny.
Jelikož oblast V(t) je tvořena stejnými částicemi v každém časovém okamžiku, zákon

zachováńı hmotnosti může být formulován následuj́ıćım zp̊usobem: Hmotnost části teku-

tiny reprezentovanou oblast́ı V(t) nezáviśı na čase t.

To znamená, že
dm(V(t); t)

dt
= 0, t 2 (t1, t2). (2.2)

s ohledem na (2.1) źıskáváme:

m(V(t); t) =

Z

V(t)
⇢(x, t)dx. (2.3)

Věta 2.1.2 Necht’ podmı́nky a)-d) z Lemmatu 2.1.1 jsou splněny a necht’ funkce F=F(x,t)

má spojitou omezenou derivaci prvńıho řádu v množině {(x, t); t 2 (t1, t2), x 2 V(t)}.
Potom pro všechny t 2 (t1, t2) existuje konečná derivace

dF

dt
(t) =

d

dt

Z

V(t)
F (x, t)dx

=

Z

V(t)


@F

@t
(x, t) + v(x, t) · grad F (x, t) + F (x, t) div v(x, t)

�
dx

=

Z

V(t)


@F

@t
(x, t) + div(Fv)(x, t)

�
dx.

Důkaz této věty najdeme v [4].
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S využit́ım Věty 2.1.2, jej́ıž předpoklady jsou splněny pro funkci F=⇢ z (2.2) a (2.3)
dostáváme totožnou rovnici:

Z

V(t)


@⇢

@t
(x, t) + div(⇢v)(x, t)

�
dx = 0, t 2 (t1, t2). (2.4)

Nyńı pokud pro t = t0 vezmeme v úvahu, že V(t0) = V , docháźıme k závěru, že

Z

V


@⇢

@t
(x, t0) + div(⇢v)(x, t0)

�
dx = 0 (2.5)

pro libovolný t0 2 (0,T) a pro libovolný kontrolńı objem V v ⌦t0 .

Lemma 2.1.3 Necht’ ⌦ ⇢ RN
je otevřená množina.

Pokud f 2 C
0(⌦), potom f = 0 v ⌦ pouze tehdy, pokud plat́ı, že

R
V fdx = 0 pro jakoukoliv

otevřenou ohraničenou množinu V ⇢ V ⇢ ⌦.

Využit́ım spojitosti integrace v (2.5), Lemma 3.3 a zapsáńım t namı́sto t0 dostáváme
následuj́ıćı rovnici:

@⇢

@t
(x, t) + div(⇢(x, t)v(x, t)) = 0, t 2 (0, T ), x 2 ⌦t (2.6)

Tato rovnice je odlǐsná forma zákona o zachováńı hmotnosti nazývaná rovnice kontinuity

pro stlačitelnou tekutinu.
Uvažujeme-li pro nestlačitelnou tekutinu nav́ıc ⇢ = konst., zredukuje se tato rovnice

pouze na podmı́nku
div v = 0. (2.7)

Tento vztah nazýváme rovnićı kontinuity pro nestlačitelné tekutiny.

2.1.2 Pohybová rovnice

Základńı dynamická rovnice popisuj́ıćı pohyb tekutin bude odvozena ze zákona zachováńı

hybnosti, který může být formulován následuj́ıćım zp̊usobem: Celková změna hybnosti

části tekutiny, která je tvořena stejnými částicemi v každém časovém okamžiku a která

zab́ırá oblast V(t) v okamžiku t, je rovna śıle p̊usob́ıćı na V(t).
Necht’ ⇢ 2 C

1(M),v 2 [C1(M)]3. Celková hybnost částic obsažených v V(t) je dána
jako:

H(V(t)) =

Z

V(t)
⇢(x, t)v(x, t)dx. (2.8)

Mimoto označeńım śıly p̊usob́ıćı na objem V(t) jako F(V(t)) můžeme zákon zachováńı
hybnosti zapsat jako:

dH(V(t))

dt
= F(V(t)), t 2 (t1, t2). (2.9)
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Užit́ım Věty 2.1.2 dostáváme:
Z

V(t)


@

@t
(⇢(x, t)vi(x, t)) + div(⇢(x, t)vi(x, t)v(x, t))

�
dx = Fi(V(t)), (2.10)

i = 1, 2, 3, t 2 (t1, t2).

Nyńı, pokud vezmeme v úvahu, že t0 2 (0, T ) je libovolný časový okamžik a V(t0) = V ⇢

V ⇢ ⌦t0 , kde V je libovolný kontrolńı objem, dostáváme zákon o zachováńı hybnosti ve
tvaru, kde namı́sto t ṕı̌seme t0:

Z

V


@

@t
(⇢(x, t)vi(x, t)) + div(⇢(x, t)vi(x, t)v(x, t))

�
dx = Fi(V ; t), (2.11)

i = 1, 2, 3, pro libovolný t 2 (t1, t2) a libovolný kontrolńı objem V v ⌦t.

Vektor F(V ; t) se složkami Fi(V ; t) označuje śılu p̊usob́ıćı na objem V v čase t.
Jelikož si přejeme napsat rovnici (2.11) jako diferenciálńı, je nezbytné specifikovat

charakter vektoru F(V ; t).
Rozlǐsujeme dvoj́ı druh sil p̊usob́ıćıch na tekutiny, takzvané śıly objemové a śıly povr-

chové.

a) Śıly objemové Fv(V ; t) p̊usob́ıćı v čase t na částice obsažené v kontrolńım objemu
V ⇢ V ⇢ ⌦t jsou vyjádřeny pomoćı vlastńı hustoty (vztažené na jednotku hmot-
nosti) f 2 C(M)3:

Fv(V ; t) =

Z

V
⇢(x, t)f(x, t)dx. (2.12)

b) Śıly povrchové FS, kterými tekutina obsažená vně V p̊usob́ı na množinu S ⇢ @V . Po-
vrchová śıla je vyjádřena pomoćı vektoru napět́ı T (x, t,n) charakterizuj́ıćı hustotu
povrchové śıly:

FS =

Z

S

T (x, t,n(x))dS. (2.13)

n(x) je zde vněǰśı jednotkový normálový vektor k @V na x. Budeme předpokládat, že
T 2 [C(M ⇥ S1)]3, kde S1 je povrch jednotkové sféry se středem v počátku. Potom
celková povrchová śıla p̊usob́ıćı na čas t v kontrolńım objemu V zvněǰsku má podobu

FS(V ; t) =

Z

@V
T (x, t,n(x))dS. (2.14)

Vektor napět́ı T (x, t,n) může být vyjádřen s pomoćı některých jeho hodnot pro určité
normálové vektory. Zvoĺıme si normály rovnoběžné se souřadnicovými osami

⌧ji = Ti(x, t, ej), i, j = 1, 2, 3, (2.15)

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1),
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⌧ji = ⌧ji(x, t), i, j = 1, 2, 3, nazýváme komponenty tenzoru napět́ı

T =

0

@
⌧11, ⌧12, ⌧13

⌧21, ⌧22, ⌧23

⌧31, ⌧32, ⌧33

1

A .

Potom

Ti(x, t,n) =
3X

j=1

nj⌧ji(x, t), i = 1, 2, 3. (2.16)

Budeme předpokládat, že ⇢, vi, ⌧ij 2 C
1(M) a, že fi 2 C(M) (i, j = 1, 2, 3). Vyjádřeńım

celkové śıly p̊usob́ıćı na tekutinu obsaženou v kontrolńım objemu V a dosazeńım do 2.11
dostáváme Z

V


@

@t
(⇢(x, t)vi(x, t)) + div(⇢(x, t)vi(x, t)v(x, t))

�
dx (2.17)

=

Z

V
⇢(x, t)fi(x, t)dx+

Z

@V

3X

j=1

⌧ji(x, t)nj(x)dS, i = 1, 2, 3,

pro každé t 2 (0, T ) a pro libovolný kontrolńı objem V v ⌦t.
Mimoto použit́ım Greenovy věty źıskáváme pohybovou rovnici pro obecnou tekutinu v
diferenciálńı formě:

@

@t
(⇢vi) + div(⇢viv) = ⇢fi +

3X

j=1

@⌧ji

@xj
, i = 1, 2, 3. (2.18)

Kterou můžeme také přepsat do vektorového tvaru

@

@t
(⇢v) + div(⇢v ⌦ v) = ⇢f + div T (2.19)

2.1.3 Navierovy-Stokesovy rovnice

Máme dány základńı rovnice pro prouděńı stlačitelné tekutiny (viz [4]):

@

@t
(⇢v) + div(⇢v ⌦ v) = ⇢f + div T (2.20)

@⇢

@t
(x, t) + div(⇢(x, t)v(x, t)) = 0 (2.21)

@E

@t
+ div(Ev) = pfv + div(T v) + ⇢q � div q (2.22)

Pro odvozeńı Navierových-Stokesových rovnic použijeme pohybovou rovnici (2.20) a
rovnici kontinuity (2.21). Rovnici energetickou (2.22) pro odvozeńı nevyužijeme.

Budeme předpokládat, že tenzor napět́ı T má tvar
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T = �p I+ ⌧ (2.23)

kde I je jednotkový tenzor

I =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

⌧ popisuje smykové napět́ı a p tlak.

Pro určeńı viskózńı části ⌧ smykového napět́ı použijeme tzv. Stokesovy postuláty:

1. T = �p I+ ⌧

2. Tenzor T
0 je spojitou funkćı tenzoru rychlosti deformace, D = D(v) = (dij)3i,j=1,

dij =
1
2(

@vi
@xj

+ @vj
@xi

), a je nezávislý na jiných kinematických proměnných a také expli-
citně nezáviśı na své pozici v tekutině ani na čase.

3. Tekutina je izotropńı. To znamená, že všechny jej́ı vlastnosti jsou stejné ve všech
směrech.

4. Pokud je tenzor rychlosti deformace nulový, znamená to, že v tekutině p̊usob́ı pouze
tlaková śıla. Proto pokud D = 0 pak T = �p I

5. Závislost mezi ⌧ a D je lineárńı.

Tyto postuláty lze do matematického jazyka přeložit následuj́ıćım zp̊usobem:

1.* T = �p I+ ⌧

2.* ⌧ = f(D), f je spojité

3.* Funkce f je invariantńı v̊uči transformaci kartézského souřadnicového systému:
ST 0S�1 = f(SDS�1) pro jakoukoliv ortonormálńı matici S

4.* f(0) = 0

5.* Funkce f je lineárńı.

Po zahrnut́ı postulát̊u 1*-5* dostaneme tenzor napět́ı v následuj́ıćım tvaru:

T = (�p+ � div v)I+ 2µD(v) (2.24)

kde �, µ jsou konstanty nebo skalárńı funkce termodynamických veličin.

Předpokládáme-li, že jsou dostatečně hladké tj. ⇢ 2 C
1(M) a @v

@t a @2v
@xi@xj

2 C(M)

(i, j = 1, 2, 3) a pokud do pohybové rovnice (2.20) za T dosad́ıme výraz (2.24) dostaneme
takzvané Navierovy-Stokesovy rovnice:
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@(⇢v)

@t
+ div(⇢v ⌦ v) = ⇢f � grad p+ grad (� div v) + div(2µD(v)) (2.25)

kde µ resp. � jsou takzvańı prvńı resp. druhý součinitelé viskozity. µ je nazývána dyna-

mická viskozita.
Dynamická viskozita µ se uplatňuje se vazkých napět́ıch, která vznikaj́ı při smykové

deformaci elementu tekutiny. Druhá viskozita � se uplatňuje ve vazkých napět́ıch, která
vznikaj́ı, měńı-li se objem tekutiny při současném zachováńı jeho tvaru. Uplatňuje se též
při rychlých změnách objemu a v reaguj́ıćı tekutině.

Předpokládáme-li, že se jedná o nestlačitelnou tekutinu, plat́ı, že div v = 0. Po
vyřazeńı pátého členu tedy dostáváme Navierovy-Stokesovy rovnice pro nestlačitelné prouděńı:

@(⇢v)

@t
+ div(⇢v ⌦ v) = ⇢f � grad p+ div(2µD(v)) (2.26)

2.1.4 Zjednodušeńı Navierových-Stokesových rovnic

Vzhledem ke složitosti daných rovnic si pro účely naš́ı daľśı práce zavedeme daľśı zjed-
nodušeńı. Budeme tedy předpokládat, že:

1. Zanedbáváme vněǰśı objemové śıly, tud́ıž že f = 0

2. Prouděńı je ve 2D.

Źıskáváme:
@(⇢v)

@t
+ div(⇢v ⌦ v) = �grad p+ div(2µD(v)) (2.27)

respektive ve složkovém zápisu:

⇢
@v1

@t
+ ⇢

⇣
v1

@v1

@x1
+ v2

@v1

@x2

⌘
= �

@p

@x1
+ µ

⇣
@
2
v1

@x
2
1

+
@
2
v1

@x
2
2

⌘
(2.28)

⇢
@v2

@t
+ ⇢

⇣
v1

@v2

@x1
+ v2

@v2

@x2

⌘
= �

@p

@x2
+ µ

⇣
@
2
v2

@x
2
1

+
@
2
v2

@x
2
2

⌘
(2.29)

přeznač́ıme-li v = (v1, v2) = (u, v), vyděĺıme rovnice hustotou ⇢ a použijeme-li vztah mezi
kinematickou viskozitou ⌫ a dynamickou viskozitou µ

⌫ =
µ

⇢
(2.30)

dostaneme

@u

@t
+ u

@u

@x
+ v

@u

@y
= �

1

⇢

@p

@x
+ ⌫

⇣
@
2
u

@x2
+

@
2
u

@y2

⌘
(2.31)

@v

@t
+ u

@v

@x
+ v

@v

@y
= �

1

⇢

@p

@y
+ ⌫

⇣
@
2
v

@x2
+

@
2
v

@y2

⌘
. (2.32)

Toto je tvar rovnic, se kterým budeme pracovat v daľśı části věnované numerickým simu-
laćım.
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Kapitola 3

Matematické modelováńı

Matematické modelováńı můžeme dle [3] rozdělit na čtyři hlavńı kroky.
Prvńım krokem je formulace problému. V tomto kroku se snaž́ıme vytvořit nejúplněǰśı

fyzikálńı model, který v sobě mimo jiné muśı obsahovat např́ıklad formulaci okrajových
a počátečńıch podmı́nek, materiálové a termodynamické vztahy nebo vymezeńı platnosti
všech vztah̊u.

V druhém kroku bychom se měli pokusit sestavit matematický model, který nám bude
popisovat zvolený fyzikálńı model.

V kroku třet́ım bychom měli řešit okrajové, či počátečńı úlohy pro naše konkrétńı
zadáńı a v závěrečném kroku bychom měli provést analýzu a interpretaci výsledk̊u řešeńı
našeho matematického modelu. V tomto kroku bychom mimo jiné měli posoudit vhodnost
našeho použitého modelu, tzn. jestli a v jaké mı́̌re jeho výsledky souhlaśı se skutečnost́ı.

3.1 Analytické řešeńı

V této kapitole se budeme zabývat analytickým řešeńım prouděńı newtonovské a následně
nenewtonovské tekutiny pro vybraný jednoduchý př́ıpad. Toto analytické řešeńı dále
využijeme pro validaci numerických simulaćı.

3.1.1 Stacionárńı prouděńı newtonovské tekutiny mezi dvěma
deskami

Prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými deskami je speciálńı př́ıpad Poiseuillova prouděńı
pro které známe analytické řešeńı, které si v této kapitole odvod́ıme. Budeme vycházet ze
systému Navierových-Stokesových rovnic.
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Obrázek 3.1: Schéma a parametry desek

Uvažujme, že rychlost v = (u(y); 0) a toto dosad’me do (2.28) a (2.29), po úpravách
źıskáme:

0 = �
@p

@x
+ µ(

@
2
u

@y2
). (3.1)

Jelikož se nám tlak měńı lineárně, můžeme předpokládat, že @p
@x = konstantńı a můžeme

si výraz @p
@x upravit do následuj́ıćıho tvaru:

@p

@x
=

�p

L
= G (3.2)

kde L je délka desek a �p = pvystup � pvstup je rozd́ıl tlaku na výstupu a vstupu.
Po těchto předpokladech můžeme výraz (3.1) přepsat do následuj́ıćıho tvaru:

d
2
u

dy2
=

�p

Lµ
(3.3)

kde po integraci dostáváme:

u(y) =
�p

2Lµ
y
2 + C1y + C2 (3.4)

kde C1 a C2 jsou integračńı konstanty.
Máme dány okrajové podmı́nky u(0) = 0 a u(H) = 0, kde H je vzájemná vzdálenost

dvou desek. Z okrajových podmı́nek jsme zjistili integračńı konstanty jako:

C1 = �
�p

2Lµ
H a C2 = 0 (3.5)
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Po dosazeńı integračńıch konstant do (3.4) dostáváme profil rychlosti ve směru y:

u(y) =
�p

2Lµ
(y2 �Hy) (3.6)

Vı́me, že rychlostńı profil je parabolický a za použit́ı podmı́nek

u(0) = 0; u(H) = 0; u

⇣
H

2

⌘
= Umax (3.7)

dostáváme

u(y) =
4 · Umax

H

 
�

y
2

H
+ y

!
. (3.8)

Gradient tlaku G si můžeme vyjádřit jako:

G =
�p

L
=

2 · µ · u(y)

y2 �H · y
= �

8 · µ · Umax

H2
(3.9)

3.1.2 Stacionárńı prouděńı nenewtonovské tekutiny mezi dvěma
deskami

Viskozitu tekutiny v této kapitole budeme popisovat pomoćı tzv. power-law modelu.
Budeme vycházet z odvozeńı popsaném v [8] a budeme předpokládat Poiseuilleovo prouděńı
(grad p = (G, 0) a v = (u(y); 0)), tud́ıž rovnice (2.27) přejde do tvaru

grad p = div(2µD(v)) (3.10)

a D se nám zjednoduš́ı do následuj́ıćıho tvaru:

D =
1

2
(rv +rvT ) =

✓
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2
@u
@y

1
2
@u
@y 0

◆
. (3.11)

Dále budeme předpokládat power-law model pro viskozitu, který může být zapsán
jako

⌘ = µ(✏+ |D|2)↵
2 (3.12)

kde ↵ je index chováńı a pro newtonovskou tekutinu nabývá hodnoty ↵ = 0, ✏ > 0 a kde
smyková rychlost �̇ = 2

p
D : D, tud́ıž si výraz (3.12) můžeme přepsat jako

⌘ = µ

h
✏+

⇣
�̇

2

⌘2i↵
2

(3.13)

Dosazeńım (3.12) do (3.10) źıskáváme

grad p = µ div

✓
0 (✏+ |D|2)↵

2
@u
@y

(✏+ |D|2)↵
2
@u
@y 0

◆
(3.14)

což si můžeme rozepsat v následuj́ıćı dvě rovnice:
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(3.15)

a
@p

@y
= 0. (3.16)

Z rovnice (3.16) si můžeme ověřit, že tlak nezáviśı na y.
Integraćı rovnice (3.15) dostáváme:

@p
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·
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µ
· y + C1 =
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(3.17)

Abychommohli dostat analytické řešeńı, budeme předpokládat, že ✏ = 0. Tento předpoklad
a drobné úpravy vedou k následuj́ıćımu tvaru:
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(3.18)

Pokud uvažujeme krev, součinitel ↵ je záporný a proto se muśıme ujistit, že @u
@y 6= 0.

Nicméně v́ıme, že pro dvoudimenzionálńı Navierovy-Stokesovy rovnice je řešeńı jediné,
proto pokud najdeme řešeńı, nebudeme se muset k tomuto omezeńı vrátit. Ze symetrie
prouděńı a symetrických okrajových podmı́nek (viz obrázek 3.2) v́ıme, že @u

@y < 0. Toto
vede k následuj́ıćımu tvaru rovnice:
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. (3.19)

Před pokračováńım se muśıme ujistit, že člen na levé straně rovnice neńı záporný. To
plat́ı pro y >

µ
GC1 kde G = @p

@x , dostáváme na levé straně integrál

2
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2(↵+1)
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µ
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dy. (3.20)

Tento integrál můžeme vyřešit substitučńı metodou a dostaneme:

u(y) = 2
↵

2(↵+1)
µ(↵ + 1)

G(↵ + 2)

 
G

µ
y + C1

!↵+2
↵+1

+ C2 (3.21)

kde C1 a C2 jsou integračńı konstanty.
Abychom dle [8] mohli jednodušeji určit integračńı konstanty, muśıme si zavést bez-

rozměrný a zjednodušený souřadný systém (viz obrázek 3.2).
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Obrázek 3.2: Schéma desek s bezrozměrným a zjednodušeným souřadným systémem

V tomto systému budeme uvažovat tzv. no-slip condition, což nám předepisuje, že
u(y) = 0 pro y = 1 a symetrické prouděńı, takže @u

@y (y) = 0 pro y = 0.
Použit́ım těchto okrajových podmı́nek źıskáváme tvar rovnice pro tekutinu aproximo-

vanou pomoćı power-law
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. (3.22)

Při dosazeńı ↵ = 0, což odpov́ıdá newtonovské tekutině, do (3.22) vid́ıme, že dostáváme

u(y) =
�p

2Lµ
(y2 � 1), (3.23)

což je bezrozměrnou obdobou (3.6).
Převedeme-li naopak (3.22) do rozměrového tvaru odpov́ıdaj́ıćımu souřadnému systému

z obrázku 3.1, dostaneme
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Pokud opět dosad́ıme za ↵ = 0 dostáváme

u(y) =
G

2µ

⇣
y
2
�Hy

⌘
(3.25)

což přesně odpov́ıdá řešeńı (3.6), které jsme dř́ıve obdrželi pro newtonovskou tekutinu.

25



3.2 Numerické metody

Numerickou matematiku můžeme rozdělit dle [9] na teoretickou část, kde se provád́ı nu-
merická analýza, jej́ıž ćılem je rozbor vlastnost́ı numerických metod a algoritmů a na část
praktickou, která se naopak zabývá použit́ım numerických metod a algoritmů.

V této kapitole se budeme zabývat část́ı praktickou, tedy numerickými metodami a
to konkrétně diferenčńımi metodami. Tyto metody si představ́ıme hlavně z toho d̊uvodu,
abychom mohli následně provádět numerické experimenty s využit́ım výpočetńı techniky.

Abychom byli schopni naprogramovat řešeńı problému, muśıme znát konečný počet
vstupńıch i výstupńıch dat, což nám diferenciálńı rovnice samy o sobě znemožňuj́ı, jelikož
představuj́ı nekonečně mnoho rovnic pro nekonečně mnoho neznámých funkčńıch hodnot.

3.2.1 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic prouděńı lze realizovat pomoćı r̊uzných schémat.
Mezi hlavńı metody diskretizace můžeme dle [10] řadit:

• Metodu konečných objemů (FVM Finite Volume Method). Tato metoda spoč́ıvá v
zachováńı princip̊u zákon̊u zachováńı bilancovaných veličin v konkrétńım objemu v
diskretizované podobě.

• Metodu konečných diferenćı (FDM Finite Di↵erence Method). Tuto metodu si bĺıže
poṕı̌seme v následuj́ıćı kapitole.

• Metoda konečných prvk̊u (FEM Finite Element Method). Tato metoda dle [10]
použ́ıvá prvky namı́sto kontrolńıch objemů, na tyto prvky poté použije zákony bi-
lancováńı proto, aby se následně mohli určit veličiny proudového pole v uzlových
bodech prvku.

3.2.2 Metoda konečných diferenćı

Pro termı́n diferenčńı metoda se také použ́ıvá termı́n metoda śıt́ı. V [10] se o metodě
konečných diferenćı dočteme, že je to metoda řešeńı, která je založená na konzervativńım
diferenciálńım tvaru určuj́ıćıch rovnic v śıti uzlových bod̊u proudového pole.

Uzlové body nejčastěji označujeme pomoćı index̊u i, j, k, které maj́ı přirozenou celoč́ıselnou
hodnotu rostoućı ve směru os souřadnic x, y, z, [10].

V metodě konečných diferenćı jsou derivace v p̊uvodńıch rovnićıch nahrazeny konečnými
diferencemi.

Uvedeme si př́ıklad na jednorozměrné diferenciálńı rovnici druhého řádu, který je
uveden v [2].

d
2
u

dx2
� 2 = 0 0 < x < 1 (3.26)

s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami (to znamená, že hodnoty proměnné u jsou spe-
cifikovány na hranićıch),
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⇢
u = 0 pro x = 0
u = 0 pro x = 1

což v našem konkrétńım př́ıpadě bude tedy u = x
2
� x. Měli bychom poznamenat,

že jednoduchá diferenciálńı rovnice s jednoduchými okrajovými podmı́nkami má hladké
analytické řešeńı. Potom tedy všechny numerické metody (FDM,FEM a FVM) povedou
k exaktńımu řešeńı, dokonce i při husté śıti. Měli bychom také zmı́nit, že právě toto je
náš zmiňovaný př́ıpad. Diferenčńı náhrady pro du/dx a d

2
u/dx

2 jsou psány jako:
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dx

⌘

i
⇡
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(3.27)
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i
⇡
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(3.28)
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2�x
(3.29)
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�
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Obrázek 3.3: Porovnáńı uvedených diferenćı. Převzato z [2].

Dosazeńım (3.30) do (3.26) a použit́ım tř́ı bod̊u śıtě źıskáme

ui+1 � 2ui + ui�1

�x2
= 2 (3.31)

Výsledek v x = 1/2 s �x = 1/2 při současném dosazeńı za ui�1 = 0,ui+1 = 0 bude
ui = �1/4. Toto je stejný výsledek jako daný pomoćı

ui = (x2
� x)x= 1

2
= �

1

4
. (3.32)
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3.2.3 Řešeńı Navierových-Stokesových rovnic pomoćı metody
konečných diferenćı

V této podkapitole si poṕı̌seme, jakým zp̊usobem jsme došli ke tvar̊um rovnic pro popis
tlaku a složek rychlosti, které jsme následně použili v naš́ı úvodńı simulaci prouděńı.

Pro popis tlaku jsme použili tzv. metodu umělé stlačitelnosti (artificial compressibility
method). Metoda dle [6] spoč́ıvá v tom, že k rovnici kontinuity (2.7) přidáme vhodně
škálovanou časovou derivaci tlaku

1

�2

@p

@t
+ div v = 0 (3.33)

kde � je koeficient umělé stlačitelnosti.
Tud́ıž, pokud rovnici (3.33) uprav́ıme, źıskáme

@p

@t
= ��

2(div v). (3.34)

Nyńı pokud využijeme explicitńı schéma časové diskretizace, můžeme rovnici (3.34) přepsat
do následuj́ıćıho tvaru

p
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2

 
u
n
i+1,j � u
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2 ·�x
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!
. (3.35)

Rovnici (3.35) jsme následně ještě rozš́ı̌rili o koeficient tlumeńı �, který jsme źıskali
použit́ım zobecněného Lax-Friedrichsova schématu. Tud́ıž nám rovnice (3.35) přejde do
tvaru
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p
n
i,j+1 + p

n
i,j�1 + p

n
i�1,j + p

n
i+1,j

4

!

��t · �
2
·

 
u
n
i+1,j � u

n
i�1,j

2 ·�x
+

v
n
i,j+1 � v

n
i,j�1

2 ·�y

!
, (3.36)

kde koeficient tlumeńı � 2 h0; 1i.
Pro popis horizontálńı složky rychlosti u a pro popis vertikálńı složky rychlosti v jsme

použili následuj́ıćı rovnice, které jsme źıskali t́ım, že jsme na Navierovy-Stokesovy rovnice
(2.31) a (2.32) aplikovali explicitńı schéma časové diskretizace.
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, (3.37)
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3.3 Numerické testy

V následuj́ıćıch kapitolách se budeme zabývat numerickými testy, které byly prováděny
v programu Matlab. Budeme zde konkrétně řešit dva př́ıpady - prouděńı mezi dvěma
deskami pro newtonovskou a nenewtonovskou tekutinu. Tyto dva př́ıpady budou následně
porovnány s již zmı́něným analytickým řešeńım.

3.3.1 Úvodńı simulace prouděńı newtonovských tekutin

Prouděńı nestlačitelné newtonovské tekutiny mezi dvěma deskami můžeme v numerické
simulaci popsat pomoćı dvou variant. Prvńı variantou je, že na začátku předeṕı̌seme
rychlostńı profil a tlakový spád nám se nám vyvine a nebo naopak zadáme tlakový spád
mezi vstupem a výstupem a vyvine se nám rychlostńı profil.

Jako úvodńı simulaci si předvedeme prouděńı newtonovských tekutin s variantou
předepsáńı rychlostńıho profilu na vstupu. Abychom však byli schopni simulaci uskutečnit,
muśıme si v prvé řadě určit okrajové podmı́nky.

Máme dánu výpočtovou oblast ⌦ (viz. obrázek 3.4), která má hranice @⌦ = � =
�in [ �w [ �out.

Obrázek 3.4: Schéma výpočtové oblasti ⌦

Na spodńı a horńı části oblasti použijeme tzv.no-slip conditions, to znamená, že
proud́ıćı tekutina má nulovou rychlost vzhledem k této oblasti. Tlak zde bude popsaný
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pomoćı tzv. Neummanovy podmı́nky. Okrajové podmı́nky jsme si tud́ıž určili následuj́ıćı:

�in : u = U(y), v = 0,
@p

@n
= 0

�out :
@u

@n
= 0,

@v

@n
= 0, p = 0

�w : u = 0, v = 0,
@p

@n
= 0

Daľśım nezbytným předpokladem pro simulaci prouděńı je diskretizace fyzikálńıho pro-
storu ve kterém se prouděńı poč́ıtá. To znamená, že se prostor, ve kterém se numericky řeš́ı
rovnice prouděńı nejprve pokryje uzlovými body. Spojnice těchto dvou sousedńıch bod̊u
tvoř́ı hranu, ze které se následně sestav́ı r̊uzné prvky do dvourozměrné nebo tř́ırozměrné
śıtě. Śıtě maj́ı několik podob např. strukturované, nestrukturované nebo hybridńı, [10].

V našem př́ıpadě se bude jednat o dvourozměrnou kartézskou śıt’ se souřadným systémem
x-y a počtem buněk śıtě nx = 80 a ny = 40. Délka výpočtové oblasti je ve směru x Lx = 2
a ve směru y Ly = 1. Parametry śıtě lze dle potřeby měnit, abychom dosáhli hustěǰśı nebo
naopak řidš́ı śıtě.

Dále je nutné před spuštěńım programu nastavit následuj́ıćı parametry numerické si-
mulace: časový krok�t, maximálńı rychlost ve směru x Umax, koeficient umělé stlačitelnosti
�, dynamickou viskozitu µ, hustotu tekutiny ⇢ a koeficient tlumeńı �. Dále je potřeba za-
dat počet iteraćı nit, které má program vykonat.

Zvolili jsme následuj́ıćı nastaveńı:

• �t = 0,0006 s

• Umax = 1 m/s

• � = 30.0

• µ = 102 Pa · s

• ⇢ = 1000.0 kg ·m�3

• � = 0,04

• nit = 30 000

Po nastaveńı následuj́ıćıch hodnot již nemuśıme do programu zasahovat.
Program si následně spoč́ıtá kroky śıtě jako

�x =
Lx

nx
a �y =

Ly

ny
(3.39)

a kinematickou viskozitu ⌫0 jako

⌫0 =
µ

⇢
[m2

· s�1]. (3.40)
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Rychlostńı profil na vstupu byl popsán pomoćı funkce

u = U(y) =
4 · Umax

Ly
·

⇣
�

y
2

Ly
+ y

⌘
. (3.41)

Tento rychlostńı profil jsme źıskali z analytického řešeńı. Konkrétně se jedná o výraz
(3.8), který je pouze přepsaný tak, abychom mohli použ́ıt parametry zavedené v našem
programu.

Hodnoty tlaku program poč́ıtá z rovnice (3.36), hodnoty horizontálńı složky u z (3.37)
a hodnoty vertikálńı složky v z (3.38) a po vykonáńı uvedeného počtu iteraćı se program
sám ukonč́ı.

Numerickou simulaci lze vyhodnotit mnoha r̊uznými zp̊usoby, v našem př́ıpadě budou
pro vyhodnoceńı použity pole veličin pro horizontálńı složku rychlosti, vertikálńı složku
rychlosti a tlak.

Na obrázćıch vid́ıme tzv. izočáry, což jsou čáry, podle které má zvolená fyzikálńı
veličina stejnou hodnotu, [10].
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Obrázek 3.5: Izočáry horizontálńı složky u

31



0 0.5 1 1.5 2

X

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Y

-3

-2

-1

0

1

2

10
-4

Obrázek 3.6: Izočáry vertikálńı složky v
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Obrázek 3.7: Izočáry tlaku p

Z těchto obrázk̊u lze usoudit, že numerická simulace byla úspěšná a tud́ıž, že se jedná
o ustálené prouděńı.

Na obrázku 3.5 se můžeme přesvědčit, že izočáry horizontálńı složky u jsou př́ımky
rovnoběžné s osou x. Obdobně jsou na tom i izočáry tlaku (obrázek 3.7), které jsou
zobrazeny jako př́ımky rovnoběžné s osou y, což znamená, že se tlak měńı pouze ve směru
x a nav́ıc se na tomto obrázku můžeme přesvědčit, že jednotlivé izočáry jsou ekvidistantńı,
což nám potvrzuje, že je gradient tlaku konstantńı.

Na obrázku 3.6 můžeme na vstupu vidět přechodový efekt, i přes to ale vid́ıme, že hod-
nota vertikálńı složky rychlosti je řádově menš́ı než hodnota horizontálńı složky rychlosti
a že na výstupu docháźı k ustáleńı a dosažeńı nulových hodnot.

Jelikož nám simulace dopadla tak, jak jsme očekávali, můžeme se přesunou na daľśı
kapitolu, kde si představ́ıme numerickou simulaci nenewtonovské tekutiny.
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3.3.2 Nastaveńı úloh

Jelikož u prouděńı nenewtonovské tekutiny dopředu nev́ıme, jaký tvar bude mı́t rychlostńı
profil a kv̊uli následnému srovnáńı chceme vytvořit společný program pro oba dva př́ıpady
(jak newtonovské, tak i nenewtonovské tekutiny), muśıme se přiklonit k variantě, která
spoč́ıvá v předepsáńı tlakového spádu mezi vstupem a výstupem.

Použit́ım této varianty jsme byli schopni vytvořit jeden společný program pro oba dva
typy tekutin. Pomoćı námi zvolených parametr̊u je tedy následně možné mezi jednotlivými
tekutinami program přeṕınat a nastaveńı úloh, jak geometrické, tak i parametrické, bude
tedy pro oba dva př́ıpady stejné.

Zvolili jsme hodnoty pro krev z power-law modelu, které byly naměřeny ve stejném
experimentu, jako materiálové konstanty uvedených rheologických model̊u v kapitole 2.3,
tud́ıž z [5]. Parametry śıtě jsme zvolili stejné jako v kapitole 4.3.1., od které se tato
simulace odv́ıj́ı.

Pro variantu předepsáńı tlakového spádu jsme použili tedy následuj́ıćı nastaveńı:

• ⇢ = 1000 kg ·m�3

• � = 0,01

• nit = 100 000

Okrajové podmı́nky jsme museli kv̊uli změně varianty také pozměnit. Předepsali jsme
tedy následuj́ıćı okrajové podmı́nky, které odpov́ıdaj́ı obrázku 3.4 a tud́ıž i výpočtové
oblasti ⌦:

�in :
@u

@n
= 0,

@v

@n
= 0, p = 1

�out :
@u

@n
= 0,

@v

@n
= 0, p = 0

�w : u = 0, v = 0,
@p

@n
= 0

3.3.3 Simulace prouděńı nenewtonovské tekutiny

U newtonovských tekutin je viskozita konstantńı, u nenewtonovských tekutin však toto
obecně neplat́ı. Viskozitu jsme si z tohoto d̊uvodu museli předepsat jako funkci smykové
rychlosti �̇ a to

⌫ = K · �̇
↵ (3.42)

kde K je koeficient konzistence a kde ↵ = 0 voĺıme pro newtonovské tekutiny a ↵ 6= 0 pro
nenewtonovské tekutiny, tud́ıž se jedná o index chováńı.

Jak jsme si popsali v předchoźı kapitole, volili jsme hodnoty pro krev z power-law
modelu, které byly naměřeny v experimentu v [5]. Pro naš́ı simulaci jsme tedy použili:

• K = 20, 2 · 10�3 Pa · s↵+1

• ↵ = �0, 372
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Smykovou rychlost �̇ (v literatuře dále dohledatelnou jako smykový nebo rychlostńı
spád nebo smykový gradient) jsme si již dř́ıve definovali jako

�̇ = 2
p

D : D (3.43)

V programu jsme si tedy zavedli diskretizovanou verzi

�̇ =

"⇣
u
n
i+1,j � u

n
i�1,j

2 ·�x

⌘2
+
⇣
v
n
i,j+1 � v

n
i,j+1

2 ·�y

⌘2

+
1

2

⇣
v
n
i+1,j � v

n
i�1,j

2 ·�x
+

u
n
i,j+1 � u

n
i,j�1

2 ·�y

⌘# 1
2

. (3.44)

Dále abychom zajistili, že hodnota viskozity neporoste do nekonečna, omezili jsme ji
v programu následuj́ıćım zp̊usobem

⌫i,j = min
�
K · �̇

↵
, ⌫0

�
. (3.45)

Jelikož viskozita již neńı v tomto př́ıpadě konstantńı, museli jsme v programu zavést
okrajové podmı́nky i pro viskozitu. Pomoćı lineárńı extrapolace jsme předepsali okrajové
podmı́nky na vstupu jako ⌫1,j = 2 · ⌫2,j � ⌫3,j, na výstupu jako ⌫nx+1,j = 2 · ⌫nx,j � ⌫nx�1,j,
na horńı části oblasti jako ⌫i,ny+1 = 2 · ⌫i,ny � ⌫i,ny�1 a na spodńı části oblasti jako
⌫i,1 = 2 · ⌫i,2 � ⌫i,3.

Jak jsme již zmı́nili, u nenewtonovských tekutin je viskozita proměnná, z tohoto
d̊uvodu jsme museli modifikovat i předpis (3.37) pro horizontálńı složku u na

u
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n
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"
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i,j ·
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n
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(
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!
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�y � (
⌫ni,j+⌫ni,j�1
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(3.46)

a předpis (3.38) pro vertikálńı složku v na

v
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Předpis pro tlak z̊ustal nezměněný a to

p
n+1
i,j = (1� �)pni,j + �

 
p
n
i,j+1 + p

n
i,j�1 + p

n
i�1,j + p

n
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4

!

��t · �
2
·

 
u
n
i+1,j � u

n
i�1,j

2 ·�x
+

v
n
i,j+1 � v

n
i,j�1

2 ·�y

!
. (3.48)

Pro simulaci prouděńı nenewtonovské tekutiny jsme v programu nastavili následuj́ıćı
hodnoty

• �t = 6 ·10�5 s

• � = 100

Z následuj́ıćıch obrázk̊u lze usoudit, že numerická simulace pro př́ıpad nenewtonovské
tekutiny byla úspěšná. Izočáry tlaku jsou zde opět nezávislé na souřadnici y a jsou ekvi-
distantńı. To samé plat́ı i u horizontálńı složky rychlosti, kde jsou izočáry naopak rov-
noběžné s osou x. Rychlosti, které můžeme vidět na následuj́ıćıch obrázćıch, neodpov́ıdaj́ı
skutečným rychlostem krve v krevńım oběhu. Toto je zp̊usobeno t́ım, že jsme se nedrželi
fyziologických rozměr̊u oblasti prouděńı.
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Obrázek 3.8: Izočáry tlaku p
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Obrázek 3.9: Izočáry horizontálńı složky u
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Obrázek 3.10: Izočáry vertikálńı složky v

Jelikož se jedná o nenewtonovskou tekutinu, jej́ıž viskozita neńı konstantńı, můžeme
si v tomto př́ıpadě nechat vykreslit i izočáry pro viskozitu.
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Obrázek 3.11: Izočáry viskozity ⌫

3.3.4 Simulace prouděńı newtonovské tekutiny

Jelikož nám nastaveńı naš́ı numerické simulace dovolovalo změnou pouze vybraných para-
metr̊u provést simulaci i newtonovské tekutiny, provedli jsme tuto simulaci také, abychom
ji mohli následně porovnat s odvozeným analytickým řešeńım. Ke změnám došlo v následuj́ıćıch
parametrech:

• �t = 240 ·10�5 s

• ↵ = 0

• � = 10

Výsledky, které si následně předvedeme, byly stejně uspokojivé, jako v př́ıpadě nenew-
tonovské tekutiny.
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Obrázek 3.12: Izočáry tlaku p
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Obrázek 3.13: Izočáry horizontálńı složky u
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Obrázek 3.14: Izočáry vertikálńı složky v
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3.4 Výsledky numerického řešeńı a jejich porovnáńı
s analytickým řešeńım

Nejprve budeme porovnávat analytické řešeńı (3.6) pro newtonovskou tekutinu, které
jsme źıskali použit́ım speciálńıho př́ıpadu Poiseuillova prouděńı, s numerickým řešeńım
naprogramovaným v programu Matlab (kde ↵ = 0). Zbývaj́ıćı hodnoty byly nastaveny
jako v kapitole 3.3.4.
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Obrázek 3.15: Závislost horizontálńı složky rychlosti u na souřadnici y pro newtonovskou
tekutinu

Jak je zřejmé z obr. 3.15 rozd́ıl řešeńı je malý. Abychom však mohli výsledek kvanti-
fikovat, muśıme chybu mezi jednotlivými metodami řešeńı spoč́ıtat jako

err =
1

ny

vuut
ny+1X

j=1

(uj � u(yj))2 (3.49)

kde uj je hodnota źıskaná z numerického řešeńı, kde i = nx
2 (abychom rychlost odeč́ıtali

v polovině výpočtové oblasti) a u(yj) je hodnota z analytického řešeńı.
Z tohoto vztahu dostaneme č́ıslo, které vypov́ıdá o hodnotě chyby, které se dopoušt́ıme

použit́ım numerického řešeńı na rozd́ıl od analytického. Chyba, které jsme se dopustili v
tomto př́ıpadě je rovna 1,3789 ·10�18.
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Jak je zřejmé ze vztahu (3.49), velikost chyby bude také záviset na velikosti buňky
śıtě ny.

Nyńı si předvedeme stejné srovnáńı, ale tentokrát pro nenewtonovskou tekutinu. Zde
budeme porovnávat analytické řešeńı z power-law modelu (3.24) s numerickou simulaćı.
Vykresĺıme si tedy znovu porovnáńı jednotlivých metod.
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Obrázek 3.16: Závislost horizontálńı složky rychlosti u na souřadnici y pro nenewtonov-
skou tekutinu

Již z grafu lze usoudit, že rozd́ıl mezi jednotlivými metodami neńı opět př́ılǐs výrazný.
Abychom to však mohli posoudit i z jiného pohledu, dosadili jsme si hodnoty z tohoto grafu
do výrazu (3.49). Z tohoto výrazu jsme dostali hodnotu chyby jako err = 1, 2174 · 10�8.
Můžeme si také všimnou změny tvaru rychlostńıho profilu.

Změnou parametrického nastaveńı śıtě, tzn. jej́ım zhuštěńım, můžeme dosáhnout menš́ıch
chyb. Tohoto zmenšeńı však dosáhneme na úkor prodloužeńı výpočtového času. Proto se
zde naskytne otázka, zda je chyba natolik velká, aby mělo smysl śıt’ zhušt’ovat.

Jak z grafických výstup̊u, tak i z hodnot z výrazu (3.49) lze usoudit, že se numerická
simulace v obou př́ıpadech, jak v př́ıpadě newtonovské, tak v př́ıpadě nenewtonovské te-
kutiny velice bĺıž́ı analytickým řešeńım, které jsme si v této práci odvodili. Avšak simulace
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pro newtonovskou tekutinu byla přesněǰśı na rozd́ıl od simulace pro tekutinu nenewtonov-
skou. Jak jsme se již zmı́nili výše, hodnotu chyby pro nenewtonovskou tekutinu můžeme
sńıžit zhuštěńım śıtě.

3.5 Vyhodnoceńı konvergence numerických simulaćı

Konvergenci řešeńı lze vyhodnotit několika r̊uznými zp̊usoby. V našem př́ıpadě budeme
konvergenci vyhodnocovat jako změnu řešeńı v závislosti na iteraci. Vypoč́ıtáme si tedy
tzv. reziduum, které si následně vykresĺıme do grafu v závislosti na proběhlých iteraćıch.
Toto nám pak podá informaci o pr̊uběhu ustalováńı jednotlivých veličin.

Jelikož jsme řešili současně tlak i složky rychlosti, je nutné vyhodnotit rezidua pro
všechny zvlášt’.

Reziduum pro tlak spoč́ıtáme jako

rez p =

qP
(pn+1

i,j � p
n
i,j)

2

nx · ny
, (3.50)

tedy jako Euklidovskou normu vydělenou počtem buněk śıtě nx a ny.
Obdobně si spoč́ıtáme reziduum pro horizontálńı složku u

rez u =

qP
(un+1

i,j � u
n
i,j)

2

nx · ny
(3.51)

a pro vertikálńı složku v

rez v =

qP
(vn+1

i,j � v
n
i,j)

2

nx · ny
. (3.52)

Vı́me, že pokud reziduum dosáhne numerické nuly, dojde k ustálenému stavu jednotlivých
veličin.
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Abychom viděli řádové změny rezidua, vyneseme si jej v logaritmických souřadnićıch.
Nejdř́ıve si uvedeme př́ıklady rezidúı pro newtonovskou tekutinu.
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Obrázek 3.17: Závislost rezidua tlaku na počtu iteraćı
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Obrázek 3.18: Závislost rezidua jednotlivých složek na počtu iteraćı

V [10] se dočteme, že konvergentńı řešeńı nemuśı mı́t vždy monotónńı pokles rezidua
a že se zpravidla objevuj́ı tzv. pseudonestacionarity. Toto můžeme sledovat i na pr̊uběhu
rezidua tlaku a rezidúı složek rychlost́ı.

Důležité však na tomto pr̊uběhu je, že hodnota rezidúı klesá (až o několik řád̊u), což
se děje v obou př́ıpadech - jak u tlaku, tak i u složek rychlosti. V obrázku 3.17 si můžeme
všimnout, že hodnota rezidua tlaku se pohybuje na logaritmické stupnici výš, než je tomu
u složek rychlost́ı na obrázku 3.18.

Hodnota rezidua tlaku a horizontálńı složky rychlosti se po proběhlých 90 000 iteraćıch
ustáĺı a hodnota rezidua je v tomto př́ıpadě natolik malá, že ji Matlab vyhodnot́ı jako
nulovou.
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Pro simulaci prouděńı nenewtonovské tekutiny byla rezidua následuj́ıćı
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Obrázek 3.19: Závislost rezidua tlaku na počtu iteraćı pro nenewtonovskou tekutinu
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Obrázek 3.20: Závislost rezidua jednotlivých složek na počtu iteraćı pro nenewtonovskou
tekutinu

V př́ıpadě nenewtonovské tekutiny můžeme opět pozorovat pseudonestacionarity a i
přes to, že hodnota rezidúı nedosáhne nulové hodnoty, tak vid́ıme, že rezidua maj́ı klesaj́ıćı
charakter a tud́ıž se hodnoty veličin použitých v naš́ı numerické simulaci ustaluj́ı.
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Závěr

Tato práce je členěna do tř́ı hlavńıch kapitol. V prvńı kapitole jsme si představili rhe-
ologické vlastnosti krve a následně rheologické modely, které se k popisu prouděńı krve
nejčastěji použ́ıvaj́ı.

V kapitole druhé se zabýváme odvozeńım základńıch rovnic popisuj́ıćıch prouděńı ne-
stlačitelných tekutin. Jedná se konkrétně o rovnici kontinuity a pohybovou rovnici. Na
základě těchto rovnic jsme si následně odvodili Navierovy-Stokesovy rovnice, které jsou
potřebné k popisu prouděńı nestlačitelných tekutin a které jsme následně modifikovali,
abychom je mohly využ́ıt k numerické simulaci prouděńı.

T́ımto se dostáváme k posledńı, třet́ı kapitole. V této kapitole je mimo jiné odvozeno
analytické řešeńı pro speciálńı př́ıpad Poisseuillova prouděńı, který se použ́ıvá pro popis
prouděńı newtonovské tekutiny mezi dvěma deskami. Daľśı analytické řešeńı, které jsme
si v této kapitole odvodili je prouděńı nenewtonovské tekutiny popsané pomoćı power-law
modelu, kde již viskozita neńı konstantńı jako v př́ıpadě newtonovské tekutiny, nýbrž je
zde viskozita popsána jako funkce.

Na závěr této kapitoly, a tud́ıž i práce, se dostáváme k dvourozměrným numerickým
simulaćım, které byly v této práci úspěšně provedeny a jej́ıž výsledky by měli odpov́ıdat
fyzikálńım předpoklad̊um. Numerické simulace byly provedeny pro př́ıpad prouděńı new-
tonovské tekutiny, stejně jako pro př́ıpad prouděńı tekutiny nenewtonovské. Tyto nu-
merické simulace jsme si následně porovnali s analytickým řešeńım odvozeným v této
práci.Také došlo k zhodnoceńı konvergence jednotlivých veličin, které se v numerické si-
mulaci objevily.

Z tohoto shrnut́ı vyplývá, že byly splněny všechny v zadáńı stanovené ćıle práce.
Kdybychom chtěli v této práci pokračovat, bylo by možné rozš́ı̌rit numerickou simulaci

např́ıklad do následuj́ıćıch bod̊u:

• rozš́ı̌reńı do 3D

• převedeńı na prouděńı nestacionárńı

• modifikovat kód pro obtékáńı překážky, jakožto reakci na krevńı sraženinu
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