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methods. In addition, these methods were implemented in C
language. Compressed sparse row format was used for this

purpose. Methods were tested in several cases.
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1. UVOD

Tato bakaldrska prace se zabyva feSenim n soustav linearnich algebraickych rovnic
v metodé konecnych prvk(, zejména se zaméruje na praktické vyuZiti iteracnich metod a
jejich srovnani. lteracni metody jsou voleny tak, aby je bylo mozné pouzivat pro soustavy
rovnic vzniklé diskretizaci pomoci metod konecnych prvk. Pomoci metody konecnych
prvkd lze aproximovat parciadlni diferencidlni rovnice, které popisuji mnoho technickych
problémi a setkdvame se s nimi v podstaté ve vSech inZenyrskych odvétvich. Touto
aproximaci dostaneme soustavy linedrnich rovnic typu Ax = b o n neznamych, kde 4 je
matice typu n X n, x hledany vektor fesici soustavu a b je vektor pravych stran.

V této praci se budu primarné zabyvat, jakymi metodami Ize danou rovnici fesit a
jaké jsou mezi nimi rozdily. Zakladni rozdéleni téchto metod je na pfimé a iteracni. Pfimé
metody jsou metody, které vedou k presnému reseni v kone¢ném poctu krokl ale pro
velké rozméry matic n se nepouzivaji. lteraéni metody se pouzivaji pro veké n, ale
konecny pocet iteraci. Vznikd nam tedy posloupnost vektor( bliZici se k sprdvnému
vysledku a feSeni pouze aproximujeme. Itera¢ni metody konverguji k spravnému reseni
pouze za predpokladu, Ze matice A4 splni podminky pro pouzitou iterac¢ni metodu.

Cilem prace byla realizace vybranych iteracnich metod v jazyce C. Pro uloZeni fidké
matice A byl zvolen format Compressed sparse row. Ddle se prace zabyva testovanim
rychlosti konvergence rlGznych iteraénich metod a caste¢né vlivem predpodminéni.
Jednotlivé chyby byly porovnany z hlediska velikosti chyby(rezidua) a poctu iteraci.

Tato prace se skladda ze sedmi kapitol. Prvni kapitola je Uvod a motivace proc¢ resSime
soustavu linedrnich rovnic. V druhé kapitole nalezneme potfebné matematické pojmy
k vykladu pfimych a iteracnich metod. Ve treti kapitole najdeme, jak se dostaneme
k matici, na které budeme metody porovndvat. Ve ¢tvrté kapitole jsou popsany primé
metody, a to Gaussova eliminace, LU rozklad a Choleského rozklad. V paté kapitole se
budeme vénovat klasickym iteraénim metodam a to Jacobiové, Gaussové-Seidelové a SOR
(Successive Over Relaxation). V Sesté si ukazeme moderni iteracni metody nejvétsiho
spadu, sdruzenych gradient(i a metody které lze pouZit pro nesymetrické matice. V sedmé
kapitole je popsana realizace a srovnany numerické vysledky jednotlivych metod. Posledni
osma kapitola obsahuje zdvér s porovnanim metod.

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvkd 1
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2. Matematické Zaklady

V této kapitole jsou popsany zakladni matematické pojmy, které budeme dale
pouzivat. S FeSenim soustav linedrnich rovnic jsou v prvni fadé spojeny otazky existence a
jednoznacnosti feSeni soustavy linedrnich rovnic, k tomu budeme uZivat pojmy linearni
zavislost a nezavislost vektoru.

Definice 1 (Linedrni zdvislost a nezdvislost vektoru) Skupinu vektori ug,u; ..., u,
nazyvdme linedrné zdvislou, jestlize existuji redind cisla ay, a5, ..., @y, (z nichZ alespon
jedno je rtizné od nuly) tak, Ze

alul + azuz + -4+ anun = 0 (1)
Skupinu vektord, kterd neni linedrné zavisld, nazyvame linedrné nezavisla.

S pojmem linearni zavislosti souvisi pojem hodnost matice.

Definice 2 (Hodnost matice) Maximdini pocet linedrné nezavislych rddki matice A
nazyvdme hodnosti matice A. Znacime h(A).

Specialné pro ¢tvercové matice uzivdme pojem regularni matice.

Definice 3 (Reguldrni matice) Ctvercovou matici typun X n, kterd md hodnost n
nazyvdme reguldrni matici. Pokud matice neni reguldrni, je singuldrni.

Na zakladé predchozich pojm je jiz mozné uvést vétu o existenci a jednoznacnosti reseni,

to je Frobeniova veta.

Véta 1 (Frobeniova véta) Soustava linedrnich algebraickych rovnic A-x = b md reseni
pravé tehdy, je-li

h(A) = h(A|b).
Je-lih(A) = h(A|b) = n md soustava jediné reseni.
Je-li h(A) = h(A|b) <n md soustava nekonecné mnoho reseni.

Specidlné si uvedeme, Ze pro reguldarni matici A tato véta zaruduje existenci a
jednoznacnost reSeni pro soustavu Ax = b. Ted prejdeme k definicim, které nam
pomohou v feseni iteracnich metod. V prvni radé jde o skalarni soucin dvou vektor.

Definice 4 (Skaldrni soucin) Skaldrnim soucinem vektori u= [u;,u, ..,u,] a v=
[v1, V3, ... vy] nazyvdme Eislo (u, v) definované
(wv)=u-v=u; v, +Uy Vy ot Uy " Uy

Dale definujeme pojem vlastni Cislo matice, které nam urci spektralni polomér matice a
diky némuz zjistime konvergenci klasickych itera¢nich metod.

Definice 5 (Vlastni Cislo a vlastni vektor) Komplexni ¢islo A nazyvdme vlastnim cislem
Ctvercové matice A, existuje-li nenulovy vektor x takovy, Ze

Ax = Ax.
Takovy vektor x se nazyvd vlastnim vektorem matice A odpovidajicim viastnimu Cislu A.

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvkd 2
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Definice 6 (Spektrdini polomér matice) Spektrum cCtvercové matice A typu n X n
nazyvdme mnoZinu {Al, /’lz,...,/’ln} vSech vlastnich ¢isel matice A. Potom Cislo

Pa = max|Al,
nazyvdme spektrdlnim polomérem matice A.
Rychlost konvergence budeme vysettovat uzitim normy vektoru.

Definice 7 (Norma vektoru) Normou vektoru rozumime takové zobrazeni ||-||: R"* —
< 0, +x), které pro libovolné vektory u,v € R" a Cislo aeR splriuje:

a)|lul| =0 u=0
b)llaul|l = |allul
) llu+vl < |ul+ v
Dale definujeme pojem normy matic a souvislost normy matic a vektoru.
Definice 8 (Norma matice) Necht kaZdé komplexni matici A typu n X n je jednoznacné
prirazeno redlné cislo, pricemzZ plati:
a)llA|]| = 0; ||A]l = 0 prdvé tehdy kdyZ A je nulovd matice
b)||aA|| = |a||A| pro kaZdé a € C
c)l|A + B|| < ||A|| + ||B|| pro kaZdé dvé matice stejného typu
d)|lA - B|| < ||A|l - ||B]| pro kazdé dvé matice pro které je definovdn soucin
Pak ¢islo ||A|| nazyvdme normou matice A.
Nyni si miZeme ukazat zdkladni typy norem. Zakladni typy norem lze nalézt napi v [7].
Zde budeme uZivat fadkovou normu ||x||oo, sloupcovou normu ||x||1a eukleidovskou
normu ||x||2.
Konvergence itera¢nich metod je ¢asto spojena s vlastnostmi matice A4, naptiklad matice

je symetricka, ostfe diagonalné dominantni a pozitivné definitni. Tyto definice ndm
pozdéji pomuzou urcit, kdy iteracni metody konverguiji.

Definice 9 (Ostre diagondlné dominantni matice) Necht A je redind Ctvercovd matice typu
n X n. Matici A nazveme ostre diagondlné dominantni, plati-li

n
lag;| > Z |ai;| pro viechnai=1,2,..,n
j=1
nebo

n
la;;| > Z |aji| pro viechna i=1,2,...,n.
Jj=1

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvk 3
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Definice 10 (Pozitivné definitni matice) Necht A je Ctvercovd matice typun Xn, pak
rfekneme, Ze je pozitivné definitni, jestli plati

(Aw,w) = wlAw > 0 pro vSechna nenulova weR".

Definice 11 (Symetrickd matice) Necht A je Ctvercovd matice typu n X n. Pak fekneme, Ze
je symetrickd, jestlize plati

aij = G,

pro vsechna i, j. Tedy matice A je symetrickd, pokud plati
AT = 4,

kde AT je matice trasponovand k matici A.

PFi pouziti iteracnich metod ¢asto minimalizujeme reziduum, tedy fesime velikost vektoru
b — Ax™_ Pro nevhodné matice ($patné podminéné) je ale moiné, e toto &islo bude
malé, ale pfiblizeni x®bude od presného fedeni jesté velmi vzdaleno. UvaZujeme, Ze
neresime rovnici Ax = b, ale rovnici

A(x+ Ax) = b + Ab. (1)

UZitim Ax = b a vztahem (1) uréime

Ax = AAb, x=A"1b.
Pomoci norem odhadneme pak

llaxi| < ||a*]| - Jlabl],  Jixi] = -

UZitim obou nerovnic pak dostaneme

|||L|\;||||S Al - |ja|- %
kde vidime, Ze relativni chyba Feéem’%lze odhadnout pomoci relativni chyby pravé
stranyM vynasobené faktorem [|A]] - ||A‘1||. Cislo #(A4) = ||A]| - ||A‘1|| nazyvame

|IbI]
Cislem podminénosti.

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvk 4
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3. Metoda konecnych prvk

V této kapitole ukdzeme, jak se dostane specidlni soustava rovnic, uzitim metody
konecnych prvkd v pripadé 1D problému, viz [1]. Tuto soustavu budeme pozdéji resit
rGznymi iteraénimi metodami. Mame Uulohu, kdy feSime deformaci nosniku délky 1
uchyceného na obou stranach. Deformaci vyjadfime za predpokladu malych posunuti a

linearni pruznosti pomoci, viz [2]

(2)

kde E je elasticky modul, u posunuti, o napéti a f je intenzita sil. Rovnice (2) je doplnéna
okrajovymi podminkami u(0) = u(1) = 0. Slozenim rovnic (2) a uvazujeme-li E = 1, nam
vznikne rovnice

_uII — f'
se stejnymi okrajovymi podminkami. Tuto ulohu Ize formulovat obecnéji, v tzv. slabém

smyslu. Hledame funkci ueC?(I), kde I =< 0,1 >, takovou Ze plati

—u'(x) =f(x) Vxe(0,1), (3)
u(0) =u(1) =0.
Jestlize vezmeme rovnici (3) a prenasobime ji testovaci funkci veD, kde prostor D je

definovan jako

D ={p€eC?¢9(0)=9¢(1) =0}
a zintegrujme pres interval I. Tim dostaneme

1

1
f —u"(x)v(x)dx = ff(x)v(x)dx.

0 0

UZijeme per-partes na levou stranu rovnice, vyuzijeme definice D a dostaneme

1

fu’(x)v’(x)dx = ff(x)v(x)dx. (4)
0

0
Rovnice (4) je reSeni u problému (3) pro libovolné veD. Zde prejdeme ke Galerkinové

problému. Hledame funkci ueV, tak aby platilo (4) pro vSechna vel/.Zde prostorV je

definovan jako

V ={p € C(),p" — po castech spojita, ¢ (0) = (1) = 0}.

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvk 5
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NavdZeme metodou konecnych prvkdl, kterd aproximuje feSeni. Volime podprostor V),
V s koneé¢nou dimenzin. Pfedchozi problém budeme fesit vtomto podprostoru, tedy
hledame u;, € V, splfujici rovnici (4) pro Vv, € V. Zvolime bazi tohoto podprostoru
@1, -, Py a funkci uy, (x) zapiseme jako linedrni kombinaci této baze

n

up(x) = Z a;;(x),
i=1
kde aeR. Dosazenim do rovnice (4) a nahrazenim vy, = ¢4, ..., ¢, ndm vznikne

fzn:( lgpl(x))gp ](x)dx = Jf(x)(pl(x)dx
0
na

Toto Ize jesté upravit

n 1 1

> a [ 00 dx = [ Fpodx

i=1 0 0
kde integral na levé strané se znaci k;; a reprezentuje prvek v matici tuhosti a integral na
pravé strané se znadi b; a je to prvek vektoru zatiZeni. Lze tedy rovnici zapsat ve tvaru
Ka = b.
Je zfejmé, Ze volba baze je nejednoznacna. Metodu konecnych prvkl( dostaneme, kdyz
volime V}, jako prostor po ¢astech polynomidlnich funkci. Uvazujme déleni intervalu I =<
0,1 >.

Obrazek 1 -Prlibéh ¢i(x) a @i:1(x)

prubéh ¢.a @, .,

1,2

0,8 1y
0,6 ! \
0,4 '

0,2 ! \

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvk 6



ool BAKALARSKA PRACE USTAV TECHNICKE MATEMATIKY
CVUT V PRAZE

Interval I délime krokem h > 0, tedy x; = j - h. Prostor V}, volime jako spojité po ¢astech

linedrni funkce, tedy

Vi = {0 € CUD:@laxyxjy,> € Pu(< %, %41 >) Vi €01, .,n = 1,0(0) = (1) =0 }.
Bazi prostoru V; volime tak aby (pl-(xj) = 6;j provSechna i,j € {1...n — 1}. Graf funkce
@; je zobrazen na Obrazku 1 modrou barvou a na tomtéZ obrazku je i;,; Cernou
pferusovanou barvou. JelikoZz funkce ¢;(x) je mimo interval < x;_4,Xx;41 > nulova, tak
pro prvky mimo hlavni a vedlejsi diagondly matice K plati

1

i = f @' j(x)¢";(x)dx = 0.
0
Pro prvky na diagonéle dostaneme

1 Xit+1
ki; = f@'i(@@'i(@dx = f @'i(x)p':(x)dx.
0 Xi—1

Zde funkce ¢; je linedrni na kazdém z podinterval(, derivace ;' je tedy konstanta a Ize
snadno spocitat

Xit+1 5
ki =2 f @'i(0)¢i(x)dx = =
Xi
Obdobné spocteme prvek k;; .1 (viz Obrazek 1- spoleény nosic je < x;, ;41 >)
Xit+1
! ! 1
kijv1 = j @)@ 11 (x)dx = 7
X

aprvekk;i_, = — % Matice K po vytknuti% bude tedy vypadat

2 -1 -« 0
1f—1 -~ -~
K=21+ - - 1)

0 - -1 2

Resime tedy soustavu linedrnich rovnic s matici K a pravou stranou b, jejiz prvky jsou

dany pfi uziti numerické integrace

b = f FOO@i()dx = f(x) - h
0

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvk 7
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4. Primé metody reSeni linearnich soustav

UvaZzujme dale soustavu linearnich rovnic

Ax = b,

kde A je reguldrni matice typu n Xn . Tuto soustavu mlZeme feSit tzv. pFfimymi
metodami. Pfimé metody vedou kone¢nym pocétem krokl k presnému vysledku.
V praktické realizaci ale vznikaji zaokrouhlovaci chyby béhem vypoctu. Tyto chyby se
mohou akumulovat a vysledek se mUze velice liSit od spravného feSeni. Chyby se daji
minimalizovat spravnym vybérem pivota, tzv. hlavniho prvku.

4.1. Gaussova elimina¢ni metoda, pivotace

Gaussova eliminaéni metoda je bezpochyby nejznaméjsi metoda pro fesSeni
soustavy Ax = b. Princip spociva v postupné eliminaci proménnych uzitim ekvivalentnich
Uprav jako je pfricteni linedrni kombinace jinych radka k vybranému radku. Matici A
prevedeme na matici U a matice L reprezentuje provedené upravy. Matice L je dolni
trojuhelnikova matice, to znamena s jednickami na hlavni diagondle a nulovymi prvky nad
diagondlou. Matice U je horni trojuhelnikovd matice, kterd ma nenulové prvky na hlavni
diagonale a nuly pod hlavni diagondlou. Tento rozklad provedeme pomoci n krokd, viz [3].

A=AD 5 4@ ... 5 4™ =y = L-14. (5)
V obecném kroku A% — A®*D yynulovanim viech prvkd pod diagonélou ve sloupci
k vznikne z matice A% nova matice AX*D . V kroku k tedy vypocitdme prvky nové matice

A%*Dpomoci vzorce
. Qik
mi = _ll
Akk
ajj = Ajj — Mgy, (6)
b; == b; — my by,

i=k+1,..,n j=k+1,..,n.
JelikoZz pfi eliminaci nasobime rovnici Cislem m;,, nazyvame tento ¢len multiplikator.
Redenim plvodni soustavy Ax = b pak ziskdme pomoci zpétné substituce pro Feseni
soustavy Ux = b. Tedy postupné pocitame, proi =n,...,1

n
X; :aiii b; — z (xa;;) ) 7)
j=i+1

Tento algoritmus funguje se sloZitosti 0(n®) operaci pro eliminaci a 0(n?) pfi zpétném
kroku. Problém muze nastat napriklad v pripadé, Ze dand matice 4 je singularni. Dalsi
problém mdlZe nastat v pripadé vynulovani pivotu (tj. prvku agi ) v nékterém
z predchozich kroku. Toto vyresime volbou nenulového pivotu z jiného fadku, viz [4].
V kazdém kroku k vybereme z k-tého sloupce pod diagonalou nejvétsi prvek v absolutni
hodnoté (Castecny vybér ze sloupce). Obdobné Ize provést i vybér z fadku (¢astecny vybér
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z tadku), nebo z Fadku i sloupce (Uplny vybér hlavniho prvku) z matice A® . Samoziejmé
spolu s pivotem prohodime cely fadek nebo sloupec, viz [3].

Gaussova eliminace lze vyuZit bez pivotace, naptiklad pro matice 4, ktera je ostre
diagonalné dominantni nebo matice A, kterd je M-matice, viz [4]. V fadé pripad matice
vzniklé Metodou konecnych prvk( diskretizaci jsou M matice.

Zavedeme pojem reziduum. Reziduum znacené r se vypocita jako

r=>b— AxX,
kde X je priblizné feseni. Pokud je A reguldrni matice, chyba by méla byt ||x — X|| = 0, ale
vlivem zaokrouhlovaci chyby muzZe byt nenulovd. KdyZz rovnici Ax = b vynasobime
libovolnou nenulovou konstantou, feseni se nezméni, ale reziduum ano. Z toho divodu
zavadime pojem velikost relativniho rezidua viz [3]

RR) = Il
[TRED,

4.2. LU rozklad

Pokud pouzijeme Gaussovu eliminaéni metodu pro vyresSeni jedné soustavy rovnic
s pravou stranou b a nasledné potiebujeme fresit soustavu se stejnou matici A, ale
s odliSnou pravou stranou, musime cely postup opakovat. Toto je velice nezddouci,
protoze v redlnych problémech je ¢asto potfeba porovnavat vysledky pro urcity problém a
pocatecni podminky se mohou ménit. Tento nedostatek lze vyresit prevedenim rovnice
Ax =bnaLUx=b, kde A =LU, L je doIni trojuhelnikovd matice s jednickami na
diagonadle a U je horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na diagonadle. Nejprve
vypocitame Ly = b a v dalSim kroku provedeme Ux = y. V ptipadé znalosti matic L a U
lze soustavu Ax = b vyFesit velmi efektivné v O(n?) krocich. Samostatny LU rozklad

realizujeme pomoci vzorcl viz [5]

U1 = A11,
_ Qi
lil - ’
Ui
Uy = A1y
adale pror = 2, ...,n pocitame nejprve proi = 2, ...,r (8)
i-1
= Ay — lljujr'
j=1

potéproi=r+1,..,n

1 r—1
lir = . (air — Z Lijur).
j=1
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PFi programovani daného problému se prvky matice A prepisuji maticemi L a U. Jelikoz
matice L ma jednicky na hlavni diagondle, prvky matic L a U se v paméti uchovavaji na
misté plvodni matice A. Pti ¢astecné pivotaci nemusime radky prohazovat a staci ndm
pouze pomocny vektor indexd. Vysledné umisténi radkd je pouze néjaka permutace 1,...,
n, viz [3].

4.3. QR rozklad
Jestlize je matice A regularni, Ize LU rozklad zapsat pomoci diagonalnich matic L a
M, které maji na diagonale 1 a pomoci diagondlni matici D, kterda ma prvky pouze na
diagonale. Tedy
A=LDM", (9)
kde MT znaéi transponovanou matici z matice M. UZitim tohoto rozkladu Ize soustavu
Ax = b vyresit postupnym rfeSenim
Ly =b, Dz=y, MTx = z. (10)
Za predpokladu, Ze A je symetrickd matice, pak matice M je rovna matici L a tedy vztah
A = LDMTpiejde do A = LDLT.
Tento rozklad predpokladd, Ze matice A je Ctvercova. Zobecnéni soustavy na soustavu
Ax = b kde matice A € R™™ (n sloupct a m Fadkd), vektor x € R™ a vektor b € R™.
Potom matici 4 je mozné rozloZit ve tvaru
A = QR, (12)
kde R je horni trojuhelnikova ¢tvercovd matice typun X n s prvky rovné 1 na diagonale a
pro matici Q plati
D = QQ",D = diag(d,, ...,d,) ,dx > 0prok =1, ...,n.
Je-li A zapsana ve tvaru (11) pak soustavu reSime postupné jako
Dy=Q"haRx=y. (12)

Tato metoda je stabilnéjsi nez LU rozklad, na druhou stranu je vice narocna. Vice viz [4].

4.4. Choleského rozklad

Choleského rozklad je speciadlnim pripadem LU rozkladu, pouzitym pro symetrické a
pozitivné definitni matice. Matici 4 je mozné rozlozit pomoci Choleského rozkladu viz [6]
A=LLT, (13)
kde L je dolni trojuhelnikova matice s kladnymi prvky na diagondle. Toto rozloZeni je dano

jednoznaéné. Vypoclet je moiné provést bez pivotace. Ziskani matice L je moiné
nasledovné pro prvky na diagonale viz [6]
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(14)

) k-1
Lk = 7—(aj — Z liplip),
Lik =

prok=2,.,n, i=k+1,..,na k+n
U¢in&nim tohoto rozkladu pievedeme Fedeni soustavy rovnic Ax = b na rovnici LTy = b
a Lx = vy. Jestlize matice 4 je pouze symetrickd, miZeme ji rozlozit pomoci A = LDLT.
V tomto pripadé vSak musime pouZit pivotace, jinak je metoda nestabilni. Pivotaci
mulzeme efektivné provést pomoci Bunchova a Kaufmanova algoritmu, viz [4].
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5. Klasické iteracni metody

Itera¢ni metody pouzivdme pro feSeni rovnic, které maji pfilis velky pocet
neznamych a pfimé metody jsou zde velice ¢asové, pamétové a vypoctové narocné.
V téchto pripadech mlzou byt iteracni metody daleko efektivné;jsi. Nejc¢asté;jsi priklad jsou
fidké matice soustavy. Jestlize mame soustavu Ax = b kde A je regularni matice typu
n X n, b € R" vektor pravé strany a x* € R" presné feseni soustavy. V kazdém iteracnim
kroku se postupné blizime k pfesnému vysledku. Tedy vytvafime posloupnost vektor(
{(x)} € R"™, ktera pfi splnénéni danych podminek soustavy konverguje k spravnému
FeSeni. Vybereme pocateéni vektor x(®) a ostatni vektory posloupnosti vyjadiime
rekurzivné. Vysledny tvar tedy vypada napfiklad jako viz [8]

xk = F(x*-D), (15)
kde F je néjaké lineadrni zobrazeni. JelikoZ je proveditelné mnoiZstvi iteracnich krok
konecné, presny vysledek pouze aproximujeme. V poslednim kroku je néjaké dosazené

| néjakd norma rozdilu presného a

feseni x(¥) a tedy chyba definovand jako ||x® — x*
aktudlniho freSeni. PonévadZ nezalezi na volbé pocatecnich podminek, je moiné
predpokladat, Ze kazda iterace je prvni, tedy se nam neakumuluje zaokrouhlovaci chyba
jako u pfimych metod, pokud dana metoda konverguje. V této kapitole si nejdfiv ukazeme
prostou itera¢ni metodu a v dalSich kapitolach klasické iteracni metody, které jsou
specialnimi pfipady této metody, viz [8].

5.1. Prosta iteracni metoda

Pro ucel analyzy konvergence se uzivd prostd iteraéni metoda. Prosta iteracni
metoda uvaZzuje misto plvodni soustavy rovnic Ax = b ekvivalentni tvar
x=Ux+v, (16)
kde U je ctvercova regularni matice typu n Xn a v € R™ vektor. Pak posloupnost
aproximaci {x(")} je definovana vztahem
xktD —pgx® 4y k=0,1,.. . (17)
Vektor x(® zde bude pocateéni aproximace. Vétéinou je volen nulovy vektor. Nasledné si
uvedeme vétu, kterd ndm rfekne, kdy posloupnost vektor konverguje.

Véta 2 Necht {x(k)} je posloupnost aproximaci. Pak jestlize dand posloupnost konverguje,
pak jeji limita je feSenim soustavy x = Ux + v a tedy i soustavy Ax = b. Posloupnost
konverguje nezavisle na volbé pocdtecnich podminek pravé tehdy kdyz p(U) < 1.

Véta je uvedena viz [8].
Jestlize pro nékterou z norem plati ||U|| < 1 pak prosta itera¢ni metoda konverguje
nezavisle na volbé pocatecnich podminek, a navic chybu je mozné odhadnout viz [8].

Zatimco nerovnost p(U) < 1 ndm ukazuje nutnou a postacujici podminku konvergence,
pak nerovnost ||U|| < 1 je postacujici podminka. Staci nam ovéfrit pouze nékterou normu,

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic v metodé konecnych prvkd 12



ool BAKALARSKA PRACE USTAV TECHNICKE MATEMATIKY
CVUT V PRAZE

viz [7]. Dale si uvedeme Jacobiovu itera¢ni metodu, kterd lIze zapsat ve tvaru prosté
itera¢ni metody.

5.2. Jacobiova iteracni metoda

Soustavu Ax = b nejprve zapiSeme ve slozkovém zapise proi = 1,2, ...n, tedy
n

Z Aixg Xk = bi'

k=1
Z rovnice Ax = b vyjadfime x;. Tim dostaneme

1
k+1 E K E k
X; —;(bi— Coagxg = ) agxy),
i J<i Jj>i

kde zdpisem sumaj < irozumime soucet odj =1doj =1i—1a obdobné pro zdpis
suma j > i rozumime soucet od j = i + 1 do i = n. Rovnici lze jeSté upravit na viz [8]

1
Xk = xk + —(b; — z a;;x[). (18)
Qi j
Tato metoda lze zapsat ve tvaru prosté iteracni metody
x5+ = U xk + v, (19)

kde U, je iteraCni matice Jacobiovy metody.
Indexy J zde znadi, Ze jde o Jacobiovu metodu. Rozklad provedeme v maticovém tvaru,

nejprve rozdélime matici 4 s prvky a;; na matice

0 ap, = a
L
: - “ Ap-1n
[ T 0
0o - 0
A e | (20)
An1 Ann-1 0

aq eee 0
D =( : : >
0 aTlTl

Tedy matice P je horni trojuhelnikovd snulami na diagonale, matice L je dolni
trojuhelnikova s nulami na diagonale a matice D je diagonalni matice. Matici 4 lze tedy
napsat ve tvaru
A=D+L+P, (21)
a rovnici Ax = b prepsat na
(D+L+P)x=hb. (22)
Pfevedenim matic L a P na pravou stranu a vynasobenim rovnice zleva matici D~}
ziskame
x**1 = —D~Y(L + P)x* + D~ 'b. (23)
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Matice U; = —D~*(L + P) a vektor v; = D™'b . Jeliko? zépis odpovida prosté iteratni
metodé, Ize konvergenci vysetfit jeji pomoci, viz [7].
Véta 3 Jacobiova metoda je konvergentni prdvé tehdy kdyz p(U,) < 1.

Véta je uvedena viz [7].

Abychom zjistili spektralni polomér, vyuZijeme tvrzeni, které nam ukaze, Ze Cislo A € C je
vlastni Cislo matice U, pravé kdyz je kofenem
det(L+ AD + P) = 0. (24)
Dikaz: Toto tvrzeni dokazeme diky tomu, jelikoZ vlastni Cislo A matice U, splfiuje
0 = det(U; — AE) = det(—-D~*(L + P) — AE)

= det(—D~ (L + P) — AD71D) (25)

= det (-D7(L + P + AD)).
Jelikoz determinant soudinu matic je soudin jednotlivych matic a determinant D~ 1lje

nenulovy, je tvrzeni dokazané.ll

Véta 4 Je-li matice A ostfe diagondiné dominantni, pak je Jacobiova iteracni metoda
konvergentni.

Diikaz: JelikoZ je matice ODD, plati: |a;;| > Y.;«j|a;j| pro vSechna i platitedy

1
||U]|| = max —2|aij| <1 (26)
o a;;
|2 e
i%j
Tedy dle véty 4 metoda konverguje, viz [7]. &
Chyba se pfi této metodé pocita pomoci rezidua, které v kazdém kroku vypocitame jako

r® = ||x"" - x(k‘1)||. (27)
Budeme tedy sledovat, jak moc se iteraéni kroky blizi. Vypocéet ukoncéime v pfipadé, Ze

reziduum bude mensi nez pozadovana velikost. Chybu je mozné odhadnout pomoci pfimé
iteracni metody.

5.3. Gaussova-Seidelova iteracni metoda

Obdobné jako u Jacobiovy metody zapiSeme soustavu Ax = b ve slozkovém

n
Z Aixk Xk = bi'

k=1

Vyjadfenim x; a nahrazenim v sumé x,’(c ,x’k‘“pro k < i nam vznikne rekurentni vyjadieni

zapise

Gaussovy-Seidelovy metody, kdy pomoci iterace x* vyjadiime vektor x*+1

1
= m ) a V=) ™) (28)
a;i Jj<i j>i
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Zase si zde ukaZzeme, jak tuto metodu zapsat jako prostou iteracni metodu
X = Ugex® + vgs. (29)

Tato metoda pouze modifikuje Jacobiovu metodu. Pfedpoklddame, Ze rovnice pocitdame
poporadé a v kazdém nasledujicim vypoctu jiz dosazujeme vypoctené hodnoty. Ve své
podstaté se nam vektor x* aktualizuje po kazdé vyéislené rovnici. Metoda je nékdy
nazyvdana metodou postupnych oprav. Jacobiova metoda vektor x* prepocitava az na
konci kazdé iterace. Ztoho dlvodu Gaussova-Seidelova metoda spotiebovava méné
paméti programu, nemusime v paméti mit vektor x* i x*¥*1. Z vyée uvedeného plyne, 7e

zalezi, v jakém poradi rovnice vyhodnocujeme. Tedy u vektoru x**1

se prohazenim rovnic
zméni nejen poradi prvk(, ale i jejich hodnota. Toto poradi nam ovlivni zejména
konvergenci. MUZeme ji znacné zrychlit ale i sniZit, viz [4].
Dale zde uvedeme rozklad pomoci matic, aby bylo Iépe ukdzano, jak tato metoda souvisi
s pfimou iteracni metodou. Jak zrovnice Ax = b prejdeme ke Gaussové-Seidelové
iteracni rovnici. Matici A rozdélime na matice D, L a P. Tyto matice jsou zase diagonalni,
horni trojuhelnikova s nulami na diagonale a dolni trojuhelnikova s nulami na diagondle
dany vztahem (20). Rovnici Ax = b prepiSeme na
(D+L+P)x=hb,
poté prevedeme do tvaru
(D + L)x**1 = —Px* + b.
Pak ji vynasobime zleva (D + L)~ a vznikne ndm vysledny tvar
x**1 = —(D+ L) *Px*+ (D + L) 'b. (30)
Matice Ugg = —(D + L) 1P a vektor vgs = (D + L)bh. Matice (D + L)~ bude mit
tvar viz [7]

ap; - 0
a :

o+n=("7: . o (31)
an1  *° OGpn-1 Qpn

| zde si uvedeme, jak vypocitat vlastni Cisla a diky tomu urcit spektralni polomér matice
Ugs.
V tomto pfipadé nam pomuze tvrzeni, Ze Cislo A € Cje vlastni Cislo matice U.g pravé
tehdy, plati-li
det(AL + AD + P) = 0. (32)
Dikaz: Toto tvrzeni dokazeme diky tomu, Ze vlastni Cislo matice U splfiuje
det(U;s — AE) = 0.
Matici U, je mozné nahradit —(D + L)1P a jednotkovou matici nahradime sou&inem
(D+L)"Y(D+L) apostupné upravime
det(-(D+L)"'P—A(D+L)"*(D+L) )=0,
det(—(D + L)™1(AD + AL + P) = 0.
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Vzhledem ktomu, Ze vysledny determinant je soucin jednotlivych determinant(i a
determinant matice (D + L)~ je nenulovy, je tvrzeni dokazano, viz [7].

Nasleduji dvé véty, které ukazou kdy Gaussova-Seidelova metoda konverguje.

Véta 5 (Postacujici podminka konvergence) Jestli je matice A ostfe diagondiné
dominantni, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje nebo je-li dand matice
symetrickd a pozitivné definitni.

Duikaz véty viz [8].

Véta 6 (Nutnd a postacujici podminka konvergence) Gaussova-Seidelova metoda je
konvergentni, jestlize p(Usg) < 1.

Dukaz véty viz [8].

Abychom porovnali Gaussovu-Seidelovu a Jacobiovu metodu, uvedeme si zde Stein-
Rosenbergovu vétu. Ta ukaze vztahy mezi konvergenci a rychlosti konvergence
jednotlivych metod.

Véta 7 (Stein-Rosenberg) Necht A je matice typun X n s prvky a;;. Jestlize platia;; < 0

pro vsechny ij a a;; = 0 pro vsechny i =1,...,npak plati pravé jedno z ndsledujicich
tvrzeni:

) 0<p(Ug) <p(U)) <1

(i) 1<p(U)) < pUgs)

(i) p(U;) =pUgs) =0

(iv) p(U;) =pUss) =1
Dukaz véty viz [4].

Z této véty plyne, Ze pro specidlni matice (napf. M matice) obé metody bud’ konverguji
nebo diverguji a Gaussova-Seidelova metoda v pfipadé konvergence, konverguje dfiv.
V pripadé divergence, Gaussova-Seidelova metoda diverguje pomaleji. Tyto specialni
matice se ale ¢asto objevuji pfi diskretizaci pomoci metody konecnych prvk(. Nasledujici
véta uvazuje dalsi specialni pripad.

Véta 8 Necht A je tfi diagondini matice. JestliZe A je vlastni Cislo matice U; pak je A2
viastni ¢islo matice U ;. Analogicky plati, jestliZe je u vlastni ¢islo matice U g pak je \/u
vlastni Cislo matice U;. Gaussova-Seidelova metoda konverguje tehdy, a pouze tehdy,
jestlize konverguje Jacobiova metoda a navic plati

2
p(Ugs) = [P(U])] :
Dlkaz véty viz [4].
5.4. SOR- (super relaxacni metoda)

Jak je vidét v prechozi kapitole, rychlost konvergence zavisi na spektralnim
poloméru. Z toho dlivodu se nabizi, jestli nejde néjak vhodné zménit spektralni polomér
tak aby itera¢ni metoda konvergovala rychleji. Proto vznikla relaxa¢ni metoda, ktera se da
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pouZit v podstaté na kteroukoliv iteraéni metodu s predpisem x**1 = £(x*), ale zde
relaxacni parametr w pridame ke Gaussové-Seidelové itera¢ni metodé, ktery pfi vhodném
zvoleni zrychluje konvergenci. Rekurentni vyjadieni vektoru x¥** pomoci vektoru x¥ je viz
[4],proi=1,..,n
XK = (1 — w)xk + = (b; — z _aijxj(k+1) - Z _aijxj(k)). (33)
ajj j<i j>i
Ze vzorce plyne, Ze v pfipadé zvoleni w = 1, se vysledna metoda shoduje s Gaussovou-
Seidelovou.
Ted si uvedeme, jak vypadd maticovy zapis této metody. Nahrazenim matice A4 v rovnici
Ax = b maticemi D, L, U a doplnénim relaxa¢niho parametru vznikne, viz [4]
(D + wL)x**! = wb — [U + (w — 1)D]x*.
Jestlize prenasobime rovnici (D + wL)~! zleva, vznikne ndm tvar
1 = (D + wl)'wb — (D + wl) [wU + (w — 1)D]x*.
Z toho lze vidét, Ze matice U, se bude rovnat
U, =D+ oL) oU + (v —1)D]. (34)
Zase je zde vidét, Ze pokud volime w = 1 pak Uz = U,.
Zde si uvedeme véty, které nam ukazou, v jakém intervalu vybrat relaxacni parametr w a
jaka je jeho optimalni velikost.
Véta 9 (Kahan) Iteracni metoda SOR konverguje v pripadé, Ze
p(U,) = |w—1|.
Vidime, Ze pro konvergenci je nutné, aby relaxacni parametr omega splrioval
P<w<?2,
Dukaz véty viz [4].
Za predpokladu Ze Jacobiova metoda konverguje pro danou matici 4, je mozné tvrdit, ze
relaxacni metoda konverguje pro vSechny 0 < w < 1.
Pokud je we(0;1) metody se nazyvaji dolni relaxace. Jestli je we(1;2) fekneme, ze
nastava horni relaxace tedy SOR. Nasleduji dvé véty, které nam fikaji pro jaké matice A
metoda konverguje a jak vybrat parametr w.
Véta 10 (Ostrowski-Reich) Necht matice A je symetrickd a pozitivné definitni, pak
relaxacni metoda konverguje pouze tehdy, konverguje-li Jacobiova metoda.

Véta 11 Optimdini relaxacni parametr ndm minimalizuje p(U ) a tedy zrychluje
konvergenci. V pripadé, Ze ho chceme vyjadrit, musime predpoklddat:

(i) 0<w<?2

(i) Promatici U; plati: VA € R

(iii) Jacobiova metoda konverguje : p(U]) <1

(iv) soustava ma praveé jedno FeSenidet(A) + 0
Pak muzZe byt optimdlni relaxacni parametr vyjdadren jako
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Wopt =1+ [———=. (35)
ort 1+41—pu?

A vysledny spektrdlni polomér bude

p (Gwom) = Wepr — L.
Dakaz véty viz [4].
Pokud matice A nespliiuje vySe uvedené podminky, zjisténi parametru by bylo daleko
slozZitéjsi.
Zde si uvedeme specialni pfipad Relaxacni metody. Véty fikajici, kdy metoda konverguje
jsou pouhou modifikaci vét jiz uvedenych, proto je zde nebudeme znovu opakovat.
Symetrickou relaxacni metodu je mozné pouZit, pokud matice 4 je symetrickd a spliiuje
vsechny predpoklady jako pro relaxacni metodu. Algoritmus vypadd, Ze zkombinujeme
dvé relaxacni metody, aby vysledna iterac¢ni matice byla podobna matici A. V prvnim
kroku pouzijeme klasickou relaxa¢ni metodu, ale ve druhém budeme pocitat rovnice
v opacném poradi zase relaxacni metodou. Diky podobé iteracni matice se symetrickou
matici A je hlavni vyuZiti pro predpodminéni pfi jinych iteraénich metoddch. Rychlost
konvergence je pro w,,; pomalejsi nez pro relaxacni metodu.
Nejprve tedy vypocitdme pomoci relaxaéni metody z vektoru x* vektor y**1 a poté
pomoci rekurentniho vzorce

w k+1 k+1
= (1 - )y + — (b — Z .aijy]'( - Z _ainj( . (36)
ajj j<i j>i

Proi = 1, ..., n. Vyjadiime vektor x(**1), Maticové vypada iteraéni matice U3, nasledovné
US =D+ oU)'D(D+ wL) ! x

X [(1 - w)D — wL]D7[(1 - w)D — wU].

Podminky konvergence jsou stejné jako pro klasickou super relaxaéni metodu, viz [9].

(37)
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6. Moderni iteracni metody

Nejprve si rozebereme zdkladni a nejstarS$i metodu, nejvétsiho spadu (Gradientni
metodu), poté metodu sdruzenych gradientd a v posledni podkapitole si uvedeme
nékteré dalSi metody, které dokazi resit soustavy rovnic. Zejména takové, ve kterych
matice soustavy A nespliiuje podminku, Ze je symetricka a pozitivné definitni. Metody
sdruZzenych gradientl a nejvétSiho spadu jsou velice podobné, lisi se pouze ve vybéru
sméru. Metoda sdruZenych gradientl rychleji konverguje. Také si ukdZeme, Ze
konvergence jde zrychlit takzvanym predpodminénim, kdy rovnici Ax = b vyndsobime
z leva matici P, ktera je regularni typu n X n a navic pro ni plati, Ze je blizka matici A~*.
Zde si uvedeme nékteré moderni itera¢ni metody. Nejprve uvazujme matici A, ktera je
symetrickd a pozitivné definitni. Pro takovou matici Ize fesSeni Ax = b ekvivalentné zapsat
jako hledani minima funkce funkcionalu F zobrazeni R™ — R, kterd bude o n proménnych
dané predpisem

1
F(x) = ExTAx — xTh. (38)

Takova funkce se také nazyva kvadratickym funkciondlem. Nasledujici véta nam ukaze, Ze
se opravdu da fesit rovnice Ax = b jako minimalizace funkcionalu F, viz [7].
Véta 12 (Reseni soustavy linedrnich rovnic jako minimalizace funkce) Necht matice A je
symetrickd a pozitivné definitni pak

Ax*=b o Fx*) <F(x) VxeR"
Dukaz povedeme dle [7]. Dosazenim do vztahu (36) x + aff za x a upravenim a uZitim
symetrie matice A dostavame

F(x+aB) — F(x) = ap(Ax — b) + %aZBTAB.
Jestlize polozime x = x* je vidét, Ze pokud je x* feSeni soustavy, pak F(x) = F(x*)
jeliko? je matice A4 pozitivné definitni, tedy BTAB > 0.
Je-li x* minimem funkcionalu, pak funkce F(x* + aff) — F(x*) md minimum pro a = 0.
Jestlize je derivace této funkce v bodé 0 rovna 0 a BT (Ax* — b) = 0 pro libovolné BT, pak
vektor (Ax* — b) musi byt nulovy a mame feSeni soustavy. m
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6.1. Metoda nejvétsiho spadu

Uvazujeme hleddni minima F pomoci itera¢ni metody. Obecné iteracni krok
zapiSeme ve tvaru
xkt1 = xk + ap, (39)
kde znaci aeR délku kroku ve sméru B a vektor BeR™ smér. Metoda nejvétsiho spadu je
zakladni minimaliza¢ni metoda. Problém feSeni rovnice Ax = b pfevedeme na problém

minimalizace funkce F dané pfedpisem F(x) = %xTAx — xTh. V kazdém iteraénim kroku

hledame takové x, aby se velikost funkce zmensovala a konstruujeme posloupnost
vektor( {x°, x%, ..., x*} pro které plati
F(x°) < F(axb) < - < F(x).

k+1 — xk + qf. Otazka je, jakym zptsobem najdeme

Posloupnost je dana vztahem x
v kazdém kroku novy smér a jakd bude jeho velikost.

Volba zde je velice jednoducha, najdeme smér, kde funkce v daném bodé nejstrmé;ji klesa
a jdeme tak dlouho dokud je tato podminka splnéna. Jelikoz predpokldddame pouze
linearni rovnice, je funkce diferencovatelna. Nejvétsi narlst funkce je ve sméru gradientu
dané funkce. V pfipadé, Ze vezmeme zaporny gradient, najdeme smér, ve kterém funkce
klesa nejvice. Tato metoda se nékdy nazyva zig-zag, viz [10].

Nyni si uvedeme dvé véty, které nam ukdzou, jakym smérem a jak velky krok je mozné
udélat v kazdé iteraci.

Véta 13 (Smér iterace) Necht A je SPD matice a funkce F ddna vztahem (38). Pak smér
nejprudsiho klesdani kvadratického funkciondlu je v bodé x ddn smérem

B=hb-—Ax. (40)

Dikaz provedeme viz [11]. Jestlize chceme provést krok x¥*t1 = x* + aff pak budeme
minimalizovat funkcional ve tvaru F = (x + af) tedy dosazenim do funkciondlu ndm
vznikne

1
F= ExTAx + aBTAx + a?BTAB — x"b — a?BTb.

Pro pevné zvolené f je rychlost zmény funkciondlu pfi pohybu ve sméru 8 rovna derivaci
podle a v bodé a = 0. Derivovanim a dosazenim vznikne

0F (a)
da

Jestlize chceme tuto derivaci mit co nejmensi, musi sou¢in —B7 (b — Ax) byt co nejvétsi,
a to je v pfipadé, Zze volime B = b — Ax.l

= BTAx — BTb = —BT(b — Ax).

a=0

Véta 14 (Velikost kroku) Necht A je SPD matice, funkce F ddna vztahem (38) a zndme smér
BeR™ ddn vztahem (40). Pak definujeme aeR takové, Ze
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_ BT(b—Ax)

T
Dikaz povedeme viz [11]. Jestlize jsme v néjakém bodé a zndme smér nejvétsiho spadu,
zajima nas jak velky krok @ musime udélat, aby byl funkciondl co nejmensi. Zase do
funkcionalu F dosadime obecny krok F = (x + af8) a uréime hodnotu funkionalu

(41)

F = %(x +aB)TA(x + aB) — (x + aB)b.

Pro pevné zvolené x a pevné zvolené f minimalizace funkcionalu zavisi pouze na a.
Funkcional tedy zderivujeme a polozime rovny nule. Vyjadfenim pak ziskdme minimum
pro

B" (b — Ax)
~ BT
U metody nejvétsiho spadu volime smér nejvétsiho spadu vztahem (40) a optimalni délku
kroku dle vztahu (41). Metodu nejvétsiho spadu mizZeme nejlépe ukazat pomoci jejiho
algoritmu:

Nejprve zvolime né&jaké x°, a poté k-ty krok iterace pro lze zapsat k = 1,2, ... nasledovné

r* = b — Ax¥,

(@97, 1)
Ay = ((5)T, Ark)’ 42)

k+ k

xktl = xk + a1k,

Tento postup opakujeme, dokud neplati ze

[Ir |l < e
pro néjaké zvolené € > 0. Pokud je ¥ = 0 je zfejmé, Ze jsme dosahli pfesného vysledku.
Pokud je matice A symetrickd a pozitivné definitni, dand metoda vidy konverguje.
Konvergence ale mlze byt velmi pomala pro Spatné podminénou matici A, viz [10].

6.2. Metoda sdruzenych gradientl

Volba sméru nejvétsiho spadu neni nejvyhodnéjsi. Vratme se k minimalizaci
kvadratického funkciondlu a uvaZujme predpis x**1 = x* + af . V kaidém kroku
nebudeme volit smér 1%, ale sméry, které jsou urcitym zplisobem ortogonalni. Napfiklad
|ze volit posloupnost {p°, p!, ..., p*} tak aby platilo

(p',p’) = 0 pro viechna i # j.

Toto Ize zarucit napriklad volbou p' = €, tim ale dostavame Gaussovu-Seidelovu iteraéni
metodu. Jelikoz matice A je symetrickd a pozitivné definitni, lze uvaZovat sméry tzv. A-
ortogonalni, tj. viz [13]

(pi)TApj = 0 pro viechna i # j.
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Neboli v kazdém kroku hledame smér p* tak, aby byl kolmy na viechny predchozi sméry.
Tim dostdvame tzv. Metodu sdruZenych gradientl. Tato metoda je velmi dobfre
analyzovana vfadé publikaci, viz napf [4]. Bylo dokazano, Ze staci volit smér p A-
ortogondlni jen na smér prechozi, tim pro symetrické a pozitivné definitni matice je
zarucena A-ortogonalita vSech predchozich smér(.
Metodu sdruzenych gradient( je mozné formulovat pomoci algoritmu:
V prvnim kroku zvolime x%, 7% := b — Ax® a polozime p° =r° Pak potitdme k-tou
iteraci jako
@ p")
T ok, ApFy

XL = xk 4 o p¥, (43)
riHl = rk — o Ap¥,
k+1 k
prHL = pk+1 ", Ap )pk_
(pk, Ap*)

Prvni krok je shodny s metodou nejvétSiho spadu. V dalSich krocich ale jiz pocitdme
s jinym smérem. Vypocet ukon¢ime, je-li pro né&jaké ||1%|| < €, kde &€ > 0 je ndmi zvolena
pfesnost feSeni. Problém moze nastat v pfipadé, 7e smér p* =0a my vk+1 kroku
budeme délit nulou. To se muZe stat pouze, je-li

x* = A71b.
A tedy mdme presné rfeSeni a vypocet je ukoncen. Vice viz [4].
O metodé je dokazano, Ze dojde k presnému feSeni nejpozdéji v n krocich. Vlivem
zaokrouhlovacich chyb vSak presného vysledku vétSinou nedosdhneme, chyba je ale velmi
mald. JestliZe matice A je symetrickd a pozitivné definitni, jeji vlastni Cisla jsou tedy
vSechny realna kladna, je mozné jeji podminénost vypocitat jako

__ max(4)
x(4) = (D" (44)

Rychlost konvergence pak lze odhadnout vztahem viz [12]

—_— k
|ek| <2 (M) |eO|’ (45)
Jr(A) +1

kde e* = x* — x* je chyba a x* je pfesné feseni.

Nabizi se zde tedy otazka, jestli nelze podminénost matice A ,vylepsit’, a tim
konvergence zrychlit, to je primarni pfedpodminéni soustavy. Toto Ize zapsat nasledovné,
misto rovnice Ax = b feSime rovnici
AX = b, (46)
kde A=P 14 ab=P'b. Pokud matice P je blizki matici A a zaroveri dobfe
invertovatelnd nebo Ize snadno vyresit soustavu Pz = g pak
x(A) < »#(A)
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a tedy metoda sdruzenych gradienttl bude konvergovat pro (46) rychleji. Matice A musi
byt také symetrickd. Lze ukdzat, Ze je mozné predpodminéni pouzit vynasobenim zprava i

zleva symetrickou matici P% a upravit na vztah, ktery je zarucené symetricky a ve tvaru
(46). IdedIni ptipad by nastal pfi P~1 = A=1a zrovnice by se stala rovnice x = A~ 1b.
Matice 4 = I, kde I je jednotkovd matice, by méla ¢islo podminénosti 1 a zaroveri
bychom freSeni ziskali 1 iteraci. Invertovani matice A ale odpovidd pfimému reSeni
soustavy. V ptipadé zvoleni P = I, se metoda shoduje s metodou bez predpodminéni,
tedy s metodou SdruZenych gradientd, viz [12].

Cilem predpodminéni je volit matici P tak, aby byla snadno invertovatelnd a aby co
nejlépe odpovidala matici A. Jedna z moznosti je uzit A = D, kde D je diagonalni matice.
Dalsi obvyklou moZnosti je pouzit tzv. nedplného LU rozkladu matice A. Tedy matici P =
LU, kde matice L a U pocitame postupem uvedenym v kapitole 4.2 ale pouze pro prvky
matice A, které jsou nenulové.

Algoritmus pfedpodminéni je nasledujic viz [4]:

V prvnim kroku zvolime x°, 7 := b — Ax® a poloiime p°:=2z%:=P 1r° a pak

vypocitdme k tou iteraci jako

(2%, p*)
ak = -_—,
(p*, Ap")
XL = xk 4 g pk,
rktl .= rk — q, Ap*, (47)
Zk+1 — P—lrk+1
k+1 4.k
pkH1 = ghtl | (2,7 )pk_
(zk, %)

Je zde vidét, 7e oproti metodé sdruzenych gradient( pocitdme zde navic z**1. Vypocet se
ukonéi, pokud bude platit, pro né&jaké ||z*|| < e, kdy € > 0 bude predem zvolena

presnost. Obdobné jako u predchozi metody plati viz [12]
k

%(ﬁ) -1
le¥| < 2| ~—— €Y, (48)

kde 4 = P~'A. Prvni je predpodminéni diagonalou, nebo téZ Jacobiovo predpodminéni,
kdy volime P jako viz [4]

P = (a1, 052, -, Q)"
Je snadno vidét, Ze vypocet P~1 snadny. Dali moznost predpominéni je volba diagonalni
matice viz [4]
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P := (ci,Cp e, )T kdy ¢; =

6.3. Moznosti vypoctu pro nesymetrické matice
Budeme predpokladat, Ze mame rovnici Ax = b, kde x, beR™. Navic matice 4 je

reguldrni typun X na obecné nesymetrickd. Minimalizace rezidui ||Ax — b||2 vede na
soustavu normalnich rovnic ATAx = ATh. Tato soustava rovnic je shodnd s metodou
predpodminéni, v ptipadé, Ze volime

Pl =4
Proto pouZijeme metodu sdruzenych gradientll a tim dostaneme metodu minimdlnich
rezidui. V prvnim kroku si zvolime x° a poloZime r° := b — Ax?,p°® = ATr? a pak
vyjadfime k-tou iteraci jako

. |ATrk|2
e = A
xkH = xk 4 g, pk, (49)
rk+l = rk — o Apk,
ko1 o arosr , AT
prt=ATrTT + Wp :

Tato metoda zkonverguje stejné jako metoda sdruzienych gradientd nejpozdéji vn
krocich. Cislo podminénosti matice AAT je ale druhou mocninou ¢isla podminénosti
matice A . Konvergence této metody je tedy daleko pomalejsi a nevyplati se ji pouzivat na
symetrické matice, viz [4].
Kromé metody minimdlnich rezidui se pro nesymetrické matice daji pouzivat také metody
GMRES a BICG. Zde si uvedeme metodu Bi-konjungovanych gradient(. ProtoZze matice A
neni symetricka, nelze bez uloZeni predchozich smérl najit novy ktery splfiuje podminku
ortogonality a zaroven minimalizuje funkciondl. Konstruujeme tedy dvé posloupnosti
o r:, .., r*Ya (70,71, ..., 7} tak Ze plati
(rt 7)) = 0 pro viechna i # j.

O takovych posloupnostech fekneme, Ze jsou biortogondlni. V této metodé ale
neminimalizujeme funkcinal. V pfipadé pouziti této metody na matici A, kterd je
symetrickd konverguje ve stejném poctu iteraci jako metoda sdruzenych gradientq, ale je
dvakrat vice ¢asové naroc¢na kvali pocitani dvou rezidui, viz [14].
Algoritmus metody Bi-conjugovanych gradient( vypada nasledovné:
V prvnim kroku volime x°, polozime p° := 1% := b — Ax® a spoéteme

po = (r*,7%) # 0.
Dale zvolime #° ,libovolné tak aby neplatilo (7%, #°) = 0. Je moiné zvolit #° = r°. Potom
polozime p° :== #° aprok = 0,1,2, ... poitdme viz [4]
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vk — Apk,
(v , p*)
xk+1 — xk + akpk,

rk+l.— pk _ akvk, rk+l.— pk _ akAT'ﬁk’ (50)
Pryr = (LT,
B _ Pr+1
k+1 Dk ’
pk+1 — Tk+1 + Bk+1pkf 'ﬁk+1 — 1~,'.k+1 + ﬁk+1ﬁk-

Tato metoda se da také dale vylepSovat a modifikovat za ucelem zrychleni konvergence.
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7. Numerické vysledky

V této kapitole si ukazeme mozZnosti, jakym zplsobem jsme realizovali vybrané
iteracni metody v jazyce C. V druhé cCasti si je srovndme z hlediska vypocetniho ¢asu a
konvergence. Iteraéni metody budeme nejprve pouzivat na soustavy linearnich rovnic,
které vzniknou diskretizaci metodou konecnych prvkd. Nejprve je pouZijeme pro tfi
diagonalni matici vzniklou z 1D problému. Zadruhé je budeme testovat na blokové matici,
kterou také dostaneme metodou konecnych prvkl. V poslednim pripadé je budeme
zkouSet na obecnéjSi matici. Ddle uvedeme realizaci 5 vybranych itera¢nich metod a
ukazeme vysledky jejich pouziti pro zminéné soustavy.

7.1. UlozZeni ridkych matic

JelikoZ pouZzitim metod koneénych prvk(i dostaneme soustavu linearnich rovnic,
s fidkou matici 4, neni Zadouci uchovavat v paméti vSechny prvky matice (velké mnozstvi
nulovych prvk{). V této praci jsme pracovali se dvéma druhy uloZeni fidké matice.
Prvni zplsob je takzvany triplet (COO-Coordinate format). Tento zpUsob je uZivatelsky
prijatelnéjSi a nevyZaduje setfidéné hodnoty prvkl. Je vhodné ho pouzivat napf. pfi
sestavovani matice A. UloZzeni matice se resi strukturou, ve které uchovavame rozmér
matice n, pocet alokovanych c¢lend a pocet nenulovych d¢lend. Struktura vypada

nasledovné.
typedef struct {

int n,nz,nalloc;
int *I, *J;
double *AID;
. } triplet;
Je moiné, ze je triplet nesetridény a Ze se nékteré prvky opakuji, tedy po setfidéni tripletu
a secteni stejnych prvkd muize byt Cislo znacici nenulové prvky mensi, nez je pocet
alokovanych. Toto nam zrychluje program, ktery nemusi pracovat s nulovymi prvky. Dale
ve struktufe nalezneme tfi pole o velikosti poCtu alokovanych. V jednom poli uchovavame
hodnotu daného prvku a;; v druhych dvou jeho pozici, fadekia sloupecj. Prveka;;
v matici alokovany jako k-ty bude uloZen v tripletu jako
A AIJ[k] = ayj,
Allk] =1,
A Jlk] = .
Format triplet ale neni vyhodny pro realizaci iteracnich metod, naptiklad neni jasné, kde
jsou ulozeny prvky i-tého radku.
Pro itera¢ni metody zvolime format CSR (Compressed sparse row) oznacovany téz jako
CRF. Je reprezentovan strukturou CRF, ktera obsahuje velikost matice, pocet alokovanych
a pocet nenulovych prvkl. Déale obsahuje tfi pole, ale pouze dvé budou o velikosti poctu
alokovanych. Prvni znacené VAL uchovava hodnotu prvku a;; a druhé znacené J pozici
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prvku ve sloupci. Prvky ve formatu CRF jsou setfidény po fadcich. Pozice na fadku
jednotlivych radka jsou pak ukladany v poli PI, které je alokovano dle velikosti matice n
Na velikost n + 1. Zde P[i] obsahuje index kde za¢ind i-ty fadek a PI[i + 1] kde zacind i+1
radek (tj. a tedy kde kondci i-ty radek). V souladu s konvenci jazyka C format RCF pouziva
indexaci radka i sloupcl 0, ...n — 1. Struktura vypada ndsledovné.

typedef struct {

int n, nz, nalloc;
int *pI, *J;
double *VAL;

} CRF;

7.2. Realizace Jacobiovy metody

Prvni realizovand metoda je Jacobiova metoda viz kapitola 5.2. Tato metoda je

vevys

x**1. Nejprve si zde uvedeme vzorec, ze kterého jsme vychazeli

1
k k E k
xfH = xf + ;(bi - ) a;x).
j

2%
Metoda je realizovana ve funkci jejiz hlavi¢ka vypadd

double crf_Jacobi(CRF *this, double *x, double *b, int niter, double eps);

Kde vlastni algoritmus je sepsan nasledovné

for{iter = @; iter < niter; iter++)

{
err = @;
for(i = 0; 1 < this->n; i++)
{
rezi = b[i];
aii = 0;
for(k = this->PI[1]; k < this->PI[1+1]; k++)
{
ailj = this-=vAL[k];
j = this->1[k];
if(j == 1) aili = aij;
rezi -= aij * x[]] ;
}
err = max(err, fabs(rezi));
xn[i] += rezi f aii ;
printf("Chyba v iteraci k = %d je %e\n", iter, err);
for(i = 0; 1 < this-=>n; i++) x[1] = xn[i];
if (err < eps)
break;
1

free(xn) ;
return err;

Zde uvazujeme pomocné pole xn, které obsahuje novou iteraci x**1. Této funkci musime
dat matici A, vektor pravé strany b, maximalni pocet iteraci niter a pfesnost eps, pfi které
bude vypocet ukoncen. Prvni cyklus odpovida iteracim k=1,...(iter=k). V kazdé iteraci
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nejprve vynulujeme chybu err. Poté postupné prochdzime jednotlivé fadky 1,..,n. Do
rezidua prepiSeme prvek pravé strany b. DalSim cyklem projdeme vSechny prvky matice A
viadku i a odcitame a;;a x}‘. Béhem tohoto cyklu najdeme prvek a; na diagonale.
Délenim rezidua prvkem a;; dostdvdme hodnotu nové aproximace x**1,

7.3. Realizace Gaussovy-Seidelovy metody

JelikoZ Gaussova-Seidelova metoda béhem vypoctu postupné aktualizuje vektor x
neni potfeba ukladat v paméti dvé pole, ale pole rovnou béhem vypoctu prepisujeme. O

této metodé pojedndvame v kapitole 5.3. Vyjdeme z nasledujiciho vzorce

k+1 _ 1 (k+1) ()
X = a_ﬁ(bi - Xj<i aijX; — Xj>i aijX; ).

Tento vzorec je také mozné upravit na

1 Z
k+1 _ k
X; = xj — a—(bl — 'al-jxj),
]

22
kde na pravé strané znacime

xj=xfproj<iax;=x"proj>i.
Zde jsme zamérné nenapsali, zdali je prvek x jiz aktualizovany nebo ne. V algoritmu nas to
nezajima, jelikoz vektor se rovnou aktualizuje. Proto je moZné pouZit stejny algoritmus
jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, Ze vektor x rovnou prepisujeme po prvcich a
neukladdame do jiného pole, nez s kterym pocitame. Realizujeme ve funkci jejiz hlavicka
vypada
double crf_Gauss-Seildl(CRF *this, double *x, double *b, int niter, double eps);
Kde vlastni algoritmus je sepsan nasledovné

for(iter = 0; iter < niter; iter++)

{
err = 0;
for(i = 0; 1 < this-=n; i++)
{
rezi = b[1];
aii = 0;
for(k = this->PI[1]; k < this->PI[1+1]; k++)
{
aij = this-=vaL[k];
j = this-=1[k];
if(j == 1) aiil = aij;
rezi -= aij * x[3j] ;
}
err = max(err, fabs(rezi));
x[1] += rezi [ aii;
printf("Chyba v iteraci k = %d je %e\n", iter, err);
if (err < eps)
break;
}

return err;
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Algoritmus funkce je tedy v podstaté analogicky predeslému, proto ho zde jiz nebudeme
komentovat. Se stejnymi vstupnimi parametry.

7.4. Realizace Super relaxacni metody

Navazeme Super relaxaéni metodou, ktera zrychluje konvergenci Gaussovy-
Seidelovy metody. Metoda byla uvedena v kapitole 5.4. Pro pfipomenuti si zde uvedeme
vzorec, z kterého postupnou Upravou je mozné udélat Iépe programovatelny

XK = (1 — w)xK + 2 (b; — Z _ai]-x]-(k“) - z .ai]-xj(k)). (51)
ajj j<i j>i
Jako u pfedchozich metod je mozné tento vzorec upravit na

w
XK = (1 — w)xFX + wxk + - <bi — Z ai]-xj>,

ii j

kde obdobné jako u Gaussovy-Seidelovy metody znacime
Xj = x}‘ proj <iaxj:= x}‘“proj > 0.

Dale upravime na tvar, ktery budeme déle pouzivat

w : :
X%H-l = .X'l!C + — bi - aijxj .
ajj j

Nyni si miZeme ukazat realizaci funkce. Jeji hlavicka bude vypadat
double crf:SDR(CRF *this, double *X, double *b, int niter, double eps,_double omega);

A algoritmus vypadd nasledovné

for(iter = @; iter < niter; iter++)

{
err = 0;
for{i = 0; 1 < this->n; i++)
{
rezi = b[1];
aii = o;
for(k = this->PI[i]; k < this->PI[i+1]; k++)
{
aij = this-=VAL[k];
j = this-=1[k];
if(j == 1) aii = aij;
rezi -= ailj * x[]j] :
1
err = max(err, fabs(rezi));
x[1] += omega * rezi [/ ali;
printf("Chyba v iteraci k = %d je %e\n", iter, err);
if (err < eps)
break;
1

return err;

Algoritmus je v podstaté stejny, jako u Gaussovy-Seidelovy metody. V podstaté jediny
rozdil je v pfidani relaxa¢niho parametru w v misté pocitani nové iterace. Tento postup
nam pfi spravné zvoleném relaxaénim parametru dokaze zrychlit konvergenci.
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7.5. Realizace metody nejvétsiho spadu

Nejprve si ukdzeme metodu nejvétsiho spadu. Jeji algoritmus se sklada z nékolika
krok. Jak uz bylo uvedeno v kapitole 6.1, tato metoda vychazi z rovnice x**1 = x* + ap.
Pfipomeneme si zde algoritmus

rk = b — Ax*,

(@Y
U= GOT, arky
xktl = xk 4 gk,

JelikoZ ¢asové nejnarocnéjsi je nasobeni matice a vektoru, snazime se téchto operaci délat
v kazdém iteraénim kroku co nejméné. Abychom zde nemuseli poéitat soucin Ax*a Ark,
k+1

je mozné vyjadrit 7 jako

k+ k

i+l =k — o, Ar¥,
kde byl vypocet Ax¥nahrazen Ar¥ které vyuiivime p¥i vypoctu . Diky této Upravé
budeme v kazdém kroku ndsobit matici a vektor pouze jednou. Ted si ukdzeme, jak bude
vypadat realizace této metody pomoci funkce. Hlavicka funkce vypada nasledovné
double crf_nejvetsispad(CRF *this, double *x,double *b, int niter, double eps):
Samotna funkce je realizovana kédem

crf multiply(this,x,Ap):

for(i=0;i < n ; i++)

EEZi[i] = b[1] - Ap[i];

for{iter = 0 ; iter < niter ; iter ++ )

{
chyba = @8;
cit = 0;
jmen = 0;

crf multiply(this,rezi,Ap);
for(i =0 ; 1 < n ; i1++)
{
cit += rezi[i1] * rezi[i];
jmen  += rezi[i] * Ap[i];

alfa = cit/jmen;

for ( 1 =0; 1 <n ; i++)
{
x[1] += alfa * rezi[i];
rezi[i] += -alfa * Ap[i] :
chyba += rezi[i] * rezi[i];

}
chyba = sqrt(chyba);
printf("v iterraci %d je chyba %18.%e \n",iter,chyba);
if (chyba < eps) break;
}

return chyba;
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Funkci predavd matici A uloZzenou pomoci CRF formatu, pole reprezentujici vektor x,
pocet iteraci niter a poZzadovanou presnost eps, pfi které se vypocet ukonéi. V prvnim
kroku pomoci cyklu vypocitame reziduum, coz je smér minimalizace F. Dale vypocitame
velikost kroku alfa, tak Ze si nejprve urcime Citatel a jmenovatel potfebny pro vypocet
dle vzorce. Nakonec najdeme hledany vektor x* a ve stejném cyklu vypoéitdme chybu a
reziduum, s kterym budeme pocitat v dalsSim kroku. V poslednim kroku zkontrolujeme,
jestli neni chyba mensi nez pozadovana presnost.

7.6. Realizace metody sdruzenych gradientu

Metoda sdruzenych gradientll zlepSuje pfedchozi metodu, tak aby rychleji konvergovala,
jak bylo uvedeno v kapitole 6.2. Pfipomeneme si zde vzorce pro tuto metodu. Prok =
0,1,2, ... pocitame dle

(r*, p*)
Ay = ————,
7 (p*, Ap")
XK+ = xK 4, pk,
el =k — g Apk,
k+1 k
P+ = k1 @, Ap")

@~ ap5) P

Z téchto vzorcl vychazi naslednd realizace metody sdruzenych gradientl jejiz hlavicka
vypada

double crf_gradient{CRF *this, double *x,double *b, int niter, double eps);

A jeji algoritmus je nasledujici

for(iter = 0 ; iter < niter ;oiter ++ )
{
chyba = 8;cit = 0; jmen = 0;
crf_multiply( this , p , Ap );
for(i =0 ; 1 < n ; i++)
{
cit += p[i] * rezi[i];
jmen += p[i] * Ap[i];

1

alfa = cit/jmen;

cit = 0;

for ( 1 =0; 1L <n ; i++)
{

x[1] += alfa * p[i];

chyba += rezi[i] * rezi[i];
rezi[i] += -alfa* Ap[i];

cit += rezi[i] * Ap[i]:

chyba = sqrt(chyba);

Beta= -cit/ jmen ;

for(i =0 ; 1L < n ; i++) p[i] = rezi[i] + Beta * p[i];
printf("v iterraci %d je chyba %18.9e \n",iter,chyba);
if (chyba < eps)break;

b
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V podstaté postupujeme stejné jako u metody nejvétSiho spadu, pouze pfibyl krok s A-
ortogonalizaci sméru p. V kazdé iteraci nejdfive vynulujeme Citatel, jmenovatel a chybu.
Vypoé&itame si potfebny soudin matice A a vektoru p*. Nasledné vypocitame ¢itatel a
jmenovatel potfebny k uréeni ay. Dale vypocitame vektor x**1 a velikost rezidua, ktery
pozdéji porovname s pozadovanou piesnosti eps. Poté vypocitame r**1 vypocitdme novy
Citatel (jmenovatel z(istava v celé iteraci stejny) a uréime p**1, které budeme potrebovat
v dalsim kroku.

7.7. Pouziti a srovnani metod, jejich konvergence

Zde si ukazeme pouziti metod. Nejprve budeme uvazovat matici, ktera vznikne pti
diskretizaci metodou konecénych prvkd 1D ulohy, viz kapitola 3. Danou soustavu budeme
feSit uZitim iteracnich metod Jacobiovy, Gaussovy-Seidelovy a super relaxacni, dale pak
metodou nejvétsiho spadu a metodou sdruzenych gradientd. Matice vznikld z diskretizace
metodou konecnych prvkd, je tfi diagonalni s prvky 2 na hlavni diagondle a —1 na
diagonalach vedlejsich. Matice bude vypadat nasledovné

2 -1 0 0

-1 - 0

0 W =1

0 0o -1 2
Velikost matice A zvolime n = 5000. V Obrazku 2 najdeme pribéhy konvergenci tfi
klasickych iteracnich metod a to Jacobiovy, Gaussovy-Seidelovy a super relaxacni.

Obrazek 2- Graf prabéhu rezidua v zavislosti na iteraci pro Jacobiovu, Gaussovu-Seidelovu
a SOR metodu a tti diagondlni matici.

sl Zavislost velikosti rezidua na iteraci

Jacobi !
8 —— Gauss-Seidl | |
107 F S SOR 1
108
=)
k=]
S a0
210
>
=
(o]
2 1072 1
=
°
> i i
(il i
1071
10718 ; i i
0 2 4 6 8 10
pocet iteraci[-] <10°

Na Obrazku 2 je vidét, Ze nejrychleji konverguje super relaxacni metoda. Déle si ukazeme
vysledky pro moderni iteraéni metody.
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Obrazek 3- Graf prabéhu rezidua v zavislosti na iteraci pro metodu nejvétsiho spadu a tfi
diagonalni matici.

i Zavislost velikosti rezidua na iteraci
10 T T T T

Metoda nejvétsiho spadu | 1

105 F 3

1071(5 L.

velikost chyby [log]

1077 | 5

—

104!}

1 0-1 9 L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

pocet iteraci[-]
Konvergenci metody nejvétsiho spadu najdeme na Obrazku 3. NavdZeme metodou
sdruzenych gradient(, kterd méla z realizovanych metod nejrychlejsi konvergenci.
Tabulka 1-Tti diagonalni matice n=5000

Reziduum Sdruzené
gradienty
100 | 5.918436895e-18
1000 | 3.623245233e-18
2000| 7.952872399e-19
3000| 2.114029169e-19
4000 | 5.298238954e-20
5000 | 2.878081457e-22
5001 | 2.079833328e-25
5002 | 1.245853479e-28
V Tabulce 1 je vidét, Ze jakmile dosahneme 5000 iterace, presnost se velice zvysi, a

Pocet iteraci

vysledek je moZné povaZzovat za presny, cozZ je v souladu s teorii uvedenou v kapitole 6.2.
Pro nazornéjsi ukazku si zde uvedeme graf pribéhu rezidua, ktery najdeme na Obrazku 4.
Je zde vidét prabéh zavislosti rezidua na poctu iterace pro metodu sdruzenych gradientd a
v pribéhu nastava zlom po dosazeni 5000 iterace.
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Obrazek 4- Graf prabéhu rezidua v zavislosti na iteraci pro metodu sdruZzenych gradientt
a tfi diagonalni matici.

& Zavislost velikosti rezidua na iteraci
10> T T T T T
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<
=
T
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|
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1030 ' : : '
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
pocet iteraci[-]
Dale budeme porovnavat metody na blokové matici n X n, kterd ma bloky velikostin X n
a vznikne metodou koneénych prvkd. Velikost matice tedy bude n%. Budeme porovndvat

metody jako v pfedchozim pfipadé. Matice A vypada

C B .. 0
B - o
A=]10 =~ =~ -~ 0|
Y : 1
0 .. 0 B C
kde matice € znadi tfi diagonalni matici s 4 na diagondle, -1 pod a nad hlavni diagondlou
a vypada
4 -1 0 0
-1 - 0
=10 -1

Matice B je s —1 na diagondle. Nejprve budeme volit rozmér bloku matice n = 200,
vysledna matice bude mit tedy rozmérn = 40 000. V Tabulce 2 najdeme vysledky pro

Jacobiovu metodu a Gaussovu-Seidelovu metodu.
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Tabulka 2
pocet iteraci Reziduum Jacobi Reziduum Gauss-Seidl
Looo| 2:499931439e-04 | 4:970348063¢-04
5000| 2.485151114e-04 | 3.758436909e-04
4000| 1-879023777e-04 | 1:465217355e-04
6000| 9:340297024e-05 | 3:385619006e-05
so0p| 3.521865467e-05 | 4795890985¢-06
Loooo| 103823619905 | 4-168780366e-07

Dale si porovname metodu horni relaxace, Gaussovu-Seidelovu metodu, metodu
nejvétsiho spadu a metodu sdruzenych gradient(. Zde bylo zvoleno n = 500, pro zvyseni
rozdild mezi metodami. JelikoZ metoda sdruzenych gradientl ma daleko lepsi konvergenci
nez zbylé tfi, pro prehlednost vysledky rozdélime do dvou tabulek.

Tabulka 3

pocet iteraci

Reziduum Gauss-
Seidel

Reziduum SOR

Reziduum Nejveétsi
spad

1000 | 8.000000000e-05 4.863162162e-04 | 2.465628903e-02
2000 | 7.999845930e-05 9.462812682e-06 | 2.366275348e-02
4000 | 7.912145139e-05 3.510134849e-09 | 2.213958550e-02

6000

7.128615422e-05

8.393286066e-14

2.092773865e-02

8000

5.541140273e-05

2.442490654e-15

1.989085029e-02

10000

3.813520290e-05

1.221245327e-15

1.896987945e-02

Tabulka 4

Reziduum Sdruzené
gradienty

4.947208986e-05
2.892852385e-08
1000 | 1.578409574e-11
6000 | 9.797589837e-27
Porovnani konvergenci lépe uvidime na Obrazku 5 a Obrazku 6. Na Obrazku 5 ma super

Pocet iteraci

600
800

relaxacni metoda nejrychlejsi konvergenci mezi klasickymi metodami, proto jiz na dalSim
obrazku porovnavame pouze metodu sdruzenych gradientd a super relaxacni metodu.
Metoda nejvétsSiho spadu je zde uvedena jen okrajové pro Uplnost realizovanych metod,
jelikoz pro velké n je jeji konvergence velmi Spatnd, jak je vidét na Obrazku 6. Pron =
500 metoda sdruzenych gradientll konverguje daleko rychleji nez zbylé metody, a navic
dosahuje vyssi presnosti feseni. Je zde také vidét, Zze ¢im vétsi volime n rozmér matic, tim
vice potfebujeme iteraci pro stejnou presnost vysledku.
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Obrazek 5- Graf pribéhu rezidua v zavislosti na iteraci pro Gaussovu-Seidelovu,
Jacobiovu, SOR metodu a metodu nejvétsiho spadu a blokovou matici s blokem n = 200
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0 2 3 4 5 6 7 8 9

pocet iteraci[-] <10%

Obrazek 6- Graf prabéhu rezidua v zavislosti na iteraci pro metodu sdruzenych gradientu,
SOR a metodu nejvétsiho spadu a blokovou matici s blokem n = 500
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Metody jeSté porovndme na obecnéjsi rovnici. JelikoZz metoda sdruzenych gradient(
konverguje daleko rychleji nez Gaussova-Seidelova a super relaxacni, rozdélime vysledky
do dvou tabulek. Prvni Tabulka 5, kde najdeme reziduum v daném poctu iteraci pro

Gaussovu-Seidelovu metodu a super relaxacni metodu.

Tabulka 5
Pocet Reziduum Gauss- .
iteraci Seidel Reziduum SOR
10000 | 2.544300773e-06 1.178522350e-08
20000 | 1.404157371e-08 1.866151005e-13
30000 | 7.749312173e-11 1.110223025e-15
50000 | 2.335588320e-15 7.077671782e-16

A druha Tabulka 6 kde najdeme metodu sdruzenych gradient(.
Tabulka 6

Reziduum Sdruzené
gradienty
2101(2.909109520e-15
300 | 6.672794090e-20
Srovnani z ¢asového hlediska, které jsme testovali na blokové matici, kde jsme zvolilin =

Pocet iteraci

200, nalezneme v Tabulce 7. Zde jsme porovnavali metodu sdruzenych gradientd,
Gaussovu-Seidelovu metodu a SOR metodu.

Tabulka 7
Poéet’ Sdru.iené Gauss-Seidl SOR
1teraci gradienty
1000 | [0:02.20s] [0:01.69s] [0:01.945s]
100 | [0:00.20s] [0:00.215] [0:00.215]
50| [0:00.12s] [0:00.16s] [0:00.15s]

vsve

vektoru a matice v kazdém kroku iterace. Presto je tato metoda nejvyhodnéjsi.
Zde si uvedeme graficky, jak vypadali vysledky pro pouzité matice. Na Obrdzku 7 najdeme
vysledek pro blokovou matici, ktera ma pravou stranu danou predpisem

_ 10

by = —.
l nz
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Obrazek 7-Blokova matice

Na Obrazku 8 je vidét, jak vypada vysledek pro tfi diagondlni matici, kde vektor b pravé
strany je zvolen dle pfedpisu

. [
b :sm(n-n_l_l)
' (n+1)2
Obrazek 8- Tri diagonalni matice n = 5000
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8. Zaveér

Cilem prace bylo seznameni s metodami feSeni soustav linedrnich rovnic, které
vznikaji diskretizaci metodou konecnych prvk(. Nejprve jsme si ukdazali nutny teoreticky
zaklad. Pro jaké matice 4 se daji metody pouzit, aby konvergovali. Poté jsme se seznamili
s pfimymi metodami, které se ale v praxi moc nevyuZivaji. Pro velké n matic jsou znacné
naro¢néjsi nez itera¢ni metody. Ty jsme si ukazali jak klasické, tak moderni.
Nékteré vybrané iteracni metody jsme realizovali. Uvedli jsme, vjakém formatu je
vyhodné ulozit fidké matice a poté jsme s nimi dale pracovali. Porovnavali jsme vybrané
metody zejména z hlediska velikosti rezidua. Nejlepsi konvergenci ma z vybranych metod
jednoznaéné metoda sdruzenych gradientll, a navic bylo ukazano, Ze opravdu nejdéle po
n krocich dosdhne témér presného vysledku. | pfes vypocetni cas, ktery mad metoda
sdruzenych gradientl nejdelsi, je tato metoda nejvyhodnéjsi.
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1 SEZNAM ZKRATEK A SYMBOLU

I1SO 9001 Certifikat prokazujici, Ze spolecnost md zavedeny
systém Fizeni ve shodé s poZadavky této normy

ISO 14001 Certifikdt prokazujici, Ze systém Fizeni spolecnosti
v oblasti Zivotniho prostredi je ve shodé s poZadavky
této normy

OHSAS 18001 Certifikdat potvrzujici, Ze systém fizeni spole¢nosti v
oblasti bezpecnosti prdce je ve shodé s poZadavky této
normy
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