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Kapitola 1

Úvod

1.1 Ciele práce

Cie©om práce bolo vytvorenie numerického modelu pre rie²enie problémov sta-
vebnej mechaniky. Základným aspektom bolo vyuºitie gra�ckého procesoru po£í-
ta£a pre urýchlenie rie²enia implementovaním paralelizácie výpo£tov. A následné
vyhodnotenie efektivity rie²enia.

1.2 Popis problému

Základným námetom tejto práce je skúmanie efektivity rie²enia pohybových rov-
níc metódou priamej integrácie, ktoré je sprostredkované gra�ckým procesorom
po£íta£a, skrátene GPU. Pouºité metódy boli aplikované na dvojrozmernej kon-
²trukcii v rovine, ktorá bola za´aºená vonkaj²ím za´aºením, a to bu¤ statickou
alebo periodicky sa meniacou hodnotou. Cie©om práce je nájs´ rie²enie, ktoré
bude popisova´ odozvu kon²trukcie v £ase. Odozvou kon²trukcie sa rozumejú
vzniknuté posuny kon²trukcie a z nich vyplývajúce deformácie a napätia pôso-
biace na kon²trukciu. Diferenciálne rovnice popisujúce túto závislos´ sú odvodené
z podmienok rovnováhy a sú diskretizované v priestore metódou kone£ných prv-
kov a v £ase metódou kone£ných diferencií. Problém vedie k postupnosti rie²ení
v diskrétnych £asových krokoch. Výpo£ty potom boli spracované s vyuºitím gra-
�ckého procesoru. Výsledkom práce je vyhodnotenie efektivity takéhoto rie²enia
v závislosti od £asu potrebného pre výpo£ty. Pre porovnanie boli výsledky po-
rovnané aj s výsledkami spracovanými na základnej procesnej jednotke, skrat.
CPU.
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Kapitola 2

Gra�cké karty

2.1 História gra�ckých kariet

Koncom 20. storo£ia do²lo vývojom po£íta£ových technológií k vytvoreniu pr-
vých gra�ckých kariet �rmou IBM. Tá vytvorila prvé dva typy kariet MDA
(Monochrome Display Adapter) a CGA(Color Graphics Adapter). Vynálezom
zbernice PCI �rmou Intel do²lo k pokroku vo vývoji gra�ckých procesorov. Táto
zbernica umoº¬ovala rýchlej²í presun infomácií medzi CPU a GPU. Hlavnou
hnacou silou bolo zvý²enie výkonu pre videoherný priemysel. Od za£iatku 21.
storo£ia sa stali hlavnými hrá£mi na trhu spolo£nosti AMD a NVIDIA, ich karty
boli ur£ené hlavne pre 3D rendering. Práve NVIDIA v roku 2001 uviedla na trh
prvé karty, ktoré umoº¬ovali GPGPU (General-purpose computing on graphi-
cal processor unit) alebo vo vo©nom preklade Univerzálne po£ítanie pomocou
gra�ckého procesoru. �o umoº¬uje, ºe matematické výpo£ty bolo moºné rie²i´
pomocou GPU namiesto tradi£ného rie²enia prostredníctvom CPU. To viedlo k
vyuºitiu GPGPU aj v akademickej sfére. Pomocou GPU sa podarilo dosiahnu´
rýchlej²í výpo£et problémov ako násobenie vektorov alebo matíc [8] . V dne²nej
dobe sa vyuºitie GPU presunulo hlb²ie do teoretickej sféry, ako implementácia
pre strojové u£enie v oblasti umelej inteligencie.

2.2 Porovnanie CPU a GPU

Kon²truk£ne sú si CPU a GPU podobné v tom, ºe oba procesory sú zostavené
z ve©kého po£tu tranzistorov, ktoré prevádzajú ve©ké mnoºstvo operácií kaºdú
sekundu. Moderné CPU sa skladajú z ur£itého po£tu výpo£tových jadier, beºne
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medzi jedným aº ²tyrmi, ale ur£ité procesory môºu obsahova´ aº desiatky jadier.
Výhodou CPU je, ºe môºe prevádza´ ²irokú ²kálu rôznych operácií. Na rozdiel
od CPU je gra�cký £ip zloºený z obrovského mnoºstva výpo£tových jadier, dnes
v rádoch stoviek aº tisícov jednotlivých jadier. Na v²etkých sa dajú paralelne
prevádza´ operácie, teda aj gra�cký procesor pouºitý pre rie²enie tohto prob-
lému dokázal po£íta´ stovky operácií zárove¬. Táto vlastnos´ sa vyuºíva hlavne
pre vykres©ovanie zloºitých 3D grafík. Hlavnou nevýhodou GPU je to, ºe jeho
jadrá môºu vykonáva´ iba jednoduché funkcie, £iºe nie sú tak v²estranné ako
klasické CPU. �al²ou nevýhodou je spôsob paralelných výpo£tov, ktoré sa môºu
vykonáva´ iba sú£asným spustením bloku operácií a je potrebné £aka´ na ukon-
£enie kaºdej operácie, kým sa môºe spusti´ ¤al²í blok. Preto je dôleºité správne
£lenenie výpo£tov, aby sa minimalizovala strata výpo£tového £asu. Vo výsledku
GPU poskytuje ve©ký výpo£tový potenciál v¤aka paralelnosti výpo£tov, na dru-
hej strane v²ak umoº¬uje len výpo£et jednoduchých operácií, ktoré musia by´
£o najlep²ie optimalizované.

2.3 Práca s GPU

Pre výpo£ty bolo potrebné zostavi´ program, ktorý sa bude spú²´a´ priamo na
gra�ckej karte, namiesto beºného spracovania na CPU. K napísaniu takéhoto
kódu slúºi prostredie CUDA Toolkit od spolo£nosti NVIDIA, ktoré umoº¬uje
písanie a exekuovanie po£íta£ového kódu na GPU. Pre vä£²ie priblíºenie prob-
lému je potrebné uvies´ podrobnej²ie vysvetlenie vnútorných procesov na GPU.
Tieto procesy sa dajú ilustrova´ popisom programovacieho modelu prostredia
CUDA. Vstupom pre výpo£ty je sériový kód, ktorý sa následne rozdelí na pa-
ralelný kód zvaný kernel. Kernel sa virtuálne skladá z vláken (z ang. thread),
ktoré predstavujú jednotlivé operácie prevádzané na jadrách. Celý výpo£et sa
takto rozdelí na ur£itý po£et kernelov, ktoré sa postupne vykonávajú na tzv.
Streaming multiprocesoroch, z ktorých sa skladajú £ipy gra�ckej karty. Kaºdý
multiprocesor obsahuje ur£itý po£et CUDA jadier, ktoré slúºia k paralelným
výpo£tom. Multiprocesory môºu pracova´ nezávisle na sebe, £ím sa u©ah£uje
problém synchronizácie výpo£tov. Na jednom multiprocesore sa môºe naraz vy-
konáva´ nieko©ko tisíc samostatných vláken výpo£tov. Tie pracujú po 32 v skupi-
nách, zvaných warpy. Kaºdému warpu sú priradené registre pre ukladanie dát, v
prípade nedostatku miesta im je priradený priestor v globálnej pamäti procesora.

13



Obr. 2.1: Schéma fyzického usporiadania multiprocesoru prevzané z [6]

Práve správny manaºment pamäte je jedným z k©ú£ových faktorov ovplyv¬ujú-
cich efektivitu výpo£tov. Jedným z dôvodov je obmedzená rýchlos´ prenosu dát
medzi CPU a GPU, takºe je ú£inné koncipova´ program tak, aby sa v²etky po-
trebné dáta nahrali do pamäte GPU a nebolo potrebné prená²a´ diel£ie výsledky
medzi zariadeniami. Výhodou je aj zarovnanie pamäte warpov s prvkami zarov-
nanými ved©a seba, aby vlákna nepristupovali do pamäte náhodne, ale zdruºene.
Na koniec je potrebné de�nova´ spôsob identi�kácie vláken, potrebný pre pre-
rozdelenie jednotlivých £inností na vlákna. Pred spustením kernelu sa zade�nuje
mrieºka, zostavená z blokov vláken. Kaºdému bloku v mrieºke je priradené uni-
kátne identi�ka£né ozna£enie skr. id a takisto je id priradené kaºdému vláknu
v bloku. Kernel je potom vykonávaný po blokoch v dopredu neur£enom poradí.
Kaºdý blok naraz spustí beh v²etkých jeho vláken simultánne. Kedºe ide iba o
virtuálne delenie, je moºné kernel rozdeli´ aº na trojdimenzionálnu sie´ blokov,
kde kaºdý z nich môºe opä´ by´ trojdimenzionálny.
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Obr. 2.2: Delenie siete na bloky vláken [6]
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Kapitola 3

Popis rie²enia

Táto kapitola sa zaoberá rozborom pouºitých metód a taktieº popisom pouºi-
tého po£íta£ového algoritmu. Matematické rovnice a teoretické poznatky boli
odvodené z pouºitej literatúry [11] [1].

3.1 Pouºitý hardware a software

Z dôvodu moºnosti budúcej replikácie experimentu alebo porovnania efektivity
rie²enia problému uvádzam popis pouºitého softwaru a hardwaru.

3.1.1 Hardware

Výpo£ty boli vykonávané na prenosnom po£íta£i "DELL(TM) Inspirion 15 7000
Gaming" [3] s integrovaným procesorom Ïntel(R) Core(TM) i7/7700HQ" [4] a
gra�ckým procesorom "NVIDIA GeForce GTX 1050 Ti" [7], ktorý má 768 vý-
po£tových jadier CUDA. Táto informácia je dôleºitá vzh©adom na to, ºe po£et
týchto jadier ur£uje výpo£tovú kapacitu GPU (z ang. Graphical processing unit
alebo gra�cká výpo£tová jednotka), £o má priamy vplyv na výpo£tovú kapacitu
rie²enia. Toto GPU je v niº²ej triede výkonu medzi dostupným hardwarom, ke-
dºe má len 768 jadier, zatia© £o najvýkonnej²ie gra�cké karty ako napr. "GeForce
GTX TITAN Z"majú k dispozícii aº 5760 výpo£tových jadier.
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3.1.2 Software

Základ pouºitého algoritmu bol napísaný a kompilovaný ako konzolová aplikácia
v prostredí "Microsoft Visual Studio"vyuºitím programovacieho jazyka C++.
GPU bolo vyuºité pre rie²enie sústav lineárnych rovníc, s pridaním kniºnice
"CUDA Toolkit 10.1", ktorá je nadstavbou prostredia Microsoft Visual Studio,
takisto postavenou na jazyku C++. Pre úspe²nú kompiláciu kódu je potrebné
integrova´ do prostredia aj kniºnicu cuBLAS. Vyhodnotenie výsledkov bolo im-
plementované v prostredí "Mathworks MATLAB". Tento postup bol potrebný
pre gra�cké znázornenie výsledkov. Pracovné prostredie CUDA taktieº umoº¬uje
gra�cký výstup, ale z dôvodu zloºitosti gra�ckého programovania a z nej vyplý-
vajúcej £asovej náro£nosti, bolo pouºité jednoduch²ie rie²enie pomocou softwaru
MATLAB.

3.2 Metóda kone£ných prvkov

Táto £as´ je venovaná základnému popisu rie²enia diskretizácie dvojrozmerného
problému pouºitím metódy kone£ných prvkov (MKP). Diskretizácia bola pre-
vedená pomocou dvojrozmerných izoparametrických ²tvoruholníkových prvkov.
Pre integráciu výsledných pohybových rovníc bola pouºitá Newmarkova metóda.

3.3 Formulácia problému

Úloha je zadaná pomocou geometrických a materiálových charakteristík prob-
lému a zadaním okrajových (podoprenie a pôsobiaca sila) a po£iato£ných pod-
mienok. Geometria je zadaná priamo ako vektor súradníc uzlov siete kone£ných
prvkov, kedºe zostrojenie generátora sietí predstavuje vlastný problém, ktorého
rie²enie môºe by´ ve©mi komplexné v prípade v²eobecných oblastí. Vektor súrad-
níc uzlov siete je

X(n, 2) =


x1 y1

x2 y2

.

.
xn yn

 .

Je potrebné zostroji´ aj vektor kódových £ísel prvkov. Ten priradí kaºdému prvku
zoradenú ²tvoricu bodov, ktoré de�nujú uzly daného prvku. Metodika £íslovania
je zobrazená na schéme.
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Obr. 3.1: �íslovanie prvkov v metóde kone£ných prvkov

Vektor kódových £ísel prvkov je

Vnodes(m, 4) =


X(1) X(2) X(5) X(4)
X(2) X(3) X(6) X(5)
X(4) X(5) X(8) X(7)
X(5) X(6) X(9) X(8)

 .

V práci sa uvaºuje s izotropným, elastickým materiálom. Jeho charakteristiky
sú de�nované pomocou dvoch parametrov a to, Youngovym modulom pruºnosti
E, Poissonovou kon²tantou v. Okrem toho je zadaná hrúbka t a hustota ρρρ. Po-
pis zadávania síl je podrobnej²ie priblíºený aº pri popise pouºitého algoritmu,
pretoºe pri algoritmizácii je neefektívne zadávanie síl ako celého vektoru. Po-
trebným vstupom je e²te po£et £asových krokov, ktoré majú by´ vykonané a ich
d¨ºka.

3.3.1 Premenné

Úlohou teórie pruºnosti je ur£i´ na telese vyp¨¬ajúcom oblas´ Ω a ohrani£enom
hranicou Γ sadu troch polí, a to vektorové pole posunov u, pole deformácie εεε a
pole napätí σσσ. Pre dvojrozmerný problém majú tieto polia nasledujúce zloºky

u = {u, v}T ,
εεε = {εx, εy, γxy}T ,
σσσ = {σx, σy, τxy}T .
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3.3.2 Geometrické rovnice

Geometrické rovnice popisujú vz´ah medzi posunom u(x) a zloºkami vektora
deformácie εεε(x). Daný je dvojrozmerný prvok s d¨ºkou hrany dx v smere osi x
a d¨ºkou dy v smere osi y. Prvok je potom premiestnený v smere osi x a y, o
vzdialenos´ dx resp. dy. Predpokladá sa, ºe prvok sa deformoval vo£i pôvodnému
tvaru ako v smere osi x tak aj osi y.

Obr. 3.2: Odvodenie geometrických rovníc

Pre nekone£ne malý posun dx a dy môºeme písa´ rovnice v tvare

εx = lim
dx→∞

dx+ u(x+ dx)− u(x)− dx
dx

=
du(x)

dx
,

εy = lim
dy→∞

dy + v(y + dy)− v(y)− dy
dy

=
dv(y)

dy
,

γxy = α + β = lim
dx,y→∞

u(x, y + dy)

dy + v(x, y + dy)− v(x, y)
+

v(x, y + dy)

dx+ u(x+ dx, y)− u(x, y)
=

=
dv(x)

dx
+
du(y)

dx
.
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
εx(x)
εy(x)
γxy(x)

 =

 ∂
∂x

0
0 ∂

∂y
∂
∂y

∂
∂x

{u(x)
v(x)

}
, (3.1)

ε(x) = ∂Tu(x). (3.2)

3.3.3 Podmienky rovnováhy

Pre odvodenie Cauchyho rovníc rovnováhy je opä´ uvaºovaný dvojrozmerný pr-
vok ohrani£ený v rovine, o rozmeroch dx a dy a hrúbky t. Je de�novaný objemový
vektor síl X ako funkcia premennej x. Pre odvodenie vnútorných síl v smere y
sa predpokladá zdroj sily v smere tejto osi. Na hranici prvku Γ je potom de�-
novaná aj funkcia normálového napätia σ(x) v smere normály na hranu prvku a
²mykového napätia τxy. Rovnice rovnováhy sú potom odvodené takto

Obr. 3.3: Odvodenie podmienok rovnováhy

−σx(x)∆yt+ σx(x+ ∆x)∆yt− τxy(x, y)∆xt+ τxy(x, y + ∆y)∆xt+X∆x∆y = 0,

−dσx(x)∆y + dτxy(x, y)∆x+X∆x∆y = 0,

dσx
dx

+
dτxy
dy

+X = 0.
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x ∈ Ω :

[ ∂
∂x

0 ∂
∂y

0 ∂
∂y

∂
∂x

]
σx(x)
σy(x)
τxy(x)

+

{
X(x)
Y (x)

}
=

{
0
0

}
, (3.3)

∂Tσ(x) +X = 0. (3.4)

3.3.4 Odvodenie okrajových podmienok

Kinematické okrajové podmienky
Okrajové podmienky vyplývajú z predpísaných hodnôt posunov u(Γu) na hrane
Γ = Γu ∪ Γp prvku. Takto je moºné de�nova´

x ∈ Γu : u(x) = u(x). (3.5)

Statické okrajové podmienky
Uvádzaný príklad platí pre statické okrajové podmienky, kde na prvok pôsobí
vonkaj²ia sila p(x) s predpísanou hodnotou. Je potrebné de�nova´ aj funkciu
n(x) ktorá ur£uje smer normály v bodoch na hranici prvku. Na hranici prvku
teda platí

Obr. 3.4: Schéma pre odvodenie okrajových podmienok
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σxdy + τxydx− pxds = 0,

σx
dy

ds
+ τxy

dx

ds
− px = 0,

σxcosα + τxysinα− px = 0,

σxnx + τxyny − px = 0.

x ∈ Γu :

[
nx(x) 0 ny(x)

0 ny(x) nx(x)

]
σx(x)
σy(x)
τxz(x)

−
{
px(x)
py(x)

}
=

{
0
0

}
, (3.6)

n(x)σ(x)− p(x) = 0. (3.7)

3.3.5 Kon²titutívne rovnice

Poslednými známymi vz´ahmi sú kon²titutívne (fyzikálne) rovnice vyjadrujúce
vz´ah medzi vektorom napätia a deformácie [9]. Pre dvojrozmerný problém ro-
vinnej napätosti za predpokladu lineárneho, izotropného materiálu majú tieto
rovnice tvar 

σx(x)
σy(x)
τxz(x)

 =
E

1− ν2

1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2


εx(x)
εy(x)
γxy(x)

 , (3.8)

σ(x) = Dε(x). (3.9)

Pre úlohu rovinnej napätosti taktieº platí, ºe nevzniká napätie v smere kolmom
na rovinu prvku, teda σz = 0. Pre pomernú deformáciu v tomto smere platí

εz = − ν
E

(εx + εy). (3.10)

3.3.6 Vyjadrenie diferenciálnej rovnice

Pre diferenciálnu rovnicu a okrajové podmienky v tvare

∂TD∂u(x)X = 0,

u(x) = u(x) = 0,

n(x)D∂u(x)(x)− p(x) = 0,
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platí, ºe kaºdé u(x), ktoré sp¨¬a homogénne okrajové podmienky je rie²ením di-
ferenciálnej rovnice. Toto rie²enie sa nazýva silné rie²enie diferencialnej rovnice,
no nájs´ takéto rie²enie analyticky pre v²eobecnú oblas´ je výpo£tovo nemoºné.
Rie²enie je ale moºné nájs´ v takzvanej slabej forme. Takéto rie²enie s dosta-
to£nou presnos´ou sa dá nájs´ pouºitím Galerkinovej metódy váºených reziduí
r, prípadne vychádza´ z princípu virtuálnych posunov. Metóda váºených reziduí
pre ná² problém má tvar∫

Ω

δu(x)T
(
∂σ(x) +X

)︸ ︷︷ ︸
r

dΩ = 0, (3.11)

kde δu(x) je tzv. testovacia funkcia, ktorá sp¨¬a homogénne okrajové podmienky.
Úpravou integrálu sa dá tento výraz vyjadri´ v tvare

∫
Γu

0︷ ︸︸ ︷
δu(x)T n(x)σ(x)dΓu +

∫
Γp

δu(x)T
p︷ ︸︸ ︷

n(x)σ(x) dΓp −
∫

Ω

(
∂T δu(x)

)T
σ(x)dΩ

+

∫
Ω

δu(x)TX(x)dΩ = 0,

(3.12)

ktorý je vyjadrením slabého rie²enia rovnice. To je charakteristické men²ími ná-
rokmi na spojitos´ rie²enia [C2(Ω→ C0(Ω)] a vyºaduje, aby bola len testovacia
funkcia u(x) dostato£ne integrovate©ná. �alej za predpokladu, ºe váhovej funkcii
δu(x) bude prisúdený fyzikálny význam virtuálneho posunu, £len ∂T δu(x) môºe
by´ de�novaný ako virtuálna deformácia δε(x). Potom sa dá úpravou rovnice
odvodi´ vz´ah∫

Ω

δε(x)Tσ(x)dΩ =

∫
Γp

δu(x)Tp(x)dΓp +

∫
Ω

δu(x)TX(x)dΩ, (3.13)

δWint = δWext, (3.14)

ktorý sa dá interpretova´ ako rovnos´ medzi prácou vnútorných a vonkaj²ích síl.

3.3.7 Aproximácia testovacích a váhových funkcií v 1D

Testovacie a váhové funkcie boli zostrojené na základe Galerkinovskej aproximá-
cie, ktorá tvrdí, ºe Galerkinovské rie²enie un(x) ∈ VN je tak isto priblíºené k
rie²eniu u(x) ∈ VN ako ktorýko©vek iný vektor v priestore polygonických funkcií
VN ohrani£enom bodmi (0,1). Aproximácia sa volí vo forme lineárnych kom-
binácií bázových funkcií, ktoré sp¨¬ajú dve základné podmienky knocker-delta
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∑
Ni = 1. Bázové a testovacie funkcie sa £asto volia v tvare Lagrangeových

polynómov

N e
i =

(x−X1)...(x− xi−1)(x− xi+1)...(x− xn)

(xi − x1)...(xi − xi−1)(xi − x1+i)...(xi − xn)
. (3.15)

�itate© zlomku zaru£uje, ºe i-ta funkcia bude rovná nule v kaºdom uzle okrem
uzlu i-teho. Menovate© zlomku potom normalizuje výraz v £itateli do takého
tvaru, aby platilo, ºe sú£et v²etkých bázových funkcií je v kaºdom uzle rovný
práve jednej. To zaru£uje spojitos´ testovacích funkcií u(x) a aproxima£ných
funkcií N e na hranách prvkov. Ve©mi výhodné je vyjadri´ tieto súradnice v pri-
rodzených súradniciach ξ, η ∈< −1, 1 >. To síce vedie k problému transformácie
koordinát medzi prirodzenými súradnicami a súradnicovým systémom prvku, ale
rie²enie tohto problému je triviálnej²ie ako zostavova´ aproxima£né funkcie ²pe-
ci�cky pre kaºdý prvok. Pre rie²enie problému tejto práce boli pouºité prvky s
lineárnou aproximáciou testovacích funkcií, pre popísanie dvojrozmerného prvku
vzniknú aproximácie ako kombinácie jednorozmerných aproxima£ných funkcií.
Lineárne aproxima£né funkcie premenných ξ a η sú

Ni(ξ) =
1

2
(1± ξ)

Ni(η) =
1

2
(1± η)

3.3.8 Aproxima£né funkcie v 2D

�íslovanie funkcií je závislé na £íslovaní uzlov prvku, pouºité £íslovanie je zná-
zornené na nasledujúcom obrázku

Obr. 3.5: �íslovanie prvku (v©avo), gra�cké znázornenie 2D aproxima£nej funkcie
(vpravo)
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
N1

N2

N3

N4

 =


1
4
(1− ξ)(1− η)

1
4
(1 + ξ)(1− η)

1
4
(1 + ξ)(1 + η)

1
4
(1− ξ)(1 + η)

 . (3.16)

Pre dvojrozmerný problém sa pouºíva zápis aproxima£ných rovníc a ich derivácií
v tvare matice

N e =

[
N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

]
(3.17)

Be =


∂N1

∂ξ
0 ∂N2

∂ξ
0 ∂N3

∂ξ
0 ∂N4

∂ξ
0

0 ∂N1

∂η
0 ∂N2

∂η
0 ∂N3

∂η
0 ∂N4

∂η
∂N1

∂η
∂N1

∂ξ
∂N2

∂η
∂N2

∂ξ
∂N3

∂η
∂N3

∂ξ
∂N4

∂η
∂N4

∂ξ

 (3.18)

Po diskretizácii problému je moºné na prvku aproximova´ vektor posunov ue(x)
a polia deformácií εe(x) a napätí εe(x) vektorom interpola£ných funkcií N e(x) a
ich derivácií Be(x) v tvare

ue(x) ≈ N e(x)re, (3.19)

εe(x) ≈ Be(x)re, (3.20)

σe(x) ≈ De(x)(Be(x)re). (3.21)

Rovnakým postupom sa dajú aproximova´ váhové funkcie δue(x) a δεe(x)

δue(x) ≈ N e(x)δre, (3.22)

δεe(x) ≈ Be(x)δre. (3.23)

Dosadením týchto vz´ahov do rovnice (3.13) sa získa vz´ah

δrt


n∑
e=1

[ Ke︷ ︸︸ ︷∫
Ω

Be(x)TDe(x)Be(x)dΩ re −

feΩ︷ ︸︸ ︷∫
Ω

N e(x)TXdΩ−
∫

Γp

N e(x)Tp(x)dΓp︸ ︷︷ ︸
feΓ

] = 0.

(3.24)

Z tejto formulácie je zrejmé, ºe vektor uzlových posunov je rie²ením rovnice
statického problému

Kr = f = fΩ + fΓ. (3.25)
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Pre rie²enie problému dynamického systému je potrebné doplni´ podmienky rov-
nováhy a okrajové podmienky o zotrva£né a tlmiace sily. Touto úpravou sa dá
rovnakým postupom prís´ k rie²eniu pohybovej rovnice v tvare

Mr̈t+∆t + Cṙt+∆t +Krt+∆t = Rt+∆t, (3.26)

kdeM a C predstavujú matice hmotnosti resp. tlmenia. Pre pohybovej rovnici sa
pouºíva formálny zápis vektoru síl f ako Rt+∆t. Matica hmotnosti sa dá vyjadri´
v tvare

M e =

∫
Ω

N eT (x)ρN e(x)dΩ. (3.27)

Matica C potom predstavuje vplyv tlmenia na kmitavý pohyb. Obvykle sa vy-
jadruje vo forme Raylegovho útlmu ako lineárna kombinácia matíc K a M , teda

C = αM + βK. (3.28)

3.4 Newmarkova itera£ná metóda

3.4.1 Popis metódy

Newmarkova metóda je implicitná metóda numerickej integrácie, ktorá sa dá
pouºi´ pre rie²enie pohybových diferenciálných rovníc. Metóda predpokladá,
ºe rie²enie je h©adané pre kone£ný po£et bodov m + 1 v £asových okamihoch
t0, t1, ..., tm. Rozdiel medzi dvoma okamihmi v £ase sa nazýva d¨ºka integra£ného
kroku ∆t. Metóda popisuje vz´ahy medzi posunom, rýchlos´ou a zrýchlením
hmotného bodu v £ase t a v £ase t+∆t. Táto závislos´ je vyjadrená ako [11]

ṙt+∆t = ṙt + [(1− δ)r̈t + δr̈t+∆t]∆t, (3.29)

rt+∆t = rt + ∆tṙt +

[(
1

2
− α

)
r̈t + αr̈t+∆t

]
∆t2. (3.30)

Vhodným výberom parametrov α a δ sa dá docieli´ stabilita metódy. Pouºitím
δ = 1/2 a α = 1/4, obdrºíme metódu kon²tantného priemerného zrýchlenia.
Dosadením týchto závislostí do rovnice (3.26) sa odvodí vz´ah(

M + δ∆tC + α∆t2K
)
r̈t+∆t = −Krt − (C + ∆tK)ṙt

−
[
(1− δ)C +

(
1

2
− α

)
∆tK

]
∆tr̈t +Rt+∆t.

(3.31)

Výpo£tom zrýchlenia r̈t+∆t, sa dá následne vypo£íta´ rýchlos´ bodu ṙt+∆t a vek-
tor jeho posunov rt+∆t, pouºitím (3.29) (3.30). Opakovaním tohto procesum-krát
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sa získa rie²enie rovnice na intervale < 0, tm >. O výraze na ©avej strane rovnice
(3.31)

K̂ =
(
M + δ∆tC + α∆t2K

)
r̈t+∆t, (3.32)

sa dá poveda´, ºe ak £asový krok ∆t zostane kon²tantný po£as procesu výpo£-
tov, tak aj matica K̂ zostáva kon²tantná. Táto vlastnos´ je ve©mi výhodná pre
u²etrenie výpo£tového £asu, a to hlavne pri pouºití GPU. Práve z tohto dôvodu
bol po£as výpo£tov £asový krok pouºitý vºdy ako nemenný.

3.4.2 Transformácia súradníc

Ako bolo spomenuté v 3.3.8 je výhodné pouºitie aproxima£ných funkcií v priro-
dzených súradniciach. Vzniká tak poºiadavka na nájdenie spôsobu, ako de�nova´
prirodzené súradnice (ξ, η) ako funkciu (x, y). To sa dá dosiahnu´ pomocou pred-
pokladu, ºe geometria prvku bude aproximovaná podobne ako neznáme posuny

x(ξ, η) =
∑
i=1

Ni(ξ, η)xei , y(ξ, η) =
∑
i=1

Ni(ξ, η)yei . (3.33)

Aproxima£né funkcie vystupujú v rie²ení aj vo forme derivácií. Ur£i´ ich v priro-
dzených súradniciach je triviálne, ale je potrebné vyjadri´ ich aj v závislosti na
x a y.

Obr. 3.6: Jakobián slúºi k vyjadreniu skuto£nej geometrie pomocou prirodzených
súradníc
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Pomocou pravidla o derivácii zloºených funkcií sa dá odvodi´ vz´ah

{
∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η

}
=

J︷ ︸︸ ︷[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]{∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

}
, (3.34)

kde J predstavuje jakobián transformácie, ktorý ur£uje vz´ah medzi deriváciami
v oboch súradnicových systémoch. Inverziou jakobiánu sa dá odvodi´ vz´ah pre
deriváciu bázových funkcií pod©a x a y{∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

}
= J−1

{
∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η

}
, (3.35)

kde sa dá jakobián spo£íta´ zo vz´ahu

J =

[∑
∂Ni

∂ξ
xei
∑

∂Ni

∂ξ
yei∑

∂Ni

∂η
xei
∑

∂Ni

∂η
yei

]
= N eXe. (3.36)

3.4.3 Numerická integrácia

Ke¤ºe slabé rie²enie vyºaduje integráciu, ale tá sa nedá previes´ analyticky pre
vä£²inu prípadov, bola pre získanie rie²enia pouºitá numerická integrácia. Pres-
nej²ie Gaussova integrácia, a to z dôvodu jej vhodnej formulácie pre integrovanie
polynómov. Základná my²lienka môºe by´ vyjadrená pomocou nasledujúceho
integrálu a následnou aproximáciou ako

Î =

∫ 1

−1

f(ξ)dξ ≈
n∑
i=1

f(ξi)wi, (3.37)

Funkcia Î je polynóm (n− 1) - vého stup¬a s 2n parametrami. �al²ou úpravou
sa dá navý²i´ stupe¬ aproxima£ného polynómu. To vedie k metóde, ktorá rie²i
integrály s vysokou presnos´ou. Podmienkou takéhoto rie²enia je pouºitie dosta-
to£ného po£tu integra£ných bodov a ich váh. Pre rie²enie problému bola vyuºitá
integrácia pomocou dvoch integra£ných bodov a im zodpovedajúcich váh. V prí-
pade výpo£tu matice tuhosti Ke bola pouºitá aj jednobodová integrácia, aby
bolo moºné zníºi´ vplyv ²mykového uzamknutia prvku. Pre ukáºku je uvedený
príklad zápisu rie²enia tejto matice

Ke =
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjB
eT (ξi, ηj)DB

e(ξi, ηj)t|J(ξi, ηj)|. (3.38)
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3.5 Metóda zdruºených gradientov

3.5.1 Popis

Kedºe rovnica (3.31) je zloºená z riedkych matíc, ktoré môºu by´ ve©kých rozme-
rov, je priame rie²enie problému príli² neefektívne. Z tohto dôvodu bolo pouºité
nepriame rie²enie pomocou metódy zdruºených gradientov. Zápis problému môºe
by´ uvedený ako rie²enie rovnice

Ax = b. (3.39)

Itera£né metódy sú zaloºené na my²lienke, ºe pre sústavu v ²peciálnom tvare
(I − A)x = b, platí pre ∀b, x0, ºe postupnos´ vektorov xk = {k = 0, 1, 2, .....}
daná predpisom xk+1 = Axk + b konverguje po súradniciach k vektoru x̂, ktorý
je rie²ením sústavy (I −A)x = b. [5]Metóda zdruºených gradientov predpokladá
symetricky pozitívne de�nitnú maticu A rozmeru nxn a dvojicu vektorov u, v ∈
Rn, ktoré sú zdruºené (konjungované), teda ich skalárny sú£in je vzh©adom na
maticu A rovný nule. Platí

u, v ∈Rn

(Au, v) ≡ vTAu = 0.

De�novaním vektorov p1, p2, ...., pn, vzájomne zdruºených sa dá vytvori´ báza
preistoru Rn. Teda rie²enie x̂ sústavy, Ax = b sa dá vyjadri´ ako lineárna kom-
binácia týchto vektorov p

x̂ =
n∑
i=1

aipi. (3.40)

Z rovností Ax̂ = b a (pk, pi)A = 0 sa dá dosadi´ do rovnice a pomocou úprav
odvodi´ vz´ahy

Ax̂ =
n∑
i=1

aiApi,

pTkAx̂ =
n∑
i=1

aip
T
kApi,

pTk b =
n∑
i=1

ai(pk, pi)A,

(pk, b) = ak(pk, pk)A.
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Z toho dostaneme

ak =
(pk, b)

(pk, pk)A
. (3.41)

Pre x0 ako po£iato£nú aproximáciu Ax0 6= b, a p0 = r0 = b − Ax0, a k =
0, 1, ..., n− 1 sa dá pouºi´ predpis

ak =
(rk, rk)

(Apk, pk)
, (3.42)

xk+1 = xk + akpk, (3.43)

rk+1 = rk − akApk, (3.44)

bk =
(rk+1, rk+1)

(rk, rk)
, (3.45)

pk+1 = rk+1 + bkpk, (3.46)

kde pre dostato£ne malé rk+1 je xk+1 rie²ením sústavy.

3.5.2 Vyuºitý algoritmus

Na základe obmedzených skúseností s gra�ckým programovaním a £asových ob-
medzení bol pre rie²enie problému pouºitý uº vytvorený algoritmus. Presnej²ie,
software vytvorený Christopherom Fougnerom [2]. Algoritmus vyuºíva metódu
zdruºených gradientov.

3.6 Popis pouºitého algoritmu

Táto kapitola sa venuje bliº²iemu popisu zostrojeného algoritmu. V texte sa budú
nachádza´ len ukáºky zdrojového kódu, celý okomentovaný kód je priloºený k
práci.

3.6.1 Hardwarové a softwarové nároky

Pre úspe²né spustenie kódu je nevyhnutné, aby mal po£íta£ gra�ckú kartu NVI-
DIA podporujúcu technológiu CUDA. Teda musí ma´ dedikované CUDA jadrá.
Softwarovo je potrebné prostredie CUDA Toolkit so zahrnutou kniºnicou cuB-
LAS, v niektorých prípadoch je nutné ru£ne za£leni´ potrebné adresáre do sa-
motnej kniºnice cuBLAS. Z dôvodu negatívnych skúseností s implementáciou
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prostredia CUDA sú k práci priloºené stru£né poznámky ako zahrnú´ v²etky
potrebné kniºnice. Ako preklada£ jazyka C++ bol pouºitý Microsoft Visual Stu-
dio 2017 (MVS2017), kedºe je predvoleným preklada£om softwaru CUDA. MVS
musí obsahova´ kniºnicu stdlib.h, ktorá nie je automaticky nain²talovaná s naj-
nov²iou verziou programu. Rie²enie je tak isto popísané v prílohe.

3.6.2 �truktúra kódu

Zdrojový kód sa skladá zo súboru konzolovej aplikácie Dynamics.cpp, v ktorom
sú zade�nované v²etky pomocné algoritmy, a jemu prislúchajúceho hlavi£kového
súboru. Telom algoritmu je aplikácia prostredia CUDA s názvom kernel.cu. V
hlavi£kovom súbore cgls.cuh je zade�novaný algoritmus metódy zdruºených gra-
dientov.

3.6.3 Práca s maticami

Pre základné operácie s maticami a vektormi boli v prostredí MVS zostrojené
pomocné funkcie, ktoré de�nujú operácie ako sú£et matíc, násobenie matice vek-
torom a iné. Táto alternatíva bola zvolená pre nadobudnutie programovacích
skúseností a pre lep²í preh©ad nad vnútorným fungovaním programu. Základ-
ným problémom týchto operácií bola práca s dynamickou pamä´ou. Preto boli
matice aj vektory de�nované pod©a ²ablony (template) vector. Tie na rozdiel
od radov (array) nevyºadujú predom de�nované rozmery dimenzií matíc. Pri
lokalizácii matice ako vektor z vektorov sa dá dimenzia matice upravi´ dyna-
micky. Nedostato£né skúsenosti s pokro£ilou algoritmizáciou mali za následok
zlú optimalizáciu týchto výpo£tov. Tento faktor ovplyvnil aj rozsah prevedených
výpo£tov.

3.6.4 Vstupné údaje

Vstupy do výpo£tu uº boli vymenované v £asti3.3. Tento odsek sa venuje iba
popisu vstupných parametrov geometrie a za´aºenia. Súradnice je nutné zadá-
va´ ako dvojice hodnôt x a y, takisto je potrebné ru£ne zadáva´ jednotlivé uzly
kaºdého prvku. �o vedie k ve©kej zloºitosti zadávania kon²trukcií komplikova-
ných tvarov. Pre generáciu ²tvoruholníkových prvkov bol zostrojený jednoduchý
algoritmus zaloºený na my²lienke delenia d¨ºok strán na poºadovaný po£et prv-
kov. Pomocou algoritmu je moºné zostroji´ aj vektor uzlov prvkov. Podpory sú
zadávané do jednotlivých uzlov. Zadávanie síl funguje na rovnakom princípe, ale
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je e²te potrebné ur£i´ ich smer a ve©kos´. Toto rie²enie zjednodu²uje uºívate©ovi
prístup k aplikácii, ale vyºaduje znalos´ £íslovania siete.

3.6.5 Výpo£ty na CPU

Pre zostavenie matíc tuhosti K a hmotnosti M je potrebné ve©ké mnoºstvo
diel£ich výpo£tov. Preto boli výpo£ty sprostredkované pomocou CPU. Proces
pozostáva z výpo£tu matíc Ke a M e kaºdého prvku a ich následnou alokáciou
do globálnej matice K resp. M . Z matíc boli následne vytvorené submatice zlo-
ºené iba z rovníc zodpovedajúcich neznámym posunom. To sa docielilo odobra-
tím riadkov a st¨pcov prislúchajúcich uzlom, v ktorých su predpísané podpory.
Rovnakým spôsobom bol upravený aj vektor za´aºenia. Pouºitím submatíc bola
zostavená matica pravej strany K̂. V¤aka kon²tantnému integra£nému kroku ∆t
zostáva táto matica v priebehu výpo£tov nemenná, a preto ju nie je potrebné
opä´ prepo£ítava´. �a²ím krokom bolo ur£enie pravej strany rovnice (3.26). Ako
po£iato£né hodnoty posunov, rýchlostí a zrýchlení boli zvolené nulové vektory.
Výpo£et pravej strany je potrebné zopakova´ v kaºdom £asovom intervale. Aj
tieto výpo£ty boli vykonané na CPU. Pred presunutím dát z CPU na gra�ckú
kartu bola potrebná kompresia matíc K a M do formátu CSR.

3.6.6 CSR formát matice

CSR alebo compressed row storage formát predstavuje zápis riedkych matíc do
tvaru troch polí informácií. V poli val sú uloºené hodnoty v²etkých nenulových
prvkov matice usporiadaných hierarchicky od aii...aij, aº aji...ajj. Pole rptr ob-
sahuje ukazovatele na tie prvky po©a val, ktoré sú prvým nenulovým £lenom
v kaºdom riadku. Posledné pole cind priradzuje kaºdému pvku z val jeho st¨p-
covú súradnicu. Pri kompresii sú spo£ítané aj £ísla m, n a nnz, ktoré ur£ujú
dimenzie matice a celkový po£et nenulových prvkov. Tieto údaje sú potrebné
pre prealokáciu pamäte na GPU.
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Obr. 3.7: Ukáºka tvaru matice v CSR formáte

3.6.7 Vyuºitie GPU

Na GPU sa vykonával algoritmus metódy zdruºených gradientov, teda výpo£et
rie²enia rovnice (3.31). Ako uº bolo uvedené, algoritmus bol prevzatý z [2], ktorý
bol poskytnutý k vo©nému pouºitiu. Práca s GPU sa zásadne odli²uje od CPU
hlavne v manaºmente pamäte gra�ckej jednotky. Pred podrobnej²ím vysvetle-
ním je potrebné de�nova´ pojmy Host (hostite©) a Device(zariadenie). V tomto
prípade predstavuje Host CPU po£íta£a a Device gra�cký procesor. Pre spuste-
nie výpo£tov na GPU je potrebné najprv alokova´ priestor v pamäti karty. Tento
priestor bude vyuºitý pre ukladanie vstupných a výstupných dát, jeho ve©kos´ je
po£as behu algoritmu nemenná. Práve z tohto dôvodu bolo potrebné získa´ hod-
notu nnz, na základe ktorej sa ur£í ve©kos´ potrebnej pamäte. Predpokladá sa, ºe
pre uloºenie matice a vektrov b a x bude potrebných vald = (nnz+m+n)∗double
bitov, kde double predstavuje typ zápisu £ísla s desatinnou £iarkou. Vektor x je
síce neznámy, ale pre uloºenie výsledkov je potrebné ma´ prealokvaný priestor.
Vstupné dáta je potom potrebné skopírova´ z Host na Device. Následne sa môºe
vykona´ spustenie programu na GPU, ten ukladá výsledky do taktieº predalo-
kovanej pamäte. Výsledky treba následne opä´ skopírova´ z Device na Host a
vymaza´ predalokovanú pamä´ karty. Pri beºných po£toch na CPU nie je prob-
lém ukladania matice prítomný, pretoºe sa sta£í odvoláva´ na hodnoty matice
priamo. GPU má v²ak obmedzený priestor pre ukladanie dát a priamy prístup k
dátam na CPU je nerealizovate©ný kvôli obmedzeniam zbernice. Fakt, ºe matica
K̂ je po£as výpo£tov kon²tantná je pre výpo£et ve©mi výhodný. Jeho vyuºitím
je to, ºe alokácia a kopírovanie matice prebehne iba raz po£as prvého kroku
výpo£tu. Následne sa v pamäti prepisujú iba hodnoty vektora pravej strany, v
zdrojovom kóde ozna£ovaného b. Ten sa po kaºdom £asovom kroku prepo£íta vy-
uºitím Newmarkovej metódy. Do algoritmu bola pridaná aj funkcia merania £asu
medzi prepo£tami, ktorá slúºi k vyhodnoteniu výsledkov. Pre názornú ukáºku
sa uvádza £as´ zo zdrojového kódu.
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// Inicializácia dát

real_t* val_h = val;

int* cind_h = cind;

int* rptr_h = rptr;

real_t* b_h = b;

real_t* x_h = x_;

real_t *val_d, *b_d, *x_d;

int *cind_d, *rptr_d;

// Alokácia priestoru na grafickej karte

cudaMalloc((void**)&val_d, (nnz + m + n) * sizeof(real_t));

cudaMalloc((void**)&cind_d, (nnz + m + 1) * sizeof(int));

rptr_d = cind_d + nnz;

// Alokácia priestoru na grafickej karte

cudaMemcpy(val_d, val_h, nnz * sizeof(real_t), cudaMemcpyHostToDevice);

cudaMemcpy(cind_d, cind_h, nnz * sizeof(int), cudaMemcpyHostToDevice);

cudaMemcpy(rptr_d, rptr_h, (m + 1) * sizeof(int), cudaMemcpyHostToDevice);

for (int it = 0; it < Num_ts; it++) {

// Spustenie timeru

float elapsed = 0;

cudaEvent_t start, stop;

HANDLE_ERROR(cudaEventCreate(&start));

HANDLE_ERROR(cudaEventCreate(&stop));

HANDLE_ERROR(cudaEventRecord(start, 0));

b_d = val_d + nnz;

x_d = b_d + m;

// Kopírovanie dát z HOST na DEVICE, teda z CPU na GPU

cudaMemcpy(b_d, b_h, m * sizeof(real_t), cudaMemcpyHostToDevice);

cudaMemcpy(x_d, x_h, n * sizeof(real_t), cudaMemcpyHostToDevice);

// Spustenie itera£ného rie²i£a

int flag = cgls::Solve<real_t, cgls::CSR>(val_d, rptr_d, cind_d, m, n,
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nnz, b_d, x_d, shift, tol, maxit, quiet);

// Kopírovanie dát z DEVICE na HOST, teda z GPU na CPU

cudaMemcpy(x_h, x_d, n * sizeof(real_t), cudaMemcpyDeviceToHost);

// Ukon£enie timeru

HANDLE_ERROR(cudaEventRecord(stop, 0));

HANDLE_ERROR(cudaEventSynchronize(stop));

HANDLE_ERROR(cudaEventElapsedTime(&elapsed, start, stop));

HANDLE_ERROR(cudaEventDestroy(start));

HANDLE_ERROR(cudaEventDestroy(stop));

}

// Vymazanie pamäti na konci itera£ného procesu

cudaFree(val_d);

cudaFree(cind_d);

3.6.8 Gra�cký výstup

Gra�cké vyobrazenie výsledkov sa prevádzalo pomocou softwaru Matlab. Aby sa
u©ah£ila práca s výsledkami bol konzolový výstup aplikácie nastavený tak, aby
vypisoval výsledky priamo v tvare zápisu vykres©ovacích funkcií Matlabu. Takýto
výpis nebol aktivovaný po£as merania výkonu GPU, aby neskres©oval výsledky.
Prostredie Matlab bolo tieº pouºité pre kontrolu správnosti rie²ení aplikácie.
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Kapitola 4

Výsledky

4.1 Hmotný bod

Ako prvý príklad pre demon²tráciu funk£nosti programu bol vytvorený model
hmotného bodu s jedným stup¬om vo©nosti. Bol umiestnený do roviny so súrad-
nicami [1,0]. Bodu bola de�novaná hmotnos´ m = 1 [kg] a tuhos´ K s hodnotu
1 [kN/m], tá abstraktne predstavuje pruºinu, na ktorej je bod zavesený.

Obr. 4.1: Gra�cká schéma zadania

Bod bol následne za´aºný silou o ve©kosti F = 1 [kN ]. Odozva bodu sa merala
po£as 1000 £asových krokov s d¨ºkou ∆t 0.1 sekundy. Na konci kaºdého kroku
sa do grafu zakreslila jeho nová poloha spo£ítaná ako suma výsledného posunu
rt+∆t a jeho pôvodnej polohy y.
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Obr. 4.2: Netlmené kmitanie bodu

Z obrázku je zrejmé, ºe bod osciluje okolo hodnoty statickej výchylky, teda osy x.
Pre ukáºku vplyvu tlmiacich síl boli ur£ené aj kon²tanty α = 0.1 a β = 0.1, ktoré
de�nujú tlmenie C ako lineárnu kombináciu αK + βM . Ostatné charakteristiky
zostali nemenné.

Obr. 4.3: Tlmené kmitanie bodu
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Ako ¤al²ia ukáºka bol bod za´aºený budiacou silou s rovnakou ve©kos´ou, no
so zadanou budiacou frekvenciou ω = 1 [Hz]. Rýchlos´ jednotlivých operácií
pri kaºdom výpo£te je príli² malá na to, aby sa dalo uvies´ porovnanie medzi
výpo£tom na CPU a GPU.

Obr. 4.4: Tlmené kmitanie bodu s budiacou silou

4.1.1 Votknutý nosník

Pre ilustráciu vä£²ieho problému bol uvaºovaný votknutý nosník s rozponom
l = 2.4 [m], vý²kou h = 0.8 [m] a hrúbkou t = 0.1 [m]. Jeho materiálové cha-
rakteristiky boli zvolené tak, aby odpovedali charakteristikám ocele. Na nosníku
bola zostrojená sie´ bodov, ktorá ho rozde©ovala na 48 rovnakých ²tvorcových
prvkov s d¨ºkou hrany 0.2 m. Nosník bol za´aºený bodovými silami F = −100
[kN ] vo zvislom smere v kaºdom z bodov hornej hrany. Pre lep²iu predstavu sa
uvádza gra�cké interpretovanie problému
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Obr. 4.5: Schéma votknutého nosníku

Merania opä´ prebehli po£as 250 krokov s d¨ºkou ∆t = 0.1 [s]. Po£as výpo£tov
sa po£ítalo aj s tlmením kon²trukcie. Kedºe sa jedná o dynamický problém,
jeho gra�cké znázornenie v práci je obmedzené. Na obrázkoch je moºné vidie´
kmitanie nosníka.

Obr. 4.6: Okamih za´aºenia nosníka
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Obr. 4.7: Amplitúda výchylky nosníka

Obr. 4.8: Ustálený nosník v tvare statického priehybu

Pre zretelnej²ie vyobrazenie kmitania boli do grafu vynesené výchylky uzlov
stredového prierezu nosníka.
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Obr. 4.9: Kmitanie uzlov prierezu

Pri tomto príklade bol prvýkrát porovnaný £as výpo£tu CPU a GPU. Porovnané
sú doby výpo£tov £asových krokov. Tie boli získané z 20 meraní na kaºdom za-
riadení. Uvedené sú iba priemerné hodnoty v²etkých meraní. A to doba výpo£tu
jedného kroku na CPU tCPU = 1.34 [ms] a pre GPU tGPU = 1.34 [ms].

4.1.2 Metodika merania a obmedzenia výpo£tov

Prvé výpo£ty prebehli len na malých kon²trukciách s menej ako 200 stup¬ami
vo©nosti. Po experimentoch s va£²ím po£tom sa za£ali objavova´ problémy s d¨º-
kou výpo£tového £asu. Výpo£et modelu s vy²e 20 000 stup¬ami vo©nosti musel
by´ zastavený po vy²e hodine bez toho, aby bol získaný jediný výstup. Metódou
pokusu a omylu bola stanovená pomyselná hranica ve©kosti problému s £asovo
vyhovujúcimi nárokmi. Aby bolo moºné nahromadi´ dostatok dát, bola táto hra-
nica ur£ená pre kon²trukcie skladajúce sa z menej ako 500 prvkov, teda s 1000
stup¬ami vo©nosti. Pri tejto ve©kosti je doba rie²enia cyklu s 10 £asovými krokmi
pribliºne 20 minút. Prvým predpokladom tejto limitácie bol slabý výkon gra�c-
kej karty po£íta£a. Bliº²ím skúmaním parametrov výpo£tu sa v²ak ukázalo, ºe
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problém vychádza zo zlej optimalizácie algoritmu beºiaceho na CPU. Celý kód
je ve©mi neefektívny a práve výpo£ty matíc K a M zaberajú vy²e 95% £asu po-
trebného pre výpo£et. Z toho vychádza problematika metodiky vyhodnocovania
výsledkov. Pôvodné dáta boli namerané ako £as od nakopírovania matice K̂ do
konca výpo£tu kroku, kedy prebieha algoritmus metódy zdruºených gradientov,
ale prebieha aj prepo£et vektora pravej strany bbb. Tento proces je sprostredko-
vaný pomocou CPU, ke¤ºe aj táto £as´ kódu je slabo optimalizovaná, dochádza
k spoma©ovaniu jednotlivých krokov. Toto spomalenie je v porovnaní so samot-
nou rýchlos´ou GPU razantné. Priemerná doba výpo£tu jedného kroku sa zvä£²í
pribliºne 60-krát. Novou metodikou bolo meranie £asu od uloºenia matice K̂ do
okamihu skopírovania výsledkov z GPU naspä´ na CPU. Pôvodne bolo zamý²-
©ané porovnáva´ výsledky GPU s výsledkami získanými pomocou toho istého al-
goritmu, ale s funkciou zdruºených gradientov sprostredkovanou pomocou CPU.
Neefektívnos´ tohto algoritmu, ale viedla k tomu, ºe bol pre porovnanie pouºitý
software Matlab. Tieto výsledky sú povaºované za relevantnej²ie, pretoºe pres-
nej²ie znázor¬ujú výkon CPU. Av²ak aj v prostredí Matlab je práca s ve©kým
po£tom dát zd¨havá.

4.1.3 Výsledky meraní

Výsledky boli získané pouºitím algoritmu GPU a výsledky pre porovnanie po-
mocou CPU. V²etky merania boli vykonané na rovnakej kon²trukcii, a to na
votknutom nosníku s rozponom l = 4 [m], vý²kou h = 1 [m] a hrúbkou t = 1
[m]. Ten bol postupne delený na vä£²ie mnoºstvá kone£ných prvkov. Tie sa rám-
covo pohybovali v desiatkach aº stovkách. Algoritmus potom previedol desa´
krokov s d¨ºkou ∆t = 0.1 [s]. Kaºdý príklad bol prepo£ítaný pä´krát, aby sa
získal vä£²í po£et výsledkov, ktoré sa následne spriemerovali. Pri kaºdej operácii
na GPU boli merané hodnoty, a to £as potrebný pre vykonanie výpo£tu rie-
²enia, celkový £as rie²enia a £as výpo£tu prvého £asového kroku. Doba prvého
výpo£tu sa v kaºdom meraní vymykala z priemerných hodnôt £asu potrebného
pre vykonanie výpo£tu. �asové oneskorenie je pravdepodobne zaprí£inené e²te
prebiehajúcim kopírovaním matice ©avej strany. Preto nebol prvý výpo£et za-
hrnutý do výpo£tu priemerného trvania kroku. Predpokladá sa, ºe pri vä£²om
po£te opakovaní, napr. presahujúcom 1000 cyklov, by sa táto hodnota stala v
priemere zanedbate©nou. Naviac by skres©ovala výsledky, ktoré boli zmerané na
pozorovanie rýchlosti vykonávania opakovaných procesov. Na CPU bola taktieº
meraná priemerná doba kroku a celkový £as rie²enia. V tomto prípade sa ale
doba prvého výpo£tu nelí²i od ostatných, teda odpadá nutnos´ vy£leni´ ju z
výsledkov. Namerané hodnoty sú zobrazené v tabu©ke 4.1.3.
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Výsledky CPU [ms] Výsledky GPU [ms]
p.s.v. Priem. kroku Celk. £as Priem. kroku Celk. £as
60 14.00 725.42 0.127 2.3
132 14.64 770.28 1.2 11.8
228 15.294 748.2 1.34 12.8
418 15.46 744.14 6.34 63.5
858 15.87 757.39 26.7 266.5

Tabu©ka 4.1: Tabu©ka výsledkov, Uvádza dobu výpo£tov a rie²ení jednotlivých
krokov v závislosti od po£tu stup¬ov vo©nosti p.s.v.

Výsledky sa vyniesli do grafu závislosti po£tu stup¬ov vo©nosti kon²trukcie a
priemernej doby rie²enia kroku. Bodmi bol preloºený polynóm prvého stup¬a. Z
dôvodu nízkeho po£tu rie²ení ve©kých problémov sa graf nedal preloºi´ polynó-
mom vy²²ieho stup¬a. Pri pouºití druhého alebo tretieho stup¬a sa tvar krivky
aproximoval do nuly alebo prudko konvergoval k nekone£nu. Graf bol extrapo-
lovaný do hodnoty 1000 stup¬ov vo©nosti.

Obr. 4.10: Priemerný £as jednoho kroku na GPU (modrá priamka), priemerný
£as jednoho kroku na CPU (£ervená priamka)
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V druhom grafe je uvedená závislo´ medzi po£tom stup¬ov vo©nosti a celkovým
£asom procesu výpo£tu. Od výsledkov GPU neboli od£ítané £asy prvých krokov.
V tomto prípade sa vnímajú ako nevyhnutná sú£as´ rie²enia, ktorá charakterizuje
pouºite GPU. Nastáva to preto, ºe kaºdé rie²enie je ovplyvnené obmedzeniami
pri prenose dát medzi zariadeniami.

Obr. 4.11: Celkový £as procesu výpo£tu GPU (modrá priamka), celkový £as
procesu výpo£tu CPU (£ervená priamka)

Kvôli nedostato£nému po£tu dát sa dá o výsledkoch hovori´ len ako o odhadoch.
Zo získaných výsledkov vyplýva, ºe s narastajúcou komplexitou problému je vy-
uºitie gra�ckej akcelerácie výhodným rie²ením. Pre rie²enie men²ích problémov
je v²ak vyuºitie GPU nevhodné, kedºe vzniká nevyhnutné spomalenie výpo£tov,
ktoré je spôsobené neefektívnym prenosom dát medzi zariadeniami. Tieto tvrde-
nia sú podporené aj výsledkami ²túdií vyuºitia GPU pre rie²enie komplexných
problémov [5] [10]. S narastajúcou zloºitos´ou problémov sa zdá by´ implemen-
tácia paralelného po£ítania na gra�ckej karte výhodným rie²ením.
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4.1.4 Diskusia

Na základe nadobudnutých skúseností s paralelným programovaním je zrejmé,
ºe vyuºitie GPU má ve©ký potenciál pre rie²enie komplexných problémov. Je
potrebné dôkladnej²ie ²túdium gra�ckého programovania, aby sa dali takéto rie-
²enia implementova´. Výsledkom práce sú hlavne teoretické poznatky o fungovaní
procesov na GPU a z nich vychádzajú rôzne námety na budúce roz²írenie práce.
Hlavným problémom je optimalizácia rie²enia pre prácu s ve©kým mnoºstvom in-
formácií, a to napríklad pouºitím vhodných formátov kompresie matíc. Obmedzi´
ukladanie nepotrebných medzivýpo£tov a zlep²i´ manaºment dát minimalizova-
ním po£tu potrebných medzikrokov výpo£tu ako napríklad alokácia matíc prvku
do globálnej matice kon²trukcie. �al²ím krokom by mala by´ snaha o prenesenie
£o najvä£ieho po£tu výpo£tov z CPU priamo na GPU. Rozdelenie algoritmov
£o najefektívnej²ie do kernelov, ktoré by mohli pracova´ simultánne, ako naprí-
klad, zostavovanie matíc K a M zárove¬ na rôznych multiprocesoroch karty.
Zmeni´ systém vkladania vstupov a vyhnú´ sa tak príli²nej spotrebe pamäte.
Napríklad tvorbou algoritmu, ktorý by odvodzoval kódové £ísla uzlov prvku po-
£as chodu aplikácie, namiesto ukladania ve©kých objemov dát, ktoré slúºia len
pre identi�káciu prvku. Po vyrie²ení základnej optimalizácie by sa mohlo roz²íri´
spektrum vyuºitia rie²i£a, a to napríklad zahrnutím rie²ení trojrozmerných prob-
lémov, alebo rie²enia problémov iných odvetví mechaniky, ako napríklad ²írenie
tepla v priestore. Pre rie²enie vä£²ích problémov by bolo vhodné implemento-
va´ generátor sietí kone£ných prvkov. Kedºe najvä£²ou predispozíciou gra�ckých
procesorov je vykres©ovanie gra�ckých modelov, bolo by uºito£né implementova´
tvorbu gra�ckých výstupov priamo na GPU. Na druhú stranu sú rie²enia týchto
problémov zloºité a vyºadujú ve©ké mnoºstvo práce, preto je potrebné preh¨benie
znalostí danej problematiky.
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Kapitola 5

Záver

Výsledkom práce je algoritmus ur£ený pre modelovanie dvojrozmerných kon-
²trukcií. Zahr¬uje v sebe aj rie²i£ zaloºený na paralelizácii výpo£tov pomocou
gra�ckého procesoru po£íta£a. Dôsledkom nedostato£nej optimalizácie je neefek-
tivita pre rie²enie komplexných problémov, ktorá viedla k obmedzenému po£tu
získaných dát. Získané výsledky v²ak poukazujú na výhody rie²enia ve©kých
sústav lineárnych rovníc pomocou GPU. Práca hlavne pomohla vybudova´ te-
oretický základ pre nasledovnú prácu v oblasti paralelizácie výpo£tov.
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