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Abstrakt

Prace je zaméfena na sestavovani pohy-
bovych rovnic pro rovinné systémy s pod-
dajnymi télesy. Uvedeny jsou dvé metody
feseni, které jsou nasledné aplikovany na
rovinny mechanismus s uzavienou kine-
matickou smyckou.

Kli¢ova slova: Mechanika, Dynamika,
RFE, MBS, Lagrangeovy rovnice
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Abstract

This thesis focuses on solution of multiple
body systems consisting of flexible bodies.
Presented are two methods of solution and
both of them are then put to use on a 2D
mechanism with closed kinematic loop.

Keywords: Mechanics, Dynamics, RFE,
MBS, Lagrange equations of mixed type,
Baumgarte stabilization, deformable
bodies

Title translation: Solution of many
bodies with flexible members
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Kapitola 1

Uvod

V dnesni dobé nartistaji naroky na mechanické systémy z hlediska rychlosti
pohybu, hmotnosti jednotlivych ¢lent i presnosti dosahované trajektorie. Pro
splnénych téchto pozadavku lze napr. vyuzit odleh¢enych kompozitnich kon-
strukci. Zde zac¢ina hrat velkou roli poddajnost celé soustavy, tedy deformace
jednotlivych ¢lent. Je tedy nutné odvodit vhodny tvar pohybovych rovnic,
které poddajnost zahrnuji.

Cilem této prace je navrhnout postup pro sestaveni pohybovych rovnic
soustavy mnoha téles s poddajnymi ¢leny v roviné. Prace nejprve seznamuje
s metodami sestavovani pohybovych rovnic pro soustavy mnoha tuhych téles
a nasledné Tesi vypocet vzniklé soustavy rovnic. Prvni navrhovand metoda
sestavovani pohybovych rovnic pro soustavy mnoha téles s poddajnymi ¢leny
spociva v primé fyzikalni diskretizaci a je oznacovana jako metoda RFE. Jiny
pristup pak pouziva druha metoda, kde jsou deformace soustavy dany linearni
kombinaci tvarovych funkci popisujicich deformaci téles, tzv. metoda MBS.
Obé metody budou v praci odvozeny pro aplikaci na dvourozmérny problém
a nasledné kriticky zhodnoceny a porovnany.

V praktické ¢asti je na zékladé sestaveného softwarového kédu analyzovan
rovinny c¢tyr-kloubovy mechanismus. Porovnany jsou vysledky pro soustavu
tuhych téles s vystupy metod uvazujicich poddajnost jednotlivych ¢lena
mechanismu.
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Kapitola 2

Dynamicka analyza soustavy téles

B 21 UOvod

Nasledujici kapitola seznamuje s metodami sestavovani pohybovych rovnic pro
soustav téles. Je naznaceno odvozeni Lagrangeovych rovnic druhého druhu
a jejich rozsireni na Lagrangeovych rovnic smiseného typu. Uvedena je i
metoda Feseni vzniklé soustavy algebraicko-diferencidlnich rovnic a numericka
stabilizace tohoto TesSeni.

B 22 Lagrangeovy rovnice |l. druhu

O Lagrangeovych rovnicich druhého druhu (déle jen LRII) pojednéva [12].

Pro hmotny bod plati
ms; - g :F’i' (2'1)



2.2. Lagrangeovy rovnice Il. druhu

Lze tedy vyvodit nasledujici
mi~ai~5ri:Fi‘6ri
ri = 7i(45)

" Or; O 5gs + or;

57“2':
= g ot

st (2.2)

kde r je pocet nezavislych souradnic. Pro variaci § plati ¢t — 0, a tedy pro
soustavu hmotnych bodu lze psat

2858

=1

> (L J)aqy Z(ZF )aq] 23

7=1
O nezavislych souradnicich ¢; lze udélat libovolny predpoklad, napt., Ze jsou
J ) ’
nenulové a mizeme nimi rovnici vydélit. Dostavame tak r rovnic, kde r je pti
pouziti nezavislych souradnic pravé rovno poc¢tu stupnu volnosti soustavy n°.

iv: .. 87‘@' iF a’l"i ., 1.9 o (2 4)
mi -1 —— = i c—3 7 =1,2..n°, .
e T
kde vyraz v sumé napravo je zobecnéna sila (); a tedy
Zmz T ——Q],]—IZ n° (2.5)
9q;

Pro rychlost hmotného bodu popsaného polohovym vektorem r; = 7;(g;(t))tedy
plyne

Jr;
T = Z T (2.6)
Muzeme provést nésledujici operaci
A (s 0ri) _ 0 d (0
dt laqj' N laqj' ldt 8Qj ’
odkud vyplyva, ze
8ri d 87’i . d 87“2-
e e 2.7
" aq]' dt (T 8q]'> " dt (aq]‘> ( )
déle plati
87“'i 67"1-
g 2.8
9q;  Ogj 28)
87‘1 Z 8 Tl . 827“1
0q; 8qk8q] 8qj8t
87“1 d (0r;
= — 2.9
= Oq;  dt (8%) (2:9)



2.3. Lagrangeovy rovnice smiseného typu

a po dosazeni rovnic [2.8 a |2.9| do rovnice [2.7| dostavame

. 37"i d . 87:1' . afz’
Tig—= 72 \Tig— | T\ 5 |- 2.10
Ogj  dt ( 5%') (8%) .
Po slouceni s rovnici [2.5| je vysledkem
N . .
d or; or;
i— 'ii. — i .ii — . 2.11
Ei lm o (r 8Qj> m;7 8%] Q; ( )
d [ OFEy OF .
— (== -===Q,;; j=12.n° 2.12
dt (5%’ ) og; ! 212

Vztah [2.12) definuje Lagrangeovy rovnice II. druhu.

B 23 Lagrangeovy rovnice smiseného typu

Aplikace LRII je pro systémy s mnoha télesy obtiznd, nebot se musi kineticka
energie vSech Clent soustavy prevést na funkci jediné nezavislé souradnice.
LRII lze rozsitit na Lagrangeovy rovnice smiseného typu (dale LRST), které
tento krok nahrazuji vazbovymi rovnicemi. Déle je nastinéno odvozeni LRST,
jak uvadi [9].

Meéjme soustavu hmotnych boda o n stupnich volnosti. Konfiguraci této
soustavy popiseme pomoci ¢ fyzikalnich souradnic

sj, j=1,2.4, i >n° (2.13)

jejichz pocet muze byt vyssi nez pocet stupni volnosti soustavy. Fyzikalni
soufadnice nejsou obecné nezavislé, ale jsou svazany pouzitim holonomnich
rheonomnich vazebnich rovnic

frlaj,t) =0, k=1,2,..., r=i—n°. (2.14)

7 i zvolenych fyzikalnich soutadnic je pouze n° nezavislych. Pro sestaveni
pohybovych rovnic soustavy je stejné jako v pripadé LRII potifeba vyjadrit
kinetickou energii £, = Ej(s;,s;j,t). Lagrangeovy rovnice smiSeného typu
pro holonomni vazby jsou vyjadreny nasledovné

d (0B,\ 0By .  ~~, Ofk. . _ ,
dt(@gj) a—ijQ]—i—l;/\kasj,]fl,Z..,z. (2.15)

Soustava rovnic popsand pomoci vztahti 2.15 a 2.14] obsahuje dohromady ¢+ r
neznamych, ¢ neznamych funkei s;(t) a r Lagrangeovych multiplikdtora A (t),

6



2.4. Numerické reseni LRST

které zastupuji reakéni sily ve vazbach. Rozepsanim rovnic |2.15| dostavame

P92 Ek . : O?E, . O2E,  OE, B r o
Z 95,05, 2 D508, T owos, b, DT kgl Mg (2:16)

Rovnice vazeb [2.14] nahradime jejich druhou casovou derivaci, takze

62 o : 82 82
atJ;k: fk a+ZZa 'a'j+22 f]?S}mL Je Ly (2.17)

Systém takto upravenych rovnic je nyni pifmo zavisly na sj a A;. Lze pouzit
nasledujici maticovy zépis [9)

i %][4)-

kde sj = [$1, $2,..., 8], A = [A1, A2, ..., Ar], M je ¢tvercova regularni symet-
rickd (i,4) matice, O je nulova (r,r) matice, p1 je i-rozmérny vektor a pa je
r-rozmérny vektor. Poté plati nasledujici

P1
P2

: (2.18)

O*Ej, Ofi
M);; = ) ®5) = )
( )J aslﬁsj ( ) 88]'

OF, O’Er <~ O0%Ej

(01); = 5 ~ 0105, 2= Bs,0s; T
S Pl o Pl O
iSq — 2 o . 2.1
]Zlazl D505, ;atﬁsas ot? (2.19)

B 2.4 Numerické ¥egeni LRST

Jak je uvedeno v [9], 1ze k numerickému feseni vysledné soustavy pohybovych
rovnic [2.18| pristoupit nasledujicimi zpusoby

B pouziti stabiliza¢ni metody,
®8 preformulovanim rovnic [2.14] a [2.16,

B exaktnim resenim rovnic|2.14|a|2.16|jako rovnic diferencidlné-algebraickych

Pro potieby této bakalarské prace je pro jednoduchost aplikace zvolena
Baumgartova stabiliza¢ni metoda [6].



2.4. Numerické reseni LRST

B 2.4.1 Baumgartova stabilizace

Pro vyreseni diferencidlné-algebraické soustavy rovnic dle Baumgarta, je tato
soustava prevedena na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic (ddle ODR)

a puvodn{ podminka z2.17 f 20 je nahrazena analyticky ekvivalentni rovnici
9] ) |
fH2af+p%f =0, a>0. (2.20)

Pokud se na novou podminku budeme divat jako na problém stability sys-
tému, jak uvddéno v [7], tak hledané kofeny charakteristické rovnice musi
padnout nalevo od imaginarni osy, jinak fe¢eno, mit zapornou realnou slozku.
Kuprikladu pro o = 8 = 1 dostavame charakteristickou rovnici ve tvaru

M2 +1=0 (2.21)

a TeSeni vyplyne po algebraickych tpravach z tvaru (A + 1) = 0 jako koreny
sdruzené A1 2 = —1 a dle ocekavani zaporné. Pro pripad vicero vazbovych
podminek 1ze rovnic prepsat do vektorového tvaru [9]

f+2af+5%f=0 (2.22)
a po dosazeni vztahti @5 = %, f= %é af= PS + <Iisé muzeme psat rovnici

b5+ Bs + 20Pgs + B2 = 0. (2.23)

Vysledny tvar LRST je formélné stejny jako [2.18] tedy

M @7 | § | _ |p1
— Ak P2

P, 0
pouze se zménou vyznamu vektoru pg [6] 9]

)

p2 = — B8 — 2aP,s — (7. (2.24)

Pred zahdjenim integracniho procesu je potieba stanovit poc¢atecni podminky
soustavy, kde Ize zvolit pouze omezeny pocet pocatecnich podminek, jednu
polohu a jednu rychlost za kazdy stupen volnosti soustavy, a dopocitani
zbytku potiebnych lze povazovat za primou kinematickou tlohu, ktera je
vSak potreba vyresit pouze jedenkrat, pred zacatkem integrace. LRST tvori
systém diferencidlnich rovnic a je tedy vhodné jej z hlediska numerického
feseni prevést nejdrive na soustavu ODR prvniho fadu zavedenim nasledujici
substituce y1 = s, y2 = 91 = 8, 92 = S» Vyslednou soustavu lze psat pomoci
vztahu [2.25] [9]

E 0 0 Y1 y2
0 M ®T| |yy| = |p1]. (2.25)
0 & 0 A P2



Kapitola 3

Metody zahrnuti poddajnosti téles

V nésledujici kapitole jsou odvozeny dvé schémata feseni dynamickych tloh
s poddajnymi télesy. Metody jsou v praci oznacovany jako metoda RFE a
metoda MBS flexible.

B 3.1 Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

Metoda spocéiva v diskretizaci soustavou tuhych téles propojenych pruzné
tlumicim elemtem - primé fyzikalni diskretizace. Soustava je nasledné popsana
fyzikalnimi souradnicemi, coz vede na feseni soustavy LRST. Tuhé téliska jsou
déle oznacovany jako RFE, z anglictiny rigid finite element - tuhé konec¢né
télisko, a poddajné elementy SDE, z angli¢tiny spring-dampning element -
pruzné tlumici element. Metoda RFE je odvozena dle [111 1]

B 3.1.1 Metoda RFE

K popisu soustavy jsou pouzity prirozené souradnice. Predstavu spojeni télisek
poskytuje obrazek [3.1)



3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

SDE

RFE

Obrazek 3.1: Tuhé télisko a poddajny element

Pro popis polohy kazdého z télisek jsou pouzity dva polohové vektory irj72,
kde 7 je téleso, j je Cislo téliska v ramci télesa a 2 nebo 1 je defini¢ni bod
téliska - jeho konec nebo zacatek. Na obrazku 3.2 jsou zakétovany a naznaceny
dale pouzivané veliéiny.

y
Obrazek 3.2: Schéma popisu polohy dvou télisek

Iz, 9y ... osy globalniho souradného systému

fer, ‘T2 ... polohové vektory pocatku a konce téliska j na télese ¢

'n; ...smérovy vektor téliska j

K%, ... ihel smérového vektoru ‘n; od globélni osy g,

Y1 ... deformace poddajného 'elementu mezi télisky ja j+1
méfené ve sméru vektoru ‘n;

"N j+1 .. .deformace poddajného elemeptu mezi télisky ja j+1
méfené kolmo na smér vektoru ‘n;

frj+1,1, 'rjt12 ...polohové vektory téliska j + 1 na télese i

"njH ...smérovy vektor téliska j +1

Yot ... ihel smérového vektoru ‘n;qq

Na obrazku [3.3] jsou vyobrazeny silové tcinky ptisobici na jedno télisko.

10



3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

M, F, zyT

. [
: s :
J

F

Obrazek 3.3: Silové ucinky ptisobici na télisko

bg, by ... osy lokalniho souradného systému

Z'S] tézisteé téliska j na télese ¢

'l ...délka téliska j na télese ¢

F., F, ... tahova/tlakova sila ptusobici na télisko j
F:, F, ...smykova sila pusobici na télisko j

M,, M/ ...ohybovy moment pisobici na télisko j

B 3.1.2 Formulace kinetické energie

Kineticka energie j-tého téliska na i-tém télese je vyjadiena pomoci Kénigovy
véty ve tvaru [9]

. 1, , .
‘B, = 3 (’mj . ngj +'Ig; - Zcp?) . (3.1)

Pro popis polohy jednotlivych télisek jsou pouzity prirozené souradnice

(viz. obrdzek 3.2) a polohovy vektor ‘rg; piislusny t&zisti °S; lze psat ve tvaru

. 1, .
ZI‘S]- = 5 (er,l + ZI‘j72> . (32)

Vztah pro kvadrat rychlosti tézisté je dan derivaci a néslednym umocnénim
vektorové rovnice 13.2

i9 L i, is LT LT s
US] — Z ( I‘j71 rj,l + I‘j72 rj’2 “l— 2 I‘j71 rj,Q) . (33)

Obecné lze pro primét délky tuhého téliska do jednotlivych os psat, ze

"1 - cos(‘py) = "wjo — ‘wj

1 -sin(o;) = "yj2 — "yin (3.4)

11



3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

a po derivaci % dostat rovnice
~;-sin('py) - 'y = Tijo — i
"l - cos("py) "o ="Pj2 — "Yja- (3.5)

Umocnénim obou rovnic, jejich sectenim a vydélenim obou stran délkou
téliska *l;, vznikne vztah pro kvadrat ihlové rychlosti ve tvaru

i, 1 i . i \2 i . i \2
%= ((%12 — 1) + (‘52 = "9i) ) : (3.6)
J
které lze prepsat do vektorového tvaru
i.9 Lo i ToT e T.T e
(pJ = ”72 ( I'j71 ,Lrj71 + I‘j72 /Lrj’Q - 2 I'j71 ,Lrj72> . (37)
J

Vysledna kineticka energie celého télesa ¢ je dana souctem dil¢ich kinetickych
energii jednotlivych télisek, takze

N .

7 _ J (T s . Yol i YoT i .

Ek = 5 Z 74 ( I'j71 r371 + I‘j’2 I'J’Q + 2 I'j71 r372>
i=1

Sj (T . LT g LaT s
+ ”72 ( r;q T -+ Tio Tj2— 2 r;q I‘j,g) . (38)
J

B 3.1.3 Tvorba rovnic dle LRST

Pro dynamické reseni soustavy RFE a SDE jsou vyuzity LRST z kapitoly 2.3
v nasledujicim tvaru

d (0Ey\ OFE, L O0fe
_ _— —_— = n 77 = 1, 2, 5 .
7 (61'~n ) or,; Q. + kEZI AR or; n S (3.9)

kde s je pocet radius vektort pouzitych k popisu soustavy.

12



3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

B 3.1.4 Matice soustavy

Aplikaci rovnice [3.9| na j-té télisko na i-tém télese, popsaném pomoci vektoru
‘rj1 a'rjo vyplyvaji vztahy

OFE 1 imj . , iISj ‘ '
. 2 2 42 M) + = (20 — 2 Uy (3.10)

alrj’l 2 [ 4 ( J J ) 'Ll? ( J J )

0B, _ 1 imj is i ZAISj is is

8if‘j’2 - 5 [ 4 (2 . rj,2 +2- rj,l) + W <2 . I'j,2 — 2. rj,l) (311)

- = — =0.
alrjg 8lr]”1

Jak vyplyva z rovnice 3.8, kinetickd energie nezavisi na polohovém vektoru,
ale pouze na jeho derivaci (rychlosti bodu). Casovou derivaci vztahi |3.10| a
3.11l vznikne

d (_OEy m i, - I, des des
% <8ZI']71> = T ( r;1 + I'j,2) + W ( rj1— I‘j’g) , (3.12)
d 8Ek . ij Qe fus ZISJ i .
dat <8ZI'32> = ( rjo+ I'j71) + ? ( rjo— rj71> . (3.13)

Tvar matice Z'Mj prislusné télisku j na télese ¢ plynouci z[3.12 a(3.13, lze
zjednodusit na

a 0 b 0
; 0 a 00
? . =
M; b 0 a ol (3.14)
0 b 0 a
kde
i i
_my Is;
a= 1 + il? )
po IS;
4 i
Vysledna matice M celé soustavy je pak diagonalné blokova
—[iMj] -
My
M = M . (3.15)

[i+1Mj+1}
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3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

Soustavu LRST pro RFE metodu lze tak namisto rovnice (3.9 zapsat
maticove

M ¥ =Q(r, i)+ \- &, (3.16)

B 3.1.5 Vektor pravé strany - deformaéni sily

Cést vektoru zobecnénych sil Q pravé strany rovnice 3.16, lze nahradit
zaporné vzatou parcidlni derivaci potencidlni energie, elastickou deformaci
poddajného elementu. Odpor poddajného elementu vuci elastické deformaci
je reprezentovan kompozitni pruzinou s podélnou, pfi¢nou a torzni tuhosti.
Potencialni energii kompozitni pruziny mezi télisky j a j + 1 na télese i lze
vyjadrit vztahem

; 1, i9 1i- i 9 1is i 9

By = 5 ki1 Gt g kigrr Miia t g Kiga @00, (3.17)
kde vyznam kvadrati deformaci je patrny z obrazku (3.2, k, k a k jsou podélna,
pricné a torzni tuhost poddajného elementu.

Tuhostni parametry poddajného elementu lze na zakladé rovnic linedrni
pruznosti vyjadrit takto [4]

EA
k=— 3.18
AL ) ( )
- GA
k=— 3.19
AL ) ( )
~  EJ,
k= . 3.20
AL ( )
E ..modul pruznosti v tahu
G .. modul pruznosti ve smyku
A .. plocha prufezu
J, .. moment setrvacnosti k ose ohybu, v pripadé 2D, k ose z
AL ...vztazna délka elementu, odpovidajici délce ilj

Dale je potfeba vyjadrit jednotkovy smérovy vektor inj a na néj kolmy
vektor iﬁj
' Qg i
inj = %7 (3.21)
J
Tit12 = 'Tjt11
i :
J

(3.22)

i -
Njy1 =

14



3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

Pro pripad 2D plati transformacni vtah pro kolmy vektor
- 0 —11.
an = [1 0 ] an.

Jednotlivé deformace lze pak vyjadrit nasledovné
i _ (i i T
g1 = (Tjt11 —'rj2) - 'ny,

. . . T .
7 (.. Vo . 1A .
Njj+1 = (I‘g+1,1 - rJ,Q) -1y

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Uhel natoceni sousednich télisek lze vyjadrit ze vztahu pro skaldrni soucin

dvou vektort a - b = |a - |b] - cos g jako

iSO = arccos inj : injH
‘7 +1 — ¥, - .
- 'nj| - [

(3.26)

Rozepsanim rovnice [3.17 pomoci odvozenych vztaht [3.21] [3.22] [3.23] [3.24]

3.25| a |3.26| vyplyva

2
. 1. Tjo — Xj1 Y52 —Yjn
Epjgn = 5 kige1 lg P I (g1 — wj2) + 5 i 2 (11 — Yi2)
J J
2
14~ Yi1l — Y42 Lj2 = Tj1
+ 2 j.i+1 " T ($j+1,1 - :Bj,z) + =L (yj+1,1 - yj,2)
J J
1is Tj2 — Tj1Tj41,2 — Tj+11 Y52 — Yj,1 Yj+1,2 — Yj+1,1
+ ) Kjj+1 - [arCCOS ( il . il + i . i .
J Jj+1 Jj+1 j+1
(3.27)

Ve vektoru zobecnénych sil se dale uplatiiuji parcialni derivace dle x; 1, x;2
Tjg1,1, Tj1,2, Y415 Yj2, Yj+1,1 @ Yj41,2. V derivacich jsou pro zjednodusSeni

pouzity substitucni vztahy

j Tj2 — Tj1 Y2 — Yjn
1. . Js Js . 3 Js s 3 .
dk ="kjj41- A (Tj411 — Tj2) + i (Yj+11 — ?4172)1 (3.28)
L J J
a7 T Yjl — Y52 Tj2 — Tj1
dk = kjjr1 | T @i = @) + = (i1 — yi2) | (3:29)
L J J
T Tj2 — Xj1 Tj4+1,2 — Lj+1,1 2 — Y51 Yj+1,2 — Yi+1,1
dk — J7J+1 . arccos Js - Js .7+ ai .7+ ) + y]vi y]: y]+ :i y]+ )
I lj L1 Lj+1 lit1
-1
) (3.30)
\/1 _ (xj,2.7xj,1 xj+l,.27xj+l,1 yj,?fyj,l yj+l,v27yj+1,1 )2
'l it it it

15
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3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

Pro jednotlivé parcidlni derivace lze psat

0'E

Dj it Tj2 — Tj+11l | =7 Y52 —Yi+11 | opy Ti+ll — 412
— =dk 2= 4+ dk - ‘ dk - I
&v], le + le + le 2 lj+1 ’
(3.31)
O'E DR i — s . ,
ﬁ:dk‘w+dk-%“& Li2 4 gk y”zllz Yit12
Iy lj lj Lt i
(3.32)
8iEij+1 $J+11 Tj2 | Xj1 — T2 7 (Y52 — Y1 Yi+11 — Y52
— = — dk - = L ) +dk - =~ th J
9j,2 ' I '
+dk - (””J“ 2~ Ty, 1) , (3.33)
zl zl
1
0'Ep; 1 k. y]+1 1 - A 2 W ol R w8 G NS
9yj,2 ' ' R
J+1
%:dk-u—i—dk M+ka, (3.35)
Oz j11,1 " " Ui
8ZE . o Ly — A
T ot g Y52 Y0l e %02 T EL | g Vil T Y52 (3.36)
Fyj+1,1 " ' URUEE
O'E
I 2 4 0 4 d - S22 (3.37)
Oxji1,2 l L1’
O'E
ST 2 4 0 4 d - P2 (3.38)
8yj+1,2 l ! l]+1

B 3.1.6 Viliv sil tize

Vliv tihovych sil je zahrnut pomoci principu virtudlnich praci (dale jen PVP)
[2, @].

ZAQUUJ'J '5i$j,1 +iQyj,1 '5iyj,1 +iQIj,2 '5ixj72 +iQyj,2 '5iyj,2 == imj 'g'éiymv
| | (3.39)
kde 'ys, = %(Zyﬂ +"y;2) a vysledny vektor tthového zatizeni téliska j je tedy

T

1.
—Zimj gl . (3.40)

1.
—5 ™My g 05—

i
= |0:
Q; 5
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3.1. Metoda poddajnych télisek, RFE metoda

B 3.1.7 Rovnice vazeb

Vazebné rovnice jsou formulovany ve smyslu LRST, daném predpisem [2.14.
Nasleduji priklady nékterych béznych vazeb.

Rotac¢ni vazba télesa 2 k pocatku globédlniho souradného systému (déle jen
GSS)

fi:2w1 =0,
f2:2y11=0. (3.41)

Rotacéni vazba télesa 2 s télesem 3

f3 229011,2 =3 1,1 =0,
fa:%yn2 =2y =0. (3.42)

Navic je tfeba pridat podminku tuhosti pro kazdy RFE, kterou lze formu-
lovat ve tvaru

fs 1 (ajo—"2j1)° + (yjo —'y0)* =15 = 0. (3.43)

Vazeb ve smyslu 3.43| je potieba sestavit pro kazdé téleso prave inj, kde inj
znaci celkovy pocet tuhych télisek na télese i.

Bl 3.1.8 Vysledna soustav rovnic

Vysledna soustava rovnic je slozena z diferencialné algebraickych rovnic, ta je
nasledné prevedena na soustavu ODR s pouzitim Baumgartovy stabilizace,
jak naznaceno v kapitole [2.4.1

M <I>'(1;) ro p1
(I)(r) 0 _/\k —q)(r)f‘ - 2C¥(I>(I.)I‘ - 52f ’

kde vektor p1 se skladd z prispévku potencialni energie deformovanych pruz-
nych elementt, sil tize a dalsich silovych Gc¢inki, prepocitanych dle PVP.

17



3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

B 3.2 Metoda tvarovych funkci, MBS flex

Metoda Multi-body system flexible (dale jen MBS flex) vyuziva jiného defor-
macniho modelu nez metoda RFE. Deformace polohového vektoru bodu je
obecné zavisla na poloze v rdmci télesa i na ¢ase. Deformacni model vychézi
z predpokladu, ze lze deformaci radius vektoru popsat jako souc¢in dvou oddé-
lenych funkci, kde jedna je zévisla pouze na poloze a druha pouze na case.
Popis metody je proveden pro 2D na zdkladé [9, 10, [§], pokud neni uvedeno
jinak.

B 3.2.1 Metoda MBS flex

7 téleso 1

Obrazek 3.4: Schéma dvou télisek

9,9y ...osy GSS

bg, by ... osy LSS

IR? ...radius vektor pocatku lokalniho souradného systému télesa ¢
v globalnich soutadnicich

156 P ... poloha nezdeformovaného bodu P télesa ¢

lf} P .. .deformace polohy bodu P

tet, ...poloha bodu P po deformaci

91“); ... poloha libovolného bodu P vyjadfena v GSS

18



3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

B 3.2.2 Deformaéni model

Deformace radius vektoru bodu P je vyjadiena jako soucin tvarové funkce
télesa a modalnich, poddajnych souradnic

lgfp = A(z,y) - qs(t). (3.44)

kde A(z,y) je matice tvarovych funkci, matice télesa a gf(t) jsou modalni,

poddajné soufadnice. Soufadnice ¢y nemaji Zddny pifmy fyzikalni vyznam,
ale daji se chapat jako koeficienty, které rikaji jak moc je dand tvarova funkce
(sloupec matice A) v dané chvili zastoupena. Jednd se tedy o problém, kdy je
znama baze Feseni - matice A, a nezndmé jsou koeficienty linedrni kombinace.
Rovnice |3.44, rozepsanad do vektorového slozkového zapisu pro jeden bod na
télese vypadé nasledovné

B (A 1 [

pricemz n je pocet funkci pouzitych k popisu deformace.

B Tvarové funkce

Vyjadreni tvarovych funkei télesa nemusi byt vzdy jednoduché. Zavisi jak na
typu télesa, tak na jeho vazbach ¢i uloZeni. Protoze se v praktické ¢asti této
bakalarské price vyuziva vyhradné téles typu nosnik na dvou kloubovych
podpérach, tvarové funkce dostévaji jednodussi, analyticky vyjadritelnou
podobu. VInovymi rovnicemi téles se podrobnéji zabyva [3].

Dale odvozené vztahy plati pro stihly nosnik, jehoz ohyb probiha v jedné ze
dvou na sebe kolmych hlavnich os setrvacnosti. Déle je nutné platnost malych
deformaci, plocha ohybova kiivka (kvili zjednoduseni Bernoulliho rovnice
obecné kiivky [4]) a posuv elementi ve sméru jiném nez je smér pruhybu
se zanedbava. Reseni problému kmitt takto definovaného nosniku lze pak
vyjadiit pomoci Rayleighovych funkei [3]. Pti aplikaci okrajové podminky
typu kloub na obou koncich nosniku, lze n-ty tvar kmitu vyjadrit jako

nnx

wWon () = Dy, sin (l) . (3.46)
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3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

Matici tvarovych funkci A(z) 1ze pro nosnik oboustranné prosté podeptreny
vyjadrit jako

[ 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 sin 7;(; }) 0 sin 7,;(:__11) 0 sin "t;ri(l_ll)
Ai = . . ‘.. )
0 0 0 0 0 0
0 sin ”("ff) 0 sin 27:5::2) 0 sin "tz(ﬁf)
L 0 0 0 0 ]

(3.47)
kde n; je celkovy pocet diskrétnich bodi rovnomeérné rozlozenych na télese a
ng je pocet uvazovanych tvara kmitu, coz odpovida n funkcim pouzitych k
popisu deformace v rovnici |3.45.

Bl 3.2.3 Polohovy vektor deformovaného télesa

Poloha libovolného bodu na zdeformovaném télese ¢ je dana vztahem
"= &p+ Ehp = "Ep + AT d(1). (3.48)

Pievedenim do GSS pomoci transformaéni matice S*(?) a prictenim radius
vektoru pocatku LSS vyjadieném v GSS vznikne vztah

ol =R+ 87 ("ehp + Ald(t) ). (3.49)
Pro popis polohy jakéhokoliv bodu na télese i jsou pouzity souradnice q,

skladajici se z polohy pocatku LSS télesa(2 polohy a 1 natoceni pro 2D
kartézsky soufadnicovy systém) a n deformacnich souradnic qy.

B 3.2.4 Rychlost deformovaného télesa

Rychlost télesa vyplyva z Casové derivace rovnice |3.49
d g i\ _ 4 9ni qi lei)_ 4 (opi qi(le i
%(rp) _%(R +8-¢p) _ﬁ( R+ ('ehp + Aldj(t) ), (3.50)

“ N DV ‘s . . .. .
kde vSak S' i &% jsou funkci casu a jde tedy o derivaci soucinu, tudiz

d

i\ lei i fn e i i i
ﬁ(S)é“P:S.EQ.SP.Qp:B-@, (3.51)
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3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

kde £, je tzv. antisymetricky operator, pro ktery plati, ze

0 N
—S'=S"E
&p 2,
—sing —cosp| |cosp —sinp| |0 —1
cosp  —sin go} ~ |sing  cosep 1 [1 0 ] ’ (3.52)
A 0 -1
E; = [1 0 ] . (3.53)
Rychlost bodu tak lze psat jako
i =R+ B+ STAp = [B2 BT SIAT]L | ¢l |, (354)
qy
tedy ' o
=1 g (3.55)

B 3.2.5 Kineticka energie zdeformovaného télesa

Pro aplikaci LRST je zcela zasadni znalost kinetické energie soustavy. Pro
metodu MBS se vychazi z vektorového tvaru pro Ej. Kineticka energie télesa
je definovana jako

Be=g [ (5)' (') p-av

E? IR
1 9151 Y it e T ity lei ind . 7
(S'A) 5
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3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

B 3.2.6 Matice M

Z rovnice 3.56 vyplyva vztah pro matici M(q). P¥i uvazovani jednorozmér-
ného télesa stdlého prufezu (napf. jiz zminény Stihly nosnik), lze dojit k
nésledujicimu zjednoduseni

' E? fOL dr  S'E, fOL(lfép + Aiq;) -dx St foL Al dr
Mi(a) = p- A Jo &k gpede [P BEAda
symetr foL AT AP dy

MRR MRy MRS

Mep  Mef
mgy

Hledani primitivnich funkei v jednotlivych integralech vyjadrujicih jednotlivé

¢leny matice M se ukazuje jako komplikované a obecné analyticky nevyjadri-
telné. Integrace je tedy provedena numerickou obdélnikovou metodou, tedy
nahrazenim integrdlu sumou pres znamé diskrétni body, kde jsou hodnoty
funkci vyjadritelné. Zaroven se pro jednoduchost predpokladd rovnomérné
rozlozeni bodi po délce L?. Diskrétni bod je reprezentovan indexem j a jejich
celkové mnozstvi je n;.

Pro zjednoduseni je ve vztazich zavedena substituce

Li
nj—l

Jj—1 Lz
J— nj—l

Jednotlivé cleny matice lze pak psat nasledovné

Ax =

L
MRR = E2/ de = F*- L, (3.58)
0

L L2
2
0

i lei Qi i .- i i
j=1

3

L, o . L " o
mae = [ C6op+ )T (gip + Aa) - dom <+ Y €5 Al - Aot
j=1

7’Lj TL]'
Y aBAT gy Ar+ Y qF AT Algh; - Ax, (3.60)
J=1 J=1

22



3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

L A
mpy = SZ/O A dr~STS AL Ag, (3.61)
j=1

L, o
mson/O (ghp + Alg)T - BT - Al d ~

TLj nj
~ Y & By AL Az 4+ gAY BT AL A, (3.62)
j=1 J=1
L , o )
mff:/o AT AT dr Y AT AL Ag, (3.63)
j=1

kde matice A§~ rozméru (2x2n;) a vektor q} ; rozméru (2nx1) jsou odpovidajicf
vzdy danému bodu a jsou tedy pouze ¢asti iplné matice/vektoru.

B 3.2.7 Zobecnéné sily deformace

Deformacni funkce je tfeba svazat se silami od elastické deformace, pomoci
variace vyjadreni deformacni energie. Pokud je uvazovan pouze ohyb, lze
vyjadrit deformac¢ni energii nasledujicim postupem.

Slouc¢enim vztahu [3.44] a [3.46| 1ze psat

y(x,t) = gsin <7ran> - qn(t). (3.64)

Pouzitim zékladnich vztaht Pruznosti a pevnosti, jak uvadi napiiklad [4],
lze pouzit Bernoulliova diferencialni rovnici prithybové ¢ary pro rovinny ohyb
jako

M,
"(z) = ——=2 3.65
(@) =~ (3.65)
a vztah pro ohybové napéti
M,
= . 3.66
Oo Wo ( )
Spojenim vztahu [3.64] a [3.66) je ziskdno
" oo Wy, Feg-J, "
= — = — = —n - s
Y EJ, EJ, 1 Ex n-y
0%y

23



3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

Dle matematické teorie pruznosti [5] lze psat

1
U:§/5T-a-dv, (3.68)

odkud pak po dosazeni vztahu 3.67 , Hookeova zdkona [4] 0 = ¢ - E' a pri
uvazovani prutu konstantniho prifezu vyplyva

92 T 92y
/( U —y(x ) -E (nwy(x)> Ayrdr = Ayn? E2/<8x2> (8332) dx,

(3.69)
kde A, - n? =2-J, a pii zahrnuti vztahu 3.64/ vzniké vztah pro deformacni

energii
> L (92 T 82y
U=EJ . = | dx. 3.70
2 (5) (%) )
Pro kone¢ny pocet tvarti kmitu lze y, vyjadrit pomoci vztahu 3.44] a pro
diskrétni body psat

U=qf EJ- Z[A’”T AT - df. (3.71)
j=1

Vztah EJ, - 2;21 [A;-”T . Aé»”} se oznaci jako matice K’]}f a celd rovnice se
variuje, takze, ‘ A '

oU = 5q}T ‘K- qj (3.72)
Formalné pak lze psat formuli pro zobecnénou silu od deformace jako

oo o) R
Qi=—100 0| |¢|=K"d. (3.73)
0 0 Kip| |di

vevrs

B 3.2.8 Zobecnéné vnéjsi sily

Préci vnéjsich sil ()* pusobicich na téleso ¢ na souradnici ¢* 1ze vyjadrit po
variaci jako

Wi=QT . sq'. (3.74)
P1i rozepsani jednotlivych slozek pak
SR
wi=[QF QI QF]-|d]. (3.75)
6q}

Pro plisobeni posuvné sily 9F; na téleso ¢ v bodé P popsaném polohovym
vektorem /%, 1ze tak psét

SWi=9F;-§%%, (3.76)
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3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

kde variaci radius vektoru lze popsat podobnym vztahem jako |3.54! ¢i|3.55]
pouze se Casova derivace nahradi symbolem variace ¢, takze pro variaci
mechanické prace vyplyva

oR*
SWi=9F-[E2 B! SIAT. |dp’| =L dq’. (3.77)
oqf
Slozkovée lze tak rozepsat vektor zobecnéné sily nasledovné
Qi ="F;, (3.78)
QF =9F;- B, (3.79)
QY =9F, - S'A". (3.80)

B Viiv sil tize

Jak patrno z obrazku 3.5, sily tiZe ptsobi ve stfedu elementu (v jeho tezisti),
tudiz mimo diskretizované body télesa. Tuto silu lze rozdélit na dva sousedni
body. Tim padem jsou vsechny body zatizeny tihou celého jednoho elemntu,
kromé bodt krajnich, které nesou pouze polovinu tihy jednoho elementu.

E. . R Az

&“'-o.g1Wl//251/2

Obrazek 3.5: Rozlozeni sil tize

Tihu jednoho elementu lze snadno vyjadrit vztahem

ng = Az - Apl - pg. (381)

B 3.2.9 Kinematické vazby

Stejné jako u metody RFE budou vazbové rovnice formulovany ve smyslu
LRST, tedy predpisem 2.14l
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3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

B Rotadni vazba

Rotac¢ni vazbu lze formulovat jako polohovy vektor mezi dvéma body na dvou
télesech i a j, ktery ma v pripadé idealni vazby nulové obé slozky, takze

fror: U =R+ ¢, —TRI —§7 - "¢l = 0. (3.82)
Pro virtudlni zménu musi platit

OF
O 6q20 — ®-6g=0, (3.83)
dq
takze ' ' ' '
L'-é6q'—L7-0g’ =0 (3.84)

a po maticovém prepisu do tvaru

6qi

{Li _L]}' 5q’

=0 (3.85)

vyplyne Jakobian pro rotac¢ni vazbu dvou téles ve tvaru

rot —

o), =11 -1 (3.86)

Pro aplikaci Baumgartovy stabilizace je tfeba jesté odvodit ¢asovou derivaci

Jakobidnu, respektive matici L, nebot ‘ﬁ?ot = {L’ —1J }
d /. e A o . .
a(Ll) =[0; Sl By By (‘e Algl) + 87 By (Alg)); ST By AT
(3.87)

B Rotaéni vazba k ramu

Obecné nemusi byt téleso vazbeno k ramu v pocatku globalniho systému,
ale v obecném bodé daném dvojici soutadnic xy a yy. Vazbova rovnice pro
rotac¢ni vazbu k rdmu mé tvar

f?‘am : gRi + SZ : lggj N Bg] =0. (388)

Jakobidn takové vazby je pak pouze jedna matice L' = ®¢ .
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3.2. Metoda tvarovych funkci, MBS flex

Bl 3.2.10 Pohybové rovnice MBS flexible

Pro jedno téleso plati LRST ve tvaru podobném jako [3.9

§EBY (OB o am

kde kineticka energie je vyjddiena vztahem 3.56, kde matice télesa M’ je
obecné funkci ¢asu i souradnic, ale jiz ne derivaci souradnic. Pro jednotlivé
¢leny LRST tak lze psat

d (0EN\T d A N S
dt(c‘)éﬁ) _£(M-q)_M‘q +M g (3.90)

. T
OENT 10 (1 v o \]T 1 (e OME

: — (=47 .M Gt == (g —-q'] . 91
(8q1> L‘W <2q qﬂ 2\1 g 4 (3.91)

Po prevedeni ¢lenti neobsahujicich druhou derivaci souradnice na pravou
stranu rovnice, vznikne vektor oznacovany Q!, ktery reprezentuje pridavné

silové ucinky, napr. Coriolisovy sily.

Pro i-té téleso tak vyplyva rovnice ve tvaru
M -§ -2"A=Q,+Q.-K'- ¢ (3.92)

a po pripojeni vazbovych rovnic F(q,t) s pouzitim Baumgartovy stabilizace
(rovnice 2.24) lze zapsat algebraicko-diferencidlni soustavu rovnic

Mz HiT ' qz _ Q%‘f‘Qé_Klqz _
® 0 —dq — 2aPq — 5°F

P1

by (3.93)

-2

Soustavu algebraicko-diferencidlnich rovnic lze prevést na soustavu ODR
zpusobem uvadénym v ¢asti[2.4.1l
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3.3. Hodnoceni metod

. 3.3 Hodnoceni metod

Deformac¢ni model metody poddajnych télisek je snadno predstavitelny, jeli-
koz jde o primou fyzikalni diskretizaci, avSak tskali v porovnani s metodou
MBS lze nalézt hned nékolik. Z odvozeni v sekci [3.1] je patrné, ze vznikla
soustava rovnic velice rychle nabyva na velikosti, kterd samoziejmé zavisi jak
na celkovém poctu téles, tak na poctu diskrétnich télisek. Kazdé télisko v
soustavé je popsano ¢tyrmi prirozenymi souradnicemi a po prevedeni soustavy
celkovy pocet proménnych popisujicich polohu a rychlost télisek je 2-4-n;_,, .
K tomu navic pripada na kazdé télisko podminka tuhosti, tedy celkem n;__,
Lagrangeovych multiplikdtori. S tak velkym mnozstvim proménnych nartista
vysledkl. Vypocetni ¢as také rapidné nartistd, pokud télesa v soustavé maji
vysoké tuhosti parametry, tedy prufezovych charakteristik a materialovych
vlastnosti. Numericky se totiz soustava dostava blizko singuldrnim bodim a
numerické iterace tak probihaji s minimalnim casovym krokem kvuli udrzeni
dostatecéné presnosti. Zaroven se v nékterych pripadech muze jako proble-
matickd ukazat absence tthlu natoceni téliska jako proménného parametru.
Nejen, ze se musi numericky osetrit definiéni obor funkce arccos objevujici se
v rovnici [3.26} ale i jinak prosta kinematickd podminka konstantnich otacek
nardzi na numerickou nespojitost a je tfeba enormné zvysovat Baumgartovy
stabiliza¢ni koeficienty « a 3, za i¢elem vyhlazeni prubéhu pozadované thlové
rychlosti. Pouziti metody RFE se tak zda byt vhodné pro télesa, u kterych
lze dopredu ocekavat znatelné deformace. Z hlediska naroc¢nosti i ¢asu je
tedy vyhodné kombinovat poddajné télesa s télesy tuhymi, na které lze snaze
aplikovat kinematické podminky.

Metoda oznacCovand v této praci jako MBS flex mize byt oproti metodeé
RFE zpocatku slozitéjsi na pochopeni. Pti aplikaci na dlouhé $tihlé nosniky,
lze zjednodusené uvazovat pouze ohybové deformace jako v kapitole (3.2.
Presnost vypoctu vSsak mnohem vice zavisi na poctu pouzitych vlastnich
tvart kmitu. Na zdkladé vztahu 3.64 1ze cely deformacni model pripodobnit
souc¢tu Fourierovy fady, ktery sice vyjadiuje presné reseni, ale v redlném
vypoctu je potreba dojit k celociselné mezi, kterd ve vysledku urcuje presnost
linedrni kombinace. Zvysovani po¢tu uvazovanych tvarovych funkei s presnosti
roste i Cas, ale zaroven pocet zahrnutych tvart musi byt nejméné o dva mensi
nez je pocet diskrétnich bodu na télese. Pokud by byl mensi, dochdzelo by
k singularité matice soustavy a nebylo by tedy mozné dojit k numerickému
feSeni. Pfesnost dale mtize ovliviiovat fakt, Ze integraly vystupujici v matici M
jsou pouze priblizné nahrazeny numerickou integraci obdélnikovou metodou.
Zvyseni poc¢tu pocitanych bodi na télese zjemni déleni intervalu délky télesa
a vysledek numerické integrace bude o to presnéjsi. Odvozeni jednotlivych
vyzaduji vice kroki, které jsou ¢asto komplexnéjsi nez u metody poddajnych
télisek napi. matice Ky ve srovnani s potencidlni energii pruziny. Oproti
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3.3. Hodnoceni metod

metodé RFE obsahuje vysledna soustava méné proménnych a je tak snadnéjsi
na interpretaci i definici poc¢ate¢nich podminek, kdy staci definovat pouze
polohu a rychlost pocatku télesa a pii predpokladu nezdeformované soustavy
na zacatku déje lze modalni poddajné souradnice i jejich derivace vzit jako
nulové.
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3.3. Hodnoceni metod

Cast Il

Prakticka aplikace
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Kapitola 4

Dynamicka analyza rovinného
ctyr-kloubového mechanismu

B 21 Ovod

V této casti je analyzovan zadany c¢tyi-kloubovy mechanismus, jehoz schéma
je na obrazku

Ly

Obrazek 4.1: Schéma ¢tyi-kloubového mechanismu
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4.2. Definice parametrii rovinného Ctyf-kloubového mechanismu

B 2.2 Definice parametria rovinného ctyr-kloubového
mechanismu

Na zékladé obrazku jsou tabulkou urceny geometrické parametry
ctyr-kloubového mechanismu.

Parametr | | Hodnota
Lo = 2,5m
Lz = 1, 2m
L3 = 1,8m
L4 = 2m
Ly, = 0,5m
©0 = 60°

Tabulka 4.1: Parametry ¢tyr-kloubového mechanismu

Dale je urcéen prubch tihlové rychlosti télesa 2, viz obrazek Z klidového
stavu je téleso urychlovano zrychlenim «q na 40 ot/min = 4,19rad - s~, kde
setrva, a nasledné je zastaveno zrychlenim as.

Pribéh Ghlové rychlosti télesa 2

4.5 T T

w [rad 5'1]
%]

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
cas [s]

Obrazek 4.2: Prubéh tihlové rychlosti wy

Télesa c¢tyr-kloubového mechanismu jsou uvazovana jako kruhové tyce
prislusnych délek o pritrezu 10 mm, vyrobené z oceli s modulem pruznosti
E =2,1-10" Pa a modulem pruznosti ve smyku G = 0, 81 - 10!! Pa. Hustota

oceli p = 7800 kg - m~3 a gravitaéni konstanta g = 9,81 m - s~2.
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Kapitola 5

Vystupy vypoctu

Vystupem kazdého vypoctu bude poloha, rychlost a zrychleni bodu L (viz
obr, mira splnéni predepsanych vazeb a prubéh mechanické energie v
soustavé. Pro soustavu tuhych téles a metodu RFE jsou navic na zakladé
Lagrangeovych multiplikdatort vykresleny pribéhy reakci v jednotlivych ro-
tac¢nich vazbach.

B 51 Soustava tuhych téles

Pro vypocet soustavy s tuhymi télesy bylo vyuzito LRST. Vystupy jsou
nasledujici.

B 5.1.1 Trajektorie bodu L

Na obrazku [5.1] je vyznacena trajektorie opsand bodem L.
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5.1. Soustava tuhych téles

Poloha bodu L, LRST

2.5

=&
on
T
.
.
.

poloha y[m]

0.5
I'.‘Ill
or — 1
.v-""'"
*  bodlL
05 . . . .
-1 0.5 1] 0.5 1 1.5
poloha x[m]

Obrazek 5.1: Trajektorie bodu L, LRST

B 5.1.2 Radius vektor bodu L

Casovy pritbéh polohovych soufadnic zy, 7, definujici polohovy vektor 7,
je na obrazku priubéh velikosti vektoru rychlosti 77, a velikosti vektoru

zrychleni 7, je vykreslen na obrazku 5.3 .
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60

50

=
o

30

zrychleni [ms'z]

rychlost [ms“']
(5] - (3]

S}

poloha [m]

5.1. Soustava tuhych téles

Pribéh polohy bodu L, LRST

051

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 1.8 2
cas [s]

Obrazek 5.2: Prubéh polohy bodu L v GSS, LRST

Pribéh velikosti zrychleni bodu L, LRST
T T T T

cas [s]

Prubéh velikosti rychlosti bodu L, LRST
T T T T T T T

02 04 06 08 1 12 14 18 18 2
cas [s]

Obrazek 5.3: Priabéh rychlosti a zrychleni, LRST

36



5.1. Soustava tuhych téles

B 5.1.3 Mechanicka energie

Mechanické energie v soustavé se déli na kinetickou slozku FE};,, potencialni
slozku tihy Ep., deformacni energii uloZenou v elasticky zdeformovaném télese
Ejer a energii dodanou ve formé mechanické prace od hnactho momentu na
télese 2. Pribéh téchto energii je na obrazku Pribéh Y F je soucet
kinetické, potencidlni a deformacni slozky.

Priubéhy energii, LRST

1500 T T T

1000

energie [J]

500

cas [s]

Obrazek 5.4: Pribéh mechanické energie, LRST

Il 5.1.4 Kontrola vazeb

Vazbové rovnice stabilizované Baumgartovou stabilizacni metodou je po-
tfeba kontrolovat a obrazek v tomto pripadé ukazuje vzdalenost rotacné
svazanych bodiu v mistech A, B, C a D.
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5.1. Soustava tuhych téles

1072 Prubéh splnéni rotacnich vazeb, LRST
25 . . . .
R4
ok Fe | |
Rp

odchylka [m]
- o

cas [s]

Obrazek 5.5: Mira nesplnéni vazby, LRST

B 5.1.5 Reakce ve vazbach

Priabéh velikosti reakénich uc¢inkt rotacnich vazeb v bodech A az D je uveden
na obrazku [5.6.
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Reakce v bodé A, LRST

5.2. Aplikace metody RFE

reakee [N]

Reakce v bodé B, LRST

reakee [N]

cas [s]

400 -
R
300 / \ *a
- \ Ryg
200 = \
A
100 \‘\-f"\.,
= ™ |
3 \ ~
- 1 !
; -100 \ \ A
\ T—
-200 1 /
-300 \.
-400 \5/
-500
0 05 1 15 2 25
cas [s]
Reakce v bodé D, LRST
600
— Rig
\
N Ry,
400 \
\\ / -
= 200 :
5]
8
=
[
2 o
\ ~——
-200 \I\ /
-
—
-400
0 05 1 15 2 25

cas [s]

Obrazek 5.6: Velikost reakei ve vazbach, LRST

B 52 Aplikace metody RFE

Pro analyzovany ¢tyr-kloubovy definovany v kapitole 4] byl sestaven softwarovy
kéd pro sestaveni a vypocet pohybovych rovnic. Pri vypoc¢tu metodou RFE

bylo téleso 2 povazovano za absolutné tuhé a pocet diskrétnich tuhych télisek
na obou zbyvajicich télesech byl n; = 6.

B 5.2.1 Trajektorie bodu L

Na obrazku je vyznacena trajektorie opsana bodem L.
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5.2. Aplikace metody RFE

Poloha bodu L, RFE
25 - : . .
151 R
E :.u .'u
= N ol
E 1t x ]
2 s .
o H .
o H -
05 i 1
0r — 1
bod L
05 . . . .
-1 0.5 0 0.5 1 15
poloha x[m]

Obrazek 5.7: Trajektorie bodu L, RFE

B 5.2.2 Radius vektor bodu L
Casovy pritbéh polohovych soufadnic zy, 7, definujici polohovy vektor 7,

je na obrazku priubéh velikosti vektoru rychlosti 77, a velikosti vektoru

zrychleni 7, je vykreslen na obrazku 5.9 .
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zrychleni [ms'z]

rychlost [ms“']

60

o

-~

©

poloha [m]

5.2. Aplikace metody RFE

Priabéh polohy bodu L, RFE

02 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

cas [s]

Obrazek 5.8: Pribéh polohy bodu L v GSS, RFE

Pribéh velikosti zrychleni bodu L, RFE
T T T T

02

04 06 08 1 12 14 18 18
cas [s]

Prubéh velikosti rychlosti bodu L, RFE
T T T T

cas [s]

Obrazek 5.9: Priubéh rychlosti a zrychleni, RFE
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5.2. Aplikace metody RFE

B 5.2.3 Mechanicka energie

Mechanické energie v soustavé se déli na kinetickou slozku FE};,, potencialni
slozku tihy Ep., deformacni energii uloZenou v elasticky zdeformovaném télese
Ejer a energii dodanou ve formé mechanické prace od hnactho momentu na
télese 2. Prubéh téchto energii je na obrazku [5.10. Prubéh Y- E je soucet
kinetické, potencidlni a deformacni slozky.

Prabéhy energii, RFE

1500 T T T

1000

energie [J]

500

cas [s]

Obrazek 5.10: Pribéh mechanické energie, RFE

Il 5.2.4 Kontrola vazeb

Vazbové rovnice stabilizované Baumgartovou stabilizacni metodou je potfeba
kontrolovat a obrazek v tomto pripadé ukazuje vzdéalenost rotacné
svazanych bodiu v mistech A, B, C a D.
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5.2. Aplikace metody RFE

10712 Pribéh splnéni rotaénich vazeb, RFE

25

odchylka [m]
-

=

0.5

cas [s]

Obrazek 5.11: Mira nesplnéni vazby, RFE

B 5.2.5 Reakce ve vazbach

Pribéh velikosti reakénich iéinkt rotac¢nich vazeb v bodech A az D je uveden
na obrazku [5.12.
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Reakce v bodé A, RFE

5.3. Aplikace metody MBS flex

Reakce v bodé B, RFE

400 =~
Rz,
300 \ |
\ M
e
200
AR
N\
S
z = 100 =
\
] @ \ ~— —
= £ o | T //
© @ \ N/
5] @ 1 h /4
= = 100 | s
-200 /
300 o
.~
-600 -400
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
cas [s] cas [s]
Reakce v bodé C, RFE Reakce v bodé D, RFE
100 500 |\
it LG
///.- e\ R 400 ~ Rip
o S \\ Rye \ Ryp
/ i\ 300 N ==
/ I - P
/ \\ N /
-100 [y’ R 200 - e
3 \ \‘ — Z 100
\
8 200 (AN / 8
] \ =
© \N . S0
2 \ / — o -
N / / N\
-300 < ,-‘" =100 [ ‘.‘\ iy S
N / -200 \ /
400 \
W/ -300 \\//
-500 -400
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
cas [s] cas [s]

Obrazek 5.12: Velikost reakci ve vazbach, RFE

B 53 Aplikace metody MBS flex

Pro analyzovany ¢tyr-kloubovy definovany v kapitole 4] byl sestaven softwarovy
kéd pro sestaveni a vypocet pohybovych rovnic. Pri vypoctu bylo téleso 2
povazovano za absolutné tuhé, pocet uvazovanych vlastnich tvaria kmitu
ny = 9 a pocet diskrétnich bodu na obou poddajnych télesech n; = 11.

B 5.3.1 Trajektorie bodu L

Na obrazku je vyznacena trajektorie opsand bodem L.
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5.3. Aplikace metody MBS flex

Poloha bodu L, MBS
25 T T T :
2r ..--"“j -
15} S
= N o
3] L . = i
- 1 : _"
L H .
o . o
o H -
05 i .
I"
or — 1
u-""
. bod L
05 . . . .
-1 0.5 0 0.5 1 15
poloha x[m]

Obrazek 5.13: Trajektorie bodu L, MBS

B 5.3.2 Radius vektor bodu L

Casovy pritbéh polohovych soufadnic zy, 7, definujici polohovy vektor 7,
je na obrazku prubéh velikosti vektoru rychlosti 7, a velikosti vektoru
zrychleni 7, je vykreslen na obrazku |5.15
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zrychleni [ms'z]

rychlost [ms“']

5.3. Aplikace metody MBS flex

Prubéh polohy bodu L, MBS

poloha [m]

_1 i i i i i i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 1.8 2
cas [s]
Obrazek 5.14: Prubéh polohy bodu L v GSS, MBS
Pribéh velikosti zrychleni bodu L, MBS
60 T T T T T T T
L
50 -
40
30 -
20
10
0 I ! ! ! ! I I I I
0 02 04 06 08 1 12 14 18 18

cas [s]

Pribéh velikosti rychlosti bodu L, MBS
T T T T

o

-~

©

cas [s]

Obrazek 5.15: Prubéh rychlosti a zrychleni, MBS
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5.3. Aplikace metody MBS flex

B 5.3.3 Mechanicka energie

Mechanické energie v soustavé se déli na kinetickou slozku FE};,, potencialni
slozku tihy Ep., deformacni energii uloZenou v elasticky zdeformovaném télese
Ejer a energii dodanou ve formé mechanické prace od hnactho momentu na
télese 2. Prubéh téchto energii je na obrazku [5.16. Prubéh Y- E je soucet
kinetické, potencidlni a deformacni slozky.

Prabéhy energii, MBS

1500 T T T

1000

energie [J]

500

cas [s]

Obrazek 5.16: Pribéh mechanické energie, MBS

B 5.3.4 Kontrola vazeb

Vazbové rovnice stabilizované Baumgartovou stabilizacni metodou je potfeba
kontrolovat a obrazek v tomto pripadé ukazuje vzdéalenost rotacné
svazanych bodiu v mistech A, B, C a D.
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odchylka [m]

5.3. Aplikace metody MBS flex

+10°8 Prubéh splnéni rotaénich vazeb, MBS

s
T

L
on
T

[
T

1
on
T

ra
T

1587

25

cas [s]

Obrazek 5.17: Mira nesplnéni vazby, MBS

48



5.4. Srovnani a shrnuti vysledki

B 5.4 Srovnani a shrnuti vysledkai

V této ¢asti jsou srovnany vysledky vypoctené pro soustavy s poddajnymi
télesy (viz |5.3)) se soustavou s tuhymi télesy (viz |5.1]).

B 5.4.1 Prabéh rychlosti a zrychleni bodu L

Na obrazku jsou zaznaceny rychlosti a zrychleni bodu L ve vsech trech
vypocetnich konfiguracich.

Pribéh velikosti zrychleni bodu L
T

80 T T T

T T T T

i RFE
# MBS ||
i1 LREST| |

-
[=]
T

@
=]
T

= o
o =}

zrychleni [ms'zj
g

Prubéh velikosti rychlosti bodu L
T

8 T T

-
T

[=2]
T
=
]
=
L)
~

rychlost [ms“']
~ (%) - o
T T T
|

-
T

| I I I ol
02 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
cas [s]

=}

o

Obrazek 5.18: Pribéh rychlosti a zrychleni bodu L, souhrn

B 5.4.2 Odchylka polohy bodu L

Na obrazku je zakreslen prubéh rozdilt velikosti polohovych vektora
mezi soustavou tuhych téles a obéma metodami vypoctu soustavy pod-
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5.4. Srovnani a

shrnuti vysledki

dajnych téles. Vrchni graf obrazku je ziskdn vztahem \/ 2% por + Y3 por —

2 2 ¢ 2 2
\/xpoddajne =+ ypoddajne a SpOdnl graf vztahem \/(:ULRST - xpoddajne) + (yLRST - ypoddajne) .
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Obrazek 5.19: Rozdil velikosti polohového vektoru bodu L

50



Kapitola 0
Zaver

V préci je naznaceno odvozeni pohybovych Lagrangeovych pohybovych rovnic
smiSeného typu a pro vypocet vysledné soustavy algebraicko-diferencidlnich
rovnic je navrzen stabiliza¢ni postup numerické integrace pomoci Baumgar-
tovy stabilizace. Zptisob aplikace metody RFE na rovinné dynamické tlohy
je navrzen v sekci|3.1. Vyuziti metody uvazujici deformace téles jako linearni
kombinaci jejich tvarovych funkei je pro rovinny problém podrobné rozebrano
v sekci 3.2 a v praci je metoda oznacovana zkratkou MBS. Podrobné hod-
noceni prace s obéma metodami je na konci prvni teoretické ¢asti v sekci
3.3l

Posledni cil této prace, aplikace odvozenych metod na ¢tyr-kloubovy me-
chanismus, byl proveden pomoci vypocetniho softwaru Matlab a vysledky
obou metod jsou v kapitole [5 porovnany s vysledky Lagrangeovych rovnic
smiseného typu pro soustavu tuhych téles.

Shodu obou metod v aplikaci na ¢tyt-kloubovy rovinny mechanismu nejlépe
ukazuje|5.19L Dle ocekavani se obé metody velmi dobfe shoduji a nejvyraznéjsi
rozdil nastava okolo prvni sekundy. Je to tim, Ze se mechanismus dostane
do polohy, kdy pohanéné téleso 2 je rovnobézné s télesem 3, které je v dany
moment zatézovano predevsim axidlni silou. Deformaci v axialnim sméru
vsak nebyla pfi odvozovani deformac¢niho modelu metody MBS uvazovéna a
vysledky obou metod se tak v této chvili rozchazeji.

Interpretace Lagrangeovych multiplikatort reprezentujicich reakce v rotac-
nich vazbach je pro soustavu tuhych téles v kapitole [5.1.5 a metodu RFE
kapitole |5.2.5. Dalsim odvozenim lze interpretovat i multiplikdtory u metody
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6. Zavér

MBS nebo ziskat prubéh hnactho momentu pro zadany prubéh otacek na
obrazku 4.2l

Prace aplikuje odvozené metody na rovinnou tlohu, ale rozebirané metody
lze vyuzit i pro prostorovou aplikaci, kam by prace sla dale rozsirit. Vylepsit
lze i jednotlivé deformacni modely, v ptipadé RFE metody lze zavést do
deformace poddajnych elementt i tlumici slozku vychézejici naptiklad z
Kevin Vaughova reologického modelu chovani materidlu. Do deformac¢niho
modelu metody MBS by pak déle slo zahrnout i v aplikaci zanedbavané
deformace podélné a tecné, pripadné zminované tlumeni.
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6. Zavér

P¥ilohy

o4



P¥iloha A

Seznam pouzitych symboli a zkratek

A(z,y) matice tvarovych funkei

a; zrychleni bodu

A plocha priifezu

Ay plocha prirezu

B! matice dand jako S°- B, - lﬁ;
B antisymetricky operator

‘n;j+1 deformace poddajného elementu mezi télisky j a j + 1 méfené kolmo
na smeér vektoru ‘n;

Ey kinetickd energie soustavy

modul pruznosti v tahu

(o Jakobian soustavy
F, tahova/tlakova sila
F, smykova sila

pj41 thel smérového vektoru ‘njiq
©;j thel smérového vektoru ‘n;
F; sila pusobici na bod 4

fx rovnice vazby
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A. Seznam pouzZitych symbolii a zkratek

g gravita¢ni konstanta, 9,81 [m - s71]

G modul pruznosti ve smyku

GSS  Globalni soutadny systém

J, moment setrvacnosti k ose z

Ak Lagrangetuv multiplikator

L matice dand predpisem |E? B! SiAi]
ilj délka téliska j na télese i

LRII. Lagrangeovy rovnice druhého druhu
LRST Lagrangeovy rovnice smiseného typu
LSS  Lokélni souradny systém

M matice soustavy M

M, ohybovy moment

m; hmotnost bodu 7

MBS flex Multi-body systmes flexible

inj+1 smérovy vektor téliska j + 1

n; smeérovy vektor téliska j

n pocet stupni volnosti soustavy

ODR obycejna diferencialni rovnice

PVP princip virtualnich praci

Q zobecnén4 sila

qj nezavisld souradnice j

rit11, ‘rjt1,2 polohové vektory téliska j + 1 na télese i
irﬂ, irﬂ olohové vektory pocatku a konce téliska j na télese i
5 polohovy vektor bodu ¢

RFE tuhé télisko (Rigid Finite Element)

0o ohybové napéti
€ pomérné prodlouzeni
'S; tezisté teliska j na télese ¢
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A. Seznam pouzZitych symbolii a zkratek

Sq,j  fyzikdlni soufadnice a, j

St rotacni transformacni matice z GSS do LSS télesa ¢
SDE poddajny element (Spring-dampning element)

t cas

w mechanickd prace

i§j7j+1 deformace poddajného elementu mezi télisky j a j + 1 mérené ve
sméru vektoru ‘n;

9z, 9y osy globdlniho souradného systému

Lz, ly osy lokalniho soufadného systému
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Priloha B
Rejstrik

! B ™

Baumgartova stabilizace, [9| Metoda

MBS flex,
Bernoulliova diferencidlni rovnice .

pruhybové c¢ary,
poddajnych télisek, RFE,

.|_ .P

Princip virtuélnich praci,
Lagrangeovy rovnice

2. druhu, . T

smiSeného typu, [7-9,
Tvarové funkce,
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