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Abstrakt:
Tato práce se zabývá optimalizaćı trajektorie robotického manipulátoru. V prvńı části je
zaměřena na řešeńı kinematické a dynamické úlohy prostorových mechanismů. Následně se
zabývá genetickými algoritmy a požadavky na kritéria pro optimalizaci trajektorie manipulátoru.
Ve druhé části práce je vyřešena kinematická a dynamická úloha sériového manipulátoru se
sférickým zápěst́ım. Dále je navržena trajektorie se spojitost́ı druhého řádu, která je následně
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Abstract:
The work deals with the trajectory optimization of robot manipulator. First part is focused on
kinematics and dynamics of 3D mechanisms. Then genetic algorithms and criterions for tra-
jectory optimization are discussed. In the second part there is kinematic and dynamic solution
of anthropomorphic robotic arm with a spherical wrist. Then there is second order continuos
trajectory designed, which is optimized in accordance with considered criterions.
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3.6.2 Klady a zápory genetických algoritmů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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3.7.2 Minimálńı energetické nároky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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4.2.2 Řešeńı sférického zápěst́ı manipulátoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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4.3.1 Uvolněńı mechanismu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.4 Návrh trajektorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.5 Optimalizace trajektorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.5.1 Optimalizace trajektorie dle strojového času . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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1 Ćıle práce

Ćılem práce je seznámit se s řešeńım kinematické a dynamické úlohy prostorových mechanismů
a optimalizačńımi metodami. V praktické části práce má být zvolen konkrétńı manipulátor a
navržena trajektorie jeho pohybu. Dle poznatk̊u z teorietické části práce pak má být provedena
optimalizace navržené trajektorie pohybu.

• Seznámit se s řešeńım kinematické a dynamické úlohy prostorových mechanismů.

• Seznámit se s optimalizačńımi algoritmy.

• Provést návrh trajektorie pohybu manipulátoru.

• Provést optimalizaci pohybu konkrétńıho typu manipulátoru.
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2 Motivace

V pr̊umyslovém procesu se č́ım dál v́ıce setkáváme s potřebou automatizace a robotizace. Při
těchto aplikaćıch předpokládáme velkosériovou nebo hromadnou výrobu, která bude v chodu
v řádu několika rok̊u a v podstatě nepřetržitá. Při takto dlouhém časovém obdob́ı se potom
promı́tne každá uspořená sekunda na strojovém cyklu nebo každé procento uspořené energie.
Toho se dá dosáhnout analýzou mechanismu a vhodnou optimalizaćı trajektorie pohybu mani-
pulátoru.
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3 Teoretický úvod k problematice

Pro úspěšné řešeńı úlohy je třeba správně analyzovat mechanismus manipulátoru. Základńım
kritériem je už samotná realizovatelnost pohybu. Prvńı z nutných podmı́nek jsou limitńı úhly
natočeńı v pohonech, tzn. aby se uvažovaná trajektorie nacházela v pracovńım prostoru robotu.
Druhou podmı́nkou je pak omezeńı velikost́ı kroutićıch moment̊u jednotlivých pohon̊u.

3.1 Struktura sériových robotických manipulátor̊u

Robotický manipulátor je složen z článk̊u (těles) spojených klouby a dohromady tvoř́ı kine-
matický řetězec. Klouby jsou většinou rotačńı nebo posuvné. Rotačńı kloub jako např. pant
umožňuje relativńı natočeńı mezi dvěma články. Posuvný kloub umožňuje relativńı lineárńı
pohyb mezi dvěma články [1]. K popisu vzájemných poloh mezi dvěma články se použ́ıvaj́ı
kloubové souřadnice φ pro rotačńı klouby nebo d pro klouby posuvné. Př́ıklady některých
struktur jsou ukázany na obrázku 1.

Obrázek 1: Př́ıklady struktur manipulátor̊u

V pr̊umyslové praxi se velmi často využ́ıvaj́ı manipulátory s tzv. sférickým zápěst́ım (též Eule-
rovo zápěst́ı), které umožňuje libovolné natočeńı koncového efektoru. To vyplývá ze skutečnosti,
že se osy tř́ı po sobě jdoućıch kloub̊u prot́ınaj́ı v jednom bodě [1]. Schématické znázorněńı to-
hoto uspořádáńı je vidět na obrázku 2.

Výhodou tohoto upořádáńı je, že zjednodušuje kinematickou analýzu mechanismu. Důsledkem
je totiž možnost rozděleńı úlohy na řešeńı úlohy polohy části mechanismu a úlohy orientace
koncového efektoru [1]. Manipulátor se šesti stupni volnosti tak může být rozdělen na rameno
(tři stupně volnosti) a zápěst́ı (tři stupně volnosti). Opakem tohoto uspořádáńı je tzv. ofsetové
zápěst́ı.

Obrázek 2: Schématické znázorněńı Eulerova zápěst́ı
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3.2 Bézierova křivka

Bézierova křivka stupně n je tvořena jedńım segmentem, který je určen n + 1 ř́ıdićımi body,
které tvoř́ı ř́ıdićı polygon. Krajńımi body ř́ıdićıho polygonu procháźı (interpoluje je), všechny
vnitřńı body polygonu aproximuje [2].

Necht’ jsou dány ř́ıdićı body V0,V1, ...,Vn. Potom je vektorová rovnice Bézierovy křivky

P(t) =
n∑
i=0

Bi,n(t)Vi = B0,n(t)V0 +B1,n(t)V1 + ...+Bn,n(t)Vn, t ∈ 〈0; 1〉, (3.2.1)

kde bázové funkce

Bi,n(t) =

(
n
i

)
ti(1− t)n−i =

n!

i!(n− i)!
ti(1− t)n−i, t ∈ 〈0; 1〉, i = 0, ..., n (3.2.2)

jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupně [2].

Pro účely bakalářské práce byla zvolena Bézierova křivka 3. stupně (kubika) popsána vek-
torovou rovnićı

P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 + +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3 =

= (1− t)3V0 + 3t(1− t)2V1 + 3t2(1− t)V2 + t3V3, t ∈ 〈0; 1〉. (3.2.3)

3.2.1 Napojeńı Bézierových křivek

Při reálných aplikaćıch je většinou potřeba definovat v́ıce než dva pr̊uchoźı body, které je potřeba
interpolovat. Z tohoto d̊uvodu bude trajektorie tvořena několika Bézierovými křivkami, které
na sebe navazuj́ı.

Něcht’ jsou dány dvě Bézierovy křivky P(t) a R(t) popsány vektorovými rovnicemi

P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 + +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3, t ∈ 〈0; 1〉, (3.2.4)

R(s) = B0,3(s)W0 +B1,3(s)W1 + +B2,3(s)W2 +B3,3(s)W3, s ∈ 〈0; 1〉. (3.2.5)

Při napojováńı křivek jsou rozlǐsovány spojitosti nultého řádu C0, 1. řádu C1 a 2. řádu C2,
přičemž podmı́nky těchto spojitost́ı vyplývaj́ı z požadavk̊u na rovnosti derivaćı př́ıslušného řádu
v bodě V3 a W0. Matematicky lze podmı́nky formulovat pro

C0 : P(1) = R(0) → W0 = V3, (3.2.6)

C1 : P′(1) = R′(0) → −3W0 + 3W1 = −3V2 + 3V3, (3.2.7)

kde dosazeńım za W0 = V3 lze podmı́nku upravit tak, aby byl zřejmý jej́ı geometrický význam

W1 −V3 = V3 −V2 =⇒ V3 =
1

2
(V2 + W1), (3.2.8)

C2 : P′′(1) = R′′(0)→ −3W0 + 3W1 = −3V2 + 3V3, (3.2.9)
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kde dosazeńım za W0 = V3 a za W1 = 2V3 −V2 lze podmı́nku upravit tak, aby byl zřejmý
jej́ı geometrický význam

W2 −V1 = 4(V3 −V2). (3.2.10)

Pro spojitost vyšš́ıch řád̊u plat́ı, že muśı být splněny podmı́nky spojistosti nižš́ıch spojistost́ı
(pro C2 spojistost dvou kř́ıvek muśı být splněny podmı́nky C0 a C1 spojistost́ı) [2].

Pro účely trajektorie robotického manipulátoru a požadavku na spojistosti derivaćı vyšš́ıch
řád̊u je žádoućı, aby na sebe jednotlivé křivky navazovaly s C2 spojitost́ı. Důsledkem této spo-
jitosti je, že polohou ř́ıdićıho bodu V2 v podstatě źıskáváme polohu bodu V4 a polohou ř́ıdićıho
bodu V1 źıskáváme polohu bodu V5. Pro názornost je tato skutečnost ukázána na obrázku 3.

V0

V1

V2
V3

V4 V5

x

V7

V8

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6

7

8

y

x

R(1
2
)

P(1
2
)

S(1
2
)

R(s)

R(s)

S(s)

s = 1, t = 0

t = 1, u = 0

s = 0, u = 1

4(V3 −V2)

4(V6 −V5)

Obrázek 3: C2 spojité napojeńı Bézierových křivek

3.2.2 Délka křivky

Čas vykonáńı pohybu záv́ıśı na délce trajektorie a rychlosti, která je ovšem limitována možnostmi
pohon̊u. Z toho vyplývá, že při optimalizaci trajektorie sehraje svou roli i délka křivky.

Necht’ je rovinná křivka vyjádřena parametrickými rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t),
t ∈ 〈α; β〉. Jsou-li funkce ϕ′, ψ′, χ′ spojité na intervalu 〈α; β〉, potom délka oblouku křivky l
zadané parametrickými rovnicemi mezi body α a β je dána vzorcem

l =

∫ β

α

√
(ϕ′(t))2 + (φ′(t))2 + (χ′(t))2 dt [3]. (3.2.11)
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3.3 Kinematická úloha

Ćılem kinematického řešeńı mechanismu nebo soustavy těles je nalezeńı vztah̊u popisuj́ıćıch
časové závislosti závislých časových souřadnic z daných časových závislost́ı nezávislých souřadnic
při znalosti rozměr̊u soustavy. Ze vztah̊u mezi souřadnicemi pak lze odvodit závislosti mezi rych-
lostmi, zrychleńımi či vyšš́ımi derivacemi polohy [4].

V mechanice jsou rozlǐsovány dva typy úloh. Prvńı spoč́ıvá v tom, že jsou známé pr̊uběhy po-
hyb̊u pohon̊u a vyšetřujeme pr̊uběhy pohybu libovolného bodu mechanismu př́ıpadně reakčńı
účinky ve vazbách a pohonech (pokud by se jednalo o dynamickou úlohu). V tomto př́ıpadě
hovoř́ıme o př́ımé úloze. Pokud se omeźıme na kinematickou př́ımou úlohu, lze psát[

x y z
]T

= f(φ1, φ2, ..., φn). (3.3.1)

U inverzńı úlohy je naopak předepsaný pohyb nějakého tělesa mechanismu a vyšetřujeme
pr̊uběhy úhl̊u natočeńı nebo posuv̊u pohon̊u, př́ıpadně reakčńıch účink̊u ve vazbách a poho-
nech, abychom dosáhli pohybu po předepsané trajektorii. Pokud se omeźıme na kinematickou
inverzńı úlohu, lze psát [

φ1 φ2 ... φn
]T

= f(x, y, z). (3.3.2)

Pro názornost je relace mezi souřadnicemi pohon̊u a kartézskými souřadnicemi schématicky
znázorněna na obrázku 4.

Př́ımá kinematická úloha

Inverzńı kinematická úloha

Kloubový
prostor
pohon̊u

Kartézský
systém

souřadnic
φ1
φ2
.
.
φn

T1n

Obrázek 4: Schématické zobrazeńı př́ımé a inverzńı kinematické úlohy

3.3.1 Př́ımá kinematická úloha

Kinematické řešeńı, které poskytuje analytické vyjádřeńı polohových závislost́ı (výstupńı pa-
rametr lze źıskat pouhým dosazeńım do vztahu) je nazýváno řešeńım v uzavřeném tvaru. Toto
řešeńı je možné źıskat pouze pro některé jednodušš́ı mechanismy. Obecně to bohužel možné
neńı. Častým znakem tohoto řešeńı je větš́ı variabilita možných postup̊u a nutnost takové
řešeńı skutečně hledat, protože př́ımočará algoritmizace zde obvykle neexistuje [4].

U složitěǰśıch mechanismů se uplatňuje numerické iteračńı řešeńı. Při tomto postupu řešeńı
se hodnoty závislých souřadnic hledaj́ı pro dané hodnoty nezávislých souřadnic na základě
iteračńıho procesu vycházej́ıćıho z hodnot závislých souřadnic zjǐstěných pro předchoźı polohu
[4].
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Pro řešeńı úlohy kinematiky se použ́ıvaj́ı tři metody řešeńı [4].

• Trigonometrická metoda

• Vektorová metoda

• Maticová metoda

Maticová metoda

Základem pro vypracováńı metod kinematické analýzy i syntézy vázaných mechanických systémů,
a z části i jejich dynamické analýzy, je kinematika prostorového pohybu bodu a tělesa v mati-
cové formulaci. Přednost́ı tohoto vyjádřeńı je zachyceńı geometrické, rychlostńı či jiné veličiny
tělesa jediným symbolem [5].

V prostoru tělesa označeného 1 je zvolen souřadnicový systém F1 = {O1 − x1y1z1} a v pro-
storu tělesa označeného 2 systém F2 = {O2 − x2y2z2}. Necht’ jsou oba systémy pravotočivé.
Pro daľśı popis jsou tyto systémy zobrazeny na obrázku 5.

O1

x1

y1

z1

O2

x2

y2

z2 L

rO2

r2L

r1L

Obrázek 5: Souřadnicové systémy těles 1 a 2

Pro přepočet mezi absolutńımi a relativńımi souřadnicemi x2L, y2L, z2L bodu L pak plat́ı
maticová transformačńı rovnice

x1L
y1L
z1L
1

 =


s11 s12 s13 x12
s21 s22 s23 y12
s31 s32 s33 z12
0 0 0 1



x2L
y2L
z2L
1

 . (3.3.3)

Vztah 3.3.3 lze zapsat pomoćı rozdělených matic jako[
r1L

1

]
=

[
S12 r12

0 1

] [
r2L

1

]
, (3.3.4)

kde se matice S12 nazývá matice směrových kośın̊u.
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Následně lze vztah 3.3.4 přepsat do symbolické maticové rovnice

r1L = T12 r2L. (3.3.5)

Pr̊uvodič bodu L pak lze s využit́ım matice směrových kośın̊u S12 přepsat do tvaru

r1L = r1O2 + S12 r2L, (3.3.6)

kde r1O2 popisuje unášivý pohyb a S12 popisuje relativńı sférický pohyb.

Derivaćı vztahu 3.3.5 lze odvodit maticové závislosti pro rychlosti

v1L = Ṫ1L r2L + T1L ṙ2L. (3.3.7)

Polohový vektor r2L se většinou voĺı konstantńı a jeho derivace je tud́ıž nulová. Vztah 3.3.7 se
pak zjednoduš́ı na tvar

v1L = Ṫ1L r2L. (3.3.8)

Rozš́ı̌rená rychlost obecného bodu L tělesa označeného 2 je pak dána rovnićı

v1L = T12 V12 r2L, (3.3.9)

kde matice rychlosti dle [5] je

V12 =

[
Ω12 ST

12 ṙ12

0 0

]
, kde Ω12 = ST

12 Ṡ12. (3.3.10)

Rozepsáńım lze źıskat rovnici ve tvaru

v1L = ṙ1L = v1O2 + S12 Ω12 r2L, (3.3.11)

kde v1L je rychlost obecného bodu L,

v1O2 je rychlost počátku systému 2.

Opětovnou derivaćı vztahu lze odvodit maticové závislosti pro rychlosti

a1L = T̈12 r2L = (Ṫ1L V12 + T12 V̇12) r2L, (3.3.12)

kde se V̇12 = A12 nazývá matice zrychleńı a dle [5] má tvar

A12 =

[
Ω̇12 ST

12 ä12 −Ω12 ST
12v̇12

0 0

]
. (3.3.13)

Rozepsáńım lze źıskat rovnici ve tvaru

a1L = r̈1L = a1O2 + S12 Ω2
12 r2L + S12α12 r2L, (3.3.14)

kde a1L je zrychleńı obecného bodu L,

a1O2 je zrychleńı počátku systému 2.
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Současné pohyby

Vzhledem k systému 1 se pohybuje systém 2, vuči němu systém 3 atd. až v̊uči systému n −
1 systém n. Pohyb systému n v̊uči systému 1 je tedy složen z řady současných pohyb̊u dle
schématu na obrázku 6 [5].

O1

x1
y1

z1

O2

x2

y2

z2

On−1

xn−1

yn−1

zn−1

On

xn

yn

zn L

r1L

rnL

Obrázek 6: Současné pohyby těles

Pohyb obecného bodu L je při jednotlivých pohybech popsán rovnicemi

r1L = T12 r2L

r2L = T23 r3L
...

rn−1,L = Tn−1,n rnL.

(3.3.15)

Postupným vyloučeńım pr̊uvodič̊u r2L až rn−1,L lze źıskat vztah

r1L = T12 T23...Tn−1,n rnL, (3.3.16)

který vyjadřuje pohyb bodu L tělesa n.

r1L = T1n rnL. (3.3.17)

Maticová metoda využ́ıvá pro přepočet souřadnic mezi jednotlivými souřadnicovými systémy
transformačńı matice Tn,n+1, které se pomoćı teorie současných pohyb̊u daj́ı vyjádřit jako
součin šesti základńıch matic pro pohyby v prostoru.

Tn,n+1 = Tx(x)Ty(y)Tz(z)Tϕx(ϕx)Tϕy(ϕy)Tϕz(ϕz), (3.3.18)

kde jednotlivé matice základńıch pohyb̊u maj́ı tvar
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Tx(x) =


1 0 0 x
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

Ty(y) =


1 0 0 0
0 1 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

Tz(z) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 z
0 0 0 1

 ,



Transformačńı matice pro translace (3.3.19)

Tϕx(ϕx) =


1 0 0 0
0 cosϕx − sinϕx 0
0 sinϕx cosϕx 0
0 0 0 1

 ,

Tϕy(ϕy) =


cosϕy 0 sinϕy 0

0 1 0 0
− sinϕy 0 cosϕy 0

0 0 0 1

 ,

Tϕz(ϕz) =


cosϕz − sinϕz 0 0
sinϕz cosϕz 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .



Transformačńı matice pro rotace (3.3.20)

Derivaćı vztahu 3.3.16 lze opět źıskat vztah pro popis rychlosti bodu L tělesa n ve tvaru

v1L = (T12V12T23...Tn−1,n+T12T23V23...Tn−1,n+...+T12T23...Tn−1,nVn−1,n)rnL. (3.3.21)

A následnou derivaćı 3.3.21 vztah pro popis zrychleńı bodu L (pro dva současné pohyby)

a1L = (T12(A12 + V2
12)T23 + 2T12 V12 T23 V23 + T12 T23(A23 + V2

23)) r3L, (3.3.22)

Pro pohyb ve směru obecné souřadnice s lze vyjádřit matici rychlosti V a matici zrychleńı A
jako

Vs = Ds ṡ, (3.3.23)

As = Ds s̈, (3.3.24)

kde matice D pro translace ve směru a rotace okolo os x, y, z maj́ı tvar

Dx =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,Dy =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,Dz =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , (3.3.25)

Dϕx =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,Dϕy =


0 0 1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0

 ,Dϕz =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (3.3.26)
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Popis sférického pohybu

Na obrázku 7 jsou dva souřadnicové systémy reprezentuj́ıćı tělesa vázaná sférickou vazbou,
která má tři stupně volnosti. Jejich vzájemná poloha je popsána Cardanovými úhly ϕx, ϕy a
ϕz.

O1

x1

y1

z1

x′1

y′1

z′1

r12

O′1 = O2
x2

y2

z2

ϕx

ϕz
ϕx

ϕy

ϕy ϕz

Obrázek 7: Schématické zobrazeńı Cardanových úhl̊u

Necht’ systém 2 p̊uvodně splýval se systémem 1 a do své obecné polohy se dostal:

• Přemı́stěńım do polohy popsané vektorem r12

• Pootočeńım okolo osy x′1 o úhel ϕx

• Pootočeńım okolo osy y′1 o úhel ϕy

• Pootočeńım okolo osy z′1 o úhel ϕz,

což lze s využit́ım transformačńıch matic vyjádřit jako

T12 = Tr12(r12)Tϕx(ϕx)Tϕy(ϕy)Tϕz(ϕz), (3.3.27)

což po roznásobeńı lze psát jako

T12 =

[
S12 r2L

0 1

]
=


cϕycϕz −cϕysϕz sϕy x12

cϕxsϕz + sϕxsϕycϕz cϕxcϕz − sϕxsϕysϕz −sϕxcϕy y12
sϕysϕz − cϕxsϕycϕz sϕxcϕz + cϕxsϕysϕz cϕxcϕy z12

0 0 0 1

 , (3.3.28)

kde c = cos(ϕ) a s = sin(ϕ).

Řešeńım soustavy gonimetrických rovnic, která vznikne vyjmut́ım části matice odpov́ıdaj́ıćı
matici směrových kośın̊u S12, lze źıskat úhly, které popisuj́ı polohu bodu v souřadnicovém
systému 1, tzv. Cardanovy úhly.
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Na obrázku 8 jsou obdobným zp̊usobem naznačeny dva souřadnicové systémy reprezentuj́ıćı
tělesa vázaná sférickou vazbou, jejich vzájemná poloha je nyńı popsána Eulerovými úhly ψ, ϑ
a ϕ.

O1

x1

y1

z1

x′1

y′1

z′1

r12 O′1 = O2

x2

y2

z2

φ

ϕϑ

Obrázek 8: Schématické zobrazeńı Eulerových úhl̊u

Transformace lze analogicky popsat matićı T12 a hledáńı Eulerových úhl̊u prob́ıhá stejným
zp̊usobem s t́ım rozd́ılem, že matice směrových kośın̊u má tvar

S12 = Sϕz(ψ)Sϕy(ϑ)Sϕz(ϕ) =

cψcϕ− sψcϑsϕ −cψsϕ− sψcϑcϕ sψsϑ
sψcϕ+ cψcϑsϕ −sψsϕ+ cψcϑcϕ −cψsϑ

sϑsϕ sϑcϕ cϑ

 . (3.3.29)

3.3.2 Inverzńı kinematická úloha

Problémy spojené s řešeńım inverzńı kinematiky pr̊umyslových manipulátor̊u prameńı z jejich
geometrického uspořádáńı, ze kterého vyplývaj́ı nelineárńı rovnice. Tyto rovnice nemaj́ı jedno-
značné řešeńı a matematické řešeńı nemuśı vždy odpov́ıdat fyzikálńı podstatě problému.

Jsou rozlǐsovány dva typy řešeńı inverzńı kinematické úlohy:

• Analytické řešeńı (řešeńı v uzavřené formě)

• Numerické řešeńı

Při numerických řešeńıch jsou všechny proměnné źıskávány pomoćı iteračńıch metod. V tomto
př́ıpadě se může vyskytnout několik problémů:

• Nesprávné určeńı počátečńıch podmı́nek.

• Nemuśı být zaručena konvergence ke správnému řešeńı.

• Nepokrývá nejednoznačnosti řešeńı.

• Řešeńı nemuśı existovat, pokud je Jacobiho matice singulárńı nebo může být nepřepřesné,
pokud je matice tzv. špatně podmı́něná.

V této práci je řešeńı problematiky inverzńı kinematiky robotického manipulátoru ćıleno na
řešeńı v uzavřené formě, které poskytuje jednoduché vztahy pro řešeńı úlohy.
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3.3.3 Popis geometrie mechanismu

Pro geometrický popis uspořádáńı ramen a kloub̊u manipulátoru je zavedeno mnoho me-
tod, které se pokouš́ı jednoduše a systematicky definovat souřadnicové systémy, které definuj́ı
jednotlivé členy mechanismu a jejich vzájemnou polohovou transformaci. Polohová tranfor-
mace dvou po sobě jdoućıch souřadnicových systémů záviśı na daných geometrických parame-
trech, které jsou konstantńı (tvar ramen, kloub̊u a jejich vzájemné uspořádáńı) a kloubových
souřadnićıch q, které definuj́ı aktuálńı polohu manipulátoru. Mezi nejznáměǰśı úmluvy patř́ı
Khalil-Kleinfingerova a Denavit-Hartenbergova [6].

Denavit-Hartenbergova úmluva

Necht’ jsou dvě ramena manipulátoru Linki−1 a Linki spojena kloubem Jointi s jedńım stupněm
volnosti, viz obrázek 9.

Obrázek 9: Denavit-Hartenbergova úmluva [7]

Souřadnicový systém Fi lze za předpokladu znalosti Fi−1 dle D-H úmluvy definovat následovně:

• Osa zi je rovnoběžná s osou rotace, resp. translace kloubu Jointi+1 a osa zi
′ je rovnoběžná

s osou rotace, resp. translace kloubu Jointi.

• Počátek Oi souřadnicového systému Fi je v pr̊useč́ıku osy zi a normály os zi−1 a zi.
Počátek O′i souřadnicového systému F′i je v pr̊useč́ıku osy zi a téže normály.

• Osy xi a z′i jsou rovnoběžné s normálou ve směru od kloubu Jointi do kloubu Jointi+1.

• Osy yi a y′i jsou zvoleny tak, aby výsledné souřadnicové systémy byly pravotočivé [6].
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Umı́stěńı souřadnicového systému neńı pomoćı D-H úmluvy jednoznačné definováno v následuj́ıćıch
př́ıpadech

• Pro systém F0 = {O0 − x0y0z0} je jednoznačně určena pouze osa z0 (podle osy rotace či
translace prvńıho kloubu manipulátoru). Osu x0 a počátek O0 lze zvolit libovolně. Osa
y0 je pak zvolena tak, aby výsledný systém byl pravotočivý.

• Pro systém Fn = {On − xnynzn}, kde n je počet kloub̊u s jedńım stupněm volnosti
uvažovaného manipulátoru neńı jednoznačně určena osa zn, protože následuj́ıćı kloub
už neexistuje. Osa xn však muśı z̊ustat kolmá k ose zn−1.

• Pokud jsou dvě po sobě jdoućı osy kloub̊u (zi−1 a zi) rovnoběžné, jejich normála neńı
jednožnačně určena (může být libovolně posunuta ve směru os kloub̊u).

• Pokud se dvě po sobě jdoućı osy kloub̊u (zi−1 a zi) prot́ınaj́ı (normála je nulové délky),
osa xi bude volena tak, aby byla kolmá k rovině definované osami (zi−1 a zi). Jej́ı kladný
směr může být zvolen libovolně [6].

Vzájemná poloha souřadnicových systémů Fi−1 a Fi může být nyńı popsána pomoćı čtyř D-H
parametr̊u:

• ai ... vzdálenost mezi počátky Oi a O′i

• di ... vzdálenost mezi počátky Oi−1 a O′i

• αi ... úhel mezi osami zi−1 a zi daný pootočeńım systému F′i podél osy x′i.

• Θi ... úhel mezi osami xi−1 a xi daný pootočeńım systému Fi−1 podél osy zi−1 [6].

Pro základńı typy kloub̊u s jedńım stupněm volnosti plat́ı:

• Pro rotačńı kloub (R) je proměnná definuj́ıćı pohyb kloubu Θi a proměnné ai, αi a di
jsou konstanty definuj́ıćı geometrické uspořádáńı ramene

• Pro posuvný kloub (P) je proměnná definuj́ıćı pohyb kloubu di a proměnné ai, αi a Θi

jsou konstanty definuj́ıćı geometrické uspořádáńı ramene

Matice popisuj́ıćı transformaci mezi jednotlivými souřadnicovými systémy pak lze určit následuj́ıćım
postupem.

• Volba systému Fi−1

• Posun tohoto systému podél osy zi−1 o vzdálenost di a pootočeńı okolo osy zi−1 o úhel
Θi, což vyjadřuje transformaci do systému F′i.

Ti−1,i = Tz(di)Tϕz(Θi) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1



cΘi −sΘi 0 0
sΘi cΘi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


cΘi −sΘi 0 0
sΘi cΘi 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1


(3.3.30)

• Posun systému F′i podél osy x′i o vzdálenost ai a pootočeńı okolo osy x′i o úhel αi, což
vyjadřuje transformaci do systému Fi.
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Ti,i′ = Tx(ai)Tϕx(αi) =


1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ·


1 0 0 0
0 cαi −sαi 0
0 sαi cαi 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 ai
0 cαi −sαi 0
0 sαi cαi 0
0 0 0 1

 (3.3.31)

• Výsledná transformačńı matice ze systému Fi−1 do Fi je pak dána:

Ti−1,i′ = Tz(di)Tϕz(Θi)Tx(ai)Tϕx(αi) =


cΘi −sΘicαi sΘisαi aicΘi

sΘi cΘicαi −cΘisαi aisΘi

0 sαi cαi di
0 0 0 1

 . (3.3.32)

3.3.4 Trigonometrický př́ıstup řešeńı inverzńı kinematické úlohy

Geometrický př́ıstup spoč́ıvá v rozložeńı prostorové geometrie robotu do několika rovinných
úloh. Pomoćı goniometrického př́ıstupu, aplikovaným na rovinný manipulátor se dvěma stupni
volnosti, který je schématicky znázorněn na obrázku 10, bude ukázána platnost některých
vztah̊u z tabulky 1, které jsou potom užity pro řešeńı inverzńı kinematiky v prostoru.

Rovinný manipulátor

Úhly ϕ1 a ϕ2 se daj́ı vypoč́ıtat na základě znalosti délky ramen mechanismu a polohy koncového
efektoru P popsaného souřadnicemi Px a Py

y

x

P

ϕ1

ϕ2

l1

l2

Obrázek 10: K odvozeńı úhlu ϕ3 goniometrickým př́ıstupem

Polohu bodu P = [Px;Py] lze vyjádřit jako

Px = l1cosϕ1 + l2cos(ϕ1 + ϕ2), (3.3.33)

Py = l1sinϕ1 + l2sin(ϕ1 + ϕ2). (3.3.34)

Sečteńım kvadrát̊u rovnic 3.3.33 a 3.3.34 źıskáváme

P 2
x + P 2

y = (l1cosϕ1 + l2cos(ϕ1 + ϕ2))
2 + (l1sinϕ1 + l2sin(ϕ1 + ϕ2))

2, (3.3.35)
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což lze roznásobeńım přepsat do tvaru

P 2
x +P 2

y = l21(c
2ϕ1 + s2ϕ1) + l22(c

2(ϕ1 +ϕ2) + s2(ϕ1 +ϕ2)) + 2l1l2(cϕ1c(ϕ1 +ϕ2) + sϕ1s(ϕ1 +ϕ2)).

Důsledkem platnosti vztah̊u

cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β, (3.3.36)

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β, (3.3.37)

sin2 α + cos2 β = 1, (3.3.38)

lze řešeńı zjednodušit

P 2
x + P 2

y = l21 + l21 + 2l1l2(cϕ1(cϕ1cϕ2 − sϕ1sϕ2) + sϕ1(sϕ1cϕ2 + cϕ1sϕ2))

P 2
x + P 2

y = l21 + l22 + 2l1l2(c
2ϕ1cϕ2 − cϕ1sϕ1sϕ2 + s2ϕ1cϕ2 + cϕ1sϕ1sϕ2)

P 2
x + P 2

y = l21 + l22 + 2l1l2(cϕ2(c
2ϕ1 + s2ϕ1))

P 2
x + P 2

y = l21 + l22 + 2l1l2cϕ2,

z čehož vyplývá

cosϕ2 =
P 2
x + P 2

y − l21 − l22
2l1l2

. (3.3.39)

Platnost́ı vztahu 3.3.38 lze vyjádřit sinϕ2 jako

sinϕ2 = ±

√√√√1−

(
P 2
x + P 2

y − l21 − l22
2l12l2

)2

. (3.3.40)

Dvě výsledná řešeńı úhlu ϕ2 pak lze napsat jako

ϕ2 = Atan2

(
±

√√√√1−

(
P 2
x + P 2

y − l21 − l22
2l1l2

)2

,
P 2
x + P 2

y − l21 − l22
2l1l2

)
, (3.3.41)

což je v souladu se vztahem 4 z tabulky 1.

V inverzńı kinematice se uplatuňuj́ı goniometrická řešeńı, která jsou platná pro dané tvary
rovnic dle tabulky 1.

Tabulka 1: Goniometrická řešeńı pro dané tvary rovnic [8]

# Rovnice Řešeńı

1 a sinϕ+ b cosϕ = c ϕ = Atan2(a, b)∓ Atan2(
√
a2 + b2 − c2, c)

2 a sinϕ+ b cosϕ = 0 ϕ = Atan2(−b, a) ∧ ϕ = Atan2(b,−a)

3 cosϕ = a ∧ sinϕ = b ϕ = Atan2(b, a)

4 cosϕ = a ϕ = Atan2(∓
√

1− a2, a)

5 sinϕ = b ϕ = Atan2(a,∓
√

1− a2)
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3.3.5 Algebraický př́ıstup řešeńı inverzńı kinematické úlohy

U manipulátor̊u, které se sestávaj́ı z v́ıce ramen zasahuj́ıćımi do třech rozměr̊u, je řešeńı je-
jich geometrie problematické. Důsledkem toho se pro odvozováńı inverzńı kinematické úlohy
využ́ıvá algebraický př́ıstup, který vycháźı ze znalosti maticové metody.

Pro šestiosý manipulátor je pozice a orientace koncového efektoru popsána matićı

TPočátek, Efektor = T17 =


s11 s12 s13 Px
s21 s22 s23 Py
s31 s32 s33 Pz
0 0 0 1

 , (3.3.42)

kde prvky sij reprezentuj́ı natočeńı a prvky Px, Py a Pz představuj́ı polohový vektor.

Pro analytické vyjádřeńı kloubových souřadnic manipulátoru se vycháźı z rovnosti známé trans-
formace (z rovnice 3.3.42) a součinu tranformačńıch matic, kterými lze popsat mechanismus.

T17 = T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6), (3.3.43)

kde qi jsou kloubové proměnné, které jsou hledány jako funkce prvk̊u matice TPočátek, Efektor.
Prvńı proměnná q1 se dá źıskat z následuj́ıćı rovnice:[

T12(q1)
]−1

T17 =
[
T12(q1)

]−1
T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6), (3.3.44)

kde součin
[
T12(q1)

]−1
T12(q1) = E, což je jednotková matice. Vztah 3.3.43 se t́ım zjednoduš́ı

na tvar [
T12(q1)

]−1
T17 = T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6). (3.3.45)

Pro nalezeńı daľśıch proměnných qi se postupuje obdobně.[
T12(q1)T23(q2)

]−1
T17 = T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6) (3.3.46)[

T12(q1)T23(q2)T34(q3)
]−1

T17 = T45(q4)T56(q5)T67(q6) (3.3.47)[
T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)

]−1
T17 = T56(q5)T67(q6) (3.3.48)

[
T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)

]−1
T17 = T67(q6) (3.3.49)

Řešeńı existuje ve tvaru dvanácti nelineárńıch rovnic. Jediná neznámá pro levou stranu rovnice
3.3.45 je q1. Dvanáct nelineárńıch prvk̊u pravé strany rovnice je bud’ rovno nule, nebo jsou
to konstanty, př́ıpadně jsou vyjádřeny jako funkce q2 až q6. V př́ıpadě, že porovnáme prvky
levé strany, které jsou funkćı q1, a prvky pravé strany, pak nalezneme kloubovou proměnnou q1
jako funkci s11, s12, ..., s33, Px, Py, Pz a fixńıch parametr̊u ramene. Jakmile se źıská q1, ostatńı
kloubové proměnné mohou být nalezeny stejným zp̊usobem. Neńı nezbytné, aby prvńı rovnice
vrátila q1, druhá q2 apod. Při hledáńı řešeńı inverzńı kinematické úlohy mohou být vyřešeny
rovnice (3.3.45 - 3.3.49) v libovolném pořad́ı [9].
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3.4 Uložeńı tuhých těles v prostoru

V reálných př́ıpadech nemuśı být možné zjedodušit problém na rovinnou úlohu. V takovém
př́ıpadě se postup řešeńı nijak neměńı, ale je třeba respektovat větš́ı pestrost vazeb (tzv. kine-
matických dvojic) a při početńım řešeńı větš́ı počet rovnic [10].

Pokud máme volné těleso v prostoru, lze zvolit tři nekolineárńı body A,B,C. Tyto tři body
definuj́ı rovinu a jej́ı poloha pak určuje polohu tělesa. Každý z uvedených bod̊u je popsán třemi
souřadnicemi, což je celkem 9 parametr̊u. Ne všechny jsou ale nezávislé. Protože uvažujeme
tuhé těleso, muśı být vzdálenost bod̊u neměnná, tj.

lAB =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 = konstanta [10]. (3.4.1)

Tuto vazbovou podmı́nku lze analogicky sestavit i pro lAC a lBC (obrázek 11). Celkem tedy
existuj́ı tři vazbové rovnice, kterým muśı souřadnice bod̊u vyhovovat. Polohu volného tělesa
v prostoru tedy popisuje 9 − 3 = 6 nezávislých souřadnic. Těleso má t́ım pádem šest stupň̊u
volnosti [10].

Obrázek 11: K vazbovým podmı́nkám volného tělesa v prostoru [10]

Uvolněńı rotačńı vazby

Rotačńı vazba je nižš́ı kinematická vazba (sousedńı tělesa se dotýkaj́ı v ploše), která zamezuje
pěti d́ılč́ım pohyb̊um (posuv ve směru os x, y, z, rotace okolo os y, z) [10]. Dva zp̊usoby uvolněńı
vazby jsou ukázány na obrázku 12.

Obrázek 12: Uvolněńı rotačńı vazby [10]
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3.5 Inverzńı dymanika

V úvodu bylo řečeno, že jednou z podmı́nek pro realizovatelnost pohybu jsou limitńı velikosti
kroutićıch moment̊u v jednotlivých pohonech. Nástroj, kterým lze źıskat velikosti reakčńıch
účink̊u a točivých moment̊u v pohonech, je inverzńı dynamická úloha. Metodou uvolňováńı lze
sestavit Newton - Eulerovy rovnice, které mechanismus popisuj́ı a obecně maj́ı tvar

Ms̈ =
n∑
i=1

Fi +
n∑
j=1

Qj, (3.5.1)

Isα+ ω × Isω =
n∑
i=1

Mi +
n∑
j=1

MQ
j [4]. (3.5.2)

Výhodou inverzńı dynamické úlohy je skutečnost, že pr̊uběhy rychlost́ı a úhlových zrychleńı
středisek hmotnost́ı jednotlivých člen̊u mechanismu známe z kapitoly 3.3.5 nebo 3.3.4. Výpočet
reakćı je tedy problematikou řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

3.5.1 Matice hmotových charakteristik

Matice M se nazývá matice hmotnosti a má tvar

M =

mi 0 0
0 mi 0
0 0 mi

 . (3.5.3)

Matice Is je matice setrvačnosti. Jej́ı složky lze vyjádřit pomoćı radius vektoru r1n = [xn yn zn]T

Is = −
∫
(m)

r2dm = −
∫
(m)

 0 −z2 y2
z2 0 −x2
−y2 x2 0

2

dm =

= −
∫
(m)

y22 + z22 −x2y2 −x2z2
−y2x2 z22 + x22 −y2z2
−z2x2 −z2y2 x22 + y22

2

dm =

=

 Ix −Dxy −Dxz

−Dyx Iy −Dyz

−Dzx −Dzy Iz

 , (3.5.4)

kde se prvky na hlavńı diagonále I nazývaj́ı momenty setrvačnosti k osám a prvky D mimo
hlavńı diagonálu deviačńımi momenty [4].

Tyto charakteristiky jsou ovšem vztažené k lokálńımu souřadnicovému systému. Dle potřeby je
možné tyto charakteristiky přepoč́ıtat do jiného systému souřadnic. Tento přepočet vycháźı z
rovnosti kinetické energie bez ohledu na souřadnicový systém, ve kterém je vyjádřena. Výsledný
vztah se dá zapsat jako

ISi
= SijIjS

T
ij [4]. (3.5.5)
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3.5.2 Zrychleńı a úhlová zrychleńı středisek hmotnosti

Postupem, který byl odvozen v části 3.3.5, źıskáváme úhly natočeńı v jednotlivých lokálńıch
souřadnicových systémech, tzv. relativńı úhly. Pro aplikaci Newton - Eulerových rovnic je třeba
nalézt zrychleńı s̈ a úhlové rychlosti ω a úhlová zrychleńı α středisek hmotnost́ı člen̊u mecha-
nismu v inerciálńı vztažné soustavě.

Zrychleńı středisek hmotnosti

Jako vztažný souřadnicový systém pro rovnice popisuj́ıćı translačńı pohyb je vhodné zvolit
globálńı systém. K źıskáńı zrychleńı s̈ v tomto systému je možné využ́ıt maticové metody a
př́ımé kinematické úlohy, která je popsána v kapitole 3.3.1.

Úhlová zrychleńı středisek hmotnosti

Bylo ukázano, že přepočet matice setrvačnosti Is do globálńıho systému je možný, pokud je
třeba. Z d̊uvodu sńıžeńı výpočetńı náročnosti jsou rovnice popisuj́ıćı rotačńı pohyb vztažený k
lokálńım systémům jednotlivých člen̊u. Přepočet tedy neńı potřebný.

Souřadnice ϕx, ϕy a ϕz jsou právě Cardanovy úhly. Jejich derivaćı lze źıskat relativńı úhlové
rychlosti ω a úhlová zrychleńı α.

ω =
∂ϕ

∂t
(3.5.6)

α =
∂ω

∂t
=
∂2ϕ

∂t2
(3.5.7)

3.5.3 Metoda uvolňováńı a transformace reakćı mezi systémy

Uvolněńı rotačńı vazby bylo popsáno v kapitole 3.4. Pro výpočet reakčńıch účink̊u (a moment̊u
na pohonech) je nezbytné provést uvolněńı vazeb v inerciálńı vztažné soustavě. Z d̊uvodu sys-
tematičnosti lze uvoleněńı otevřených kinematických řetězc̊u provést tak, že reakčńı účinky
respektuj́ı orientaci lokálńıho souřadnicového systému tělesa mechanismu. Pro sestaveńı po-
hybových rovnic členu mechanismu je tedy třeba reakčńı účinky vazby promı́tnout do tohoto
systému. Pro názornost je tento krok schématicky zobrazen na obrázku 13.

A

B

Oi−1

Oi

Oi+1

rA,i−1

rA,i

rB,i

rB,i+1

Ri−1,x

Ri−1,y
Ri,x

Ri,y

Ri+1,x

Ri+1,y Ri,xRi,y

xi−1

yi−1
xi

yi

xi+1

yi+1

Ti−1,i

Ti,i+1

Obrázek 13: Schématické zobrazeńı transformace reakčńıch účink̊u
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Pro silové rovnice v systému i pak plat́ı

n∑
k=1

iFk = iRk + Si,i+1 · i+1Rk,i+1︸ ︷︷ ︸
iRk

, (3.5.8)

kde

Rk =

Rkx

Rky

Rkz

 . (3.5.9)

A pro momentové rovnice

n∑
k=1

iMk = iMk + ri+1 × (Si,i+1 · i+1Rk︸ ︷︷ ︸
iMk

), (3.5.10)

kde

Mk =

Mkx

Mky

Mkz

 . (3.5.11)

Vektor vněǰśıch sil Q

Vektor Q je vektor vněǰśıch silových účink̊u. Zahrnuje tedy t́ıhy od jednotlivých člen̊u mecha-
nismu a vněǰśı silové účinky.

Q =
[
Q1, Q2, Q3, ..., Qn

]T
(3.5.12)

3.5.4 Řešeńı inverzńı dynamiky

Stanoveńım výše zmı́něných proměnných v rovnićıch 3.5.8, 3.5.10 a 3.5.12 se řešeńı inverzńı
dynamiky zredukuje na problém řešeńı soustavy lineráńıch rovnic.

Pokud proměnné na pravých stranách rovnic 3.5.1 a 3.5.2 označ́ıme jako A, lze soustavu zapsat
jako

Ms̈ = AR + Q, (3.5.13)

kde vektor R představuje vektor neznámých reakćı.
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3.6 Optimalizace pomoćı genetických algoritmů

Optimalizačńı algoritmy se použ́ıvaj́ı k nalezeńı vhodného (optimálńıho) řešeńı problému zejména
v př́ıpadech, kdy neńı znám matematický popis řešeńı problému. Tyto metody jsou založeny na
r̊uzných zp̊usobech prohledáváńı prostoru řešeńı. Je tedy zřejmé, že rychlost nalezeńı výsledku
záviśı na vhodném vymezeńı prostoru, kde se hledané řešeńı nacháźı.

V principu nejjednodušš́ı jsou algoritmy založené na ,,hrubé śıle”. Takové algoritmy vygeneruj́ı
všechna možná řešeńı a vyberou z nich takové, které nejlépe odpov́ıdá zadanému kritériu. Tyto
algoritmy vždy najdou optimálńı globálńı řešeńı, ale kv̊uli dramaticky nar̊ustaj́ıćı složitosti jsou
použitelné pouze pro malé počty proměnných.

Genetické algoritmy

Genetické algoritmy využ́ıvaj́ı tzv. heuristiku, což je postup rozhoduj́ıćı o směru a velikosti
daľśıho kroku algoritmu na základě informaćı źıskaných v předchoźıch kroćıch. Prvńı jej popsal
John Holland ve článku ,,Adaptation in Natural and Artificial Systems” (Michigan Press, 1975).
Tyto metody jsou inspirovány přirozenými procesy v př́ırodě, jak je popsal Charles Darwin v
jeho teorii o vývoji druh̊u, a simuluj́ı boj jednotlivých organismů (jedinc̊u) o přežit́ı [11].

3.6.1 Princip funkce

Každý jedinec je kandidátém řešeńı dané úlohy a jeho kvalita je kvantitativně vyjádřena tzv.
ohodnocovaćı funkćı (fitness funkce). Úkolem genetického algoritmu je ,,vyšlechtit” takového
jedince (řešeńı), pro kterého bude tato ohodnocovaćı funkce vycházet nejlépe.

Inicializace

Proces zač́ıná stanoveńım počátečńı populace, která je složena z jedinc̊u. Každý jedinec repre-
zentuje řešeńı problému. Jedinci jsou charakterizovány parametry, které se nazývaj́ı geny. Geny
jsou svázány do řetězc̊u, které se označuj́ı jako chromozomy [12]. Tyto základńı pojmy jsou pro
přehlednost znázorněny na obrázku 14.

Gen

Chromozom

Populace

A1 0 0 0 0 0 0

A2 1 1 1 1 1 1

A3 1 1 0 1 0 1

Obrázek 14: Populace, chromozomy a geny

Fitness funkce

Fitness funkce stanov́ı vhodnost daných jedinc̊u (schopnost jedince soupeřit s ostatńımi je-
dinci). Dle této vhodnosti jsou pak vybráni jedinci pro následnou reprodukci, t́ım jejich geny
(parametry řešeńı), které se zdaj́ı vhodné, pokračuj́ı do daľśı generace [12].
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Kř́ıžeńı

Kř́ıžeńı je nejvýznamněǰśı část́ı genetického algortimu. Pro každý pár rodič̊u je náhodně zvolen
bod kř́ıžeńı mezi geny. Potomek je potom tvořen vzájemnou výměnou gen̊u rodič̊u a zařazen
do populace [12]. Princip kř́ıžeńı je znázorněn na obrázku 15.

A1 0 0 0 0 0 0

A2 1 1 1 1 1 1

Bod kř́ıžeńı

A4 1 1 1 0 0 0

A5 0 0 0 1 1 1

Obrázek 15: Kř́ıžeńı: Rodiče A1 a A2, potomci A3 a A4

Mutace

Mnohem méně pravděpodobným výskytem v porovnáńı s kř́ıžeńım je genetický operátor mu-
tace. Spoč́ıvá v náhodné záměně gen̊u chromozomu jedince [12]. Proces mutace je znázorněn
na obrázku 16.

Před mutaćı: A4 1 1 1 0 0 0

Po mutaci: A4 1 1 0 1 1 0

Obrázek 16: Mutace: Před a po mutaci

Mutace zajǐst’uje diverzitu v populaci a zabraňuje ztrátě potenciálně užitečného genetického
materiálu a předčasné konvergenci populace.

Zhodnoceńı

Posledńı část́ı algoritmu je porovnáńı předchoźı a právě vytvořené generace. Ukončeńı procesu
je možné volit r̊uznými podmı́nkami. Nejčastěji se však použ́ıvá maximálńı počet generaćı nebo
ukončeńı, pokud nové generace nejsou výrazně rozd́ılné od předchoźıch [12].

3.6.2 Klady a zápory genetických algoritmů

Mezi hlavńı výhody genetických algoritmů patř́ı:

• Nevyžaduj́ı žádné speciálńı znalosti o ćılové funkci.

• Jsou odolné v̊uči sklouznut́ı do lokálńıho optima.

• Maj́ı velmi dobré výsledky u problémů s rozsáhlými množinami př́ıpustných řešeńı.

Nevýhodami jsou potom:

• Maj́ı problém s nalezeńım přesného optima.

• Vyžaduj́ı velké množstv́ı vyhodnocováńı ćılové funkce [13].
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3.7 Formulace optimalizačńıho kritéria

Při robotických aplikaćıch je třeba dbát na dvě věci, těmi jsou strojový čas a energetické nároky.
Úspory na energíıch, byt’ minimálńı, jsou d̊uležité, protože aplikace, které vyžaduj́ı nahrazeńı
člověka robotem, jsou zpravidla velkosériové (dlouhé časové obdob́ı).

3.7.1 Minimálńı strojový čas

U aplikaćı, kde by byl jediným kritériem strojový čas bez ohledu na energetické nároky vystu-
puje jako jediná proměnná délka trajektorie.

Při uvažováńı trajektorie v podobě v́ıce segment̊u Bézierovy křivky navazuj́ıćıch na sebe s
C2 spojitost́ı jsou optimalizačńımi parametry souřadnice bod̊u V1 = [V1x, V1y, V1z] a V2 =
[V2x, V2y, V2z]. Ostatńı souřadnice ř́ıdićıch bod̊u ř́ıdićıch polygon̊u křivky jsou pak odvozeny ze
souřadnic těchto bod̊u.

Optimalizačńı kritérum lze formulovat jako

krit = min(
n∑
i=1

∫ β

α

√
(ϕ′i(t))

2 + (φ′i(t))
2 + (χ′i(t))

2 dt), (3.7.1)

kde n je počet segment̊u křivky a integrál vyjadřuje délku segmentu (viz kapitola 3.2).

3.7.2 Minimálńı energetické nároky

V daľśı části budeme uvažovat aplikaci, např. obráběńı odlitk̊u, kde je obráběćı čas dlouhý v
porovnáńı s pohybem robota. V takovém př́ıpadě by bylo vhodné zvolit takovou trajektorii,
která bude nejméně energeticky náročná.

Pro kroutićı moment elektromotoru plat́ı

M =
Pm
ω
, (3.7.2)

kde n jsou otáčky elektromotoru a Pm je př́ıkon elektromotoru definován jako

Pm = UI. (3.7.3)

Ze vztah̊u vyplývá 3.7.2 a 3.7.3, že existuje relace mezi proudem I, napět́ım U a kroutićım
momentem M . Pro zjednodušeńı bude minimalizace energetických nárok̊u omezena na mini-
malizaci součinu kroutićıch moment̊u na pohonech a úhlové rychlosti.

Hnaćı momenty v pohonech mohou být jak kladné, tak záporné, proto je kritérium ćıleno
na minimum absolutńıch hodnot součin̊u okamžitých moment̊u a úhlových rychlost́ı.

krit = min

(
n∑
i=1

∫ t

0

|Miωi| dt

)
, (3.7.4)

kde n je počet stupn̊u volnosti (počet pohon̊u).
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Vyhodnoceńı výsledk̊u při kritériu minimálńıch energetických nárok̊u

Z d̊uvodu zjednodušeńı minimalizace energetických nárok̊u je třeba si uvědomit, že výsledné
momenty nejsou jasným ukazatelem úspory. Všechny pohony na pr̊umyslových manipulátorech
nemuśı být totiž stejné, t́ım pádem mohou mı́t rozd́ılné parametry. Je potřeba jednotlivým
hnaćım moment̊um přǐradit váhu dle parametr̊u elektromotor̊u.

3.7.3 Hledáńı vyváženého poměru rychlosti a náročnosti trajektorie

V některých aplikaćıch se může stát, že trajektorie bude zbytecně rychlá a t́ım pádem i zbytečně
energeticky náročná. V takovém př́ıpadě by bylo vhodné zvolit trajektorii, která bude ,,poma-
leǰśı”, ale je možné uspořit na energii.

V tomto př́ıpadě je třeba zvolit vhodný poměr úspory strojového času ku energetickým nárok̊um.
Prvńım krokem je vyrovnáńı vah jednotlivých funkćı (délka trajektorie, hnaćı momenty a úhlové
rychlosti). Nejjednodušš́ı metoda je vzájemné vynásobeńı řádem druhé funkce. Tento krok re-
prezentuj́ı koeficienty r1 a r2.

Pozn.: Pokud jsou funkčńı hodnoty funkce f řádově deśıtky a funkčńı hodnoty funkce g tiśıce,
přenásob́ı se funkce f tiśıcem a funkce g deseti.

V druhém kroku se muśı zvolit koeficienty k1, k2, které přisuzuj́ı d̊uležitost jednotlivým kritéríım.
Kritérium pro optimalizaci pak lze formulovat jako

krit = min

(
k1r1

n∑
i=1

∫ β

α

√
(ϕ′i(t))

2 + (φ′i(t))
2 + (χ′i(t))

2 dt+ k2r2

n∑
i=1

∫ t

0

|Miωi| dt

)
. (3.7.5)

Dále je třeba diskutovat ekonomické dopady volby tohoto poměru. Může se totiž stát, že zpo-
maleńı strojového času o procenta povede k násobně větš́ı úspoře na energíıch. Toto rozhodnut́ı
záviśı na charakteru aplikace.
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4 Aplikace

V praktické části je zvolen konkrétńı robotický manipulátor, pro který bude odvozeno řešeńı
inverzńı kinematické i dynamické úlohy. Toto řešeńı bude následně naprogramováno v prostřed́ı
MATLAB. Následně bude proveden návrh trajektorie pomoćı C2 spojitých Bézierových křivek
(kap. 3.2). Nakonec bude trajektorie optimalizována pomoćı genetického algoritmu (kap. 3.6)
dle kritéríı popsaných v kapitole 3.7.

4.1 Popis robota

K optimalizaci pohybu konrétńıho mechanismu byl vybrán robot Racer 7 - 1,4 od společnosti
Comau (obrázek 17). Manipulátor má nosnost 7 kg a v praxi je vhodný pro aplikace jako je
měřeńı, svařováńı, zakládáńı, baleńı, leštěńı.

Obrázek 17: Racer 7 - 1,4

Jedná se o antropomorfńı robotický manipulátor se sférickým zápěst́ım a řad́ı se do skupiny
neredundantńıch manipulátor̊u (nemá v́ıce nezávislých aktivńıch kloubových souřadnic než je
stupn̊u volnosti) se šesti stupni volnosti (3 posuvné a 3 rotačńı) koncového efektoru. Mani-
pulátor je tak schopen polohovat sv̊uj koncový efektor do libovolné polohy (pozice a orientace)
v prostoru v rámci dosažitelnosti.
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4.2 Kinematika mechanismu

Výhodou při řešeńı kinematiky manipulátoru se sférickým zápěst́ım je skutečnost, že úloha
jde rozdělit do dvou část́ı. Prvńı část řeš́ı polohu zápěst́ı v kartézském souřadnicovém systému
a druhá potom řeš́ı orientaci koncového efektoru. K odvozeńı analytických vztah̊u pro řešeńı
inverzńı kinematiky bylo využito algebraického př́ıstupu popsaného v kapitole 3.3.5.

Obrázek 18: Racer 7 - 1,4 ve schématickém zobrazeńı

Označeńı člen̊u mechanismu zač́ıná od pořadového č́ısla 2, protože č́ıslo 1 je rezervováno pro
základńı rám. D-H parametry translačńı části řešeného mechanismu jsou uvedeny v tabulce
2. Vzhledem k tomu, že provedené řešeńı inverzńı kinematické úlohy sférického zápěst́ı vraćı
Eulerovy úhly ZYZ, což neńı v souladu s D-H úmluvou, nejsou tyto parametry v tabulce 2
uvedeny.

Tabulka 2: D-H parametry translačńı části manipulátoru

Člen ai αi di φi

2 a2 0 d2 φ1

3 a3
π
2

0 φ2

4 a4 0 0 φ3
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Pro odvozeńı analytického řešeńı kinematiky mechanismu je připomenuta rovnice 3.3.43 popi-
suj́ıćı celý mechanismus

T17 = T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6), (4.2.1)

kde qi jsou kloubové proměnné.

Tyto proměnné jsou hledány jako funkce prvk̊u matice T17. Vynásobeńım rovnice inverźı matice

T12(q1) a platnost́ı vztahu
[
T12(q1)

]−1
T12(q1) = E lze rovnici upravit do tvaru[

T12(q1)
]−1

T17 = T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6).

4.2.1 Řešeńı antropomorfńıho ramene manipulátoru

Pro řešeńı úlohy polohy sférického zápěst́ı je třeba zavést kompenzaci délky koncového efektoru
vzhledem k požadované trajektorii manipulátoru. Z obrázku 18 je vidět, že orientace koncového
efektoru je dána

S17 =
[
n s a

]
=

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 . (4.2.2)

Poloha sférického zápěst́ı se potom stanov́ı jako

Pw = P− d7 a. (4.2.3)

Jak bylo řečeno manipulátory se šesti stupni volnosti a Eulerovým zápěst́ım lze rozdělit na řešeńı
úlohy polohy zápěst́ı a úlohu orientace koncového efektoru. Pro řešeńı ramene manipulátoru se
tedy stač́ı omezit na prvńı tři klouby manipulátoru. Rovnice transformace pak má tvar

T14 = T12(q1)T23(q2)T34(q3). (4.2.4)

Ze znalosti maticové metody, geometrie mechanismu a využit́ım Denavit-Hartenbergovy úmluvy
lze transformaci mezi globálńım systémem 1 a souřadnicovým systémem tělesa 2 vyjádřit jako

T12 = Tz(d2)Tϕz(φ1)Tx(a2). (4.2.5)

Transformace mezi následuj́ıćımi lokálńımi systémy jsou definovány následně:

T23 = Tϕx

(π
2

)
Tϕz(φ2)Tx(a3), (4.2.6)

T34 = Tϕz(φ3)Tx(a4). (4.2.7)

Dosazeńım př́ıslušných transformačńıch matic do rovnice 4.2.4 źıskáváme
s11 s12 s13 Px
s21 s22 s23 Py
s31 s32 s33 Pz
0 0 0 1

 =


cφ1 −sφ1 0 a2cφ1

sφ1 cφ1 0 a2sφ1

0 0 1 d2
0 0 0 1




cφ2 −sφ2 0 a3cφ2

0 0 −1 0
sφ2 cφ2 0 a3sφ2

0 0 0 1




cφ3 −sφ3 0 a4cφ3

sφ3 cφ3 0 a4sφ3

0 0 1 0
0 0 0 1


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
cφ1 sφ1 0 −a2
−sφ1 cφ1 0 0

0 0 1 −d2
0 0 0 1



s11 s12 s13 Px
s21 s22 s23 Py
s31 s32 s33 Pz
0 0 0 1

 =


cφ2 −sφ2 0 a3cφ2

0 0 −1 0
sφ2 cφ2 0 a3sφ2

0 0 0 1




cφ3 −sφ3 0 a4cφ3

sφ3 cφ3 0 a4sφ3

0 0 1 0
0 0 0 1



. . . Pxcφ1 + Pysφ1 − a2
. . . Pycφ1 − Pxcφ1

. . . Pz − d2
0 0 0 1

 =


. . . a3cφ2 + a4c(φ2 + φ3)
. . . 0
. . . a3sφ2 + a4s(φ2 + φ3)
0 0 0 1

 (4.2.8)

Úhel natočeńı φ1

Porovnáńım prvk̊u matic (2,4) z obou stran rovnice 4.2.8 lze stanovit nezávislou kloubovou
souřadnici φ1 jako

φ1 = Atan2(Py, Px) nebo φ1 = Atan2(−Py,−Px). (4.2.9)

Úhel natočeńı φ3

Pokud se sečtou kvadráty prvk̊u (1,4) a (3,4) rovnice 4.2.8, lze odvodit vztah pro výpočet
kloubové souřadnice φ3.

(Pxcφ1 +Pysφ1−a2)2 + (Pz−d2)2 = (a3cφ2 +a4c(φ2 +φ3))
2 + (a3sφ2 +a4s(φ2 +φ3))

2, (4.2.10)

což lze pomoćı součtových goniometrických vzorc̊u zjednodušit na tvar

cosφ3 =
(Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2 + (Pz − d2)2 − a23 − a24

2a3a4
. (4.2.11)

Ve vztahu 4.2.11 je vidět analogie se vztahem 4 z tabulky 1. Úhel natočeńı φ3 lze dle tabulky
1 vypoč́ıtat jako

φ3 =Atan2

(
(Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2 + (Pz − d2)2 − a23 − a24

2a3a4
,

±

√√√√1−

(
(Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2 + (Pz − d2)2 − a23 − a24

2a3a4

)2)
(4.2.12)

Úhel natočeńı φ2

Úhel natočeńı ϕ2 je možné odvodit z porovnáńı prvk̊u (1,4) rovnice 4.2.4.

Pxcφ1 + Pysφ1 − a2 = a3cφ2 + a4c(φ2 + φ3), (4.2.13)

což lze upravit do tvaru

(a3 + a4 cosφ3) cos(φ2)− a4 sinφ3 sinφ2 = Pxcφ1 + Pysφ1 − a2, (4.2.14)
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kde je vidět analogie se vztahem 1 z tabulky 1. S odkazem na řešeńı z tabulky 1 lze řešeńı v
uzavřené formě pro úhel φ2 určit jako

φ2 =Atan2(−a4 sin, (a3 + a4 cosφ3)) (4.2.15)

∓ Atan2(
√

(−a4 sin)2 + (a3 + a4 cosφ3)2 − (Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2, Pxcφ1 + Pysφ1 − a2).

4.2.2 Řešeńı sférického zápěst́ı manipulátoru

Rovnice popisuj́ıćı mechanismus (3.3.43) lze přepsat do tvaru

T17 = T14T47, (4.2.16)

kde transformacni matice T14(φ1, φ2, φ3) může být vypoč́ıtána př́ımou kinematickou úlohou.
Úloha orientace koncového efektoru je pak otázkou řešeńı rovnice

S47(φ4, φ5, φ6) = ST
14S17. (4.2.17)

Analogickým vyjádřeńım transformaćı mezi systémy 4 až 7 jako

T45 = Tϕz(φ4), (4.2.18)

T56 = Tϕz(φ5), (4.2.19)

T67 = Tϕz(φ6)Tz(d7) (4.2.20)

a dosazeńım matic směrových kośın̊u do rovnice 4.2.17 lze źıskat matici směrových kośın̊u S47.

S47 =

cφ4cφ6sφ5 − sφ4sφ6 −cφ6sφ4 − cφ4cφ5sφ6 cφ4sφ5

cφ4sφ6 + cφ6cφ5sφ4 cφ4cφ6 − cφ5sφ4sφ6 sφ4sφ5

cφ5sφ6 − cφ6sφ5 cφ6sφ5 + sφ6sφ5 0

 =

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 = ST
14S17.

(4.2.21)
Řešeńım této soustavy nelineárńıch rovnic lze určit úhly φ4, φ5, φ6. Tyto úhly jsou relativńı
Eulerovy úhly ZYZ vzhledem k systému 4 a lze je vypoč́ıtat jako

φ4 = Atan2(s23, s13), (4.2.22)

φ5 = Atan2
(√

s213 + s223, s33

)
, (4.2.23)

φ6 = Atan2(s32,−s31) (4.2.24)

pro φ5 ∈< 0; π >, a

φ4 = Atan2(−s23,−s13), (4.2.25)

φ5 = Atan2
(
−
√
s213 + s223, s33

)
, (4.2.26)

φ6 = Atan2(−s32, s31) (4.2.27)

pro φ5 ∈< −π; 0 >.
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4.2.3 Limitńı hodnoty parametr̊u

Na obrázku 19 jsou zobrazeny geometrické rozměry ramen, kloub̊u a jejich vzájemné uspořádáńı.
Rovněž je zde vidět, jak vypadaj́ı kinematické dvojice a jaké jsou jejich možnosti.

Obrázek 19: Výkres manipulátoru Racer 7 - 1,4 [www.comau.com]
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Pro přehlednost jsou limitńı úhly natočeńı jednotlivých os manipulátoru zaneseny v tabulce 3.

Tabulka 3: Limitńı úhly natočeńı os

Osa Dolńı mez úhlu natočeńı Horńı mez úhlu natočeńı

1 -165◦ +165◦

2 -85◦ +155◦

3 -170◦ 0◦

4 -210◦ +210◦

5 -135◦ +135◦

6 -2700◦ +2700◦

Geometrické rozměry jednotlivých ramen jsou uvadeny v tabulce 4.

Tabulka 4: Rozměry ramen robota

Označeńı ramene i xi [mm] yi [mm] zi [mm]

1 150 - 430

2 0 - 590

3 684 - 130

4 100 - -
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4.3 Dynamika mechanismu

Při robotických aplikaćıch může být navrhovaná trajektorie, krom limit̊u robotu a překážek v
pracovńım prostoru, v podstatě libovolná. Totéž nelze ř́ıct o orientaci koncového efektoru, jehož
správná činnost může být podmı́něna konkrétńım natočeńım. Ze vztahu 4.2.3 a předepsané ori-
entace efektoru potom vyplývá jediná možná trajektorie pro zápěst́ı. Vzhledem k této skutečnosti,
bude dynamická úloha provedena pouze pro prvńı tři členy mechanismu, které stanovuj́ı polohu
zápěst́ı.

Řešeńı dynamiky manipulátoru je provedeno pomoćı metody uvolňováńı a Newton - Eulerových
rovnic popsaných v kapitole 3.5.

Hmotnostně setrvačné charakteristiky

Pro zjednodušeńı je uvažována pr̊uměrná hustota jako homogenńı hustota pro všechny členy
mechanismu.

ρ =
m

V
[kg ·m−3], (4.3.1)

kde m = 190, 56 kg je hmotnost robotu uvedená na, výkrese na obrázku 19.

V = 0, 0256 m3 je objem robotu odečtený z CAD dat poskytovaných výrobcem.

ρ =
190, 56

0, 0256
= 7421.88 kg ·m−3

Hmotnosti jednotlivých člen̊u mechanismu jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce:

Tabulka 5: Hmotnosti člen̊u mechanismu a polohy středisek hmotnosti v lokálńıch systémech

Člen xi [mm] yi [mm] zi [mm] mi [kg]

2 16, 49 57, 34 −79, 79 102, 31

3 268, 93 0, 42 −43, 61 24, 95

4 183, 57 −104, 36 97, 28 54, 71

Pomoćı programu Inventor 2017 byly odečteny polohy jednotlivých středisek hmotnosti člen̊u
mechanismu z CAD dat, které poskytuje výrobce.

Matice setrvačnosti jsou potom vypoč́ıtány dle vztahu 3.5.4.Výpočet je proveden na základě
údaj̊u z tabulky 5. Vypoč́ıtané hodnoty moment̊u setrvačnosti a deviačńıch moment̊u [kg ·m2]
jsou potom:

I2 =

 0, 99 −0, 09 0, 16
−0, 09 0, 68 0, 49
0, 16 0, 49 0, 36

 , I3 =

 0, 05 −0, 01 0, 29
−0, 01 1, 85 0, 01
0, 29 0, 01 1, 81

 , I4 =

 1, 11 1, 05 −0, 98
1, 05 2, 36 0, 56
−0, 98 0, 56 2, 44

 .
(4.3.2)
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4.3.1 Uvolněńı mechanismu

Mechanismus byl uvolněn dle schématu na obrázku 20.

A

B

C

S2

x2y2

z2

2RAx2RAy

2RAz

2RBx
2RBy

2RBz 2RCx

2RCy
B

C

D

E

S3

x3

y3
z3

3RBx

3RBy

3RBz 3RCx

3RCy

3RDy

3RDx

3RDz

3REy

3RDx

D

E

W
S4

x4
z4

y4

4RDx

4RDz

4RDy

4REx

4REy

MH2 MH2

MH3

MH3

MAx
MAy

MAH1

Obrázek 20: Uvolněńı mechanismu

Byly sestaveny části pravých stran rovnic 3.5.1 a 3.5.2, které popisuj́ı vnitřńı silové účinky:

∑
F2 = S12

2RAx
2RAy
2RAz

+ S13

3RBx
3RBy
3RBz

+ S13

3RCx
3RCy

0

 , (4.3.3)

∑
M2 =2rA ×

2RAx
2RAy
2RAz

+ 2rB ×

(
S23

3RBx
3RBy
3RBz

)+ 2rC ×

(
S23

3RCx
3RCy

0

)+

 2MAx
2MAy
2MAH1

+ S23

 0
0

3MCH2

 , (4.3.4)

∑
F3 = S14

4RDx
4RDy
4RDz

+ S14

4REx
4REy

0

− S13

3RBx
3RBy
3RBz

− S13

3RCx
3RCy
3RCz

 , (4.3.5)

∑
M3 =3rD ×

(
S34

4RDx
4RDy
4RDz

)+ 3rE ×

(
S34

4REx
4REy

0

)− 3rB ×

3RBx
3RBy
3RBz

−
3rC ×

3RCx
3RCy

0

+ S34

 0
0

4MEH3

−
 0

0
3MCH2

 , (4.3.6)
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∑
F4 = −S14

4RDx
4RDy
4RDz

− S14

4REx
4REy

0

 , (4.3.7)

∑
M4 = −4rD ×

4RDx
4RDy
4RDz

− 4rE ×

4REx
4REy

0

−
 0

0
4MEH3

 . (4.3.8)

Části pravých stran Newton-Eulerových rovnic, které popisuj́ı vněǰśı silové účinky, byly stano-
veny jako

∑
Q2 = −S12

 0
0
m2g

 , ∑
Q3 = −S13

 0
0
m3g

 , ∑
Q4 = −S14

 0
0
m4g

− ST
14

 0
0
Gz

 ,
∑

MQ
2 =

0
0
0

 , ∑
MQ

3 =

0
0
0

 , ∑
MQ

4 = −4rEF ×

 0
0
Gz

 . (4.3.9)

kde člen Gz vyjadřuje t́ıhu koncového efektoru. Vzhledem k maximálńı nosnosti manipulátoru
byla zvolena hmotnost koncového efektoru 7 kg. T́ıhová śıla efektoru je pak vypoč́ıtána jako

Gz = mg = 7 · 9, 81 = 68, 67 N. (4.3.10)

V rovnićıch 4.3.3 až 4.3.9 vystupuj́ı kromě neznámých reakčńıch účink̊u i t́ıhy jednotlivých
člen̊u mechanismu. V momentových rovnićıch nav́ıc figuruj́ı ramena sil, což jsou radius vektory
vedoućı z daného střediska hmotnosti k vazbám. Tyto vektory byly odměřeny pomoćı programu
Inventor 2017 jako vektory v lokálńıch souřadnicových systémech a jejich velikosti jsou uvedeny
v tabulce 6.

Tabulka 6: Radius vektory vazeb

Označeńı vektoru xi [mm] yi [mm] zi [mm]

2rA -150 0 -253.4

2rB 0 0 0

2rC 0 -110 0

3rB 0 0 0

3rC 0 0 -110

3rD 590 0 -110

3rE 590 0 0

4rD 0 0 -110

4rE 0 0 0

4rEF 130 -684 0
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4.4 Návrh trajektorie

Pro optimalizačńı úlohu je uvažován pracovńı prostor, ve kterém se nacháźı dvě překážky. Prvńı
překážka, kterou lze popsat okrajovými podmı́nkami

x > 900 pro y > 0, (4.4.1)

y > 900− x pro 800 < x < 900 ∧ y > −100 prox > 900 (4.4.2)

může reprezentovat např. stěnu CNC stroje. Druhá překážka, kterou lze obdobně popsat okra-
jovými podmı́nkami

400 <x < 600, (4.4.3)

−200 <y < 600, (4.4.4)

0 <z < 550, (4.4.5)

reprezentuje např. produkt či jiné zař́ızeńı v pracovǐsti.

Jsou stanoveny čtyři pr̊ujezdńı body B1, B2, B3 a B4. Tyto body mohou reálně představovat
např. mı́sta pro bodové svary nebo měřeńı výrobku.

B1 = [1050, -200, 625]

B2 = [700 , 0 , 500]

B3 = [700 , 600 , 500]

B4 = [300 , 600 , 500]

Na obrázku 21 je zobrazen pracovńı prostor s překážkami, pr̊ujezdńı body a navrhovaná tra-
jektorie, která se skládá ze tř́ı segment̊u Beziérových křivek.

Obrázek 21: Trajektorie v pracovńım prostoru
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Orientace koncového efektoru

Pro tuto aplikaci byla zvolena orientace koncového efektoru jako konstantńı ve směru svisle
dol̊u. Pomoćı Eulerových úhlu lze předepsaná poloha vyjádřit jako

S17 = Sz(0)Sy(π)Sz(0) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 (4.4.6)

Pro výpočet trajektorie sférického zápěst́ı je využito vztahu 4.2.3

PW = P− d6

 0
0
−1

 (4.4.7)

Na obrázku 22 je znázorněna trajektorie koncového efektoru a trajektorie zápěst́ı.

Obrázek 22: Trajektorie v pracovńım prostoru s trajektoríı efektoru

Vzhledem k překážkám v pracovńım prostoru a předepsané orientaci efektoru je zřejmé, že
pokud trajektorie zápěst́ı vyhovuje okrajovým podmı́nkám, pak jim vyhovuje i trajektorie
koncového efektoru, jej́ıž ř́ıdićı body ř́ıdićıch polygon̊u jsou uvedeny v tabulce 7.
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Tabulka 7: Ř́ıdićı body ř́ıdićıch polygon̊u navrhované trajektorie

Segment křivky 1 2 3

1. ř́ıdićı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3

P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]

2. ř́ıdićı bod P21 = [1103,−124, 600] P22 = [600, 152, 464] P23 = [697, 718, 544]

3. ř́ıdićı bod P31 = [800,−152, 536] P32 = [703, 482, 456] P33 = [588, 622, 640]

4. ř́ıdićı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4

P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]

Na obrázku 23 jsou vyneseny pr̊uběhy souřadnic trajekorie v kartézském systému x, y a z.

Obrázek 23: Pr̊uběhy souřadnic navrhované trajektorie

O realizovatelnosti pohybu vypov́ıdá graf na obrázku 24, kde jsou vyneseny pr̊uběhy úhlu
natočeńı φ1, φ2 a φ3 a jejich limitńı hodnoty dané specifikacemi robotu a úhlové rychlosti a
zrychleńı v pohonech.
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Obrázek 24: Pr̊uběhy kloubových souřadnic a jejich prvńıch a druhých derivaćı
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Dosazeńım derivaćı vektorové rovnice Bézierovy kubiky (3.2.3) do vztahu pro výpočet délky
křivky (3.2.11) dostává rovnice pro délku křivky podobu

lcelk =
3∑
i=1

∫ t

0

√(
(−3t2 + 6t− 3)P1i + (9t2 − 12t+ 3)P2i + (−9t2 + 6t)P3i + 3t2P4i

)2
dt.

(4.4.8)
Výpočet je realizován pomoćı numerické derivace obdelńıkovou metodou. Celková délka křivky
pro tuto navrhovanou trajektorii vycháźı

lcelk = 3054, 6 mm. (4.4.9)

Na obrázku 25 jsou vyobrazeny pr̊uběhy hnaćıch moment̊u M1, M2 a M3.

Obrázek 25: Pr̊uběhy hnaćıch moment̊u

Pro kvantifikaci spotřebované energie byl, d̊usledkem zjednodušeńı popsaných v kap. 3.7, zvolen
součet součin̊u obsah̊u ploch pod jednotlivými momentovými křivkami a křivkami př́ıslušných
úhlových rychlost́ı

W =
3∑
i=1

∫ t

0

|Miωi| dt. (4.4.10)

Moment śıly může nabývat jak kladné, tak záporné hodnoty na rozd́ıl od kvadrát̊u derivaćı v
rovnici 4.4.8. V numerické integraci je proto uvažována absolutńı hodnota moment̊u.

Energetické nároky pro realizaci pohybu po této navrhované trajektorii je

W = 139, 15 Nm.
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4.5 Optimalizace trajektorie

V následuj́ıćı části bude trajektorie, uvažovaná v kap. 4.4, optimalizována dle kritéríı, která
byla obecně popsána v kapitole 3.7.

Úloha optimalizace se zredukovala na problém hledáńı šesti neznámých parametr̊u - souřadnic
ř́ıdićıch bod̊u P21 a P31 v kartézském souřadicovém systému (kap. 3.7). Genetický algoritmus
hledá vhodná řešeńı s ohledem na okrajové podmı́nky, popsané v kap. 4.4, a kritéríı, která jsou
formulována dle hledaného řešeńı.

4.5.1 Optimalizace trajektorie dle strojového času

Minimalizace strojového času je v tomto př́ıpadě řešena jako hledáńı minima délky trajektorie.
Optimalizačńı kritérium je formulováno jako

krit = min

(
3∑
i=1

∫ t

0

√(
(−3t2 + 6t− 3)P1i + (9t2 − 12t+ 3)P2i + (−9t2 + 6t)P3i + 3t2P4i

)2
dt.

)
.

(4.5.1)
Polohy ř́ıdićıch bod̊u prvńıho ř́ıdićıho polygonu, které byly nalezeny jako nejvhodněǰśı řešeńı
pro dané optimalizačńı kritérium jsou

P21 = [1090, -181, 625],

P31 = [800 , -168, 532].

Na obrázku 26 je zobrazena trajektorie optimalovaná podle kriteria ze vztahu 4.5.1. Ř́ıdićı body
ř́ıdićıch polygon̊u jsou zaneseny do tabulky 8.

Obrázek 26: t-optimalizovaná trajektorie v pracovńım prostoru
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Tabulka 8: Ř́ıdićı body ř́ıdićıch polygon̊u t-optimalizované trajektorie

Segment křivky 1 2 3

1. ř́ıdićı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3

P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]

2. ř́ıdićı bod P21 = [1090,−181, 625] P22 = [600, 168, 468] P23 = [710, 708, 505]

3. ř́ıdićı bod P31 = [800,−168, 532] P32 = [690, 492, 495] P33 = [640, 599, 487]

4. ř́ıdićı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4

P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]

Na obrázku 27 jsou vyneseny pr̊uběhy souřadnic trajekorie v kartézském systému x, y a z.

Obrázek 27: Pr̊uběhy souřadnic t-optimalizované trajektorie

O realizovatelnosti pohybu vypov́ıdá graf na obrázku 28, kde jsou vyneseny pr̊uběhy úhlu
natočeńı φ1, φ2 a φ3 a jejich limitńı hodnoty dané specifikacemi robotu a úhlové rychlosti a
zrychleńı v pohonech.
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Obrázek 28: Pr̊uběhy kloubových souřadnic a jejich derivaćı při t-optimalizované trajektorii
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Délka křivky pro trajektorii optimalizavanou dle kritéria (vztah 4.5.1) vycháźı

lt−opt = 2988, 9 mm. (4.5.2)

Na obrázku 29 jsou vyobrazeny pr̊uběhy hnaćıch moment̊u M1, M2 a M3.

Obrázek 29: Pr̊uběhy hnaćıch moment̊u při t-optimalizované trajektorii

Spotřebovaná energie při realizaci tohoto pohybu je dle 4.4.10

Wt−opt = 140, 06 Nm. (4.5.3)
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4.5.2 Optimalizace trajektorie dle energetických nárok̊u

Minimalizace energetických nárok̊u je v tomto př́ıpadě řešena jako hledáńı minima sumace
součin̊u obsah̊u ploch pod jednotlivými momentovými křivkami a křivkami př́ıslušných úhlových
rychlost́ı. Optimalizačńı kritérium je formulováno jako

krit = min

(
3∑
i=1

∫ t

0

|Miωi| dt

)
. (4.5.4)

Polohy ř́ıdićıch bod̊u prvńıho ř́ıdićıho polygonu, které byly nalezeny jako nejvhodněǰśı řešeńı
pro dané optimalizačńı kritérium jsou

P21 = [1075, -179, 800],

P31 = [800 , -168, 590].

Na obrázku 30 je zobrazena trajektorie optimalovaná podle kriteria ze vztahu 4.5.4. Ř́ıdićı body
ř́ıdićıch polygon̊u jsou zaneseny do tabulky 9.

Obrázek 30: W-optimalizovaná trajektorie v pracovńım prostoru
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Tabulka 9: Ř́ıdićı body ř́ıdićıch polygon̊u W-optimalizované trajektorie

Segment křivky 1 2 3

1. ř́ıdićı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3

P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]

2. ř́ıdićı bod P21 = [1075,−179, 800] P22 = [600, 168, 410] P23 = [725, 708, 561]

3. ř́ıdićı bod P31 = [800,−168, 590] P32 = [675, 492, 439] P33 = [701, 599, 655]

4. ř́ıdićı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4

P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]

Na obrázku 31 jsou vyneseny pr̊uběhy souřadnic trajekorie v kartézském systému x, y a z.

Obrázek 31: Pr̊uběhy souřadnic W-optimalizované trajektorie

O realizovatelnosti pohybu vypov́ıdá graf na obrázku 32, kde jsou vyneseny pr̊uběhy úhlu
natočeńı φ1, φ2 a φ3 a jejich limitńı hodnoty dané specifikacemi robotu a úhlové rychlosti a
zrychleńı v pohonech.
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Obrázek 32: Pr̊uběhy kloubových souřadnic a jejich derivaćı při W-optimalizované trajektorii

55



Délka křivky pro trajektorii optimalizavanou dle kritéria (vztah 4.4.8) vycháźı

lW−opt = 3302, 4 mm. (4.5.5)

Na obrázku 33 jsou vyobrazeny pr̊uběhy hnaćıch moment̊u M1, M2 a M3.

Obrázek 33: Pr̊uběhy hnaćıch moment̊u při W-optimalizované trajektorii

Spotřebovaná energie při realizaci tohoto pohybu je dle 4.4.10

WW−opt = 119, 23 Nm. (4.5.6)
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4.5.3 Optimalizace trajektorie při uvažováńı pr̊uniku optimalizačńıch podmı́nek

Pro hledáńı optimálńı trajektorie s přihlédnut́ım k oběma předchoźım kritéríım je navrženo
kritérium

krit = min
(
k1r1lcelk + k2r2W

)
, (4.5.7)

kde lcelk je délka křivky popsaná rovnićı 4.4.8,

W je kriterium popsané rovnićı 4.4.10.

Z výsledk̊u z předešlých kapitol je vidět, že poměr mezi výslednou kvantifikaćı moment̊u a
délkou trajektorie je šest až sedm. Pro optimalizaci byly uvažovány koeficienty pro srovnáńı
vah kritéríı

r1 = 1, (4.5.8)

r2 = 23. (4.5.9)

Koeficienty k1 a k2, které přirazuj́ı d̊uležitost preferovanému parametru, který má být optima-
lizován, byly stanoveny

k1 = 1, (4.5.10)

k2 = 1, 2. (4.5.11)

Preferovaným kritériem je tedy úspora energie.

Na obrázku 34 je zobrazena trajektorie optimalizovaná podle kriteria ze vztahu 4.5.7.

Obrázek 34: tW-optimalizovaná trajektorie v pracovńım prostoru
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Na rozd́ıl od předešlých kritéríı optimalizace, která byla závislá pouze na jedné funkci, je nyńı
kritérium závislé na dvou funkćıch. V těchto př́ıpadech je źıskáno široké spektrum řešeńı.
Obálkou těchto řešeńı je tzv. Paretova množina, která vyjadřuje jistý rovnovážný stav. Po-
kud by bylo potřeba pośılit d̊uležitost jednoho z kritéríı, bude to na úkor druhého. Graficky je
tato množina řešeńı zpracována na obrázku 35.

Obrázek 35: Paretova množina

Z grafu Paretovy množiny je zřejmé, že nalezené řešeńı je skutečně optimum pro zvolené
kritérium. Existuj́ı sice nalezená řešeńı, která jsou rychleǰśı, ale jsou i energeticky náročněǰśı.

Polohy ř́ıdićıch bod̊u prvńıho ř́ıdićıho polygonu, které byly nalezeny jako nejvhodněǰśı řešeńı
pro dané optimalizačńı kritérium jsou

P21 = [1096, -140, 643]

P31 = [800 , -157, 544]

Ř́ıdićı body ř́ıdićıch polygon̊u trajektorie jsou zaneseny do tabulky 10.
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Tabulka 10: Ř́ıdićı body ř́ıdićıch polygon̊u tW-optimalizované trajektorie

Segment křivky 1 2 3

1. ř́ıdićı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3

P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]

2. ř́ıdićı bod P21 = [1096,−140, 643] P22 = [600, 157, 456] P23 = [704, 710, 534]

3. ř́ıdićı bod P31 = [800,−157, 544] P32 = [696, 490, 466] P33 = [616, 599, 592]

4. ř́ıdićı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4

P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]

Na obrázku 36 jsou vyneseny pr̊uběhy souřadnic trajekorie v kartézském systému x, y a z.

Obrázek 36: Pr̊uběhy souřadnic tW-optimalizované trajektorie

O realizovatelnosti pohybu vypov́ıdá graf na obrázku 37, kde jsou vyneseny pr̊uběhy úhlu
natočeńı ϕ1, ϕ2 a ϕ3 a jejich limitńı hodnoty dané specifikacemi robotu a úhlové rychlosti a
zrychleńı v pohonech.
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Obrázek 37: Pr̊uběhy kloubových souřadnic a jejich derivaćı při tW-optimalizované trajektorii
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Délka křivky pro trajektorii optimalizavanou dle kritéria (rovnice 4.5.7) vycháźı

ltW−opt = 3025, 7 mm. (4.5.12)

Na obrázku 38 jsou vyobrazeny pr̊uběhy hnaćıch moment̊u M1, M2 a M3.

Obrázek 38: Pr̊uběhy hnaćıch moment̊u při tW-optimalizované trajektorii

Spotřebovaná energie při realizaci tohoto pohybu je dle 4.4.10

WtW−opt = 132, 51 Nm. (4.5.13)
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4.6 Zhodnoceńı výsledk̊u

Z d̊uvodu úspory mı́sta při prezentaci výsledk̊u optimalizace jsou trajektorie nalezené v předchoźıch
kapitolách přejmenovány.

Trajektorie optimalizovaná
= t-optimalizovaná trajektorie

dle strojového času

Trajektorie optimalizovaná
= W-optimalizovaná trajektorie

dle energetických nárok̊u

Trajektorie optimalizovaná
= tW-optimalizovaná trajektorie

při uvažováńı optimálńıho poměru

Na obrázku 39 jsou, pro porovnáńı, vykresleny všechny křivky v pracovńım prostoru robotu.

Obrázek 39: Srovnáńı trajektoríı v pracovńım prostoru

V tabulce 11 jsou pro srovnáńı zaneseny délky trajektoríı a procentuelně vyjádřeno, zda a o
kolik jsou dané trajektorie kratš́ı či deľśı.

Tabulka 11: Srovnáńı délek trajektoríı

Trajektorie Navrhovaná t-optimalizovaná W-optimalizovaná tW-optimalizovaná

Délka [mm] 3054, 8 2988, 9 3302, 4 3025, 7

Vyjádřeńı % 0 % −2, 16 % +8, 11 % −0, 95 %
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Na obrázku 40 jsou vidět pr̊uběhy kvantifikovaných energetických nárok̊u při vykonáváńı přede-
psaného pohybu. Na prvńı pohled je vidět rozd́ıl mezi obsahy ploch pod momentovými křivkami,
zejména pak u W-optimalizované trajektorie.

Obrázek 40: Srovnáńı energetických nárok̊u

V tabulce 12 jsou uvedeny hodnoty kvantifikovaných energetických nárok̊u dle kap. 3.7. Opět
je zde uvedeno i procentuelńı vyjádřeńı vhodnosti křivky z daného optimalizačńıho hlediska.

Tabulka 12: Srovnáńı energetických náročnost́ı trajektoríı

Trajektorie Navrhovaná t-optimalizovaná W-optimalizovaná tW-optimalizovaná

Kritérium [Nm] 139, 15 140, 06 119, 23 132, 51

Vyjádřeńı % 0 % +0, 66 % −14, 32 % −4, 77 %

Z uvedených údaj̊u lze konstatovat, že úloha optimalizace trajektorie robotického manipulátoru
byla splněna a výsledky jsou v souladu s očekáváńım.
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5 Závěr

V prvńı části práce byly prostudovány možnosti navrhováńı trajektoríı s ohledem na požadované
vlastnosti křivky, jako je např́ıklad spojitost. Byla popsána problematika řešeńı kinematické a
dynamické úlohy a byly ukázány základńı metody a postupy jak takové úlohy řešit. V rámci
řešeńı prostorových mechanismů byla popsána Denavit-Hartengerova úmluva, která se použ́ıvá
pro systematický popis mechanismů. Dále jsou uvedeny principy fungováńı genetických optima-
lizačńıch algoritmů a ukázány jejich výhody a nevýhody v porovnáńı s jinými druhy algoritmů.
V závěru prvńı části byly formulovány požadavky na optimalizačńı kritéria.

Druhá část této práce se zabývá řešeńım konkrétńıho typu manipulátoru. Byl zvolen robot
Racer 7 - 1,4 od společnosti Comau. Jedná se o šestiosý robotický manipulátor, který se skládá
z antropomorfńıho ramene a sférického zápěst́ı. Bylo provedeno řešeńı kinematiky všech šesti
os mechanismu. Z d̊uvodu zjednodušeńı popsaného v kapitole 4.4 se řešeńı dynamické úlohy
zredukovalo pouze na řešeńı prvńıch tř́ı os (tzn. bez sférického zápěst́ı). Byla navržena trajekto-
rie s respektem ke zvoleným překážkám v pracovńım prostoru stroje. Následně byla provedena
optimalizace trajektorie kritéríı navržených v kapitole 3.7.

Zhodnoceńı výsledk̊u práce je provedeno v kapitole 4.6. Výsledky odpov́ıdaj́ı očekáváńı a
podařilo se uspořit strojový čas na pracovńı cyklus i energii, která by byla pro realizaci pohybu
potřeba.

V mé p̊uvodńı vizi bylo nav́ıc provedeńı experimentu na reálnem robotu, který byl zvolen pro
analýzu. Bohužel, z d̊uvodu vyt́ıženosti stroje a personálu nebylo možné toto měřeńı uskutečnit.

Směr, kterým by se tato práce mohla ub́ırat dále je určitě provedeńı tohoto experimentu a
srovnáńı s výpočty, zakomponováńı dynamiky sférického zápěst́ı, aplikace diferenciálńı kine-
matiky pro mechanismus nebo aplikace tohoto optimalizačńıho postupu na reálné robotické
aplikaci.
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