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MKP simulace deformačńıho chováńı
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sendvič̊u
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SYMBOL VELIČINA JEDNOTKA

Aij prvek matice tahové tuhosti A [N ·m−1]
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Tε transformačńı matice pro vektor deformace
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8 Př́ılohy 46



Seznam obrázk̊u
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13 Źıskané křivky pro voštinové vzorky o vzdálenosti podpor 300 mm, σ = 4, 387N . . 16
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19 Pr̊uběh optimalizace Youngova modulu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

20 Projev ztráty stability u modelu a během experimentu . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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25 Závislost T (t) pro r̊uzné volby časového kroku. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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33 Výsledky experimentu pro pěnové nosńıky, l = 600 mm. σ = 1, 69 N . . . . . . . . 37
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36 Diagram použitého materiálového modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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39 Srovnáńı pr̊uběh̊u pro vzorky pěny l = 300 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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2 POPIS STAVBY SENDVIČOVÝCH STRUKTUR

1 Úvod

Slovo sendvič, všem dobře známé, už́ıvá se v rámci technických obor̊u pro označeńı struktur

specifického uspořádáńı. Převzet́ı tohoto výrazu z oblasi gastronomie je zapř́ıčiněno zjevnou analogíı

mezi oběma druhy sendvič̊u. V obou př́ıpadech jsou na prvńı pohled patrné dvě stěžejńı části

sendviče, v technice hovoř́ıme o jádru a potaźıch. Vněǰśı podobou analogie konč́ı, jakožto byl každý

ze sendvič̊u stvořen ke zcela odlǐsnému účelu. Kompozitový sendvič, který budiž od této chv́ıle

výhradńım předmětem této práce, sice nepotěš́ı mnoho chut’ových buněk, zato si sv̊uj význam

vydobude mechanickými vlastnostmi, kterými je v daných př́ıpadech schopen konkurovat kovovým

kontrukćım. Zejména se jedná o ohybovou tuhost, kterou se sendvič při podobných rozměrech

vyrovná ocelovým protěǰsk̊um a zároveň má mnohonásobně nižš́ı hmotnost [1].

Popularita sendvič̊u neńı, vzhledem k výše řečenému, překvapeńım. Historii využit́ı sendvičových

struktur lze datovat do hluboké minulosti. V moderńı podobě - tak, jak jsou zde představovány,

jsou použ́ıvány již po několik deśıtek let. Rozsah použit́ı a oblasti pr̊umyslu, ve kterých lze sendviče

nalézt, je široký - letectv́ı, astronautika nebo dopravńı prostředky, kde sńıžeńım hmotnosti źıskáme

ekonomický benefit ve formě úspory paliva nebo lepš́ı dynamické vlastnosti, sendviče ale najdeme

např́ıklad i ve stavebnictv́ı, kde nav́ıc vyniknou i dobré tepelně izolačńı vlastnosti. Zcela přirozená

je proto snaha mı́ti účinný nástroj pro predikci a evaluaci chováńı sendvičových kompozit̊u ve formě

r̊uzných model̊u reality.

Dominantńı část práce je tak věnována snaze o nalezeńı takového modelu, který dokáže reálné

chováńı, pozorované v rámci provedených experiment̊u, dobře vystihnout. Ćılem je źıskáńı modelu

použitelného pro podrobné zkoumáńı lokálńıch efekt̊u i pro zakomponováńı do rozměrných struktur.

2 Popis stavby sendvičových struktur

Základńı popis byl již zmı́něn v úvodu. Existuje množstv́ı variant provedeńı jednotlivých část́ı

sendviče v závislosti na technologii výroby, požadovaných vlastnostech, druhu použit́ı atd. Následuj́ıćı

přehled slouž́ı k źıskáńı představy o možných provedeńıch sendviče, jak je uvád́ı literatura nebo

samotńı výrobci.

2.1 Potah

Potah (skin) je část sendviče namáhaná tahem a tlakem. Materiálem je nejčastěji plech nebo laminát,

obvykle vyztužený vlákny (skleněná, uhĺıková, aramidová, borová, hlińıková, křemı́ková, ...). Matrićı

je obvykle polymer, zejména r̊uzné druhy pryskyřic (epoxidové, fenolické, polyesterové). Materiály

matrice lze dělit na termoplasty a termosety (reaktoplasty) [2]. Existuj́ı i ekologické struktury

využ́ıvaj́ıćı př́ırodńı materiály jak pro výstužná vlákna, tak pro matrici. Např́ıklad článek z časopisu

Composite Structures [3] hovoř́ı o tvorbě sendvičových střešńıch nosńık̊u a panel̊u, kde matrićı

1



2 POPIS STAVBY SENDVIČOVÝCH STRUKTUR

je pryskyřice na bázi sójového oleje, jako výztužná vlákna je pak použit len, celulóza, buničina,

recyklovaný paṕır či slepič́ı peř́ı a jejich r̊uzné kombinace.

2.2 Jádro

Úlohou jádra (core) je přenos smykových sil, zároveň by jádro mělo být co nejlehč́ı. S ohledem

na tyto podmı́nky jsou dnes k dispozici v zásadě dva typy struktur, voštinové a pěnové, ačkoli

se lze setkat i s jinými zp̊usoby kompozice, např́ıklad s použit́ım dřevěných špaĺık̊u. Voštinové

(honeycomb) struktury jsou podobné včeĺım plástv́ım, tvary buněk se mohou lǐsit v závislosti na

požadovaných mechanických vlastnostech. Obrázek č. 1 zobrazuje častou hexagonálńı strukturu.

Materiály použ́ıvané pro výrobu voštin mohou být kovy (hlińık) nebo nekovové materiály (sklolaminát

nebo speciálńı typy paṕıru, jmenovitě např. Nomex R©). Pěny jsou vyráběny z polymer̊u (PVC,

PMI, polyuretan), jsou obvykle známé pod registrovanými označeńımi jejich výrobc̊u (Rohacell R©,

Klegecell R©, AIREX R© a daľśı). Voštinové struktury obecně dosahuj́ı při přibližně stejné hustotě

lepš́ıch mechanických vlastnost́ı [4].

2.3 Adhezivum

Adhezivum slouž́ı jako pojivo mezi jádrem a potahy. Použ́ıvaj́ı se r̊uzné druhy pryskyřic. Mechanické

vlastnosti adheziva je nutno při zkoumáńı chováńı sendvič̊u brát v potaz. Existuj́ı r̊uzné metody

testováńı mechanických vlastnost́ı adheziva. Zkouškami adheziva se zabývá např́ıklad zpráva

univerzity v Kwangdžu (Jižńı Korea) [5], předmětem zkoumáńı je předevš́ım vliv povrchové úpravy

potahových vrstev. Kvalita spojeńı je pak zkoumána zátěžovými testy - měřeńım śıly nutné pro

odloupnut́ı potah̊u od jádra a tahovými zkouškami.

Obr. 1: Struktura kompozitového sendviče

2



3 NAPĚŤOVĚ - DEFORMAČNÍ ANALÝZA SENDVIČOVÝCH STRUKTUR

3 Napět’ově - deformačńı analýza sendvičových struktur

3.1 Rozděleńı materiál̊u dle směrové závislosti jejich chováńı

Sledovali-li bychom chováńı určitého materiálu, zjistili bychom, že řada materiál̊u vykazuje jistou

mı́ru závislosti svých vlastnost́ı na směru, ve kterém je sledujeme. Pro kompozitńı struktury je

to vlastnost typická. Uved’me proto stručný přehled už́ıvaných pojmů pro materiály s r̊uznými

charaktery směrové závislosti tak, jak je uvád́ı odborná literatura [6, s. 22 - 30].

• Izotropńı materiál

Materiálové vlastnosti jsou zcela nezávislé na směru. Chováńı takového materiálu lze popsat

dvěma materiálovými parametry.

• Anizotropńı materiál

Anizotropńım materiálem definujeme materiál, jehož elastické vlastnosti jsou směrově závislé,

tj. opak izotropie. Vlastnosti zcela obecně anizotropńıho materiálu, u nějž neexistuje jediná

rovina symetrie elastických vlastnost́ı, jsou dány pomoćı 21 materiálových parametr̊u.

• Monoklinický materiál

Monoklinický materiál je anizotropńı materiál s jedinou rovinou symetrie elastických vlastnost́ı.

Normálu k této rovině pak nazýváme hlavńım směrem anizotropie. Počet vzájemně nezávislých

prvk̊u matice tuhosti se snižuje na 13.

• Ortotropńı materiál

Lze-li v materiálu naj́ıt trojici vzájemně kolmých rovin symetrie materiálových vlastnost́ı,

nazývá se takový materiál ortotropńı. Má rovněž tři ortogonálńı hlavńı směry anizotropie.

Počet nezávislých materiálových konstant se redukuje na 9, jak si lze všimnout při vyjádřeńı

matice tuhosti v kartézském systému určeném těmito směry. Významnou skupinou takových

materiál̊u jsou vláknové kompozity, pro něž je jeden z hlavńıch směr̊u dán orientaćı výztužných

vláken.

• Pseudoizotropńı materiál

Zvláštńı př́ıpad ortotropńıho materiálu, který má ve všech třech směrech stejné mechanické

vlastnosti. K úplnému určeńı jeho elastických vlastnost́ı potřebujeme 3 parametry.

• Př́ıčně izotropńı materiál

Též transverzálně izotropńı materiál je materiál, jehož jedna rovina symetrie je zároveň rovinou

izotropie. Ve všech směrech lež́ıćıch v této rovině má materiál stejné elastické vlastnosti.

Matice tuhosti má v odpov́ıdaj́ıćım systému souřadnic 5 nezávislých prvk̊u.

Teorie mechaniky kompozit̊u zahrnuje analytické možnosti řešeńı laminátových a sendvičových

desek, panel̊u a potažmo i nosńık̊u. Následuj́ıćı stat’ vycháźı předevš́ım ze skripta prof. Laše [6],

3



3 NAPĚŤOVĚ - DEFORMAČNÍ ANALÝZA SENDVIČOVÝCH STRUKTUR

odkud rovněž z větš́ı části přej́ımá značeńı jednotlivých veličin. Kompletńı výklad teorie pečlivě

odvozuj́ıćı veškeré vztahy je velmi obsáhlý a lze se přesvědčit, že nalezeńı řešeńı je přinejmenš́ım

poměrně pracné i pro zdánlivě jednoduchá zadáńı úloh. Pro ilustraci ukažme postup výpočtu

deformace sendvičového nosńıku při tř́ıbodovém ohybu. Předeśılám, že uvedené výpočtové vztahy

jsou odvozeny ve zmı́něném skriptu, vzhledem k rozsahu zde nejsou zahrnuty.

3.2 Analytické př́ıstupy k řešeńı sendvičových struktur

3.2.1 Ohyb nosńık̊u

Řešme sendvičový nosńık, jehož potahy jsou lamináty, kde jednotlivé vrstvy jsou tvořeny vláknovými

kompozity r̊uzné tloušt’ky a r̊uzné orientace vláken. Každou z vrstev lze považovat za ortotropńı

materiál. Pro každou z vrstev lze poté stanovit matici poddajnosti v̊uči hlavńım osám ortotropie,

tj. v souřadnicovém systému O(L, T, T ′). Hook̊uv zákon pro ortotropńı materiál s využit́ım matice

poddajnosti má poté tvar



εL

εT

εT ′

εTT ′

εLT ′

εLT



=



1

EL
−νTL
ET

−νT
′L

ET ′
0 0 0

−νLT
EL

1

ET
−νT

′T

ET ′
0 0 0

−νLT
′

EL
−νTT

′

ET

1

ET ′
0 0 0

0 0 0
1

GTT ′
0 0

0 0 0 0
1

GLT ′
0

0 0 0 0 0
1

GLT





σL

σT

σT ′

σTT ′

σLT ′

σLT



(1)

K analytickému řešeńı pr̊uhybu nosńıku použijeme čtveřici r̊uzných př́ıstup̊u. Základem jsou

dvě teorie, klasická laminátová teorie a sendvičová teorie. Obě lze nav́ıc doplnit zahrnut́ım vlivu

př́ıčných smykových napět́ı. Ve všech čtyřech př́ıpadech je př́ıtomen předpoklad nulových hodnot

normálového napět́ı σT ′ a př́ıčné deformace εT ′ . Na desku tedy p̊usob́ı pouze normálová napět́ı σL,

σT , smykové napět́ı σLT , v př́ıpadě uvažováńı vlivu př́ıčného smyku pak nav́ıc napět́ı σTT ′ a σLT ′ .

Obecně pro všechny teorie tedy plat́ı

σT ′ = 0, εT ′ = 0. (2)

Porovnáńım vztah̊u (1) a (2) si lze všimnout, že prvky třet́ıho sloupce matice poddajnosti

jsou násobeny nulou a výsledné řešeńı na nich neńı závislé. Rovnice třet́ıho řádku pro výpočet

εT ′ je redundantńı - hodnotu deformace předepisujeme jako jeden z předpoklad̊u. Př́ıslušný řádek

a sloupec lze proto ze soustavy odstranit. Pro daľśı výpočet a využit́ı transformačńıch rovnic bez
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nutnosti jejich úprav je však vhodné je nahradit identitou a matici poddajnosti zapsat ve tvaru

S =



1

EL
−νTL
ET

0 0 0 0

−νLT
EL

1

ET
0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0
1

GTT ′
0 0

0 0 0 0
1

GLT ′
0

0 0 0 0 0
1

GLT



(3)

Obr. 2: Souřadnicové systémy laminy [6]

Analogickou úvahu lze aplikovat i na inverzńı vztah (zápis Hookova zákona pomoćı matice

tuhosti). Dále se znalost́ı transformačńıch matic pro přechod ze souřadnicového systému laminy

O(L, T, T ′) do souřadnicového systému nosńıku O(x, y, z) v̊uči němu pootočeného kolem osy z ≡ T ′

o úhel směru vláken Θ (dle obr. 2) pro napět́ı

Tσ =



cos2 Θ sin2 Θ 0 0 0 2 sin Θ cos Θ

sin2 Θ cos2 Θ 0 0 0 −2 sin Θ cos Θ

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos Θ − sin Θ 0

0 0 0 sin Θ cos Θ 0

− sin Θ cos Θ sin Θ cos Θ 0 0 0 cos2 Θ − sin2 Θ


(4)

a deformace

Tε =



cos2 Θ sin2 Θ 0 0 0 sin Θ cos Θ

sin2 Θ cos2 Θ 0 0 0 − sin Θ cos Θ

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos Θ − sin Θ 0

0 0 0 sin Θ cos Θ 0

−2 sin Θ cos Θ 2 sin Θ cos Θ 0 0 0 cos2 Θ − sin2 Θ


(5)
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nyńı přistupme k sestaveńı matice mimoosé tuhosti. Inverźı matice poddajnosti je matice tuhosti,

C = S−1 (6)

Následně proved’me transformaci matice tuhosti do výpočtového souřadného systému, pro kterou je

dán vztah

C′ = T−1σ CTε (7)

kde C′ je matice mimoosé tuhosti ortotropńı vrstvy laminátu. Nutno poznamenat, že výše uvedené

transformačńı matice byly odvozeny pro obecnou napjatost. Při předchoźıch úvahách byly vhodně

upraveny prvky matice poddajnosti (potažmo i tuhosti) ve třet́ım řádku a sloupci. Vyvstává otázka,

jaký bude vliv těchto prvk̊u na ostatńı prvky během transformace. Lze ukázat, že prvky C3i = Ci3,

i = 1, 2, 3 nevystupuj́ı ve vztaźıch pro transformaci prvk̊u ostatńıch, zřejmé je to i ze struktury

transformačńıch matic.

Tato část výpočtu jest společná pro všechny ze čtveřice uvedených př́ıstup̊u. Daľśım krokem je

zavedeńı konstitutivńıch vztah̊u a źıskáńı závislosti mezi zat́ıžeńım laminátu a jeho deformaćı. Při

použit́ı geometrických předpoklad̊u jednotlivých teoríı, definice tenzoru malých deformaćı a rovnic

rovnováhy pak dospějeme k sestaveńı tzv. ABD matice tuhosti, nyńı již celého laminátu (respektive

sendviče). Zp̊usob sestaveńı těchto matic se lǐśı pro teorii laminátovou a sendvičovou. Při uvažováńı

př́ıčných smykových napět́ı dále sestavujeme matici F , rovněž odlǐsně pro každou z teoríı. V závěru

budou tyto prvky vystupovat ve vztaźıch pro výpočet pr̊uhybu nosńıku.

ABD matice a pr̊uhyb nosńıku dle klasické laminátové teorie

Obr. 3: Značeńı jednotlivých vrstev laminátu

Mějme vláknový laminát o n vrstvách, k-tá vrstva o tloušt’ce tk má vlákna orientovaná pod úhlem

Θk a lze pro ńı sestavit matici mimoosé tuhosti (C ′)k. Zaved’me souřadný systém dle obrázku 3

a přidělme deskám souřadnice h. Zjevně plat́ı
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h0 = −1

2

n∑
k=1

tk = −H
2

(8)

hk = hk−1 + tk (9)

Konstitutivńı rovnice laminátové desky má tvar
N

· · ·

M

 =


A

... B

· · ·
... · · ·

B
... D



εm

· · ·

k

 (10)

a udává vazbu mezi dvojićı vektor̊u zobecněných sil N a zobecněných moment̊u M a dvojićı vektor̊u

deformace ve středńı rovině εm a křivosti ve středńı rovině k. Rozepsaná ABD matice tuhosti

kompletńıho laminátu má pak následuj́ıćı tvar:

Klam.
ABD =



A11 A12 A16 B11 B12 B16 0 0

A21 A22 A26 B21 B22 B26 0 0

A61 A62 A66 B61 B62 B66 0 0

B11 B12 B16 D11 D12 D16 0 0

B21 B22 B26 D21 D22 D26 0 0

B61 B62 B66 D61 D62 D66 0 0

0 0 0 0 0 0 F44 F45

0 0 0 0 0 0 F54 F55



(11)

Jednotlivé prvky této matice se urč́ı následovně,

Aij =

n∑
k=1

(
C ′ij
)
k

(hk − hk−1)

Bij =

n∑
k=1

1

2

(
C ′ij
)
k

(
h2k − h2k−1

)
Dij =

n∑
k=1

1

3

(
C ′ij
)
k

(
h3k − h3k−1

)
Fij =

n∑
k=1

(
C ′ij
)
k

(hk − hk−1)

(12)

Pro pr̊uhyb nosńıku o délce l a š́ı̌rce b spoč́ıvaj́ıćıho na dvou podporách, zat́ıženého v polovině délky

silou Fz plat́ı následuj́ıćı vztahy,

wlam. =
Fzl

3

48b
D∗11 (13)

pro pr̊uhyb bez uvažováńı př́ıčného smyku a

wlam.s =
Fzl

3

48b
D∗11 +

Fzl

4b
F ∗55 = wlam.

(
1 +

12F ∗55
D∗11l

2

)
(14)

pro př́ıpad, kdy vliv smyku uvažujeme. Prvky D∗11 a F ∗55 jsou prvky inverzńı matice (Klam.
ABD)−1

př́ıslušné prvk̊um D11 resp. F55 v matici p̊uvodńı.
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ABD matice a pr̊uhyb nosńıku dle sendvičové teorie

Sendvičová teorie zahrnuje oproti předpoklad̊um uvedeným v úvodu ještě daľśı premisy. Řı́ká, že

potahy nepřenášej́ı př́ıčná smyková napět́ı. Jádro sendviče naopak přenáš́ı pouze tato napět́ı a žádná

jiná. Rozd́ılná je i geometrie sendviče, který je vlivem předchoźıch předpoklad̊u rozdělen na části

s odlǐsným chováńım. To muśıme při výpočtu zohlednit.

Obr. 4: Značeńı už́ıvané pro sendvičové desky

Opět zavedeme souřadný systém, středńı rovinu umı́stěme shodně se středńı rovinou jádra. Horńı

a spodńı potah sendviče necht’ jsou tvořeny lamináty. Vrstvám horńıho potahu př́ısluš́ı index k

a tyto parametry - počet vrstev nh, tloušt’ka tk, úhel Θk a matice mimoosé tuhosti (C ′)k. Obdobně

vrstvy spodńıho potahu indexované m maj́ı parametry ns, tm, Θm a (C ′)m. Pro jádro o tloušt’ce hc

vystač́ıme s matićı tuhosti C ′c.

Pro souřadnice h jednotlivých vrstev potah̊u pak zřejmě plat́ı následuj́ıćı vztahy - pro vrstvy

horńıho potahu

h0 = −hc
2

−
nh∑
k=1

tk (15)

hk = hk−1 + tk (16)

Pro vrstvy spodńıho potahu pak

h0 =
hc
2

(17)

hm = hm−1 + tm (18)
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Výsledná matice tuhosti sendviče má tvar

Ksend.
ABD =



A11 A12 A16 B11 B12 B16 0 0

A21 A22 A26 B21 B22 B26 0 0

A61 A62 A66 B61 B62 B66 0 0

G11 G12 G16 D11 D12 D16 0 0

G21 G22 G26 D21 D22 D26 0 0

G61 G62 G66 D61 D62 D66 0 0

0 0 0 0 0 0 F44 F45

0 0 0 0 0 0 F54 F55



(19)

Jednotlivé prvky se urč́ı následovně:

Aij = Ahij +Asij

Bij =
hc
2

(
Asij −Ahij

)
Gij = Ghij +Gsij

Dij =
hc
2

(
Gsij −Ghij

)
(20)

a dále

Ahij =

nh∑
k=1

(
C ′ij
)
k

(hk − hk−1)

Asij =

ns∑
m=1

(
C ′ij
)
m

(hm − hm−1)

Ghij =

nh∑
k=1

1

2

(
C ′ij
)
k

(
h2k − h2k−1

)
Gsij =

ns∑
m=1

1

2

(
C ′ij
)
m

(
h2m − h2m−1

)
Fij = hc(C

′
c)ij

(21)

Pro výpočet pr̊uhybu sendvičového nosńıku shodného s předchoźı kapitolou poté plat́ı stejné vztahy

jako pro laminátovou teorii, tedy

wsend. =
Fzl

3

48b
D∗11 (22)

pro pr̊uhyb bez uvažováńı př́ıčného smyku a

wsend.s =
Fzl

3

48b
D∗11 +

Fzl

4b
F ∗55 = wsend.

(
1 +

12F ∗55
D∗11l

2

)
(23)

s uvážeńım smyku.

3.2.2 Poznámky k analytickému řešeńı

Ze tvaru matice poddajnosti (3) vyplývá počet nezávislých materiálových parametr̊u každé z vrstev

potřebných k vyřešeńı úlohy. Vzhledem k symetrii jich matice obsahuje celkem 6. Nicméně pro řešeńı

úloh bez uvažováńı př́ıčného smyku neńı nutné znát smykové parametry vrstev a jádra v př́ıčném

9
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směru (moduly GLT ′ a GTT ′). Při řešeńı úlohy bez smyku lze mı́sto nich dosazovat libovolnou

nenulovou hodnotu. Během výpočtu dále nesestavujeme matici F a výsledné matice tuhosti (11)

a (19) obsahuj́ı pouze prvńıch 6 řádk̊u a sloupc̊u. Neuvažujeme-li smyk v rámci sendvičové teorie,

neńı nutné znát jediný materiálový parametr jádra a to tak slouž́ı pouze k vymezeńı vzdálenosti

potah̊u.

Uvažujeme-li jádro jako izotropńı materiál (zejména v př́ıpadě jádra pěnového), vystač́ıme pouze

se znalost́ı dvou materiálových parametr̊u. Materiálové konstanty izotropńıho materiálu váže známý

vztah E = 2G(1 + ν).

3.3 Př́ıstupy k modelováńı kompozitńıch struktur pomoćı MKP

Modely kompozitńıch struktur lze vytvářet ve v́ıcero úrovńıch detail̊u. Volbu této úrovně je nutno

provést s ohledem na formulaci úlohy tak, aby zvolený zp̊usob umožnil dostatečně detailně zachytit

zkoumaný jev. Přibližné rozděleńı a stručný popis metod uvád́ı následuj́ıćı seznam [7].

• Mikroskopické modelováńı (microscopic modeling)

Jednotlivé části kompozitu, matrice a výztuhy, jsou modelovány zvlášt’ jako objemová tělesa

pomoćı objemových element̊u. Výsledný vzhled sestavy kompozitu pak skutečně odpov́ıdá

mikroskopickému pohledu na strukturu kompozitu. Model pak velice bĺızce reprezentuje realitu,

nicméně použit́ı tohoto př́ıstupu pro kompozity s velmi jemnými strukturami (např. vláknové)

by i pro malé modely vzorku kompozitu vedly k nepřiměřeně náročným (nespočitatelným)

úlohám.

Obr. 5: Model kompozitu - microscopic modeling

• Modelováńı po vrstvách (layered modeling)

Kompozit je poskládán z jednotlivých vrstev, z nichž každé je přǐrazen ekvivalentńı homogenńı

materiál, jehož vlastnosti reprezentuj́ı skladbu matrice a výztuhy v dané vrstvě. Odpadá tak

nutnost modelováńı, definice interakćı, śıt’ováńı atd. matrice a výztuhy a významně se sńıž́ı

početńı náročnost úlohy. Daľśı zjednodušeńı spoč́ıvá v možnosti využit́ı skořepinových prvk̊u

pro modelováńı jednotlivých vrstev. Pro určeńı vlastnost́ı homogenizovaných vrstev lze využ́ıt

experimentu, výpočt̊u výše uvedeného mikromodelu nebo analytických metod.

10
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Obr. 6: Model kompozitu - layered modeling

• Spojité modelováńı (smeared modeling)

Doslovně přeloženo jako
”
rozmazané“ modelováńı - pomoćı ekvivalentńıho homogenńıho ma-

teriálu je aproximována stavba celého kompozitu. Mimo na obrázku znázorněných objemových

prvk̊u lze vhodně použ́ıt i modelováńı pomoćı prvk̊u skořepinových.

Obr. 7: Model kompozitu - smeared modelling

• Modelováńı s výztuhami (rebar modeling)

Anglický výraz rebar je abreviaćı výrazu reinforcement bar - výztužná tyč (známá jako

”
roxor“). Jsou definovány vrstvy jednoosých výztuh pomoćı rovinných, membránových nebo

skořepinových element̊u. Následně jsou výztužné vrstvy přidány do spojitého modelu.

• Submodeling

Použ́ıvá se pro stanoveńı namáháńı v okoĺı výztužných vláken. Technika submodelingu obecně

spoč́ıvá ve vytvořeńı části modelu (submodelu -
”
podmodelu“), jehož detailńı chováńı nás

zaj́ımá, na který jsou poté aplikovány výsledky analýzy kompletńıho modelu, př́ıslušná zat́ıžeńı

a okrajové podmı́nky. Takto zat́ıžený submodel, jenž je obvykle řádově menš́ıch rozměr̊u, než

celek, je poté vyśıt’ován jemněji než celý model tak, aby bylo detailně zachyceno namáháńı

v požadovaném mı́stě.

11
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4 Analýza voštinového jádra

4.1 Mechanické vlastnosti materiál̊u tvoř́ıćıch voštinu

Výčet možných materiál̊u použ́ıvaných pro tvorbu voštinových struktur již byl zmı́něn. Z hlediska

mechanických vlastnost́ı je mimo samotný druh použitého materiálu pro výsledné chováńı voštiny

stěžejńı jej́ı geometrie. Vlastnosti bázového materiálu mohou být dobře známé (kovy) nebo lze

provádět ad-hoc experimenty k jejich identifikaci [8].

Obr. 8: Př́ıklad takové zkoušky hexagonálńı voštinové struktury v r̊uzných směrech [8]

4.2 Popis zkoumané voštiny

Pro provedeńı experiment̊u byl použit Tubus Honeycomb PP německého výrobce TUBUS WABEN

GmbH & Co. KG. Struktura tohoto typu jádra je tvořena vzájemně stmelenými buňkami ve

tvaru trubiček. Voština je opatřena polypropylenovým potahem na svrchńı i spodńı straně. Na

obou stranách je nanesena textilńı vrstva (fleece) usnadňuj́ıćı př́ıpadné lepeńı potah̊u. Výchoźım

materiálem buněk - trubiček je rovněž polypropylen. Technická dokumentace výrobce udává

některé parametry voštiny, dána je jej́ı geometrie a některé materiálové vlastnosti polypropylenu,

z nichž pro účely této práce využitelnou je hustota (dále jsou udávány předevš́ım termomechanické

vlastnosti polypropylenu). Některé daľśı vybrané vlastnosti polypropylenu lze nalézt v literatuře.

V rámci geometrie neńı udána hodnota tloušt’ky stěny buněk, byla proto stanovena experimentálně

opakovaným měřeńım mikrometrem. Známy nejsou ani parametry a zp̊usob provedeńı spoj̊u mezi

jednotlivými komponentami voštiny (sṕı̌se nežli lepidlo bylo použito některé z metod tepelného

spojeńı, polypropylen se obecně obt́ıžně leṕı). Identifikace neznámých potřebných parametr̊u voštiny

je předmětem následuj́ıćıch stat́ı.

12
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Obr. 9: Detail struktury voštiny s částečně odř́ıznutým potahem

4.3 Zp̊usob tvorby modelu, motivace

Problematika detailnosti numerického modelu byla stručně ukázána na př́ıkladech model̊u kompozit̊u.

Fenomén zvyšuj́ıćı se výpočtové náročnosti s rostoućı hloubkou detail̊u je bazálńı vlastnost́ı

numerických metod. Vhodné kombinace je v MKP obvykle dosaženo volbou velikosti śıtě. Specifická

geometrie voštiny práci v tomto ohledu znesnadňuje. Při uvážeńı použit́ı voštiny v rámci panel̊u,

nosńık̊u apod. o rozměrech přesahuj́ıćıch byt’ jen jednotky metr̊u je voština defacto mikrostrukturou,

jej́ıž i hrubš́ı śıt’ by byla pro výpočet značně neefektivńı. Možným východiskem je pak právě použit́ı

”
smeared “př́ıstupu, tedy definice ekvivalentńıho homogenńıho kontinua dostatečně vystihuj́ıćıho

p̊uvodńı vlastnosti struktury, ale připrav́ıme se t́ım o možnost studia lokálńıch efekt̊u odehrávaj́ıćıch

se z hlediska celého modelu právě na mikroskopické úrovni. Směřováńı daľśıho postupu je pak

dáno snahou o eliminaci této nepř́ıjemné volby. Ćılem je źıskáńı takového numerického modelu,

který bude v přijatelném výpočtovém čase zároveň schopný dobře postihnout zmı́něné lokálńı jevy,

konkrétně např́ıklad borceńı struktury vlivem ztráty stability jednotlivých buněk nebo poškozeńı

vlivem roztržeńı lepeného spoje. O dosažeńı řečeného se pokusme prostou kombinaćı detailńıho

a spojitého modelu. Pro jejich kalibraci je zapotřeb́ı provedeńı patřičných experiment̊u. K tvorbě

model̊u je použit Abaqus.

4.4 Návrh experiment̊u

Zkoušky použité ke kalibraci model̊u vycházej́ı z úvodńıch úvah k jejich tvorbě.

1. Pro kalibraci podrobného modelu je provedena tř́ıbodová ohybová zkouška vzorku ve formě

nosńıku š́ı̌rky 90 mm se vzdálenost́ı podpor 300 mm. Vzorek je v poměru k běžně zkoušeným

nosńık̊um kratš́ı. Tato volba byla provedena právě za účelem zmenšeńı numerického modelu

13



4 ANALÝZA VOŠTINOVÉHO JÁDRA

a tedy zkráceńı času výpočtu při stejné jemnosti śıtě. Výhodou je rovněž větš́ı ohybová tuhost

vzorku, d́ıky které pak klesaj́ı nároky na rozlǐsitelnost śıly testovaćıho stroje. Tato zkouška je

výchoźı pro stanoveńı materiálových parametr̊u podrobně vytvářeného modelu.

2. Pro kalibraci zjednodušeného kontinuálńıho modelu je provedena standardńı tř́ıbodová ohybová

zkouška se vzdálenost́ı podpor 600 mm.

Obr. 10: Schéma ohybových zkoušek

4.5 Pr̊uběh a výsledky experiment̊u

Pro každou ze zkoušek byla připravena pětice vzork̊u děleńım tabule voštiny na pile. Žádné daľśı

úpravy nebyly prováděny. Pr̊uhyb byl sńımán kalibrovanou planžetou na spodńı straně nosńıku.

Pr̊uhyb v rámci jej́ıho měřićıho rozsahu (10 mm) odpov́ıdal pro oba vzorky elastické deformaci.

Experiment byl prováděn dále do vyšš́ıch hodnot pr̊uhyb̊u, kde byl k jeho stanoveńı použit přepočet

ze sńımaného posuvu př́ıčńıku. Z analýzy dat vyplynulo, že závislost pr̊uhybu a posuvu je téměř

lineárńı a přechod od jedné veličiny ke druhé je pouze násobeńım daným koeficientem. S ohledem

na fakt, že během zkoušek nedocházelo ke změnám př́ıčného rozměru nosńıku je tento přepočet

dobře použitelný. Zkouška kratš́ıho vzorku je zachycena na fotografii ńıže.
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Obr. 11: Pr̊uběh ohybové zkoušky voštinového nosńıku.

Výsledkem pro každý ze vzork̊u je křivka závislosti śıly na pr̊uhybu F (w). Výsledná křivka

následně použitá pro kalibraci numerických model̊u vznikne prostým zpr̊uměrováńım funkčńıch

hodnot měřených křivek v př́ıslušných bodech,

F (w) =
1

NV

NV∑
i=1

Fi(w), (24)

kde NV znač́ı počet vzork̊u. Vypov́ıdaj́ıćı statistickou veličinou je směrodatná odchylka zavedená

jako pr̊uměr z d́ılč́ıch odchylek od pr̊uměru každé z křivek. Při rozděleńı intervalu posuvu na M

hodnot o indexech k je odpov́ıdaj́ıćı zápis ve tvaru

σ =
1

NV

NV∑
i=1

√√√√ 1

M

M∑
k=0

[
Fi(wk) − F (wk)

]2
. (25)

Data byla sńımána pomoćı programu HBM Catman. Pro daľśı úpravy a výše uvedené propočty

byly použity MS Excel a MATLAB.
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Obr. 12: Źıskané křivky pro voštinové vzorky o vzdálenosti podpor 600 mm, σ = 1, 391N

Obr. 13: Źıskané křivky pro voštinové vzorky o vzdálenosti podpor 300 mm, σ = 4, 387N

Graf obou nosńık̊u zpočátku lineárně nar̊ustá, při větš́ıch deformaćıch se rychlost r̊ustu śıly zač́ıná

snižovat, následně dosáhne maxima a z̊ustává na přibližně konstantńı hodnotě. V této závěrečné

fázi docháźı se zmačkáváńı buněk v horńı části potahu okolo indentoru. Z tohoto d̊uvodu má nosńık

16
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tendenci se při větš́ım pr̊uhybu zalomit. Voštinové nosńıky nejsou křehké povahy a nedocházelo

k jejich praskáńı.

Vzájemným srovnáńım lineárńıch část́ı obou graf̊u lze provést kontrolu validity dat při znalosti

vztahu śıla - pr̊uhyb z lineárńı teorie pružnosti, při uvažováńı voštiny jako sendviče je to vztah

(22). Śıla je pro tento typ nosńıku při daném pr̊uhybu nepř́ımo úměrná třet́ı mocnině vzdálenosti

podpor. Zkoušené kratš́ı vzorky pak v souladu s t́ım skutečně v počátečńı oblasti vykazuj́ı přibližně

osminásobné śıly. V grafu pro deľśı vzorky je patrná př́ıtomnost šumu. Sṕı̌se než mechanickými

vlivy je tento jev zapř́ıčiněn t́ım, že hodnoty měřené śıly jsou na hranici rozlǐsitelnosti měřićıho

stroje, i proto je d̊uležité předchoźı tvrzeńı, na jehož základě lze měřeńı prohlásit za dostatečně

věrohodné. Nežádoućıho šumu se pak lze vhodnou metodou filtrace zbavit.

4.6 Tvorba detailńıho modelu

Podstatou modelu je co nejakurátněǰśı přibĺıžeńı se reálnému chováńı voštiny. Model tedy stejně jako

reálná voština sestává z jednotlivých buněk a potah̊u. Vrstvu kryćı textilie (fleece) model nezahrnuje,

poněvadž je př́ıtomná ve formě tenkých polyetylenových vláken bez patrného geometrického

uspořádáńı a korektńı modelace je tak v podstatě nemožná.

Podrobný model je dále vybaven vazbami simuluj́ıćı lepené spoje. Původńı teze zahrnovala pro-

vedeńı experimentu pro stanoveńı charakteristických mechanických vlastnost́ı spoje, a to roztržeńım

dvojice z voštiny vypreparovaných buněk. K eliminaci zkresleńı takové zkoušky vlivem deformace

samotných buněk měl jimi být vedený ocelový drát odpov́ıdaj́ıćıho pr̊uměru tak, aby k této deformaci

nemohlo doj́ıt.

Od této myšlenky bylo nakonec upuštěno ze dvou d̊uvod̊u. Po separaci buněk se ukázalo, že śıla

nutná k jejich odtržeńı je velice ńızká a na dostupné aparatuře neměřitelná. Zároveň se v pr̊uběhu

ohybových experiment̊u ukázalo, že k jevu praskáńı či alespoň povolováńı těchto vazeb nedocháźı

ani při velice výrazných deformaćıch. Samotné vazby definované v numerickém modelu lze zachovat

při takovém nastaveńı parametr̊u, při kterém vykazuj́ı stejné chováńı jako při experimentech.

Veškerá hmotná struktura modelu je tvořena jediným materiálem, polypropylenem.

4.6.1 Mechanické vlastnosti polypropylenu

Polypropylen je izotropńım materiálem. Dostupné zdroje uváděj́ı rozličné hodnoty jeho elastických

konstant, předevš́ım pak Youngova modulu, jehož hodnotu lze očekávat v rozpět́ı přibližně 1100−1600

MPa. Podstatnou př́ıčinou rozptylu těchto hodnot může být mimo vliv̊u specifických pro dané

měřeńı předevš́ım skutečnost, že napět’ově - deformačńı závislost polypropylenu neńı v elastické

oblasti zcela lineárńı, jak je vidět z obrázku 14.
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Obr. 14: Tahová zkouška tř́ı vzork̊u polypropylenu (počátky graf̊u odsazeny) [9], upraveno

Pokud bychom se touto skutečnost́ı zabývali hlouběji, zjistili bychom, že pro přesný popis

a identifikaci materiálových vlastnost́ı polypropylenu je vhodné užit́ı model̊u zahrnuj́ıćı nelinearitu

v elastické oblasti. Např́ıklad v rámci Abaqusu je pro práci s termoplasty, pryžemi, gumou apod.

dostupný Parallel Rheological Framework, umožňuj́ıćı definici nelineárńıho chováńı paralelńım

spojeńım několika viskoelastických model̊u. Znázorněńı je na obrázku č. 15 převzatém z technické

dokumentace Abaqusu.

Obr. 15: Nelineárńı viskoelastický a viskoelastický elastoplastický reologický model [10]

Pro správné sestaveńı modelu tohoto typu je nutné provedeńı množstv́ı zátěžných test̊u zkušebńıch

vzork̊u materiálu [11]. Předmětem této práce je již zhotovená polypropylenová struktura a neńı

k dispozici normovaný vzorek. Tato skutečnost by však neměla být pro daľśı práci překážkou,

pakliže je jej́ı předmětem chováńı dané struktury z globálńıho hlediska. T́ım je myšleno, že pro

kalibraci silově-deformačńı odezvy MKP modelu v rámci dané zkoušky (např. tř́ıbodový ohyb) lze

pracovat pouze s Youngovým modulem, jehož hodnotu vhodným zp̊usobem nalezneme. Přijdeme tak
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o možnost zkoumáńı podrobných proces̊u odehrávaj́ıćıch se
”
uvnitř “vzorku, jež jsou postihnutelné

právě zmı́něnými modely. Z hlediska praktického použit́ı voštinového jádra a jeho struktury se

lze domńıvat, že mělo-li by doj́ıt k takovým deformaćım polypropylenových struktur, při kterých

již nutně muśıme uvažovat viskoelastické a elastoplastické jevy, znamenalo by to jejich značné

poškozeńı či destrukci. Úlohou jádra voštinové struktury je předevš́ım přenos př́ıčných smykových sil.

Při tomto zp̊usobu namáháńı je pro výslednou únosnost mimo vlastnosti polypropylenu rozhoduj́ıćı

předevš́ım geometrické uspořádáńı voštiny, významné z hlediska ztráty stability. Daľśım limituj́ıćım

faktorem voštiny je pak pevnost lepených spoj̊u mezi jednotlivými buňkami, lze očekávat jejich

porušeńı sṕı̌se než samotného polypropylenu. Tyto úvahy nakonec vyústily v přesvědčeńı, že

k popisu elastického chováńı lze přistoupit použit́ım definice klasického izotropńıho materiálu

pomoćı konstant E a ν, avšak s uvědoměńım si limit̊u, jež jsou předchoźımi úvahami stanovené.

Pakliže zde hovoř́ıme o Youngově modulu, je nutné zmı́nit, že se nebude jednat o skutečný modul

tak, jak ho chápeme z fyzikálńıho hlediska. Jelikož jeho hodnotou bude vázán vztah śıla - deformace,

bude mı́t v tomto př́ıpadě bĺıže definici tuhosti, protože jeho hodnota je dána i zp̊usobem sestaveńı

modelu (nezanedbatelným faktorem je např́ıklad hustota śıtě MKP modelu, jak bude ukázáno dále).

Takto je proto nyńı nutné v rámci této práce Young̊uv modul chápat, přestože pro přehlednost

bude použito stejného značeńı i názvu této veličiny. Z dále źıskaných hodnot modul̊u tedy nelze

př́ımo dedukovat mechanické vlastnosti polypropylenu tvoř́ıćıho strukturu voštinového jádra.

V př́ıpadě druhé z elastických konstant, Poissonova č́ısla, je rozptyl hodnot pro polypropylen, jež

lze dohledat z dostupných zdroj̊u, výrazně př́ıznivěǰśı. Jeho udávaná hodnota čińı 0, 42 − 0, 43 [12],

[9], [13], [14]. V intenćıch rozboru namáháńı samotného polypropylenu z předchoźıho odstavce, jež

lze předpokládat nevýrazné, bude tato hodnota použita pro definici elastického chováńı materiálu.

4.6.2 Specifika modelu

Jednotlivé vazby jsou umı́stěny v mı́stě styku jednotlivých část́ı modelu. Dobře to lze ilustrovat na

vyjmuté buňce, červeně jsou na obrázku č. 16 vyznačeny plochy pro umı́stěńı potenciálńıch vazeb.

Z obrázku si lze všimnout, že samotná buňka je modelována objemově navzdory faktu, že vzhledem

k tloušt’ce jej́ı stěny je vhodná pro použit́ı skořepinového modelu. Je to dáno nutnost́ı existence

plochy vrchńı a spodńı podstavy pro definici kohezńı vazby mezi buňkou a potahem. Při použit́ı 2D

skořepiny a následných zkouškách kohezńı vazby se nepodařilo dosáhnout uspokojivých výsledk̊u

(vazba byla definována na čárovém styku buňky s potahem, tj. na kružnici).
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Obr. 16: Model buňky - trubičky a znázorněné plochy pro umı́stěńı vazeb

Model použ́ıvá dvou typ̊u prvk̊u. Pro dvojici potah̊u je to skořepinový čtyř-uzlový lineárńı prvek

s redukovanou integraćı S4RS. Oproti standardńımu S4R znač́ı ṕısmemo S použit́ı Mindlinovské

teorie desek (Small strain). Prvek je vhodný pro modelováńı skořepin, u kterých docháźı k velkým

úhlovým natočeńım a je zároveň výpočtově efektivněǰśı 1. Objemově modelované buňky pak byly

vystavěny šestistěnnými lineárńımi objemovými prvky s redukovanou integraćı C3D8R.

S ohledem na budoućı práci s t́ımto modelem, který bude v rámci identifikačńıho procesu

podroben iterativńım výpočt̊um, je vhodné minimalizovat jeho výpočtový čas. Během zkoušek

i numerických simulaćı modelu je patrná jistá periodicita, daná geometrickým uspořádáńım. Obdobně

jako lze řešit klasické homogenńı nosńıky jako rovinnou úlohu, kdy následným
”
vysunut́ım“ řešeńı

podél normály dostáváme trojrozměrný model, lze i u tohoto modelu nalézt prvek s jehož pomoćı

lze kompletńı nosńık vystavět. Vhodně provedeným řezem źıskáme dvě řady buněk, ze kterých jejich

opakováńım sestav́ıme nosńık větš́ıch š́ı̌rek. Lepš́ı názornost nežli tento výklad zřejmě poskytne

obrázek 17.

1dle technické dokumentace Abaqusu
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Obr. 17: Ilustrace vystavěńı detailńıho modelu nosńıku s využit́ım symetríı

4.7 Zjednodušený kontinuálńı model voštinového jádra

Tento model je vytvářen s d̊urazem na maximálńı jednoduchost. Celá struktura voštiny včetně

potah̊u je nahrazena homogenńım kontinuem. Je zřejmé, že takto definovaný materiál muśı nutně

vykazovat směrovou závislost svých materiálových vlastnost́ı, jež je dána geometríı p̊uvodńı struktury.

Zkoumaná voština má buňky ve tvaru trubiček, tato skutečnost přináš́ı výhodu oproti voštinám

s klasickou hexagonálńı strukturou, vlastnosti v rovině kolmé na osy buněk lze nyńı pokládat za

izotropńı. Toto výhodné specifikum pochopitelně zd̊urazňuje sám výrobce voštiny, jeho pravdivost

však lze obhájit i použit́ım odborné literatury zabývaj́ıćı se homogenizaćı vlákny vyztužených

kompozit̊u. Kompozit vyztužený rovnoběžnými vlákny lze obecně považovat za ortotropńı materiál.

Ve speciálńıch př́ıpadech, jakým je hexagonálńı uspořádáńı pole vláken, stává se náhradńı materiál

transverzálně izotropńım [15, s. 144-145]. Předchoźı tvrzeńı lze podložit použit́ım analogie, kterou

lze spatřit mezi trubičkami voštiny a výztužnými vlákny kompozitu ve smyslu jejich orientace

a uspořádáńı. Možnost pokládat náhradńı materiál za transverzálně izotropńı přináš́ı značnou

výhodu menš́ıho množstv́ı materiálových konstant potřebných k identifikaci (pět namı́sto dev́ıti).

4.8 Identifikace materiálových parametr̊u

4.8.1 Detailńı model

V rámci identifikace hledáme optimálńı hodnotu Youngova modulu. Proces identifikace spoč́ıvá

v nalezeńı takové hodnoty E, pro ńıž se bude shodovat experimentálńı a vypočtená hodnota zátěžné

śıly při známém pr̊uhybu. Experimentem je tř́ıbodový ohyb kratš́ıho vzorku. Výpočtový algoritmus

lze zevrubně popsat následovně: Nejprve jsou provedeny výpočty pro několik předem vhodně

zvolených hodnot E. Pro každou z hodnot je odečtena hodnota zatěžuj́ıćı śıly indentoru F . T́ımto
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źıskáme množstv́ı bod̊u [E,F ]. Body jsou následně interpolovány vhodnou křivkou k obdržeńı

závislosti F (E). Následně je z této závislosti vypočtena optimálńı hodnota Eopt, pro kterou odpov́ıdá

śıla F experimentálně změřené hodnotě Fexp. Této hodnoty je dosaženo minimalizaćı,

Eopt = arg min
E∈〈Emin,Emax〉

[F (E) − Fexp]
2
. (26)

Pro tuto hodnotu je proveden nový výpočet a stanovena chyba jako rozd́ıl mezi źıskanou optimálńı

hodnotou a výsledkem výpočtu. V závislosti na velikosti chyby je výpočet ukončen, nebo je nově

źıskaný bod přidán do množiny bod̊u prvotńıch a aktualizuje se t́ım pr̊uběh F (E). Následně je opět

hledána optimálńı hodnota ze zpřesněné interpolované závislosti a proces se opakuje až do splněńı

kritéria ukončeńı výpočtového cyklu.

Prakticky je výpočet realizován pomoćı MATLABu, který sám s využit́ım vhodných skript̊u

dosazuje parametry, spoušt́ı výpočty v Abaqusu a čte jejich výsledky. Celý proces je tak automati-

zován.

Obr. 18: Podrobný popis procesu identifikace Youngova modulu

Výsledky výpočtu ukázaly vzhledem k čistě elastickým vlastnostem nepřekvapivou lineárńı

závislost śıly na Youngově modulu. Dı́ky tomu výše uvedený postup výpočtu velice rychle konvergoval

do správné hodnoty (tolerance výsledné śıly byla nastavena na 5% hodnoty śıly z experimentu).

Vynucovaný pr̊uhyb byl nastaven na 5 mm.
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Obr. 19: Pr̊uběh optimalizace Youngova modulu

Během ohybu docháźı ke zvlněńı,
”
krabaceńı“ vrchńıho potahu, jde o ztrátu jeho stability. Větš́ı

deformace nosńıku nejsou z tohoto d̊uvodu dobře řešitelné standardńım implicitńım schématem,

které v momentě ztráty stability potahu přestává konvergovat. O mnoho lepš́ıch výsledk̊u nebylo

dosaženo ani použit́ım Riksovy metody délky oblouku. Nakonec byla zvolena explicitńı formulace

kvazistatické úlohy.

Obr. 20: Projev ztráty stability u modelu a během experimentu

Pro urychleńı výpočtu bylo využito mass scalingu pro zvětšeńı časového kroku na zadanou hod-

notu umělým zvýšeńım hustoty materiálu prvk̊u. T́ımto zp̊usobem docháźı k nár̊ustu dynamických

efekt̊u, jež nepř́ıznivě ovlivňuj́ı výpočet. Dynamickým efekt̊um je úměrná velikost kinetické energie
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modelu, která by měla být v rámci kvazistatiky minimálńı. Nutná je tak kontrola energetických

hladin v pr̊uběhu výpočtu. Veskrze obecně už́ıvané pravidlo ř́ıká, že poměr kinetické a vnitřńı

energie by v pr̊uběhu výpočtu neměl přesahovat 10%. Pr̊uběh energíı je zaznamenán na obrázku 21.

Mimo vnitřńı a kinetické je zanesen i pr̊uběh celkové energie, která je nulová. To je z hlediska jej́ı

definice korektńı pr̊uběh, v př́ıpadě jej́ıch změn by byl porušen zákon zachováńı energie, nulová

(v obecném př́ıpadě konstantńı) hodnota je informaćı o dobrém fungováńı modelu.

Obr. 21: Časový pr̊uběh energíı pro finálńı iteraci modelu

Výsledná hodnota vypočteného Youngova modulu čińı pro jemně śıt’ovaný model 5 727 MPa.

Modul by se při použit́ı jemné śıtě měl bĺıžit skutečným hodnotám, zde se jedná o hodnotu vyšš́ı,

než jaké je zmı́něné obvyklé rozmeźı pro polypropylen. Tato relativně značná odchylka může být

zp̊usobena několika vlivy. Zcela stěžejńı část́ı voštiny pod́ılej́ıćı se svými vlastnostmi na výsledku

zkoušky je potah. Numerický model jej uvažuje jako skořepinu o tloušt’ce, již udává výrobce (75 µm).

Mimoto je mezi potahem a buňkami proveden spoj. Do polypropylenového potahu je poté přidán

polyethylenový fleece ve formě vláken. Ve skutečnosti je tloušt’ka nosného prvku patrně větš́ı

a nehomogenńı, sestávaj́ıćı z v́ıcero materiál̊u, jejichž exaktńı mechanické vlastnosti neznáme.

Na obrázku 22 je zobrazeno porovnáńı pr̊uběhu zatěžuj́ıćı śıly s experimentem. Model byl

kalibrován tak, aby se shodovala velikost śıly při definovaném konečném pr̊uběhu. V konečné fázi

se proto křivky shoduj́ı. Odchylka v počátku zatěžováńı je pravděpodobně zp̊usobena vrchńım

potahem, jehož śıt’ neńı dostatečně jemná pro dokonalé vystihnut́ı jeho zmačkáváńı (jak je patrné

z obrázku 20) a ve výsledku je také tužš́ı. Nezahrnuje nav́ıc přirozené imperfekce, na počátku

výpočtu je dokonale rovný. Z těchto d̊uvod̊u pak pravděpodobně vykazuje numerický model větš́ı

śıly.
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Obr. 22: Závislost śıla - pr̊uhyb pro zkalibrovaný detailńı model

Bylo již zmı́něno, že velikost nalezeného Youngova modulu je odvislá i od hrubosti použité śıtě.

Lze předpokládat, že Young̊uv modul bude s hrubnoućı śıt́ı klesat, protože bude vzr̊ustat tuhost

daná śıt́ı, jež bude během optimalizace kompenzována právě volbou menš́ı hodnoty E. Výsledky

pro r̊uzná nastaveńı śıtě uvád́ı tabulka 1.

jemná śıt’ hrubá śıt’

velikost elementu - potahy [mm] 0,3 1

velikost elementu - trubička [mm] 2 (42 uzl̊u / obvod kruhu) 5 (16 uzl̊u / obvod kruhu)

počet uzl̊u modelu (tis.) 149 22

Optimálńı Young̊uv modul 5 727 MPa 5 108 MPa

Tabulka 1: Závislost výsledk̊u na hustotě śıtě (mesh dependence) pro detailńı model

Fenomén nár̊ustu tuhosti modelu neńı př́ılǐs výrazný, zřejmě v́ıce by se projevil v úlohách

zahrnuj́ıćı ztrátu stability buněk. Nav́ıc při použit́ı hrubé śıtě nedojde k dobrému utvořeńı kohezńıch

vazeb, č́ımž tuhost celého modelu naopak klesá vlivem odděleńı potah̊u.

4.8.2 Zjednodušený model

Je znám počet nutných materiálových konstant k identifikaci. Pro daľśı postup je vhodné znát jejich

fyzikálńı význam. Využijme zavedené matice poddajnosti pro ortotropńı materiál ze vztahu (1).

Směry dané indexy L a T necht’ lež́ı v rovině izotropie, směr T ′ je směrem transverzálńım. Indexy

L a T můžeme vzhledem k izotropii ztotožnit, č́ımž dostaneme pro p̊uvodńı ortotropńı materiál
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prvńı sadu vazbových rovnic.

EL = ET

νLT ′ = νTT ′

GLT ′ = GTT ′

(27)

Posledńı rovnice váže trojici parametr̊u v rovině izometrie známým vztahem

EL = 2GLT (1 + νLT ) (28)

Dosazeńım těchto rovnic a využit́ım symetrie lze źıskat matici poddajnosti transverzálně izotropńıho

materiálu. Pro lepš́ı názornost zapǐsme celý Hook̊uv zákon.



εL

εT

εT ′

εTT ′

εLT ′

εLT



=



1

EL
−νLT
EL

−νT
′L

ET ′
0 0 0

−νLT
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1

EL
−νT

′L

ET ′
0 0 0

−νLT
′

EL
−νLT

′

EL

1

ET ′
0 0 0

0 0 0
1

GLT ′
0 0

0 0 0 0
1

GLT ′
0

0 0 0 0 0
2 (1 + νLT )

EL





σL

σT

σT ′

σTT ′

σLT ′

σLT



(29)

Význam pětice materiálových parametr̊u lze vyč́ıst ze zápisu (29):

EL: Young̊uv modul pružnosti v rovině symetrie LT . Je rozhoduj́ıćı při namáháńı jednoosou

napjatost́ı ve směru nálež́ıćım této rovině, což je právě př́ıpad navržené ohybové zkoušky (kde

délka vzorku umožňuje zanedbat vliv smykového namáháńı). Hodnotu této veličiny je třeba

nalézt.

ET ′ : Modul v př́ıčném směru. Charakterizuje elastické chováńı p̊uvodńı voštiny při namáháńı

ve směru osy buněk. Nab́ıźı se možnost jeho výpočtu z podmı́nky shodné př́ıčné deformace

voštiny a modelu po zat́ıžeńı daným zat́ıžeńım na dané ploše. Poměr Youngových modul̊u

by v takovém př́ıpadě odpov́ıdal opačnému poměru velikosti ploch, na nichž je zat́ıžeńı

rozloženo. Hodnota modulu zjednodušeného modelu by byla násobně nižš́ı než ve skutečnosti

(poměr ploch přibližně odpov́ıdá poměru pr̊uměru buňky a tloušt’ky jej́ı stěny). Tento př́ıstup

bohužel přináš́ı několik problémů. Předevš́ım neńı známa skutečná hodnota Youngova modulu

polypropylenu a pro jeho určeńı by bylo nutné daľśıch zkoušek (tahových/tlakových). Model

by zřejmě dovedl uspokojivě vystihnout reálné chováńı při rovnoměrně rozložené zátěži, patrně

by však nastaly pot́ıže v okamžiku p̊usobeńı koncentrovaných sil v př́ıčném směru, kde by byl

model př́ılǐs poddajný. Proto bude hodnota modulu zvolena vhodně tak, aby k podobným

jev̊um (zejména v mı́stě kontaktu s podporami a indentorem) nedocházelo.
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νLT : Poissonovo č́ıslo pro zat́ıžeńı v rovině symetrie. V realitě je velikost deformace struktury od

kolmo p̊usob́ıćı zátěže zp̊usobena změnou geometrie buněk, vzhledem k jejich tvaru nav́ıc

nedocháźı k jej́ımu lineárńımu nár̊ustu. Větš́ım deformaćım voštiny (jako např. na obr. 14) nav́ıc

bráńı potahy a nelze je ani během ohybové zkoušky očekávat. Proto tento efekt zanedbejme

položeńım νLT = 0.

νLT ′ : Situace je obdobná jako u předchoźıho č́ısla a snad ještě lépe obhajitelná - ani při výrazných

podélných deformaćıch se nebude znatelně měnit př́ıčný rozměr voštiny a naopak. Deformace

na sebe navzájem nemaj́ı vliv, tedy (s využit́ım symetrie matice poddajnosti) νLT ′ = νT ′L = 0

GLT ′ : Smykový modul pro podélný smyk. Pro zkoumanou voštinu byly v minulosti provedeny

smykové zkoušky, které lze použ́ıt pro stanoveńı modulu. Zpráva [16] uvád́ı hodnotu 15± 0, 38

MPa. Výrobce v technické dokumentaci pak 13 MPa. Vzhledem k charakteru ohybové zkoušky,

během které nedocháźı k podélnému smyku, nelze očekávat výrazněǰśı vliv této hodnoty na

výsledek. Nakonec byla zvolena hodnota vycházej́ıćı z provedených měřeńı v rámci zmı́něné

výzkumné zprávy ČVUT.

Ćılem kalibrace modelu je źıskáńı závislosti śıly na pr̊uhybu, která bude pokud možno co nejbĺıže

skutečné křivce. Tou je v tomto př́ıpadě závislost F (w) źıskaná z experimentu s dlouhými vzorky

(obr. 12). Navržený transverzálně izotropńı materiálový model je evidentně elastický bez ohledu

na deformaci. Z pr̊uběhu závislosti je však patrné, že od určité hodnoty pr̊uhybu již nedocháźı

k nár̊ustu śıly, což je v rozporu s elastickým chováńım. Je nutné nějakým zp̊usobem dosáhnout

měknut́ı materiálu. V rámci zvoleného materiálového modelu je tohoto možné doćılit uvažováńım

longitudinálńıho Youngova modulu jako závisle proměnné hodnoty. Vzhledem k tomu, že měřená

data zahrnuj́ı mimo hledaného pr̊uběhu śıly jen pr̊uhyb, nab́ıźı se závislost modulu právě na pr̊uhybu.

Následně se tedy budeme věnovat nalezeńı optimálńı závislosti EL(w).

K modelováńı tohoto jevu v rámci Abaqusu bylo využito možnosti definovat závislost ma-

teriálových konstant na teplotě. Vhodnou změnou teploty pak lze ř́ıdit i hodnotu Youngova modulu.

Změna modulu bude prob́ıhat globálně, pro celý model. Teplota bude sloužit jako abstraktńı

veličina. Rozsah jej́ıch hodnot byl volen od 0 do 1 tak, že pro T = 0 je hodnota Youngova modulu

EL = EL,max, pro T = 1 pak EL = EL,min. Změna modulu je se změnou teploty lineárńı a pro

závislost modulu na teplotě pak lze psát vztah

EL(T ) = EL,max − (EL,max − EL,min) · T (30)

Dále však budeme hledat pr̊uběh ř́ıd́ıćı teploty T , uved’me proto vztah inverzńı,

T (EL) =
EL,max − EL

EL,max − EL,min
(31)

Otázkou nyńı z̊ustává neznámý pr̊uběh EL a tedy i hodnoty jeho minima a maxima. Využijme

existence známého analytického vztahu pro pr̊uhyb silou F osově zatěžovaného nosńıku na dvou
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podporách ve vzdálenosti l,

w =
Fl3

48ELJ
, (32)

J je kvadratický modul obdélńıkového pr̊uřezu nosńıku š́ı̌rky b a výšky h, J =
bh3

12
. Pr̊uběh EL lze

nyńı vyjádřit v závislosti na pr̊uhybu,

EL(w) =
l3

48J

F (w)

w
. (33)

Obr. 23: Pr̊uběh závislosti Youngova modulu na posuvu při použit́ı vztahu (33).

Nyńı lze naj́ıt globálńı extrémy závislosti,

EL,min = min
w∈〈0,wmax〉

EL(w), EL,max = max
w∈〈0,wmax〉

EL(w), (34)

č́ımž dostáváme hodnoty nutné pro definici pr̊uběhu T (EL) z rovnice (31). Dosazeńım ze vztahu

(33) do tohoto pr̊uběhu obdrž́ıme závislost T (w) = T (EL(w)). Abaqus umožňuje ř́ıdit hodnoty

některých veličin pomoćı modulu amplitude. Lze tak definovat pr̊uběh požadované veličiny na čase.

Pro finálńı krok tak zřejmě potřebujeme znát časovou závislost pr̊uhybu v rámci simulace. Ta je

při zatěžováńı ř́ızeným posuvem rovněž dána pomoćı amplitudy a(t), kterou se násob́ı hodnota

konečného posuvu wmax. Časový pr̊uběh a(t) definuje uživatel. Přesný tvar křivek těchto závislost́ı je

uveden v technické dokumentaci programu. Konečně se tak dosazeńım w(t) = a(t) ·wmax dostáváme

k pr̊uběhu T (t) = T (w(t)). Ten je posléze diskretizován a ve formě tabelovaných hodnot zapsán do

modulu amplitude.
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Obr. 24: Závislost w(t) během simulace.

Obr. 25: Závislost T (t) pro r̊uzné volby časového kroku.

Na prvńı pohled relativně krkolomný proces źıskáńı časové závislosti abstraktně zavedené teploty

však dává uspokojivé výsledky. Na obrázku 26 ńıže je srovnáńı experimentálńı závislost a simulace.

Zejména v počátečńı fázi spolu křivky velmi dobře koresponduj́ı. Po dosažeńı větš́ıho pr̊uhybu

se závislosti mı́rně rozcházej́ı. Tento jev zp̊usobuje předevš́ım použit́ı analytického vztahu (32)

odvozeného za předpokladu malých deformaćı.

29
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Obr. 26: Porovnáńı výsledk̊u simulace zjednodušeného modelu s experimenty

Z hlediska uživatelské př́ıvětivosti se tento proces může zdát nepřiměřeně pracný, nicméně

zmı́něný postup je při využit́ı vhodných prostředk̊u dobře algoritmizovatelný, přičemž vstupem

programu je experimentálńı křivka závislosti F (w) a výstupem tabelované hodnoty [Ti, ti]. Př́ıpadné

úpravy tak nezaberou mnoho času.

Nepř́ıjemnou povinnost́ı je zmı́něńı některých úskaĺı a omezeńı vyplývaj́ıćı z použité teorie.

Prvńım potenciálńım problémem je čistě elastické chováńı. Model je velmi dobře použitelný

v elastické oblasti, nicméně i po překročeńı meze elasticity se bude po odlehčeńı navracet do

p̊uvodńıho nedeformovaného tvaru. Neńı tak možné model použ́ıt např. pro odhad zbytkových

deformaćı. Nab́ızej́ıćı se teoreticky proveditelné zavedeńı plasticity do modelu komplikuje jednak

jeho ne-izotropńı charakter a v pr̊uběhu zatěžováńı s teplotou proměnlivé hodnoty napět́ı. Daľśı

imperfekce spoč́ıvá ve tvaru čáry pr̊uhybu. Přestože experiment nezahrnoval jej́ı vlastńı měřeńı,

bylo vizuálně dobře patrné, že nosńık byl v polovině délky ostřeji zalomen než model.

Obr. 27: Model po dosažeńı maximálńıho pr̊uhybu (barevně napět́ı σL)

Zmı́něné nedostatky pak jsou motivaćı pro daľśı postup, kdy dojde ke spojeńı dvojice uvedených
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model̊u.

4.9 Spojeńı zjednodušeného a detailńıho modelu

Předchoźı statě se věnovaly sestaveńı a kalibraci dvojice model̊u. Zat́ımco homogenizovaný kon-

tinuálńı model je úsporný z hlediska výpočtového času, podrobný model dokáže dobře zachytit

lokálńı jevy. Vhodným spojeńım model̊u při použit́ı každého z nich v souladu s jejich účelem pak

lze źıskat model výhodně použ́ıvaj́ıćı uvedených benefit̊u obou část́ı.

Př́ıkladem budiž ohybová zkouška deľśıho voštinového nosńıku. Kompletńı vystavěńı mikrostruk-

turálńım modelem je pro běžného uživatele nedisponuj́ıćıho mimořádně výkonnou výpočtovou

stanićı nepoužitelné. Kontinuálńı model nedokáže dobře postihnout lokálńı jev zmačkáváńı buněk

voštiny a potahu pod indentorem. Sestavme tedy model kombinaćı obou. Na obr. 28 je kombinovaný

model tohoto nosńıku. Středńı část je tvořena mikrostrukturou. Okraje nepodléhaj́ıćı výrazněǰśım

deformaćım použ́ıvaj́ı kontinuálńı model. Přiléhaj́ıćı plochy obou model̊u jsou pevně spojeny pomoćı

tie vazeb.

Obr. 28: Model vzniklý kombinaćı detailńıho a zjednodušeného modelu

Výsledkem ohybové zkoušky tohoto modelu je věrohodný výsledek. Je poměrně dobře patrné

větš́ı zakřiveńı v okoĺı indentoru. Samotná pr̊uhybová čára nebyla měřena, k zobrazeńı vzájemné

bĺızkosti kombinovaného modelu s experimenty je použita grafická kompilace na obrázku 29.
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Obr. 29: Porovnáńı simulace kombinovaného modelu se zachyceným experimentem

4.10 Diskuze a daľśı možné postupy

Sestavené modely dokáž́ı dostatečně věrně reprezentovat reálné chováńı zkoušených vzork̊u během

prováděných experiment̊u. Otázkou je, zdali jsou tyto modely, společně s postupy, které vedly

k jejich sestaveńı, schopné dobrého odhadu i pro úlohy, které jsou geometríı, zp̊usobem namáháńı

atd. odlǐsné od prováděných ohybových zkoušek. K odchylkám méně náchylný bude zřejmě detailńı

model. Z podstaty věci by měl být při dokonalém sestaveńı schopen zachyceńı libovolné deformace

voštiny. Za účelem daľśıho zpřesňováńı je možné tento model dále vybavit modely poškozeńı (viz

kapitola dále), plasticity, tečeńı aj. Nutné je pak provedeńı př́ıslušných experiment̊u.

Složitěǰśı je situace v př́ıpadě zjednodušeného modelu tvořeného náhradńı homogenńı strukturou.

Je zřejmé, že model byl kalibrován velice specificky v̊uči př́ıslušnému experimentu (změna Youngova

modulu je de facto závislá na pr̊uhybu, resp. posuvu př́ıčńıku). Nelze se proto domńıvat, že by

model byl schopen spolehlivě se stejným nastaveńım dobře aproximovat i jiné typy úloh, např́ıklad

zat́ıžeńı desky, čtyřbodový ohyb a podobně. Patrně by bylo možné provést obdobným zp̊usobem

nastaveńı parametr̊u tak, aby danou úlohu dobře aproximoval. Významným omezeńım je pak

použit́ı analytického vztahu (32), protože analytické řešeńı nemuśı pro zcela obecnou úlohu existovat.

V takových př́ıpadech by bylo nutné přistoupit k hledáńı parametr̊u jiným zp̊usobem, např́ıklad

pomoćı optimalizačńıch algoritmů. Daľśı možný vývoj zjednodušeného modelu by se mohl ub́ırat

směrem k nalezeńı jiné veličiny nežli pr̊uhybu, na které by byla uvažována závislost Youngova

modulu EL. V ideálńım př́ıpadě by se mohlo jednat o vnitřńı veličinu modelu vycházej́ıćı např́ıklad

z hodnot napět́ı či deformaćı všech prvk̊u modelu, č́ımž bychom vycházeli z informaćı z celého

modelu, nikoli jen jediného daného bodu.

Při mı́rně pesimistickém náhledu na problematiku zjednodušeného modelu v intenćıch předchoźıho

odstavce by se mohla zdát snaha o jeho sestaveńı zbytečná s minimálńı možnost́ı budoućıho uplatněńı.

Názorným zd̊uvodněńım, proč tomu tak neńı, je právě uvedená ukázka kombinace tohoto modelu

s modelem detailńım. Bylo možné numericky simulovat lokálńı efekt v poměrně jemně strukturo-
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vaném vzorku při jeho současných nemalých rozměrech. Obdobným zp̊usobem by pak bylo možné

přistoupit i k řešeńı např́ıklad již zmı́něné desky, pro kterou by byla v oblasti zájmu nahrazena

homogenńı struktura mikrostrukturou.

Daľśım možným uplatněńım je využit́ı zjednodušeného modelu v rámci metody submodelingu.

Z výsledk̊u výpočtu zkalibrovaného modelu je možné následně źıskat v dané oblasti okrajové

podmı́nky pro daľśı práci s detailńım modelem.

4.10.1 Identifikace parametr̊u kohezńıch spoj̊u

Pro potenciálńı budoućı modelováńı poškozeńı voštinové struktury je nutné korektně definovat

podmı́nky, za kterých dojde k porušeńı lepených spoj̊u. Původńı předpoklad, dle kterého k rozlepeńı

struktury mělo doj́ıt během ohybových zkoušek při výrazněǰśıch pr̊uhybech se nepotvrdil. Jednotlivé

buňky z̊ustaly v kontaktu a jejich rozlepeńı se nepodařilo doćılit ani následným
”
hrubým ručńım

zacházeńım“ - viz obrázek ńıže, na kterém byl jeden ze vzork̊u ohnut o 180◦ do tvaru ṕısmene U,

struktura však z̊ustává nenarušena.

Obr. 30: Neporušená struktura buněk při velké deformaci

Předem navržený experiment pro zkoumáńı vazeb zahrnoval zkoušku roztržeńı dvojice vyprepa-

rovaných buněk. Ćılem bylo źıskáńı závislosti śıla - oddáleńı pro lepený spoj, která by určovala

vlastnosti vazby v normálovém směru. Pro zabráněńı ovlivněńı výsledk̊u vlastńı deformaćı buněk

byl do nich vsunut ocelový drát odpov́ıdaj́ıćıho pr̊uměru.
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Obr. 31: Možný zp̊usob identifikace kohezńıch vazeb

Protože k jevu porušeńı vazeb nedošlo a pro kalibraci model̊u je nebylo nutné uvažovat, bylo od

experimentu upuštěno. V rámci práce dávám k dispozici předpřipravený program pro identifikaci

parametr̊u vazby využ́ıvaj́ıćı obdobně jako předchoźı procesy součinnost Abaqusu a MATLABU.

V Abaqusu byla sestavena modelová úloha pro numerickou simulaci trháńı ve formě vynuceného

oddáleńı dvojice buněk při fixaci tvaru jejich vnitřńıho pr̊uměru simuluj́ıćı př́ıtomnost drátu. Schéma

navrženého experimentu a jeho numerické simulace znázorňuje obr. 31. Předpokládá se lineárńı

ztráta tuhosti vazby, výsledná závislost śıla - oddáleńı je v Abaqusu dána třemi parametry, jež

chceme identifikovat, tuhost́ı vazby Knn, maximálńım napět́ım σn a oddáleńım, při kterém dojde

k absolutńı ztrátě tuhosti δmax. Proces identifikace spoč́ıvá v nalezeńı takových hodnot parametr̊u,

pro které se co nejlépe shoduj́ı pr̊uběhy experimentálńı a simulované závislosti F (δ). Ćılem je

dosáhnout co nejlepš́ı shody funkčńıch hodnot v předem daných bodech δi To vede na úlohu

minimalizace funkce f ,

f =

N∑
i=1

[F (δi) − Fexp(δi)]
2
. (35)

Bylo zvoleno rovnoměrné rozložeńı porovnávaných bod̊u na ose δ a plat́ı tedy

δi =
δmax
N − 1

(i− 1) (36)

K optimalizaci je využito neuronových śıt́ı, které jsou součást́ı př́ıslušného toolboxu v rámci

programu MATLAB. Nejprve jim jsou dodány trénovaćı vzorky, tvořené výslednými křivkami F (δ)

pro r̊uzné kombinace vstupńıch parametr̊u. Śıtě se při volbě vhodné trénovaćı metody a počtu

neuron̊u skryté vrstvy snaž́ı naučit vliv změny daného parametru na tvar křivky a následně hledaj́ı

takový tvar, který minimalizuje ćılovou funkci. Pro nalezenou kombinaci se spoušt́ı výpočet a jeho

výsledek je přǐrazen k předchoźım vzork̊um. Následné opětovné trénováńı a výpočty prob́ıhaj́ı

opakovaně dokud neńı mı́ra snižovańı hodnoty ćılové funkce dostatečně ńızká.
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5 Analýza pěnového jádra

Obdobně jako u jádra voštinového lze i u pěny, jak již bylo zmı́něno, brát v potaz jej́ı mikrostrukturu.

Pakliže byl pojem mikrostruktury užit v rámci analýzy voštiny, kde j́ım byla myšlena struktura

věrně zachycuj́ıćı geometrii jednotlivých buněk, v př́ıpadě pěn se pod t́ımto pojmem nacháźı svět

řádově menš́ıch rozměr̊u. S ohledem na předpony jednotek SI by tak byl pro voštinu př́ıhodný sṕı̌se

pojem
”
milistruktura“, který však český jazyk nezná a protože smyslem práce neńı lexikologický

př́ıspěvek ve formě vytvořeńı novotvaru, neńı proto použit. Ćılem toho rozboru je uvědoměńı si

skutečnosti, že zat́ımco v př́ıpadě voštin je modelováńı detailńı struktury a následné práci s ńı

věnován velký prostor, v př́ıpadě pěn nedává podobný př́ıstup smysl, nebot’ v rámci běžných aplikaćı

neńı nutné zachytit lokálńı jevy v takto podrobném měř́ıtku.

Pěnu tak lze pokládat za homogenńı materiál již při mnohem menš́ıch rozměrech zkoumaného

vzorku. Zcela bezpečně ji tak lze uvažovat při jej́ım použit́ı jako jádra sendvič̊u, často tvoř́ıćıch

metrové struktury. V rámci daľśıch úkon̊u bude tedy pěna pokládána za homogenńı materiál a práce

se tak značně zjednoduš́ı.

5.1 Mechanické vlastnosti pěny

Makroskopické materiálové vlastnosti pěny jsou odvislé od jej́ı vlastńı mikrostruktury. Nejen použitý

materiál pěny (polyuretan, hlińık), ale i zp̊usob uspořádáńı tohoto materiálu hraje z hlediska

mechanických vlastnost́ı významnou roli. Je např́ıklad patrný rozd́ıl mezi pěnami s uzavřenou

strukturou buňek (pěna je tvořena drobnými kavitami nepropouštěj́ıćımi vzduch) a otevřenou

strukturou. Celá problematika je velmi obsáhlá, názorný a ucelený rozbor nab́ıźı např́ıklad Millsova

př́ıručka [17]. Pro účel této práce ale budeme na pěnu nahĺıžet makroskopicky, předmětem zkoumáńı

pak bude homogenizovaná struktura, v ńıž bude vliv mikrostruktur možné zanedbat.

Obr. 32: Mikroskopický sńımek polyuretanové pěny [18]
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5.2 Modely pěny

Výpočtový software je pro práci s pěnou obvykle vybaven sadou materiálových model̊u, pro jejichž

použit́ı se následně muśıme rozhodnout v závislosti na vlastnostech použité pěny a na formulaci

řešené úlohy. Jmenovitě uved’me stručný přehled model̊u a možnost́ı jejich použit́ı, jež pro práci

s pěnou nab́ıźı Abaqus. Pro práci s pěnou jsou určeny předevš́ım tyto modely [10]:

• Low density foam

Model je určen pro lehké, vysoce stlačitelné pěny, jejichž chováńı významně záviśı na rychlosti

deformace, např. právě polyuretanové pěny. Vstupńımi daty modelu jsou zátěžové křivky

pro jednoosou tahovou a tlakovou zkoušku při r̊uzných rychlostech deformace. Lze zahrnout

i Poisson̊uv efekt, ačkoli model v základu předpokládá nulovou hodnotu Poissonova č́ısla.

Zahrnuto je poškozeńı materiálu a možnost odstraněńı element̊u, pro něž některé z jejich

hlavńıch tahových napět́ı přesahuje stanovenou mez. Na obrázku 40 byl tento model použit

k simulaci vzniku a propagace trhlin v sendvičovém nosńıku s pěnovým jádrem během

tř́ıbodové ohybové zkoušky. Nutné je použité explicitńıho řešiče (Abaqus/Explicit) a element̊u

daného typu.

• Crushable foam

Neboli stlačitelná, rozmačkatelná pěna je model použitelný k popisu plastického chováńı

materiálu, pro popis elasticity je nutné použ́ıt lineárńı izotropńı elastický model. Mezi vstupńı

data modelu je dále nutné zanést hodnoty popisuj́ıćı plastické zpevněńı materiálu (hardening),

pro dynamické děje lze definovat i závislost na rychlosti deformace. Vstupńı data obvykle

vycházej́ı ze zátěžných zkoušek pěny jednoosým tlakem a hydrostatickým tlakem. Tento

model je vhodný k analýzám pěn a daľśıch materiál̊u už́ıvaných zejména pro jejich schopnost

absorpce energie, např. balsy. Typovou úlohou pro použit́ı tohoto modelu jsou např́ıklad

simulace impakt̊u či stlačováńı struktur tvořených takovýmto materiálem.

• Hyperfoam

Modeluje nelineárńı, izotropńı, hyperelastické chováńı materiálu, tj. popisuje materiál, který

je schopný značných elastických deformaćı (typicky elastomery). Kalibrace je prováděna sadou

testovaćıch úloh.

Obdobnou sadu lze nalézt u většiny známých komerčńıch řešič̊u (Ansys, LS-Dyna). Tyto

programy nav́ıc umožňuj́ı použit́ı vlastńıch materiálových model̊u, č́ımž se možnosti jejich výběru

značně rozšǐruj́ı.

5.3 Zkoumaná pěna

Pro experimenty byla použita polyuretanová pěna HEREX C70.90. Jedná se o pěnu s uzavřenou

strukturou buněk určenou pro použit́ı v sendvičových konstrukćıch.
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5.4 Experiment

Experiment prob́ıhal v zásadě shodně s experimenty s voštinou, rovněž bylo zkoušeno 2x5 vzork̊u se

shodnými vzdálenostmi podpor 300 a 600 mm zkouškou tř́ıbodovým ohybem, tedy dle schématu

na obr. 10. Pr̊uběh zkoušky se však lǐsil, polyuretanová pěna se chová křehce. Lom nastal u všech

vzork̊u, vždy pod indentorem, plocha lomu byla kolmá k podélné ose nosńıku. Poměrně značně se

lǐsil okamžik lomu. Dobře patrné je to z graf̊u výsledk̊u experimentu ńıže.

Obr. 33: Výsledky experimentu pro pěnové nosńıky, l = 600 mm. σ = 1, 69 N
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Obr. 34: Výsledky experimentu pro pěnové nosńıky, l = 300 mm. σ = 9, 32 N

Statistické vyhodnoceńı použ́ıvá vztahy (24) a (25) pouze s t́ım rozd́ılem, že porovnává pr̊uběhy

křivek pouze do okamžiku lomu prvńıho ze vzork̊u.

5.5 Tvorba modelu

Pro homogenńı izotropńı pěnu je tvorba geometrického modelu triviálńı, jak je patrné i z obrázku 35.

S ohledem na předchoźı odstavce je patrně největš́ı překážkou vhodná volba materiálového modelu.

Pro korektńı použit́ı výše zmı́něných pěnových materiálových model̊u je třeba provedeńı množstv́ı

experiment̊u, zahrnuj́ıćı tahové a tlakové zkoušky, často nav́ıc při r̊uzných rychlostech zatěžováńı.

Při použit́ı pěny jako jádra sendvičového nosńıku lze předpokládat jej́ı namáháńı předevš́ım na

ohyb a smyk. S ohledem na tuto skutečnost byly voleny i provedené experimenty. Chceme - li dobře

vystihnout chováńı pěny během tohoto zp̊usobu zatěžováńı, lze ukázat, že vystač́ıme s mnohem

jednodušš́ım elasto-plastickým modelem.

Obr. 35: Model pěnového jádra
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5.6 Identifikace materiálových parametr̊u

Vyšlo najevo, že dostatečně přesné výsledky lze źıskat použit́ım modelu s lineárńım zpevněńım.

Napět’ově - deformačńı závislost tohoto modelu je na obr. 36. Pr̊uběh závislosti lze určit trojićı

parametr̊u, směrnicemi obou př́ımek a bodem jejich pr̊uniku.

Obr. 36: Diagram použitého materiálového modelu

Směrnićı elastické části je Young̊uv modul. Jeho hodnotu lze stanovit z analytického vztahu

(33). Pro počátek experimentálńı křivky, do hodnoty pr̊uhybu welmax, kde je chováńı elastické, byl

modul určen jako středńı hodnota pro body experimentálńı závislosti, tedy

E =
1

N

wel
max∑
wi=0

Ei(wi), (37)

kde N je počet měřených bod̊u v intervalu
〈
0, welmax

〉
.

Pro daľśı postup je dobré znázornit chováńı modelu ještě bez zavedené plasticity.
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Obr. 37: Porovnáńı pr̊uběh̊u s ryze elastickým modelem

Po překročeńı jisté hodnoty pr̊uhybu se křivky rozcházej́ı. Posledńım bodem, ve kterém se křivky

ještě dobře shoduj́ı, je mez kluzu. Jej́ı hodnotu lze určit pomoćı analytických vztah̊u anebo snáze

př́ımo z výsledk̊u simulace. Pro odpov́ıdaj́ıćı pr̊uhyb je to hodnota maximálńıho Von Misesova

napět́ı.

Úloha hledáńı směrnice př́ımky plasticity je ekvivalentńı hledáńı bodu nálež́ıćıho této př́ımce

s jednou souřadnićı volenou jako parametr. Abaqus definuje pr̊uběh hodnotami Yield Stress - Plastic

Strain. Prvńım bodem je mez kluzu, pro kterou je hodnota plastické deformace nulová. Pro druhý

bod byla pevně zvolena hodnota plastické deformace a hledána hodnota napět́ı. Pro nalezeńı této

hodnoty poté lze použ́ıt stejný algoritmus, jako byl použit pro hledáńı E detailńıho modelu v př́ıpadě

voštiny. Hodnota tohoto napět́ı je postupně iterována, dokud neńı dosaženo požadované shody

pr̊uběh̊u experimentálńı a modelové závislosti śıla - pr̊uhyb.

Zat́ım nebyla zmı́něna druhá z elastických konstant, Poisson̊uv poměr. Pro nalezeńı jeho hodnoty

lze vyj́ıt z dř́ıve provedených smykových experiment̊u. Výzkumná zpráva [19] uvád́ı hodnotu

smykového modulu G. Poisson̊uv poměr je poté

ν =
2G

E
− 1. (38)

Kalibrace byla, vzhledem v vyšš́ım hodnotám dosažených pr̊uhyb̊u, provedena na vzorćıch

o vzdálenosti podpor 600 mm. Výsledky uvád́ı tabulka (2) a obrázek (38).
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Mez kluzu (Yield Stress) [MPa] Plastická deformace (Plastic Strain)

0,45 0

0,78 0,01

E = 50 MPa, ν = 0, 66

Tabulka 2: Identifikované parametry materiálového modelu pro pěnu

Obr. 38: Srovnáńı pr̊uběh̊u pro vzorky pěny l = 600 mm

Pro ověřeńı funkčnosti modelu byla provedena simulace s týmiž hodnotami materiálových para-

metr̊u pro kratš́ı vzorky. Stejně jako v př́ıpadě deľśıch vzork̊u prob́ıhá simulace do hodnoty pr̊uhybu

odpov́ıdaj́ıćı okamžiku lomu nejdř́ıve prasknuvš́ıho vzorku. Vzájemná dobrá shoda experimentálńı

závislosti se simulačńım modelem, kalibrovaným však na jiném typu úlohy, je př́ıznivým výsledkem

testu univerzálnosti použitého materiálového modelu v rámci ohybových zkoušek.
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Obr. 39: Srovnáńı pr̊uběh̊u pro vzorky pěny l = 300 mm

5.7 Diskuze

Zkonstruovaný model dovede dobře popsat chováńı pěny do okamžiku jej́ıho lomu. Model poškozeńı

nezahrnuje a je nutné brát na to ohled. Obohaceńı modelu o poškozeńı je možné, vyžadovalo

by pravděpodobně provedeńı daľśıch experiment̊u. Při použit́ı experimentálńıch dat z ohybových

zkoušek je problematické i určeńı bodu lomu, který nastal pro jednotlivé vzorky ve značně odlǐsných

okamžićıch. Dále je také z ohybových zkoušek sendvič̊u známo, že nedocháźı k lomu v polovině

délky, ale pěna praská v bĺızkosti potah̊u nebo dojde k typickému lomu pod úhlem přibližně 45◦

v závislosti na vzdálenosti podpor nosńıku. Dobrý přehled nab́ıźı článek [20], který rovněž popisuje

postup modelováńı tohoto typu poškozeńı.

Obr. 40: Poruchy pěnového jádra pro nosńıky r̊uzných délek [20]

Samotný lom nastává velice rychle a pro řešeńı by bylo nutné použit́ı explicitńı formulace

s opatrnou volbou časového kroku. Neńı - li však předmětem zájmu př́ımo destrukce sendvičové

struktury, nab́ıźı uvedený model dobrou aproximaci reálného chováńı při minimálńı výpočtové

náročnosti.
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6 Shrnut́ı a závěr

Ćılem práce bylo řešeńı problematiky mechanických vlastnost́ı sendvičových struktur, zejména

pak samotných jader sendvič̊u. V úvodu jsou zmı́něny metody analytického řešeńı sendvičových

struktur a uvedeny některé základńı vztahy, které jsou i dále použity při konstrukci numerického

modelu. Dále se práce děĺı do dvou stěžejńıch kapitol, které se zabývaj́ı tvorbou model̊u voštinového

a pěnového jádra. Hlavńım ćılem těchto kapitol je takový popis postupu práce, ve kterém lze dobře

sledovat myšlenkové úkony vedoućı k sestaveńı model̊u. Provedené kroky jsou předem avizovány,

podloženy argumentaćı a je-li to možné, jsou nakonec znázorněny i jejich výsledky, nad nimiž

je následně vedena diskuze. Uvedené výsledky výpočt̊u a jejich srovnáńı s experimenty se snaž́ı

prokázat naplněńı hlavńıch ćıl̊u práce, jimiž je tvorba model̊u.

V rámci identifikace využ́ıvaj́ı modely vytvořených optimalizačńıch procedur, dostupných

v př́ıloze. Nicméně samotná tvorba jednotlivých model̊u je svým zp̊usobem snahou o nalezeńı

optimálńıho př́ıstupu z hlediska investovaného času experimentátora, výpočtáře a také hardwaru.

Z tohoto vyplývaj́ıćı omezeńı oblast́ı použitelnosti model̊u jsou popsána v rámci diskuze. Pro

některé z těchto restrikćı jsou uvedeny daľśı možné postupy, které by ve výsledky měly vést k jejich

odstraněńı. Proto byla snaha zpracovat tuto tematiku tak, aby byla umožněna relativně dobrá

návaznost práce. V práci neńı podrobně popsána funkce sestavených programů, přiložené kódy jsou

ale vybavené komentáři, které společně se samotným kódem přispěj́ı k pochopeńı zřejmě lépe nežli

dlouhý popis.

Vzniklo v́ıce variant modelu voštinového jádra a model jádra pěnového, jejichž silovou odezvu

se podařilo optimalizovat tak, že výsledné silové pr̊uběhy jsou bĺızké experimentálńım dat̊um.

S uvážeńım faktu, že po přilepeńı kompozitových nebo kovových potah̊u na jádro dojde k mno-

honásobnému nár̊ustu tuhosti sendviče bude i př́ıpadná silová odchylka samotného jádra svou

velikost́ı zanedbatelná v poměru k zatěžuj́ıćım silám.

Výsledkem by tedy měl být ucelený, podložený, transparentńı a dále dobře uchopitelný metodický

postup tvorby model̊u za použit́ı poznatk̊u vlastńıch, obecně známých i převzatých z vhodných

odborných zdroj̊u.
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8 Př́ılohy

K dispozici na přiloženém CD jsou následuj́ıćı soubory:

1. Modelová databáze Abaqusu prováděných simulaćı v souboru sandwich cores.cae.

Obsahuje následuj́ıćı modely:

Cohesive int: Výchoźı úloha pro identifikaci vlastnost́ı kohezńıho spoje odtržeńım dvojice

buněk od sebe s využit́ım neuronových śıt́ı a interpolačńı metody. Pro použit́ı s programem

Kohezni trh.m.

Foam: Výchoźı úloha pro sestaveńı materiálového modelu pěny.

Honeycomb comb: Model vzniklý kombinaćı detailńıho a zjednodušeného modelu voštiny.

Honeycomb det: Detailńı model voštinového vzorku o kratš́ı vzdálenosti podpor využ́ıvaj́ıćı

symetríı (dvanáctina kompletńıho modelu). Pro identifikaci k použit́ı s programem

tribody ohyb E.m

Honeycomb eq: Transverzálně izotropńı zjednodušený model voštinového jádra.

2. Programy v jazyce MATLAB a Python:

Názvy hlavńıch spouštěćıch soubor̊u:

(a) tribody ohyb E.m pro identifikaci Youngova modulu detailńıho modelu.

(b) Kohezni trh.m pro identifikaci kohezńıch vazeb.

(c) Temp amplitude.m pro výpočet tabulkových hodnot abstraktně zavedené teploty do

modulu amplitude z experimentálńı závislosti śıla - pr̊uhyb.
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