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Abstrakt

V této praci byla implementovana metoda pohyblivych vazenych nejmensich
¢tvercl v jazyce Julia. Metoda byla zkouméana jak po teoretické strance, tak
i experimentalné. Byl formulovan problém hledani sousedti v daném rozsahu
a predvedla se 2 feseni toho problému. Také byl vytvoren kratky popis pro-
gramovaciho jazyka Julia.

Klicova slova metoda pohyblivych nejmensich ¢tvercii, programovaci jazyk
Julia, hleddni sousedii v dané oblasti, aproximace funkce

Abstract

In this work an implementation of moving weighted least squares method
was created. The method was examined both theoretically and practically.
The range search problem was formulated and 2 solutions were presented.
A short description of Julia programming language can be found as well.

Keywords moving weighted least squares, Julia programming language,
range search, function approximation
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Uvod

Predstavme si, ze je zadana sada dvojic vstupnich a vystupnich hodnot a nasi
ulohou je nalézt funkci f, kterd vztah mezi témito hodnotami v jistém smyslu
popisuje co nejlépe. Nejstarsi metodou pro reSeni této tlohy je metoda nejmen-
Sich ¢tverca z 19. stoleti, jejiz autorem je A. M. Legendre, ktery v roce 1805
metodu popsal ve svém dile ,, Nouvelles Méthodes pour la Détermination des
Orbites des Cometes*, ve kterém ji aplikoval na aproximaci tvaru Zemé [I,
s. 12-14).

V praci se budeme vénovat vylepseni, které se nazyva metoda pohyblivych
vazenych nejmensich ¢tvercu. Jednou z jejich podstatnych vlastnosti je, ze ne-
vyzaduje, aby vzorova data byla umisténa na pravidelné mrizce. Metoda pro
kazdy bod & vytvorii lokdlni aproximaci f(Z), kterd dokdze napiiklad interpo-
lovat nad vstupnimi daty.

Castym problémem ve védeckych vipocétech a programech vyzadujicich
vysoky vykon je ,, problém dvou jazyku“ — prototypovani probiha v dynamic-
kych vysokoturoviiovych jazycich, jako jsou naptiklad Matlab, R nebo Python
a vysledna implementace vznikne prepsanim prototypu do vykonnéjsich, sta-
ticky typovanych jazyku, kde ¢astymi volbami jsou Fortran nebo C. Autofi
jazyku Julia si davaji za cil vytvorit dynamicky typovany jazyk, ktery bude
vykonem schopen konkurovat nizkotroviiovému Fortranu nebo C [2].

Vystupem této prace by méla byt implementace metody pohyblivych va-
zenych nejmensich ¢tvercl v programovacim jazyce Julia.

Metoda pohyblivych vazenych ¢tverct teoreticky i prakticky dosahuje velmi
dobrych vysledku [3, 4]. V dobé tvorby prace vSak neexistovala zadna snadno
dostupna implementace metody, a proto jsem se rozhodl praci realizovat.

V teoretické ¢ésti si zformulujeme problém, ktery se da tesit metodou
nejmensich ¢tvercti. Predstavime metodu pohyblivych vazenych nejmensich
¢tverct. Déale budeme resersi datovych struktur, jimiz lze Tesit stézejni podpro-
blém metody pohyblivych vazenych nejmensich ¢tverci a to problém hleddni
dat v zadané oblasti. V dalsi ¢asti posiSeme realizaci a navrh nasi knihovny.



UvoDp

V posledni ¢asti knihovnu predvedeme na ukazkach a srovnidme ji s metodou
aproximace pracujici na rovnomérné mfizce.



KAPITOLA ].

Teorie

1.1 Zakladni pojmy a znaceni

Symbolem 7 zna¢ime mnozinu ¢isel {1,2,...,n}. Vektory ¢ € R" znac¢ime pis-
menem s Sipkou. Implicitné se u vektorovych prostori predpoklada standardni
béze. Matice A znac¢ime zdvojenym pismenem. Chceme-li mluvit o ¢-tém Ffadku
matice A, pak pouzivime znaceni A;.. Podobné pro j-ty sloupec matice A bu-
deme pouzivat znaceni A.;. Normu zna¢ime | - ||5. Neni-li spodni index k
u normy specifikovian, pak se mysli Euklidovskd norma || - ||2. Euklidovskou
vzdalenost mezi dvojici vektort @ a ¥ tedy zna¢ime ||@ — ¥||. V nésledujicich
kapitolach se pouzivd porovnani mezi vektory @ < ¥, kde @,7 € R?, které
zavadime takto: vektor u je mensi nez vektor o, pokud Vi € d:u, < v, tedy je
mensi po slozkach. Casto budeme pouzivat pro riizné ticely d-rozmérné pole
a indexaci téchto poli budeme provadét vektory z Z¢ nebo Ng. Maéme-li napti-
klad 2-rozmeérné pole, pak se indexem (1, 2) bude rozumét prvek na prvnim
rfadku a druhém sloupci. Mluvime-li o soutadnicich, pak zpravidla myslime
soutradnice v kartézském souradnicovém systému.

1.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Necht je ddna sada dat {7},9;}F_,, kde 7; € R" a §; € R™ a sada funkci
fi,-- .y feo, kde fi : R® — R™. Ukolem je nalézt funkci

L

fe=>cifi,

i=1

3



1. TEORIE

s neznamymi koeficienty cy, ..., ¢, € R, kterd aproximuje sadu dat co nejlépe
ve smyslu nejmensich ¢tverca s chybovou funkei

k k l
D)= D el@) = il = DO e (@) — @I =
=1

i=1 j—1

k. m
ZZZZ% b= @) (L)

Nasi ilohou bude tuto chybovou funkei J(f.) minimalizovat.
Minimalizac¢ni tlohu (@) Ize fesit pomoci nutné podminky pro existenci
lokalniho extrému. Pro obecné v € [ plati

7(1 (f.) —QZZZ ¢ (f5(Z0)u = (Fi)u) (fo(@))u-

i=1u=1j=1

Polozme tyto derivace rovny nule a dostavame pro jednotliva v € 7

k m (
23037 > (e (f5(E))u — @) (fol))u = 0,
i=1u=1j=1
k m ¢ m
Do U@l fo( @) =D > (@)l fol@))us
i=1u=1j=1 i=1u=1
m k. m
> (Z Z(fg(fz))u(fv(fz))u> ¢j =2 > @)ulfol@))u  (1.2)
7j=1 \i=1lu=1 i=1u=1

Matice A méa rozméry £ x £ a prvek na v-tém radku a v j-tém sloupci je déan
predpisem

k m
Avj = D (fi(@))ul(folT))u- (1.3)

i=1 u=1

=

Nyni 1ze levou stranu rovnice (@) zapsat jako AC, kde ¢ je vektor nezndmych
koeficientti ¢ = (c1,...,co)". Dale zavedme vektor b = (by,...,by)", kde pro
jednotliva v € £ plati

k. m
b= > al foldi))u (1)

(2
Dosadme rovnice (B) a (@) do (@) a dostavame soustavu linedrnich rovnic
s vektorem neznamgych ¢

Ac=0b. (1.5)
Regularitu matice A Ize predpokladat, pokud jsou linearné nezavislé funkce
fi,.-., feaai,..., 2, jsou po dvojicich ruzné. VyTesenim soustavy (@) zis-

kéme hodnoty hledanych koeficienti. Minimalizovana funkce J( f.) je souc¢tem
kvadrati, z ¢ehoz plyne, Ze nalezeny extrém bude odpovidat minimu.

4



1.3. Metoda pohyblivych vazenych nejmensich ¢tverci

1.3 Metoda pohyblivych vazenych nejmensich
¢tverct

Metoda pohyblivych vazenych nejmensich ¢tvercu patii mezi metody pro re-
konstrukei funkce mimo pravidelnou miizku (angl. meshfree). Nevyzaduji, aby
vstupni (vzorova) data &; byla umisténd na pravidelné mrizce. Také neexistuje
zéddné omezeni pro hodnotu vektoru & € R”, k némuz chceme sestrojit aproxi-
maci f(&), coz nemusi nutné platit pro metody, které vyzaduji po vstupnich
datech, aby byla umisténd na pravidelné miizce.

Necht je déna sada dat T := {7}, 7;}}_, kde 7} € R" a g; € R™, sada
funkef f1,..., fo, kde f; : R* — R™ a véhova funkce 0 : Rf — Ry Ukolem je
nalézt funkci

fo(@) =) (@) fi(@)
i=1
s neznamymi koeficienty cy, ..., ¢, € R. Vysledkem obyc¢ejné metody nejmen-
sich Ctvercu je jedna funkce, kterda provadi ,,globalni“ aproximaci, zatimco
u metody vazenych nejmensich ¢tverci je vyslednd funkce zavisla na vek-
toru &, ktery chceme aproximovat. Hlavnim rozdilem oproti obycejné metodé
nejmensich ¢tvercl je vahova funkce 6, diky niz do chybové funkce ,, vstupuje®
vektor &, jehoz funkéni hodnotu (pfip. derivaci) chceme aproximovat. Chybova
funkce je dana vztahem

k
J(fe(@) =Y 0(1% = @D i) — gl
i=1
k )4

=017 = @Dl Y s (@ f3(@7) — 5ill* =

i=1 j=1

k m £
=>_0(|7 — i) Z ch‘(f) (f5(79),, — (F)u)*. (1.6)
=1 u=1

.
—_

Vsimnéme si, ze pokud je vahova funkce 6 konstantni, pak metoda , degra-
duje* na obycejnou metodu nejmensich ¢tvercti. Minimalizacéni tlohu (@)
pro libovolné Z € R” lze Tesit pomoci nutné podminky pro existenci lokalniho
extrému. Pro obecné v € ¢ plati

)
ey ()

k m J4
J(fe(@) =2 0017 = @) D (O (e(@) (f5(&)),, — (G0)u) (fo(@i)u))-
=1 u=

1 j=1

Polozme tyto derivace rovny nule a dostdvame pro jednotlivd v € /

k m 4
2> 0(1Z = zl) D O (@ (Fi(F))u — (@)u) (fo(Fi)u)) = 0.
=1

u=1 j=1



1. TEORIE

Roznasobenim zavorky (c;(Z)(f;(£i))u — (¥i)u) dostavame

k

m £
2001 =) Y3 es @SN = Gl =0

=1

Mensitel (9;)u(fo(Z7))wu nezavisi na séitacim indexu j, pfevedme jej na druhou
stranu rovnice.

k
> 0(1# — i)
i=1

Nyni sta¢i presklddat levou stranu rovnice, ¢imz dostavame

k m
5 (zewf— A S (@Dl xzm) (@) =
j u=1

Jj=1

Ay
k m
:Z (|2 — z3|]) Z (1.7)
=1 u=1

Matice A mé rozméry £ x ¢, kde prvek na v-tém radku a v j-tém sloupci
je dan vztahem

k m
=007 — ) D (£5(@))u(Fol@)u (1.8)
] u=1

Nyni lze levou stranu rovnice (@) psat jako Ac, kde ¢ je vektor neznamych
koeficienttt & = (cy,...,c;)T. Dale zavedme vektor b = (by, .. .,b)T, kde pro
jednotliva v € £ plati

k

m

o= 30017 ) Y- (5 (19)
i=1 u=1

Dosadme rovnice (@) a (@) do (ﬁ) a dostédvame soustavu linedrnich rovnic

s vektorem neznamgych ¢

AZ=b. (1.10)

Obecnost vahové funkce ndm komplikuje rozhodovani o regularité matice A.
Ptipadnou singularitu matice budeme muset fesit zvlast v implementaci. Vyte-
senim soustavy () ziskdme hodnoty hledanych koeficientii. Minimalizovana
funkce J(f(Z)) je souctem kvadréati, z ¢ehoz plyne, ze nalezeny extrém bude
odpovidat minimu.

6



1.4. Problém hledani sousedu v daném rozsahu

Castym piipadem je situace, kdy vystupni hodnota vahové funkce 6 je
0 pro vstupni hodnoty, které jsou vétsi nez pevny parametr £ € RE{ , tzn.
Je € RT,¥d > ¢ : 6(d) = 0. Pro tento piipad pro aproximovanou funkci
zavadime specidlni znaceni f(Z,¢). V dusledku chybova funkce nabude tvaru

J(f(Ee):= > 0(&—z|)f(,e) —wl* (1.11)
ick
|lZ—a; | <e

1.4 Problém hledani sousedu v daném rozsahu

V predchozi ¢asti jsme formulovali specidlni variantu metody pohyblivych va-
zenych nejmensich ¢tvercty, kde vahova funkce 6 nabyva nulovych hodnot pro
hodnoty vétsi nez pevné ¢, jejiz chybova funkce je ddna vztahem ([L.6). Hledani
vektora «; z mnoziny vzorovych dat, které jsou dostatecné ,, blizko“ k vektoru
Z, jehoz hodnotu chceme aproximovat, je podstatnou ¢asti nasi implementace
a proto bychom chtéli tuto tlohu fesit rychle.

Necht je ddna mnozina vektorti S := {&;} |, kde kazdé #; € R?. Nagim
tikolem je nalézt pro vektor ¢ € R? a 6 € Rt podmnozinu M C S takovou,
ze pro vsechny vektory v € M plati, ze ||V — ¢]| < 0 a pro vSechny vektory
w e S\ M plati, ze ||& — q]| > ¢ a tedy @ & M.

Tuto dlohu lze fesit naivné algoritmem El], ktery pro kazdy vektor @ € S
zjisti vzdéalenost ||@ — ]|, a pokud je mensi nez §, pak u pridd do vysledné
mnoziny. Za predpokladu, ze ptidavani do vysledné mnoziny a pocitani vzda-
lenosti mezi 2 vektory zvladneme v ¢ase O(1), tento algoritmus bézi v Case

O(]S]) a zabirda O(|S|) paméti.

Algoritmus 1.1 Naivni feseni problému hleddni nejblizsich sousedu
Vstup: S CR", e R", § € RT
Vystup: M C S
procedure NAIVESEARCH(S, ¢, 0)
M <+
for all ¥ € S do
if |7 — ¢]| < ¢ then
M~ MUuu
end if
end for
return M
end procedure

V této sekci se budeme zabyvat 2 fesenimi tohoto problému, které byly
pouzity v implementacni ¢asti prace. Cilem je zejména snizit casovou slozitost
pri hledéni sousedt.
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1.4.1 Cell linked list

Definice 1: Necht je ddna mnozina vektora S C R Datova struktura cell
linked list rozdéli prostor V := R? na d-rozmérnou nekoneénou rovnomér-
nou mrizku se stranami rovnobéznymi s osami kartézského systému souradnic
a s délkou hrany e a v kazdé buiice si udrzuje seznam vektoru z S, které se
v ni nachdzi [5, s. 149-152].

Cell linked list 1ze implementovat pomoci d-rozmérného pole, které si v kazdé
bunce uklada spojovy seznam vektort, ktery se v prislusné burice nachazi.
Cell linked list podporuje nasledujici operace.

Operace Komentar
CrLBuILD Sestaveni struktury.
CLLSEARCH Nalezeni sousedd.

Pro cell linked list C zavadime ndsledujici pomocné funkce: e(C) vrati
délku hrany miizky, kterou je rozdélen prostor R?. Pro pFistoupeni k mifzce
cell linked listu C pouzivame G(C'). Cell linked list budeme implementovat d-
rozmérnym polem, mluvime-li o indexech nebo soutadnicich v cell linked listu,
pak myslime indexy resp. souradnice tohoto d-rozmérného pole. Tyto indexy
budeme znaéit pomoci vektortt ¢ € Z%. Chceme-li tedy vybrat buiiku, ktera
se v C nachdzi na soufadnicich danych vektorem ¢, pak pouzijeme znaceni
G(C, €). Mnozinu vektoru S uchovavanou v cell linked listu C zna¢ime S(C).
Data, ktera si cell linked list uchovavéa v bunce na indexech ¢, zna¢ime S(C, ©).

Pro libovolny vektor i € R? a cell linked list C' se nabizi otdzka, do které
bunky vektor i vlozit. Nejprirozenéjsi volbou je umistit jej do bunky na in-
dexech (|u1/e(C)],...,|dq/e(C)]). Tento vypocet budeme déle znacit jako
I(C,u). Muze se stat, ze se vektor bude umistovat do bunky se zadpornymi
souradnicemi. V této sekci povolime indexaci pole zapornymi cisly. Také bu-
deme predpokladat, ze pole jsou nekonecnd, tzn. lze je indexovat libovolnym
¢islem ¢ € Z.

Operace CLLBUILD umisti zadanou sadu vektort S do cell linked listu C.
Pro kazdy vektor @ € S se spocte & = I(C, i) a umisti se do buriky na indexu
¢. Tento algoritmus je doplnén pseudokdédem [1.2.

Algoritmus 1.2 CLLBUILD
Vstup: S C R? ¢ € RT
Vystup: cell linked list C' obsahujici mnozinu S
C <« prazdny cell linked list
for all ¥ € S do
¢+ I(C,u)
S(C,¢) «+ S(C,e)Uu
end for
return C
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Operace CLLSEARCH pro dany vektor ¢ € R? a kladnou hodnotu 6 € Rt
nalezne vSechny vektory «@ v mnoziné S(C), jejichz Euklidovskd vzdélenost
|lZ — q]| je mensi nez dané §. Nebude vsak naivné prochizet celou mnozinu
S(C). Misto toho se podivad pouze na vektory v butikdch se soufadnicemi @,
jejichz maximova norma [|I(C,q) — @]l je mensi nebo rovna r := [§/(C)].
Intuice za volbou r je takova, ze nechceme vybirat takové bunky, které urcité
maji prazdny prunik s pomyslnou hypersférou se stredem v ¢’ a polomérem 6,

protoze nemohou obsahovat vektory, které jsou dostatecné , blizko“ k vektoru
q- Tento postup je zapsan do pseudokédu E

]

i

Obréazek 1.1: Vizualizace volby r operace CLLSEARCH.

Algoritmus 1.3 CLLSEARCH

Vstup: 6 € R, € RY, cell linked list C
Vystup: M C S(G)

r < [0/e(C)]

¢« 1(C, 9

M+

for all m € Z% : |/ — &l < r do

M < NAIVESEARCH(S(C,ni))
end for
return M

Slozitost algoritmu CLLSEARCH neni snadné urcit bez znalosti rozdéleni
dat S(C), a proto tuto analyzu vynechéavame. Predpokladejme, Ze chceme pro
hled4ni sousedii v rozsahu je vzdy pouzita vzdalenost 6 € R*. Dale zavedme
algoritmus CLLALLSEARCH, ktery zavold algoritmus CLLSEARCH z kazdého
vektoru @ € S(C). Bentley, Stanat a Williams v [6] ukazali, Ze pokud je hrana
buriky cell linked listu je rovna vzdalenosti § a pokud je rozdéleni dat S(C)
,Tidké*, tzn. pro libovolny vektor ¢ € R? plati, ze pocet vektorti ; € S(C)
jejichz norma je mensi nebo rovna ¢, je omezen néjakou konstantou ¢ € N, pak
slozitost algoritmu CLLALLSEARCH je O(3%(1 4+ ¢)N), kde N je pocet dat
uchovavany v datové struktufe. Odmysli-li se podminka Fidkosti, pak miize
slozitost algoritmu byt i kvadraticka vzhledem k poctu dat.
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1.4.2 K-d strom

K-d stromﬁl je binarni VyhledavaC1 strom, ktery si ve vrcholu V pamatuje
diskrimindtor m € k a vektory Bl € R¥ a B, € R*. Podstrom zakoreneny
ve vrcholu V si pamatuje pouze Vektory @ € R*, které nejsou mensi ne Bl
a nejsou veétsi nez BT, tzn. B < i < B,. Kazdy vrchol V k-d stromu obsahuje
tyto 2 vektory a budeme je znacit BZ(V), resp. By (V). Levého potomka vr-
cholu V' zna¢ime L(V'), pravého R(V'). Pokud budeme pfistupovat k vektorim
ulozenym ve vrcholu V', pak piseme S(V'). Diskrimindtor vrcholu V' budeme
znacit m(V).

2 o1 @

’ ONOJIONO

—

I

Obrézek 1.2: Ilustrace k-d stromu v prostoru R2. Ve vnitinich vrcholech jsou
hodnoty diskriminatort. Misto ¢iselné hodnoty diskrimindtoru je pro ziejmost
uveden vektor ,, podél“ néhoz se délilo. Cisla v listech udavaji ozna¢eni bodu,
ktery se v ném nachazi.

V této ¢asti popiseme pouze ty operace k-d stromu, které jsou v praci pou-
zity. Jmenovité vypoustime operace pridavani prvku, mazani prvku a hledani
k nejblizsich sousedi. Popisujeme k-d strom dle [7] a [§].

Konstrukce k-d stromu probihéd rekurzivné. Algoritmus je rozdélen do 2
funkci, kde funkce KDBUILD je pomocnou funkeci volajic funkci KDBUILD-
REC, kterd provadi samotné rekurzivni sestavovani stromu. Pro konstrukci
zcela nového stromu se zavold funkce KDBUILD s parametry S, h, které po-
stupné udavaji mnozinu ukladanych dat a maximalni velikost listu. Rekurzivni
funkce KDBUILDREC pro sestavovani stromu mé navic 2 parametry ég e R*
a B, € R*, které udavaji rozmezi pro vektory, které se nachdzi v prave se-
stavovaném vrcholu. Funkce KDBUILD pouze vraci vysledek volani funkce
KDBUILDREC, kde hodnotou B, je vektor (—oo,...,—00)T a hodnotou B, je
vektor (+00,...,400)T. Nyni lze piejit k popisu rekurzivni funkce KDBUIL-
DREC. Je-li velikost mnoziny S mensi nez parametr h, pak vracime list, ktery

1 k“ v nazvu znadi dimenzi prostoru, v niZ se pracuje
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obsahuje mnozinu S a vektory El a B,. Jinak zatneme uréenim diskrimina-
torup € k tak, aby se maximalizoval rozdil vektoru z mnoziny vstupnich dat S
s nejmensi p. slozkou a vektoru s nejvétsi p. slozkou. To znamena, ze hleddme
p € k tak, aby se maximalizovala hodnota || min(S,) —max(S,)||, kde S; znaéi
mnozinu vSech i-tych slozek vsech zaznamu k-d stromu pro i € k. Po nalezeni
p se hledd medidn ¢ mnoziny S,. Vytvorime vektory

—

by = ((B_;")lv ) (gr)p—17 q, (B_;“)p-i-lv SRR (ér)k)

a

— — — —

br = (B)1, -+ s (B)p—1,6 (B)ps1, - - - (B)g)-

Rozdélime mnozinu S na mnoziny S; a S,, kde S; = { € § : 4 < b—Z}
a S, = S\ S). Vytvoii se vrchol k-d stromu V, kde d(V) = p, B)(V) = B,
a B)(V) = B,. Levym potomkem vrcholu V bude vysledek volani funkce
KDBUILDREC s parametry Sj, h, g[, b_i . Pravym potomkem bude obdobné vy-
sledek volani funkce KDBUILDREC s parametry S,., h, b_;, B;. Navratovou hod-
notou této rekurzivni funkce je vrchol V.

7 koncové podminky rekurzivniho sestaveni stromu bude mit vysledny
strom [|S]/h]—1 (déle uz budeme oznacovat pouze jako n) listu. Kazdy vrchol
mé bud oba potomky, nebo je listem. Kofen mé stupen 2, listy maji stupen 1
a vnitini vrcholy maji stupen 3 (1 hrana z rodice a 2 do potomkt). Ozna¢me
nezndmy pocet vnitinich vrcholl jako x. Z principu sudosti a vlastnosti, ze
pocet vrchola ve stromé je o 1 vétsi nez pocet hran, lze sestavit rovnici

> deg(v) = 2|E],

veT

n+2+3z=2(|V|-1),
n+2+3 =2V -2,
n+2+3x=21+n+z)—2,

r=n-—2,

z Cehoz plyne, Ze sestaveny strom bude mit 2n — 1 vrcholti a pamétova slo-
zitost je tedy O(n). Pro linedrni hleddni medidnu v kazdém vytvareni vr-
cholu stromu lze predzpracovat data sefazenim pres kazdou slozku, coz zabere
O(k|S|log(]S|)) ¢asu. Pro sestaveni kazdého vrcholu se musi projit pfedand
mnozina dat S pro nalezeni diskriminatoru. Tento rekurentni vztah lze zapsat
jako T'(|S]) = 27(|S|/2) + k|S| a z Mistrovské véty lze uréit celkovy ¢as pro
sestaveni stromu jako O(k|S|log(|S])).

Algoritmus pro hledani vSech zdznamt v rozsahu také pracuje rekurzivné.
Parametry pro hledani jsou vrchol stromu V', ktery algoritmus zrovna prohle-
davéa, vektor ¢ a redlné ¢islo § € R urcujici data, kterd chceme najit. Vhodnou
predstavou je, ze ¢ a § urcuji hyperkouli B a cilem je nalézt vsechny zdznamy

11
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Algoritmus 1.4 Algoritmus sestaveni k-d stromu
Vstup: mnozina vstupnich dat S, maximalni velikost listu k-d stromu h € N
Vystup: koten k-d stromu 7'

procedure KpBUILD(S, h)

return KDBUILDREC(S, h, (—o0, ..., —00)T, (00,...,00)T)
end procedure
procedure KDBUILDREC(S, h, B, B;)
if |S| < h then
return KdNode(S,0,0,0, (B)), (B,)) > 0 znad prazdnou hodnotu
end if
P —00
for all 4,v € S, kde @ # v do
for all i € k do > dimenze jsou ¢islovany od 1
p < max(p, U; — ;)
end for
end for

m < MEDIAN({u, : Vi € S})
b_{ — ((B_Z")b SRR (BiT)P—l’ m, (?T)P-Hﬂ ooy (Br)k)
b,« < ((Bl)h ceey (Bl)p—la m, (Bl p+1ly-e e ( l)k)
S| < @
Sp 0
for all Z € S do
if @ < b, then
s+ U
else
$r < 5. UU
end if
end for
return KdNode(S, p, kdBuild(s;, h, By, b;), kdBuild(s;., b, b, B..), By, B)
end procedure

v k-d stromu, které jsou , uvniti¥ B. Vektory By(V) a B,(V) uréuji pomyslny
hyperkvadr H v prostoru R¥, ktery m4 hrany rovnobézné s osami kartézského
souradnicového systému. Algoritmus zjisti, jestli ma hyperkvadr H a B ne-
prazdny prunik. Pokud H N B = (), pak neexistuje zdznam, ktery by lezel
v B a rekurze koncéi. Pokud H N B # ), pak v podstromé zakofenéném ve
vrcholu V' mohou existovat zadznamy, které chceme nalézt a rekurze se musi
zanorit do obou potomki. Zpravidla se nejprve zanotruje do potomka, jehoz
hyperkvadr ma ,, vétsi“ prinik ve smyslu objemu s hyperkouli B. Dojde-li algo-
ritmus do listu, pak musi zkontrolovat platnost ||§— || < § pro kazdy zdznam
U, ktery se v listu nachézi. Hledani priniku hyperkvadru a hyperkoule neni
konstantni operaci, proto pokud H N B = H, pak hledani priniku preskoc¢ime
pro vsechny vrcholy podstromu zakofenéném ve vrcholu V' a rovnou se po-

12
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divdme na vsechny listy tohoto podstromu a provadime kontrolu z predchozi
véty.

Algoritmus 1.5 Algoritmus pro hledani sousedt v daném rozsahu

Vstup: k-d strom T, vektor ¢ € R, redlné ¢islo 6 € R
Vystup: podmnozina vektora M C S(T') v k-d stromu T takova, ze Vi €
M:|u—q|<davVoem(T)\S:|u-q]>d
procedure KpSEARCH (kofen k-d stromu V, ¢ € R*,§ € R)
if L(V)=0AR(V) =0 then
return NAIVESEARCH(S(V), q, 6)
end if
H; < hyperkvadr uréeny vektory L(Bl) a L(ET)
H, + hyperkvadr uréeny vektory R(_Bl) a R(BT)
B + hyperkoule se stfedem v ¢ a polomérem §
R+ 0
if H,N B # () then
R + RU KDSEARCH(L(V),q,9)
end if
if H, N B # () then
R+ RU KDSEARCH(R(V),q,0)
end if
return R
end procedure

Slozitost algoritmu @ se obtizné urcuje a proto tuto analyzu preskocime.
Lee a Wong v [9] ukézali, Ze v nejhorsim piipadé je tato slozitost O(kN1=1/%),
kde N je pocet zaznamu ve stromé a k je dimenze, v niz se pracuje. Disledkem
tohoto vysledku je, Ze s rostouci dimenzi se asymptoticka slozitost priblizuje
k naivnimu vyhleddvani pfes celou mnozinu dat S.

1.4.3 Dalsi moZna resSeni

Pro feseni problému hledani sousedii v daném rozsahu existuje rada dalsich
metod. Datova struktura quadtree funguje obdobné jako k-d strom, ale pouze
v 2D prostoru. Kazdé vrchol stromu mé 4 potomky, ktefi odpovidaji rozdéleni
roviny na 4 ¢asti pomoci 2 na sobé kolmych primek tak, aby v kazdé casti
byla priblizné ¢tvrtina vstupu. Pro obecny k-dimenzionalni prostor bude mit
kazdy vrchol 2% potomkii, ¢imZ exponencialné vzroste poéet vrcholi takového
stromu. V praxi se napriklad pouziva octree, ktery pracuje jako quadtree v 3D
prostoru, pro praci s grafikou[[10]. K-d strom je v podstaté binarni vyhledévaci
strom. Vyhledavaci stromy mohou vsak byt i obecné a v jednotlivych vrcholech
mohou mit vice dat a tim padem i vice potomkiu. Piikladem takové struktury
je (a, b)-strom [11, s. 190-198] (obc¢as nazyvany B-strom, coz je pouze (a,
2a — 1) popf. (a, 2a) strom), kde kofen muze mit 2 az b potomku a vnitini

13
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vrcholy maji a az b potomkt. Tento koncept se dd modifikovat i pro nas
problém a prikladem takové modifikace je R-strom [12].

Operace pridavani, odebirani a modifikace prvkf v k-d stromé maji slabinu
v tom, ze jejich provedenim muze vzniknout nevyvazeny strom. Nevyvazenosti
v binarnich vyhledavacich stromech vétsinou fesime pomoci rotaci vrcholi,
¢emuz muze zabranit nerovnost diskriminatoru rotovaného vrcholu a jeho ro-
dice. Kvili tomu by se musel podstrom zakofenény v rodici rotovaného vrcholu
cely prestavét, coz neni prilis ¢asove efektivni. Jednou z modifikaci k-d stromu,
kterd si s timto problémem umi poradit je Bkd-strom [[13], ktery mj. pravidelné
strom prestavuje.

14



KAPITOLA 2

Realizace

2.1 Programovaci jazyk Julia

Julia je relativné novy programovaci jazyk (poprvé se objevil v roce 2012 [[14])
a proto by bylo na misté jej predstavit a zvyraznit nékteré dilezité, ne zcela
obvyklé vlastnosti.

Julia je dynamicky typovany just in time kompilovany programovaci ja-
zyk. Oproti znaméjsim, dynamicky typovanym jazyktm jako je napiiklad Py-
thon¥ nebo Javascript lze u proménnych, tiidnich proménnych a parametrt
funkei specifikovat typ. Pro tento tcel je existuje postfixovy operator : : <ndzev
typu>. Napriklad a = 20 vytvori proménnou a s typem Int64 (64 bitové celé
¢islo), zatimeco a::Int8 = 20 vytvori proménnou a s typem Int8 (8 bitové
celé ¢islo). Specifikace typu se vsak nikdy explicitné nevyzaduje a vzdy je
mozné ji vynechat.

Nicméné v nékterych pripadech je vyhodnéjsi typ uvést. U tiidnich pro-
ménnych je vzdy lepsi typ uvést z vykonnostnich diuvodu. Pokud typ neni
specifikovan, pak musi byt schopen udrzet v sobé libovolny objekt a z tohoto
divodu se t¥idni typy bez uvedeného typu musi alokovat na haldé. Spravné
pouzivani typu (zejm. typova stabilita, tedy zachovani typu proménné pri
béhu programu) také muze pomoct kompildtoru s optimalizaci kddu. Napri-
klad funkce f(x) = x < 0 7 0 : x je prikladem typové nestabilni funkce,
protoze vraci 0: : Integer, kdyz podminka plati, zatimco x mtize mit libovolny
typ. Typové stabilni podobou funkce f je napr. £(x) = x < 0 ? zero(x)

x. Tento princip plati i u kontejneru (pole, spojové seznamy, atd.) a vzdy je
lepsi specifikovat typ ukladanych objektu [15].

Jako ve vétsiné programovacich jazykt je i v Julii mozné definovat si vlastni
typy.

SloZené typy jsou v Julii realizované strukturami, které jsou téméi to-
tozné se strukturami z jazyka C. Tyto struktury a jejich ¢lenské proménné

Zpomineme-li typové anotace
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jsou implicitné immutable (Cesky neménné). Pokud jsou immutable clenskymi
proménnymi slozené typy (napi. pole), pak lze ménit jejich obsahy, protoze
immutable jsou pouze reference na tyto objekty a ne objekty samotné. Po-
kud nechceme, aby byla deklarovana struktura immutable, pak pouzijeme kli-
¢ové slovo mutable pred deklaraci struktury. Implicitni neménnost nemusi byt
na skodu, protoze poskytuje mnoho nezanedbatelnych vyhod, napt. snadnéjsi
srozumitelnost koédu a vykonnost plynouci z toho, Ze neménné objekty v né-
kterych pripadech neni potieba alokovat na haldu. Tohoto se vyuziva v nasi
implementaci, objekty pro sestrojeni aproximace jsou vzdy neménné, ackoliv
v sobé obsahuji pole se vstupnimi daty. VSechny struktury maji implicitni
konstruktor s totoznym nazvem a prijimaji tolik argumenti, kolik ma struk-
tura clenskych proménnych a v takovém poradi, v jakém jsou deklarovany
jednotlivé ¢lenské proménné. Konstruktory si lze samoziejmé dodefinovat dle
potreby.

Predavani argumentt funkcim v Julii funguje podobné jako v Javé, vse
se predava hodnotou, ale hodnoty neprimitivnich proménnych jsou reference.
Proménné samy o sobé zadny typ nemaji, jsou pouze ,,pojmenovanim” néja-
kého objektu. Tedy naptiklad posloupnost piikazil

a = 3 # typeof(a) -> Int64
a = "Ahoj" # typeof(a) -> String
a=4.0 # typeof(a) -> Float64

zaddnou chybu nevyvold. Pokud se ovSem proménné urcime typ operdtorem
::, pak uz do ni nelze priradit hodnotu s jinym typem. Toto je znazornéno
na piikladu R.1. Globalnim proménnym (tedy i proménnym v termindlovém
prostiedi) nelze prifadit typ, proto se ukézka provadéla ve funkci. Mohlo by
nas napadnout, pro¢ se uspésné podarilo definovat funkci foo (indikovano
radkem v prikladu), prestoze v sobé obsahuje chybu. Duvodem je to, ze definice
funkce foo neprovadi prikazy v téle funkce. Chybné prikazy se provedly teprve
pri pokusu o preklad na radku 7.

julia> function foo()

a::String = "Ahoj"
a =4
end

foo (generic function with 1 method)

julia> foo()
ERROR: MethodError: Cannot “convert  an object of type
Int64 to an object of type String

Vypis kédu 2.1: Pokus o predefinovani proménné

Objektové orientované paradigma je v Julii realizovano ponékud netradic-
nim zpusobem. Abstraktni typy se deklaruji klicovym slovem abstract, ne-
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2.2. Pouzité externi knihovny

maji zadné ¢lenské proménné a slouzi pouze jako ,vrchol” v grafu typa Julie.
Dédit se smi pouze z abstraktnich typtu. D4 se tedy rict, ze v Julii se dédi¢nost
vztahuje pouze na chovan{ objekti a nikoliv na ¢lenské proménné. Ucelem je
sémanticky svazat chovani objektl, jez se mohou lisit implementaci, ale vy-
jadiuji tutéz ,,myslenku“. Vhodnym pfikladem jsou v Julii napfiklad matice.
V Julii je mnoho ruznych objektu reprezentujicich matici (vSechny dédi ze
tiidy AbstractMatrix), napriklad tridiagonalni matice, hermitovskd matice,
atd. Funkce transpose(A: :AbstractMatrix) dokéaze transponovat libovolny
druh matice, protoze ma pro kazdy typ matice vlastni metodu. Seznam téchto
metod lze ziskat funkci methods (transpose). Vybér spravné metody za béhu
programu na zakladé typu je docilen mechanismem multiple dispatch. Termin
multiple znaci, ze se pri vybéru pouzité metody uvazuji typy vsech predanych
argumentu.

V praci se pro rizné tcely casto pouziva pole, které se miize chovanim lisit
od vSemoznych programovacich jazyki a proto si jej popiseme. Pole v Julii se
indexuji od 1. Existuje typ vicerozmérné pole, které nelze zaménovat s polem
poli. Pole v Julii jsou v paméti uloZena ve sloupcové majoritnim poradi (stejné
jako ve Fortranu). Pragmaticky to napriklad znamenad, ze pokud se iteruje pres
dvourozmérné pole velikosti 3 Ffadky a 2 sloupce, pak by se mélo nejprve ite-
rovat pres sloupec a poté teprve radek, tzn. [1,1],[2,1],[3,1],[1, 2], [2,2], [3, 2],
kde prvni index znaci radek a druhy sloupec.

Julia ma vestavénou funkcionalitu pro vytvareni dokumentace. Pred de-
finicemi funkci a strukturami lze vytvorit retézec, ktery bude obsahovat do-
kumentaci k definovanému objektu. Tuto dokumentaci lze v terminalovém
prostfedi oteviit pomoci piikazu 7<ndzev objektu>. Tuto vlastnost demon-
strujeme na piikladu R.2. Vsimnéme si, ze stisknuti otazniku zméni prompt
z julia> na help?>.

julia> "This_is sampledocumentation of Foo."struct Foo
end

help?> Foo
search:

This is sample documentation of Foo.

Vypis kédu 2.2: Demonstrace vestavéné dokumentace v Julii.

2.2 Pouzité externi knihovny
P1i implementaci byly pouzity nasledujici externi knihovny:

o DynamicPolynomials.jl [16] a MultivariatePolynomials. j1 [17] po-
skytuji ttidy pro praci s polynomy.
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o NearestNeighbors.jl [18] poskytuje implementaci k-d stromu.
o DataStructures.jl [19] poskytuje spojovy seznam.

P1i implementaci a testovani se pouzival Jupyter notebooka, ktery v pro-
hlize¢i vytvori interaktivni prostiedi. Terminalové prostiedi je nevhodné pro
tvorbu rozsahlejsich programi, které se ¢asto poustéji vicekrat, coz by zname-
nalo ru¢ni prepisovani a kopirovani prikazu pii kazdém provadéni. Na druhou
stranu modifikovat skripty Casto znamena, ze i pri malych zménach se musi
znovu provést interpretace celého skriptu. Navic je obtizné nechat si k jednot-
livym prikazim zobrazit jejich dil¢i vystupy. Jupyter kombinuje oba ptistupy
a umoznuje snadnou modifikaci skript (zvané notebooky), zobrazovani vy-
stupu kazdého prikazu a moznost ukladat si posloupnosti piikazi.

2.3 Implementace cell linked listu

V teoretické ¢asti se pro reprezentaci miizky cell linked listu pouzilo neko-
necné velké pole, coz miize byt v praxi prekazkou. Necht je dana sada vek-
tortt S := {7}, kde 7; € R? a cell linked list C s pevné uréenym pa-
rametrem £(C). Chceme urc¢it minimélni moznou velikost miizky G(C) tak,
aby v ni bylo mozné uchovat vsechny vektory z mnoziny S. Zavedme zna-
¢eni min(V') a max(V'), ¢imz se mysli nejmensi resp. nejvétsi? vektor z né-
jaké mnoziny vektoru V. Je pfirozené, aby vektor min(S) mél souradnice
(1,..., 1), Zvolili jsme vektor samych jedni¢ek, protoze v Julii se pole in-
dexuji od 1. Aby byla méla nase struktura minimdalni moznou velikost, pak
stac¢i tak velké pole, aby do néj Sel umistit vektor max(S). Operaci pro nale-
zeni buiiky k vektoru i € R? v cell linked listu C jsme zavedli jako I(C, ) :=
(ld1/e(C)], ..., |Ua/e(C)]. Aby souradnice bunky min(S) skuteéné méla jako
soutadnicovy vektor (1,...,1)7 modifikujeme operaci indexace na

In,(C, @) = I(C, @) — I(C,min(S(C))) + (1,...,1)T. (2.1)

Vysledek operace I,,,(C, max(S5)) je vektorem velikosti @ vicerozmérného pole,
kterym budeme implementovat cell linked list. Tzn. (@); udava velikost i-tého
rozmeéru vicerozmérného pole, kterym budeme strukturu implementovat.
Dalsi implementacni problém nastal pri hledani soused. Velikost mrizky
G(C) je casto o mnoho vétsi nez pocet bunék obsahujici vektory, které chceme
najit. Necht je dan vektor ¢, k némuz chceme nalézt vSsechny vektory cell linked
listu C vzdéalené maximélné o & € R. Opét si predstavime, ze vektor ¢ uréuje
stted hyperkoule B s polomérem §. Budeme chtit prohledavat pouze bunky,
které nemaji prazdny prinik s hyperkouli B. Urceni bunék, které maji prinik
s B neni jednoduché, ale urceni bunék s neprazdnym prinikem s hyperkrychli

3https://jupyter.org/
4pFipometime, 7e pro vektory @, 7 € R™ plati @ < ¥, pokud je vektor @ mensi po slozkach
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H opsané hyperkouli B je mnohem snadnéjsi. Minimalni souradnice H ; hyper-
krychle H uréime jako ¢— ([6/e(C)],...,[d/e(C)])T a maximalni souiadnice
H, hyperkrychle H uréime jako ¢+ ([6/e(C)],. .., [6/e(C)])T. Nyni stadf ite-
rovat od H; do H, a pokud mé aktualni burika neprazdny prinik s B, pak v ni
spustime NAIVESEARCH a jeji vysledek pfidame do vektoru vysledki. Tento
postup je popsan pseudokédem P.1[.

Algoritmus 2.1 Hledani sousedi v cell linked listu

Vstup: cell linked list C, ¢ € R, 6 € RT
Vystup: M C S(C), kdeVi e M : [[i—q|| <daVie S(C)\M : ||t—q|| >4
M+
r <+ [0/e(C)]
¢« I,(C,q)
H+¢c—(r,....,r)T
H. 2+ (r,...,r)T
for i + ﬁl,h_fr do
if || — | < r then
M < M UNAIVESEARCH(S(G(C, 1)), §,9)
end if
end for
return M

2.4 Implementace metody pohyblivych vazenych
nejmensich ¢tverci

V této casti budeme pouzivat totozné znaceni jako v Casti @, kde se metoda
p@isovala teoreticky. Implementace je témér doslovnym prepsanim vzorcu

(L.), (@) a () Proto se v popisu implementace zaméfime na ty ¢asti,
které se lisi vyraznéjsim zpiisobem od teoretického popisu.

Tézistém implementace je struktura MwlsObject, kterd si uchovava po-
trebné vstupy pro vypocet pozadovanych aproximaci. Mezi jeho Clenské pro-
ménné patii

« inputs — sada vstupnich dat {;}}_,, 7 € R,
o outputs — sada vystupnich dat {7}, v; € R™,

e EPS — redlnd hodnota udavajici implicitni velikost ,, okoli“ pro konstrukci
aproximace

e weightFunc — vahova funkce 6 pro konstrukei aproximace.

Clenské proménné inputs a outputs lze predat dvéma zplsoby, bud jako
dvé rizna vicerozmérnd pole, nebo jednim vicerozmérnym polem a kladnym
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celociselnym parametrem, které udava dimenzi vystupnich dat. Ackoliv si Julia
uchovavé vicerozmérna pole ve sloupcové majorité, tak se na vstupu ocekdavaji
data tak, ze jednotlivé dvojice vstupt a vystupt jsou na jednom radku.

Ttida MwlsObject méa 3 rizné implementace, které se lisi zptisobem hle-
dani sousedl v rozsahu. Struktura MwlsNaiveObject pouziva k hleddni naivni
iteraci pres celou mnozinu vstupnich dat, MwlsCl1l0bject pouziva cell linked
list a MwlsKdObject pouziva k-d strom. Pro snadnéjsi vytvoreni jednotlivych
struktur jsou pripraveny pomocné funkce mwlsNaive, mwlsCll a mwlsKd.

Prvnim rozdilem mezi implementaci a teoretickym popisem jsou funkce
pouzité k aproximaci. V teoretické Casti jsme pro aproximaci pouzili libo-
volné funkce f1, ..., fr. V implementaci se pro aproximaci vzdy voli polynomy
(presnéji feCeno monomy), coz se zpravidla provadi i v praxi. Maximalni po-
voleny stupenl polynomu uzivatel predava pti tvorbé aproximacéniho objektu
MwlsObject. Tento parametr lze vynechat, v tom piipadé se pro aproximaci
voli polynomy stupné 2. Pro upfesnéni uvedme nékolik prikladi:

e pro dimenzi prostoru vstupnich hodnot 3, dimenzi prostoru vystupnich
hodnot 1 a maximalni stupen polynomu 1 se pro tvorbu aproximace
zvoli polynomy 1, x1, z2, T3,

e pro dimenzi prostoru vstupnich hodnot 2, dimenzi prostoru vystupnich
hodnot 1 a maximalni stupen polynomu 2 se pro tvorbu aproximace
zvoli polynomy 1, x1, zo, x%, r1T2, :U%,

e pro dimenzi prostoru vstupnich hodnot 1, dimenzi prostoru vystupnich
hodnot 2 a maximalni stupen polynomu 2 se pro_tvorbu aproximace
zvoli funkee (1,0), (0, 1), (z,0), (0,z), (x2,0), (0, 22).

Algoritmus pro generovani téchto polynomu je popsan pseudokédem @ V obec-
ném pripadé bude velikost vysledné mnoziny M algoritmu @ (") (viz [20]).
Zavedme matici Y € R¥™ kde Yij = (Ui)k, tzn. v i-tém radku a j-tém
sloupci matice je j-ta slozka i-té vystupni hodnoty. Ma-li mnozina vzorovych
dat vicerozmeérné vystupni hodnoty, pak se mnozina M pouzije pro sestrojeni
aproximaci pro v kazdé slozce zvlast, tedy zvlast se aproximuji jednotlivé vek-
tory vystupnich hodnot Y.q,...,Y.,,. To efektivné znamena, ze funkce pouzité

k aproximaci jsou g1,1,- .., Gim, kde funkce g; ; : R" — R™ je ve tvaru

{@-,j)k =0, prok#j 2.2)

(Gij)k = fi» prok =3

Nyni mtzeme prejit k samotnému hledédni nezndmych koeficientii. Jednou
moznosti je sestavit soustavu rovnic (@) pro jednotlivé jednorozmérné vek-
tory vystupnich hodnot Y.1,...,Y.,. Ze vztahu ([l.§) jde vidét, ze vypocet
levé strany zavisi pouze na vzorovych vstupnich hodnotach. Proto vytesime

SVysvétleni bude pozdéji.
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Algoritmus 2.2 Algoritmus pro generovani polynomu pro aproximaci maxi-
malniho stupné d
Vstup: dimenze prostoru vystupnich hodnot m, stupen generovaného poly-
nomu d
Vystup: polynomy pouzité k aproximaci
M+ 1 > konstantni polynom
for allv € {x1,...,2,,} do
R+
for all T € M do
for all & € d do

p« T 0d)
if deg(p) > d then
break > polynom p mé stupen vétsi nez d
else
R+ RUp
end if
end for
end for
M+~ MUR
end for
return M

vSechny soustavy najednou. Zavedeme matici V, kde v j-tém sloupci chceme
pravou stranu (@) pro vektor vystupnich hodnot Y.;. Prvky matice V tedy
napocitdme vztahem V,; := Zf;l Yij fo(23). Jelikoz vystupni hodnoty jsou
nyni skalary, tak kvadrat normy v ptvodnim vzorci jsme nahradili pouhym
sou¢inem. K matici pravé strany budeme pfirozené chtit i matici neznamych
koeficientt. Zavedme matici U, kde U;; je nezndmy koeficient funkce f; pro
aproximaci vystupnich dat Y.;. VyfeSenim soustavy AU =V ziskdme hledané
koeficienty. Pfipomenme, ze matice A je ddna vztahem (@)

Samotné TeSeni soustavy se provadi v Julii operdtorem \, ktery zavold
prislusnou metodu z knihovny LAPACK nebo openBLAS. Obcas se vSak miize
stat z divodu numerickych nepresnosti, ze matice A bude ,,témér singularni®
(v anglické literatufe se pro tento jev pouzivd pojem ill-conditioned matriz).
Proto bychom chtéli detekovat ,,singularitu“ takové matice diive, nez se vy-
hodi SingularException. Determinant matice neni vhodnym zpiisobem, jak
numericky ziskat informaci o singularité matice. Vypocet determinantu je také
ovlivnén numerickymi nepresnostmi a rozhodnuti o singularité bychom c¢asto
provadeéli na zakladé determinantu, jehoz spoc¢tend hodnota nemusi byt presna
nula. Proto pouzijeme podminénost matice (angl. condition number). Tuto
funkci poskytuje standardni knihovna jazyka Julia v podobé funkce cond.
Usoudime-li z podminénosti, ze matice A je singularni, pak vysledné koefici-
enty uré¢ime jako nulové.
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Implementace poskytuje i funkci mwlsDiff, kterd umi aproximovat deri-
vace funkci. Argumentem funkce je bod, ve kterém chceme funkci aproximovat
a n-ticell, kterd znadi, kolikrét se v jakém sméru derivuje. Napiiklad pro 7 € R?
dvojice (1,2) znaci, Ze chceme spocitat ﬁ%x% f(&). Aproximovand funkce f je

ve tvaru Zle ¢; fi, pro spocteni derivace akorat zderivujeme funkci f a tuto
zderivovanou funkci nechdme vyhodnotit v ¢. Poznamenejme, Ze pokud maxi-
malni povoleny stupen polynomu pouzitého k aproximaci neni vétsi nebo roven
poctim derivaci ve jednotlivych smérech, pak vysledek aproximace derivace
bude vzdy nulovy. Napriiklad pokud chceme prvni derivaci podle z7, treti de-
rivaci podle #3 a pro aproximaci pouzijeme polynomy fi(z) = 1, fa(z) = =,
pak vysledna aproximace derivace bude 0.

Spfipometime, Ze n je dimenze prostoru vstupnich dat
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KAPITOLA 3

Experimenty a testovani

Vsechny testy byly provadény na procesoru Intel(R) Core(TM) i5-2520M
CPU @ 2.50GHz. Byla pouzita verze Julie 0.6. Pro vykreslovani grafia se pou-
ziva metabalicek Plots. j1 [21], ktery poskytuje frontend pro velké mnozstvi
backendti na vykreslovani grafii. Jako backend pro Plots.jl jsme zvolili ba-
licek PyPlot. j1 [22].

3.1 Obecny postup experimentu

Pro kazdy experiment se zvoli funkce, jez se bude aproximovat. Volené apro-
ximované funkce vétsinou nebudou mit zadny specidlni vyznam a jsou voleny
ndhodné (ve smyslu libovolné). Budeme vytvaret 2 sady vzorovych vstupnich
dat, jednu umistime na rovnomérnou mrizku a druha bude vytvorena ,, vychy-
lenim“ vstupnich hodnot umisténych na rovnomérné mrizce. Piikladem miize
byt dvojice sad {—2,-1,0,1,2} a {—1.9,—1,0.14,0.98,2.1}. Samotné vychy-
leni provedeme pri¢tenim vhodné malych hodnot ke kazdé slozce kazdého
vektoru vstupnich dat. Pro feSeni problému hledani sousedt v daném rozsahu
budeme stiidavé pouzivat k-d strom a cell linked list. Vysledky se nebudou lisit,
sttidani slouzi pouze jako ukazka funkénosti obou postupt. Vykreslime si grafy
absolutnich chyb téchto vypocti. Nasi implementaci srovndme s aproximacni
metodou pracujici na rovnomérné miizce z balicku Interpolations.jl [23].
Také bychom chtéli kvantifikovat chybu vyslednych aproximaci. Necht je f(&)
funkce, kterou chceme aproximovat, a g(Z) je vyslednd aproximace. Miru ne-
presnosti zavedeme jako

5 1@ = o(@) d .. 5,

kde D je interval, na kterém byla provadéna aproximace. Tuto funkci lze in-
terpretovat jako prumérnou chybu aproximace. Urcity integral bude pocitan
numericky, k ¢emuz slouzi bali¢ek Cubature.jl [24]. Cely postup popsany
v tomto odstavci provedeme i pro aproximaci derivaci funkei.
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3.2 Vahové funkce

V této ¢asti predstavime nékolik vahovych funkei 6(d) : Ry — Ry, které lze
pouzit k aproximaci. Stale bude platit, ze od néjakého ¢ € Rg bude hodno-
tou téchto funkci 0. Ozna¢me d = ||Z — ;|| jako vzdalenost mezi vektorem &,
k némuz hleddme aproximaci, a libovolnym vzorovym vstupnim vektorem ;.
Lancaster a Salkauskas v [3] voli ve svych experimentech funkce 0(d) = 1/d?
a 0(d) = 1/d*. Nealen v [20] rozsifuje tyto funkce do podob 0(d) = 1/(d*+h?)
a 0(d) = 1/(d* + h*) pro néjaké h € R*. Nastavenim h blizko k 0 pfi tvorbé
aproximace v misté existujiciho vzorového vstupniho data vyjde témér neko-
necné vaha a dojde k interpolaci v tomto misté. Levin ve svych experimentech
v [4] dosel k zavéru, Ze se nejvice osvédéila vahova funkee 0(d) = e~4/"* | kde
h € RT je primérnd vzdalenost mezi vSemi dvojicemi vstupnich vzorovych
hodnot. Tyto funkce maji spolecné to, ze jsou klesajici na intervalu (0, +o00).
Tim je vyjadiena mySlenka, Ze ¢im vzdalenéji je vzorovy vektor x; od vektoru
Z, tim méné ovliviiuje vyslednou aproximovanou hodnotu g(Z). Parametry h
slouzi k ,,vyhlazeni* vyslednych aproximaci.

3.3 Aproximace funkce jedné proménné
s jednorozmérnym vystupem

Nejprve si ukdzeme funkénost naseho balicku na aproximaci funkce g(x) =
sin(2z)/2 + 10. Jako vzorovou mnozinu vstupnich dat zvolime hodnoty od
—6 do 6 s rozestupem 0.2, tzn. x = {—6,—5.8,...,5.8,6}. Pro urCeni apro-
ximace volime polynom jedné proménné maximélniho stupné 2, tedy funkce
filz) = 1, fo(x) = =, f3(x) = 2%. Maximélni povolenou chybu pro vypodet
miry nepfenosti nastavime na 1078, Nastavime parametr € na 0.6 a jako va-
hovou funkci volime

(+)
bdy= e\ 7/, prod<e
0, pro d > €.
Graf funkce g(x) je na obrazku El!, graf prvni derivace ¢’(x) je na obrazku

Graf absolutnich chyb nasi metody je na obrazku @ Lze si vSimnout,
ze nase metoda vyraznéji chybuje v mistech, kde ma pivodni funkce lokalni
extrémy. Graf absolutnich chyb metodou kiivek B-splines je na obrazku @
V tabulce jsou vypoctené miry neptesnosti jednotlivych metod. Obé me-
tody vyrazné chybovaly na krajich intervalu, na kterém se aproximace pro-
vadéla. Jsou-li vstupni data umisténa na rovnomérné mrizce, pak aproximace
pomoci B-spline kiivek dosahuje lepsich vysledkii.

Nyni vychylime vstupni data. Ke kazdé vstupni hodnoté pricteme ndhodné
¢islo v rozsahu [—0.1,0.1] a pfepoéitame piislusné vystupni hodnoty. Graf ab-
solutnich chyb nasi metody je na obrazku @ Graf absolutnich chyb metody
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Obrazek 3.1: Graf funkce g(z) = sin(2z)/2 + 10.

10
05F
0.0
051
; ; ; ; ; )
-6 -4 2 0 2 4 6
X

Obrézek 3.2: Graf derivace ¢'(x) = cos(2z).

Metoda Mira nepresnosti
pohyblivé vazené nejmensi ¢tverce 0.0002739416389474902
kiivky B-splines 0.0001339603334516833

Tabulka 3.1: Miry nepfesnosti aproximace funkce g(x) = sin(2z)/2 + 10.

kiivek B-splines je na obrazku @ V tabulce @ jsou vypoctené miry nepres-
nosti jednotlivych metod. Presnosti obou pristupt se zhorsily kvili nerovno-
mérnému rozdéleni dat. Nase metoda sice pravidelné rozdéleni nevyzaduje,
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0.0010
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0.0002 |

0.0000 L L L L
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Obrazek 3.3: Absolutni chyby aproximace g(z) = sin(2x)/2 + 10 pomoci k-d
stromu.

0.00100

0.00075

0.00050 |-

0.00025 [

0.00000
-6

Obréazek 3.4: Absolutni chyby aproximace g(z) = sin(2x)/2+10 pomoci kiivek
B-splines.

ale v mistech s nizsi presnosti je disledkem nahodného vychyleni méné vzoro-
vych dat v ,,okoli* pro urceni spravné hodnoty aproximace. Jde vidét, ze nase
metoda dosahuje lepsich vysledki v pripadé nepravidelného rozdéleni dat.
Na stejnych datech a se stejnymi parametry metod provedme experiment
pro aproximace derivaci. Graf absolutnich chyb aproximace derivace nasi me-
todou je na obrazku B.7. Graf absolutnich chyb aproximace metodou kiivek
B-splines je na obrizku B.§. V tabulce jsou vypoctené miry nepresnosti
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Obrazek 3.5: Absolutni chyby aproximace funkce g(z) = sin(2z)/ + 10 s vy-
chylenymi vstupnimi hodnotami pomoci cell linked listu.
0.08 |
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Obrézek 3.6: Absolutni chyby aproximace funkce g(x) = sin(2x)/ + 10 s vy-
chylenymi vstupnimi hodnotami pomoci kiivek B-splines.

Metoda Mira nepfesnosti
pohyblivé vazené nejmensi ¢tverce 0.0009406554285222674
krivky B-splines 0.024718920103864

Tabulka 3.2: Miry nepfesnosti aproximace funkce g(x) = sin(2x)/2 + 10 s vy-
chylenymi vstupnimi daty.
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jednotlivych metod. Lze si opét vSimnout, ze obé metody vyrazné chybuji
v lokélnich extrémech aproximované derivace a nejvétsi chyby jsou na kraji
aproximovaného intervalu. Jsou-li vstupni hodnoty pravidelné rozlozené, pak
i pro aproximaci derivace je lepsi metoda kiivek B-spline.

0.035
0.030
0.025
0.020 |

0.015

0.010

0.005

Obrazek 3.7: Absolutni chyby aproximace funkce ¢'(x) = cos(2x) pomoci cell
linked listu.

0.025
0.020

0.015 |

0.010

0.005

Obrazek 3.8: Absolutni chyby aproximace funkce ¢'(z) = cos(2z) pomoci kii-
vek B-splines.

Nakonec provedme aproximaci funkce ¢'(x) = cos(2x) s vychylenymi vstup-
nimi daty. Graf absolutnich chyb aproximace derivace nasi metodou je na
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3.3. Aproximace funkce jedné proménné s jednorozmérnym vystupem

Metoda Mira nepresnosti
pohyblivé vazené nejmensi ¢tverce  0.02378014981849425
kiivky B-splines 0.003587242922601426

Tabulka 3.3: Miry nepfesnosti aproximace funkce ¢'(x) = cos(2x).

obrazku @ Graf absolutnich chyb aproximace derivace metodou kfivek B-
splines na obrazku . V tabulce B.4 jsou vypoctené miry neptesnosti jednot-
livych metod. U nasi metody se presnost nepatrné snizila, nepresnost metody
kiivek B-splines se 100 krat zvétsila. V pripadé nerovnomérného rozdéleni dat
opét vitézi nase metoda.

0.05 |
0.04 |-

0.03

0.02

0.01

Obrézek 3.9: Absolutn{ chyby aproximace funkce ¢'(x) = cos(2x) s vychyle-
nymi vstupnimi daty pomoci k-d stromu.

Metoda Mira nepftesnosti
pohyblivé vazené nejmensi ¢tverce 0.025508261815647176
krivky B-splines 0.22589729352988716

Tabulka 3.4: Miry nepfesnosti aproximace funkce ¢'(z) = cos(2z) s vychyle-
nymi vstupnimi daty.

3.3.1 Casové méreni

Budeme mérit dobu sestrojeni aproximace v kazdém vstupnim bodu. Zvyso-
vani velikosti vstupu budeme provadét zvySovanim hustoty vstupnich dat na
intervalu (—6,6). Se zvétsujici se hustotou dat také budeme zmensovat para-
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3. EXPERIMENTY A TESTOVANI

125

1.00 |

0.75

0.25F

Obrézek 3.10: Absolutn{ chyby aproximace funkce ¢'(z) = cos(2x) s vychyle-
nymi vstupnimi daty pomoci kfivek B-splines.

metr € u vahové funkce, aby se pro sestavovani aproximace vzdy pouzivalo
stejné mnozstvi dat. Namétrené hodnoty jsou souctem c¢ast 10 provedeni apro-
ximace v kazdé vstupni hodnoté. Vsechny ¢asové tidaje jsou ve vterinach. Doby
béhu pro verzi s vychylenymi vstupnimi hodnotami jsou srovnatelné s dobami
béhu pro pravidelné rozmisténé vstupni hodnoty a proto je vynechavame. Na-
meérené doby béhu pro tvorbu aproximaci jsou v tabulceJ@ a doby béhu pro
tvorbu aproximaci derivaci jsou v tabulce @ 7 pohledu c¢asového je nase

metoda vzdy horsi, nez metoda krivek B-splines.

# dat | naivni prohledavani k-d strom cell linked list kiivka B-spline
11 0.082150 0.079543  0.116387 0.000024
51 0.518809 0.329571  0.545994 0.000045
101 1.603859 1.062111  1.412573 0.000049
501 19.140491 2.569747  5.102424 0.000195
1001 | 65.633024 4.872680  9.766312 0.000297
10001 | > 600 52.379704 97.523626 0.004166

Tabulka 3.5: Soucty 10 dob béhu aproximace funkce g(z) = sin(2x)/2 + 10
s pevnou $itkou intervalu vzorovych dat (—6,6).
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3.4. Aproximace funkce dvou proménnych s jednorozmérnym vystupem

# dat | naivni prohledavani k-d strom cell linked list kiivka B-spline
11 0.087109 0.062133  0.107071 0.000035
51 0.504414 0.335378  0.515064 0.000074
101 1.845466 0.968111  1.386275 0.000131
501 17.730011 2.621706  4.921474 0.000469
1001 65.762049 6.253431  9.892969 0.001092
10001 | > 600 52.130899 98.982541 0.012220

Tabulka 3.6: Soucty 10 dob béhu aproximace derivace ¢’(x) = cos(2x)/2 s pev-
nou sitkou intervalu vzorovych dat (—6,6).

3.4 Aproximace funkce dvou proménnych
s jednorozmérnym vystupem

V této casti budeme aproximovat funkci g(z,y) = e(=(@*+y")  Necht je I :=
{-1.95,-1.75,...,1.95}. Jako vzorovou mnozinu vstupnich dat zvolime mno-
zinu dat I x I. Pro urceni aproximace volime polynomy dvou proménnych
maximalniho stupné stupné 4. Maximalni povolenou chybu pro vypocet miry
nepiesnosti nastavime na 10~!. Dtivodem je to, ze pro nizsi tolerance se vypo-
cet integralu nezastavild. Parametr ¢ nastavime na 0.625. Jako vahovou funkci
zvolime

2
o(d) — {60282, prod <e
0, prod > e.
Graf funkce g(@je na obrazku , graf derivace a%yg(xa y) = Azye—7*+y?)
je na obrazku .

Graf absolutnich chyb aproximace funkce g(z,y) nasi metodou je na ob-
razku . Nejvice se chybovalo na , krajich“ intervalu. To bude nejspise tim,
ze je v téchto mistech mensi mnozstvi dat pro sestrojeni aproximace. Graf
absolutnich chyb aproximace funkce g(z,y) metodou ploch B-splines je na ob-
razku B.14. Nejvétsi chyby jsou ve stejnych mistech jako pri aproximaci nasi
metodou. V misté lokdlniho extrému je oproti minulé sekci vétsi presnost.
Duvodem muze byt to, Ze pro tvorbu aproximace méame k dispozici vice dat
a navic jsme pouzili pro aproximaci polynomy vyssiho stupné. V tabulce
jsou vypoctené miry nepresnosti pro obé metody. I ve vicerozmérném pripadé
jsou plochy B-splines lepsi.

Po zbytek této ¢asti uz metody ploch B-splines nebudou pouzity. Prvnim
divodem je, ze knihovna Interpolations.jl ma v dobé tvorby prace ne-
spravnou a nefunkéni implementaci druhé derivace. Druhym davodem je, zZe
tato metoda dokaze pracovat s nepravidelné umisténymi vstupnimi hodnotami
pouze v prostoru R.

“do 10 minut
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3. EXPERIMENTY A TESTOVANI
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Obrazek 3.11: Graf funkce g(z,y) = e~ (& 47,
0.6
0.4
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0.00
0.25 0.0
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0.0 05

. 15
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Obréazek 3.12: Graf funkce amiayg(x, y) = 4xye*(””2+y2).

Metoda Mira nepresnosti
pohyblivé vazené nejmensi ¢tverce 0.0068291972547925035
krivky B-splines 0.00031195958155340304

Tabulka 3.7: Miry nepfesnosti aproximace funkce g(x,y) = e~ (@ +y?),

Graf absolutnich chyb aproximace derivace %{93/ g(z,y) je na obrézku .
Metoda je velmi nepfesnd na kraji intervalu, na kterém se provadi aproximace.
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3.4. Aproximace funkce dvou proménnych s jednorozmérnym vystupem
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Obrazek 3.13: Absolutni chyby aproximace funkce g(x,y) = e~ (@*+y?) pomoci
cell linked listu.
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0.008

0.0050 0.006
0.0025
0.004
0.0000
0.002
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00 45
X ) 1.5
1.5 0.000

Obrazek 3.14: Absolutni chyby aproximace funkce g(x,y) = e~ (@*+y?) pomoci
ploch B-splines.

Mira nepfresnosti této aproximace je 0.0037921900900308417. Aproximace de-
rivace mé lepsi miru nepresnosti nez aproximace funkce g(x,y).

Nyni vychylime vstupni hodnoty pfi¢tenim ndhodného ¢isla z intervalu
[—0.1,0.1] k obéma slozkdm. Graf absolutnich chyb aproximace funkce g(x,y)
je na obrazku . Mira nepresnosti aproximace je 0.005204692719349843.
7da se, 7Ze se oproti varianté s pravidelné rozmisténymi vstupnimi hodnotami
presnost mirné zlepsila.
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Obréazek 3.15: Absolutni chyby aproximace derivace a%ayngy) pomoci k-d
stromu.
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Obrazek 3.16: Absolutni chyby aproximace funkce g(x,y) s vychylenymi vstup-
nimi hodnotami pomoci k-d stromu.

Na zavér _si ukazme graf absolutnich chyb aproximace derivace 8%82/ g(x,y)
na obrazku B.17. Mira nepfesnosti této aproximace je 0.004243631005889305.

3.4.1 Casové méreni

Budeme mérit dobu sestrojeni aproximace v kazdém vstupnim bodu. ZvysSo-
vani velikosti vstupu budeme provadét zvySovanim hustoty vstupnich dat na
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3.5. Testovani
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Obrazek 3.17: Absolutni chyby aproximace derivace ML&y g(x,y) s vychylenymi
vstupnimi hodnotami pomoci k-d stromu.

intervalu (—1.95,1.95) x (—1.95,1.95). Se zvétsujici se hustotou dat budeme
zmensovat parametr € vaihové funkce, aby se pro sestavovani aproximace vzdy
pouzivalo stejné mnozstvi dat. Namérené hodnoty jsou souctem cast 10 pro-
vedeni aproximace v kazdé vstupni hodnoté. VSechny casové tidaje jsou ve
vtefinach. Mezi variantou s pravidelné rozmisténymi vstupnimi hodnotami
a vychylenymi vstupnimi hodnotami nejsou vyrazné casové rozdily, proto bu-
deme udéavat ¢as pouze pro pripad s pravidelné rozmisténymi vstupnimi hod-
notami. Naméfené doby béhu pro tvorbu aproximaci jsou v tabulce a doby
béhu pro tvorbu aproximaci derivaci jsou v tabulce B.9. Nase metoda je casové
mnohonasobné horsi, nez metody ploch B-splines.

# dat ‘ naivni prohleddavani k-d storm  cell linked list plochy B-splines

25 5.716852 4.469169 4.254995 0.000099
81 16.719839 16.442568  18.231763 0.000225
289 75.441396 69.446382  71.774254 0.001146
1089 | 419.341827 292.071572  295.283326 0.004251

Tabulka 3.8: Soucty 10 dob béhu aproximace funkce g(x,y) = e~ (@ +y?),

3.5 Testovani

Ke knihovné jsou prilozené jednotkové testy kontrolujici funkénost a sprav-
nost. V dobé tvorby préce je pokryti testy pouhych 54%. V knihovné je mnoho
funkci navic, které se nepouzivaji a nejsou tudiz testovany, napr. operace pri-
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# dat ‘ naivni prohleddvani k-d storm  cell linked list

25 4.619068 4.027047 4.210331
81 19.081255 18.261698  19.342711
289 82.639531 71.834943  72.359262
1089 | 434.343218 294.011937 297.926290

Tabulka 3.9: Soucty 10 dob béhu aproximace derivace 8%8@/9(1:,3/). Metoda
kiivek B-splines je vynechana, protoze jeji implementace neni funkéni.

davani, odebirdni a modifikace prvku u cell linked listu. Spravnost aproximaci
je ovéfena podobnym zpisobem jako provedené experimenty. Pro Gspéch v tes-
tech je potfeba, aby se absolutni odchylky aproximace a ptuvodnich hodnot
lisily maximéalné o néjaké fixni ¢islo.

3.6 Poznamka k numerickym nepresnostem

P1i testovani a experimentovani knihovny se v nékterych pripadech lisily vy-
sledky aproximace pouzivajici k-d strom a aproximace pouzivajici cell lin-
ked list. Jednou z moznych pri¢in by muze byt to, ze v nékterych aproximo-
vanych bodech se pouzilo nespravné reSeni problému hledani sousedu v da-
. Vytvori se sada dat
{—4,-3.8,...,4} a vlozi se do k-d stromu i cell linked listu, kde parametr pro
okoli je 0.4. V kazdém vstupnim bodu se udéld dotaz na vsechny okolni body,
které jsou vzdalené nejvyse o 0.4. Pokud se nerovna teseni cell linked listu a k-
d stromu, tak vypiSeme vstup a tyto rozdilné vysledky. Jednotlivymi vysledky
jsou pole indexu do pole vstupnich dat, které jsou v dostatecné blizkosti ke
vstupni hodnoté.

ném rozsahu. Tuto hypotézu otestujeme programem

using MovingWeightedLeastSquares

xs = collect(-4:0.2:4)

f = x -> 2sin(x) * cos(x) + 10
fs = [f(x) for x in xs]

w = (d, e) -> exp(-4~2)

kd = mwlsKd(xs, fs, 0.4, w)
cll = mwlsCll(xs, fs, 0.4, w)

for x in xs

cllRes = sort(cllInrange(cll.cll, [x, 0], cll.EPS))
kdRes = sort(inrange(kd.tree, [x, 0], kd.EPS))
if cllRes != kdRes

@show x, cllRes, kdres
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end
end

Vypis kédu 3.1: Srovnani feseni k-d stromu a cell linked listu

7 vystupu programu Ell (viz @) vidime, ze k-d strom v nékterych vstup-
nich hodnotich vraci neptfesné vysledky. Jednoduchym vysvétlenim je ne-
spravnd prace s floaty. Lze si snadno rozmyslet, ze délka vysledku pro kazdy
nekrajni prvek by méla byt 5 véetné sebe, pricemz nejvzdalenéjsi hledani sou-
sedi jsou vzdaleni o 0.4 a my chceme hledat vSechny sousedy, ktefi jsou nejvyse
vzdaleni o 0.4. To muze byt napt. tim, ze tato implementace k-d stromu nepod-
poruje praci v 1-rozmérném prostoru a nema uzpusobené porovnavani floati

v tomto prostoru.

(x, cllRes, kdRes)
61)

(x, cllRes, kdRes)
9]1)

(x, cllRes, kdRes)
10, 111])

(x, cllRes, kdRes)
14, 15, 16])
(x, cllRes, kdRes)
32, 33, 34])
(x, cllRes, kdRes)
34, 35, 36])
(x, cllRes, kdRes)
37, 38, 39])

(—3-2, [31 4’ 51 6, 7], [3’ 4‘) 5’
(_2'8: [5’ 6a 7’ 8: 9], [6’ 7: 8’
(-2.2, [8, 9, 10, 11, 12], [8, 9,
(-1.4, [12, 13, 14, 15, 16], [13,
(2.2, [30, 31, 32, 33, 34], [31,
(2.8, [33, 34, 35, 36, 37], [33,
(3.2, [35, 36, 37, 38, 39], [36,

Vypis kédu 3.2: Vystup programu El!
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Zaver

Metodu pohyblivych vazenych nejmensich ¢tverci se podarilo tispésné imple-
mentovat ve formé open source knihovny jazyka Julia. Metoda byla srovnana
s interpola¢ni metodou kiivek B-splines pracujici na rovnomérné mrizce na
problému aproximace derivaci.

Knihovnu je mozné vylepsSit paralelizaci vypoctl, zejména u sestavovani
soustavy linedrnich rovnic pro vypocteni neznamych koeficient aproximuji-
cich funkci. V dobé tvorby préice bylo pokryt{ testy pouhych 53%, tato sta-
tistika se urcité da vylepsit pridanim testi. Déle chybi moznost modifikovat
data zkonstruovaného aproximacniho objektu.
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DODATEK A

Uzivatelska prirucka

Pro pouziti balicku je potifeba mit nainstalovanou Julii.

A.1 Instalace

Instalaci lze provést v terminalovém prostiedi Julia piikazem

Pkg.clone(
"https://github.com/vutunganh/MovingWeightedLeastSquares.j1")

K pouziti knihovny ve skriptu ¢i v termindlovém prostiedi slouzi prikaz

using MovingWeightedLeastSquares

A.2 Inicializace dat

K vytvoreni inicializa¢niho objektu slouzi 3 pomocné funkce, které vytvori
»aproximacni objekty“. Tyto objekty se budou lisit feSenim problému hledani
sousedii v daném rozsahu. Objekt vytvoreny funkci mwlsNaive bude problém
resit naivnim prohledavanim, objekt vytvoreny funkci mwlsKd bude problém
resit k-d stromem a funkce objekt vytvoreny funkci mwlsCll bude problém
tesit cell linked listem. Argumenty pro vytvoreni aproximacniho objektu jsou
u vSech 3 funkeci stejné. Signatury funkei maji podobu

(inputs: :Array{T, N}, outputs::Array{U}, EPS::Real,
weightFunc: :Function;
maxDegree: :Int = 2) where {T <: Real, U <: Real, N}.

Vyznamy téchto argumentii jsou nasledujici

e inputs — pole se vstupnimi hodnotami, kde kazdy vektor hodnot je na
jednom radku,
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e outputs — pole s vystupnimi hodnotami, kde kazdy vektor hodnot je na
jednom radku,

e EPS — celé cislo s nasledujicimi vyznamy:

— délka hrany cell linked listu (pokud se pouziva),

— je-li norma aproximované hodnoty a vstupniho data z; vétsi nez
EPS, pak je vysledkem vahové funkce 0,

— implicitni vzdalenost pro hledani sousedt v daném rozsahu,

e weightFunc — vahova funkce s 2 parametry, kde prvni argument je norma
aproximované hodnoty a vstupniho data a druhy argument je EPS,

e keyword argument maxDegree — maximalni stupen polynomt pouzitych
k sestrojeni aproximace, implicitni hodnota je 2.

Existuje jesté druha podoba funkce se ktera se lisi pouze zptusobem predani
vzorovych dat. V této varianté data se misto inputs a outputs predéavaji
v jednom poli a keyword argumentem outputDim se nastavi dimenze prostoru
vystupnich dat, které se pocitaji zprava. Tzn. outputDim s hodnotou jedna
znamend, ze posledni sloupec je sloupec vystupnich dat, outputDim s hod-
notou dva znamend, ze posledni 2 sloupce jsou sloupce vystupnich hodnot,
atd.

A.3 Aproximace

Predpoklddejme, ze jsme si vytvorili jeden z aproximac¢nich objekt obj. Pti-
kazem obj(inPt, dist) lze ziskat hodnotu aproximace v bodé inPt, kde
inPt je ¢islo nebo pole stejné dimenze jako dimenze prostoru vstupnich hod-
not. Parametr dist znaci vzdalenost pro ziskani sousedii. Tato hodnota je
keyword argument implicitné rovna EPS, které bylo predano pri vytvoreni ob-
jektu. Chceme-li pouze znéat koeficienty k polynomu vysledné aproximace,
voldme funkci calcMwlsObject(obj, inPt, dist). Pfibyl jenom jeden argu-
ment navic a tim je aproximacni objekt. K aproximaci derivace slouzi funkce
mwlsDiff (obj, inPt, dirs; dist). Vyznamy argumentd obj, inPt a dist
se nezménily od aproximace, pribyl pouze argument dirs. Timto argumen-
tem se predavaji pocty derivaci v jednotlivych smérech. Napriklad pro hodnotu
dist (1,2) se bude poécitat aproximace prvni derivace ve sméru x; a druhé
derivace ve sméru xzo. Tento argument se o¢ekava jako cislo nebo tuple stejné
délky jako dimenze prostoru vstupnich dat.

A.4 Priklady pouziti

Piiklady pouziti se nachézi v repozitafi na odkazu https://github.com/
vutunganh/MovingWeightedLeastSquares.jl ve slozce test. Lze v ném na-

44


https://github.com/vutunganh/MovingWeightedLeastSquares.jl
https://github.com/vutunganh/MovingWeightedLeastSquares.jl

A.4. Priklady pouziti

l1ézt Jupyter notebooky 1d-testbench.ipynb a 2d-testbench.ipynb, které
byly pouzity v experimentalni ¢asti.
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DODATEK B

Obsah prilozeného CD

Teadme . tXE vttt struény popis obsahu CD

src

timpl ..................................... zdrojové kbédy implementace
TheSiS vvvviiiiiiniiennns, zdrojova kody prace ve formatu INTEX

L= v PP text prace

Lthesis.pdf ............................... text prace ve formatu PDF
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