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Abstrakt 

 

V této práci je prezentován výpočetní algoritmus pro posouzení štíhlých betonových 

sloupů vystavených vysokým teplotám. Algoritmus vychází z metody náhradního štíhlého 

sloupu, jak je doporučeno v příloze B.3 normy EN 1992-1-2. 

Navržený algoritmus byl implementován v prostředí matematického nástroje MATLAB 

do volně dostupných výpočetních programů. Prezentovaný výpočetní algoritmus je možné 

využít pro analýzu štíhlých železobetonových i ocelobetonových sloupů za běžné teploty i za 

vysokých teplot. 

 V přílohách práce jsou popsány vytvořené volně dostupné výpočetní programy. Dále 

jsou přiloženy publikace, ve kterých jsou prezentovány výstupy dosažené v rámci této práce. 

V těchto publikacích jsou porovnány výsledky stanovené výpočetním algoritmem s výsledky 

experimentů a numerických analýz uvedenými v odborné literatuře.  

Popsanou výpočetní metodu je možné využít pro praktický návrh v inženýrské praxi 

i pro vědecké a výukové účely. 

 

Klíčová slova:  

Štíhlé sloupy, beton, ocelobetonové sloupy, požár, metoda moment-křivost, numerická 

analýza 
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Abstract 

In this thesis, a numerical algorithm for assessing slender concrete columns exposed 

to high temperatures is described. The algorithm is based on a Model Column Method, as 

recommended in Eurocode 2, EN 1992-1-2, Annex B.3. 

The algorithm was implemented in MATLAB environment into free computer 

programs. The algorithm can be used for analysis of slender reinforced concrete and 

composite steel-concrete columns at normal and high temperatures. 

In the annexes of the thesis, the computer programs developed within the thesis are 

described. The papers are also attached, in which the outputs obtained within the thesis are 

presented. In these papers, the results determined by the algorithm are compared with the 

experimental and numerical data given in literature. 

The method can be used in engineering practice as well as for scientific and teaching 

activities. 

 

Keywords: 

slender columns, concrete, composite columns, fire, moment-curvature approach, numerical 

analysis 
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1. Úvod 

1.1. Motivace a cíle 

V současné stavební praxi probíhá návrh požáru vystavených betonových prvků na základě 

tabulkových hodnot uvedených v normě, příp. na základě zjednodušených normových 

metod. Tyto postupy jsou v některých případech velmi konzervativní a pro jiné případy je 

nelze použít (např. pro vystavení požáru pro jiný scénář než podle normové teplotní křivky). 

V těchto případech je v praxi obvykle přistoupeno k návrhu pomocí některého z komerčně 

dostupných softwarů. Problémem při tomto řešení je, že v mnoha případech je daný 

software pouze „černou skříňkou“ a výstupy z něj jsou někdy jen těžko ověřitelné. Navíc ne 

vždy je zcela jasné, jakým způsobem je prováděna teplotní analýza a které parametry jsou 

uvažovány při výpočtu.  

Cílem této práce je představit výpočetní metodu a možný výpočetní nástroj, který by byl 

komplexnější než tabulkové normové hodnoty a zjednodušené metody; který by poskytoval 

možnost analyzovat libovolný průřez vystavený libovolným požárním scénářům. Zároveň by 

tento nástroj měl být jednodušší než obecné řešení metodou konečných prvků a tím pádem 

pro mnohé uživatele i snazší na ověření dosažených výsledků. 

 

Hlavními cíli této práce jsou: 

• Návrh výpočetního algoritmu pro posouzení štíhlých betonových sloupů 

vystavených vysokým teplotám a jeho implementace do výpočetních programů. 

• Porovnání výsledků dosažených výpočetním algoritmem s výsledky experimentů a 

s výsledky dosaženými pomocí jiných numerických analýz popsaných ve 

vědeckých publikacích.  
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1.2. Metody a postup řešení 

1.2.1. Metody vyšetřování štíhlých konstrukcí za běžné teploty 

V současné stavební praxi se stále častěji setkáváme se štíhlými konstrukcemi. Tento trend je 

určován především zvýšenými nároky na estetičnost konstrukce, úsporu materiálu a 

efektivnější využívání prostoru. Při tom je třeba si uvědomit, že pro takovéto konstrukce je 

charakteristickým znakem zvětšování vnitřních sil při působení zatížení na deformované 

konstrukci (účinky druhého řádu). V předkládané práci je prezentován výpočetní postup pro 

stanovení účinků druhého řádu betonových sloupů metodou náhradního štíhlého sloupu. 

Tato metoda je všeobecně známá [1], avšak vzhledem k tomu, že vyžaduje náročný iterativní 

výpočet, není dosud její využití v inženýrské praxi příliš rozšířeno. 

V evropských normách (např. [6]) jsou popsány zjednodušené metody, kterými lze přibližně 

stanovit účinky druhého řádu pro daný prvek. Jsou to: 

• Metoda založená na jmenovité křivosti 

• Metoda založená na jmenovité tuhosti 

• Obecná metoda 

Dalším způsobem jak zohlednit účinky druhého řádu, je provést iterační nelineární výpočet. 

Tímto výpočtem se nejprve stanoví pružná deformace prvku a na základě výsledného napětí 

se upraví tuhost prvku, následně se provede opětovná analýza s upravenou tuhostí a s již 

deformovaným prvkem. Tento krok se iteračně opakuje, dokud rozdíl mezi dílčími kroky 

neklesne pod nastavenou přípustnou hodnotu nepřesnosti. Tuto metodu využívá v dnešní 

době řada komerčně používaných softwarů. Pro uživatele však zůstává skryto pozadí celého 

výpočtu. 

Ve vědeckých článcích je možno rovněž vyhledat nespočet experimentálně vyšetřovaných a 

následně numericky analyzovaných štíhlých betonových prvků [2, 18, 39].  
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1.2.2. Metody vyšetřování štíhlých konstrukcí za požáru 

Návrh betonových konstrukcí (železobetonových sloupů) na účinky požáru probíhá v dnešní 

době podle obecně přijatých evropských norem buď na základě tabulkových hodnot 

• metody A, 

• metody B nebo 

• tabulek uvedených v příloze C normy EN 1992-1-2 [7]. 

Další možností je využití jednoduchých výpočetních metod uvedených v normě EN 1992-1-2 

[7], kterými jsou 

• metoda izotermy 500°C, 

• zónová metoda, 

• posouzení železobetonového průřezu namáhaného ohybovým momentem a osovou 

silou metodou založenou na odhadu křivosti (příloha B, kapitola B. 3 normy EN 1992-

1-2 [7]). 

Na poslední z těchto metod je založen výpočetní algoritmus prezentovaný v této práci a řada 

dalších numerických řešení uvedených ve vědeckých publikacích [14, 19, 15, 12]. Na 

upravené zónové metodě s nelineárním řešením je založena analýza v pracích [5, 4, 3]. 

Ve vědeckých publikacích je rovněž pro analýzu štíhlých konstrukcí za požáru popsáno 

použití sofistikovaných metod založených na metodě konečných prvků, např. v pracích [2, 

24] a mnoha dalších. 

 

1.2.3. Teplotní analýza řešených průřezů 

Pro teplotní analýzu řešených průřezů byl v této práci využit program TempAnalysis [36] [35]. 
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1.3. Členění práce 

Tato práce je rozdělena na textovou a přílohovou část. V textové části je uveden popis 

výpočetního algoritmu a přehled ilustrativních srovnávacích příkladů, které jsou uvedené 

v přílohové části práce. 
  

V kapitole 1 jsou uvedeny motivace a cíle, které vedly ke vzniku této disertační práce. Dále 

jsou popsány metody řešení, které se v současnosti využívají k řešení problematiky štíhlých 

sloupů. Rovněž je popsáno členění předložené práce. 
 

V kapitole 2 je popsán obecný postup použití metody náhradního štíhlého sloupu. Je uveden 

princip posouzení štíhlého tlačeného prvku. Na základě popsané metody byl vyvinut 

výpočetní algoritmus pro analýzu štíhlých tlačených betonových prvků za běžné teploty i za 

požáru. Popis tohoto algoritmu je rovněž uveden v kapitole 2. Je také popsána metodika, 

kterou lze pomocí metody náhradního štíhlého sloupu stanovit podélnou a příčnou 

deformaci zatěžovaného prvku. Je také popsán způsob pro stanovení ekvivalentní 

výstřednosti momentu prvního řádu. 
 

V kapitole 3 je uveden souhrn ilustrativních příkladů, které byly analyzovány popisovaným 

výpočetním algoritmem za běžné teploty, a které jsou uvedeny v přílohách práce. 
 

V kapitole 4 je uveden souhrn ilustrativních příkladů, které byly analyzovány popisovaným 

výpočetním algoritmem za vysokých teplot, a které jsou uvedeny v přílohách práce. 
 

V kapitole 5 je uveden závěr a shrnutí prezentované práce. Jsou uvedeny hlavní přínosy 

předložené práce a doporučení pro další výzkum. 
 

Přílohou A je reprint publikovaného článku [29], ve kterém je uvedena verifikace 

výpočetního algoritmu za běžné teploty na vybraném a experimentálně zkoušeném prvku. 
 

V příloze B je reprint publikovaného příspěvku na konferenci [41]. V příspěvku je popsán 

vytvořený, volně dostupný výpočetní program RCC [30] (Reinforced Concrete Columns) pro 

posuzování železobetonových sloupů (masivních i štíhlých) zatížených excentricky působící 

normálovou silou. Je popsáno uživatelské prostředí programu a jednotlivé vstupní 

parametry. V programu RCC je implementován výpočetní algoritmus za běžné teploty 

popsaný v této práci. 
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V příloze C je popsán výpočetní program RCCfi a jeho uživatelské prostředí [31]. V programu 

RCCfi je implementován výpočetní algoritmus za požáru popsaný v této práci. 
 

Příloha D je reprint publikovaného příspěvku na konferenci [32], ve kterém jsou 

porovnávány normové tabulkové hodnoty pro návrh štíhlých železobetonových sloupů 

vystavených požáru s výsledky dosaženými pomocí výpočetního algoritmu popsaného v této 

práci. 
 

V příloze E je reprint publikovaného příspěvku na konferenci [33]. V příspěvku je uvedeno 

porovnání výsledků dosažených popisovaným výpočetním algoritmem s výsledky 

experimentálně zkoušené sady železobetonových tlačených sloupů. 
 

V příloze F je reprint publikovaného příspěvku na konferenci [34]. V příspěvku je uvedeno 

porovnání výsledků dosažených popisovaným výpočetním algoritmem s výsledky 

experimentálně zkoušené sady železobetonových tlačených sloupů. 
 

Příloha G obsahuje přetisk zaslaného článku k publikování [37]. V tomto článku je popsán 

výpočetní algoritmus a jeho verifikace na železobetonových a ocelobetonových sloupech 

zkoušených experimentálně a to jak za běžné teploty, tak i za požáru. Jsou porovnávány 

hodnoty odolnosti analyzovaných prvků a průběhy deformací. 
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2. Metoda náhradního sloupu 

2.1. Popis metody 

V předložené práci je prezentován výpočetní postup pro analýzu betonových sloupů (jak 

železobetonových tak i ocelobetonových) metodou náhradního štíhlého sloupu. 

Předpokladem metody je, že skutečný analyzovaný prvek nahradíme náhradním štíhlým 

prutem, který má stejný průřez jako řešený prvek a shodnou účinnou délku. Jako náhradní 

štíhlý prut je považován nehmotný přímý svislý prut, který je vetknutý v patě a na horním 

konci volný. Zatížení je uvažováno na volném konci. Pro vysvětlení předpokládejme zatížení 

na volném konci prutu svislou silou FV, vodorovnou silou FH a ohybovým momentem M0. 

Rovina ohybu je totožná s hlavní rovinou setrvačnosti průřezu. Účinnou délku pro osamělé 

tlačené prvky stanovíme dle obr. 1. 

 

Obr. 1: Účinné délky osamělých izolovaných tlačených prvků 

(převzato z ČSN EN 1992-1-1 [6]) 

V normě [6] jsou uvedeny vztahy pro stanovení účinné délky pro ostatní případy, které 

nejsou znázorněny na obr. 1. 

Obrazce ohybových momentů jsou vykresleny na obr. 2, včetně momentů druhého řádu 

(parabolický tvar). Metoda vychází z přibližného předpokladu, že deformace ve vrcholu y0 je 

lineární funkcí křivosti ve vetknutí y”(l), která bude dále označována y”. 
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𝑦0 = � 𝑦"(𝑥) 𝑀1(𝑥)

𝑙

0
 𝑙 𝑑𝑥 = � �

5
12

(𝑦" − 𝑦0" ) +
1
3
𝑦0" +

1
6
𝑦01" � 𝑙 𝑑𝑥

𝑙

0
 (2.1) 

 𝑦0 = 𝑙2(0,416 𝑦" − 0,083 𝑦0" +  0,166 𝑦01" ) (2.2) 

 
𝑦0 ≅

𝑙2

10
(4 𝑦" − 𝑦0" +  2 𝑦01" ) (2.3) 

 

 

Obr. 2: Náhradní štíhlý prut 

(převzato z [26]) 

Za předpokladu, že se hodnota křivosti ve vrcholu bude rovnat polovině hodnoty křivosti 

v patě prutu (𝑦01" = 0,5 𝑦0"), která je vyvolána momentem prvního řádu a zároveň při uvážení 

𝑙 = 𝑙0
2

, můžeme po dosazení do vztahu (2.3) psát 

 
𝑦0 = 𝑦" 

𝑙02

10
 (2.4) 

 

Kde  y“ = 1/r je křivost v patě sloupu 

 l0  účinná délka sloupu 

Vztah (2.1) je možné použít i pro jiné tvary obrazců křivostí, např. obr. e) a f) z obr. 2. 
 

Tato metoda je všeobecně známá (viz [1]), avšak vzhledem k tomu, že vyžaduje poměrně 

složitý iterativní výpočet (viz dále), není doposud její využití v inženýrské praxi příliš 

rozšířeno. Pro potřeby praktického návrhu je v normě ČSN EN 1992-1-1 [6] navržen 

zjednodušený postup, který nevyžaduje stanovení závislosti moment-křivost, čímž se celý 

výpočet značně zjednoduší. Tento postup však slouží pouze ke stanovení účinku zatížení 

s uvážením vlivu druhého řádu, následné posouzení prvku je nutné provést samostatným 
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výpočtem (např. pomocí interakčního diagramu). Oproti tomu metoda popsaná v této práci 

slouží jak ke stanovení účinku zatížení (včetně vlivu druhého řádu), tak i k posouzení prvku 

bez nutnosti doplňujících výpočtů. Další předností uvedené metody je to, že umožňuje 

analyzovat excentricky zatížené sloupy o libovolné štíhlosti. 

Na základě výše uvedené metody byl v práci [28] vyvinut výpočetní algoritmus, jehož 

aktualizovanou verzí jsou v této práci a přílohách D - G prováděny srovnávací výpočty. 

Výpočetní algoritmus byl implementován v prostředí matematického nástroje MATLAB [23] 

do výpočetních programů RCC [30] a RCCfi [31], které jsou podrobně popsány v přílohách B a 

C této práce. 

2.2. Princip posouzení štíhlého tlačeného prvku 

Základním principem při použití metody náhradního štíhlého sloupu je stanovení závislosti 

ohybového momentu vnitřních sil M na křivosti průřezu y” (křivost bývá rovněž označována 

1/r). Tato závislost je znázorněna křivkou κ, která je vždy definována pro konstantní hodnotu 

normálové síly. Pro různé hodnoty křivosti jsou dopočítány takové velikosti vnitřních sil 

v materiálech zastoupených v průřezu, pro něž platí, že jejich součet je roven vnější působící 

síle (pro níž je sestrojována křivka κ). Moment těchto vnitřních sil k těžišti průřezu je 

hledaným momentem pro zvolenou křivost (pro danou konstantní normálovou sílu). 

Stanovením těchto momentů pro různé hodnoty křivosti a spojením těchto bodů vznikne 

křivka κ. Křivka κ je ukončena, pokud je v některém z materiálů dosaženo mezního 

přetvoření (dochází k meznímu stlačení betonu anebo k nadměrnému protažení výztuže), 

příp. je dosaženo stavu, kdy řešený průřez již není schopen přenášet vnější zatížení. 

Příklad diagramu M-y“ je uveden na obr. 3. 
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Obr. 3: Diagram závislosti ohybového momentu na křivosti 

Na obr. 3 je přímkou a vyjádřen průběh momentu druhého řádu (M2). Jedná se o ohybový 

moment, který vzniká v důsledku deformace konstrukce od působícího zatížení. K tomuto 

vlivu dochází u všech tlačených prvků, avšak u masivních sloupů můžeme tento jev zanedbat. 

Kritéria pro zanedbání účinků druhého řádu jsou uvedena v normě [6] a vycházejí 

z předpokladů dostatečně masivního prvku, příp. z prokázání, že účinek momentu druhého 

řádu je zanedbatelný. 

Průběh momentu druhého řádu lze popsat vztahem 

 
𝑀2 = 𝑁𝐸𝑑 ∙ 𝑒2 = 𝑁𝐸𝑑 ∙ 𝑦" ∙

𝑙02

𝑐
 (2.5) 

kde: M2 ohybový moment druhého řádu 

NEd hodnota normálové síly (pro sestrojení diagramu M-y“ se uvažuje konstantní 

hodnota) 

e2 excentricita druhého řádu 

y“ křivost 

l0 účinná délka řešeného sloupu 

c součinitel, jehož hodnota je závislá na rozdělení křivosti po délce řešeného 

sloupu (viz vztahy (2.1) - (2.3) a obr. 2) 

Pro součinitel c se pro sinusový průběh momentu (resp. křivosti) po délce prutu používá 

c = 10 (≈ π2); je-li moment prvního řádu konstantní, má se uvažovat nižší hodnota; hodnota 

c = 8 je spodním limitem, který odpovídá konstantnímu celkovému momentu (resp. křivosti) 

po délce prutu. 
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Vliv součinitele c na odolnost prvku a na průběh numericky stanovených průběhů deformací 

je prezentován v přílohách A [29] a G [37] této práce. 

Pro posouzení prvku je nutné stanovit hodnotu ohybového momentu M0,Ed,cr, která odpovídá 

maximální možné hodnotě ohybového momentu prvního řádu, kterou je řešený prvek 

schopen přenášet při dané hodnotě normálové síly. Tato hodnota je na svislé ose vyznačena 

jako průsečík s přímkou acr, která je tečnou křivky κ a je rovnoběžná s přímkou a, viz obr. 3. 

Pokud je hodnota působícího ohybového momentu prvního řádu M0,Ed menší než kritická 

hodnota M0,Ed,cr, vyhovuje daný prvek z hlediska únosnosti. 

Popis metody včetně možného rozšíření o vliv dotvarování je v příloze A. 
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2.3. Popis výpočetního algoritmu za běžné teploty 

Výpočetní algoritmus vyvinutý v této práci slouží pro analýzu účinků druhého řádu na štíhlé 

betonové (železobetonové i ocelobetonové) sloupy. Výpočetní algoritmus byl 

implementován v prostředí matematického nástroje MATLAB [23] do výpočetního programu 

RCC [30], který je popsán v příloze B této práce. 

Ve zkráceném zápisu je možné výpočetní algoritmus za běžné teploty zapsat následovně: 

Algoritmus 1: Výpočet z běžné teploty 

 1. Definice zadání: průřez, materiálové charakteristiky, geometrie, zatížení  

 2. pro y” =  0 ( → ∞ )  

 3.  dokud Nin < NEd  

 4.   ε = ε + Δε  

 
5. 

  Pro ε odečtení σin (ε) z pracovních diagramů 

  kontrola mezních přetvoření materiálů 

 

 6.   Stanovení Nin, Min   

 7.  konec dokud  

 
8. 

Interpolace ε 

Stanovení Nin, Min 

 

 9. konec pro  

 10. Stanovení M2  

 11. Stanovení M1+M2  

 12. Posouzení  
 

 

kde: y“ křivost 

 ε přetvoření 

 Δε přírůstek přetvoření 

 Nin součet vnitřních sil 

 NEd vnější působící síla 

 Min moment vnitřních sil k těžišti průřezu 

 M1 moment prvního řádu 

 M2 moment druhého řádu 
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Starší verze výpočetního algoritmu (viz [28]) byla zpracována pro analýzu železobetonových 

sloupů s obdélníkovým průřezem nebo s průřezem ve tvaru písmene I. Důvodem bylo, že jak 

geometrie průřezu, tak i síť prvků, která vstupuje do výpočtu, byly definovány ručně. V nové 

verzi výpočetního algoritmu je geometrie průřezu definována ručně, ale síť prvků je 

vytvořena automaticky programem. Díky této úpravě je možné analyzovat libovolné průřezy 

s libovolnými materiály bez nutnosti velké náročnosti na ruční definici sítě prvků. 

V textu výše je sice uvedeno, že programem je definována síť prvků, je však potřeba 

poznamenat, že výpočetní algoritmus neprovádí konečněprvkový výpočet a nepoužívá ani 

diferenciální rovnice. Jedná se „pouze“ o mechanickou analýzu odezvy průřezu na 

definované přetvoření průřezu, na kterém jsou závislé pracovní diagramy materiálů. 

Pro podrobnější popis výpočetního algoritmu uvažujme betonový (železobetonový nebo 

ocelobetonový), oboustranně kloubově uložený sloup o výšce l, který je v hlavě zatížen 

excentricky působící silou N. Průřez sloupu je konstantní po celé délce a je definován 

libovolným symetrickým tvarem s libovolnou výztuží.  
 

1. Definice zadání: průřez, materiálové charakteristiky, geometrie, zatížení 

Programem jsou nejprve načteny informace o průřezu (rozměry, rozmístění výztuže, zadaný 

ocelový profil, …). Následně je automaticky vytvořena síť prvků (trojúhelníkových) a jsou 

definovány rozhraní mezi jednotlivými materiály v průřezu. Pro každý materiál je definována 

podmnožina (subdoména). 

  

a) schéma průřezu s vyznačenými subdoménami b) schéma průřezu se sítí prvků 

Obr. 4: Schéma průřezu 
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Na obr. 4 a) je schéma řešeného průřezu s vyznačenými subdoménami, které ve výpočetním 

algoritmu přiřazují dané geometrické entitě příslušné mechanické vlastnosti. Pro zobrazený 

průřez je subdoménou 1 definována oblast ocelového profilu, subdoménami 2-3 betonová 

část průřezu a subdoménami 4-7 jsou definovány výztužné pruty. 

Na obr. 4 b) je znázorněna síť prvků, která vstupuje do výpočtu. Je-li to vzhledem ke 

geometrii průřezu – využití symetrie - a jiným okrajovým podmínkám možné, je vhodné řešit 

pouze polovinu průřezu (menší náročnost na výpočetní kapacitu a čas). Ve zvolených 

oblastech je možné zahustit síť prvků (např. pro ocelový profil nebo výztužné pruty). 

Popisovaným výpočetním algoritmem je možno analyzovat libovolný průřez; příklady 

analyzovaných průřezů v této práci jsou uvedeny na obr. 5. 

  
a) železobetonový průřez (s libovolnou výztuží) b) vybetonovaný ocelový I-profil s výztuží 

 
c) vybetonovaná ocelová trubka 

 

Obr. 5: Příklady analyzovaných průřezů 
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Po definici průřezu jsou dále definovány vlastnosti jednotlivých materiálů na základě jejich 

pracovního diagramu. 

Následně je definována účinná výška analyzovaného sloupu, velikost vnější působící síly 

(která je vždy pro jednu křivku moment-křivost konstantní) a její excentricita. 

2. Cyklus pro křivost y” 

Před spuštěním samotného řešení, které je definováno cyklem pro různé hodnoty křivosti je 

potřeba ještě definovat počáteční hodnoty pro výpočet. Těmito hodnotami jsou: 

- přírůstek křivosti (ovlivní jak „hladká“ bude křivka moment-křivost; hodnota je závislá 

na velikosti průřezu – pro běžné rozměry průřezů je možné použít hodnotu 0,005) 

- konečná hodnota křivosti (jedná se o libovolný údaj; řešený prvek je možné 

analyzovat pro určitý obor křivostí nebo do vyčerpání kapacity průřezu, tzn. že pro 

danou křivost již průřez nebude schopen při jakémkoliv přetvoření dosáhnout 

rovnováhy mezi vnitřními silami a vnější působící silou) 

- přírůstek přetvoření (jedná se o hodnotu, která je přičítána k předchozímu 

přetvoření, pro které nebylo dosaženo rovnováhy mezi vnitřními silami a vnější silou; 

tato hodnota velmi ovlivňuje přesnost výpočtu a také výpočetní čas; pro běžné 

případy je možné použít hodnotu 1×10-6 až 1×10-8 

- počáteční hodnota přetvoření horních vláken (pro analýzu za běžné teploty je možné 

uvažovat hodnotu 0) 

Cyklus pro křivost může být ukončen pro zadanou hodnotu konečné křivosti nebo při 

dosažení mezního přetvoření v jednom z materiálů, příp. při dosažení stavu, kdy již pro 

jakékoliv přetvoření není průřez schopen dosáhnout rovnováhy mezi vnitřními silami a vnější 

působící silou. 

3. Iterační cyklus pro vnitřní síly 

4. Přírůstek přetvoření 

K přetvoření horních vláken se přičte předem definovaná hodnota přírůstku přetvoření. 

Tento iterační krok nastává, pokud pro danou křivost a rozdělení přetvoření po průřezu 

nebylo dosaženo rovnováhy. Hodnota křivosti je zachována, ale dojde k přerozdělení 

průběhu přetvoření po průřezu. V popisovaném výpočetním algoritmu se přetvoření průřezu 

řídí pomocí hodnoty přetvoření horních krajních vláken průřezu. Je zároveň zaveden 
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předpoklad, že vnější působící síla (působí-li na průřez excentricky) vyvozuje tlak v horní části 

průřezu. 

5. Stanovení přetvoření průřezu ε 

Přetvoření po celé výšce průřezu je dopočítáváno z podobnosti trojúhelníků. Nejprve je 

stanovena poloha neutrálné osy ze vztahu 

 𝑥 =
𝜀ℎ𝑣
𝑦"

 (2.6) 

Kde x je poloha neutrálné osy od horního okraje průřezu 

 εhv přetvoření horních vláken průřezu 

 y“ křivost 

 v případě nulové křivosti je poloha neutrálné osy definována v nekonečnu, tzn. že pro celý 

průřez platí, že přetvoření v každém místě je rovno přetvoření horních vláken průřezu. 

 

Následně se pro každý prvek sítě stanoví přetvoření v jeho těžišti ze vztahu 

 𝜀𝑒 = 𝜀ℎ𝑣 ∙
𝑥 − 𝑦𝑒
𝑥

 (2.7) 

Kde εe přetvoření v těžišti prvku 

 ye vzdálenost těžiště prvku od horní hrany průřezu 

V průběhu výpočtů je kontrolováno mezní přetvoření materiálu v každém prvku. Záleží pak 

na počátečním nastavení, zda je cyklus ukončen při dosažení mezního přetvoření materiálu 

pro daný prvek nebo zda je cyklus ukončen v případě, že analyzovaný průřez již není schopen 

přenášet zatížení. 

εhv 

přírůstek εhv 

Obr. 6: Přetvoření průřezu 
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6. Stanovení vnitřních sil v jednotlivých prvcích sítě 

Na základě definovaných subdomén je každému prvku sítě přiřazen definovaný pracovní 

diagram materiálu. Z tohoto diagramu se na základě zjištěných přetvoření v těžišti prvku 

odečte napětí pro daný prvek. Z tohoto odečteného napětí se přenásobením plochou prvku 

získá síla, kterou přenáší daný prvek. Zároveň se přenásobením síly z každého prvku 

vzdáleností těžiště prvku od těžiště průřezu získá příspěvek daného prvku k momentové 

únosnosti průřezu. Po dokončení tohoto procesu pro všechny prvky sítě průřezu se získá 

suma vnitřních sil a momentů.  

Při výpočtu se automaticky na základě přetvoření a daného pracovního diagramu stanovuje, 

zda je síla kladná nebo záporná. V popisovaném algoritmu je vnější působící (tlaková) síla 

uvažována kladnou hodnotou. Vnitřní síly v tlačené oblasti průřezu jsou uvažovány kladně a 

tahové síly záporně. Hledaná rovnováha se dopočítává z rovnice 

 𝑁𝐸𝑑 = 𝑁𝑖𝑛 (2.8) 

 𝑁𝐸𝑑 = 𝑁𝑐 + 𝑁𝑠 + 𝑁𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙 (2.9) 

Kde NEd je vnější působící síla 

 Nin je suma vnitřních sil 

Nc je součet vnitřních sil z betonové části průřezu 

NS je součet vnitřních sil z výztužných prutů 

Nsteel je součet vnitřních sil z ocelové části průřezu 

7. Ukončení / pokračování iteračního cyklu pro vnitřní síly 

V případě, že nebyl ukončen cyklus pro vnitřní síly z důvodu dosažení mezního přetvoření pro 

nějaký z materiálů, příp. nebylo dosaženo stavu, kdy průřez není schopen přenášet zatížení, 

se přistupuje k porovnání sumy vnitřních sil s vnější působící silou.  

Je-li suma vnitřních sil menší než vnější působící síla, celý cyklus se opakuje od bodu 4. Je-li 

suma vnitřních sil větší než vnější síla, cyklus je ukončen. 

8. Interpolace přetvoření 

Cílem algoritmu je stanovit přesnou rovnováhu vnitřních sil s vnější silou. Předchozí cyklus 

byl ale ukončen ve stavu, kdy hodnota vnitřních sil je větší než vnější působící síla. Aby byl 

dosažen přesně takový stav, pro který platí rovnost těchto sil, je použita lineární interpolace. 

Touto interpolací se pro danou hodnotu křivosti hledá přesná hodnota přetvoření horních 

vláken (a tudíž i průběh přetvoření po celé výšce průřezu), která po opětovném stanovení 
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vnitřních sil v průřezu vytvoří rovnováhu s vnější silou. Ačkoliv je z průběhu pracovních 

diagramů zřejmé, že celé řešení je silně nelineární a zdálo by se, že použití lineární 

interpolace nepovede k přesným výsledkům, je třeba si uvědomit, že tato interpolace 

probíhá na velmi malém úseku, na kterém je rozdíl hodnot téměř lineární. Tento malý úsek 

je dán malým krokem přírůstku přetvoření. 

Po stanovení interpolované hodnoty přetvoření horních vláken průřezu, jsou znovu spočteny 

vnitřní síly, je ověřena rovnováha vnitřních sil s vnější působící silou a zároveň je stanoven 

moment vnitřních sil pro danou hodnotu křivosti. 

9. Ukončení / pokračování cyklu pro křivost y“ 

Přičtením přírůstku křivosti k předešlé křivosti se získá nová větší hodnota křivosti, pro 

kterou se celý cyklus opakuje (obr. 7). Opakováním pro celý obor definovaných křivostí je 

získána závislost momentu vnitřních sil na křivosti (obr. 8). Ukončení této závislosti může být 

definováno buď dosažením mezního přetvoření v jednom z materiálů, nebo v případě kdy 

průřez již není schopen přenést účinky zatížení. 

 

 

 

εhv 

nová hodnota křivosti 

Obr. 7: Přetvoření průřezu pro různé hodnoty křivosti 
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Obr. 8: Křivka moment-křivost 

 

10. Stanovení průběhu momentu druhého řádu M2 

Moment druhého řádu (M2) se stanoví v závislosti na křivosti (viz rovnice (2.5)). Jedná se o 

lineární závislost (obr. 9). 

 

Obr. 9: Průběh momentu druhého řádu 

11. Stanovení průběhu celkového momentu M1 + M2 

Z předchozího kroku je známý průběh momentu druhého řádu v závislosti na křivosti. 

Moment prvního řádu (konstantní hodnota) se stanoví ze vztahu: 

 𝑀1 = 𝑁𝐸𝑑 ∙ 𝑒 (2.10) 

Kde M1 je působící moment prvního řádu 

 NEd je vnější působící síla 

 e excentricita zatížení 

Po přičtení momentu prvního řádu M1 k průběhu momentu druhého řádu M2 se získá 

průběh celkového působícího ohybového momentu (obr. 10). 
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Obr. 10: Průběh celkového momentu 

12. Posouzení 

Analyzovaný sloup (pro danou hodnotu normálové síly) vyhoví z hlediska únosnosti, pokud 

přímka popisující průběh celkového působícího momentu (M1 + M2) má alespoň jeden 

společný bod s křivkou, která popisuje závislost moment-křivost (κ). 
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2.4. Popis výpočetního algoritmu při analýze za vysokých teplot 

Výpočetní algoritmus použitý při analýze za vysokých teplot se oproti algoritmu za běžné 

teploty liší jen nepatrně. Odlišnosti jsou popsány níže. Výpočetní algoritmus byl 

implementován v prostředí matematického nástroje MATLAB [23] do uživatelského 

programu RCCfi [31], který je popsán v příloze C této práce. 

Zkrácený zápis výpočetního algoritmu za vysokých teplot: 

Algoritmus 2: Výpočet za vysokých teplot 

 1. Definice zadání: průřez, materiálové charakteristiky, geometrie, zatížení  

 1a. Teplotní analýza  

 2. pro y” =  0 ( → ∞ )  

 3.  dokud Nin < NEd  

 4.   ε = ε + Δε  

 
4a. 

  Stanovení teplotního přetvoření εth 

  Výpočet mechanického přetvoření εm = ε - εth 

 

 
5. 

  Pro εm odečtení σin (εσ, θ) z pracovních diagramů 

  kontrola mezních přetvoření materiálů 

 

 6.   Stanovení Nin, Min   

 7.  konec dokud  

 
8. 

Interpolace ε 

Stanovení Nin, Min 

 

 9. konec pro  

 10. Stanovení M2  

 11. Stanovení M1+M2  

 12. Posouzení  
 

kde: y“ křivost 

 ε přetvoření 

 Δε přírůstek přetvoření 

 εth teplotní přetvoření 

 εσ mechanické přetvoření 

θ teplota 

 Nin součet vnitřních sil 
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 NEd vnější působící síla 

 Min moment vnitřních sil k těžišti průřezu 

 M1 moment prvního řádu 

 M2 moment druhého řádu 
 

1a. Teplotní analýza 

Pro stanovení rozložení teplot v řešeném průřezu musí být nejprve nadefinovány 

materiálové vlastnosti pro teplotní analýzu. Jedná se o: 

 ρ objemovou hmotnost 

 λ tepelnou vodivost 

 cp měrné teplo 

 u vlhkost 

Pro všechny vlastnosti (nebo kombinace vlastností) musí být definována jejich závislost na 

teplotě. 

Dále je potřeba definovat vlastnosti okolního prostředí (požáru), které jsou popsány teplotní 

křivkou v závislosti na čase. 

Teplotní analýza v popisovaném výpočetním algoritmu je prováděna pomocí programu 

TempAnalysis [36, 35]. 
 

4a. Teplotní a mechanické přetvoření 

Přetvoření, které je zobrazováno na obrázcích s danou křivostí, je přetvoření podle Bernoulli-

Navierovi hypotézy, tzn. že přetvoření je rovinné a kolmé na střednici prvku. Pracovní 

diagramy materiálů jsou definovány v závislosti na mechanickém přetvoření. Celkové 

přetvoření za vysokých teplot dle Bernoulli-Navierovi hypotézy lze stanovit jako  
 

 𝜖 = 𝜖𝑡ℎ + 𝜖𝜎 + 𝜖𝑐𝑟𝑒𝑒𝑝 + 𝜖𝑡𝑟  (2.11) 
 

Kde  ε je celkové poměrné přetvoření 

 εth teplotní poměrné přetvoření  

 εσ okamžité poměrné přetvoření závislé na napětí 

 εcreep dotvarování 

 εtr dočasné poměrné přetvoření 
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V materiálovém modelu za požáru uvedeném v normě [7] je napětí definováno v závislosti 

na εm (mechanické přetvoření). V této složce přetvoření jsou zohledněny složky εσ, εcreep a εtr 

(případně je některá z těchto složek zanedbána – viz příloha G [37]). 

Pro správné odečtení příslušného napětí z pracovních diagramů materiálů je tedy nutné 

stanovit mechanickou složku poměrného přetvoření, které se získá ze vztahu 
 

 𝜖𝑚 = 𝜖 − 𝜖𝑡ℎ (2.12) 

 

Výsledky dosažené popisovaným výpočetním algoritmem prezentované v přílohách D – F 

jsou stanoveny bez uvažování teplotního přetvoření jednotlivých materiálů. Pro porovnání 

jsou v příloze G, kde bylo uvažováno s teplotním přetvořením materiálů, prezentovány stejné 

sady experimentálních vzorků jako v přílohách E a F. Z porovnání dosažených výsledků je 

zřejmé, že vliv teplotního přetvoření materiálů má jen nepatrný vliv na hodnotu odolnosti 

prvku. Má však výrazný vliv na tuhost (a tudíž průběh deformací) – viz [14]. 
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2.5. Výpočet deformací 

Pomocí výše popsané metody je možné nejen stanovit odolnost analyzovaného prvku, ale 

rovněž i určit průběh a hodnoty deformace prvku. Jedná se o příčný průhyb (vybočení prvku) 

a o podélnou deformaci (stlačení prvku). 

2.5.1. Příčná deformace (vybočení) 

Pro názornější popis stanovení deformací je uvažován analyzovaný sloup jako kloubově 

podepření sloup, definovaného průřezu, který je na obou svých koncích zatížen excentricky 

působícími silami NEd. Tento řešený sloup je pro potřeby výpočtu nahrazen náhradním 

sloupem, který má shodný průřez jako řešený prvek a shodnou účinnou délku – viz obr. 11. 
 

  
a) Analyzovaný sloup b) Náhradní sloup 

Obr. 11: Analyzovaný vs náhradní sloup 

Vypočítaná příčná deformace pak odpovídá vybočení náhradního sloupu v hlavě, resp. 

vybočení analyzovaného sloupu v polovině jeho výšky. Z výše uvedeného vyplývá, že se jedná 

o vyvolanou přídavnou excentricitu zatížení vlivem deformace konstrukce. 

Tato přídavná excentricita se stanoví podle rovnice (2.4) kdy můžeme průhyb y0 nahradit e2 

 
𝑒2 = 𝑦"

 𝑙02

𝑐
 (2.13) 

Kde  e2 je hledaná příčná deformace 

 y“ křivost 

 l0 účinná výška sloupu 
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 c součinitel zohledňující rozdělení křivosti po délce řešeného sloupu 

Účinnou délku lze stanovit dle obr. 1 (pro samostatné izolované prvky), případně dle normy 

pro ostatní případy. Součinitel c pro uvažovaný příklad je roven 10, pro ostatní případy ho lze 

určit podle rovnice (2.1) a obr. 2. Jedinou neznámou zůstává hodnota křivosti. Ta se určí 

z diagramu M-y“ následujícím způsobem. 

 

  
a) Diagram M-y“ b) Přídavný moment druhého řádu 

  
c) Celkový průběh momentu d) Stanovená hodnota křivosti 

Obr. 12: Určení rozhodující hodnoty křivosti 

Obr. 12 a) Nejprve je stanovena závislost momentu na křivosti pro konstantní působící 

normálovou sílu. Tuto závislost je možno nazvat pracovním diagramem 

průřezu pro danou sílu. Pro stanovení této závislosti je nutné definovat pouze 

geometrii průřezu, pracovní diagramy jednotlivých materiálů a vnější působící 

sílu.  

Podrobnější popis stanovení závislosti M-y“ viz Algoritmus 1 a Algoritmus 2. 
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Obr. 12 b) Do diagramu je vnesena závislost přídavného momentu druhého řádu na 

křivosti. Jedná se o lineární závislost, která je popsána rovnicí (2.5). Pro její 

výpočet je nutné definovat vnější působící sílu (konstanta, pro kterou je 

sestrojen celý diagram), účinnou délku řešeného prvku a součinitel c (vliv 

součinitele c na odolnost prvku je prezentován v přílohách A [29] a G [37] této 

práce). 
 

Obr. 12 c) K průběhu momentu druhého řádu je přičten moment prvního řádu, který se 

stanoví jako  

 𝑀1 = 𝑁𝐸𝑑  𝑒0 (2.14) 

 kde  NEd je vnější působící síla (konst.) 

 e0 excentricita prvního řádu 
  

 

Obr. 12 d) V diagramu je stanoven průsečík přímky M1 + M2 (tato přímka popisuje vnější 

působící zatížení ohybovým momentem se zohledněním účinku druhého řádu) 

s křivkou κ (tato křivka popisuje odezvu průřezu pro dané křivosti – moment 

vnitřních sil průřezu). V tomto průsečíku platí, že pro danou hodnotu křivosti 

je vnější zatížení (M1 + M2) v rovnováze s momentem vnitřních sil. Pro tuto 

odečtenou hodnotu křivosti je následně dopočítána deformace e2 podle 

rovnice (2.13) 

𝑒2 = 𝑦"  𝑙02

𝑐
 (rovnice (2.13)) 

 Jestliže má přímka M1 + M2 s křivkou κ společné dva body, znamená to, že 

rovnováha pro vnější působící moment může nastat pro dva případy 

přetvoření průřezu. V průběhu deformací to znamená, že hodnota deformace 

e2 stanovená pro větší hodnotu křivosti leží na postkritické větvi chování 

prvku. To znamená, že před dosažením tohoto stavu již bylo dosaženo 

maximální hodnoty zatěžovací síly (tento stav v diagramu M-y“ nastává, je-li 

přímka M1 + M2 právě tečnou křivky κ) a pro dosažení druhého rovnovážného 

stavu je třeba snížit hodnotu působící síly. 

 Průběhy deformací včetně postkritického chování jsou uvedeny v příloze G 

[37] této práce. 
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2.5.2. Podélná deformace (stlačení) 

Podélná deformace (stlačení) prvku se stanoví pro stejnou hodnotu křivosti, jejíž odečtení je 

popsáno výše. Dodatečně se však pro tuto hodnotu křivosti musí dopočítat, resp. v průběhu 

výpočtu závislosti M-y“ je dopočítán přesný průběh přetvoření průřezu. Z tohoto obrazce 

přetvoření (který platí pro kritický průřez řešeného prvku) je odečteno přetvoření v těžišti 

průřezu εt (viz obr. 13). Vynásobením tohoto přetvoření celkovou délkou řešeného prvku je 

stanovena podélná deformace. 

 

Obr. 13: Řešený průřez s obrazcem přetvoření 
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2.6. Ekvivalentní moment prvního řádu 

Je‐li  zatěžovaný  prvek  namáhán  na  obou  koncích  rozdílným  ohybovým  momentem 

(rozdílnou hodnotou nebo i působením), je přistoupeno k výpočtu ekvivalentního ohybového 

momentu prvního řádu podle Eurokódu 2 [6]. Ekvivalentním ohybovým momentem prvního 

řádu  se  z obecného  lineárního  průběhu  ohybového  momentu  stanoví  konstantní  průběh 

momentu prvního řádu – viz Obr. 14. Důvod přepočtu na ekvivalentní ohybový moment  je 

ten, že při obecném průběhu momentu prvního řádu není zřejmý kritický průřez prvku. To je 

místo,  ve  kterém  působí  při  zohlednění  účinků  druhého  řádu maximální  celkový moment. 

Výpočet ekvivalentního momentu prvního řádu se provede podle vztahu 
 

  ଴௘ܯ ൌ 0,6 ∙ ଴ଶܯ ൅ 0,4 ∙ ଴ଵܯ ൒ 0,4 ∙  ଴ଶܯ (2.15) 
 

Kde   M0e    je ekvivalentní moment prvního řádu 

M01, M02  koncové ohybové momenty; pokud vyvozují  tah na  stejné  straně prvku, 

mají shodná znaménka; kromě toho platí |ܯ଴ଶ| ൒  .|଴ଵܯ|

 

 

Obr. 14: Ekvivalentní moment (podle [42]) 

Při  uvažování  konstantní  hodnoty  působící  síly  lze  vztah  (2.15)  přepsat  pro  výpočet 

ekvivalentní hodnoty výstřednosti prvního řádu jako 

  ݁଴௘ ൌ 0,6 ∙ ݁଴ଶ ൅ 0,4 ∙ ݁଴ଵ ൒ 0,4 ∙ ݁଴ଶ  (2.16) 
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3. Analýza štíhlých sloupů za běžné teploty 

Metoda popsaná v této práci může být použita ve spojení s libovolnými pracovními diagramy 

materiálů. V této práci jsou materiálové vlastnosti za běžné teploty uvažovány podle 

materiálových modelů uvedených v evropských normách – Eurokód 2 [6], Eurokód 3 [8] a 

Eurokód 4 [10]. Důvodem je, že tyto modely jsou obecně používány v technické praxi. 

Výsledky dosažené popisovaným výpočetním algoritmem jsou prezentovány v přílohách této 

práce a zde budou ilustrativně shrnuty jednotlivé řešené příklady. 

3.1. Příklad 1 – sada kloubově uložených železobetonových sloupů 

Pro ověření výpočetního algoritmu (který je popisován v této práci) za běžné teploty byla 

vybrána sada 30 excentricky zatěžovaných sloupů, která je popsána v publikaci [18]. Všechny 

zkoušené vzorky měly jednotný rozměr průřezu 80x80 mm a byly vyztuženy 4 (CS1) nebo 8 

(CS2) podélnými výztužnými pruty. Všechny vzorky byly oboustranně kloubově uložené s 

oboustrannou excentricitou zatížení 24 mm. Byly zvoleny tři různé délky sloupů (tři štíhlosti) 

a tři různé pevnosti betonu. Každý jednotlivý vzorek byl vyhotoven 2x pro ověření zatěžovací 

zkoušky. Přehled parametrů experimentu je uveden v následující tabulce: 

Tabulka 1: Příklad 1 - přehled parametrů experimentu 

Výška sloupu / štíhlost 
0,24 m  λ = 10 
1,44 m  λ = 60 
2,40 m  λ = 100 

Rozměry průřezu: šířka [mm] x výška [mm] 80 x 80 

Počet podélných profilů výztuže / stupeň vyztužení 
CS1: 4 ρ = 1,98% 
CS2: 8 ρ = 3,95% 

ø podélných profilů výztuže [mm] No.6  6,35 mm 

Mez kluzu výztuže fy [MPa] 387 

Osová vzdálenost a [mm] výztuže od okraje betonu [mm] 15 

Výpočetní pevnost betonu fc [MPa] 
Typ L: 25,50 
Typ M: 63,50 
Typ H: 86,20 

Excentricita zatížení e0 [mm] 24 
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V příloze A [29] byly analyzovány tři případy (celkem šest vzorků) zatěžovaných sloupů. 

Jednalo se o vzorky s betonem typu L, průřezem CS1 a zastoupeny byly všechny hodnoty 

zkoušených štíhlostí. Byl zkoumán vliv součinitele c na výsledné hodnoty odolnosti pro 

jednotlivé štíhlosti. Byla provedena analýza pro dva různé součinitele zohledňující rozložení 

celkového momentu (křivosti): 

 c = 8 odpovídá konstantnímu celkovému momentu (křivosti) 

 c = 10 popisuje sinusový průběh celkového momentu (křivosti). 

 
V příloze G [37] byla analyzována kompletní sada vzorků uvedená v publikaci [18]. 

Analyzována byla maximální hodnota odolnosti zkoušených prvků a průběh vodorovných 

deformací prvků.  

Tabulka 2: Porovnání dosažených výsledků (viz také příloha G [37]) 

Vzorek Štíhlost Typ 
betonu Průřez 

Nmax [kN] 

Experiment Prezentovaný model 

1 2 c = 8 c = 10 

1 

10 

Typ L 
CS1 52,7* 83,1* 94,5 - 94,7 - 

2 CS2 109,5 109,3 110,3 100,8% 110,5 101,0% 

3 
Typ N 

CS1 179,0 182,8 184,1 101,8% 184,7 102,1% 

4 CS2 207,7 204,6 199,8 96,9% 200,4 97,2% 

5 
Typ H 

CS1 235,3 240,4 222,5 93,5% 222,8 93,7% 

6 CS2 255,8 257,7 237,0 92,3% 237,9 92,7% 

7 

60 

Typ L 

CS1 

63,7 65,7 60,4 93,4% 66,2 102,3% 

8 Typ N 102,8 113,5 93,3 86,3% 107,2 99,1% 

9 Typ H 122,1 123,7 103,7 84,4% 121,4 98,8% 

10 

100 

Typ L 
CS1 38,2 35,0 32,5 88,8% 38,2 104,4% 

11 CS2 49,0 47,0 41,2 85,8% 47,8 99,6% 

12 
Typ N 

CS1 45,2 47,6 41,9 90,3% 50,7 109,3% 

13 CS2 59,6 60,5 55,6 92,6% 66,2 110,2% 

14 
Typ H 

CS1 54,3 54,9 44,3 81,1% 54,0 98,9% 

15 CS2 66,6 64,7 59,6 90,8% 71,6 109,1% 

* došlo k předčasnému kolapsu z důvodu nedokonalého upevnění čelních desek 
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Souhrn dosažených hodnot únosností analyzovaných vzorků je uveden v tabulce 2. Jsou 

uvedeny výsledky dosažené výpočetním algoritmem při použití součinitele c = 8 a c = 10. Pro 

porovnání je uvedena procentuální hodnota shody stanoveného výsledku s průměrnou 

hodnotou stanovenou při experimentu. 

Pro štíhlost 10 nejsou výsledky při použití součinitele c = 10 a c = 8 příliš rozdílné. Z obrázků 

průběhu deformací v příloze G [37] je zřejmé, že výsledky průběhu deformací pro zvyšující se 

sílu s použitím součinitele c = 8 jsou bližší naměřenému chování vzorku při experimentu. Pro 

tuto malou štíhlost je analyzovaný sloup masivní a účinky druhého řádu jsou zanedbatelné. 

Pro tento případ je vhodnější použití opravného součinitele c = 8 (popisuje konstantní 

celkový moment po délce prvku).  

Pro štíhlost 60 leží naměřené experimentální výsledky v oblasti mezi hodnotami stanovenými 

výpočtem při použití součinitelů c = 10 a c = 8 (viz tabulka 2 a příloha G [37]). Při této 

hodnotě štíhlosti se projevují účinky druhého řádu.  

Při štíhlosti sloupu 100 jsou účinky druhého řádu velmi výrazné. Z průběhu deformací (viz 

příloha G [37]) je zřejmé, že přesnějšího popisu naměřených experimentálních hodnot je 

dosaženo při použití opravného součinitele c = 10. Při srovnání průběhů deformací pro 

analyzované průřezy CS1 a CS2 je zřejmé, že pro více vyztužený průřez CS2 jsou hodnoty 

měřených deformací nižší. Tento průřez má díky vyššímu stupni vyztužení také vyšší 

ohybovou tuhost a tudíž lepší odolnost vůči průhybu.  

Je třeba poznamenat, že metoda, na které je založen popisovaný výpočetní algoritmus, slouží 

primárně pro stanovení maximální zatěžovací síly a není určena pro stanovení přesných 

deformací. Metoda řeší přesnou analýzu kritického průřezu analyzovaného prvku, ale už není 

zohledněno, kde (na délce prvku) se daný kritický průřez nachází.  
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3.2. Příklad 2 – vetknutý železobetonový sloup 

V pracích [2] a [24] je popsán srovnávací příklad železobetonového sloupu, který byl zároveň 

vybrán RILEM Technical Committee TC 114 jako srovnávací příklad pro testování výpočetních 

modelů a výpočetních programů pro železobetonové konstrukce. 

Srovnávací příklad je definován s následujícími parametry: 

Geometrie: 

Průřez sloupu:   150 x 200  mm 

Výztuž průřezu:   4 x ø 12 mm 

(vzdálenost osy prutů od hran betonu 20 mm) 

Výška sloupu:   2250   mm 

Excentricita zatížení:  15  mm 

 

Výsledky z experimentálního měření prezentované v práci [2] jsou porovnány s výsledky 

numerické analýzy publikované v pracích [2] a [24] a jsou porovnány s výsledky dosaženými 

pomocí výpočetního algoritmu popsaného v této práci. Cílem porovnání je průběh 

vodorovné deformace (viz příloha G [37]) analyzovaného sloupu a maximální hodnota 

zatěžovací síly, kterou je řešený prvek schopen přenést. 

Tabulka 3: Příklad 2 - porovnání změřených a dosažených výsledků 

 

ref. [2] 
experiment 

Espion 

ref. [2] 
výpočet 
Bratina 

ref.  [24] 
výpočet 

IDEA 

Prezentovaný 
model 

výpočet 

Fmax [kN] 444 447 100,68% 436 98,20% 449 101,13% 

w [mm] 26,1 25,1 96,17% 24.4 93,49% 21,0 80,46% 

 

Podrobnější popis a průběh deformace v závislosti na působící síle jsou uvedeny v příloze G 

[37]. 

Ve výše uvedené tabulce 3 jsou uvedeny hodnoty pro maximální dosaženou zatěžovací sílu a 

průhyb prvku při této síle. 

Výsledky stanovené výpočetním algoritmem popisovaným v této práci jsou ve velmi dobré 

shodě s experimentálně změřenými hodnotami (viz tabulka 3).   
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3.3. Příklad 3 – sada vybetonovaných ocelových profilů 

Další experimentální příklad, na kterém byl ověřován výpočetní algoritmus, byl publikován v 

práci [39]. Jedná se o sadu celkem 27 vzorků betonem vyplněných ocelových trubek. Vstupní 

parametry jsou definovány následovně: 

Tabulka 4: Přehled rozptylu vstupních parametrů experimentu 

Výška sloupu 

2,00 m 
2,50 m 
3,00 m 
3,50 m 
4,00 m 

Průměr trubky [mm] ≈ ø 160 

Tloušťka stěny trubky [mm] ≈ 5 

Mez kluzu výztuže fy [MPa] 268 - 283 

Výpočetní pevnost betonu fc [MPa] 40 – 106 

Excentricita zatížení e0,t , e0,b [mm] 
0 (vzorky 1-15) 
8 až 32 (vzorky 16-23) 
±8 až ± 32 (vzorky 24-27) 

 

Analýzou popsaným výpočetním algoritmem byly dosaženy výsledky uvedené v tabulce 5. 

Vzorky 1-15 byly zatěžovány centrickou silou.  

Vzorky 16-23 byly zatěžovány excentricky; výstřednost síly v horní i spodní části sloupu byla 

shodně orientována.  

Vzorky 24-27 byly zatěžovány rovněž excentricky, avšak výstřednosti v horní a spodní části 

sloupu byly orientovány opačně. Pro výpočet byla uvažována hodnota výstřednosti prvního 

řádu přepočtená podle vztahu (2.16). 

V příloze G [37] byla analyzována kompletní sada vzorků uvedená v publikaci [39]. Cílem 

analýzy bylo určení maximální hodnoty působící síly, kterou dané vzorky přenesou a průběh 

vodorovných deformací prvků 16-19. 

  



3 Analýza štíhlých sloupů za běžné teploty 
3.3 Příklad 3 – sada vybetonovaných ocelových profilů 
 33 

Tabulka 5: Přehled a porovnání výsledků 

exp. D 
[mm] 

s 
[mm] 

l 
[mm] 

fy 
[N/mm2] 

fc 
[N/mm2] 

e0t, e0b 
[mm] 

N 
exp. 
[kN] 

N 
Model 

[kN] Model/exp. 

1 160,1 4,98 2000 280 40 0 1261 1296 102,78% 

2 160,2 4,96 2500 281 41 0 1244 1280 102,89% 

3 160,3 5,00 3000 270 43 0 1236 1260 101,94% 

4 160,2 4,97 3500 273 41 0 1193 1238 103,77% 

5 159,9 4,98 4000 281 45 0 1091 1210 110,91% 

6 159,8 5,01 2000 283 70 0 1650 1707 103,45% 

7 159,7 5,20 2500 281 71 0 1562 1616 103,46% 

8 159,8 5,10 3000 276 73 0 1468 1527 104,02% 

9 160,1 4,98 3500 276 74 0 1326 1510 113,88% 

10 160,2 5,02 4000 281 71 0 1231 1402 113,89% 

11 160,3 5,03 2000 281 99 0 2000 2108 105,40% 

12 159,8 5,01 2500 275 100 0 1818 1898 104,40% 

13 159,7 4,97 3000 275 101 0 1636 1695 103,61% 

14 159,6 4,98 3500 270 106 0 1454 1638 112,65% 

15 159,8 4,97 4000 270 102 0 1333 1527 114,55% 

16 160,3 5,10 2000 271 101 8 1697 1692 99,71% 

17 160,1 4,97 2000 281 102 16 1394 1435 102,94% 

18 159,8 5,02 2000 280 101 24 1212 1223 100,91% 

19 159,7 5,02 2000 276 100 32 1091 1057 96,88% 

20 159,7 4,96 4000 275 101 8 963 1017 105,61% 

21 159,8 4,96 4000 275 100 16 848 845 99,65% 

22 159,8 5,10 4000 281 102 24 727 756 103,99% 

23 160,1 5,12 4000 280 101 32 666 677 101,65% 

24 160,2 5,13 2000 276 100 ± 8 1950 1915 98,21% 

25 160,3 5,09 2000 270 102 ± 16 1730 1759 101,68% 

26 159,9 5,09 2000 269 102 ± 24 1480 1618 109,32% 

27 159,8 5,06 2000 268 100 ± 32 1280 1489 116,33% 

 

Analýza výpočetním algoritmem udává hodnoty, které jsou ve velmi dobré shodě 

s experimentálně měřenými hodnotami. Maximální odchylka od experimentálních hodnot je 

+ 16,3%. 
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4. Analýza štíhlých sloupů vystavených extrémnímu 
teplotnímu namáhání 

Metoda popsaná v této práci může být použita ve spojení s libovolnými pracovními diagramy 

materiálů. V této práci jsou materiálové vlastnosti za vysokých teplot uvažovány podle 

materiálových modelů uvedených v evropských normách – Eurokód 2 [7], Eurokód 3 [9], 

Eurokód 4 [11]. Důvodem je, že tyto modely jsou obecně používány v technické praxi. Dále je 

také pro srovnání uvažován materiálový model popsaný v publikacích [19], [22], [20] (v této 

práci nazýván „model dle Lie“). Tento model byl v mnoha jiných publikacích použit pro 

numerickou analýzu, viz [38], [12], [16], [27], [13]. 

4.1. Příklad 1 - sada železobetonových sloupů - Haß 

Pro ověření výpočetního algoritmu při požáru byla vybrána sada experimentálních vzorků 

publikovaných v pracích [15, 5] a mnoha dalších. V práci [15] bylo provedeno celkem 47 

požárních zkoušek excentricky zatížených železobetonových sloupů. Rozptyl vstupních 

parametrů je uveden v následující tabulce: 

Tabulka 6: Rozptyl vstupních hodnot 

Výška sloupu l [m] 3,70 až 5,76 

Rozměry průřezu  
b [mm] x h [mm] 

200 x 200  
300 x 300  
300 x 400 

Počet podélných profilů výztuže 4, 6, 10 nebo 20 

ø d podélných profilů výztuže [mm] 14, 20 nebo 25 

Mez kluzu výztuže fy [MPa] při 20°C 404 až 544 

Průměr třmínku [mm] 8 

Výpočetní pevnost betonu fc [MPa] 24,65 až 45,05 

Osová vzdálenost a [mm] výztuže od okraje betonu 30, 35, 38 nebo 40,5 

Zatěžovací síla při požáru N [kN] -90 až -1802 

Excentricita zatížení e0t, e0b [mm] 
0 až 600 
±15 a ±30 

Pro rozdílné hodnoty výstředností na obou koncích prvku byla pro výpočet uvažována 

hodnota výstřednosti prvního řádu přepočtená podle vztahu (2.16). 
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Při experimentu byly použity dvě varianty statického schéma. Systém s oboustranným 

kloubovým uložením zkoušeného sloupu, kdy je uvažována účinná výška sloupu l0 = l; a 

systém s vetknutou patou sloupu a kloubovým uložením v hlavě sloupu – v tomto případě 

byla uvažována účinná výška sloupu l0 = 0,7 x l.  

Sada vzorků byla analyzována popsaným výpočetním algoritmem a dosažené výsledky jsou 

popsány v příloze F [34] a příloze G [37] této práce. V příloze F byla provedena citlivostní 

analýza pro různé teplotní vlastnosti materiálů a jejich vliv na celkovou odolnost prvku. Při 

analýze požární odolnosti nebyl uvažován vliv teplotního přetvoření materiálů. V příloze G 

byly teplotní vlastnosti materiálů pro celou sadu vzorků stanoveny a verifikovány na základě 

příkladu měřeného prvku v publikaci [15]. Porovnání měřených a výpočtem stanovených 

průběhů teplot je uvedeno v příloze G a v kapitole 4.2 této práce. 
 

Pro porovnání jsou dále uvedeny výsledky mechanické analýzy této sady vzorků, při které 

byly uvažovány dva různé modely materiálů. Model betonu a výztuže uvedený v Eurokódu 2 

[7] a to jak pro výztuž tvářenou za studena (Model EC*), tak i pro výztuž válcovanou za tepla 

(Model EC**). Oba modely výztuže byly uvažovány z toho důvodu, že není zcela jasné, jaká 

výztuž byla při experimentech použita. Pro tyto modely betonu a výztuže bylo rovněž 

uvažováno teplotní přetvoření betonu a výztuže uvedené v Eurokódu 2 [7]. Druhým 

modelem betonu a výztuže, který byl pro analýzu uvažován je model popsaný v publikacích 

[19], [22], [20] (Model LIE). Ve zmíněných publikacích je rovněž popsáno teplotní přetvoření 

pro beton a výztuž, které bylo uvažováno společně s tímto modelem. 

V tabulce 7 a na následujících obr. je uvedeno vyhodnocení výsledků pro výše popsané 

vstupní parametry a modely materiálů. Číslování vzorků bylo převzato z publikací [5, 15]. 

V tabulce jsou rozdílná statická schémata vzorků popsána pomocí součinitele pro vzpěrnou 

délku β (β = 1 odpovídá uložení kloub-kloub, β = 0,7 odpovídá uložení vetknutí-kloub). 
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Tabulka 7: Porovnání výsledků 

exp. l 
 [m] β fy 

 [MPa] 
fc 

[MPa] 
e0t, e0b 
[mm] 

N0 
[kN] 

Požární odolnost [min] 
exp. Model EC* Model EC** Model LIE 

1 3,76 1 487 24,65 -30 -710 86 76 77 73 
2 3,76 1 487 24,65 0 -930 84 79 80 88 
3 3,76 1 487 24,65 0 -930 138 79 80 88 
4 4,76 1 487 24,65 -30 -650 63 61 62 55 
5 4,76 1 487 24,65 0 -880 108 64 58 58 
6 5,76 1 487 24,65 -30 -600 61 50 49 44 
7 5,76 1 487 24,65 0 -800 58 48 50 45 
8 3,76 1 487 24,65 0 -420 58 49 39 33 
9 3,76 1 487 24,65 0 -420 66 49 39 33 

10 4,76 1 487 24,65 0 -340 48 37 42 36 
11 4,76 1 462 31,45 -30 -650 80 65 66 61 
12 4,76 1 462 31,45 -30 -650 69 65 66 61 
13 4,76 1 462 31,45 -15 -740 85 65 65 62 
14 4,76 1 462 31,45 -10 -280 49 39 38 32 
15 4,76 1 462 31,45 -20 -240 36 41 39 34 
16 4,76 1 462 31,45 -90 -460 75 63 64 55 
17 4,76 1 462 31,45 -150 -362 65 59 59 48 
18 4,76 1 462 31,45 -60 -170 49 44 42 36 
19 4,76 1 418 31,45 -100 -130 53 45 41 35 
20 3,80 0,7 458 34,00 -30 -845 111 105 111 118 
21 3,80 0,7 418 34,00 -50 -780 125 93 97 102 
22 4,76 1 425 36,55 -600 -90 83 69 74 53 
23 4,76 1 436 37,40 -15 -970 114 89 91 80 
24 4,76 1 440 36,55 -150 -505 114 85 85 70 
25 5,76 1 443 33,15 -10 -208 40 38 39 33 
26 4,76 0,7 433 31,45 -15 -735 160 101 107 110 
27 4,76 0,7 544 44,20 -150 -355 89 92 96 84 
28 4,76 1 499 32,30 ± 15 -735 93 73 74 71 
29 4,76 1 449 39,10 ± 30 -645 135 81 81 80 
30 4,76 1 404 39,10 -5 -1224 48 48 47 53 
31 3,76 1 452 43,35 -5 -1695 57 59 59 67 
32 3,76 0,7 451 45,05 -50 -1430 107 134 139 163 
33 3,76 1 472 36,55 0 -1802 123 88 90 77 
34 3,76 1 472 36,55 -50 -1185 94 88 92 76 
35 3,76 1 483 35,70 0 -1802 125 89 90 77 
36 3,76 1 483 35,70 -50 -1185 49 88 92 76 
37 4,70 1 505 35,70 -5 -1548 38 41 39 42 
38 4,70 1 503 32,30 -10 -970 55 42 41 48 
39 4,70 1 526 32,30 -10 -1308 57 43 41 41 
40 4,70 1 503 32,30 -150 -280 49 42 40 34 
41 4,70 1 526 32,30 -150 -465 50 50 49 39 
42 5,71 1 480 42,50 -100 -140 31 26 25 22 
43 5,71 1 477 42,50 -10 -245 40 27 27 25 
44 5,71 1 480 42,50 -50 -172 35 28 27 24 
45 5,71 1 482 42,50 -10 -175 49 38 37 33 
46 5,71 1 485 42,50 -50 -122 52 39 41 34 
47 5,71 1 478 42,50 -10 -128 72 49 50 43 

Model EC* - model výztuže za studena tvářené; Model EC** - model výztuže válcované za tepla 
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Model dle EC2 - uvažována výztuž tvářená za studena 

 

Obr. 15: Vyhodnocení výsledků - model EC - výztuž tvářená za studena 

 

Obr. 16: Statistické rozložení výsledků 

Z celkového počtu 47 vzorků leží 23 vzorků (48,9%) v oblasti definované odchylkou ±20% od 

měřených hodnot. 
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Model dle EC2 - uvažována výztuž válcovaná za tepla 

 

Obr. 17: Vyhodnocení výsledků - model EC - výztuž za tepla válcovaná 

 

Obr. 18: Statistické rozložení výsledků 

Z celkového počtu 47 vzorků leží 25 vzorků (53,2%) v oblasti definované odchylkou ±20% od 

měřených hodnot. 

 

 

 

  

0 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

140 

160 

180 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Po
žá

rn
í o

do
ln

os
t [

m
in

] -
 M

od
el

 

Požární odolnost [min] - experiment 

 100% 

 +20% 

 -20% 

 Model vs exp. 

0,0% 

8,5% 8,5% 

29,8% 

21,3% 
19,1% 

8,5% 

0,0% 
2,1% 

0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 
2,1% 

0,0% 
0% 

5% 

10% 

15% 

20% 

25% 

30% 

35% 

< 0,5 < 0,6 < 0,7 < 0,8 < 0,9 < 1 < 1,1 < 1,2 < 1,3 < 1,4 < 1,5 < 1,6 < 1,7 < 1,8 < 1,9 < 2 



4 Analýza štíhlých sloupů vystavených extrémnímu teplotnímu namáhání 
4.1 Příklad 1 - sada železobetonových sloupů - Haß 
 39 

Model dle Lie 

 

Obr. 19: Vyhodnocení výsledků - model dle Lie 

 

Obr. 20: Statistické rozložení výsledků 

Z celkového počtu 47 vzorků leží 14 vzorků (29,8%) v oblasti definované odchylkou ±20% od 

měřených hodnot. Odchylka obou modelů dle Eurokódu není výrazná. Odchylka těchto 

modelů od modelu dle Lie je dána tím, že analyzované prvky mají vyšší stupeň vyztužení. 

Model dle Lie oproti modelu v Eurokódu udává vyšší pevnosti betonu při vysokých teplotách, 

ale pro určitý obor teplot udává nižší pevnosti pro výztuž – viz porovnání pracovních 

diagramů pro beton a výztuž v příloze G [37].  
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4.2. Příklad 2 - ocelobetonový sloup - Haß 

V publikaci [15] je popsán experiment vybetonovaného ocelového I-profilu s měřeným 

rozložením teplot v průřezu. Materiálové vlastnosti pro teplotní analýzu z tohoto 

experimentálního příkladu byly použity pro sadu vzorků uvedenou v kapitole 4.1 této práce. 

Experimentální příklad byl definován těmito parametry: 

Geometrie: 

Ocelový profil:   HD 400x400x187 

     Prostor mezi pásnicemi byl vybetonován s vloženou výztuží 

Vnější rozměry průřezu:  391 x 368 mm 

ø prutu výztuže:   18  mm 

počet prutů výztuže:  12 

Výška sloupu:   5710   mm 

Excentricita zatížení:  98  mm 

Zatěžovací síla:   900  kN 
 

Materiálové vlastnosti: 

Mez kluzu ocelového profilu: 289  MPa 

Mez kluzu výztuže:   476  MPa 

Střední pevnost betonu:  52,71  MPa 

 
Při teplotní analýze byly uvažovány následující hodnoty: 

• počáteční vlhkost betonu u = 4% (závislost na teplotě dle modelu EC2 [7]) 

• počáteční hodnota objemové hmotnosti 2350 kg/m3 (závislost na teplotě dle EC2 [7]) 

• horní mez tepelné vodivosti dle EC2 [7] 

• hodnoty pro konstrukční i výztužnou ocel dle EC2 [7], EC3 [9], EC4 [11]. 
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Porovnání teplot: 

Převzato z [15] Stanoveno TempAnalysis [36] 

 
 

a) průběh teplot v průřezu - 30 min 

 
 

b) průběh teplot v průřezu - 60 min 
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c) průběh teplot v průřezu - 90 min 

 
 

d) průběh teplot v průřezu - 108 min 
Obr. 21: Porovnání teplot 

Další porovnání teplot v místech, kde byly v průřezu umístěny termočlánky je uvedeno 

v příloze G [37] této práce. 

Mechanickou analýzou popisovaným výpočetním algoritmem byl stanoven čas požární 

odolnosti prvku 100 min. Porovnání s výsledky experimentu a numerické analýzy z práce [15] 

je uvedeno v tabulce 8. 

Tabulka 8: Porovnání výsledků 

 
ref. [15] 

experiment 
ref. [15] 
výpočet 

Model 
výpočet 

čas [min] 120 108 90,0% 100 83,3% 
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4.3. Příklad 3 - sada železobetonových sloupů - Lie 

V publikaci [22] je popsáno celkem 12 požárních zkoušek železobetonových sloupů. Devět 

sloupů bylo provedeno z betonu s křemičitým kamenivem, zbylé tři byly z betonu 

s vápencovým kamenivem (v této práci jsou analyzovány pouze sloupy s betonem 

s křemičitým kamenivem). Všechny zkoušené sloupy měly jednotnou výšku 3,81 m, byly 

oboustranně vetknuté a kromě dvou vzorků měly čtvercový průřez 305 x 305 mm. Odlišný 

průřez měly vzorky č. 5 a č. 6. Vzorek č. 5 měl rozměry průřezu 406 x 406 mm a vzorek 

č. 6 203 x 203 mm. Vzorky č. 1 a č. 5 nebyly zatěžovány. Tyto vzorky sloužily pouze pro 

měření rozložení teplot v průřezu a po délce sloupu.  

Tabulka 9: Vstupní parametry zatěžovaných sloupů 

Výška sloupu l  3,81 m 

Rozměry průřezu  
šířka [mm] x výška [mm] 

CS1: 305 x 305 
CS2: 203 x 203 

Počet podélných profilů výztuže 4 

ø podélných profilů výztuže 
CS1: 25M 25,2 mm 
CS2: 20M 19,5 mm 

Mez kluzu výztuže fy [MPa] při 20°C 442,2  až  443,7 

Průměr třmínku 10M 11,3 mm 

Výpočetní pevnost betonu fc [MPa] 34,20  až  42,35 

Zatěžovací síla při požáru N [kN] 169  až  1778 

Excentricita zatížení e0 [mm] 0 
 

Při teplotní analýze byly uvažovány následující hodnoty: 
• počáteční vlhkost betonu u = 0,5% pro vzorky 2 a 6 (závislost na teplotě dle modelu 

EC2 [7]) 

• počáteční vlhkost betonu u = 5% pro vzorky 3, 4, 7-9 (závislost na teplotě dle modelu 

EC2 [7]) 

• počáteční hodnota objemové hmotnosti 2400 kg/m3 (závislost na teplotě dle EC2 [7]) 

• horní mez tepelné vodivosti dle EC2 [7] 

• teplota okolního požáru dle změřených teplot pece 

Pro mechanickou analýzu byly uvažovány hodnoty – viz tabulka 9, kromě účinné délky 

sloupu. Jako délka sloupu pro mechanickou analýzu byla uvažována délka 3,5 m (viz také 
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[22]). Důvodem je fakt, že ve zkušební peci byl celkový vzorek osazen s tepelnou izolací 

v patě a hlavě sloupu. V těchto krajních částech vzorku se tedy neprojevoval vliv teploty. 

Účinná délka vzorku byla stanovena ze vztahu 

 𝑙0 = 𝛽 ∙ 𝑙 (4.1) 

Kde l0 je účinná délka sloupu 

 β součinitel zohledňující podmínky uložení vzorku 

 l délka sloupu (délka pro mechanickou analýzu) 

Pro součinitel β byla uvažována hodnota 0,6 (viz [22]). Za normálních okolností by pro 

oboustranně vetknutý prvek byla uvažována hodnota 0,5, ale z důvodu neohřívaných konců 

vzorku dojde k částečnému prodloužení účinné délky a tím pádem k úpravě součinitele β. 
 

Cílem numerické analýzy bylo stanovit čas odolnosti zatíženého prvku. Pro porovnání jsou 

dále uvedeny výsledky mechanické analýzy sady vzorků, při které byly uvažovány dva různé 

modely. Model betonu a výztuže uvedený v Eurokódu 2 [7] (Model EC – uvažována výztuž 

tvářená za studena). Druhým modelem betonu a výztuže, který byl pro analýzu uvažován je 

model popsaný v publikacích [19], [22], [20] (Model LIE). Ve zmíněných publikacích je rovněž 

popsáno teplotní přetvoření pro beton a výztuž, které bylo uvažováno společně s tímto 

modelem. Sada vzorků byla analyzována v příloze E [33] této práce bez vlivu teplotního 

přetvoření materiálů a v příloze G [37], kde byl vliv teplotního přetvoření zohledněn. 

Výsledky z přílohy G jsou ilustrativně uvedeny v tabulce 10 a na obr. 22 a obr. 23. 

Tabulka 10: Porovnání výsledků 

č.vz. 

ref. [22] 
experiment 

[min] 

RCC výpočet [min] 

model Lie model EC 

2 170 153 90,0% 131 77,1% 

3 218 225 103,2% 194 89,0% 

4 220 241 109,5% 208 94,5% 

6 180 132 73,3% 138 76,7% 

7 208 198 95,2% 170 81,7% 

8 146 129 88,4% 115 78,8% 

9 187 178 95,2% 153 81,8% 
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Model dle Lie 

 

Obr. 22: Vyhodnocení výsledků - model dle Lie 

Model dle EC – výztuž tvářená za studena 

 

Obr. 23: Vyhodnocení výsledků - model dle EC 

Lepší shoda s experimentálními výsledky je dosažena při použití modelů materiálů dle Lie. 

Nižší hodnoty odolnosti při použití modelu dle Eurokódu jsou dány tím, že analyzované prvky 

mají nižší stupeň vyztužení. Model dle Lie oproti modelu v Eurokódu udává pro určitý obor 

teplot nižší pevnosti pro výztuž, ale vyšší pevnosti betonu při vysokých teplotách – viz 

porovnání pracovních diagramů pro beton a výztuž v příloze G [37].  
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4.4. Příklad 4 ‐ sada ocelobetonových sloupů ‐ Lie 

V publikaci [21] jsou popsány sady celkem 38 vzorků kruhových trubek vyplněných betonem 

a  6  vzorků  hranatých  trubek  vyplněných  betonem.  V této  práci  bude  porovnáno  5  vzorků 

centricky  zatěžovaných  ocelových  trubek  vyplněných  betonem,  které  byly  numericky 

analyzovány v publikaci  [20]. Cílem analýzy  je  stanovení doby požární odolnosti pro danou 

hodnotu zatěžovací síly. 

Tabulka 11: Vstupní parametry 

Výška sloupu l [mm]  3810 

Vnější průměr trubky D [mm]  ø 141,3  až  ø 355,6 

Tloušťka stěny trubky s [mm]  4,78    až  12,70 

Mez kluzu výztuže fy [MPa] při 20°C  350 

Výpočetní pevnost betonu fcm [MPa]  25,4     až   35,5 

Zatěžovací síla při požáru N [kN]  110     až   1050 

Excentricita zatížení e0 [mm]  0 
 

Pro  mechanickou  analýzu  byly  uvažovány  hodnoty  –  viz  Tabulka  11,  kromě  účinné  délky 

sloupu.  Jako  délka  sloupu  pro mechanickou  analýzu  byla  uvažována  délka  3,5 m  (viz  také 

[21]).  Důvodem  je  fakt,  že  ve  zkušební  peci  byl  celkový  vzorek  osazen  s tepelnou  izolací 

v patě  a  hlavě  sloupu.  V těchto  krajních  částech  vzorku  se  tedy  neprojevoval  vliv  teploty. 

Účinná délka vzorku byla uvažována dle [21] hodnotou 2,0 m. 

Pro  porovnání  jsou  dále  uvedeny  výsledky mechanické  analýzy  sady  vzorků,  při  které  byly 

uvažovány dva různé modely. Model betonu uvedený v Eurokódu 2 [7] (Model EC) a model 

oceli  uvedený  v Eurokódech 3  a  4  [9,  11]. Druhým modelem betonu  a  oceli,  který  byl  pro 

analýzu uvažován je model popsaný v publikacích [19], [22], [20] (Model Lie). Ve zmíněných 

publikacích  je  rovněž  popsáno  teplotní  přetvoření  pro  beton  a  ocel,  které  bylo  uvažováno 

společně s tímto modelem. 

Podrobný popis výsledků je v příloze G [37] této práce. Ilustrativní výsledky z přílohy G jsou 

uvedeny v Tabulka 12 a na Obr. 24 a Obr. 25. 
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Tabulka 12: Přehled a porovnání výsledků 

exp.  D 
[mm] 

s 
[mm] 

fc 
 [MPa] 

N 
exp. 
[kN] 

čas 
exp. 
[min] 

čas 
ref. [20] 

[min]      ref./exp. 

čas 
Model (dle Lie) 

[min]   Model/exp. 

čas 
Model (dle EC) 

[min]   Model/exp. 

1  141,3  6,55  33,1  110  55  48  87,3%  43  78,2%  37  67,3% 

2  168,3  4,78  35,5  218  56  48  85,7%  37  66,1%  29  51,8% 

3  219,1  4,78  31,0  492  80  65  81,3%  61  76,3%  48  60,0% 

4  273,1  5,56  29,0  525  133  117  88,0%  123  92,5%  107  80,5% 

5  355,6  12,70  25,4  1050  170  144  84,7%  151  88,8%  141  82,9% 

 

Lepší  shoda  s experimentálními  výsledky  je  dosažena při  použití modelu materiálů  dle  Lie. 

Nižší hodnoty odolnosti při použití modelu dle Eurokódu jsou dány tím, že odolnosti prvku ve 

velké míře ovlivňuje betonová část průřezu  (ocelový plášť  je zahřátý na vysoké  teploty, při 

nichž jsou jeho mechanické vlastnosti velmi redukovány). Model dle Eurokódu oproti modelu 

dle Lie udává pro určitý obor teplot vyšší pevnosti pro ocel, ale nižší pevnosti pro beton při 

vysokých teplotách – viz porovnání pracovních diagramů pro beton a výztuž v příloze G [37]. 
 

Model dle Lie 

 

Obr. 24: Vyhodnocení výsledků ‐ model dle Lie 
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Model dle EC 

 

Obr. 25: Vyhodnocení výsledků ‐ model dle EC 

Pro  prvky  u  nichž  o  požární  odolnosti  rozhoduje  ve  větší míře  ocelová  část  průřezu  nebo 

betonářská  výztuž  dosahují  při  numerické  analýze  vyšších  požárních  odolností  při  použití 

materiálových modelů dle Eurokódů. Naopak u prvků, u kterých  rozhoduje  spíše betonová 

část průřezu dosahují vyšších hodnot požárních odolností při použití materiálových modelů 

dle Lie.  

Navrženou metodu  a  vyvinutý  výpočetní  algoritmus  je  možné  použít  pro  analýzu  štíhlých 

betonových  sloupů  vystavených  vysokým  teplotám.  Pro  oba  prezentované  materiálové 

modely, které jsou obecně používány v odborné literatuře, bylo dosaženo velmi dobré shody 

s experimentálními  výsledky. Otázkou  zůstává,  který  z těchto modelů  lépe  vystihuje  reálné 

chování materiálů vystavených vysokým teplotám a který by bylo vhodné obecně používat. 
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5. Závěr 

V této práci je prezentován výpočetní algoritmus pro posouzení štíhlých betonových 

sloupů vystavených vysokým teplotám. Algoritmus vychází z metody náhradního štíhlého 

sloupu, jak je doporučeno v příloze B.3 normy EN 1992-1-2 [7]. Výpočetní algoritmus byl 

implementován v prostředí matematického nástroje MATLAB [23] do výpočetních programů 

RCC [30] a RCCfi [31], které jsou popsány v přílohách B a C této práce. 

Prezentovaný výpočetní algoritmus je možné využít pro analýzu štíhlých betonových 

(železobetonových i ocelobetonových) sloupů za běžné teploty i za vysokých teplot. 

Analýzu lze provádět pro libovolné mechanické i teplotní parametry jednotlivých 

materiálů. Lze použít libovolné pracovní diagramy materiálů, zároveň je možné uvažovat 

libovolné zatížení požárem (požární scénář). 

Bylo zpracováno rozšíření pro analýzu sloupů zatížených oboustranně působící silou 

s různou výstředností (zavedení ekvivalentního momentu). 

V příloze A této práce je popsáno rozšíření prezentované metody o vliv dotvarování. 

V práci je popsána metodika, kterou lze popisovaným výpočetním algoritmem stanovit 

maximální hodnoty deformací analyzovaných prvků (průhyb a osovou deformaci). 

V přílohách A a G je analyzován vliv součinitele zohledňujícího rozložení křivosti po 

délce analyzovaného prvku. Jsou prezentovány a porovnány výsledky při použití různých 

hodnot tohoto součinitele a jejich vliv na odolnost prvku a na průběh deformací. 

V přílohách D-G jsou prezentováno porovnání výsledků dosažených výpočetním 

algoritmem s výsledky experimentů a s výsledky dosaženými pomocí jiných numerických 

analýz popsaných ve vědeckých publikacích.  

Popsanou výpočetní metodu je možné využít pro praktický návrh v inženýrské praxi i 

pro vědecké a výukové účely. 

 

Hlavní přínos práce: 

• Návrh výpočetního algoritmu pro posouzení štíhlých betonových sloupů vystavených 

vysokým teplotám, který vychází z metody náhradního štíhlého sloupu, jak je 

doporučeno v příloze B.3 normy EN 1992-1-2. 
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• Implementace výpočetního algoritmu v prostředí matematického nástroje MATLAB 

[23] do výpočetních programů RCC [30] a RCCfi [31] 

• Možnost využití výpočetního algoritmu pro libovolný pracovní diagram materiálu 

(vláknobeton, drátkobeton, tahová větev pracovního diagramu, …) 

• Porovnání výsledků dosažených výpočetním algoritmem s výsledky experimentů a 

s výsledky dosaženými pomocí jiných numerických analýz popsaných ve vědeckých 

publikacích.  

 

Doporučení pro další výzkum: 

- Využití výpočetního algoritmu pro analýzu prvků se složitějšími pracovními diagramy 

materiálů (vláknobeton, drátkobeton, vysokopevnostní beton, analýza včetně tahové 

větve pracovního diagramu, …) 

- Rozšíření o složitější chování na úrovni průřezu (pokluz mezi ocelí a betonem, 

zpevnění betonu vlivem ovinutí – v ocelové trubce nebo mezi pásnicemi I-profilu) 

- Analýza vlivu účinnosti protipožárních opatření (nástřiky, nátěry, obklady) 

- Rozšíření o analýzu zesilovaných konstrukcí 

- Rozšíření o víceosou napjatost (výstřednost zatížení v obou osách, nesymetrické 

zahřívání prvku) 

- Rozšíření o obecné tvary průřezů (nesymetrické) 

- Studium chování prvku při různých požárních scénářích 
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Úvod
V současném betonovém stavitelství je již téměř nemožné

obejít se bez štíhlých podpěrných konstrukcí, jako jsou slou-
py, pilíře a stojky patrových rámů. Nároky na úsporu mate-
riálu, estetičnost konstrukce a architektonické požadavky
nutí stavební inženýry navrhovat stále subtilnější a odváž-
nější konstrukce. Charakteristickým znakem těchto kon-
strukcí je to, že účinky vnějšího zatížení jsou ovlivněny
deformací konstrukce. Pro výstižný popis chování konstruk-
ce, případně jejích prvků, je tedy nutné zohlednit účinky
zatížení na deformované konstrukci [2].

V článku je prezentován výpočetní postup pro posouzení
železobetonových sloupů metodou založenou na jmenovité
křivosti. Tato metoda je všeobecně známá (viz např. [2]),
avšak vzhledem k tomu, že vyžaduje poměrně složitý itera-
tivní výpočet, není doposud její využití v inženýrské praxi
příliš rozšířeno. 

Pro potřeby praktického návrhu je v ČSN EN 1992-1-1
[1] navržen zjednodušený postup, který nevyžaduje stanove-
ní závislosti moment-křivost, čímž se celý výpočet značně
zjednoduší, viz např. [6, kap. 7.4.4]. Tento postup však slou-
ží pouze ke stanovení účinku zatížení s uvážením vlivu dru-
hého řádu, následné posouzení prvku je nutné provést samo-
statným výpočtem (např. pomocí interakčního diagramu).
Proti tomu metoda popsaná v tomto článku slouží jak ke sta-
novení účinku zatížení (včetně vlivu druhého řádu), tak
k posouzení prvku bez nutnosti doplňujících výpočtů. Další
její předností je to, že umožňuje analyzovat excentricky zatí-
žené sloupy libovolné štíhlosti. 

Výpočetní algoritmus vycházející z popsané metody byl
implementován v prostředí matematického nástroje MATLAB
[4] do výpočetního programu RCC (Reinforced Concrete
Columns) [8][9]. Postup je ověřen na konkrétních příkla-
dech železobetonových sloupů [3]. Výsledky stanovené pro-
gramem RCC jsou porovnány s údaji získanými experimen-
tem a výpočtem metodou konečných prvků.

Princip posouzení štíhlého tlačeného prvku
Hlavním problémem při použití metody založené na jme-

novité křivosti je určení závislosti ohybového momentu M
na křivosti y“ (křivost bývá též označována jako 1/r). Tato
závislost  se stanoví tak, že se pro konstantní hodnotu nor-
málové síly a jednotlivé hodnoty křivosti y“ určí odpovída-
jící hodnoty ohybového momentu M, který je daný průřez
schopen přenést. Spojením takto získaných bodů vznikne
křivka κ, jež bude ukončena, pokud bude v některém z mate-
riálů dosaženo mezního přetvoření (dochází k meznímu stla-
čení betonu nebo k nadměrnému protažení výztuže). 

Obr. 1. Diagram závislosti ohybového momentu na křivosti

Průběh momentu druhého řádu je přímkou a vyjádřen na
obr. 1. Ohybový moment vzniká v důsledku deformace kon-
strukce od působícího zatížení. K tomuto vlivu dochází u všech
tlačených prvků, avšak u masivních sloupů můžeme tento
jev zanedbat. Kritéria pro zanedbání účinků druhého řádu
vycházejí z předpokladů dostatečně masivního prvku, popř.
z prokázání, že účinek momentu druhého řádu je zanedbatel-
ný [1,6]. 
Průběh momentu druhého řádu  lze popsat vztahem (1) viz [6]

(1)

Článek je zaměřen na problematiku posuzování štíhlých betonových sloupů metodou založenou na jmenovité křivosti.
Je popsán výpočetní algoritmus pro stanovení závislosti moment-křivost, která je následně využita k vlastnímu
posouzení únosnosti sloupu. Výpočetní postup je ověřen na příkladech porovnáním dosažených výsledků s údaji
získanými experimentem a výpočtem metodou konečných prvků.

Analysis of slender concrete columns by a method based on nominal curvature

The paper is focused on the assessment of slender concrete columns by a method based on nominal curvature. An algo-
rithm for the determination of a moment-curvature diagram used for the assessment of concrete columns is presented.
The calculation method is verified on examples of concrete columns. The results obtained by the method are compared
with experimental data and with the results obtained by finite element analysis.
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kde M2 značí ohybový moment druhého řádu, NEd je hodno-
ta normálové síly (pro sestrojení diagramu M-y“ se uvažuje
konstantní hodnota), e2 je výstřednost druhého řádu, Kϕ je
součinitel zohledňující účinek dotvarování, y“ značí křivost,
l0 je vzpěrná délka řešeného sloupu a c označuje součinitel,
jehož hodnota je závislá na rozdělení křivosti po délce řeše-
ného sloupu. Jak je uvedeno v [6, kap. 7.4.4], pro sinusový
průběh momentu (resp. křivosti) po délce prutu se používá 
c = 10 (≈ π2); je-li moment prvního řádu konstantní, má se
uvažovat nižší hodnota; hodnota c = 8 je dolním limitem,
který odpovídá konstantnímu celkovému momentu (resp.
křivosti) po délce prutu.

Součinitel Kϕ se určí ze vztahu (2) viz [6]

Kϕ = 1 + ß ⋅ ϕ ef ≥ 1,  kde (2)

(3)

kde λ je štíhlost prvku a ϕef je účinný součinitel dotvarová-
ní, který se stanoví ze vztahu

ϕef = ϕ(∞,t0) ⋅ k, kde (4)

(5)

kde ϕ(∞,t0) značí konečný součinitel dotvarování, M0Eqp je
ohybový moment prvního řádu vyvozený kvazi-permanent-
ním zatížením (mezní stav použitelnosti) a M0Ed je návrhový
ohybový moment prvního řádu vyvozený uvažovanou kom-
binací zatížení (mezní stav únosnosti). Pokud se má vliv
dotvarování zanedbat, uvažuje se Kϕ = 1 (tedy ϕ(∞,t0) = 0).

Pro posouzení prvku je nutné stanovit hodnotu ohybové-
ho momentu M0,Ed,cr, která odpovídá maximální možné hod-
notě ohybového momentu prvního řádu, kterou je řešený pr-
vek schopen přenášet při dané hodnotě normálové síly. Tato
hodnota je na svislé ose vyznačena jako průsečík s přímkou
acr, která je tečnou křivky κ a je rovnoběžná s přímkou a
(obr. 1). Pokud je hodnota působícího ohybového momentu
prvního řádu M0,Ed menší než kritická hodnota M0,Ed,cr, vyho-
vuje daný prvek z hlediska únosnosti.

Stanovení závislosti moment – křivost
Pro stanovení závislosti M-y“ uvažujme tlačený železobe-

tonový sloup o výšce l, který je v hlavě zatížen normálovou
silou NEd působící s výstředností e0 v rovině ohybu. Průřez
sloupu o rozměrech b × h je vyztužen ocelovými pruty o cel-
kové průřezové ploše As (výztužné pruty jsou rozmístěny
u stran kolmých na rovinu ohybu), viz obr. 2. Charakteristic-
ká hodnota pevnosti betonu je označena fck, charakteristická
hodnota meze kluzu oceli fyk.

Obr. 2. Schéma průřezu řešeného prvku

Schéma průřezu, jeho přetvoření při zatížení excentricky
působící silou NEd a odpovídající obrazec napětí a sil v beto-
nu a ve výztuži (síly jsou vykresleny ve směru jejich skuteč-
ného působení), znázorňuje obr. 2. Tahová pevnost betonu
je zanedbána (což vede ke konzervativnímu návrhu), avšak
jednoduchou úpravou popisovaného algoritmu by bylo
možné i tento vliv započítat. Hodnota d1 (d2) označuje vzdá-
lenost tažené (tlačené) výztuže od dolního (horního) líce
průřezu, As1 (As2) je plocha tažené (tlačené) výztuže, εce značí
přetvoření horních vláken průřezu (maximální tlakové pře-
tvoření betonu), ε1 (ε2) přetvoření tažené (tlačené) výztuže,
xce je vzdálenost horních vláken od neutrální osy (tj. výška
tlačené oblasti průřezu), z1 (z2) vzdálenost tažené (tlačené)
výztuže od těžiště betonového průřezu, zc,i vzdálenost těžiš-
tě i-té vrstvy betonu od těžiště betonového průřezu, Ns1 (Ns2)
označuje sílu v tažené (tlačené) výztuži, Nc,i sílu v i-té vrst-
vě betonu.

Pro výpočet je dále nutné určit účinnou délku sloupu l0 na
základě podepření a skutečné délky sloupu l. Pro osamělé
prvky s konstantním průřezem lze uvažovat vztahy uvedené
na obr. 3. Pro prvky, které jsou součástí ztužených nebo
neztužených konstrukcí, je nutné zohlednit skutečné tuhosti
v podepření, viz např. [5, příloha 13].

Obr. 3. Určení účinné délky sloupu na základě 
statického schématu [1]

Dále je pro výpočet nutné definovat pracovní diagramy
základních materiálů. Pro názornost je na obr. 4a znázorněn
parabolicko-rektangulární pracovní diagram betonu a na
obr. 4b idealizovaný pracovní diagram betonářské výztuže
shodný pro tlakovou i tahovou větev. V popisovaném výpo-
četním algoritmu je přetvoření v tlačené oblasti průřezu uva-
žováno s kladným znaménkem, tudíž i tlakové napětí je uva-
žováno jako kladné. Tato konvence byla zavedena v důsled-
ku zanedbání působení betonu v tahu (pro beton se tedy uva-
žují pouze kladné hodnoty napětí a přetvoření, pro výztuž
mohou tyto veličiny nabývat kladných i záporných hodnot,
v závislosti na poloze výztuže vzhledem k neutrální ose).

Stanovení závislosti M-y“ probíhá na základě výpočetní-
ho algoritmu, který byl odvozen v práci [7]. Nejprve je vole-
na hodnota křivosti, která pro následující výpočty postupně
vzrůstá od počáteční nulové hodnoty. Pro zvolenou křivost
je iterativně dohledávána taková poloha neutrální osy, která
splňuje podmínku rovnováhy mezi účinky vnitřních a vněj-
ších sil podle rovnice

Nc + Ns1 + Ns2 = NEd . (6)

Jednotlivé síly v rovnici jsou určovány na základě napětí
stanovených z pracovních diagramů v závislosti na přetvoře-
ní. Přetvoření je dopočítáváno z geometrických vztahů za
předpokladu známé hodnoty křivosti a polohy neutrální osy.
V každém místě průřezu lze tedy stanovit hodnotu přetvoře-
ní z rovnic
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(7)

εce = xce ⋅ y“ (8)

kde ε(x) označuje přetvoření v libovolném místě průřezu a x
označuje vzdálenost tohoto místa od polohy neutrální osy
(nad neutrální osou se uvažuje kladné, pod osou záporné, viz
obr. 2). Ostatní proměnné jsou popsány výše. 

Síly ve výztuži jsou určovány z rovnice

Ns,i = As,i ⋅ σs,i(εs,i) , (9)

kde As,i je plocha výztuže a σs,i(εs,i) napětí stanovené z pra-
covního diagramu na základě přetvoření v místě těžiště vý-
ztuže. Pro beton je definována pouze tlačená větev pracov-
ního diagramu, pro záporné přetvoření se uvažuje nulová
hodnota napětí v betonu. Celková síla v tlačeném betonu se
určí jako součet dílčích sil v jednotlivých vrstvách podle
vztahů

Nc,i = Δh ⋅ b ⋅ σc,i(εc,i) (10)

(11)

kde Nc,i značí sílu v i-té vrstvě betonu o tlouš�ce Δh a šířce b
odpovídající šířce průřezu (obr. 2). Napětí σc,i(εc,i) se určí
z pracovního diagramu betonu (obr. 4a) na základě přetvo-
ření stanoveného v těžišti i-té vrstvy betonu.

Poté, co je iterativně nalezena taková poloha neutrální
osy, která vede ke splnění rovnice (6), přistoupí se ke stano-
vení ohybového momentu vnitřních sil k těžišti betonového
průřezu dle rovnice

(12)

Tento postup odpovídá stanovení ohybového momentu
pro jednu hodnotu křivosti. Pro závislost M-y“ se postupně
mění hodnota křivosti, příslušné hodnoty ohybového mo-
mentu se stanovují dle popsaného algoritmu. Tímto postu-
pem je vytvořena křivka κ, která je ukončena, pokud je
v některém z materiálů dosaženo mezního přetvoření. Alter-
nativně by bylo možné ukončit křivku κ po dosažení bodu
Rcr, viz obr. 1 (v následujícím bodě dojde k poklesu deriva-
ce křivky κ pod hodnotu směrnice přímky a, což lze ve vý-
početním programu nastavit jako kritérium pro ukončení
výpočtu křivky κ). 

Ověření výpočetního algoritmu
Popsaný výpočetní algoritmus byl implementován v pro-

středí matematického nástroje MATLAB [4] do výpočetní-
ho programu RCC [8], [9]. Výsledky jsou porovnány s údaji
získanými experimentem a výpočtem metodou konečných
prvků. Práce [3] byla zaměřena na  analýzu chování excen-
tricky zatížených  železobetonových sloupů různých štíhlos-
tí. V práci byly prezentovány výsledky experimentů a odpo-
vídajících výpočtů metodou konečných prvků. Uspořádání
zatěžovací zkoušky znázorňuje obr. 5. Byly zkoušeny slou-
py konstantního průřezu 80 x 80 mm2 délky 240 mm, 
1 440 mm a 2 400 mm, což odpovídá štíhlosti λ = 10, 60 a
100. Zatěžovací síla působila ve všech případech s výstřed-
ností 24 mm. Pevnost betonu v době zkoušky byla 25,5 MPa,
pevnost výztužných ocelových prutů 387 MPa. Všechny
sloupy měly shodný stupeň vyztužení ρ = 1,98 %.

Obr. 5. Uspořádání zatěžovací zkoušky

V průběhu zkoušky byla postupně zvětšována normálová
síla působící na sloup a byly měřeny hodnoty průhybu upro-
střed výšky sloupu. Z těchto hodnot bylo možné určit závis-
lost normálové síly na působícím ohybovém momentu, který
byl stanoven vynásobením normálové síly celkovou excen-
tricitou (počáteční excentricita 24 mm + naměřená hodnota
průhybu), čímž byl zohledněn vliv druhého řádu. Měření
bylo prováděno pro sloupy třech různých štíhlostí (λ = 10,
60 a 100), přičemž pro každou štíhlost byly zkoušeny dva
vzorky. 

a)

b)

Obr. 4. Pracovní diagramy
a – parabolicko-rektangulární pracovní diagram betonu v tlaku,
b – pracovní diagram betonářské výztuže (shodný pro tah i tlak)
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Kromě naměřených hodnot byly v práci [3] publikovány
také odpovídající výsledky stanovené výpočtem metodou
konečných prvků. Porovnání grafů závislosti N-M stanove-
ných programem RCC s údaji naměřenými v rámci experi-
mentu [3] je uvedeno na obr. 6. Pro každou štíhlost jsou na
obr. 6 vykreslena data změřená na obou zkoušených vzor-
cích. Grafy závislosti N-M stanovené programem RCC jsou
na obr. 7 porovnány s výsledky získanými výpočtem meto-
dou konečných prvků [3]. Hodnoty limitních normálových
sil, při jejichž překročení došlo ke kolapsu zkoušeného
prvku, jsou uvedeny v tab. 1. Pro porovnání jsou vypsány
odpovídající limitní normálové síly stanovené jednak výpo-
čtem metodou konečných prvků (MKP) dle [3], jednak pro-
gramem RCC. 

Při výpočtu v programu RCC byly pro součinitel c (viz
(1)) uvažovány dvě mezní hodnoty: c = 10 (sinusový průběh
momentu) a c = 8 (konstantní průběh momentu). Vliv dotva-
rování nebyl vzhledem ke krátkodobému charakteru zkouš-
ky uvažován (Kϕ = 1). 

Obr. 6. Porovnání výsledků stanovených programem RCC [8] 
s výsledky experimentu [3]

Obr. 7. Porovnání výsledků stanovených programem RCC [8] 
s výsledky stanovenými metodou konečných prvků [3]

Jak je zřejmé z obr. 6, výsledky stanovené programem
RCC jsou ve velmi dobré shodě s výsledky experimentu. Pro
masivní sloup (λ = 10) je účinek druhého řádu zanedbatelný.
Chování prvku simulované programem RCC je v naprostém
souladu s naměřenými údaji, a to bez ohledu na zvolenou
hodnotu součinitele c (tento součinitel má vliv pouze na
výpočet momentu druhého řádu). 

Pro sloup štíhlosti λ = 60 je také dosaženo velmi dobré
shody s experimentem. Všechny naměřené hodnoty leží
v oblasti vymezené křivkami stanovenými pro zvolené hod-

noty součinitele c. Z obrázku je patrné, že se vzrůstající hod-
notou normálové síly se postupně zvětšuje účinek druhého
řádu a průběh celkového momentu po délce prvku se mění
z počáteční konstantní hodnoty (odpovídá c = 8) na průběh
blížící se sinusovému tvaru (odpovídá c = 10). 

Pro velmi štíhlý sloup (λ = 100) je dosaženo shody s na-
měřenými hodnotami, pokud je při výpočtu v programu
RCC uvažována hodnota součinitele c = 10. Je zřejmé, že
pro takto štíhlý sloup je vliv druhého řádu velmi významný.
Při zatěžování se kromě počátečního konstantního momentu
prvního řádu začne velmi rychle projevovat moment druhé-
ho řádu, což podstatně ovlivňuje průběh celkového momen-
tu již při malých hodnotách normálové síly.

Výsledky výpočtu získané metodou konečných prvků [3]
téměř přesně vystihují skutečné chování prvků při experi-
mentech, viz obr. 6 a obr. 7. Vzhledem k tomu, že byla pou-
žita velmi sofistikovaná metoda (z hlediska formulace i
z hlediska výpočetní náročnosti mnohem komplikovanější
než metoda publikovaná v tomto článku), není tato shoda
překvapivá. Z obrázku 7 je patrné, že porovnání výsledků
získaných programem RCC s výsledky stanovenými výpo-
čtem metodou konečných prvků [3] vychází obdobně jako
při porovnání s výsledky experimentu (obr. 6). Jedním
z hlavních závěrů tohoto článku je to, že použitím výše
popsaného algoritmu lze dosáhnout stejně přesných výsled-
ků jako při použití pokročilé metody konečných prvků.

Hodnoty uvedené v tab. 1 potvrzují, že kromě případů,
kdy při experimentu došlo k předčasnému kolapsu v důsled-
ku nedokonalého upevnění čelních desek měřeného vzorku,
je experimentálně stanovená hodnota limitní normálové sily
vždy mezi příslušnými hodnotami určenými programem
RCC. Lze tedy konstatovat, že navržený výpočetní algorit-
mus je schopen s dostatečnou přesností vystihnout skutečné
chování železobetonových, excentricky zatížených tlače-
ných prvků, a to jak masivních, tak i velmi štíhlých.

Závěr
V článku byla popsána výpočetní metoda pro posuzování

štíhlých tlačených betonových prvků, pomocí které lze
zohlednit účinky druhého řádu, jejichž vliv je významný
zejména pro štíhlé prvky. Výpočetní algoritmus vycházející
z uvedené metody autoři zapracovali do volně dostupného
výpočetního programu RCC. Navržený výpočetní postup
byl ověřen na konkrétních příkladech a jeho přesnost byla

Štíhlost N exp N mkp N rcc,10 N rcc,8

λ

10L2-1 52,7* 0,555 0,525 0,526

10L2-2 83,1* 0,875 0,828 0,829

60L2-1 63,7 0,978 0,929 1,022

60L2-2 65,7 1,009 0,958 1,055

100L2-1 38,2 1,032 0,997 1,175

100L2-2 35 0,946 0,914 1,077

N rcc,8 je limitní hodnota normálové síly stanovená programem RCC [8] pro c  = 8.

* Ke kolapsu došlo z důvodu nedokonalého upevnění čelních desek měřeného vzorku.

N exp je limitní hodnota normálové síly stanovená experimentem [3].

N mkp je limitní hodnota normálové síly stanovená MKP výpočtem [3].

N rcc,10 je limitní hodnota normálové síly stanovená programem RCC [8] pro c  = 10.

100 37 38,3 32,5

60 65,1 68,6 62,3

10 95 100,4 100,2

Vzorek N exp/N mkp N exp/N rcc,10 N exp/N rcc,8
[kN]

Tab. 1. Porovnání naměřených a vypočtených hodnot
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vyhodnocena jako plně dostačující. Další výzkum bude za-
měřen na rozšíření prezentovaného výpočetního algoritmu a
příslušného výpočetního programu tak, aby bylo možné ana-
lyzovat chování štíhlých betonových prvků také při požáru.

Článek vznikl za podpory projektů SGS12/031/OHK1/
/1T/11 Studentské grantové soutěže ČVUT a TA02010837
Technologické agentury ČR .
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SOFTWARE PRO STANOVENÍ ÚNOSNOSTI ŠTÍHLÝCH 
ŽELEZOBETONOVÝCH SLOUPŮ  
 

SURA Josef 1 

 

Anotace:  

 V článku je popsán výpočetní program pro stanovení únosnosti železobetonových sloupů 
obdélníkového a I průřezu (masivních i štíhlých) zatížených normálovou silou excentricky 
působící v hlavní ose setrvačnosti. Základní předností programu je skutečnost, že zohledňuje 
účinky druhého řádu a vliv dotvarování betonu. Výpočetní algoritmus programu je založen na 
zpřesněné metodě jmenovité křivosti. Možnosti programu jsou prezentovány na konkrétním 
řešeném příkladě.  

Klíčová slova:  software, betonové sloupy, štíhlost, účinky druhého řádu  

 

1. Úvod 

V současné stavební praxi je již téměř nemožné provádět betonové nosné konstrukce pouze za 
účelem dosažení nosné funkce. Architektonickými požadavky a nároky na úsporu materiálu jsou 
stavební inženýři nuceni navrhovat stále štíhlejší a subtilnější konstrukce. Charakteristickým 
znakem těchto štíhlých konstrukcí, zvláště jedná-li se o tlačené stojky rámů, sloupy a pilíře, je to, 
že deformace konstrukce přímo ovlivňuje účinky vnějšího zatížení. [3,7].  

Pro analýzu prvků se zahrnutím účinků druhého řádu je možné využít komerční software 
založený na metodě konečných prvků (viz např. [2]), avšak tento postup bývá časově a 
uživatelsky velmi náročný. Dalším možným způsobem, jak určit účinky druhého řádu, je využití 
metod uvedených v normě ČSN EN 1992-1-1 [1]. Zde jsou definovány celkem tři metody: 
obecná metoda, zjednodušená metoda založená na jmenovitých tuhostech a zjednodušená 
metoda založená na jmenovité křivosti. Pro obecnou metodu jsou v normě [1] definovány pouze 
jednotlivé požadavky, které musí být při využití této metody zohledněny. Vlastní výpočet však 
lze provádět výhradně s využitím výpočetní techniky. Oproti tomu při použití uvedených 
zjednodušených metod se lze obejít bez náročného výpočetního aparátu. Tyto metody však 
slouží pouze ke stanovení hodnot účinků působícího zatížení, včetně vlivu druhého řádu. 
Posouzení prvku je následně třeba provést samostatným výpočtem (např. pomocí interakčního 
diagramu) [7]. 

Uvedené skutečnosti vedly autory tohoto článku k vývoji výpočetního programu RCC 
(Reinforced Concrete Columns) [8], jehož první verze je popsána v tomto článku. Příspěvek 
navazuje na publikaci [7], která je zaměřena především na popis výpočetního algoritmu 

                                                 

 
1 Ing. Josef Sura, e-mail: josef.sura@fsv.cvut.cz,  

Supervisor: prof. Ing. Jaroslav Procházka, CSc. 
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použitého v popisovaném programu. Tento algoritmus umožňuje kromě stanovení účinku 
zatížení (včetně vlivu druhého řádu) také posouzení daného prvku bez nutnosti doplňujících 
výpočtů [7]. 

2. Základní informace o programu 

Program RCC [8] byl vytvořen v prostředí matematického nástroje MATLAB [4] a slouží 
k posuzování železobetonových sloupů zatížených excentricky působící normálovou silou. 
Program lze využít pro vědecké a výukové účely i pro praktické navrhování železobetonových 
prvků. Jedná se o nekomerční nástroj, který je volně dostupný na internetové stránce 
<http://concrete.fsv.cvut.cz/~stefan/software/rcc/rcc.cz.htm>. Uživatelské rozhraní programu je 
jak v českém, tak i v anglickém jazyce. 

 

 

Obr. 1 Úvodní okno programu RCC [8] 

 

3. Zadání vstupů 

Na Obr. 1 je zobrazeno úvodní okno programu RCC, na němž jsou uvedeny informace o verzi 
programu, datu vydání a také kontakty na autory. V rámci nabídek si v tomto okně uživatel 
vybírá jazyk prostředí (k dispozici je čeština a angličtina) a typ průřezu. V základní, volně 
dostupné verzi je možné vybírat mezi obdélníkovým průřezem a průřezem tvaru I. Pro potvrzení 
zvolených nabídek a vstup do okna preprocesoru slouží tlačítko Enter. 
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Obr. 2a Okno preprocesoru – obdélníkový průřez 

 

Obr. 2b Okno preprocesoru – I-průřez 
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Okno preprocesoru (viz Obr. 2a,b) slouží pro zadání vstupních údajů nutných pro posouzení 
řešeného prvku. Je třeba zadat údaje o geometrii prvku (sekce Rozměry), namáhání (sekce 
Zatížení) a použitých materiálech (sekce Materiály). 

V sekci Rozměry se definují následující parametry (viz Obr. 2a): 

 šířka průřezu b (jedná se o rozměr prvku kolmý na rovinu ohybu), 
 výška průřezu h (rozměr průřezu rovnoběžný s rovinou ohybu), 
 účinná výška sloupu l0, 
 osová vzdálenost a výztužných prutů od horního/spodního líce průřezu (je uvažováno 

symetrické vyztužení) 
 celková plocha výztuže As (předpokládá se rovnoměrné rozložení této plochy u horního a 

spodního líce průřezu – u obou povrchů je tedy výztuž o ploše As/2). 
Pokud je zadán průřez tvaru I, je kromě výše uvedených údajů nutné specifikovat také (viz Obr. 
2b) 

 šířku stojiny bw a 
 výšku stojiny hw. 

 
V sekci Zatížení se zadá: 

 hodnota působící normálové síly NEd (absolutní hodnota tlakové síly), 
 výstřednost e0, která zahrnuje výstřednost od zatížení a výstřednost vlivem imperfekcí, 
 hodnota součinitele c, který je závislý na rozdělení křivosti po délce řešeného prvku, 
 hodnota součinitele k, který vyjadřuje poměr mezi ohybovým momentem od kvazistálé 

kombinace zatížení (MSP) a ohybovým momentem od návrhové kombinace zatížení (MSÚ).  
 

V sekci Materiály je nutné definovat: 

 třídu betonu, 
 konečný součinitel dotvarování φ(∞,t0), 
 charakteristickou hodnotu meze kluzu výztuže fyk. 
 

Součástí okna preprocesoru je také Schéma průřezu, které slouží pro názornou ukázku 
jednotlivých geometrických údajů a jejich vztahu k průřezu řešeného prvku. 

Pro snazší orientaci je u každého zadávacího políčka umístěno tlačítko s nápovědou (označeno 
symbolem „?“), po jehož stisknutí se objeví informace o daném zadávacím parametru, včetně 
předepsaných mezí, ve kterých se má hodnota příslušného parametru pohybovat, viz Obr. 3. 

 

 

Obr. 3 Příklad okna s nápovědou – účinná výška 
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Ve spodní části okna preprocesoru jsou umístěna ovládací tlačítka. Stisknutím tlačítka Ukončit se 
zavřou všechna otevřená okna a ukončí se program. Tlačítko Nový také uzavře všechna otevřená 
okna, ale zároveň aktivuje úvodní okno programu (viz Obr. 1) pro novou volbu průřezu prvku 
nebo změnu jazykového prostředí. Pro vlastní posouzení řešeného prvku pomocí metody 
jmenovité křivosti slouží tlačítko Výpočet, před jehož spuštěním má uživatel možnost 
zkontrolovat si zadané průřezové parametry. Pro tuto grafickou kontrolu slouží tlačítko Vykreslit 
průřez, které po stisknutí otevře nové grafické okno, na němž je vykreslen průřez a uvedeny 
průřezové charakteristiky (viz Obr. 4). 

V případě, že by některá z hodnot potřebných pro vykreslení schématu průřezu byla zadána 
chybně (např. mimo povolené meze, omylem vepsaný text místo číselných údajů atd.), program 
automaticky zvýrazněním pole upozorní na chybně zadanou hodnotu (příklad viz Obr. 5). Při 
této kontrole jsou však kontrolovány pouze údaje, které jsou nutné pro vykreslení schématu 
průřezu. Všechny hodnoty vstupující do výpočtu (včetně hodnot pro vykreslení průřezu) jsou 
kontrolovány při stisku tlačítka Výpočet. Je-li některá z hodnot zadána chybně, program opět 
varuje zvýrazněním příslušného pole; jsou-li zadány všechny hodnoty správně, spustí se vlastní 
výpočet. 

 

 

Obr. 4 Schéma zadaného průřezu 
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Obr. 5 Okno preprocesoru s chybně zadanými hodnotami 

4. Výpočet 

Vlastní výpočet a posouzení zadaného prvku probíhá dle algoritmu popsaného v článku [7]. 
Algoritmus je založen na metodě jmenovité křivosti, vycházející ze znalosti závislosti 
ohybového momentu M na křivosti y“. Tato závislost se stanoví tak, že se pro konstantní 
hodnotu normálové síly a jednotlivé hodnoty křivosti y“ určí odpovídající hodnoty ohybového 
momentu vnitřních sil M, které jsou vyvolány danou křivostí. Spojením takto získaných bodů 
vznikne křivka κ [7]. Příklad diagramu M-y“ je uveden na Obr. 6. 

 

 

Obr. 6. Diagram M-y“ 
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Na Obr. 6 je přímkou a vykreslen průběh momentu druhého řádu, který lze popsat vztahem (viz 
[5])   

2
0

2 Ed 2 Ed φ

l
M N e N K y

c
      ,  (1) 

kde M2 značí ohybový moment druhého řádu, NEd je hodnota normálové síly (pro sestrojení 
diagramu M-y“ se uvažuje konstantní hodnota), e2 je výstřednost druhého řádu, Kφ je součinitel 
zohledňující účinek dotvarování, y“ značí křivost, l0 je vzpěrná délka řešeného sloupu a c 
označuje součinitel, jehož hodnota je závislá na rozdělení křivosti po délce řešeného sloupu 
(podrobněji viz [7]). 

Součinitel Kφ se určí ze vztahu (viz [5]) 

φ ef1 1,  kdeK        (2) 

ck0,35 ,
200 150

f       (3) 

kde φef je účinný součinitel dotvarování a λ je štíhlost prvku. 

Pokud se má vliv dotvarování zanedbat, uvažuje se Kφ = 1; v programu RCC se pro zanedbání 
účinků dotvarování vyplní do pole konečného součinitele dotvarování φ(∞,t0) hodnota 0. 

Posouzení prvku se provede porovnáním hodnoty působícího ohybového momentu prvního řádu 
M0Ed s mezní hodnotou M0Ed,cr (v programu RCC je tato hodnota označena jako M0Rd), která je na 
svislé ose diagramu M-y“ vyznačena jako průsečík této osy s přímkou acr, což je tečna křivky κ 
rovnoběžná s přímkou a, viz Obr. 6 (podrobněji viz [7]). 

5. Prezentace výsledků 

Jsou-li všechny údaje a parametry zadány správně, lze provést vlastní výpočet (tlačítko Výpočet). 
Po jeho dokončení se skryje zadávací okno preprocesoru a aktivuje se okno postprocesoru (viz 
Obr. 7), na kterém jsou vypsány výsledky analýzy; je uvedena hodnota momentu únosnosti M0Rd, 
která je stanovena odečtením z diagramu M-y“, a také hodnota působícího momentu M0Ed. 
Vzájemným porovnáním těchto hodnot se určí, zda řešený prvek vyhovuje z hlediska únosnosti. 

 

 

Obr. 7 Okno postprocesoru 
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Pro zobrazení celého diagramu včetně momentu druhého řádu slouží tlačítko Vykreslit M-y“ 
diagram, po jehož stisknutí se otevře nové grafické okno, viz Obr. 8. 

 

 

Obr. 8 M-y“ diagram stanovený programem RCC 

 

Další ovládací tlačítka ve spodní části okna postprocesoru slouží pro návrat do zadávacího okna 
(Zpět do preprocesoru), případně pro restartování celého programu a otevření úvodního okna 
(Nový) nebo k ukončení a uzavření všech aktivních oken (Ukončit). V případě, že si uživatel 
chce uložit veškeré vstupní údaje a dosažené výsledky, případně vytisknout nebo uložit posudek 
řešeného prvku, je k dispozici další ovládací tlačítko Uložit protokol. Po stisknutí tohoto tlačítka 
se uloží závěrečný posudek v rozsahu jedné strany formátu A4, příklad protokolu viz Obr. 9. 
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Protokol RCC 1.0
Verze 1.0    (01-06-2012)

  2012  Josef  S u r a,  Radek  Š t e f a n,  Jaroslav  P r o c h á z k a
<josef.sura@fsv.cvut.cz> <radek.stefan@fsv.cvut.cz> <jaroslav.prochazka@fsv.cvut.cz>

Katedra betonových a zděných konstrukcí, Fakulta stavební, ČVUT v Praze

Program byl vypracován za podpory grantu Studentské grantové soutěže ČVUT v Praze č. SGS12/031/OHK1/1T/11

a grantu Technologické agentury České republiky č. TA02010837.
Autoři nenesou žádnou zodpovědnost za škody plynoucí z použití tohoto programu!
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Obr. 9 Výstupní protokol z programu RCC 
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6. Závěr 

V článku byl popsán vytvořený, volně dostupný výpočetní program RCC (Reinforced Concrete 
Columns) pro posuzování železobetonových sloupů (masivních i štíhlých) zatížených 
excentricky působící normálovou silou. Základní předností programu je skutečnost, že 
zohledňuje účinky druhého řádu a vliv dotvarování betonu. Výpočetní algoritmus programu je 
založen na metodě jmenovité křivosti. Program lze využít pro výukové účely i pro praktické 
navrhování železobetonových prvků. 
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Program RCCfi 

Program RCCfi je výpočetní program pro posouzení požární odolnosti železobetonových 
sloupů pomocí metody popsané v příloze B.3 normy ČSN EN 1992-1-2. Základní schéma 
výpočetního algoritmu je shodné s programem RCC, avšak se změnami které umožňují do 
programu implementovat vliv zvýšených teplot v okolí posuzovaného průřezu na mechanické 
vlastnosti betonu a oceli. Jedná se především o pracovní diagramy betonu a oceli při vysokých 
teplotách a také o obousměrné dělení průřezu, které je nutné z důvodu různého rozložení 
teploty. 

 

 

Obr. 10 Pracovní diagramy betonu s křemičitým kamenivem při různých teplotách 

 

 

Obr. 11 Pracovní diagramy oceli třídy N tvářené za studena při různých teplotách 

 

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
0

20

40

60

80

100
Pracovní diagram betonu při teplotě 

Mechanické přetvoření 
c,

 [-]

P
o

m
ě

r 
p

e
vn

o
st

i b
e

to
n

u
  

c,
 / 

f c,
k  [

%
]

 

 

20 °C
100 °C

200 °C

300 °C
400 °C

500 °C

600 °C

700 °C

800 °C

900 °C

1000 °C
1100 °C

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
Pracovní diagram oceli při teplotě 

Přetvoření 
s,

 [-]

P
o

m
ě

r 
p

e
vn

o
st

 o
ce

li 
s

, 
 / 

f y,
k  [

%
]

 

 
20 °C

100 °C
200 °C

300 °C

400 °C

500 °C

600 °C

700 °C

800 °C

900 °C
1000 °C

1100 °C



 

Obr. 12 Dělení průřezu při výpočtu za požáru 

Stejně jako program RCC, tak i RCCfi nabízí dvě verze jazykového prostředí (angličtina – 
výchozí při spuštění programu; čeština). V úvodním okně se volí typ posuzovaného průřezu – 
v současné verzi programu je možné vybírat mezi průřezem tvaru I a obdélníkovým.  

 

Obr. 13 Úvodní okno programu RCCfi 

Po zadání jazykové verze a typu průřezu se otevře okno preprocesoru (obr. 14a,b), které 
slouží pro zadání vstupních údajů. Okno je členěno na pět oblastí, ve kterých se definují 
jednotlivé parametry: 

1. Rozměry  
Definují se základní rozměry průřezu, účinná výška prvku, průměr výztužných prutů a 
jejich poloha vzhledem k okrajům průřezu (ve volně dostupné verzi programu je 
předpokládán dvouose symetrický průřez se symetrickým vyztužením) 
 
 



2. Zatížení 
Definuje se hodnota působící normálové síly při požární situaci a excentricita této síly. 
Dalším parametrem je součinitel c, který je závislý na rozdělení křivosti po délce 
řešeného sloupu. 
 

3. Vystavení požáru 
V této sekci se zadává čas požáru, pro který se má daný prvek posuzovat (v současné 
verzi programu je pro požární scénář předpokládána teplotní křivka ISO 834). 
 

4. Schéma průřezu 
Slouží pro snadnější orientaci v zadávacích parametrech; neodpovídá zadaným 
rozměrům – slouží pouze jako grafické schéma. 
 
 

5. Materiály 
Zde se zadávají hodnoty pro třídu betonu a charakteristickou mez kluzu výztuže a dále 
hodnoty nezbytné pro výpočet vedení tepla v betonovém průřezu (objemová hmotnost 
betonu při 20°C, vlhkost betonu a mez tepelné vodivosti). 

V případě, že je některý vstupní parametr zadán chybně anebo mimo určené meze, program 
při stisku akčního tlačítka uživatele varuje a začervení dotčené pole. Vedle všech zadávaných 
parametrů je umístěno tlačítko „?“, po jehož stisku se otevře nové okno s interaktivní 
nápovědou k danému parametru. 

 

Obr. 14a Okno preprocesoru – obdélníkový průřez 



 

Obr. 14b Okno preprocesoru – průřez tvaru I 

Po úspěšném zadání vstupních parametrů a provedení výpočtu se automaticky uzavře 
okno preprocesoru a otevře se okno postprocesoru s krátkým vyhodnocením.  

 

Obr. 15 Okno postprocesoru 

Na tomto okně jsou další funkční tlačítka pro zobrazení teplotního profilu průřezu, pro 
vykreslení diagramu M-y“ nebo pro návrat do preprocesoru. Je možné rovněž zobrazit 
výstupní protokol, který je rozvržen na dvě strany formátu A4. Na první straně jsou vypsané 
vstupní parametry a výsledky teplotní analýzy a na druhé straně jsou výsledky mechanické 
analýzy s diagramem M-y“. 



 

Obr. 16 První strana výstupní protokolu programu RCC 



 

Obr. 17 Druhá strana výstupní protokolu programu RCC 
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VERIFICATION OF THE TABULATED DATA GIVEN IN 
ANNEX C OF EN 1992-1-2 WITH THE USE OF THE 
SIMPLIFICATION METHOD GIVEN IN ANNEX B.3 OF EN 
1992-1-2 
 

SURA Josef 1, ŠTEFAN Radek, PROCHÁZKA Jaroslav 

 

Abstract:  

The paper is focused on verification of the tabulated data given in annex C of EN 1992-1-2 with 
the use of the simplification method given in annex B.3 of EN 1992-1-2. An example of 
verification is shown. An effect of distribution of bars along the sides of the cross-section is 
investigated. One of the main findings of the verification is that the results obtained using the 
simplification method B.3 are not in accordance with the corresponding tabulated data. 

Keywords:  concrete slender columns, fire resistance, tabulated data, nominal curvature 

 

1. Introduction 

The following example is taken from a master’s thesis by Josef Sura [1]. The primary objectives 
of this thesis were defined as follows: (i) Developing a computer program to fire design of 
concrete columns based on the simplification method given in Annex B.3 of EN 1992-1-2; (ii) 
Verification of the tabulated data for concrete columns given in Annex C of EN 1992-1-2 with 
the use of the developed computer program.  

A validity of the program was investigated on several exemplas taken from literature (e.g. [2]) 
and it was evaluated as fully sufficient. A lot of comparative calculations were made in order to 
verify the tabulated data for concrete columns given in Annex C of EN 1992-1-2. One of the 
main findings of the verification is that the results obtained using the simplification method 
B.3 are not in accordance with the corresponding tabulated data.  

For illustration, the following example is shown: 

2. Example 

The main parameters of the analysed column are taken from EN 1992-1-2, Tab. C.4 
(see Table 1): 

– Column width bmin = 250 mm 

– Axis distance a = 40 mm 
                                                 

 
1 Josef Sura, e-mail: josef.sura@fsv.cvut.cz,  

Supervisor: prof. Ing. Jaroslav Procházka, CSc. 
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– Standard fire resistance R60 

– Mechanical reinforcement ratio ω = 0,5 

– Load level n = 0,7 

– Slenderness of the column under fire conditions λfi = λ = 50 

– First order eccentricity under fire conditions e = 0,025 b = 6,25 mm < e = 10 mm 

 

Table 1 (EN 1992-1-2, selected part of Table C.4) 

Minimum dimensions and axis distances for reinforced concrete columns; rectangular and 
circular section. Mechanical reinforcement ratio ω = 0,500. Low first order moment: e = 0,025b 

with e ≥ 10 mm 
 

Standard 
fire 

resistance 
λ 

Minimum dimensions (mm)  Column width bmin/axis distance a 

Column exposed on more than one side 

n = 0,15 n = 0,3 n = 0,5 n = 0,7 

1 2 3 4 5 6 

R 60 

30 
40 
50 
60 
70 
80 

150/25* 
150/25* 
150/25* 
150/25* 
150/25* 

150/35 : 200/25* 

150/25* 
150/25* 

150/35 : 200/25* 
200/30 : 250/25* 
200/35 : 250/25* 
250/30 : 300/25* 

150/30 : 200/25* 
200/25* 

200/40 : 250/25* 
250/30 : 300/25* 
250/40 : 350/25* 
300/40 : 500/25* 

200/35 : 250/25* 
250/30 : 300/25* 
250/40 : 350/25* 
300/40 : 450/25 
350/45 : 600/25 
450/50 : 600/35 

 

The additional parameters are assumed as listed below: 

– Column height h = bmin = 250 mm 

– Concrete C30/37 (fck = 30 MPa, fcd = 30/1,5 = 20 MPa) 

– Reinforcing steel B500B (fyk = 500 MPa, fyd = 500/1,15 = 434,8 MPa) 

– Four–sided standard fire exposure 

 

The effective length of the column is given by (see EN 1992-1-2, Eq. (5.8c)) 

0

0,25
50 3,61 m

12 12

h
l i      

 

The reinforcement amount may be expressed as (see EN 1992-1-2, 5.3.3(2)) 

2
2c cd

s
yd

0,5 250 20
1440 mm

434,8

A f
A

f

  
    

(Four corner bars 4  360 mm2, see Fig. 1) 
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The axial load under fire condition, N0Ed,fi, may be taken as (see EN 1992-1-2, Eq. (5.8a)) 

   2 3
0Ed,fi c cd s yd0,7 0,7 0,7 250 20 1440 434,8 10 919 kNN n A f A f          

 

The axial load at normal temperature, N0Ed, may be taken as (see EN 1992-1-2, 5.3.3, Note 1) 

0Ed,fi
0Ed

919
1313 kN

0,7 0,7

N
N     

 

Fig. 1 Scheme of the analysed column 
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Fig. 2 Temperature profile of the analysed column, time in fire exposure t = 60 min 

Note: The temperature profile shown in Fig. 2 is obtained by the TempAnalysis computer 
program [3] assuming the material properties of concrete given in EN 1992-1-2 and specified in 
Annex A(2) of EN 1992-1-2. 

As shown in Fig. 3, a requirement on ultimate moment capacity of the analysed column at 
normal temperature is satisfied. This may be expressed as (see Fig. 3): 

Rd 2 0Rd Ed 2 0EdM M M M M M    

 

44,64 kNm 17,11 kNm 27,53 kNm 30,24 kNm 17,11 kNm 13,13 kNm      
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An assessment of a moment capacity of the analyzed column at normal temperature is performed 
using a method based on an estimation of curvature (see EN 1992-1-1, 5.8.8). 
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Fig. 3 Assessment of a moment capacity of the analysed column at normal temperature 

Under fire conditions (four-sided standard fire exposure for the duration of 60 minutes), the 
analysed column does not satisfy the requirement on ultimate moment capacity, as shown in 
Fig. 4.  This may be expressed as (see Fig. 4): 

Rd,fi 2,fi 0Rd,fi Ed,fi 2,fi 0Ed,fiM M M M M M    

 

12,66 kNm 10,78 kNm 1,88 kNm 19,97 kNm 10,78 kNm 9,19 kNm      

An assessment of a moment capacity of the analyzed column under fire conditions is performed 
using a method given in Annex B.3 of EN 1992-1-2. 

From Fig. 4, it is obvious that the results obtained by the B.3 method (EN 1992-1-2, Annex 
B.3) are not in accordance with the corresponding tabulated data given in Annex C of EN 
1992-1-2. It seems that the tabulated data leads to unsafe results. This discrepancy is hardly 
explainable, because, as stated in EN 1992-1-2, C(1), the tables are based on the B.3 method. 
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Fig. 4 Assessment of a moment capacity of the analysed column under fire condition – R60 

In order to analyze the effect of distribution of bars along the sides of the cross-section, three 
different cases (Fig. 5a, 5b and 5c) are investigated. For the first one, only 4 corner bars are 
assumed (see Fig. 5a – this is the same case that has been described above). For the second one, 
4 bars along the both sides parallel to the neutral axis are assumed (i.e. 8 bars in total). For the 
third one, even distribution of the bars along the both sides parallel to the neutral axis is assumed 
(this is a hypothetical case – see Fig. 5c). 

 

Fig. 5 Different cases of reinforcement bars distribution 

From Fig. 6, it is obvious that the distribution of reinforcement bars along the sides of the cross-section 
has a significant effect on resulting fire resistance of the analysed column. As mentioned above, 
assuming only the corner bars, the analysed column does not satisfy the requirement on ultimate 
moment capacity under fire conditions (R60). For the second case (see Fig. 5b, 4 bars along the both 
sides parallel to the neutral axis), the resulting moment capacity is higher than for the first one. 
However, it is also less than the required one. Finally, when assuming even distribution of the bars (see 
Fig. 5c), the resulting moment capacity is approximately equal to (but still less than) the required one. 
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Fig. 6 Assessment of a moment capacity of the analysed column under fire condition (R60) 
for three different cases of a reinforcement bars distribution (see Fig. 5a – 5c). 

3. Conclusions  

From the brief case study presented above, it seems that the tabulated data given in Annex C 
of EN 1992-1-2 assume the even distribution of the reinforcement bars along the sides of 
the cross-section; however, this requirement is not included in EN 1992-1-2. Moreover, even if 
this requirement is satisfied, the resulting moment capacity is still less than the required one. 
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ANALÝZA ŠTÍHLÝCH ŽELEZOBETONOVÝCH SLOUPŮ PŘI 
POŽÁRU METODOU ZALOŽENOU NA JMENOVITÉ 
KŘIVOSTI 
 

SURA Josef 1 

 

Anotace: 

Článek je zaměřen na posouzení železobetonových sloupů při požáru metodou založenou na 
jmenovité křivosti. Je popsán algoritmus pro stanovení závislosti moment-křivost při požáru, 
které je následně využita pro posouzení únosnosti sloupu. Výsledky získané prezentovaným 
výpočetním algoritmem jsou porovnány s výsledky provedených experimentů.  

Klíčová slova: štíhlé železobetonové sloupy, požární odolnost, jmenovitá křivost 

 

1. Úvod 

V současném betonovém stavitelství je již téměř nemožné obejít se bez štíhlých podpěrných 
konstrukcí, jako jsou sloupy, pilíře a stojky patrových rámů. Nároky na úsporu materiálu, 
estetičnost konstrukce a architektonické požadavky nutí stavební inženýry navrhovat stále 
subtilnější a odvážnější konstrukce. Charakteristickým znakem těchto konstrukcí je to, že účinky 
vnějšího zatížení jsou ovlivněny deformací konstrukce. Pro výstižný popis chování konstrukce, 
případně jejích prvků, je tedy nutné zohlednit účinky zatížení na deformované konstrukci [2]. 

V tomto článku je prezentován výpočetní postup pro posouzení železobetonových sloupů 
metodou založenou na jmenovité křivosti. Tato metoda je všeobecně známá (viz např. [2]), avšak 
vzhledem k tomu, že vyžaduje poměrně složitý iterativní výpočet (viz dále), není doposud její 
využití v inženýrské praxi příliš rozšířeno.  

Pro potřeby praktického návrhu je v normě ČSN EN 1992-1-1 [1] navržen zjednodušený postup, 
který nevyžaduje stanovení závislosti moment-křivost, čímž se celý výpočet značně zjednoduší, 
viz např. [6, kap. 7.4.4]. Tento postup však slouží pouze ke stanovení účinku zatížení s uvážením 
vlivu druhého řádu, následné posouzení prvku je nutné provést samostatným výpočtem (např. 
pomocí interakčního diagramu). Oproti tomu metoda popsaná v tomto článku slouží jak ke 
stanovení účinku zatížení (včetně vlivu druhého řádu), tak i k posouzení prvku bez nutnosti 
doplňujících výpočtů. Další předností uvedené metody je to, že umožňuje analyzovat excentricky 
zatížené sloupy o libovolné štíhlosti.  

                                                 

 
1 Josef Sura, e-mail: josef.sura@fsv.cvut.cz,  

Školitel doktoranda: prof. Ing. Jaroslav Procházka, CSc. 
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Výpočetní algoritmus vycházející z popsané metody byl implementován v prostředí 
matematického nástroje MATLAB [4] do výpočetního programu RCC [8] a RCCfi [9] 
(Reinforced Concrete Columns), který je podrobně popsán v publikaci [9, 10].  

Ověření výpočetního postupu je provedeno na konkrétních příkladech experimentů 
železobetonových sloupů při požáru publikovaných v práci [3].  

2. Princip posouzení štíhlého tlačeného prvku 

Základním problémem při použití metody založené na jmenovité křivosti je určení závislosti 
ohybového momentu M na křivosti y“ (křivost bývá též označována jako 1/r). Tato závislost  se 
stanoví tak, že se pro konstantní hodnotu normálové síly a jednotlivé hodnoty křivosti y“ určí 
odpovídající hodnoty ohybového momentu M, který je daný průřez schopen přenést. Spojením 
takto získaných bodů vznikne křivka κ. Křivka κ je ukončena, pokud je v některém z materiálů 
dosaženo mezního přetvoření (dochází k meznímu stlačení betonu anebo k nadměrnému 
protažení výztuže).  

Příklad diagramu M-y“ je uveden na Obr. 1. 

 

Obr. 1. Diagram závislosti ohybového momentu na křivosti 

Na Obr. 1 je přímkou a vyjádřen průběh momentu druhého řádu. Jedná se o ohybový moment, 
který vzniká v důsledku deformace konstrukce od působícího zatížení. K tomuto vlivu dochází u 
všech tlačených prvků, avšak u masivních sloupů můžeme tento jev zanedbat. Kritéria pro 
zanedbání účinků druhého řádu jsou uvedena v normě [1] a vycházejí z předpokladů dostatečně 
masivního prvku, příp. z prokázání, že účinek momentu druhého řádu je zanedbatelný [6].  

Průběh momentu druhého řádu lze popsat vztahem (viz [6])  

2
0

2 Ed 2 Ed φ

l
M N e N K y

c
      ,        (1) 

kde M2 značí ohybový moment druhého řádu, NEd je hodnota normálové síly (pro sestrojení 
diagramu M-y“ se uvažuje konstantní hodnota), e2 je výstřednost druhého řádu, Kφ je součinitel 
zohledňující účinek dotvarování, y“ značí křivost, l0 je vzpěrná délka řešeného sloupu a c 
označuje součinitel, jehož hodnota je závislá na rozdělení křivosti po délce řešeného sloupu. Jak 
je uvedeno v [6, kap. 7.4.4], pro sinusový průběh momentu (resp. křivosti) po délce prutu se 
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používá c = 10 (≈ π2); je-li moment prvního řádu konstantní, má se uvažovat nižší hodnota; 
hodnota c = 8 je spodním limitem, který odpovídá konstantnímu celkovému momentu (resp. 
křivosti) po délce prutu. 

Součinitel Kφ se určí ze vztahu (viz [6]) 

φ ef1 1,  kdeK      ,         (2) 

ck0,35 ,
200 150

f              (3) 

kde λ je štíhlost prvku a φef je účinný součinitel dotvarování, který se stanoví ze vztahu 

ef ( ,t0) ,  kdek              (4) 

0Eqp

0Ed

,
M

k
M

            (5) 

kde φ(∞,t0) značí konečný součinitel dotvarování, M0Eqp je ohybový moment prvního řádu 
vyvozený kvazi-permanentním zatížením (mezní stav použitelnosti) a M0Ed je návrhový ohybový 
moment prvního řádu vyvozený uvažovanou kombinací zatížení (mezní stav únosnosti).  

Pokud se má vliv dotvarování zanedbat, uvažuje se Kφ = 1 (tedy φ(∞,t0) = 0). 

Pro posouzení prvku je nutné stanovit hodnotu ohybového momentu M0,Ed,cr, která odpovídá 
maximální možné hodnotě ohybového momentu prvního řádu, kterou je řešený prvek schopen 
přenášet při dané hodnotě normálové síly. Tato hodnota je na svislé ose vyznačena jako průsečík 
s přímkou acr, která je tečnou křivky κ a je rovnoběžná s přímkou a, viz Obr. 1. 

Pokud je hodnota působícího ohybového momentu prvního řádu M0,Ed menší než kritická 
hodnota M0,Ed,cr, vyhovuje daný prvek z hlediska únosnosti. 

3. Výpočet 

Pro stanovení závislosti M-y“ uvažujme tlačený železobetonový sloup o výšce l, který je v hlavě 
zatížen normálovou silou NEd působící s výstředností e0 v rovině ohybu. Průřez sloupu o 
rozměrech b × h je vyztužen ocelovými pruty o celkové průřezové ploše As (výztužné pruty jsou 
rozmístěny u stran kolmých na rovinu ohybu), viz Obr. 2. Charakteristická hodnota pevnosti 
betonu je označena jako fck, charakteristická hodnota meze kluzu oceli jako fyk. 

 
Obr. 2. Schéma průřezu řešeného prvku 
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Na obr. 2 je vykresleno schéma průřezu, jeho přetvoření při zatížení excentricky působící silou 
NEd a odpovídající obrazec napětí a sil v betonu a ve výztuži (síly jsou vykresleny ve směru 
jejich skutečného působení). Tahová pevnost betonu je zanedbána (což vede ke konzervativnímu 
návrhu), avšak jednoduchou úpravou popisovaného algoritmu by bylo možné i tento vliv 
započítat. Hodnota d1 (d2) označuje vzdálenost tažené (tlačené) výztuže od spodního (horního) 
líce průřezu, As1 (As2) je plocha tažené (tlačené) výztuže, εce značí přetvoření horních vláken 
průřezu (maximální tlakové přetvoření betonu), ε1 (ε2) přetvoření tažené (tlačené) výztuže, xce je 
vzdálenost horních vláken od neutrální osy (tj. výška tlačené oblasti průřezu), z1 (z2) vzdálenost 
tažené (tlačené) výztuže od těžiště betonového průřezu, zc,i vzdálenost těžiště i-té vrstvy betonu 
od těžiště betonového průřezu, Ns1 (Ns2) označuje sílu v tažené (tlačené) výztuži, Nc,i sílu v i-té 
vrstvě betonu. 

Pro výpočet je dále nutné určit účinnou délku sloupu l0 na základě podepření a skutečné délky 
sloupu l. Pro osamělé prvky s konstantním průřezem lze uvažovat vztahy uvedené na Obr. 3. Pro 
prvky, které jsou součástí ztužených nebo neztužených konstrukcí je nutné zohlednit skutečné 
tuhosti v podepření, viz např. [5, příloha 13]. 

 

Obr. 3. Určení účinné délky sloupu na základě statického schématu [1] 

Dále je pro výpočet nutné definovat pracovní diagramy základních materiálů. Na obr. 4 je 
zobrazen pracovní digram betonu a výztuže v závislosti na teplotě. V popisovaném výpočetním 
algoritmu je přetvoření v tlačené oblasti průřezu uvažováno s kladným znaménkem, tudíž i 
tlakové napětí je uvažováno jako kladné. Tato konvence byla zavedena z důvodu zanedbání 
působení betonu v tahu (pro beton se tedy uvažují pouze kladné hodnoty napětí a přetvoření, pro 
výztuž mohou tyto veličiny nabývat kladných i záporných hodnot, v závislosti na poloze výztuže 
vzhledem k neutrální ose). 
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Obr. 4 Pracovní diagramy betonu a výztuže při vysokých teplotách 

Stanovení závislosti M-y“ probíhá na základě výpočetního algoritmu, který byl odvozen v práci 
[7]. Nejprve je volena hodnota křivosti, která pro následující výpočty postupně vzrůstá od 
počáteční nulové hodnoty. Pro zvolenou křivost je iterativně dohledávána taková poloha 
neutrální osy, která splňuje podmínku rovnováhy mezi účinky vnitřních a vnějších sil podle 
rovnice 

 c s1 s2 Ed .N N N N            (1) 

Jednotlivé síly v této rovnici jsou určovány na základě napětí stanovených z pracovních 
diagramů v závislosti na přetvoření. Přetvoření je dopočítáváno z geometrických vztahů za 
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předpokladu známé hodnoty křivosti a polohy neutrální osy. V každém místě průřezu lze tedy 
stanovit hodnotu přetvoření z následujících rovnic 

ce

ce

( ) ,x x
x

             (2) 

ce ce ,x y             (3) 

kde ε(x) označuje přetvoření v libovolném místě průřezu a x označuje vzdálenost tohoto místa od 
polohy neutrální osy (nad neutrální osou se uvažuje kladné, pod osou záporné, viz Obr. 2). 
Ostatní proměnné jsou popsány výše.  

Síly ve výztuži jsou určovány z rovnice 

s,i s,i s,i s,i s,i( ; ),N A              (4) 

kde As,i je plocha výztuže a σs,i(εs,i; θs,i) napětí stanovené z pracovního diagramu na základě 
přetvoření a teploty v místě těžiště výztuže. Pro beton je definována pouze tlačená větev 
pracovního diagramu, pro záporné přetvoření se uvažuje nulová hodnota napětí v betonu. 
Celková síla v tlačeném betonu se určí jako součet dílčích sil podle vztahů 

b

b
m

h

x
nhbNNN

n

i

n

i

m

j
jic

m

j
jic

n

i
icc 




  
  

 , kde ;
1 1 1

,,
1

,,
1

,     (5) 

kde Nc,i,j značí sílu v j-tém dílku i-té vrstvy betonu o tloušťce Δh a šířce Δb, viz Obr. 2. Napětí 
σc,i,j(εc,i; θc,i,j) se určí z pracovního diagramu betonu (viz Obr. 4) na základě přetvoření a teploty 
stanovených v těžišti daného dílku betonu. Síla Nc,i pak značí sílu v i-té vrstvě betonu, která se 
stanoví součtem všech sil jednotlivých dílků v dané vrstvě. 

Poté, co je iterativně nalezena taková poloha neutrální osy, která vede ke splnění rovnice (1), 
přistoupí se ke stanovení ohybového momentu vnitřních sil k těžišti betonového průřezu dle 
rovnice 

s1 1 s2 2 c,i c,i
1

.
n

i

M N z N z N z


              (6) 

Výše uvedený postup odpovídá stanovení ohybového momentu pro jednu hodnotu křivosti. Pro 
stanovení závislosti M-y“ se postupně mění hodnota křivosti, příslušné hodnoty ohybového 
momentu se stanovují dle popsaného algoritmu. Tímto postupem je vytvořena křivka κ. Jak je 
uvedeno výše, křivka κ je ukončena, pokud je v některém z materiálů dosaženo mezního 
přetvoření. Alternativně by bylo možné ukončit křivku κ po dosažení bodu Rcr, viz Obr. 1 (v 
následujícím bodě dojde k poklesu derivace křivky κ pod hodnotu směrnice přímky a, což lze ve 
výpočetním programu nastavit jako kritérium pro ukončení výpočtu křivky κ).  

4. Porovnání s experimenty 

Popsaný výpočetní algoritmus byl implementován v prostředí matematického nástroje 
MATLAB do výpočetního programu RCCfi [9]. Ověření výpočetního algoritmu bylo provedeno 
porovnáním dosažených výsledků s výsledky experimentů. 

V práci [3] bylo experimentálně provedeno 12 požárních zkoušek osově zatížených 
železobetonových sloupů. Devět sloupů bylo provedeno z betonu s křemičitým kamenivem, 
zbylé tři byly z betonu s vápencovým kamenivem. Všechny zkoušené sloupy měly jednotnou 
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výšku 3,45 m a kromě dvou vzorků měly čtvercový průřez 305 x 305 mm. Odlišný průřez měly 
vzorky č. 5 a č. 6. Vzorek č. 5 měl rozměry průřezu 406 x 406 mm a vzorek č. 6 203 x 203 mm. 
Zatížení a výsledek experimentu je uveden v tabulce. 

Číslo 
vzorku 

Zatížení 
[kN] 

Doba testu 
[hod:min] 

Způsob porušení 

Křemičité kamenivo 
1 0 4:00 žádný 
2 1333 2:50 tlakem 
3 800 3:38 tlakem 
4 711 3:40 tlakem 
5 0 5:00 žádný 
6 169 3:00 vybočení 
7 1067 3:28 tlakem 
8 1778 2:26 tlakem 
9 1333 3:07 tlakem 

Vápencové kamenivo 
10 800 8:30 tlakem 
11 1067 6:06 tlakem 
12 1778 3:36 tlakem 

 

Porovnání teplot 

Vstupy pro výpočet teplot – objemová hmotnost 2400 kg/m3, vlhkost 0%, horní mez tepelné 
vodivosti. Měřeno ve vzdálenostech 25, 64 a 152 mm od obou okrajů průřezu. 
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Obr. 5 Porovnání teplot uvnitř průřezu ve vzdálenostech 25, 64 a 152 mm od obou okrajů 

Stanovení doby odolnosti analyzovaného sloupu pomocí programu RCCfi 

Pomocí programu RCCfi byla pro posuzované vzorky stanovena doba odolnosti sloupu při 
vystavení účinkům vysokých teplot tak, že se pro jednotlivé doby vystavení účinkům požáru 
sestrojil diagram M-y“ a pro každou dobu vystavení bylo zjišťováno, zda je daný prvek schopen 
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přenášet účinky zatížení. Pokud daný vzorek pro zvolenou dobu vyhověl, doba vystavení 
účinkům požáru byla zvýšena a byla opět provedena stejná analýza. Získaným výsledkem byl 
čas v minutách, pro který daný prvek vyhoví a zároveň pro jakýkoliv vyšší již nevyhoví. Příklad 
výpočtu s diagramem M-y“ je na následujícím obrázku. 
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Obr. 6 Příklad stanovení doby odolnosti železobetonového sloupu při požáru 

Porovnání výsledků experimentů s výsledky z programu RCCfi 

V následující tabulce je rekapitulace výsledků z provedených experimentů v práci [3]. V tabulce 
jsou pro porovnání uvedeny výsledky získané programem RCCfi. Jsou uvedeny celkem tři 
sloupce pro výsledky z programu RCCfi. Pro všechny sloupce byly použity shodné vstupní 
parametry, kromě hodnoty excentricity zatížení e a uvažované účinné délky prvku l0. Pro 
excentricitu e byly uvažovány hodnoty 0 a 2,5 mm a pro účinnou délku prvku l0 hodnoty 
l ( = 3,45 m) a 0,5l ( = 1,73 m). 

(1) 
Číslo  

vzorku 

(2) 
Doba testu  
[hod:min] 

(3) 
RCCfi  

(e=2,5mm; l) 

(4) 
RCCfi  

(e=0; l) 

(5) 
RCCfi  

(e=0; 0,5.l) 

Křemičité kamenivo 
1 4:00 - - - 
2 2:50 2:13 2:34 2:39 
3 3:38 2:55 3:14 3:29 
4 3:40 3:06 3:19 3:51 
5 5:00 - - - 
6 3:00 - - - 
7 3:28 2:33 3:04 2:54 
8 2:26 - - - 
9 3:07 2:16 2:33 2:40 

Vápencové kamenivo 
10 8:30 3:07 3:18 - 
11 6:06 2:35 - - 
12 3:36 - - - 
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Obr. 7 Graf vlivu zatížení na požární odolnost 

V práci [3] bylo rovněž provedeno výpočetní porovnání s naměřenými údaji. Na obr. 7 jsou 
vykresleny a porovnány výpočetní (Calculated) a naměřené (Measured) hodnoty z práce [3] a 
hodnoty získané výpočtem v programu RCCfi.  

5. Závěr 

V článku byla popsána metoda pro posouzení štíhlých železobetonových sloupů při požáru, 
pomocí které lze zohlednit účinky druhého řádu, jejichž vliv je významný zejména pro štíhlé 
prvky. Výpočetní algoritmus vycházející z uvedené metody byl zapracován do volně dostupného 
výpočetního programu RCCfi. Navržený výpočetní postup byl ověřen na konkrétních příkladech 
a jeho přesnost byla vyhodnocena jako dostačující. 
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ANALÝZA ŠTÍHLÝCH ŽELEZOBETONOVÝCH SLOUPŮ PŘI 
POŽÁRU METODOU ZALOŽENOU NA JMENOVITÉ 
KŘIVOSTI – POROVNÁNÍ S EXPERIMENTÁLNÍMI DATY 
 

SURA Josef 1 

 

Anotace: 

Článek je zaměřen na posouzení železobetonových sloupů při požáru metodou založenou na 
jmenovité křivosti. Je provedeno porovnání výsledků získaných výpočetním algoritmem 
s výsledky naměřenými experimentálně.  

Klíčová slova: štíhlé železobetonové sloupy, požární odolnost, jmenovitá křivost 

 

1. Úvod 

Tento článek navazuje na sérii článků [10, 11, 12, 13]. V článku [10] je popsán výpočetní 
algoritmus posouzení štíhlých železobetonových sloupů za běžné teploty metodou založenou na 
jmenovité křivosti. Výsledky dosažené popsanou metodou jsou porovnány s experimentálně 
získanými výsledky a s výsledky stanovenými metodou konečných prvků. V článku [11] je 
popsán výpočetní program pro stanovení únosnosti železobetonových sloupů obdélníkového a I 
průřezu (masivních i štíhlých) zatížených normálovou silou excentricky působící v hlavní ose 
setrvačnosti. Základní předností programu je skutečnost, že zohledňuje účinky druhého řádu a 
vliv dotvarování betonu. Výpočetní algoritmus programu je založen na zpřesněné metodě 
jmenovité křivosti. Možnosti programu jsou prezentovány na konkrétním řešeném příkladě. 
V článku [12] je uvedeno porovnání výsledků získaných výpočetním algoritmem s tabulkovými 
hodnotami uvedenými v normě [3]. V článku [13] jsou prezentovány výsledky porovnání 
vypočtených hodnot s experimentálně získanými výsledky na sadě 7 vzorků. 

Tento článek rovněž uvádí porovnání popisovaného výpočetního algoritmu a výsledky jím 
získanými s experimentálně naměřenými výsledky, ovšem na širší sadě 47 vzorků. 

Výpočetní algoritmus vycházející z popsané metody byl implementován v prostředí 
matematického nástroje MATLAB [5] do výpočetního programu RCC [8] a RCCfi [9] 
(Reinforced Concrete Columns). Teplotní analýza průřezu v programu RCCfi je automaticky 
prováděna algoritmem z programu TempAnalysis [14].  

                                                 

 
1 Josef Sura, e-mail: josef.sura@fsv.cvut.cz,  

Školitel doktoranda: prof. Ing. Jaroslav Procházka, CSc. 
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2. Porovnání s experimenty 

V publikaci [4] bylo experimentálně provedeno celkem 47 požárních zkoušek osově zatížených 
železobetonových sloupů. Rozptyl vstupních hodnot je uveden v tabulce. 

 

Tab. 1 Rozptyl vstupních hodnot požárních zkoušek 

Výška sloupu lcol [m] 3,70 až 5,76 

Rozměry průřezu (šířka [mm] x výška [mm]) 200 x 200, 300 x 300, 300 x 400 

Počet podélních profilů výztuže 4, 6, 10 nebo 20 

Mez kluzu výztuže fyk [MPa] při 20°C 404 až 544 

Průměr třmínku [mm] 8 

Pevnost betonu ßW,t [MPa] na krychli 150 mm 29 až 53 

Výpočetní pevnost betonu ßR [MPa] 20 až 29 

Osová vzdálenost a [mm] výztuže od okraje betonu 30, 38 nebo 40 

Zatěžovací síla při požáru FEd,fi [kN] -90 až -1802 

Excentricita zatížení e0 [mm] 0 až 600 

 

Uspořádání experimentu je možné vidět na obr. 1 a 2. Byly použity dva statické systémy. Systém 
s oboustranným kloubovým uložením zkoušeného sloupu, kdy je uvažována účinná výška sloupu 
l0 = lcol; a systém s vetknutou patou sloupu a kloubovým uložením v hlavě sloupu – v tomto 
případě byla uvažována účinná výška sloupu l0 = 0,7 x lcol. 

  

a) Oboustranné kloubové uložení b) Vetknutí – kloubové uložení 

Obr. 1 Statické schéma experimentů 
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a) 4 pruty v rozích b) 4 pruty v rozích + 2 pruty středové 

  

c) 10 prutů po obvodě rozdělených d) 20 prutů po obvodě rozdělených 

Obr. 2 Průřezy zkoušených sloupů 

 

Porovnání vstupních parametrů pro teplotní analýzu je zobrazeno na následujících obrázcích. Při 
požárních experimentech byly naměřeny hodnoty (viz [4]), pro výpočetní porovnání byly 
uvažovány hodnoty dle normy [3]. 
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Obr. 3 Závislost měrné tepelné kapacity na teplotě 

 

Pro výpočet byla vždy uvažována hodnota vlhkosti u = 3% hmotnosti. 
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Obr. 4 Závislost objemové hmotnosti na teplotě 

 

Ve výpočtu byly uvažovány dvě hodnoty objemové hmotnosti 2600 kg/m3 a 2300 kg/m3. 
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Obr. 5 Závislost tepelné vodivosti na teplotě 

 

Ve výpočtu byla uvažována horní i spodní mez tepelné vodivosti dle [3]. 

 

Stanovení doby odolnosti analyzovaného sloupu pomocí programu RCCfi 

Pomocí programu RCCfi [9] byla pro posuzované vzorky stanovena doba odolnosti sloupu při 
vystavení účinkům vysokých teplot tak, že se pro jednotlivé doby vystavení účinkům požáru 
sestrojil diagram M-y“ a pro každou dobu vystavení bylo zjišťováno, zda je daný prvek schopen 
přenášet účinky zatížení. Pokud daný vzorek pro zvolenou dobu vyhověl, doba vystavení 
účinkům požáru byla zvýšena a byla opět provedena stejná analýza. Získaným výsledkem byl 
čas v minutách, pro který daný prvek vyhoví a zároveň pro jakýkoliv vyšší již nevyhoví. Příklad 
výpočtu s diagramem M-y“ je na následujícím obrázku. 
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Obr. 6 Závislost moment-křivost pro různé časy vystavení požáru 
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Obr. 7 Porovnání výsledků experimentů s výsledky RCCfi pro různé vstupní parametry 

 

Porovnání výsledků experimentů s výsledky z programu RCCfi 

V následující tabulce je uvedeno vyhodnocení výsledků z provedených experimentů v práci [4] a 
výsledků dosažených programem RCCfi. Vyhodnocení bylo provedeno stejnou metodikou jako 
v článku [1]. Popis jednotlivých parametrů: 

η poměr mezi časem odolnosti stanoveným výpočtem a experimentem 

ηm střední hodnota 

η33 33% kvantil 

ση směrodatná odchylka 

γt součinitel bezpečnosti 

u

u

 texp

 tcal
            (1) 

  44,033 m           (2) 

33

2)(


 m

t             (3) 
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Tab. 2 Vyhodnocení výsledků z provedených experimentů v práci [4] a výsledků dosažených 
programem RCCfi [9] 

 
RCCfi 

ρ [kg/m3] / vlhkost [%] / mez tepelné vodivosti 

 2300 / 3 / lowlim 2300 / 3 / uplim 2600 / 3 / lowlim 2600 / 3 / uplim 

ηmin 0,689 0,607 0,756 0,674 

ηmax 1,553 1,342 1,711 1,500 

ηm 1,031 0,909 1,133 1,007 

ση 0,200 0,172 0,219 0,190 

η33 0,943 0,833 1,037 0,924 

γt 1,127 0,991 1,238 1,098 

 

Dle porovnaných výsledků s různými vstupními parametry je možné vidět, že nejlepší shodu 
s experimentálně naměřenými údaji dává sada výsledků 2 v tabulce 2 – vstupní hodnoty pro 
teplotní analýzu ρ = 2300 kg/m3, u = 3% hmot., horní mez tepelné vodivosti. Tyto vstupní 
hodnoty jsou rovněž nejbližšími k hodnotám změřeným při experimentální analýze, viz obr. 3, 4, 
5. Součinitel bezpečnosti pro tuto sadu γt = 0,991 ≈ 1,0 což odpovídá dobré shodě výsledků a 
zároveň je menší než 1,0 což odpovídá tomu, že většina výsledů leží na bezpečné straně 
diagramu, viz obr. 7. 

3. Závěr 

V článku bylo popsáno porovnání výsledků získanými výpočetním algoritmem s experimentálně 
naměřenými výsledky. Výpočetní výsledky byly stanoveny programem RCCfi. Navržený 
výpočetní postup byl ověřen na konkrétních příkladech a jeho přesnost byla vyhodnocena jako 
velmi dobrá. 
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Abstract

In the paper, a numerical method for investigation of slender reinforced concrete and steel-
concrete composite columns at normal and high temperatures is presented. The method
is based on sectional analysis and moment-curvature approach. The applicability of the
method is illustrated on validation examples in which the results obtained by the method
are compared with the test results given in literature.

Keywords: slender columns, concrete, composite columns, fire, sectional analysis,
moment-curvature approach, numerical analysis

1. Introduction

Design and analysis of slender reinforced concrete and steel-concrete composite columns
at normal and high temperatures is a challenging engineering problem that can be solved by
several approaches. Many researches have focused on experimental investigation of various
types of columns as well as on development of numerical methods and procedures that can
be used for practical design and scientific research [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

In the paper, a numerical method for investigation of slender reinforced concrete and steel-
concrete composite columns at normal and high temperatures is presented. The method is
based on sectional analysis and moment-curvature approach, which is described for normal
temperature conditions in detail in [9]. For high temperature conditions, the method is
extended as recommended in Eurocode 2 [10, Annex B.3] and as also utilised by many
researches in various modifications [1, 11, 12, 13].

The paper is organised as follows. In Section 2, an algorithm of the method is briefly
described. In Section 3, all the material properties employed for the calculations are summa-
rized. The method is verified and its applicability is illustrated on various examples taken
from the literature. In Section 4, a series of pin-ended reinforced concrete columns, one
cantilever reinforced concrete column and a set of concrete-filled steel tubular columns are
investigated in order to determine the load-bearing capacity of the columns as well as their
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load-deflection behaviour. In Section 5, a series of reinforced concrete columns, one partially
encased steel-reinforced concrete column, and a series of concrete-filled steel tubular columns
are analysed. The maximum fire resistance times of the columns are calculated and their
deflection-time behaviour is simulated.

2. Method description

The method used in this paper is based on the sectional analysis and moment-curvature
approach, which is for normal temperature conditions described in detail in CEB/FIP Man-
ual [9] (denoted as the Model Column Method). For high temperature conditions, the
method is extended as recommended in Eurocode 2 [10, Annex B.3].

The principle of the method is illustrated in Fig. 1 and Algorithm 1.
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Figure 1: Moment-curvature diagram, see e.g. [9, Fig. 14.4] and [10, Fig. B7]

Algorithm 1 Algorithm for analysis of a column by the present method

1: set cross-sectional geometry, FE mesh, material parameters
2: set temperature distribution over the cross-section
3: set loads (l, β, e0t, e0b, N , c)
4: determine l0, e0

5: determine Mi(y
′′) curve

6: determine M2(y′′) relation
7: determine Me(y

′′) relation
8: evaluate Mi(y

′′)–Me(y
′′) intersection(s)

The individual steps of Algorithm 1 can be specified as follows.
In Step 1, the cross-sectional geometry is specified, including the shape, dimensions, sub-

domains and materials. For the individual materials (concrete, structural steel, reinforcing
steel), the material parameters are set. The created geometry is discretized by triangular
elements. The mesh refinement can be applied (e.g. for the steel sections). In this paper, all
the investigated cross-sections are symmetrical about the y−axis and hence, only one half
of the cross-section is assumed.

When analysing the column at high temperatures, the temperature distribution should
be given in Step 2 (for normal temperature, this step is omitted). In this paper, the
temperature distribution within the analysed cross-section is determined by the heat transfer
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model described in [14, 15], see also our previous work [16, 17, 18]. For all the calculations
presented in this paper, the parameters of the heat transfer model are set as follows [19, 20]:
convective heat transfer coefficient αc = 25 W m−2 K−1, the configuration factor Φ = 1, the
surface emissivity ε = 0.7, the initial temperature θ0 = 20 ◦C. The ambient temperature θ∞
is specified for each example by a fire curve or furnace temperature data measured during
the test. The material properties of steel and concrete are taken as described in Section 3.

In Step 3, the load parameters are specified, namely: length of the column l, coefficient
defining the support conditions β, the end eccentricities at the top and the bottom of the
column e0t, e0b, compressive force applied to the column N , and curvature distribution
factor c.

In Step 4, the effective length of the column l0 is calculated by [21, Fig. 5.7, Eq. (12.9)]

l0 = β l. (1)

The eccentricity for calculating the first order moment e0 is determined from the end eccen-
tricities by the equivalent moment concept as [21, Eq. (5.32)], [22, Fig. 5.29, Eq. (7-5)]

e0 = 0.6 ·max (|e0t|, |e0b|) + k · 0.4 ·min (|e0t|, |e0b|) ≥ 0.4 ·max (|e0t|, |e0b|), (2)

with

k =

{
1 if sgn(e0t) = sgn(e0b),

−1 if sgn(e0t) 6= sgn(e0b).
(3)

To ensure the stability of the method, the following condition should be met [1]

e0 ≥ e0,min, (4)

where e0,min is the minimum eccentricity.
In Step 5, the internal forces moment-curvature relation Mi(y

′′) is constructed by ap-
plying a well known procedure, see e.g. [9, 23].

In Step 6, the second order moment-curvature relation M2(y′′) is calculated by [21,
Eq. (5.33)], [10, Fig. B.7]

M2(y′′) = N · y′′ · l
2
0

c
. (5)

In Step 7, the total external moment-curvature relation Me(y
′′) is calculated by

Me(y
′′) = M0 +M2(y′′), (6)

where
M0 = N · e0. (7)

In Step 8, the assessment of Mi(y
′′)–Me(y

′′) intersection(s) is performed. If there exists
at least one intersection, the column is able to carry the loads. The intersection represents
the equilibrium state. For the corresponding curvature, the deformations (axial and lateral)
can be obtained, see e.g. [11].

At normal temperature, by repeating the above procedure for increasing normal force,
the ultimate loads are identified.

For high temperature conditions and constant normal force, by repeating the above
procedure for increasing fire exposure time, the fire resistance is obtained.

The above algorithm was implemented into the in-house MATLAB [24] code that is
employed for calculating all the examples presented in this paper. The code was also included
in computer programs RCC [25] and RCCfi [26].
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3. Material models

The method can be employed in connection with various material models. In this paper,
all the material properties, both thermal and mechanical, are assumed according to European
Standards – Eurocode 2 [21, 10], Eurocode 3 [27, 28], and Eurocode 4 [29, 30], since they
are widely used in engineering practice.

Moreover, for the high-temperature conditions, the material properties for the mechanical
part of the model (stress-strain diagrams and thermal elongation of steel and concrete) are
also taken from the work by Lie et al., e.g. [31, 1, 11], for the reason that they have been
adopted (in combination with other models) by many researchers for such type of simulations,
e.g. [32, 12, 33, 5, 7, 34].

For simplicity, these two variants of material models will further be denoted as “Eu-
rocode” and “Lie (1984)” and the resulting mechanical models (assuming these material
models) as ”Model 1” and ”Model 2”.

It should be noted that many other suitable material models can be found in literature.
However, their application is out of scope of this paper. They will be investigated in our
future work, e.g. for modelling of fibre reinforced concrete members taking into account the
tensile part of the material stress-strain diagram, or for assessing the effect of implicit/explicit
formulation of stress-strain relation.

For the illustrative examples presented in Sections 4 and 5, the input parameters for the
material models (e.g. the compressive strength of concrete, the initial moisture content of
concrete) are mostly determined from the data measured in the experiment that is to be
simulated.

Let us mention that throughout this paper, the strength of a material is taken as a
positive value (for both tension and compression) while the strains and stresses are assumed
to be positive in tension and negative in compression [35, Section 5.1].

Here we summarize the material properties, their dependencies on the respective variables
and all the parameters needed for the calculations. The appropriate formulas can be found
in the specific sources.

3.1. Concrete at normal temperature

For concrete, the stress-strain relation in compression is taken from Eurocode 2 (obeying
the sign convention mentioned above) in the form [21, Eq. (3.14)]

σc = σc(ε), (8)

where σc is the compressive stress in concrete, and ε is the concrete strain.
For Eq. (8), the main parameter fc needs to be specified, which is the compressive

cylinder strength of concrete. All the other parameters, i.e. Ecm, εc1, and εcu1, can be
calculated directly from fc, see the formulas stated in [21, Table 3.1].

3.2. Steel at normal temperature

For steel, both structural and reinforcing, we assume the bi-linear stress-strain diagram
with a horizontal top branch, as illustrated e.g. in Eurocode 2 [21, Fig. 3.8] and Eurocode 3
[27, Fig. 5.8]. The ultimate strain is conservatively set to an appropriate limit. Hence, we
can write

σs = σs(ε), (9)

where σs is the stress, and ε is the strain of steel in tension or compression.
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Eq. (9) should be supplemented by parameters fy, Es, and εsu, which are the yield stress,
the elastic modulus, and the ultimate strain of steel in tension and compression, respectively.

In this paper, we accept Es = 210 × 103 MPa for structural steel [27, Cl. 3.2.6(1)];
Es = 200× 103 MPa for reinforcing steel [21, Cl. 2.2.7(4)]; and εsu = 20h for both of them,
cf. [36, 37].

3.3. Concrete at high temperatures

3.3.1. Stress-strain relationship for concrete at high temperatures

For describing the stress-strain conditions in concrete at high temperatures, we follow a
simplified approach based on so-called ”implicit material models”, see e.g. [38, 39, 40, 41].
This approach is described also in our previous work [35, Section 5.3], and therefore, it is
only briefly summarised here.

Generally, the total strain of concrete at high temperatures can be divided into several
strain components: the thermal strain, the instantaneous stress-dependent strain, the creep
strain, and the transient strain, as stated, e.g., in Eurocode 2 [10, Eq. (4.15)]. For the
implicit models, the last two components are implicitly included (or neglected) in so-called
mechanical strain, see the above references. Hence, we can write (e.g. [39, Eq. (1a)])

ε = εth,c(θ) + εm,c(σc, θ), (10)

where ε is the total strain in concrete, εth,c is the thermal strain in concrete, εm,c is the me-
chanical strain in concrete, σc is the compressive stress in concrete, and θ is the temperature.

From Eq. (10), we get
εm,c = ε− εth,c(θ), (11)

and we can write the implicit material model for concrete at high temperatures in the form

σc = σc(εm,c, θ). (12)

In this paper, two types of the implicit constitutive law (12) are adopted (denoted as
“Eurocode” and “Lie (1984)”, see above).

The first one is taken from Eurocode 2 [10, Fig. 3.1] (the non-linear descenting branch is
assumed), with the parameters fc,θ, εc1,θ, and εcu1,θ. These parameters are given in [10,
Tab. 3.1], depending on the temperature θ, the initial compressive cylinder strength of
concrete fc, and the type of concrete - with siliceous or calcareous aggregates. For this
model, the thermal strain of concrete εth,c(θ) is assumed according to [10, Cl. 3.3.1] (also
depending on the aggregate type). In this paper, siliceous aggregate concrete is assumed in
all cases.

The second one is taken from the work by Lie et al., see e.g. [31, Eqs.(25)–(29)] or [11,
Eqs.(29)–(31)]. Also in this case, the initial compressive cylinder strength of concrete fc
needs to be specified. The thermal strain of concrete εth,c(θ) can be determined from the
coefficient of thermal expansion defined in [31, Appendix] or [11, Eq.(34)].

3.3.2. Thermal properties of concrete

The material properties of concrete needed for the thermal analysis are assumed according
to Eurocode 2 [10] and Eurocode 4 [30]

The density of concrete ρc can be calculated from [10, Cl. 3.3.2(3)]

ρc = ρc(θ), (13)
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with single parameter ρc0, which is the initial density of concrete at normal temperature.
The thermal conductivity of concrete λc is defined by [10, Cl. 3.3.3(2)]

λc = λc(θ), (14)

with two different formulas denoted as upper and lower limit. In literature, it can be found
that the upper limit is suitable for concrete with siliceous aggregates, while the lower limit
can be used for concrete with calcareous aggregates, see e.g. [42], [43, Fig. 4].

For the specific heat of concrete cp,c, we adopt the model given by [10, Cl. 3.3.2(2)]

cp,c = cp,c(θ), (15)

with single parameter u, which is the initial moisture content in concrete. In this model, the
initial moisture content is limited to maximum value of 3 % of concrete weight. Hence, for
higher amount of moisture (up to 10 % of concrete weight), the corresponding peak values
of specific heat are taken from [30, Cl. 3.3.2(8)].

3.3.3. Stress-strain relationship for steel at high temperatures

For steel, both structural and reinforcing, we also employ the implicit model approach
to defining the steel stress in terms of mechanical strain

εm,s = ε− εth,s(θ), (16)

where ε is the total steel strain, εth,s is the thermal strain in steel, and εm,s is the mechanical
strain in steel.

Hence, we assume the implicit material model for steel at high temperatures, in tension
and compression, in the form

σs = σs(εm,s, θ). (17)

In this paper, two types of implicit constitutive law (17) are adopted (denoted as “Eu-
rocode” and “Lie (1984)”, see above).

For reinforcing steel, the specific formula for constitutive law (17) is assumed according
to Eurocode 2 [10, Fig. 3.3], with the parameters fsy,θ, fsp,θ, and Es,θ. These parameters are
given in [10, Tab. 3.2], depending on the temperature θ, the initial yield stress fy, the initial
elastic modulus Es, the type of steel (hot rolled or cold worked), and the class of values
(Class N or X). Other constant parameters (strain limits) are defined also in [10, Fig. 3.3],
based on the class of reinforcement (Class A or another). For reinforcing steel, we assume:
Es = 200× 103 MPa (see above), cold worked reinforcement, class of values: Class N, class
of reinforcement: Class A.

For structural steel, relationship (17) is taken from Eurocode 3 [28, Fig. 3.1] (which
is almost the same model as stated in Eurocode 4 [30, Fig. 3.1 and Table 3.1]), with the
parameters fy,θ, fp,θ, and Ea,θ. These parameters are given in [28, Tab. 3.1], depending
on the temperature θ, the initial yield stress fy, and the initial elastic modulus Es. Other
constant parameters (strain limits) are defined in [28, Fig. 3.1]. For structural steel, we
assume: Es = 210× 103 MPa (see above).

For these Eurocode models, the thermal strain of steel εth,s(θ) is determined by Eurocode
4 [30, Cl. 3.3.1].

For steel, both structural and reinforcing, the constitutive law (17) is alternatively
adopted from the work by Lie et al., see e.g. [31, Eqs.(19)–(22)] or [11, Eqs.(23)–(25)]. In
this case, the initial yield stress fy needs to be specified. The thermal strain of steel εth,s(θ)
can be determined from the coefficient of thermal expansion defined by [31, Appendix] or
[11, Eq.(28)].
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3.3.4. Thermal properties of steel

The material properties of steel, both structural and reinforcing, needed for the thermal
analysis are taken from Eurocode 4 [10].

The density of steel is set to constant value ρs = 7850 kg m−3 [30, Eq. (3.10)].
The thermal conductivity of steel λs is defined by [30, Cl. 3.3.1(7)]

λs = λs(θ). (18)

For the specific heat of steel cp,s, we adopt the model given by [30, Cl. 3.3.1(4)]

cp,s = cp,s(θ). (19)

4. Validation examples – columns at normal temperature

The present method for analysis of the columns behaviour at normal temperature is
validated on various experiments reported in literature. Namely, we focus on:

• a series of pin-ended reinforced concrete columns of square cross-section and various
slendernesses, concrete strengths and reinforcement ratios analysed both experimen-
tally and numerically by Kim and Yang [44];

• cantilever reinforced concrete column of rectangular cross-section described by Espion
[45], based on the tests by Fouré, and simulated by Bratina et al. [36];

• a series of pin-ended concrete-filled steel tubular columns of various slendernesses,
concrete strengths and load eccentricities investigated both experimentally and nu-
merically by Zeghiche and Chaoui [46].

4.1. Pin-ended reinforced concrete columns at normal temperature

Here, we investigate the behaviour of reinforced concrete columns analysed by Kim and
Yang [44]. Similar comparisons of numerical results with the data presented in [44] can be
found in, e.g., [47, 48]. Some of the columns (3 from the total number of 15) were also
simulated in our previous work [49].

4.1.1. Experiment description

In [44], Kim and Yang described their experimental and numerical investigation of pin-
ended reinforced concrete columns of square cross-section 80× 80 mm2, lengths of 240 mm,
1440 mm, or 2400 mm, and concrete strengths of 25.5 MPa, 63.5 MPa, or 86.2 MPa. The
columns were reinforced with 4 or 8 steel bars of 6.35 mm diameter, with the yield stress
of 387 MPa. The axial distance of the steel bars from the concrete surface was 15 mm. In
total, 15 different types of columns were analysed. For each of them, two specimens were
tested. In all cases, the column was gradually loaded by an eccentric compressive force with
the end eccentricities of 24 mm. Scheme of the experiment is depicted in Fig. 2.
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Figure 2: Scheme of the experiment (according to [44, Fig. 3])

4.1.2. Modelling

The geometrical parameters of the analysed cross-sections, denoted as CS1 and CS2, are
assumed according to Fig. 2. The eccentricity for calculating the first order moment is set
to e0 = 24 mm for all cases. The effective lengths of the columns l0 are assumed to be
equal to the clear lengths l, which corresponds to β = 1 (pin-ended columns). Hence, we
set l0 = 240 mm, 1440 mm, or 2400 mm. In [44], these particular cases are denoted by the
corresponding slendernesses, i.e. λ = 10, 60, or 100, respectively, which is adopted here.

The constitutive law for concrete is taken from Section 3.1, with fc = 25.5 MPa,
63.5 MPa, or 86.2 MPa. In [44], these types of concrete are named as NSC, MSC, and
HSC, respectively, which we follow here, see Fig. 3. The constitutive law for reinforcing steel
is taken from Section 3.2, with fy = 387 MPa, see Fig. 4.

In order to investigate the effect of the value of coefficient c (curvature distribution factor)
on the results obtained by the present method, two different values are taken into account,
c = 8, and c = 10, cf. [22, Fig. 5.30], see also [49].

4.1.3. Results and discussion

The maximum forces (ultimate loads) resulting from our simulations are given in Table 1,
together with the test results reported in [44]. These data are compared graphically in Fig. 5.
For selected cases, the compressive force–lateral deflection relations are depicted in Figs. 6–8.

Based on the results summarised in Table 1 and Figs. 5–8, the following findings can be
drawn:

• For all the columns investigated within this example, the present method is capable to
predict the ultimate loads accurately.

• In all cases, by assuming the curvature distribution factor c = 8, one obtains more
conservative results than with c = 10. However, for slender columns (here, λ = 60 or
100), a more accurate solution can be achieved with c = 10, which is in accordance
with the assumptions stated in Eurocode 2 [21, Cl. 2.8.8].
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• The method can be used not only to determine the maximum loads, but also for
simulation of the load-displacement relation of a column, even for the post-critical
behaviour.
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Table 1: Ultimate loads obtained by the present method and tested by Kim and Yang [44, Table 2]

Column λ Concrete

Nmax (kN)

Cross- Test [44] Model

section 1 2 c = 8 c = 10

1

10

NSC
CS1 52.7*# 83.1* 94.5 94.7

2 CS2 109.5 109.3 110.3 110.5

3
MSC

CS1 179.0 182.8 184.1 184.7

4 CS2 207.7 204.6 199.8 200.4

5
HSC

CS1 235.3 240.4 222.5 222.8

6 CS2 255.8 257.7 237.0 237.9

7

60

NSC

CS1

63.7 65.7 60.4 66.2

8 MSC 102.8 113.5 93.3 107.2

9 HSC 122.1 123.7 103.7 121.4

10

100

NSC
CS1 38.2 35.0 32.5 38.2

11 CS2 49.0 47.0 41.2 47.8

12
MSC

CS1 45.2 47.6 41.9 50.7

13 CS2 59.6 60.5 55.6 66.2

14
HSC

CS1 54.3 54.9 44.3 54.0

15 CS2 66.6 64.7 59.6 71.6

* Early failure, see [44].
# Excluded from further evaluation, see [44].
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reported by Kim and Yang [44, Fig. 6] for short columns with slenderness λ = 10
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Figure 7: Compressive force–mid-height lateral deflection relations obtained by the present method and
reported by Kim and Yang [44, Fig. 6] for slender columns with slenderness λ = 60
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4.2. Cantilever reinforced concrete column at normal temperature

Here, we analyse a cantilever reinforced concrete column of rectangular cross-section
described by Espion [45], based on the tests by Fouré. This example was employed by Bratina
et al. [36] for validation of their numerical model, and then by many other researches, see
e.g [50, 37].

4.2.1. Experiment description

In [45], Espion proposed a benchmark example consisting of three cantilever reinforced
concrete columns subjected to different loading histories in order to analyse their creep and
buckling behaviour. This example is based on the tests by Fouré. In [45], Espion adopted
all the input parameters (specification of the test specimens, material parameters, loading
histories) as well as the results given by Fouré. The only difference is that in the original
experiments, pin-ended columns of the length of 4.5 m were tested by Fouré, since for the
benchmark example, cantilever columns of the length of 2.25 m are assumed by Espion, see
[45, Benchmark No. 2]. One of the three columns, denoted as II-1 in [45], was analysed by
Bratina et al. [36]. This case is also investigated here.

The parameters of the column can be summarised as follows [45, 36]: rectangular cross-
section 200× 150 mm2, length of 2250 mm, concrete strength of 38.3 MPa. The column was
reinforced with 4 steel bars of 12 mm diameter, with the yield stress of 465 MPa, and with
the concrete cover of 12 mm. The column was gradually loaded by an eccentric compressive
force with the eccentricity of 15 mm. Scheme of the experiment is shown in Fig. 9.
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Figure 9: Scheme of the column (according to [36, Fig. 5], see also [37, Fig. 1], [50, Fig. 3b])

4.2.2. Modelling

The geometrical parameters of the analysed cross-sections are assumed according to
Fig. 9. The eccentricity for calculating the first order moment is set to e0 = 15 mm.
The effective length of the column is assumed as l0 = β l = 2 · 2250 = 4500 mm (cantilever
columns), which correspond to the slenderness λ = 104. Coefficient c (curvature distribution
factor) is set to c = 10.
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The constitutive law for concrete is taken from Section 3.1, with fc = 38.3 MPa. The
constitutive law for reinforcing steel is taken from Section 3.2, with fy = 465 MPa.

4.2.3. Results and discussion

The resulting compressive force–lateral deflection relation (deflection at the free end of the
column) obtained by our simulation is depicted in Fig. 10, together with the corresponding
data measured by Fouré (adopted from two available sources, [45] and [36]) and calculated
by Bratina et al. [36]. It is obvious that the present model provides sufficiently accurate
results.
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Figure 10: Compressive force–free-end lateral deflection relations obtained by the present method and given
in [45, Fig. 2] and [36, Fig. 6]; cf. [37, Fig. 4], [50, Fig. 3b]

4.3. Pin-ended concrete-filled steel tubular columns

Here, we analyse a series of pin-ended concrete-filled steel tubular columns investigated
both experimentally and numerically by Zeghiche and Chaoui [46]. Numerical simulations
of some of these columns can be found, e.g., in [51, 37].

4.3.1. Experiment description

In [46], Zeghiche and Chaouie described an experimental program performed on a series
of pin-ended concrete-filled steel tubular columns. For the columns, the ultimate loads were
also determined numerically and compared with the test results.

In total, 27 columns were tested, with different slendernesses, concrete strengths and load
eccentricities; and also with slightly different cross-sections (defined by the outer diameter
and the wall thickness of a steel tube) and steel yield stresses.

The columns were gradually loaded by a compressive force. For columns 1–15, the com-
pressive force was applied axially. For columns 16–23, the same eccentricities at the top
and bottom were applied, leading to single-curvature bending. The remaining 4 columns
(columns 24–27) were subjected to double-curvature bending, due to the opposite eccen-
tricities at the ends of the column. Scheme of the experiment appears in Fig. 11. All the
parameters of the columns, stated in [46], are summarised in Table 2.
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Figure 11: Scheme of the column investigated by [46] (see also [37, Fig. 6])

4.3.2. Modelling

The geometrical parameters of the analysed cross-sections are assumed according to
Fig. 11 and Table 2. The eccentricities e0 for calculating the first order moment are de-
termined from the end eccentricities e0t and e0b given in Table 2, according to Eqs. (2)–(4),
with e0,min = 0.1 mm. The effective lengths of the columns l0 are assumed to be equal
to the clear lengths l stated in Table 2, which corresponds to β = 1 (pin-ended columns).
Coefficient c (curvature distribution factor) is set to c = 10.

The constitutive law for concrete is taken from Section 3.1, the constitutive law for steel
is taken from Section 3.2, with the values of fc and fy, respectively, given in Table 2.

4.3.3. Results and discussion

The maximum forces obtained by the present method are listed in Table 2, together with
the test results reported in [46]. These data are compared graphically in Fig. 12.

In [46], there are depicted the load-deflection curves for columns 16–19. For these cases,
the load-deflection relations are determined also by the present method, as shown in Fig. 13.

It can be concluded that also in this case, the present model provides sufficiently accurate
results.
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Table 2: Parameters of the analysed columns and ultimate loads obtained by the present method and tested
by Zeghiche and Chaoui [46, Tables 3 and 4])

Column
D s l e0t, e0b fy fc Nmax (kN)

(mm) (mm) (mm) (mm) (MPa) (MPa) Test [46] Model

1 160.1 4.98 2000 0 280 40 1261 1296

2 160.2 4.96 2500 0 281 41 1244 1280

3 160.3 5.00 3000 0 270 43 1236 1260

4 160.2 4.97 3500 0 273 41 1193 1238

5 159.9 4.98 4000 0 281 45 1091 1210

6 159.8 5.01 2000 0 283 70 1650 1707

7 159.7 5.20 2500 0 281 71 1562 1616

8 159.8 5.10 3000 0 276 73 1468 1527

9 160.1 4.98 3500 0 276 74 1326 1510

10 160.2 5.02 4000 0 281 71 1231 1402

11 160.3 5.03 2000 0 281 99 2000 2108

12 159.8 5.01 2500 0 275 100 1818 1898

13 159.7 4.97 3000 0 275 101 1636 1695

14 159.6 4.98 3500 0 270 106 1454 1638

15 159.8 4.97 4000 0 270 102 1333 1527

16 160.3 5.10 2000 8 271 101 1697 1692

17 160.1 4.97 2000 16 281 102 1394 1435

18 159.8 5.02 2000 24 280 101 1212 1223

19 159.7 5.02 2000 32 276 100 1091 1057

20 159.7 4.96 4000 8 275 101 963 1017

21 159.8 4.96 4000 16 275 100 848 845

22 159.8 5.10 4000 24 281 102 727 756

23 160.1 5.12 4000 32 280 101 666 677

24 160.2 5.13 2000 ±8 276 100 1950 1915

25 160.3 5.09 2000 ±16 270 102 1730 1759

26 159.9 5.09 2000 ±24 269 102 1480 1618

27 159.8 5.06 2000 ±32 268 100 1280 1489
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5. Validation examples – columns at high temperatures

In order to validate the present method for analysis of columns exposed to high tem-
peratures, we compare the results obtained by the method with the test results given in
literature. Namely, we investigate:

• a series of pin-ended or pinned-fixed reinforced concrete columns exposed to fire and
analysed both experimentally and numerically by Haß [3];

• a series of fixed-fixed reinforced concrete columns exposed to fire and analysed both
experimentally and numerically by Lie et al. [1, 52, 53, 54];

• fixed-fixed concrete-filled steel tubular columns exposed to fire and analysed both ex-
perimentally and numerically by Lie and Chabot [2, 11].

5.1. Pin-ended or pinned-fixed reinforced concrete columns exposed to fire

In this section, we analyse a series of fire-exposed reinforced concrete columns investigated
by Haß [3]. For validating the model, we also utilize an example of partially encased steel-
reinforced concrete composite column described in detail in [3].

The experimental program reported by Haß [3] have been employed as a benchmark prob-
lem by many researches, e.g. [55, 56, 57]. Some of the preliminary results of our calculations
focused on these experiments can also be found in [58].

5.1.1. Experiment description

In [3], Haß summarised data on a wide experimental program aimed at the behaviour of
steel, reinforced concrete, and steel-concrete composite columns exposed to fire, including the
material and geometrical parameters of the test specimens, test specification, test outcomes,
calculation method and results.

We focus on a series of 47 reinforced concrete columns specified in detail in [3, Table 11].
Just like in [55, Table 1], here, we mention only the variants or ranges of the parameters
stated in [3, Table 11]: cross-section of 200 × 200 mm2 (14 columns), 300 × 300 mm2 (32
columns), or 300× 400 mm2 (1 column); concrete cover of 20 mm (41 columns), or 15 mm
(6 columns); reinforcement bars diameter of 14 mm (8 columns), 20 mm (37 columns), or
25 mm (2 columns); number of reinforcing bars of 4 (8 columns), 6 (33 columns), 10 (2
columns), or 20 (4 columns); concrete cube strength from 29 MPa to 53 MPa; reinforcing
steel yield stress from 404 MPa to 544 MPa; column length from 3.7 m to 5.76 m. During
the tests, constant compressive forces were applied to the columns of the values from 90 kN
to 1802 kN, and with the eccentricities of 0 mm (axial loads, 9 columns), or from 5 mm
to 600 mm, identical at both ends (single curvature bending, 36 columns), or ±15 mm or
±30 mm, opposite at the ends (double curvature bending, 2 columns). The end conditions
were pinned-pinned (42 columns), or pinned-fixed (5 columns). The analysed columns and
their cross-sections are depicted in Figs. 14 and 15.

All the columns were tested in the furnace under high temperature conditions according
to ISO 834 fire curve, see the thesis by Haß [3, Fig. 1.2] or Eurocode 1 [19, Eq. (3.4)].

In [3, Annex A], Haß described the material properties (both thermal and mechanical,
including their dependencies on temperature) and parameters assumed for his calculations.
Let us mention the following data: initial thermal conductivity of concrete of 1.78 W m−1 K−1

[3, Fig. 3], initial moisture content in concrete of 4 % of concrete weight [3, Fig. 4], initial
density of concrete of 2350 kg m−3 [3, Fig. 5].
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Figure 14: Scheme of the columns analysed by Haß
[3] – left: pinned-pinned column; right: pinned-
fixed column (according to [55, Fig. 1])
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Figure 15: Scheme of the cross-sections analysed
by Haß [3] (according to [55, Fig. 2])

For all the column investigated by Haß [3], there are stated only the input parameters
and the resulting fire resistance times (obtained by the tests and calculations) in [3]. Only
for one column – a partially encased steel-reinforced concrete composite column, detailed
information are provided in [3, Annex A], including the temperature evolution within the
cross-section and the deflection-time relation for the column. Hence, this example is em-
ployed here for validating the model that will be used for the whole series. The parameters
of the composite column are specified as follows [3, p. A38–A39]: concrete cube strength of
62 MPa, reinforcing steel yield stress of 476 MPa, structural steel yield stress of 289 MPa,
initial moisture content in concrete of 4 % of concrete weight. The other parameters are
obvious from Fig. 16.

5.1.2. Modelling – composite column

Firstly, we investigate the reference composite column in order to validate the model.
The geometrical parameters of the analysed column are taken from Fig. 16.

For the thermal analysis, the density of concrete is assumed according to Eq. (13), with
ρc0 = 2350 kg m−3. The thermal conductivity of concrete is defined by the upper limit of
Eq. (14). The specific heat of concrete is determined by Eq. (15), with u = 4 % of concrete
weight. The thermal properties of steel, both structural and reinforcing, are assumed as
stated in Section 3.3.4. The initial and boundary conditions are taken as described in
Section 2, with θ∞ governed by the ISO 834 fire curve.

In the mechanical part of the model, we set the compressive force applied to the column
as N = 900 kN, the eccentricity for calculating the first order moment e0 = 98 mm, and the
effective lengths of the columns l0 = l = 5.71 m (pin-ended column), see Fig. 16. Coefficient
c (curvature distribution factor) is set to c = 10.

The constitutive law for concrete is taken from Section 3.3.1. According to [3, p. A30], the
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Figure 16: Scheme of the reference composite column analysed by Haß [3], position of thermocouples (TC)
within the cross-section (according to [3, Figs. 22–25])

initial compressive cylinder strength of concrete fc can be determined from the concrete cube
strength fc,cube as fc = 0.85 fc,cube. Hence, we set fc = 0.85 ·62 = 52.7 MPa. The constitutive
law for steel is taken from Section 3.3.3, with fy = 476 MPa for reinforcing steel, and
fy = 289 MPa for structural steel (see above). Both variants of the material models stated
in Sections 3.3.1 and 3.3.3 (“Eurocode” and “Lie (1984)”) are adopted here. For illustration,
the corresponding stress-strain relations for concrete and reinforcing steel, respectively, are
shown in Figs. 17 and 18. For the structural steel, the temperature dependency of the
stress-strain relation is almost the same as for the reinforcing steel.

5.1.3. Modelling – series of reinforced concrete columns

The geometrical parameters of the analysed columns are taken from Figs. 14 and 15.
Considering all the combinations of cross-sectional dimensions and reinforcement parameters
stated in [3, Table 11], seven different cross-sectional geometries should be analysed.

For the thermal analysis of the reinforced concrete columns, all the heat transfer param-
eters (material properties, heating conditions) are adopted in the same way as mentioned
above for the composite column.

In the mechanical part of the model, the compressive forces applied to the columns are
taken from [3, Table 11]. The eccentricities e0 for calculating the first order moment are
determined from the end eccentricities given in [3, Table 11], according to Eqs. (2)–(4), with
e0,min = 0.1 mm. The effective lengths of the columns l0 are determined from the clear
lengths l stated in [3, Table 11] by Eq. 1, with β = 1 for the pin-ended columns and β = 0.7
for the pinned-fixed columns. Coefficient c (curvature distribution factor) is set to c = 10.

The constitutive laws for concrete and steel are assumed as mentioned above for the
composite column, with fc,cube (for determining fc, see above) and fy taken from [3, Table 11].
Both variants of the material models stated in Sections 3.3.1 and 3.3.3 (“Eurocode” and “Lie
(1984)”) are adopted here.
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5.1.4. Results and discussion

In Figs. 19 and 20, the temperature evolutions for the composite column obtained by the
present model are compared with the data measured by Haß [3]. These results are related
to the thermocouples placed within the analysed cross-section, see Fig. 16.

It is obvious that the present heat transfer model, including the material properties
defined as mentioned above, provides highly accurate results and hence, it can be employed
for the thermal analysis of the reinforced concrete columns.

The resulting mechanical behaviour of the heated composite column is illustrated in
Fig. 21 on the mid-height lateral deflection-time relations obtained by the present model
and given in [3].

In [3, p. A44], it is stated that the corresponding fire resistance times are: 120 minutes
– measured, and 108 minutes – calculated. Using the present method, the resulting fire
resistance times are determined as follows: 100 minutes – assuming the “Eurocode” material
models (Model 1), and 75 minutes – assuming the “Lie (1984)” material models (Model 2),
see also Fig. 21.

As for the fire resistance time, in this case, the present method provides highly accurate
results when using the “Eurocode” material models. On the other hand, assuming the
“Lie (1984)” material models, the fire resistance time seems to be underestimated. This is
probably due to the fact that for the “Lie (1984)” model, the degradation of steel (both
structural and reinforcing) at high temperatures (in the range of 20 ◦C to 600 ◦C) is more
rapid than for the “Eurocode” model, see Fig. 18. On the contrary, the “Lie (1984)” model
predicts less severe temperature-caused degradation of concrete, in comparison with the
“Eurocode” model, see Fig. 17. However, for this example, the steel ratio is high and hence,
the influence of rapid degradation of steel described by the “Lie (1984)” model is dominant.

From Fig. 21, it can be seen that the shapes of the curves describing the mid-height lateral
deflection-time relations obtained by the present model are similar to the curves given by

22



0 30 60 90 120
Time (min)

0

200

400

600

800

1000

1200

T
em

pe
ra

tu
re

 (
°C

)
1, 8

3, 6

4, 5

Test, Haß (1986)
Model, Haß (1986)
Present Model

Figure 19: Comparison of the temperature evolu-
tions obtained by the present model and given by
Haß [3, Fig. 23] for the thermocouples placed on
the steel section, see Fig. 16

0 30 60 90 120
Time (min)

0

200

400

600

800

1000

1200

T
em

pe
ra

tu
re

 (
°C

)

9, 11

16, 17

Test, Haß (1986)
Model, Haß (1986)
Present Model
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tions obtained by the present model and given by
Haß [3, Figs. 24, 25] for the thermocouples placed
on the reinforcing bars and in concrete, see Fig. 16

Haß [3]. The discrepancies are probably caused by the different material models used here
and in [3], and also by the fact that in our approach, some of the phenomena that can be
important for such type of column, such as slip between steel section and concrete, effect of
concrete confinement, see e.g. [59, 60], are neglected.

However, it can be concluded that the present method provides sufficiently accurate
results, especially regarding the fire resistance time and when using the “Eurocode” material
models (in this case), and hence, it can be used for investigating the series of reinforced
concrete columns.

For illustrating the usability of the present method, it can be shown that by employing the
results obtained by the method, it is possible to analyse in detail the temperature, strain and
stress conditions for the most heavily loaded cross-section. In Fig. 22, the temperature dis-
tribution as well as the distribution of strain components and stresses within the mid-height
cross-section of the investigated composite column are shown. It makes the method highly
promising, e.g. for evaluating various material and structural models (implicit/explicit mod-
els, confined/unconfined concrete, restrained/unrestrained conditions), see e.g. [4, Fig. 8],
[61, Figs. 10, 15, 20], [62, Fig. 8].

As mentioned above, for the series of reinforced concrete columns investigated by Haß
[3], the thermal analysis should be performed for seven different cross-sectional geometries.
The corresponding temperature distributions obtained by the present method are illustrated
in Fig. 23.

In Figs. 24 and 25, the resulting fire resistance times obtained by the present method are
compared with the test results reported by Haß [3]. It is obvious that the method provides
sufficiently accurate results, mostly on the safe side. For this case, a slightly better accuracy
is achieved by assuming the “Eurocode” material models instead of the “Lie (1984)” material
models.
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Figure 21: Mid-height lateral deflection-time relations obtained by the present method (Model 1: “Eurocode”
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Figure 22: Distribution of temperature, strains and stresses for the mid-height cross-section of the composite
column at the time of 90 minutes obtained by Model 1 (with the “Eurocode” material models), cf. [3, Fig. 26]
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Figure 23: Series of reinforced concrete columns investigated by Haß [3] – temperature distributions (◦C) in
the analysed cross-sections at the time of heating of 120 minutes
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Figure 24: Comparison of the fire resistance times
obtained by Model 1 (assuming the “Eurocode”
material models) with the test results given by Haß
[3, Table 11]; cf. [3, Fig. 20], [55, Fig. 3]
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Figure 25: Comparison of the fire resistance times
obtained by Model 2 (assuming the “Lie (1984)”
material models) with the test results given by Haß
[3, Table 11]; cf. [3, Fig. 20], [55, Fig. 3]
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5.2. Fixed-fixed reinforced concrete columns exposed to fire

Here, we analyse a series of fire-exposed reinforced concrete columns investigated by Lie
et al. [1, 52, 53, 54], which have been widely employed for validation examples, see e.g.
[12, 4]. Some of the results of our calculations focused on these tests can also be found in
[63].

5.2.1. Experiment description

In [1], Lie et al. described an experimental program focused on the behaviour of rein-
forced concrete columns exposed to fire. A more detailed information about the experiments
reported in [1] can also be found in the subsequent comprehensive report [52]. In [1], a
numerical procedure to analyse the heated reinforced concrete columns is also given (cf.
[64, 65, 53, 54]) and the results determined by the procedure are compared with the mea-
sured data.

The test series contains 12 columns in total, see [1, Table I]. We focus on the columns
with siliceous aggregates. These columns are denoted as columns 1 to 9 in [1], which we
adopt here. Columns 1 and 5 were tested without loads and hence, they are not analysed
here. Scheme of the columns is depicted in Fig. 26.
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Figure 26: Scheme of the columns analysed by Lie et al. [1] (according to [1, Figs. 5 and 11], see also [4,
Fig. 3])

For all the columns, the end conditions were fixed-fixed. The total length of the specimens
was 3.81 m [1, p. 3 and Fig. 5]. However, due to the insulation placed in the furnace, the
clear length of the column can be assumed as 3.5 m, see [1, Table VII] and Fig. 26.

The other parameters of the columns stated in [1] can be summarised as follows: cross-
section CS1 (see Fig. 26) for columns 2–4 and 7–9, or CS2 (see Fig. 26) for column 6 [1, Table
I]; concrete cylinder strength from 34.2 MPa to 42.6 MPa (for each column, two values of
concrete strengths measured before the test are given in [1, Table I]); reinforcing steel yield
stress of 443.7 MPa for CS1, and 442.2 MPa for CS2 [1, Table V]; initial density of concrete
of 2403 kg m−3 [1, Table VI].
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Initial relative humidity of concrete is specified in [1, Table I]. It can be noted that for
column 2, concrete was dry, for column 6, concrete was partially dry, and for the others,
normal humidity of concrete was measured.

During the experiments, constant compressive axial forces were applied to the columns
of the values from 169 kN to 1778 kN [1, Table VIII].

All the columns were tested under high temperature conditions according to ASTM-E119
standard fire [1, Eq. (1), p. 14 and Table IX].

In [1, Table VIII], the measured fire resistance times for the columns are given. For
columns 1, 5, and 6, the measured and calculated temperatures within the cross-section
are also depicted in [1, Figs. 16–19, 23–24]. For columns 3 and 7, the time evolutions of
axial deformation, determined by tests and calculations, are shown in [1, Figs. 21–22]. The
measured data are described in detail also in [52].

5.2.2. Modelling

The geometrical parameters of the analysed columns are taken from Fig. 26, see also
Table 3.

For the thermal analysis, the density of concrete is assumed according to Eq. (13), with
ρc0 = 2400 kg m−3. The thermal conductivity of concrete is defined by the upper limit
of Eq. (14). The specific heat of concrete is determined by Eq. (15), with u = 0.5 % of
concrete weight for columns 2 and 6, and u = 5 % of concrete weight for the others. The
thermal properties of reinforcing steel are assumed as stated in Section 3.3.4. The initial
and boundary conditions are taken as described in Section 2, with θ∞ governed by the
ASTM-E119 fire curve [1, Eq. (1)].

For the mechanical part of the model, the compressive forces applied to the column are
taken from [1, Table VIII], as listed in Table 3. For all the columns, the eccentricity e0 for
calculating the first order moment is set to e0 = e0,min = 2.5 mm [1, p. 9]. The effective
length l0 is determined from the clear length l = 3.5 m (see above) by Eq. 1, with β = 0.6,
i.e. l0 = β l = 0.6 · 3.5 = 2.1 m, as recommended in [1, Table VII]. Coefficient c (curvature
distribution factor) is set to c = 10.

The constitutive law for concrete is taken from Section 3.3.1. The initial compressive
cylinder strengths fc are listed in Table 3. They were determined for each column as the
average of the two values stated in [1, Table I].

The constitutive law for reinforcing steel is taken from Section 3.3.3, with fy = 443.7 MPa
for CS1, and fy = 442.2 MPa for CS2 (see above).

Both variants of the material models stated in Sections 3.3.1 and 3.3.3 (“Eurocode” and
“Lie (1984)”) are adopted here.

5.2.3. Results and discussion

In Figs. 27–29, the temperature evolutions for the analysed columns obtained by the
present model are compared with the data given by Lie et al. [1]. These results are related
to the thermocouples placed within the analysed cross-sections, see Fig. 26.

It is obvious that the present heat transfer model, including the material properties
defined as mentioned above, provides highly accurate results.

In Fig. 30 and Table 3, the resulting fire resistance times obtained by the present method
are compared with the test results by Lie et al. [1].
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Table 3: Parameters of the analysed columns and fire resistance times obtained by the present method and
tested by Lie et al. [1]

Column
Cross- u fy fc N Fire Resistance (min)

section (%) (MPa) (MPa) (kN) Test Model 1* Model 2#

2 CS1 0.5 443.7 36.95 1333 170 131 153

3 CS1 5.0 443.7 34.20 800 218 194 225

4 CS1 5.0 443.7 35.40 711 220 208 241

6 CS2 0.5 442.2 42.35 169 180 138 132

7 CS1 5.0 443.7 36.10 1067 208 170 198

8 CS1 5.0 443.7 34.80 1778 146 115 129

9 CS1 5.0 443.7 38.35 1333 187 153 178

* The “Eurocode” material models assumed.
# The “Lie (1984)” material models assumed.

The mechanical behaviour of the heated columns is also illustrated in Figs. 31 and 32 on
the axial deformation-time relations obtained by the present model and given in [1].

It is obvious that the method provides sufficiently accurate results, mostly on the safe
side (regarding the fire resistance time). For this case, a better accuracy is achieved by
assuming the “Lie (1984)” material models instead of the “Eurocode” material models.
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Figure 27: Comparison of the temperature evolu-
tions for CS1 and u = 0.5 % of concrete weight
obtained by the present model and given by Lie et
al. [1, Fig. 17]; for positions of thermocouples, see
[1] or Fig. 26
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Figure 28: Comparison of the temperature evolu-
tions for CS1 and u = 5 % of concrete weight ob-
tained by the present model and given by Lie et al.
[1, Figs. 23 and 24]; for positions of thermocouples,
see [1] or Fig. 26
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Figure 29: Comparison of the temperature evolu-
tions for CS2 and u = 0.5 % of concrete weight
obtained by the present model and given by Lie et
al. [1, Fig. 17]; for positions of thermocouples, see
[1] or Fig. 26
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Figure 30: Comparison of the fire resistance times
obtained by present method (Model 1: “Eurocode”
materials; Model 2: “Lie (1984)” materials) with
the test results given by Lie et al. [1, Tab. VIII]
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Figure 31: Axial deformation-time relations for col-
umn 3 obtained by the present method (Model 1:
“Eurocode” materials; Model 2: “Lie (1984)” ma-
terials) and given by Lie et al. [1, Fig. 21]
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Figure 32: Axial deformation-time relations for col-
umn 7 obtained by the present method (Model 1:
“Eurocode” materials; Model 2: “Lie (1984)” ma-
terials) and given by Lie et al. [1, Fig. 22]
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5.3. Concrete-filled steel tubular columns at high temperatures

Here, we investigate the behaviour of fire-exposed concrete-filled steel tubular columns
investigated by Lie and Chabot [2, 11]. These experiments have been employed as a bench-
mark problem by many researches for validating both thermal and mechanical models, see
e.g. [66, 20, 7, 67].

5.3.1. Experiment description

In [2], Lie and Chabot described an experimental program focused on the behaviour of
concrete-filled hollow steel columns exposed to fire. In [11], a numerical procedure to analyse
the columns of circular cross-section is given (cf. [31]) and the results determined by the
procedure for selected columns are compared with the measured data.

The test series described in [2] contains 44 columns in total – 38 with circular cross-
section and 6 with square cross-section [2, Table 1]. We focus on five of them which are also
analysed numerically in [11]. These columns are denoted as columns C-02, C-08, C-11, C-21,
and C-29 in [2], which we adopt here. Scheme of the columns is depicted in Fig. 33.
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Figure 33: Scheme of the columns analysed by Lie and Chabot [2, 11] (according to [2, Figs. 1–5, 8])

For all the selected columns, the end conditions were fixed-fixed. The total length of the
specimens was 3.81 m [2, Fig. 1]. However, due to the insulation placed in the furnace, the
clear length of the column can be assumed as 3.5 m, see above, [11, Appendix], and Fig. 33.

The other parameters of the selected columns stated in [2, Table I] can be summarised as
follows: siliceous aggregates concrete in all cases; the outer diameter and the wall thickness
of the steel tube, respectively, from 141.3 mm to 355.3 mm, and from 4.78 mm to 12.70 mm;
concrete cylinder strength from 25.4 MPa to 35.5 MPa (measured before the test); steel yield
stress of 350 MPa for all cases; constant compressive axial forces applied to the columns from
110 kN to 1050 kN.

All the columns were tested under high temperature conditions according to ASTM-E119
standard fire [2, p. 5].

In [2], the time evolutions of furnace temperature, cross-sectional temperature, and axial
deformation for each column are given (listed in tables and depicted in graphs).
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5.3.2. Modelling

The geometrical parameters of the analysed columns are taken from Fig. 33 and Table 4.
For the thermal analysis, the density of concrete is assumed according to Eq. (13), with

ρc0 = 2400 kg m−3. The thermal conductivity of concrete is defined by the upper limit of
Eq. (14). The specific heat of concrete is determined by Eq. (15), with u = 5 % of concrete
weight. The thermal properties of reinforcing steel are assumed as stated in Section 3.3.4.
The initial and boundary conditions are taken as described in Section 2, with θ∞ governed
by the furnace temperature reported for each column in [2, Tables A1, A5, A7, A13, A19].

For the mechanical part of the model, the compressive forces applied to the column are
taken from [2, Table 1], as listed in Table 4. For all the columns, the eccentricity e0 for
calculating the first order moment is set to e0 = e0,min = 0.2 mm [11, p. 115]. The effective
length l0 is assumed according to [11, pp. 117,126] as l0 = 2.0 m. Coefficient c (curvature
distribution factor) is set to c = 10.

The constitutive law for concrete is taken from Section 3.3.1. The initial compressive
cylinder strengths fc are taken from [2, Table 1] as listed in Table 4.

The constitutive law for steel is taken from Section 3.3.3, with fy = 350 MPa, see above.
Both variants of the material models stated in Sections 3.3.1 and 3.3.3 (“Eurocode” and

“Lie (1984)”) are adopted here.

Table 4: Parameters of the analysed columns and fire resistance times obtained by the present method and
given by Lie and Chabot [11, Table 1]

Column
D s fc N Fire Resistance (min)

(mm) (mm) (MPa) (kN) Test [11] Model [11] Model 1* Model 2#

C-02 141.3 6.55 33.1 110 55 48 37 43

C-08 168.3 4.78 35.5 218 56 48 29 37

C-11 219.1 4.78 31.0 492 80 65 48 61

C-21 273.1 5.56 29.0 525 133 117 107 123

C-29 355.6 12.70 25.4 1050 170 144 141 151

* The “Eurocode” material models assumed.
# The “Lie (1984)” material models assumed.

5.3.3. Results and discussion

In Figs. 34–35, the temperature evolutions obtained by the present model for columns
C-02 and C-21 are compared with the data given by Lie and Chabot [2, 11]. These results
are related to the thermocouples placed within the analysed cross-sections, see [2, Figs. 4
and 5].

It is obvious that the present heat transfer model, including the material properties
defined as mentioned above, provides highly accurate results.

In Fig. 36 and Table 4, the resulting fire resistance times obtained by the present method
are compared with the results given by Lie and Chabot [2, 11].

The mechanical behaviour of the heated columns is also illustrated in Figs. 37 and 38 on
the axial deformation-time relations obtained by the present model and given in [11].
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Figure 34: Comparison of the temperature evo-
lutions for column C-02 obtained by the present
model and given in [2, Table A1] and [11, Fig. 6];
for positions of thermocouples, see [2, Fig. 4]
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Figure 35: Comparison of the temperature evo-
lutions for column C-21 obtained by the present
model and given in [2, Table A13] and [11, Fig. 9];
for positions of thermocouples, see [2, Fig. 5]

It is obvious that the method provides sufficiently accurate results, mostly on the safe
side (regarding the fire resistance time). For this case, a better accuracy is achieved by
assuming the “Lie (1984)” material models instead of the “Eurocode” material models.
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Figure 36: Comparison of the fire resistance times obtained by present method (Model 1: “Eurocode”;
Model 2: “Lie (1984)”) with the test results given by Lie and Chabot [11, Table 1]
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Figure 37: Axial deformation-time relations for
column C-02 obtained by the present method
(Model 1: “Eurocode”; Model 2: “Lie (1984)”) and
given in [2, Table A1] and [11, Fig. 11]
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Figure 38: Axial deformation-time relations for
column C-21 obtained by the present method
(Model 1: “Eurocode”; Model 2: “Lie (1984)”) and
given in [2, Table A13] and [11, Fig. 14]
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6. Conclusions

In the paper, a numerical method for investigation of slender reinforced concrete and
steel-concrete composite columns at normal and high temperatures was described. The
method is based on sectional analysis and moment-curvature approach.

The applicability of the method was illustrated on validation examples in which the
results obtained by the method were compared with the test results given in literature.

For normal temperature conditions, a series of pin-ended reinforced concrete columns,
one cantilever reinforced concrete column and a set of concrete-filled steel tubular columns
were investigated in order to determine the maximum load-bearing capacity of the columns
as well as their load-deflection behaviour.

For high temperature conditions, series of reinforced concrete columns, one partially
encased steel-reinforced concrete column, and a series of concrete-filled steel tubular columns
were analysed. The maximum fire resistance times of the columns were calculated and their
deformation-time behaviour were simulated.

It was shown that the method provides sufficiently accurate results.
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