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1 Úvod a cíle práce

Vibrace jsou mechanické oscilace okolo rovnováºné polohy. M·ºeme je pozorovat ve v¥t²ím,
£i men²ím m¥°ítku na kaºdé mechanické struktu°e. N¥kdy se jedná o jev ºádoucí, p°íkladem
budiº vibra£ní bruska £i vibra£ní upozorn¥ní mobilního telefonu. Ve v¥t²in¥ p°ípad·, se v²ak
jedná o neºádoucí aº ²kodlivý fenomén.
Vibrace sniºují uºivatelský komfort stroj· ale i staveb. Velmi významn¥ ovliv¬ují dosaºitel-
nou provozní p°esnost strojních za°ízení a tím pádem i strojních výrobk·. Vibrace mecha-
nické struktury mohou zp·sobovat sníºení její ºivotnosti a p°i ²patném návrhu dokonce i
její zni£ení. Dob°e známým p°íkladem je Tacoma Bridge, kdy nastala destrukce mostu kv·li
shodné rezonan£ní frekvenci mostu s frekvencí síly indukovanou aerodynamickým zatíºením
mostovky.

Tyto aspekty nás motivují vibrace potla£ovat. M·ºeme rozli²it dva základní p°ístupy tlu-
mení vibrací, jimiº jsou tlumení pasivní a tlumení aktivní. Aktivní tlumení a jeho °ízení bude
hlavním tématem mojí práce.

Svou prací budu navazovat na diplomovou práci Ing. Hlavá£ka, jeº se zabýval optimalizací
pasivního dynamického hlti£e vibrací. Byl vytvo°en algoritmus, který optimalizuje geometrii
tlumi£e a hodnoty tuhostí jeho zav¥²ení. Mým úkolem je k tomuto nalad¥nému absorbéru
vytvo°it, pomocí vhodných aktuátor· a kontroléru, aktivní °ízení, jeº by zlep²ilo výsledné
vlastnosti soustavy.

Na za£átku práce se budu v¥novat obecným princip·m,cíl·m a poºadavk·m tlumení vib-
rací, poté se zam¥°ím na obecné aspekty návrhu aktivního tlumení a jeho °ízení. Posléze
bude vytvo°en simula£ní model a dv¥ma zp·soby syntetizováno °ízení dynamického hlti£e.
Na konci práce srovnáme dosaºené výsledky s optimalizovaným pasivním absorbérem.
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2 Dynamické hlti£e vibrací

V následující stati p°edstavím dva základní principy tlumení vibrací - pasivní a aktivní.
Pro jednoduchost za£nu s vibracemi o jednom stupni volnosti. Na Obr. 1 m·ºeme vid¥t
hmotu o hmotnostimp, spojenou s referen£ním rámem pomocí pruºiny o tuhosti kp a tlumi£e
s tlumením cp. Výchylka z její rovnováºné polohy, moºná pouze ve vertikálním sm¥ru, je
popsána pomocí sou°adnice xp.

Obrázek 1: Silov¥ zatíºená platforma

Pomocí Druhého Newtonova zákona m·ºeme odvodit známou pohybovou rovnici

mpẍp + cpẋp + kpxp = f(t). (2.1)

Tu je moºné zavedením vlastní úhlové rychlosti√
kp
mp

= Ωp0 (2.2)

p°evést do tvaru

ẍp + 2brpΩp0ẋp + Ω2
p0xp =

f(t)

mp

. (2.3)

Jedná se o oby£ejné diferenciální rovnice druhého °ádu a praxi budeme velmi £asto vyuºívat
jejich p°evodu na soustavu diferenciálních rovnic prvního °ádu[

ẋp

ẍp

]
=

[
0 1

− kp
mp
− cp
mp

][
xp

ẋp

]
+

[
0
f(t)
mp

]
. (2.4)
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Rovnici 2.1 lze za pomoci Laplaceovy transformace p°i uvaºování nulových po£áte£ních
podmínek dostat ve vztahu

s2mpXp(s) + scpXp(s) + kpXp(s) = F (s) (2.5)

a vytvo°it vztah pro p°enos systému H(s)

Xp(s)

F (s)
= H(s)pF =

1

s2mp + scp + kp
. (2.6)

V závislosti na typu zatíºení volíme mezi Laplaceovou transformací a Fourierovou trans-
formací. Fourierova transformace se uºívá v p°ípadech zatíºení periodickou silou, tudíº se
vyuºívá i v p°ípad¥ vibrací. Frekven£ní p°enosovou funkci

Xpi(iω)

F (iω)
= H(iω)pF =

1

(iω)2mp + iωcp + kp
, (2.7)

, vytvo°enou pomocí Fourierovy transformace je moºno vid¥t na Obr. 6.
�pi£ka Bodeho diagramu odpovídá vlastní úhlové rychlosti ΩP0. Pokud bude mít zat¥ºovací
síla úhlovou rychlost odpovídající vlastní úhlové rychlosti soustavy, budou v tzv. rezonanci,
dojde ke zna£nému vybuzení soustavy. To je omezené pouze díky existenci tlumení cp.Pokud
by tlumení neexistovalo, mohlo by dojít k teoreticky neomezenému p°enosu a v Bodeho di-
agramu by se nacházel singulární bod.
Nalevo od rezonan£ní frekvence je odpov¥¤ soustavy ur£ena hlavn¥ tuhostí. P°i pomalém
zat¥ºování jsou setrva£né síly relativn¥ men²í. Na fázové £ásti Bodeho diagramu tomu odpo-
vídá v¥tev k°ivky blíºící se nule. Výchylka a p·sobící síla jsou tudíº ve stejné fázi. Naopak
napravo od rezonan£ní frekvence se fázový posun blíºí 180 stup¬·m a odpov¥¤ systému je
°ízena velikostí hmoty mp. V in�exním bod¥ fázového diagramu, odpovídajícímu fázovému
posuvu 90 stup¬· a rezonan£ní frekvenci, má nejv¥t²í vliv na amplitudu, jak bylo zmín¥no,
velikost tlumení.
D·leºitou vlastností tlumi£e je také to, ºe se v n¥m energie disipuje, na rozdíl od pruºiny, kde
se, teoreticky,pouze kinetická energie hmoty mp p°em¥¬uje v energii potenciální a naopak.
Pokud bychom se tedy v praxi dostali do situace, ºe zat¥ºovací síla má frekvenci blízkou
frekvenci rezonan£ní, m·ºeme celkovou odpov¥¤ systému, p°i uvaºované nemoºnosti zm¥n¥
frekvence p·sobící síly, ovlivnit zm¥nou parametr· mp, kp a cp, coº je v mnoha p°ípadech
jen t¥ºko realizovatelné.
V takový moment je vhodné uvaºovat o vyuºití dynamického tlumi£e vibrací.
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Obrázek 2: Bodeho diagram silov¥ zatíºené platformy

2.1 Pasivní tlumi£ vibrací

Pasivní dynamický tlumi£ se sestává z hmoty ma p°ipojené k základní platform¥ spojením
s tuhostí ka a tlumením ca. Jedná se systém o dvou stupních volnosti. Na Obr.3 m·ºeme
vid¥t jeho schématické zobrazení slouºící k objasn¥ní principu díky zjednodu²enému odvození
rovnic pro jednodimenzionální problém.
Systém nyní popisují následující rovnice

maẍa + ca(ẋa − ẋp) + ka(xa − xp) = 0 (2.8)

mpẍp + cp(ẋp − ẋa) + kp(xp − xa) = f(t) (2.9)
ẋa

ẍa

ẋp

ẍp

 =


0 1 0 0

− ka
ma
− ca
ma

ka
ma

ca
ma

0 0 0 1
ka
mp

ca
mp

−kp+ka
mp

− cp+ca
mp



xa

ẋa

xp

ẋp

 +


0

0

0
f(t)
mp

 (2.10)
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Obrázek 3: Silov¥ zatíºená platforma s pasivní absorbérem

Pro porozum¥ní funkce absorbéru uvaºujme pro za£átek nulové tlumení a budicí sílu o
frekvenci ΩP . Jak jsme zjistili v p°edchozí £ásti výchylka systému bude v·£i budicí síle po-
sunuta o 90 stup¬·. Pokud zvolíme parametry ma a ka absorbéru tak, aby se jeho vlastní
frekvence Ωa rovnala vlastní frekvenci ΩP platformy, bude muset mezi budicí silou p°ená²e-
nou pomocí pruºiny na absorbér a jeho výchylkou být znovu fázový posuv 90 stup¬·. Coº
je ve výsledku posuv v·£i vn¥j²í budící síle 180 stup¬·. Absorbér je tedy v protifázi v·£i síle
f(t). To má za následek, ºe na platformu p·sobí dv¥ síly opa£ného sm¥ru a stejné velikosti.
Následkem je bod tzv. antirezonance platformy, jak ji m·ºeme vid¥t na 6. Síla je p°ená²ena
skrze platformu do absorbéru, av²ak její poloha je stabilizovaná. To je principem fungování
pasivního absorbéru.

Jelikoº se jedná o systém se dv¥ma stupni volnosti, m·ºeme pozorovat i dv¥ nové rezonan£ní
frekvence. Míru zesílení v jejich bodech m·ºeme znovu ovlivnit velikostí tlumení mezi jednot-
livými prvky soustavy. Absorbér v²ak bude fungovat jen v relativn¥ úzkém pásmu frekvencí,
coº je jeho principiální omezení.
P°i fyzické realizaci je navíc moºné poºadovaných parametr· dosáhnout jen s ur£itou tole-
rancí.
Pokud budeme poºadovat lep²í výkony, £i ²ir²í aplika£ní pásmo pásmo je t°eba za£ít uvaºovat
o aktivním tlumi£i vibrací.
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Obrázek 4: Bodeho diagram silov¥ zatíºené platformy s pasivním absorbérem

2.2 Aktivní tlumi£ vibrací

Ke zlep²ení vlastností sledovaného systému zavedeme aktivní, ovládaný prvek - aktuátor,
p·sobící jako dodate£ný silový vstup systému, konající na základ¥ p°edem de�novaného
schématu.
Na Obr.5 m·ºeme vid¥t p°íklad jeho umíst¥ní. Stále se jedná systém o dvou stupních vol-
nosti, ve kterém je v²ak zavedena síla u(t), kterou lze aktivn¥ °ídit.

P°íslu²né rovnice potom mají tvar

maẍa + ca(ẋa − ẋp) + ka(xa − xp) = u(t) (2.11)

mpẍp + ca(ẋp − ẋa) + ka(xp − xa) + cpẋp + kpxp = f(t)− u(t), (2.12)
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coº lze pomocí soustavy rovnic prvního °ádu zapsat jako
ẋa

ẍa

ẋp

ẍp

 =


0 1 0 0

− ka
ma
− ca
ma

ka
ma

ca
ma

0 0 0 1
ka
mp

ca
mp

−kp+ka
mp

− cp+ca
mp



xa

ẋa

xp

ẋp

 +


0

0

0
f(t)
mp

 +


0
u(t)
ma

0
−u(t)
mp

 (2.13)

Obrázek 5: Silov¥ zatíºená platforma s aktivním absorbérem [8]

Existuje mnoho p°ístup·, jakým zp·sobem umístit a °ídit aktivní vstupy systému tak,
abychom dosáhli poºadovaných efekt·. Princip·m návrhu aktivního °ízení se budu v¥novat
v následující £ásti práce.

Nyní uvedu jako p°íklad °ízení s rychlostí zp¥tnou vazbou.
V takovém p°ípad¥ zavádíme u(t) jako funkci rychlostí ẋp a ẋa, coº lze v nejednodu²²ím
p°ípad¥ vyjád°it nap°. jako

u = kv(ẋp − ẋa), (2.14)

kde kv faktorem zesílení. Takto koncipovaný aktivní prvek se bude chovat obdobn¥ jako
tlumi£, m·ºeme v²ak m¥nit jeho charakteristiku podle pot°eb a cíl· °ízení. Na následujícím
diagramu m·ºeme vid¥t, jakým zp·sobem se bude chovat v·£i p°edchozím dv¥ma p°ípad·m.
A£ aktivní °ízení ztratilo antirezonanci, tak potla£ilo v²echny p°ítomné rezonance, coº je v
praxi ºádaný efekt. Navíc díky moºnosti m¥nit své parametry nám aktivní °ízení umoºní
m¥nit vlastnosti systému dle aktuálních pot°eb.
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Obrázek 6: Bodeho diagram silov¥ zatíºené platformy s pasivním a aktivním absorbérem

V následující tabulce jsou k nalezení parametry prvk· vý²e popisované soustavy

mp cp kp ma ca ka
100kg 1 2250000N/m 10kg 0, 1Ns/m 225000N/m

Tabulka 1: Parametry platformy a hlti£e - úvod
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3 Aktivní sniºování vibrací

3.1 Úvod

Jak bylo nastín¥no v p°edchozí £ásti, aktivním p°ístupem ke sniºování vibrací je my²len °ízený
vn¥j²í vstup koncipovaný tak, aby zlep²il dynamické vlastnosti soustavy. Fyzický vstup do
soustavy tvo°í tzv. aktuátory. Ty jsou °ízeny na základ¥ p°edem de�novaného schématu.
Ak£ní zásahy jsou vypo£teny v kontroléru na základ¥ signál· z vhodn¥ umíst¥ných senzor·.

Obrázek 7: Základní schéma aktivn¥ °ízených struktur

3.2 Postup syntézy aktivního °ízení

Vlastní implementaci aktivního °ízení p°edchází n¥kolik esenciálních krok·. Chronologicky
bychom m¥li postupovat takto

1. Vytvo°ení modelu kontrolovaného systému. To m·ºeme provést nap°. pomocí MKP
analýzy, experimentální modální analýzy apod.

2. Simulace chování ne°ízeného modelu soustavy a analýza jeho dynamických vlastností.

3. Ur£ení senzor· a aktuátor· pro pot°eby aktivního °ízení a jejich vlivu na dynamické
vlastnosti systému.

4. Ur£ení kontrolního cíle - metriky.
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5. Výb¥r typu °ídícího algoritmu a syntéza kontroléru za ú£elem spln¥ní p°edepsaných
cíl·.

6. Simulace chování °ízeného modelu soustavy a analýza jeho dynamických vlastností.

7. Kontrola spln¥ní kontrolních cíl· Pokud nedosáhneme poºadovaných vlastností, m¥-
níme parametry kontroléru, nebo volíme jiný typ kontroléru.

8. Implementace kontroléru a zhodnocení jeho výkon·.

3.3 �iditelnost a pozorovatelnost systému systému

Systém je °iditelný, pokud pomocí °ídícího vektoru m·ºeme libovoln¥ ovládat v²echny prvky
stavového vektoru x(t) a dosáhnout tak tedy za kone£ný £as tf < ∞ z po£áte£ního stavu
x(t0) do libovolného zvoleného stavu x(tf ). Nutnou a posta£ující podmínkou °iditelnosti
lineárního spojitého systému je plná hodnost n matice °iditelnosti

C(A,B) =
[
B AB · · · An−1B

]
(3.1)

V Matlabu m·ºeme k vytvo°ení matice °iditelnosti pouºít funkci ctrlb(A,B) a ke zji²t¥ní její
hodnosti funkci rank(ctrlb(A,B)).

Systém je pozorovatelný, pokud m·ºeme na základ¥ znalosti výstupu systému y(t) a matic A
a C ur£it kompletní stavový vektor x(t). Nutnou a posta£ující podmínkou pozorovatelnosti
lineárního spojitého systému je plná hodnost n matice pozorovatelnosti

O(A,B) =


C

CA
...

CAn−1

 (3.2)

V Matlabu m·ºeme k vytvo°ení matice pozorovatelnosti pouºít funkci obsv(A,C) a ke zji²t¥ní
její hodnosti funkci rank(obsv(A,C)).

Alternativn¥, lze k ur£ení kontrolovatelnosti a pozorovatelnosti uºít Gramián·.

Gramián °ízení je de�nován jako

Wc =

∫ ∞
0

eAτBBT eA
T τdτ (3.3)
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Gramián Wc je pozitivn¥ de�nitní matice tehdy a pouze tehdy, kdyº matice A a B tvo°í
°iditelný systém.

Analogicky je gramián pozorovatelnosti de�nován jako

Wo =

∫ ∞
0

eA
T τCTCeAτdτ (3.4)

Gramián Wo je pozitivn¥ de�nitní matice tehdy a pouze tehdy, kdyº matice A a C tvo°í
pozorovatelný systém.

3.4 Spillover

Poddajné struktury se spojit¥ rozloºenými parametry mají nekone£n¥ mnoho stup¬· vol-
nosti. P°i diskretizaci systému musíme volit mezi výpo£etní náro£ností a p°esností matema-
tického modelu. Pro °ízení takto redukovaného systému poté pouºijeme matice A, B, C. Za
jejich pomoci syntetizujeme °ízení stav· x(t). Reziduální módy nezahrnuté do °ízení m·ºeme
popsat systémem Ar, Br, Cr a stavovým vektorem xr(t)[1]. Problém nastává ve chvíli, kdy
zp¥tná vazba Bru vybudí nemodelované módy xr(t) £i v p°ípad¥ kdy do senzoru p°ibudou
p°ísp¥vky od nemodelovaného výstupu Crxr.

3.5 Stavový pozorovatel

Stavového pozorovatele konstruujeme v p°ípadech, kdy nám systém ve výstupním vektoru y
poskytuje limitované mnoºství informací. To je velice £astá situace, neb z°ídkakdy je moºno
m¥°it v²echny stavové veli£iny. Nej£ast¥ji je vyuºíván pro realizaci stavové zp¥tné vazby.
Snaºíme se získat odhad stavového vektoru x̂, který co nejrychleji konverguje ke skute£nému
vektoru stav· x.
K jeho realizaci nám slouºí paralelní model soustavy, který má stejné vlastnosti, jako sledo-
vaný systém, av²ak vstupuje do n¥j zp¥tnovazebn¥ chyba e

e = x− x̂. (3.5)

Stavový popis paralelního systému pozorovatele potom nabývá tvaru

ˆ̇x = Ax̂+Bu+ L(y − ŷ)

= Ax̂+Bu+ LC(x− x̂)

= (A− LC)x̂+Bu+ Ly

(3.6)

ŷ = Cx̂ (3.7)
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K rovnici 3.6 p°ipojíme rovnici pro dynamiku chyby

ė = ẋ− ˆ̇x

= (Ax+Bu)− (A− LC)x̂−Bu− LCx
= (A− LC)(x− x̂)

= (A− LC)e

(3.8)

a s vyuºitím
u = −Kx̂ = −K(x− e) (3.9)

získáme soustavu [
ẋ

ė

]
=

[
A−BK BK

0 A− LC

][
x

e

]
(3.10)

Zp¥tnovazební zesílení pozorovatele L volíme tak, aby póly (A−LC) leºely podstatn¥ hlou-
b¥ji vlevo v záporné polorovin¥, neº póly (A − BK) neb se snaºíme docílit co nejrychlej²í
konvergence ke skute£nému vektoru x.

Obrázek 8: Stavový pozorovatel

3.6 Zp¥tnovazebné a dop°edné °ízení

Zp¥tnovazebné a dop°edné °ízení jsou typy kontrolních schémat, které automaticky reagují
na dynamické chování systému. Oba vyuºívají data ze senzor·, av²ak rozdílným zp·sobem.
Zp¥tnovazebné °ízení reaguje na základ¥ minulých a sou£asných nam¥°ených stav·. Do-
p°edné °ízení vyuºívá nam¥°ených stav· k modelování a predikci budoucího vývoje systému
a upravuje svoje ak£ní zásahy nejen na základ¥ stav· minulých, ale p°edpokládaného dal²ího
vývoje.
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3.7 Optimální °ízení

Optimální °ízení je °ízení, jeº má základy ve varia£ním po£tu. Hledá takové vstupy u systému,
aby byl minimalizován funkcionál

J(u) =
1

2

∫ T

0

(xTQx+ uTRu)dt (3.11)

V praxi se jedná o velmi £asté °e²ení zejména u komplexních systém· s mnoha parametry.
Pomocí prvk· penaliza£ních matic Q a R m·ºeme ur£ovat relativní d·leºitost jednotlivých
stav· b¥hem °ízení.

3.8 Robustní °ízení

Robustní °ízení je zp·sob °ízení snaºící se zahrnout nejistoty modelu, ru²ení na vstupu i
výstupu systému a vyváºit je s výkonem kontrolního procesu a jeho stabilitou.
Nejistoty mohou být zp·sobeny nap°. diskretizací modelu soustavy, linearizací modelu, ²u-
mem senzor·, £i ²patn¥ ur£enými parametry modelu. Nejznám¥j²ím zástupce této kategorie
je H∞ °ízení.

3.9 Adaptivní °ízení

Adaptivní °ízení je zp·sob °ízení pro systémy, jehoº parametry nejsou jisté, £i se s pr·b¥hem
£asu m¥ní a kontrolér se tedy musí adaptovat. Implementace adaptivního °ízení by m¥la
obsahovat body

• Výb¥r kontroléru s adaptivními parametry a metody jejich adaptace.

• Výb¥r metriky výkonu kontroléru.

• Real-time hodnocení výkonu kontroléru.

• Real-time identi�kace modelu soustavy a p°izp·sobení jeho parametr· na základ¥ iden-
ti�kovaných dat.

• Úprava parametr· kontroléru na základ¥ zm¥n modelu k dosaºení kontrolního cíle.
Principem je tedy on-line identi�kace systému spojená s adaptací kontrolního algo-
ritmu. Parametry systému ur£ujeme z m¥°ených vstup· a výstup· systému.
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4 Simula£ní model soustavy

4.1 Úvod

V mojí práci se budu prakticky zabývat rovinnou soustavou zobrazenou na obr. 9. Soustava
je sloºena z platformy a absorbéru. Na platformu p·sobí vn¥j²í síla F v bod¥ platformy P .
Uloºení platformy je realizováno pomocí £ty° dvojic tlumi£-pruºina.Absorbér je k platform¥
uchycen t°emi dvojicemi tlumi£-pruºina, tak aby bylo moºno p°ená²et posuvné i rota£ní
vibrace. Body zav¥²ení absorbéru Ci,Di a jim odpovídající parametry pruºin a tlumi£·
byly v p°edchozí práci optimalizovány pro nejlep²í pasivn¥ absorp£ní vlastnosti vzhledem k
uloºení platformy a p·sobící síle F . V bodech Ci, Di je moºno uloºit aktuátory pro aktivní
variantu hlti£e vibrací.

Obrázek 9: Schéma simulované soustavy platformy s aktivn¥ °ízeným dynamickým hlti£em

mp Ip ma Ia kp ka1 ka1 ka1
5kg 0, 1271kgm2 1, 918kg 0, 00072kgm2 1, 8e5N/m 25008N/m 19078N/m 28302N/m

Tabulka 2: Tabulka parametr· soustavy platformy s absorbérem
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4.2 Stavový popis

Pro popis soustavy byl vytvo°en model, jeº byl v bod¥ rovnováhy linearizován a vytvo°en
lineární stavový popis soustavy

ẋ = Ax+Bu (4.1)

y = Cx+Du (4.2)

V na²em popisu je nutné odd¥lit ve vektoru vstup· u £ást odpovídající vn¥j²ímu silovému
zatíºení F a £ást odpovídající silám aktuátor· Fai, jeº budou °ízeny.

ẋ = Ax+Bactuact +BFuF (4.3)

y = Cx+Dactuact +DFuF (4.4)

Sloºkami stavového vektoru jsou výchylky platformy a absorbéru z jejich rovnováºných poloh
a první £asové derivace t¥chto výchylek. P°esné uspo°ádání m·ºeme vid¥t v následujících
vztazích

ẋ =



ẋp

ẏp

θ̇p

ẍp

ÿp

θ̈p

ẋa

ẏa

θ̇a

ẍa

ÿa

θ̈a



, x =



xp

yp

θp

ẋp

ẏp

θ̇p

xa

ya

θa

ẋa

ẏa

θ̇a



, uact =


Fa1

Fa2

Fa3

 , uF =
[
|F |

]
(4.5)

kde index p zna£í platformu, index a zna£í absorbér a index ai zna£í i. aktuátor.

4.3 Open-loop simulace

Na Fakult¥ strojní �VUT byl vytvo°en stavový model platformy a hliti£e v MATLABU.
Na následujícím obrázku je moºno vid¥t jeden z gra�ckých výstup· modelu - zobrazení
platformy v£etn¥ aktuální polohy vn¥j²ího uloºení - zelen¥, uloºení aktuátor· - ºlut¥ a místa
a sm¥ru p·sobící síly - £árkovan¥.
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Obrázek 10: Platforma v MATLABu

Blokové zapojení v SIMULINKu je moºno realizovat nap°. následujícím zp·sobem.

Obrázek 11: Blokový diagram simula£ního modelu

Jedním ze základních ukazatel· chování systému je jeho impulsní charakteristika. Na
obr.12 m·ºeme vid¥t výchylky platformy a absorbéru jako odpov¥¤ na jednotkový impuls.
V prost°edí MATLABu je toto moºné realizovat funkcí impulse(). Impulsní odov¥¤ nám dává
p°edstavu o tom, jak se bude chovat soustava po náhlém silovém rázu.
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Obrázek 12: Impulzní charakteristika

Dal²í sledovanou vlastností je frekven£ní p°enos systému. K jeho inspekci m·ºeme pouºít
Bodeho diagramu, ze kterého je moºné vy£íst amplitudu p°enosu a jeho fázi. Na obr. 13 na-
lezneme Bodeho diagram pro platformu a na obr. 14 Bodeho diagram pro absorbér. M·ºeme
sledovat ²est rezonan£ních frekvencí. To odpovídá ²esti stup¬·m volnosti soustavy.
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Obrázek 13: Bodeho diagram pro platformu

-200

-150

-100

-50

A
m
p
l
i
t
u
d
a
 
(
d
B
)

101 102
-540

-360

-180

0

180

360

F
á
z
e
 
(
d
e
g
)

xa
ya
thetaa

Frekvence  (Hz)

Obrázek 14: Bodeho diagram pro absorbér
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4.4 Stavová zp¥tná vazba

K °ízení systému budeme vyuºívat stavovou zp¥tnou vazbu. V tomto p°ístupu zavádíme
vektor °ízení jako lineární kombinaci stav· soustavy, tedy

u = −Kx. (4.6)

V na²em p°ípad¥ pak soustava p°ejde do tvaru

ẋ = (A−BactK)x+BFuF (4.7)

y = Cx (4.8)

Matici K je pak volena s ohledem na zvolenou kontrolní strategii a bude cílem na²eho zájmu
v následujících £ástech práce.
Na následujícím obrázku lze vid¥t zp¥tnovazebné zapojení v SIMULINKu

Obrázek 15: Blokový diagram simula£ního modelu se zp¥tnovazebním °ízením

Toto zapojení v²ak p°edpokládá znalost celého stavového vektoru. V drtivé v¥t²in¥ p°í-
pad· se v²ak musí je²t¥ navíc konstruovat stavový pozorovatel.

4.5 Impelemntace modelu aktuátor·

Do na²eho modelu je nyní nutno implementovat i modely aktuátor·, neb ty mají, jak bude
popsáno v následující sekci také vlastní dynamiku a tu je nutno zahrnout.
Oba aktuátory mají dv¥ vstupní veli£iny. Jedna z nich je °ídící, ta je pro oba aktuátory
shodná a jedná se o nap¥tí ea. Druhou vstupní veli£inou je v p°ípad¥ Voice-Coilu rychlost
pohybu cívky a v p°ípad¥ piezoelektrického aktuátoru se jedná o jeho deformaci. Ob¥ tyto
veli£iny lze získat z geometrie modelu a aktuálního stavového vektoru.
Uvaºujme nyní obecn¥ dva modely tak, ºe výstup jednoho bude slouºit jako vstup druhého
a naopak.
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M¥jme tedy systémy
ẋ1 = A1x1 +B11u11 +B12u12 (4.9)

y1 = C1x1 (4.10)

ẋ2 = A2x2 +B21u21 +B22u22 (4.11)

y2 = C2x2 (4.12)

Zavedeme-li vazebné podmínky tak, ºe

u11 = Hy2, (4.13)

u21 = Fx1, (4.14)

pak eliminací y1 a y2 z rovnic dostaneme soustavu

ẋ1 = A1x1 +B11HC2X2 (4.15)

ẋ2 = A2x2 +B21FC1X1 +B22u22 (4.16)

To lze maticov¥ zapasat jako[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
A1 B11HC2

B21F A2

][
x1

x2

]
+

[
B12

0

]
u12 +

[
0

B22

]
u22. (4.17)

Stavový popis s indexem 1 odpovídá popisu soustavy a stavový popis s indexem 2 odpovídá
popisu aktuátor·.
Matice F vyjad°uje fyzické propojení aktuátoru s absorbérem a platformou. V p°ípad¥ Voice-
Coilu se poté transfrormace Fx1 rovná rychlosti pohybu. Matice F je dána £ist¥ geometrií
soustavy.
Matice H poté vyjad°uje vztah mezi stavovou veli£inou aktuátoru - proud pro Voice-Coil,
nap¥tí pro piezoelektrický aktuátor - a sílou jím produkovanou. Zavedeme-li posléze[

ẋ1

ẋ2

]
= xE,

[
A1 B11HC2

B21F A2

]
= AE,

[
B12

0

]
= B12E,

[
0

B22

]
= B12E, (4.18)

pak m·ºeme vytvo°it znovu jeden stavový popis, ov²em s navý²eným po£tem stav·

ẋE = AExE +B12Eu21 +B22Eu22 (4.19)
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5 Model aktuátor·

V této £ásti se budu v¥novat zjednodu²eným model·m aktuátor· vhodných pro realizaci
aktivního tlumení. Výsledky budou modely prvního °ádu, jeº budou mít za úkol popsat
základní elektromechanickou dynamiku zvolených aktuátor·. Ta je d·leºitým prvkem p°i
syntéze °ízení, neb m·ºe velice významn¥ ovliv¬ovat dynamiku celého systému a jeho stabi-
litu.

5.1 Voice-coil

Voice-coil je druh aktuátoru, jehoº název pochází ze z°ejm¥ nejroz²í°en¥j²í aplikace ve zvu-
kotechnice. Jedná se o lineární elektromotor skládající se z cívky a permanentního magnetu.

Princip fungování aktuátoru je zaloºen na existenci Lorentzovy síly, coº je síla, jeº p·sobí
na nabitou £ástici v p°ítomnosti elektrického nebo magnetického pole. Lorentzova síla je
dána vztahem

~FL = q ~E + q~v × ~B, (5.1)

kde q zna£í náboj £ástice, ~E vektor intenzity elektrického pole, ~v vektor rychlosti £ástice a
~B vektor intenzity magnetického pole.

V p°ípad¥ Voice-coil aktuátoru m·ºeme uvaºovat pouze p°ísp¥vek interakce pohybujícího
se náboje s magnetickým polem. To je velice výhodné, protoºe m·ºeme zavést jednoduchý
vztah pro výstupní sílu aktuátoru

FV C = kIi, (5.2)

kde kI je konstanta aktuátoru odvislá od pouºitého magnetu, po£tu závit· cívky a celkové
konstrukce aktuátoru. i je proud protékající cívkou. K této rovnici je nutno je²t¥ doplnit
rovnice pro elektrický obvod

ea = Ri+ Li̇+ em, (5.3)

kde ea je °ídící nap¥tí, R je odpor cívky, L induk£nost cívky a em je nap¥tí

em = −kV vV C (5.4)

vyvolané makroskopickým pohybem cívky v·£i permanentnímu magnetu rychlostí vV C . Do-
sazení rovnice 5.2 do rovnice 5.3 získáme rovnici

ḞV C = −R
L
FV C +

kV CkI
L

vV C +
kI
L
ea, (5.5)
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p°ípadn¥ vyd¥lení ki rovnici

i̇ = − R

Lki
i+

kV C
L
vV C +

1

L
ea. (5.6)

Obrázek 16: Voice-coil aktuátor [10]

Obrázek 17: Schéma voice-coil aktuátoru [11]
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5.2 Piezoelektrický aktuátor

Piezoelektrický aktuátor je moderní druh aktuátoru zaloºený na existenci nep°ímého piezo-
elektrického jevu. Piezoelektrickým jevem se rozumí akumulace náboje v £ástech materiálu
jako odpov¥¤ na jeho mechanickou deformaci. P°i deformaci piezoelektrického materiálu
je tedy moºno na jeho povrchu nam¥°it nap¥tí p°ímo úm¥rné deforma£ním silám. Podle[]
Nep°ímým piezoelektrickým jevem nazýváme jev opa£ný, kdy se pod vlivem vn¥j²ího elek-
trického pole materiál deformuje. Tyto vlastnosti jsou dané strukturou materiálu a je nutné
je odli²ovat od vliv· zp·sobených elektrostrikcí (jeº je jev vyskytující se u v²ech dielektrik
v elektrickém poli), neb jsou principiáln¥ odli²né.
Elektrodynamické chování piezoelektrického aktuátoru m·ºeme modelovat jako RC obvod,
neb se aktuátor chová jako kondenzátor. Pro nap¥tí v uzav°eném RC obvodu platí vztah

ea = Ri+ ec, (5.7)

kde ea je °ídicí nap¥tí, ec nap¥tí na kondenzátoru, i je proud protékající obvodem a R

Ohmický odpor. Pro nap¥tí na kondenzátoru platí vztah

ec =
Q

C
, (5.8)

kde Q je náboj shromáºd¥ný v kondenzátoru a C je jeho kapacita. Derivováním této rovnice
podle £asu získáme závislost £asové zm¥ny nap¥tí na kondenzátoru na proudu

ėa =
1

C

dQ

dt
=

i

C
. (5.9)

Výsledn¥ tedy získáme diferenciální rovnici

ėc = −RCec + ea (5.10)

Sílu produkovanou aktuátorem m·ºeme v nejjednodu²²ím p°ípad¥ vyjád°it jako

Fp = kec, (5.11)

kde k odpovídá konstant¥ aktuátoru zahrnující volnou délku, tuhost a piezoelektrickou kon-
stantu.
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Obrázek 18: Vrstvy piezoelektrického aktuátoru[6]

Obrázek 19: Schéma piezoelektrického aktuátoru[7]
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5.3 Výb¥r aktuátoru

Pro realizaci v mojí práci jsem vybral aktuátor typu Vocie-Coil. Výhodou tohoto aktuátoru
je, ºe má minimální vlastní tuhost, která je v p°ípad¥ piezoelektrických aktuátor· zna£n¥
vysoká. Dá se tedy zabudovat do modelu, který má optimalizované hodnoty tuhostí zav¥²ení
absorbéru bez toho, abychom tyto tuhosti ovlivnili.

Aktuátor musel být vybírán s ohledem na zvolené dimenze na²eho systému.
Dome£ek aktuátoru je v¥t²inou v¥t²í a podstatn¥ t¥º²í, neº ak£ní £len. Dome£ek bude tedy
umíst¥n na hmotn¥j²í platform¥ a ak£ní £len bude spojen absorbérem. V na²em modelu je
po£ítáno s tím, ºe aktuátory jsou zavedeny ve stejných místech jako jejich pruºné spojení.
Aktuátory byly zvoleny s ohledem na hmotnost platformy, která £iní je 5kg a hmotnost ab-
sorbéru, která je okolo 2kg.

Byli vybrány výrobky �rmy BEI Kimco, konkrétn¥ aktuátor o kódovém ozna£ení LA17-
028-000A. Jeho základní vlastnosti je moºné naleznout v následující tabulce

mc mh kF kB R L τE
82.8g 412.9g 17.8N/A 17.8V/m/s 6.7Ohm 3.1mH 0.46ms

PFmax Fmax Fcon UFmax IFmax l ∆l
107.2W 71.2N 28.5N 26.8V 4A 66mm +− 7, 6mm

Tabulka 3: Parametry vybraného Voice-Coil aktuátoru

Na Obr. 21 m·ºeme vid¥t charakteristiku systému, do n¥hoº jsou implementované pouze
ne°ízené cívkové aktuátory. M·ºeme vid¥t, ºe dochází k lehkému tlumení. Je to vlivem in-
dukovaných nap¥tí v cívce pevn¥ spojeného aktuátoru s rámem.
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Obrázek 20: Vybraný Voice-Coil aktuátor
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Obrázek 21: Bodeho diagram platformy a platformy s nainstalovanými ne°ízenými aktuátory
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6 Umíst¥ní senzor· a stavový pozorovatel

Ve v¥t²in¥ praktických p°ípad· je velice obtíºné získat plný stavový vektor. Tomu tak je i v
na²em p°ípad¥. Místo pokus· o m¥°ení poloh a rychlostí pouºijeme jako senzory akcelerome-
try, které umístíme tak, jak je vid¥t na následujícím obrázku. Volíme t°i na platformu i na
absorbér, abychom na obou zajistili m¥°ení zrychlení ve dvou navzájem kolmých osách a ge-
ometrickou transformací i úhlové zrychlení. Dal²ími t°emi m¥°enými výstupy budou proudy
v cívkách. Blokové schéma zapojení stavového pozorovatele m·ºeme nalézt na Obr.23

Obrázek 22: Umíst¥ní akcelerometr· na platform¥

Obrázek 23: Blokový diagram stavového pozorovatele
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7 Syntéza °ízení - Lineární kvadratický regulátor

7.1 Úvod

Prvním zp·sobem °ízení jsem zvolil zp¥tnovazebné stavové °ízení s vyuºitím lineárního kva-
dratického regulátoru.
Jedná se o druh tzv. optimálního °ízení. Matice zp¥tnovazebního zesílení K je produktem
minimalizace kvadratického kritéria, které je obvykle uvád¥no [5] ve tvaru

J(u) =
1

2

∫ ∞
0

(xTQx+ uTRu)dt+
1

2
xT (T )Nx(T ). (7.1)

Tento druh °ízení je velice roz²í°ení díky svým dobrým stabiliza£ním vlastnostem a jednodu-
ché implementaci. Vyºaduje v²ak vstup £lov¥ka v podob¥ matic Q a R, coº obvykle vyºaduje
iterativní postupy..

7.2 Odvození

P°i odvození lineárního kvadratického regulátoru vyjdeme ze stavového popisu

ẋ = Ax+Bu (7.2)

y = Cx+Dx (7.3)

Hledáme u takové, abychom minimalizovali kvadratické kritérium J

J(u) =
1

2

∫ T

0

(xTQx+ uTRu)dt+
1

2
xT (T )Nx(T ), (7.4)

kde Q ≥ 0 je pozitivn¥ de�nitní matice a R > 0 je pozitivn¥ semide�nitní matice. Q a R
jsou nazývány penaliza£ní, anebo váhové matice.jedná se o problém vázaného extrému.
Vytvo°íme Hamiltonián

H =
1

2
(xTQx+ uTRu) + pT (Ax+Bu), (7.5)

kde p je v tomto problému Lagrangeovým multiplikátorem.
Okrajové podmínky jsou

x(t0) = x0 (7.6)

36



Z podmínek optimality plyne následující

∂HT

∂p
= ẋ = Ax+Bu (7.7)

−∂H
T

∂x
= ṗ = −Qx− ATλ (7.8)

∂HT

∂x
= 0 = Ru+BTp (7.9)

Z rovnice 7.9 plyne
u = −R−1BTp (7.10)

S pomocí této znalosti m·ºeme p°eformulovat základní rovnici dynamiky systému 7.2 v

ẋ = Ax−BR−1BTp (7.11)

a vytvo°it soustavu [
ẋ

ṗ

]
=

[
A −BR−1BT

−Q −AT

][
x

p

]
, (7.12)

kde

H =

[
A −BR−1BT

−Q −AT

]
(7.13)

je matice, jeº popisuje popisuje svázanou dynamiku x a p. Zavedeme-li

p = Px, (7.14)

pak z vlastností matice H musí platit

0 = ATP + PA+Q− PBR−1BTP, (7.15)

coº je známo jako Algebraická Ricattiho rovnice. Vektor °ízení u poté m·ºeme vyjád°it jako

u = −R−1BTp = −R−1BTPx = −Kx, (7.16)

z £ehoº plyne, ºe m·ºeme realizovat optimální °ízení s minimalizací kvadratického kritéria J
pomocí zp¥tnovazebního °ízení p°i známosti plného vektoru stav· x.
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7.3 Volba matic Q a R

Matice Q a R se obvykle volí jako diagonální matice. Jednotlivé prvky matic odpovídají
relativní d·leºitosti stav·. jímº náleºí. Odpovídající si prvky m·ºeme nalézt v následujících
tabulkách. �ím vy²²í hodnota qi, tím vy²²í relativní d·leºitost prvku xi stavového vektoru x
a tudíº jeho vy²²í potla£ení p°i realizaci minimalizace kvadratického kritéria J . Analogicky
platí to samé pro prvky ri a jim odpovídajícím prvk·m ui °ídícího vektoru u.

Q =

q1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . qn

 , R =

r1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . rn

 (7.17)

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14 q15
xp yp θp ẋp ẏp θ̇p xa ya θa ẋa ẏa θ̇a iact1 iact2 iact3

Tabulka 4: Prvky stavového vektoru x odpovídající diagonálním prvk·m matice Q

r1 r2 r3
ueact1 ueact2 ueact3

Tabulka 5: Prvky °ídícího vektoru vektoru uact odpovídající diagonálním prvk·m matice R

Prvky matice qi se £asto volí jako maximální o£ekávaná/p°ípustná hodnota 1
x2i
, tedy

qi ≈
1

x2i
(7.18)

Tento postup v²ak není generický a nezaru£uje vºdy o£ekávané výsledky. Je dobré si také
uv¥domit, ºe více neº na absolutních hodnotách jednotlivých vah záleºí na jejich velikosti
vzájemné. Pokud existují stavy, jejichº vývoj pro nás není podstatný, m·ºeme jejich váho-
vému kritériu ur£it hodnotu jedna a vzhledem v n¥mu poté ur£it relativn¥ ostatní váhová
kritéria. �asto se tento p°ípad vyuºívá, pokud se máme tzv. "cheap control". To je situace,
kdy máme °ídící veli£inu v dostate£ném mnoºství a nemusíme se vzhledem k vlastnostem
systému, zabývaj jejím omezením.

Jak bylo zmín¥no syntéza LQR regulátoru vyºaduje v¥t²inou iterativní postup. U jedno-
du²²ích systém· lze postupovat ad hoc a manuáln¥ m¥nit jednotlivé penaliza£ní parametry
na základ¥ chování systému.
U sloºit¥j²ích systému je výhodné, ob£as ba p°ímo nutné, vyvinout optimaliza£ní mecha-
nismu, který nalezne pot°ebné penaliza£ní parametry takovým zp·sobem, aby výsledný sys-
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tém spl¬oval námi de�nované vlastnosti. Takovouto optimalizací se budu zabývat na násle-
dujících stranách.

Pro za£átek, abychom zjistili základní odezvu systému na volbu parametr·, byla provedena
syntéza regulátoru na základ¥ následujících hodnot

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14 q15
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabulka 6: Hodnoty prvk· matice Q pro první iteraci

r1 r2 r3
1 1 1

Tabulka 7: Hodnoty prvk· matice R pro první iteraci

Tyto hodnoty volíme vzhledem k celkovému cíli regulace - uklidn¥ní platformy, tudíº
penalizujeme výchylku platformy a rychlost platformy. Ozna£me tento regulátor pro pot°eby
dal²í orientace jako LQR.1.
Vlastnosti °ízeného systému lze sledovat na následujícím Bodeho diagramu
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Obrázek 24: Bodeho diagram výchylky ne°ízené platformy a °ízené platformy s LQR.1
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Skute£n¥ do²lo ke zna£nému vyrovnání amplitudové charakteristiky a jejímu podstat-
nému sníºení v bodech rezonancí. Nicmén¥ jelikoº jsme nepenalizovali vstupy a na²e aktuá-
tory mají omezené pole ak£ních zásah·, je t°eba sledovat i p°enos mezi vn¥j²ím buzením a
aktua£ní silou. Jeho Bodeho diagram m·ºeme nalézt na následujícím obrázku.
Na n¥m je jasn¥ vid¥t, ºe dochází k vysokému p°enosu na v²echny t°i aktuátory. Vzhledem
k námi vybraným aktuátor·m je z°ejmé, ºe by kontrolér v praxi jiº p°i malé budící síle
poºadoval v¥t²í ak£ní zásahy, neº na které jsou dimenzované.
V následující stati se budu v¥novat optimalizaci, jeº má za cíl získat takový °ídící vztah
u = −Kx, jeº zajistí optimalitu nalezeného °e²ení a zárove¬ bude dodrºovat limity ak£ních
sil.
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Obrázek 25: Bodeho diagram pro p°enos budící síly na síly aktuátor· - verze LQR.1

7.4 Optimalizace prvk· matic Q a R

V této sekci se budu v¥novat optimalizaci matic Q a R. Vyuºil jsem k tomu optimaliza£-
ního toolboxu programu MATLAB. Prvn¥ si de�nujme cílovou funkci, pomocí niº budeme
posuzovat kvalitu °ízení

CF = v2xMAX + v2yMAX + vxMAXvyMAX . (7.19)

Volba kvadratických kritérií je obecn¥ vhodná z hlediska konvergence metod. Smí²ený £len
vxMAXvyMAX nám zajistí, ºe se nebudou maximální rychlosti navzájem kompenzovat.
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De�nujme si téº testovací funkci

TF (t) = 10 ∗ sin(2π(f1 + (f2 − f1)
t

tmax
)) (7.20)

, kde f1 a f2 tvo°í frekven£ní pásmo, pro které chceme kontrolér optimalizovat. V na²em
p°ípad¥ se budeme pohybovat v rozmezí 10Hz − 200Hz.
V kaºdém kroku optimalizace se provádí vyhodnocení cílové funkce CF , z hodnot výstup·
modelu, které jsou získány simulací p°i zát¥ºi funkcí TF , pomocí funkce lsim(). V kaºdém
b¥hu zát¥ºné funkce také vyhodnocujeme síly, které jsou nárokovány °ízením na aktuátorech.
Pokud tyto síly p°esáhnou stanovenou mez, zatíºí se cílová funkce penalizací 1010. Nominální
síly aktuátor· jsou 28, 5N , pro optimalizaci byla tato mez stanovena na 25N . K vlastní op-
timalizaci jsem p°istoupil dvoufázov¥.

V prvním kroku jsem zvolil globální genetický algoritmus. V MATALBu je tento algorit-
mus dostupný pod funkcí ga() Cílem hledání bylo p¥t parametr·. Matici Q jsem rozd¥lil do
p¥ti kvalitativn¥ si odpovídajících £ástí (výchylky platformy, rychlosti platformy, výchylky
absorbéru, rychlosti absorbéru a proud v aktuátorech). Hodnoty matice R z·staly za�xo-
vané na hodnot¥ 100. To je d·leºit¥ vzhledem ke konstrukci funkce J a tvorb¥ matice K.
Jak bylo °e£eno záleºí zejména na vzájemných pom¥rech mezi prvky penaliza£ní matice, a
pokud bychom jeden bod neza�xovali, genetický algoritmus by m¥l potíºe s konvergencí.
Dolní mez byla ur£ena jako 1, neb se pot°ebujeme pohybovat v kladných £íslech, kv·li po-
ºadavku pozitivní de�nitnosti. Za horní mez byla zvolena hodnota q1− q1 z p°edchozí £ásti,
tudíº 1011.
Optimalizované hodnoty blok· penaliza£ní matice Q slouºil jako základ pro simplexovou
lokání metodu.

V druhém kroku, jsme vyuºili funkce fminsearch(). M¥li jsme nyní 18 hledaných parametr·
- 15 náleºících matici Q, 3 náleºící matici R.

Na následujících diagramech m·ºeme vid¥t srovnání ne°ízeného systému, °ízeného systému
LQR.1 získaného odhadem penaliza£ních matic, °ízeného systému LQR.ga získaného gene-
tickým algoritmem a °ízeného systému LQR.fmin získaného simplexovou metodou.
Je z°ejmé a o£ekávané, ºe nejlep²ích výkon· dosahuje °ízení LQR.1, av²ak to nespl¬uje ná-
roky na omezení ak£ních sil. Srovnání LQR.fmin a LQR.ga ukazuje zlep²ení dosaºeného
lokálním algoritmem.
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Obrázek 26: Bodeho diagram p°nosu na xp pro jednotlivé varianty LQR °ízení
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Obrázek 27: Bodeho diagram p°nosu na yp pro jednotlivé varianty LQR °ízení
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7.5 Výsledky

Dal²í analýze podrobíme variantu LQR.fmin. Pro simulaci více odpovídající skute£nému
°ízení je nutno vyuºít stavového pozorovatele. Byl vytvo°en deterministický pozorovatel,
jehoº póly p byly zvoleny jako

p = 5eig(systemLQR.fmin) (7.21)

V prost°edí SIMULINKu byla posléze provedena simulace se vstupem zát¥ºné síly typu chirp,
jeº odpovídá d°íve zmi¬ované funkci TF . Na následujícím obrázku je patrné, ºe se kvalita-
tivn¥ poda°ilo dosáhnout omezení ak£ních sil. Pouze v p°ípad¥ t°etího aktuátoru byla lehce
p°ekro£ena nominální hodnota maximální síly ur£ená v optimaliza£ním algoritmu. Tento
efekt je zp·soben implementací stavového pozorovatele. Je tedy nutné p°i návrhu optima-
liza£ního procesu po£ítat i s t¥mito efekty a bu¤ ponechat rezervu p°i zadání nominální
hodnoty maximální síly, anebo optimalizovat i s vyuºitím stavového pozorovatele.
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Obrázek 28: Pr·b¥h sil aktuátor· p°i zát¥ºném cyklu - LQR

Na dal²ím obrázku je zobrazen pr·b¥h výchylky z rovnováºné polohy. M·ºeme pozoro-
vat, ºe p°i niº²ích frekvencích dosahuje kontrolér °ádov¥ hor²ích výsledk·, neº p°i vy²²ích
frekvencích. Pokud bychom cht¥li zm¥nit rozloºení maximálních výchylek vzhledem k frek-
venci, museli bychom upravit cílovou funkci optimaliza£ního algoritmu. Ten v tomto p°ípad¥
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pracuje se stejnou vahou pro v²echny £ásti zvoleného frekven£ního spektra. Na²im cílem v²ak
bylo uklidnit chování chování v celém spektru.
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Obrázek 29: Pr·b¥h posuv· p°i zát¥ºném cyklu - LQR

8 Syntéza °ízení - Prediktivní °ízení

8.1 Úvod

Prediktivní °ízení je velice vysp¥lá regula£ní technika, která je v praxi £asto uºívána. Moti-
vací jejího vzniku byla snaha p°i plánování a °ízení vyuºít co nejlep²ím zp·sobem dostupné
zdroje. V p°edchozím p°ípad¥ jsme °e²ili problém zatíºení ak£ních prvk·, jeº jsme museli
°e²it nep°ímo pomocí optimalizace. Prediktivní °ízení p°iná²í nástroje, jak p°esn¥ zahrnout
poºadavky na °ídící kroky do syntézy °ízení. Dle [9] pod pojmem prediktivního °ízení m·ºeme
identi�kovat metody se spole£nými následujícími rysy

• Matematický model je pouºitý na predikci budoucího °ízení

• Dop°edu známe trajektorii ºádané veli£iny

• Výpo£et posloupnosti budoucích ak£ních zásah· zahrnuje i minimalizaci ú£elové funkce

s budoucími hodnotami p°ír·stk· ak£ního zásahu a regula£ní odchylky
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• Pouze první zásah je realizovatelný a celý postup minimalizace funkcionálu se opakuje

v period¥ vzorkování - tzv. pohyblivý horizont

Princip fungování prediktivního °ízení m·ºeme sledovat na Obr. 37. Model soustavy je dis-
kretizován a pouºit v bod¥ k k predikci m následujících krok· - stav· a výstup· systému.
Posléze se ur£í posloupnost p ak£ních zásah·. To se d¥je na základ¥ minimalizace zvoleného
kritéria a omezení daných na velikost ak£ních zásah·.
Z celé posloupnosti ak£ních zásah· se posléze pouºije pouze první a proces se znovu opakuje
v bod¥ k + 1.

Prediktivní kontrolér tedy v rámci svého ak£ního taktu v kaºdém bod¥ provede de�novanou
optimaliza£ní úlohu. To zna£í zvý²ené nároky na hardware, neb musí být schopný dostate£n¥
rychle získat kýºené °e²ení. Pro tyto ú£ely byly taktéº vyvinuty efektivní algoritmy z oblasti
kvadratického programování, jeº jsou jiº v pr·myslovým kontrolérech zakomponovány.

Obrázek 30: Princip fungování prediktivního °ízení [3]
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8.2 Diskretizovaný stavový popis a predikce

K popisu systému budeme znovu pouºívat jiº vytvo°eného stavového modelu. Ten je v²ak
nutno diskretizovat. V prost°edí MATLABu k tomu m·ºeme vyuºít funkce c2d(). P°íslu²né
rovnice potom nabývají tvaru

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) (8.1)

y(k) = Cx(k) (8.2)

Dal²í stav v bod¥ k + 2 je jiº moºné zapsat pouze jako kombinaci ak£ních zásah· a stavu
x(k)

x(k + 2) = Ax(k + 1) +Bu(k + 1) (8.3)

x(k + 2) = A(Ax(k) +Bu(k)) +Bu(k + 1) (8.4)

x(k + 2) = A2x(k) + ABu(k) +Bu(k + 1) (8.5)

Doplníme-li rekurzivn¥ aº ke zvolenému horizontu n predikcí, m·ºeme zapsat vztahy mati-
cov¥ jako 

xk+1

xk+2

...
xk+n

 =


A

A2

...
An

xk +


B 0 · · · 0

AB B · · · 0
...

... . . . ...
An−1B An−1B · · · B




uk

uk+1

...
uk+n−1

 (8.6)

xk|k+n = Fxk +Huk|k+n (8.7)
yk+1

yk+2

...
yk+n

 =


CA

CA2

...
CAn

xk +


CB 0 · · · 0

CAB CB · · · 0
...

... . . . ...
CAn−1B CAn−2B · · · CB




uk

uk+1

...
uk+n−1

 (8.8)

yk|k+n = Fyxk +Hyuk|k+n (8.9)

Indexy k+1 mají stejný význam jako (k + 1), jedná se pouze o rozdílný zp·sob zápisu. Znak
xk|k+n zna£í vektor skládající se z jednotlivých predikovaných výstup· xk+1 aº xk+n.

Kritérium °ízení m·ºeme volit n¥kolika zp·soby. Jedním z nej£ast¥j²ích, je obdoba kvad-
ratického kritéria u LQR regulátoru.[2]

J = xTk+nQxk+n + uTk|k+nRuk|k+n (8.10)
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Do tohoto kritéria v²ak vstupují námi predikované stavy. Na základ¥ p°edchozích odvození
m·ºeme získat následující tvar kritéria

J = (xTkF
T + uTk|k+mH

T )Q(Huk|k+m + Fxk+n) + uTk|k+mRuk|k+m, (8.11)

které se snaºíme minimalizovat. Pro nalezení minima poloºíme derivaci J dle u rovnu nule

dJ

du
= (HTQH +R)uk|k+m + 2xTkF

TQH = 0, (8.12)

£ímº jsme získali vztah

uk|k+m = −(HTQH +R)−12xTkF
TQH. (8.13)

�e²ení tedy získáme vy°e²ením soustavy algebraických rovnic p°i n¥mº aplikujeme podmínky

umin < u < umax. (8.14)

V prost°edí MATLABu je výpo£etn¥ ú£eln¥j²í vyuºít moºnosti funkce quadprog(), jeº imple-
mentuje principy kvadratického programování a je vhodná pro pouºítí s na²ím kritériem.

8.3 Predik£ní a kontrolní horizont

P°ed za£átkem simulace je nutné si ur£it predik£ní a kontrolní horizont. Tyto dva parametry
jsou obecn¥ rozdílné, m·ºeme je v²ak volit i stejn¥. Oba bychom m¥li volit na základ¥ zvole-
ného £asového kroku p°i diskretizaci, frekven£ních vlastnostech soustavy a p°edpokládaném
zatíºení.

Na²e soustava byla diskretizována s krokem Ts = 1ms. Stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥
budeme hledat °ízení pro frekven£ní pásmo 10−200Hz. Abychom zahrnuli v predikci i nejpo-
malej²í frekvence, je t°eba volit predik£ní horizont alespo¬ 100 krok·. Bylo v²ak simulacemi
ov¥°eno, ºe predikce vy²²ích °ád· ztrácí na p°esnosti. Dávám to za vinu, mimo diskretizace
samotné, zaokrouhlovacím chybám. Pro m. predikci je pot°eba matici A m-krát umocnit. P°i
takto vysokých °ádech predikce pak p°esnost výsledku závisí vzhledem k zaokrouhlovacím
chybám i na kvalit¥ konstrukce matice A.

Hodnoty penaliza£ní matice Q byly voleny tak, ºe výchylkám a rychlostem platformy byla
p°i°azena hodnota 107. Ostatní prvky byly rovny jedné, v£etn¥ matice R. Bylo ov¥°eno, ºe
pro vy²²í penaliza£ní °ády neº 107 se systém stává nestabilním, coº m·ºe znovu sv¥d£it o
numerických problémech p°i simulaci.
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Horizont kontrolní je logicky moºno ur£it jako maximáln¥ stejn¥ daleký jako je horizont pre-
dik£ní. Bylo ov¥°eno v²ak, ºe vy²²í kontrolní horizonty nevedou k lep²ímu °e²ení, ba naopak,
výsledky simulace se od ur£itého bodu za£ali zhor²ovat. P°i vysokém kontrolním horizontu
musí kontrolér pracovat s v¥t²ím po£tem neznámých, coº m·ºe vést k nep°esnosti jejich vý-
po£tu. Je nutné tedy volit mezi p°ínosem, který del²í kontrolní horizont p°iná²í z hlediska
optimality °e²ení a numerickou podmín¥ností takového °e²ení. P°i praktické implementaci je
také pot°eba zajistit, aby výpo£et prob¥hl dostate£n¥ rychle vzhledem k ur£ené vzorkovací
frekvenci.

V na²em p°ípad¥ byl po n¥kolika iteracích zvolen predik£ní horizont 200 krok·, tj. 0, 2s

a kontrolní horizont 21 krok·, tzn. 0, 021s.

P°ed b¥hem simulace je je²t¥ nutno de�novat podmínky omezující ak£ní zásahy. Z logiky
elektrodynamického chování Voice Coil aktuátoru, je jeho vstupem nap¥tí. Jelikoº je £asová
konstanta aktuátoru zhruba polovi£ní, neº je krok diskrétního modelu, m·ºeme si dovolit
omezit vstupní hodnoty u hodnotou nap¥tí, která odpovídá námi poºadované maximální síle
po pominutí p°echodového jevu. Tento p°edpoklad se nám dle výsledk· splnil.

8.4 Výsledky

Na následujícím obrázku m·ºeme vid¥t pr·b¥h síly p°i vyuºití prediktivního °ízení. Je pa-
trné, ºe je £asto vyuºíván plný ak£ní rozsah. A£ to nemusí být na první pohled patrné,
aktua£ní síly mají stále kmitavý pr·b¥h. Na obrázku je patrná spí²e obálka tohoto d¥je.

Pr·b¥h posuv· nemá tak dobrý charakter jako u °ízení LQR. V niº²ích frekvencích sice
dosahuje lep²ích výsledk·, po v¥t²inu spektra v²ak zna£n¥ zaostává. Na druhou stranu je ale
charakteristika plochá bez rezonan£ních ²pi£ek.
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Obrázek 31: Pr·b¥h sil aktuátor· p°i zát¥ºném cyklu - prediktivní °ízení
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Obrázek 32: Pr·b¥h posuv· p°i zát¥ºném cyklu - prediktivní °ízení
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9 �ízení celkov¥ optimalizovaného absorbéru

V p°edchozích £ástech práce jsem se v¥noval syntéze °ízení platformy s hlti£em popsané v
kapitole 4. U platformy byly optimalizovány pouze tuhosti zav¥²ení absorbéru za dané geo-
metrie.

V diplomové práci [4] se Ing. Hlavá£ek v¥noval celkové optimalizaci dynamického hlti£e.
P°edm¥tem jeho zájmu byla geometrie, hodnota tuhostí a tlumení zav¥²ení absorbéru. Mým
cílem nyní bude zjistit, zda lze za pouºití aktivního °ízení syntetizovaného zp·soby popsa-
nými v p°ede²lých kapitolách zlep²it chování tohoto celkov¥ optimalizovaného hlti£e. To bude
provedeno obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥, tedy, ºe se optimalizované tlumící prvky mezi
absorbérem nahradí aktuátory, implementujeme popsané postupy a provedeme simulace.
Na Obr.33 m·ºeme vid¥t optimalizované hodnoty paramtr· absorbéru a na Obr.34 získanou
geometrii.

Obrázek 33: Tabulka optimalizovaných parametr·[4]
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Obrázek 34: Geometrie zav¥²ení optimalizovaného dynamického hlti£e Ing.Hlavá£ka

Na následujících grafech m·ºeme pozorovat pr·b¥h výchylek nalad¥ného pasivního tlu-
mi£e, aktivního tlumi£e °ízeného pomocí LQR a aktivního tlumi£e s °ízením prediktivním.
Z°ejm¥ nejlépe ze srovnání vychází aktivn¥ varianta s LQR, která krom¥ nízkých frekvencí
dob°e potla£uje pohyby platformy.
Naopak prediktivní kontrolér nedosahuje dobrých výsledk·, zejména v oblasti okolo 60Hz. U
obou kontrolér· bylo dosaºeno poºadovaného omezení na ak£ní zásahy, jak patrno z pr·b¥h·
na Obr.39 a Obr. 38.
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Obrázek 35: Srovnání pr·b¥hu výchylky xp
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Obrázek 36: Srovnání pr·b¥hu výchylky yp
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Obrázek 37: Srovnání pr·b¥hu nato£ení θp
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Obrázek 38: Pr·b¥h sil p°i LQR °ízení

53



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-50

0

50
A

kt
1 

[N
]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-50

0

50

A
kt

2 
[N

]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Frekvence [Hz]

-50

0

50

A
kt

3 
[N

]

Obrázek 39: Pr·b¥h sil p°i prediktivním °ízení

9.1 Zhodnocení

Z provedených simulací vyplývá, ºe oba navrhované zp·soby aktivního °ízení jsou p°ínosem
v tom smyslu, ºe eliminují p°enosové ²pi£ky zkoumané struktury.

Lep²ích výsledk· dosahuje na první pohled LQR regulátor. Ten t¥ºí z principu optimál-
ního °ízení a je schopen efektivn¥ji vyuºít ak£ních zásah·. To m·ºeme pozorovat na niº²ích
amplitudách pohybu a zárove¬ ak£ních sil. Je v²ak t°eba mít na pam¥ti, ºe LQR regulátor
tak, jak byl navrºen v této práci neoperuje s limity pro ak£ní zásahy. Parametry regulátoru
byly, v rámci udrºení kontinuity s prací Ing. Hlavá£ka, optimalizovány p°i uvaºovaném ru²i-
vém zatíºení s amplitudou 10N . M·ºe se tedy stát, ºe p°i p·sobení v¥t²ích vn¥j²ích sil, bude
soustava ve stavu takovém, kdy regulátor bude poºadovat v¥t²ích ak£ních sil, neº je moºno
poskytnout. V ten okamºik by °ízení ztratilo svou optimalitu. LQR regulátor se osv¥d£il ve
st°edním a vy²²ím pásmu zvoleného frekven£ního spektra.

Prediktivní °ízení se osv¥d£ilo v pásmu zhruba do 35Hz. Hor²í celkové výsledky ve zbytku
kladu za vinu diskretizaci a hor²í podmín¥nosti matic uºívaného modelu. Ta dosahovala °ádu
106. Na charakteristice pr·b¥hu je patrná zvý²ená oblast amplitudy okolo 60Hz, ºe zhor²uje
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chování systému okolo tohoto bodu. Zna£nou výhodou v²ak z·stává, ºe tento zp·sob °ízení v
sob¥ implicitn¥ zahrnuje omezení ak£ních sil. To v kombinaci s on-line minimalizací cílového
kritéria znamená, ºe systém bude reagovat optimáln¥ - vzhledem ov²em k vlastnímu kritériu
- i p°i vy²²ích ru²ivých silách.

10 Záv¥r

V za£átku své práce jsem se v¥noval základním princip·m fungování a návrhu dynamických
hlti£· kmit·. Posléze jsem se zam¥°il na aktivní °ízení vibrací. Popsal jsem n¥kolik hlavních
aspekt·, které je pot°eba zohled¬ovat a zmínil základní regula£ní p°ístupy.

Byl vytvo°en stavový simula£ní model rovinné soustavy v prost°edí MATLAB a analyzovány
její základní dynamické vlastnosti za pomoci p°enosových funkcí a impulsní charakteristiky.

Odvodil jsem základní elektrodynamické rovnice pro piezoelektrické aktuátory a pro ak-
tuátory typu Voice Coil. Pro praktické pouºití jsem na základ¥ parametr· soustavy navrhl
konkrétní aktuátor typu Voice Coil. V prost°edí MATLAB jsem vytvo°il jeho stavový popis
a pomocí roz²í°ení stavového vektoru jsem ho implementoval do popisu mechanické soustavy.
Taktéº jsem zvolil senzory vhodné ke sledování soustavy a u£il její výstupy, jeº jsem uºil ke
konstrukci stavového pozorovatele v prost°edí MATLAB a SIMULINK.

Cílem °ízení bylo zlep²it tlumící vlastnosti soustavy, v rozsahu 10Hz aº 200Hz, v·£i vn¥j-
²ímu buzení o de�nované velikosti a zárove¬ dodrºet dosaºitelné silové parametry vybraných
aktuátor·. P°edstavil jsem dva r·zné zp·soby °ízení - optimální °ízení LQR a prediktivní
°ízení.
Pro ur£ení parametr· LQR °ízení jsem vytvo°il optimaliza£ní algoritmus, jeº p°i de�nované
hodnot¥ silového vstupu nalézá nejvhodn¥j²í moºné prvky penaliza£ních matic Q a R tak,
aby byla dodrºena stanovená omezení a simulací ov¥°il správnost °e²ení.
U prediktivního °ízení jsem vytvo°il predik£ní model a s pomocí kvadratického kritéria vy-
tvo°il model °ízení. Do °ízení jsem explicitn¥ zahrnul silové omezení aktuátoru bez závislosti
na vn¥j²ím zatíºení, k £emuº bylo vyuºito nástroj· kvadratického programoví v MATLABu.
Simulací jsem ov¥°il správnost °e²ení. Byly pozorovány a diskutovány numerické problémy
°ízení.

V záv¥ru práce jsem navázal na Ing. Hlavá£ka, který ve své diplomové práci optimalizo-
val geometrii, tuhosti a tlumení uloºení absorbéru na platform¥. P°ejal jsem optimalizované
parametry a na místo tlumení jsem vloºil vybrané aktuátory. Poté jsem s vyuºitím LQR a
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prediktivního °ízení simuloval chování soustavy p°i de�novaném zát¥ºném cyklu a porovnal
jsem výsledky s chováním optimalizovaného pasivního absorbéru s p°ipojeným tlumením.
Bylo zji²t¥no, ºe oba navrºené p°ístupy potla£ují ²pi£ky výchylek v daném zát¥ºném cyklu.
�ízení s vyuºitím LQR dosahovalo, aº na krátký úsek p°i niº²ích frekvencích, lep²ího výkonu
neº prediktivní °ízení. Vzhledem k pr·b¥hu sil i efektivn¥ji vyuºívá aktuátor·. Nevýhodou
LQR °ízení je, ºe je optimalizováno na danou maximální amplitudu zát¥ºe. V budoucí práci
by se m¥lo zpracovat systematickým zp·sobem omezení ak£ních zásah· LQR kontroléru,
p°ípadn¥ dosáhnout zlep²ení výkonu prediktivního °ízení.
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