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Schéma prace

Tato diplomova price se zabyvd moZnostmi numerického feSeni iloh mechaniky tekutin s volnou
hladinou. Pfikladem takové dlohy mize byt dopad kapky na pevny povrch, ¢i povrch pokryty tenkym
tekutinovym filmem. Pro simulaci je pouzita metoda Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). Jedna
se metodu vyuZivajici Lagrangetiv popis kontinua a jak ndzev napovidd, kontinuum je v této metodé
rozdeéleno na ¢éstice.

Prace je délena do nékolika kapitol. Prvni kapitola shrnuje zdkladni poznatky teoretické mechaniky
tekutin, jeZ se uplatiiuji pfi numerickém feSeni tloh s volnou hladinou.

Druh4 kapitola obsahuje shrnuti zdkladnich poznatki tykajicich se kapek a jejich interakce s pev-
nym povrchem a tenkym filmem tekutiny. RovnéZ jsou zde uvedeny numerické metody pouZitelné pro
feSeni dloh s volnou hladinou.

Obsahem tfeti kapitoly je odvozeni a popis metody SPH. Kromé diskretizace zdkladnich rovnic
mechaniky tekutin jsou uvedeny rovnéZ moznosti feSeni okrajovych podminek dlohy, povrchového
napéti ¢i numerické stabilizace feSeni.

Ve ¢tvrté kapitole je popsana konkrétni implementace metody SPH a funkcénost vypocetniho pro-
gramu je ovéfena na nékolika dlohéch.

V nésledujici paté kapitole jsou definovany ulohy interakce kapek, na kterych jsou demonstrovany
mozZnosti pouZité metody. Déle jsou diskutovdny vysledky simulaci a nastinén moZny dal$i vyvoj po-
uZitého programu.



Kapitola 1

Teorie mechaniky tekutin

V této kapitole je popsdna Lagrangeova a Eulerova metoda popisu pohybu v mechanice tekutin.
Diéle jsou odvozeny zdkladni rovnice mechaniky tekutin, tedy rovnice kontinuity, bilance hybnosti a
bilance energie. V tlohach s volnou hladinou je ¢asto nutné uvazovat povrchové napéti kapaliny, proto
je v této kapitole popsdn i tento jev.

1.1 Lagrangeova a Eulerova metoda popisu pohybu tekutin

z Xz

Na pohyb tekutiny 1ze nahliZet dvéma zptisoby. Pokud je sledovana primarné poloha hmotné ¢as-
tice tekutiny v Case, jedna se o tzv. Lagrangeliv (materidlovy) popis. Je-li primarné sledovédna rychlost
ve zvoleném bodu v prostoru, kterym prochdzeji riizné hmotné ¢4stice, jde o tzv. Eulertiv (prostorovy)
popis [1].

V Lagrangeovée piistupu je poloha ¢astice popsdna svou polohou v referencnim case X, a ¢asem ¢.

V tomto popisu jsou tak pfirozené popsdny trajektorie C4stic. Poloha kaZzdé cdstice tekutiny je funkci
referencni polohy, jeZ neni zavisla na Case, tedy

X = X(Xq,1). (1.1)

Rychlost a zrychleni ¢4stice tekutiny tak Ize formaln€ jednoduse ziskat postupnym parcidlnim derivo-
vanim polohy podle ¢asu. Plat{ tak

0X (X, 1)

V(X()st) = ot 5

(1.2)

resp.

wv(Xg,t) XXy, 1)
a(Xy.t) = azo = atzo .

Eulertv popis sleduje rychlost tekutiny jako funkci bodu v prostoru x a ¢asu ¢. Pfirozenym vystu-
pem tohoto popisu jsou proudnice tekutiny. Formalné zapsano

(1.3)

v =v(x,t). (1.4)

s Xz

Pro urceni zrychleni Castice tekutiny je tfeba uvaZovat to, Ze v daném bod¢ prostoru se nachazi kon-

s ¥z

krétni Castice. Tato ¢éstice se do tohoto daného bodu prostoru v Case ¢ dostala ze své plivodni polohy
Xp v referencnim case. Tuto skutecnost Ize zapsat jako

x =X(Xp,1),1). (1.5)
Argument funkce rychlosti (1.4) tak 1ze nahradit

v(x,t) =v(X(Xp,1),1). (1.6)



Rychlost je tak vyjaddfena v zdvislosti na Lagrangeovych souradnicich X, nezavislych na Case ¢. Zrych-
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len{ Castice 1ze nyni ziskat aplikaci vztahd (1.2) a (1.3). V indexovém zapisu

v (X (Xo,0),1) v (X (X, 1), 1)
at XA (X (Xy,1),1)

Nyni Ize uZitim (1.6) v opa¢ném sméru formalné prejit zpét k Eulerovym soufadnicim x. Vysledny
tvar pro zrychleni ¢astice v Eulerovych soufadnicich tak je

v (x,1t) N v (x,1)

o P vB(x,1). (1.8)

a%(x,t) =

Obdobny vztah jako (1.8) pro rychlost a zrychleni plati i pro jiné veli¢iny, které se prendseji kon-
vekei spole¢né s tekutinou, a jejich ¢asové derivace. Zavadi se proto tzv. materidlové derivace %. Pro
veli¢inu f plati

ap ap ap
Dfel _afh afh

Dr a1 | ox? (1.9)
Pro z4pis se misto indexového zdpisu Casto uzZiva piima notace
Df _of
E—E+(V-V)f. (1.10)

Prvni ¢len pfedstavuje zménu veli¢iny f v daném bod¢ prostoru bez ohledu na pohyb tekutiny. Proto
se oznacuje jako lokdlni derivace. Druhy ¢len zfejmé zdvisi na rychlosti tekutiny v daném bodé a
vyjadfuje tak ptenos veli¢iny f do daného bodu v prostoru spole¢né s tekutinou. Oznacuje se proto
jako konvektivni Clen.

V mechanice tekutin vétSinou nenf tfeba znét trajektorie jednotlivych ¢éstic, nybrz spise pole rych-
losti. Proto se v mechanice tekutin Castéji uplatiiuje Eulertiv popis a Lagrangetiv popis spiSe v mecha-
nice pevnych téles.

1.2 Zakladni rovnice mechaniky tekutin

ReSeni tloh mechaniky tekutin spo¢ivd v feSeni soustavy PDR s danymi okrajovymi podminkami.
T€mito rovnicemi jsou rovnice kontinuity, pohybové rovnice a energeticka rovnice. Vysledné odvozené
rovnice v této ¢4sti jsou ve tvaru vhodném pro diskretizaci metodou SPH.

1.2.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity je vyjadfenim zdkona zachovani hmotnosti. P¥i jejim odvozeni lze uZit bilanci
hmotnosti ve zvolené kontrolni oblasti €. Bilancovanou veli¢inou je tak hmotnost na jednotku ob-
jemu, tedy hustota p. V pripadé hmotnosti se neuvazuje moZznost jejiho vzniku v prostoru, proto se
akumulace hmotnosti v oblasti rovna jejimu konvektivnimu pfitoku do oblasti pfes hranici této oblasti.
Tyto divahy je moZno matematicky zapsat jako

ap
fQ V= fm(pv) -ndS. (1.11)

Yev s

Zaporné znaménko u integralu na pravé strané je proto, Ze n je vnéjs$i normdla hranice oblasti (2.
Uzitim Gaussovy véty lze prevést ploSny integral na pravé strané na objemovy na oblasti Q. Po této
upravé a prevedeni na levou stranu je bilance (1.11) upravena na

fg(i—?+V-(pv))dV:0. (1.12)

Oblast Q je zvolena libovolné. Proto je integrdl obecné nulovy, pouze pokud je integrovand funkce
nulovd v libovolném bodé€. Musi tedy platit

ap B
E+V-(pv) =0. (1.13)



Aplikace véty o derivaci soucinu ddle vede na

aa—f+<v-V)p+pv-v=o. (1.14)

UZitim (1.10) mGZe byt rovnice pfevedena na kone¢ny tvar s materidlovou derivaci
—— =—-pV -y (1.15)

1.2.2 Pohybova rovnice

Pro odvozeni pohybové rovnice l1ze vychdzet z bilance hybnosti v oblasti . Mérnd hybnost na
jednotku objemu je vyjadfena soucinem pv. Plati, Ze akumulace hybnosti v kontrolni oblasti je ddna
jejim konvektivnim tokem do oblasti a jejim pfenosem do oblasti prostfednictvim vnéjSich objemovych
a plosnych sil. Objemové sily jsou vyjadfeny objemovou intenzitou vnéjSiho silového pole (vnéjSim
zrychlenim) f a pdsobi na hmotu v celém objemu kontrolni oblasti. Plo$né sily jsou reprezentovany
plosnou intenzitou sily (napétim), které je zavislé na Cauchyho tenzoru napéti o a na sméru jednotkové
normdly hranice oblasti n. Napéti uvnitf oblasti pfedstavuje vnitini sily, které nemaji na celkovou

bilanci hybnosti vliv. Tato bilance matematicky zapsdna je

a
fgz ((?ptV)dV - fag(pv)v -ndS + fg prav + fag 7 - nds. (1.16)

Po aplikaci Gaussovy véty na plos$né integraly bilance nabyva tvaru

d
fg (ﬁptV)dV = - fQ V- (pw)dV + fg ofdV + fg V. adv. (1.17)

Libovolnost volby oblasti Q0 umoZiiuje, ze stejnych diivodi jako u rovnice kontinuity, pfejit do lo-
kalniho tvaru bilance. Kromé toho lze jesté aplikovat na prvni ¢leny na obou stranich rovnice vétu
o derivaci soucinu, ¢imZ je ziskén tvar

p—+—=—v=—pv-Vv =V - -(pv)yv + pf +V 0. (1.18)

Pti pfedpokladu platnosti rovnice kontinuity 1.13 se druhé ¢leny na obou strandch rovnice vzdjemné
odectou. Po prevedeni prvniho ¢lenu na levé strané na pravou lze téZ vyuZit vztahu pro materidlovou
derivaci 1.10. Kone¢né vydeéleni celé rovnice hustotou vede na vyslednou rovnici

Dy 1
E=f+;V-0. (1.19)

Tenzor celkovych napéti ¢ 1ze rozloZit na ¢ast tlaku p a ¢ast te€ného napéti T zapticinéného rych-
losti deformace a viskozitou ve formé

og=-pbd+T. (1.20)
V piipadé newtonskych tekutin plati pro te¢né napéti T vztah
T = p(Vv+ (V0)T) + 2(V - »)8, (1.21)

kde u je dynamicka viskozita a A objemova viskozita. Nejcast&ji se voli

3= _gﬂ_ (1.22)



1.2.3 Energeticka rovnice

Pfi odvozeni energetické rovnice se opét vychdzi z bilance v kontrolni oblasti. Tentokrat se bi-
lancuje celkova energie vyjddiend v objemu pomoci soucinu hustoty a mérné celkové energie pe.
Podle prvniho zdkona termodynamiky plati, Ze akumulace celkové energie je rovna souctu jejiho kon-
vektivniho pfitoku pres hranici oblasti, dodaného mechanického vykonu a celkového konduktivniho
tepelného toku ptivedeného pies hranici oblasti. Tedy

dpe B . .
fg —dv=- jm pev -ndS + W + Q. (1.23)
Mechanicky vykon i teplo privadéné do kontrolni oblasti jsou uvazovany jako kladné.

Meérn4 celkova energie je souctem mérné vnitini energie a mérné kinetické energie, tedy plati

1
e=1u +§v V. (1.24)
Celkovy mechanicky vykon vykonany tekutinou v kontrolnim objemu je souc¢tem vykond objemovych
a plosnych sil ptsobicich v kontrolnim objemu resp. na jeho povrchu, z ¢ehoZ vyplyva

W= [ pvfav+ [ v-o-ndS=[ (pv -f+V-@-0))dV. (1.25)

Pti konecné upravé bylo uZito Gaussovy véty. Pro vyjadfeni celkového tepelného toku hranici oblasti
Ize uzit Fouriertv zdkon vedeni tepla a k pfevodu na integral pfes objem opét vyuZit Gaussovy véty.
Lze tedy psat

0=- fmq-nds = - fm(—,WT) -ndS = fg V. (LVT)dV. (1.26)

Dosazenim konecnych vyrazt ze vztaht (1.24), (1.25) a (1.26) do bilance celkové energie (1.23),
pfevedenim konvektivniho ¢lenu na levou stranu a jeho dpravou uZitim Gaussovy véty vychazi

IQ%(”(L”%V W))dV+ [ V- (plu +%v vy )dV =
= fg (Pf-v +V-(v 'U))dV+fQV-(lVT)dV, (1.27)

Vzhledem k libovolné volbé oblasti Q 1ze opét prejit k lokdlni formé

d 1 1
E(p(u+§v W)+ V- (plu + 5V v )=(py f+ V- -0))+ V- (AVT). (128)
Aplikaci véty o derivaci soucinu na ¢leny na levé strané rovnice a ndslednym uZitim rovnice kontinuity
(1.13) a vztahu pro materidlovou derivaci lze rovnici pfepsat na

p%<u+%v v )=pv f+V-((v-0)+ (AVD)). (1.29)

Materidlovou derivaci kinetické energie je moZno upravit a ndsledné porovnat s pohybovou rovnici
(1.19). Timto postupem se ukazuje, Ze

D, 1 D
bil2" )= b

1
5V Y :v-ﬁzv-g+;V-a). (1.30)

Dosazenim tohoto vztahu do (1.29) a tdpravou prvniho ¢lenu v zdvorce na pravé strané podle véty
o derivaci soucinu vede k vysledné rovnici

Du %(Vv Lo+ V- (AVT)). (1.31)

Dr
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Obrazek 1.1: Zobrazeni pfirtistku plochy fazového rozhrani.

1.3 Povrchové napéti

Kapalina ma tendenci zaujmout takovou konfiguraci, aby jeji celkovd energie byla minimdlni.
V piipadé€ vyskytu vice fazi vznikd mezi t€mito fizemi rozhrani a s existenci tohoto rozhrani je spo-
jena povrchovd energie. Tato energie je piimo imérnd ploSe rozhrani a velikosti povrchového napéti
o, coZ je vlastnost rozhrani zavisld na fazich tvoficich rozhrani a jejich stavu.

Povrchové napéti ¢ miiZe obecné nabyvat kladnych i zdpornych hodnot. Pro kladné povrchové na-
péti energie rozhrani roste s jeho plochou a kapalina ma snahu tvofit rozhrani kone¢né plochy. V tomto
pripadé se jednd o fize nemisitelné. Pokud je povrchové napéti zdporné, minima je dosaZeno pfi ne-
kone¢ném povrchu rozhrani, coz nastane pfi dokonalém promiseni fazi. Jde tak o faze misitelné.

Povrchové napéti o 1ze interpretovat nejen jako energii jednotkové plochy rozhrani. Pro alternativni
piistup lze vyuzit obrazku 1.1. Nechf existuje membrana konstantni jednotkové tloustky predepjata
tahovym napétim . Toto napéti je nezdvislé na deformaci membrany. Vzhledem k jednotkové tloustce
membrany lze tahové napéti vyjadrit jako silu na jednotku délky S. Tato membrana pfedstavuje fazové
rozhran{ a deformad¢n{ energie membrany odpovida energii tohoto rozhrani. Déle nechf se ¢4st hranice
membrény o délce / posune o elementdrni vzddlenost dx v takovém sméru, ktery je v kazdém bodé
hranice normdalovy jak vzhledem k hranici tak vzhledem k membrané. PrirGstek deformacéni energie
membrany, ktery odpovid4 prirtistku energie fizového rozhrani, odpovidd praci vnéjsich sil pracujicich
na elementarnim posunuti dx. Jak jiZ bylo zminé€no energie faizového rozhrani je imérna plose, proto
pro jeji pfirGstek plati

dEpy = odA. (1.32)

Zéaroven pro elementédrni vykonanou préci 1ze psat
dW = S ldx. (1.33)

Z porovndni téchto vztahli a uvaZovani ziejmé rovnosti dA = Idx vyplyvd, Ze ¢ = S. Proto lze po-
vrchové napéti o fyzikalné interpretovat nejen jako ploSnou hustotu energie, ale rovnéz jako silu na
jednotku délky, kterd piisobi ve sméru te¢ném k ploSe rozhrani a normélovém k okraji rozhrani [2].
Vyse zminéné vysvétleni se odehrava na drovni kontinua. Povrchové napéti 1ze ovSem vysvétlit i
na molekularn{ drovni. Molekuly tekutiny na sebe navzajem plsobi pfitazlivymi silami. Dosah téchto
sil je fadové 10~ m. Pokud je molekula ve velké vzdélenosti od rozhrani fzi, je obklopena ostatnimi
molekulami rovnomérné ve vSech smérech a vyslednice pfitaZlivych sil je pfiblizné nulovd. OvSem
v piipadé, kdy se molekula ocitne v blizkosti fadzového rozhrani, miZe byt rovnovidha naruSena. MiiZe
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nastat piipad, Ze z pfilehlé faze plisobi na uvazovanou molekulu mensi ptitaZlivé sily nez z faze ke které
molekula néleZi. Potom vysledna sila pisobi smérem dovnitf faze uvaZzované molekuly. Molekula tak
mad tendenci opustit polohu v blizkosti rozhrani. Takto reaguji v§echny molekuly dané fize a proto
v blizkosti fdzového rozhrani zlstdva co moznd nejmensi pocet molekul. Tim se minimalizuje jeho
plocha a vysledny efekt je stejny jako v kontinudlnim piistupu [2].

Rozhranim ovlivnénd oblast molekul je vzhledem k omezenému dosahu mezimolekuldrnich sil
natolik tenkd, Ze v modelu kontinua ji 1ze uvaZovat jako dvourozmérnou plochu, prestoZe se ve sku-
teCnosti jednd o trojrozmérnou oblast.

1.3.1 Youngova-Laplaceova rovnice

tXn

Obrazek 1.2: Znazornéni rozhrani dvou fazi. Prevzato z [3].

Necht existuje rozhrani dvou fazi A a B, které je v rovnovédze. Pak pro libovolné zvolenou cast
tohoto rozhrani o plose A, jezZ je ohrani¢ena uzavienou kiivkou C musi platit, Ze vysledna sila je rovna
nulovému vektoru. Tlakové sily ptisobi ve sméru normaély k plose. Sily zptisobené povrchovym napétim
ptsobi ve sméru normaly ke kiivce C a zaroven ve sméru te¢ném k rozhrani. Tento smér je mozno
vyjadrit jako vektorovy soucin te¢ného vektoru kiivky C a normélového vektoru plochy rozhrani, jak
je zndzornéno na obrazku 1.2. Pfi uvazovani konstantni hodnoty povrchového napéti plati rovnice
rovnovahy

jA(pA —pp)ndA + o fc(t xn)dx = 0. (1.34)

Argument integrdlu v druhém clenu na levé strané této rovnice skaldrné lze vyndsobit libovolnym
konstantnim vektorem f a tento soucin déle upravit uzitim pravidla cyklické zdamény pro smiSeny
soucin. Nésledné Ize takovy kiivkovy integrdl pfevést na plosSny uZitim Stokesovy véty,

fc(txn) -fdx:fc(n xf)-tdx:fAVx(n x f) - ndA. (1.35)

ProtoZe vektor f byl volen jako konstantni, plati pro argument posledniho integralu

Vxmxf)-n=(f-Vin—(V-n)f)-n=f-((Vn)-n—- (V- -n)n). (1.36)
Zaroven plati
(Vn) -n = %V(n -n) =0, (1.37)

protoZe jednotkovy vektor ma konstantni velikost. Dosazenim vysledného vyrazu z rovnice (1.36) pfi
uvazovdani vztahu (1.37) do rovnice (1.35) vychédzi

fc(txn) dx = fA—(v-n)ndA. (1.38)



Silovou rovnovahu podle rovnice (1.34) je tak moZno pfepsat na

J, ((pa=pp) = a(V-n))nda = 0. (1.39)

z X2

Vzhledem k libovolnosti volby uvaZované ¢dsti rozhrani je tato rovnice splnéna pouze v piipadé, Ze je
nulovy argument integralu. Musi proto platit

(pa —pp) =a(V-n). (1.40)

Tento vysledny vztah byva oznacovan jako Youngova-Laplaceova rovnice [3]. Z této rovnice je patrné,
7Ze rozdil tlakd na obou strandch rozhrani je Gmérny povrchovému napéti a vyrazu V - n. Tento vyraz
vyjadiuje lokdlni kiivost rozhrani.

1.3.2 Styk t¥i fazi

Opc

C

Obrazek 1.3: Znazornéni styku tif fazi a sil pisobicich na spolec¢nou kiivku rozhrani.

Dvé faze tvoii mezi sebou rozhrani tvaru obecné plochy. V piipadé existence tif fazi mliZze nastat
situace, kdy kazda z fazi tvori rozhrani s obéma zbyvajicimi. Vznikaji tak tfi rizna rozhrani, jez se
stykaji ve spolecné kfivce. Za predpokladu, Ze jedna z fazi je pevnd, je tato situace zndzornéna na
obrazku 1.3. Na kfivku styku tfi fazi pisobi sily zptisobené povrchovym napétim. Ve sméru kolmém
k pevné fazi obecné nelze zajistit rovnovédhu téchto sil. Pro rovnovdhu ve sméru rovnobéZném s pevnou
fazi vSak plati

Opc — 0ac — 0apcosf =0. (1.41)

Resitelnost této rovnice je z4visld na hodnotdch povrchového napéti mezi jednotlivymi fazemi. Pokud
plati o g > 0 4¢c + 0 4p, pusobi vyslednice sil na spolecnou kiivku smérem doprava. Ta se tak bude
pohybovat timto smérem a plocha rozhrani AC se bude zvétSovat. Kapalina A dokonale smaci povrch C.
Opacna situace nastane, pokud plati 6 4~ > o g + 0 45- Vyslednice sil piisobi smérem doleva a plocha
rozhrani AC se zmenSuje. Kapalina A dokonale nesmaci povrch C. Pokud neplati Zddnd z uvedenych
nerovnic, lze z rovnice (1.41) ur¢it thel # pro rovnovdhu. Uhel # mtiZe zfejmé nabyvat hodnot od
0° do 180°. Nizsi hodnoty znamenaji vy$si smacivost a naopak.

Situace v predchazejicim odstavci predpokladd, Ze fazova rozhrani jsou v klidu. Pfi pohybu roz-
hrani se thel smaceni 6 od statické hodnoty lii. Jeho urceni je komplexni zdleZitosti a zavisi pfe-
devsim na rychlosti pohybu rozhrani. Pfi uvaZovani situace podle obrdzku 1.3 obecné plati, Ze pfi
pohybu kfivky kontaktu ti{ fazi smérem doprava je thel sméaceni 6 vEtsi nez staticky a pfi pohybu
ktivky doleva naopak mensi [4].



Kapitola 2

Kapky a numerické reseni jejich
interakci

Kapitola obsahuje stru¢né shrnuti zdkladnich poznatkil o kapkach a jejich moZném popisu bezroz-
mérnymi parametry. Také jsou popsdny jejich mozné interakce s pevnymi povrchy a povrchy s tenkymi
tekutinovymi filmy. Déle jsou uvedeny nékteré numerické metody, jeZ lze pro feSeni interakci kapek
pouZzit

2.1 Popis kapek tekutiny

Kapku tekutiny pohybujici se prostorem lze charakterizovat nékolika fyzikalnimi parametry. Te-
kutina, kterd kapku tvofi, m4 jistou hustotu p, dynamickou viskozitu u, a povrchové napéti vzhledem
k médiu kapku obklopujicimu ¢. Kapka ma déle urcitou velikost, danou napf. svym primérem D, a
rychlost pohybu V. Té€chto pét charakteristik prislusnych urcité kapce obsahuje celkem tii zakladni
fyzikdlni rozméry: hmotnost, délku a ¢as. Podle Buckinghamova teorému tak existuji dva nezdvislé
bezrozmérné parametry, jimiZ 1ze kapku charakterizovat. Pokud budou dvé kapky, tvofené rtiznou
kapalinou, o rtizné velikosti a rozdilné rychlosti, mit stejnou hodnotu téchto bezrozmérnych parame-
tri, 1ze je pokladat za navzdjem podobné a ocekdvat tak i podobné chovani. PouZiti bezrozmérnych
parametrti umoziiuje napf. zobecnéni vysledki experimentd a tim redukci jejich poctu.

Pro popis kapek se béZné pouzivaji tfi bezrozmérné parametry: Reynoldsovo ¢islo, Weberovo &islo
a Ohnesorgeho ¢islo. Reynoldsovo &islo vyjadfuje pomér setrvacnych a vazkych sil, Weberovo ¢islo
vyjadiuje pomér vlivu setrvacnosti a povrchového napéti a Ohnesorgeho ¢islo vyjadfuje pomér vlivu
vazkosti ku setrvacnosti a povrchovému napéti. Hodnoty téchto parametrd lze vyjadrit z parametr

kapky jako
on= L _ YWe
’ [poD Re -~

Z uvedené skupiny jsou nezdvislé libovolné dva bezrozmérné parametry, hodnota tetiho je druhymi
dvéma jednoznacné urcena.

Kapka miiZze dopadat na povrch pod riznymi dhly, jeji tvar miZe byt kulovy, ¢i tvaru elipsoidu,
déj mize probihat za rtizného tlaku okolniho média. Tekutina navic nemusi byt newtonska a popis
jejich reologickych vlastnosti je tak komplikovanéjsi. Pfi vysokych rychlostech hraje roli i stlacitelnost
kapaliny [5]. Pfi dopadu na suchy povrch hraje roli smacivost, drsnost a teplota povrchu. Tento povrch
miZe byt rovinny, nebo zaktiveny, dokonale tuhy, ¢i poddajny. V pfipadé dopadu na hladinu tekutiny
mizZe byt kapka tvofena stejnou tekutinou jako hladina, nebo tekutinou rozdilnou. V druhém piipadé
je tieba rozliSovat misitelné a nemisitelné kapaliny. Interakce jsou zavislé na tlousfce kapalinového
filmu. Hladina mtze byt klidna ¢i zvInénd [5].

Z vySe uvedeného vyctu je ziejmé, Ze moznych variant interakce kapek je obrovské mnoZstvi.
Proto nésledny popis se bude zabyvat pouze kolmymi dopady kapek tvofenych newtonskymi kapa-

D DV?
Rezu, e:p v

2.1



linami. Kapalinovy film je uvaZovén jako tenky, tvofeny stejnou kapalinou jako dopadajici kapka.
Suchy povrch je predpokladan rovinny, dokonale tuhy o stejné teploté jako kapka.

2.2 Dopad na kapalinovy film

a)

Obrazek 2.1: Mozné vysledky dopadu kapky na kapalinovy film - a) rozprostieni, b) zformovani ko-
runy, c) rozpad lemu na kapicky. Prevzato z [6].

Pri dopadu kapky na kapalinovy film hraje roli tloustka tohoto filmu 4. Ta je podobné jako pred-
chozi uvazované parametry uc¢inéna bezrozmérnou, a to konkrétné tak, Ze je ddna do poméru s pri-
mérem kapky D. Pro bezrozmérnou tloustku filmu H tak plati

H = D (2.2)
V pfipadé, kdy kapka a film jsou tvofeny stejnou kapalinou a kapka dopadd na povrch kolmo,
muze dojit ke trem kvalitativné odliSnym vysledktim této interakce [6]. V prvnim piipadé dojde k roz-
prostfeni kapky po hlading€ ve formé& tenké lamely, kdy je vysledny efekt podobny jako pfi dopadu na
dokonale smacivy pevny povrch. V druhém piipadé se po dopadu zformuje struktura podobnd koruné,
jez se postupné rozSifuje od mista dopadu v radidlnim sméru. Opét vznikne tenkd lamela tekutiny,
tentokrat ovSem sméfuje vzhiru. Na jejim okraji se vytvoii lem. Tteti pfipad je vlastné¢ pokracova-
nim druhého. Lem na okraji lamely se deformuje a z vrcholi takto deformovaného lemu tryskaji tenké
proudy tekutiny. Ty se ndsledné predevs§im vlivem povrchového napéti rozpadaji na jednotlivé kapicky.
Jednotlivé pfipady jsou zobrazeny na obrazku 2.1.
Z experimentu bylo odvozeno, Ze vhodnymi kritérii pro urceni, k jaké interakci dojde, je rela-
tivni tloustka filmu H a kombinace Weberova a Ohnesorgeho &isla ve tvaru WeOh=%4. Pro hodnoty
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H € (0,07;0,14) dochézi pro hodnoty WeOh=%4 < 400 k rozprostieni kapky. Ve stejném rozsahu re-
lativni tloustky filmu dochdzi pro hodnoty WeOh=%* > 2100 k rozstiiku kapi¢ek. P¥i hodnotdch mezi
témito kritickymi hodnotami dochdzi k tvorbé koruny bez rozstfiku. Pro hodnoty H € (0,01;0,07)
dochézi ke vzdjemnému pribliZzovani téchto kritickych hodnot a setkdvaji se pribliZné na hodnoté
WeOh™ %% = 1200 [6].

2.3 Dopad na pevny povrch

Obrazek 2.2: Mozné vysledky dopadu kapky na pevny povrch - a) usazeni, b) okamZity rozstfik, c)
rozstfik koruny, d) dplny odraz, e) ¢asteCny odraz, f) rozpad pri smrsténi. Prevzato z [7].

N P

Dopad kapky tekutiny na pevny povrch je jesté komplexnéjsi zaleZitosti nez dopad na hladinu
tekutiny. Vyrazny vliv na vysledek interakce ma smécivost povrchu a jeho drsnost. V zdvislosti na
parametrech kapky a povrchu bylo pozorovano Sest kvalitativné odli§nych vysledkd [7]. VSechny jsou
zobrazeny v nékolika po sobé ndsledujicich okamzicich na obrazku 2.2.

V prvnim pfipad€ dojde k usazeni celé kapky na povrchu, aniZ by se rozpadla na mensi ¢asti.
K tomu dochézi pri dopadu mensich kapek za niZSich rychlosti tvorenych kapalinami s vyssi viskozitou
dopadajici na povrch o nizké drsnosti.

Druhou moZnosti je tzv. okamzity rozstfik, kdy jsou sekunddrni kapicky rozstfikovany piimo
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z mista kontaktu kapky s povrchem. Dochézi k nému pfi dopadu na drsny povrch, kdy je kapka po-
meérné velkd, pohybuje se vySsi rychlosti a tvofi ji kapalina o niz$i viskozité a niZ§im povrchovém
napéti.

Déle mtiZe nastat jev podobny jako pfi dopadu na tekutinovy film, tedy vznik dtvaru podobného
koruné a rozstfik kapek z jeho lemu. Objevuje se pfi dopadu kapky tvorené tekutinou o nizké viskozité
i povrchovém napéti na povrch o nizké drsnosti vySsi rychlosti.

Nasledujici tfi moZné interakce jsou mozZné pouze v piipadé, Ze tekutina tvorici kapku mé relativné
vysoké povrchové napéti a nesmaci povrch, na ktery dopada. Ve vSech téchto pripadech dojde nejprve
k rozprostieni vrstvy tekutiny po povrchu. Vlivem setrvacnosti je maximdlni rozsah tohoto rozsifeni
vétsi, neZ by odpovidalo rovnovdZznému stavu. Proto dochdzi ke opétovnému smrsténi. V celkovém
potadi ¢tvrtou moZnosti je nasledny tplny odraz kapky od povrchu. Déle pti vy$§i dopadové rychlosti
kapky dochézi k odrazu pouze ¢4sti kapky, zbytek zlistdvad na povrchu. Pokud se k vySs§i rychlosti prida
i nizZs{ viskozita tekutiny, dojde béhem faze opétného smrstovani k rozpadu vrstvy tekutiny na mensi
kapky.

Vzhledem ke komplexnosti problému je obtizné urcit kritéria pfechodu mezi jednotlivymi moz-
nymi jevy pfi dopadu na pevny povrch [7]. V tomto ohledu zatim nebylo dosaZeno uspokojivych

vysledki [8].

2.4 Numerické metody pro reseni iloh interakce vodnich kapek

Pti feSeni dloh pohybu a interakce vodnich kapek je nutné, aby pouZitd metoda umoZziiovala identi-
fikovat fazové rozhrani a umoZnit jeho vyvoj v ¢ase. Pfi CFD vypoctech se nejcastéji vyuziva metody
kone¢nych objemti (MKO). To je metoda vyuZivajici Eulertv popis pohybu kontinua. A pravé pfi
tomto popisu je tieba pro sledovani rozhrani uzit zvlastnich metod. Dal§{ moZnosti je vyuziti metod
zaloZenych na Lagrangeové popisu. Pfi pouZiti materidlového popisu lze rozhrani fazi zpravidla ur-
¢it prirozenéji. Kromé vyse uvedenych moznosti, kdy se dloha fesi na drovni kontinua, Ize pouZit té€z
metodu Lattice-Boltzmann.

2.4.1 Euleriv popis

Tyto metody lze rozd€lit na dvé zdkladni kategorie: metody povrchové a objemové [9]. Povrchové
metody explicitné urcuji polohu rozhrani. Je tak pfesné zndm tvar tohoto rozhrani, coZ umoZiiuje
presné urcit sily zpisobené povrchovym napétim. Objemové sleduji pohyb tekutiny a z néj nasledné
urcuji tvar rozhrani. Z obou skupiny je vybrdno a bliZze popsdno po dvou dva metodéch.

Povrchové metody

Front Tracking Method urcuje polohu fizového rozhrani pomoci bodli umisténych na rozhrani.
Tyto body tvoii sit, jeZ je undSena konvekci. Pfi pohybu bodi mize dochézet k jejich nerovnomér-
nému rozdéleni. To tak musi byt v pribchu feseni korigovdno, pokud m4 byt zachovéna ptfesnost. Tato
metoda navic neni vhodnd pro piipady, kdy dochédzi ke spojovani nebo rozpadu rozhrani [9]. Nejevi
se proto jako spravna volba pro feSeni dopadii kapek.

Level Set Method vyuZivé k popisu polohy rozhrani tentokrat spojitou skaldrni funkci. Tato funkce
je pro jednu z fazi kladnd a se vzdélenosti od rozhrani roste, pro druhou f4zi je zdpornd a se vzdalenosti
od rozhrani klesd. Funkce je béhem feSeni undsena konvekci a jeji nulovd hodnota urcuje polohu
fazového rozhrani v kazdém casovém okamziku. Ve své nejjednodussi verzi metoda trpi nesplnénim
zdkona zachovani hmotnosti [9]. Bylo vSak publikovdno vylepSeni, které tento nedostatek vyrazné

omezuje a metoda byla pouZita pro simulaci dopadu kapek [10].
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Objemové metody

vz z ¥ 2z

Metoda Marker and Cell (MAC) vyuZiva k identifikaci fAizového rozhrani nehmotné ¢astice jeZ jsou
rozprostfeny v fesené oblasti. KaZdé je pfifazena hodnota odpovidajici tomu, v které fazi se nachazi
a vSechny jsou undseny spole¢né s tekutinou. Rozhrani je ndsledné rekonstruovédno v butikéch oblasti,
kde se nachazi ¢astice s riznou hodnotou. Jedna se o metodu robustni, ov§em pro piesné vysledky je
tieba pouZit velké mnoZstvi ¢astic, coZ ji ¢ini neefektivni [9].

Metoda Volume of Fluid (VOF) zavadi pro popis fadzového rozhrani funkci objemového zlomku
C. Taje vyc¢islena zvlast pro kazdou fazi a nabyva hodnoty 1, pokud je celd butika vyplnéna danou fazi
a hodnoty 0, pokud burika fazi neobsahuje. Soucet objemovych zlomkt v kazdé buiice je roven jedné.
V pripadé¢ pfitomnosti vice fazi v jedné buiice se hodnoty proménnych uréi jako linedrni kombinace
hodnot jednotlivych fazi, kde jako koeficienty linedrni kombinace slouzi prislusné objemové zlomky.
Napf. hustota v buiice obsahujici dvé faze tak je

p=Capa+Cppp. (2.3)
Objemovy zlomek je undSen pohybem tekutiny. Proto 1ze jeho vyvoj v ¢ase popsat rovnici

dc + V. (Cv) =0. 2.4)
dr
Pfi numerickém feSeni této rovnice nastdvaji komplikace. Pouzitim schémat vysSich fadd dochazi
k numerické nestabilité a oscilacim v feSeni. Naopak schémata niZsich fadd, jeZ jsou velmi stabilni,
zpasobuji postupnou difuzi pivodné ostrého rozhrani [9]. Je tedy tieba pouZit schéma, jeZ udrzi pri-
béh hodnoty objemového zlomku pti pfechodu fdzového rozhrani monotonni a ostry. Metoda VOF je
v soucasnosti nejcastéji implementovdna do komerénich CFD softwarl zaloZenych na MKO.

2.4.2 Lagrangeuv popis

Nejcastéji pouzivanou metodou zaloZenou na Lagrangeové popisu je metoda kone¢nych prvki
(MKP). Uzly sité jsou spojeny s materidlem, a proto je mozné rozhrani sledovat prirozené. Pokud
ovSem dochazi k velkym deformacim kontinua, deformuje se spolu s nim i vypoctova sif, ¢imz mize
trpét presnost feSeni. MKP tak nenf béZné pouZzivand pro CFD vypocty, protoZe pii pohybu tekutin

zpravidla dochdzi k velkym deformacim.

Casticové metody

Metody zaloZené na materidlovém popisu, jeZ jsou vhodné pro CFD vypocty, jsou tzv. ¢asticové
metody. Kontinuum je v téchto metodach diskretizovdno Casticemi. Piikladem casticové metody je
Particle in Cell (PIC). Céstice neinteraguji mezi sebou navzajem, nybrz pies sif bunék Eulerova popisu.
Jednad se tak o metodu se smiSenym popisem, kdy se cast ilohy fesi na trovni Castic a ¢4st na siti pevné
umisténé v prostoru [11].

Dalsi skupinou ¢asticovych metod jsou tzv. meshfree metody, jez viibec nevyuzivaji sif. Alge-
braické rovnice, jez jsou aproximaci parcialnich diferencidlni rovnic, jsou odvozovany ze vzajemné
polohy a rychlosti ¢4stic v daném ¢asovém okamZiku. Pfikladem takového metody je Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics (SPH), kterd je detailn¢ popsana v nésledujici kapitole a jiz jsou v této praci
ulohy s volnou hladinou feSeny. Existuje rovnéZ metoda Moving Particle Semi-Implicit (MPS), jeZ je
v nékterych ohledech podobna SPH [12].

2.4.3 Metoda Lattice-Boltzmann

Metoda Lattice-Boltzmann popisuje chovani latky pomoci Boltzmannovy rovnice. Boltzmannova
rovnice vychdazi z kinetické teorie plynti a pfi vhodném modelu srazek ¢astic tekutiny z ni Ize odvodit
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zédkladni rovnice mechaniky tekutin. Pohyb tekutiny tak Ize urcit i feSenim pfimo Boltzmannovy rov-
nice. Re$enf této rovnice je diskretizovano tak, Ze se &astice tekutiny mohou pohybovat pouze v pfedem
definovanych uzlech mfiZzky a v definovanych smérech [13].

Féazové rozhrani je uvaZzovano jako trojrozmérnd oblast, na rozdil od modeld pracujicich s konti-
nuem. Tento popis je bliZe realité a umoZziiuje tak ptirozenéjsi praci s fdizovym rozhranim. Podaftilo se
prekonat obtiZe pri simulaci rozhrani mezi dvéma fazemi s velmi rozdilnou hustotou, cozZ otvird moz-
nost pouZiti Lattice-Boltzmann metody pro feSeni interakce kapek [14]. Vyhodou metody je i vyraznd
moznost paralelizace vypoctu.
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Kapitola 3

Metoda SPH

V nasledujici kapitole je nejprve stru¢né popsana metoda SPH, jeji zdkladni filozofie a mozZné
aplikace. Déle jsou ozfejmeny principy, na nichzZ je zaloZen zptisob reprezentace funkce a jeji derivace
na oblasti. Rovnéz jsou uvedeny zdkladni vlastnosti vahové funkce, jeZ se pro tuto reprezentaci vyuziva.
Na zédklad€ aproximaci spojitych funkci jsou odvozeny nespojité ¢dsticové aproximace. RovnéZ jsou
zde uvedeny PDR pro popis dloh mechaniky tekutin v¢éetné moznych zptisobti jejich diskretizace.
Nedilnou soucésti simulaci je i realizace okrajovych podminek, kterym je v metodé SPH tfeba vénovat
ndleZitou pozornost. Ke konci kapitoly jsou uvedeny nékteré numerické aspekty simulace. Popsdny
jsou konkrétni ptiklady pouzivanych vahovych funkci a postupy vedouci ke zlepSen{ stability feseni ¢i
efektivity vypoctu.

3.1 Zakladni vlastnosti SPH

SPH je ¢asticovd metoda, jeZ je zaloZzend na Lagrangeove popisu. Lze ji pouZit jak pro simulace
v mechanice tekutin, tak pro vypocty pevnych téles. Uplatnéni nachdzi predevs§im tam, kde konvenéni
metody vypoc¢tl nardzeji na své limity. Ty jsou dany Casto tim, Ze pro diskretizaci oblasti pouZivajf sif.
Pro CFD simulace se jednd naptiklad o simulace volné hladiny, nebo pohybujici se hranice vypoctové
oblasti. V mechanice pevnych téles to mohou byt vypocty s velkymi deformacemi.

V SPH jsou diskretizovany PDR v Lagrangeové popisu, konkrétné jejich tzv. silnd forma. Hodnoty
proménnych a jejich prostorovych derivaci v konkrétnim bod¢ prostoru jsou aproximovany integraci
v okoli tohoto bodu. V disledku toho se SPH velmi podobd metoddm zaloZenych na slabé formé
PDR, jejichZ hlavnim rysem je prave integrovani na feSené oblasti [11]. Ze zptisobu prostorové apro-
ximace také vyplyva slovo smoothed v ndzvu metody. Operace integrace m4 totiZ tendenci vyhlazovat
extrémni hodnoty v feseni [15].

Jak napovidad druhé slovo v ndzvu metody, SPH pracuje s ¢asticemi. Lze pracovat s latkami, které
jsou pirozené ve formé &4stic, nebo kontinuum na &astice rozdélit. Céstice maji neménnou hmotnost
a kazda z nich nese i hodnoty dal$ich proménnych. Mohou také libovoln¢ ménit vzadjemnou polohu.
Aproximace hodnot proménnych vychdzi z aktudlni polohy Céstic, neni tedy tfeba pfed zahdjenim
vypoctu tvofit sif. Vzhledem k ¢asticovému vyjadieni prechdzi integrace pouZitd pro vyjadfeni apro-
Ximace na sumaci.

Zminénd diskretizace PDR se tyka pouze derivaci v prostoru, PDR jsou tak prevedeny na obycejné
diferenciélni rovnice (ODR). Pro ¢asovou integraci téchto rovnic se zpravidla pouZivaji explicitni sché-
mata. Ta jsou sice podminéné stabilni, ale jednotlivé Casové kroky jsou vypocetné relativné nendro¢né
[11].

3.2 Aplikace a modifikace metody SPH

Metoda SPH byla poprvé publikovana roku 1977, piivodné pro simulace tloh astrofyziky. Vzhle-
dem k podobnosti takovychto jevi, jako napf. formovani hvézd ¢i galaxii, s pohybem kapalin a plynt

15



byly tyto jevy popsany rovnicemi klasické mechaniky tekutin [16]. Vyhodou SPH pro vySe zminéné
dlohy je casticovy popis. Diky nému neni diskretizovan prostor, ve kterém se v daném Case nevy-
skytuje hmota. SPH rovnéZ umoziiuje ménit velikost ¢4stic a tim i pfesnost a ndro¢nost feSeni jak
v prostoru tak v Case [17].

Dal$imi CFD ulohami, kde se dobfe uplatni vyhody SPH, jsou napiiklad simulace explozi, ¢i
prenos tepla a hmoty. Metodou SPH Ize fesit i ilohy mechaniky pevnych téles majici v jistém ohledu
charakter dloh mechaniky tekutin. Pfikladem mohou byt simulace kiehkych lomt, procest tvareni
kovii ¢i dopady téles vysokymi rychlostmi [11].

Nevyhodou metody SPH je, Ze v oblasti namdhané tahovym napétim dochdzi k numerické nesta-
bilité feSeni. Tento problém se tak tykda materidlovych modeld, které umoZiiuji prendset tahova napéti.
Existuji postupy jak této nestabilit€¢ zabrdnit, nicméné v uvedenych piikladech mechaniky pevnych
téles se tato nestabilita neprojevuje. Diivodem je to, Ze vzhledem k vysokym rychlostem deformaci se
numericka nestabilita nestaci projevit [11].

Byly predstaveny i modifikace zdkladni metody SPH. Jednou z nich je Adaptive Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics (ASPH), jeZ dosahuje lepsich vysledki napiiklad v dlohdch dopadu za vysoké
rychlosti. Dals{ z t€chto modifikaci, Corrective Smoothed Particle Method (CSPM), zvySuje f4d kon-
zistence metody a tim vylepsSuje presnost feSeni jak uvnitf feSené oblasti, tak v okoli jeji hranice.
CSPM byla déle upravena a vysledkem je Discontinuous SPH (DSPH), kterd umoZiiuje dosdhnout
presnéjsiho feSeni v dlohéch s nespojitostmi, jako jsou napf. rdzové viny [11].

3.3 Reprezentace spojité funkce

3.3.1 Integralni reprezentace funkce

Zékladnim vychodiskem integralni reprezentace funkce pouZivané v metodé SPH je identita
f@) = [ f&)s6 -x)dv, 3.1)

kde Q je oblast, v niZ je libovolnd funkce f definovand a spojitd a x je radiusvektor konkrétnitho bodu
v prostoru, ve kterém mé byt hodnota funkce f vyjadiena. Radiusvektor x” je obecnd proménnd, pies
niZ se integruje. Déle § (x — x”) je Diracova delta funkce, jeZ md vlastnosti

S(x' —x) :{ oo prox =x

0 prox #x’ (32)

fg s(x’ —x)dV = 1.

Rovnice (3.1) je presné splnéna pokud je f (x) definovana a spojitd na oblasti Q. Vlastnosti Diracovy
delta funkce neumoZiuji jeji pouziti v numerickych vypoctech. Proto je nahrazena vdhovou funkci
(smoothing function, kernel function) W (x — x’, h) a rovnice (3.1) pfechdzi na pfiblizny vztah

flx) = fgf(x’)W(x’ —x,h)dV. (3.3)
Funkce W (x” — x, h) tak zfejmé& musi mit nékteré spole¢né vlastnosti s Diracovou funkci § (x” — x).

3.3.2 Vlastnosti vahové funkce

V nésledujicich odstavcich jsou uvedeny vlastnosti, které by méla mit vahova funkce W (x” —x, h),
aby byla vhodn4 pro integrdlni aproximaci funkce.
Z vlastnosti 3.2 Ize pfimo vyuzit druhou vlastnost, takzvanou jednotkovost vdhové funkce, tedy

fg W' —x,h)dV = 1. (3.4)
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Obrazek 3.1: Vahové funkce W v dostatecné vzdalenosti od hranice oblasti. Konzistence aproximace
funkce podle (3.3) zajiSténa, stejné tak platnost aproximace derivace podle (3.11). Pfevzato z [18].

Lze ukazat, Ze tato vlastnost zajisfuje aproximaci spojité funkce konzistenci nultého fadu, tedy kon-
stantni funkce je aproximovana ptesné [11]. Pokud je podminka (3.4) splnéna v dostatecné vzdalenosti
od hranice oblasti feSenf (obr. 3.1), nemtiZe byt zdroven splnéna v blizkosti hranice , nebot ¢ast plochy
je mimo oblast Q (obr. 3.2).

Argument £ je tzv. vyhlazovaci vzdélenost (smoothing length). Ta urcuje velikost oblasti, na které

funkce W (x” — x, h) nabyvd nenulovych hodnot. Matematicky vyjadfeno
W(x" —x,h) = 0pokud |x" — x| > x,,h, (3.5)

kde ,, je redlnd konstanta, jejiZ hodnota zdvisi na konkrétnim typu vdhové funkce. Tato vlastnost
redukuje integraci pfes celou oblast 2 na integraci pfes oblast zdvislosti bodu x (obr. 3.1). Tim se
zvySuje efektivita vypoctu.

Z ptedeslych dvou vlastnosti vyplyva vlastnost tfeti, Ze pokud se bude 4 limitné€ bliZit nule, prejde
vahova funkce v Diracovu funkci, tedy

}lirr(l) Wix' —x,h) =8x" —x). (3.6)

Pro nulové h tak aproximace (3.3) konverguje k ptesnému vyjadieni (3.1). Pro jednotkovou vyhlazovaci
vzdalenost 4 maji riizné vahové funkce rizné hodnoty maxima. Plati, Ze ¢im je toto maximum vyssi,
tim je i aproximace funkce presnéjsi [11].

Dalsi vlastnosti je nezdpornost vahové funkce. Z matematického hlediska neni tato podminka
nutnd, ovSem jeji nedodrZeni by mohlo vést k fyzikalné nesmyslnym vysledktim, jako je zdporna hus-
tota ¢i energie. Pfesto existuji metody odvozené z SPH, jejichZ vahové funkce tuto vlastnost nemaji.
Divodem je to, Ze pokud ma byt dosazeno vyssiho iddu piesnosti aproximace, musi funkce W (x” —x, h)
nabyvat i zdpornych hodnot [11].

I dalsi podminka vychdzi z fyzikdlni podstaty. V souladu s principem, Ze hodnota funkce v bliz-
kosti vySetfovaného bodu mé vétsi vdhu, neZ hodnota funkce v mist€ vzdilenéj$im, by méla vdhova
funkce monoténné klesat s rostouci vzdalenosti |x” — x|. Pokud vdhova funkce nespliiuje podminku
nezapornosti, pak nemiZe byt ani monoténné klesajici.

Pokud je vdhova funkce volena jako sudd vzhledem k x, zdvisi jeji hodnota pouze na velikosti
vektoru |x” — x|, nikoli na jeho sméru. Je tedy moZno psat vahovou funkci s tipravou v argumentu jako
W (lx" — x|, h). Soucin sudé a liché funkce je lichd funkce a integral ptes symetrickou oblast vzhledem
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oblast feSeni Q

A

oblast zavislosti bodu bodu x
x leziciv Q

Obréazek 3.2: Vahova funkce W v blizkosti hranice oblasti. Neni zajisténa konzistence aproximace
funkce podle (3.3) ani neplati aproximace derivace podle (3.11). Pfevzato z [18].

k x z liché funkce je nulovy. V diisledku toho I1ze sudost vdhové funkce vyjadrit i jako
J & =W —x,mdv =0. 3.7)

Uzitim Taylorova rozvoje lze ukdzat, Ze pro sudou funkci spliiujici podminku (3.4) je aproximace (3.3)
druhého fadu presnosti. Rovnéz plati, Ze tato aproximace dosahuje konzistence prvniho fadu, tedy
linedrni funkce je aproximovédna pfesné [11]. Tato vlastnost opét nemusi byt vZdy splnéna, n&které
metody vyuZivaji nesymetrické vdhové funkce.

Véhov4 funkce by rovnéZ méla byt dostate¢né hladkd. Pfi prechodu od spojité funkce k ¢ésticim

tak dochdzi k mensimu ovlivnéni feSeni nepravidelnosti rozmisténi ¢astic. Také stabilita feSenti je silné
zavisla na hladkosti vahové funkce [11].

3.3.3 Integralni reprezentace derivace funkce

Aproximaci prostorové derivace funkce Ize jednoduse vyjadfit uZitim vztahu (3.3) pouhym nahra-
zenim funkce f (x) jeji derivaci V - f(x). Tedy

V-flx) = fg (V-f&))W&' —x,h)dV. (3.8)

VyuZitim pravidla o derivovan{ soucinu lze upravit pravou stranu rovnice a integral rozdilu dvou ¢lenti
prepsat na rozdil integralt

V-fx) = fQV~(f(x’)W(x’ —x,h))dV—fo(x')-VW(x' —x,h)dV. (3.9)

Na prvni integrdl na pravé strané€ lze aplikovat Gaussovu vétu, ¢imz je objemovy integrél pres oblast
pfeveden na ploSny integrdl pfes hranici této oblasti. Tato tprava vede na vyraz

V-f(x) = fa (FaHW & —x.h)) -ndS—fo(x’)-VW(x’—x,h)dV, (3.10)

Q

kde n je vektor vn&j$i normdly hranice oblasti. Pokud mé funkce W(x" — x, h) vlastnost omezené
oblasti zdvislosti podle rovnice (3.5) a zdroveni vzddlenost bodu x od hranice oblasti Q je vEétsi nez
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i, (obrazek 3.1), ploS$ny integrél bude nulovy a tak vysledny vztah pro aproximaci derivace funkce
bude
:_f f&') - VW' —x,h)dV. (3.1D)

Operace derivace funkce je tak pfevedena na derivaci vdhové funkce. Vztah (3.11) plati pouze v dosta-
tené vzdalenosti od hranice, protoZe pokud je vzdalenost bodu x od hranice mensi nez «,, 4, plosny
integral v (3.10) neni obecné nulovy. Tuto situaci ilustruje obrazek 3.2. To ma dusledek pro reali-
zaci okrajovych podminek. Pokud je vdhova funkce jednotkova a sud4, dosahuje aproximace (3.11)
konzistence prvniho fadu [11].

3.4 Casticova aproximace

Funkce f (x) neni v metodé SPH vyjadiena jako spojita funkce, nybrz svymi funkénimi hodnotami
v diskrétnich bodech. Hodnota funkce v bodé€ i je z4visla na na hodnotach funkce v bodech j, které jsou
v oblasti zdvislosti bodu i (obr. 3.3). VSechny body j jsou hmotnymi body, maji tedy danou hmotnost
m;. Za predpokladu, Ze kazdému bodu j je pfifazena i hustota p;, 1ze urcit i objem &astice j jako

v, = L. (3.12)
Spojitou aproximaci funkce (3.3) tak lze zdménou sumace za integraci ptevést na diskrétni tvar. S¢itaji

se vSechny cdastice v oblasti zdvislosti bodu i a infinitezimalni objem dV je nahrazen objemem cdstice
V;. Po tprave vychazi vysledny vztah

N
Z fx)wy, (3.13)
=1 P
kde
Wi = W(k; —x;|. h). (3.14)

Analogicky lze vySe uvedeny postup uplatnit pfi odvozeni ¢asticové aproximace derivace funkce.
Vychodiskem je rovnice (3.11) a po Gpravach vyjde

N
Vfx) 'Z If () VW (3.15)
Pj
kde
XX ow,;
VW . (3.16)

|x - X; | dlx; le

Obracené znaménko vyplyva z toho, Ze operace V,;W,
odpovidalo spojité aproximaci.

Casticovou aproximaci funkce a derivace funkce Ize chépat jako vaZeny primér funk&nich hodnot,
kde vdhovymi kritérii jsou objem C4stice a vdhov4 funkce resp. gradient vdhové funkce. V obou vzta-
zich se vyskytuje hmotnost ¢astic a jejich hustota, proto je mozno metodu SPH pfirozené aplikovat na
CFD tlohy, kde je hustota pfimo jednou z fesenych proménnych.

;i se vztahuje k &dstici i a nikoli k j, jak by

3.4.1 Konzistence ¢asticové aproximace

Pokud jsou splnény podminky jendnotkovosti a sudosti vdhové funkce podle rovnic (3.4) a (3.7),
je v dostatecné vzdélenosti od hranice oblasti pro spojitou aproximaci zajisténa konzistence prvniho
fadu. Pfi prechodu k ¢asticovému popisu lze tyto podminky pievést na diskrétni vyjadieni

N
Wx-x;,n)V; =1, 3.17)
Jj=1
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Obrizek 3.3: Césticovd aproximace funkce. Nekonzistence zpiisobena a) blizkosti hranice oblasti b)
nerovnomérnym rozmisténim ¢4stic. Pfevzato z [18].

N
Y (x—x)Wix —x;,h)V; = 0. (3.18)
j=1
Ovsem v disledku toho, Ze Castice se miiZe nachdzet v blizkosti hranice (obr. 3.3a) nebo ¢éstice mohou
byt rozmistény nepravidelné (obr. 3.3b), neni ani jedna z podminek obecné splnéna. Navic i pro pra-
videlné rozmisténé ¢astice mize dojit k nesplnéni rovnice (3.17) vlivem nevhodné volby vyhlazovaci
vzdalenosti & [18]. Nen{ tak zarucena ani konzistence nultého fadu, coZ ma negativni vliv na presnost
feSeni. Existuje nékolik zpisobt jak konzistenci metody alespoii Castecné vylepsit.

Jednou z moZnosti je piimo vyuZit diskrétni tvar podminek konzistence, tedy rovnice (3.17) a
(3.18), a z nich urcit vdhovou funkci. Kviili nerovhomérnosti rozmisténi ¢astic musi byt vahova funkce
pro kazdou Castici urCena zvlast, a to v kazdém casovém kroku. Proto tento zplisob zvySuje naroky
na vypocet. Navic takto vytvorend funkce obecné€ neni nezdpornd, klesajici ani sudd, coz miiZze vést
k nefyzikdlnim vysledkim vypoctu. Presto, Ze tato metoda vede ke zvySeni fddu konzistence, nelze ji
pro CFD vypocty snadno aplikovat bez dalSich tprav metody [11].

Jinym zplisobem jak zvySit fdd konzistence metody je tzv. Corrective Smoothed Particle Method
(CSPM). Tu lze odvodit z Taylorova rozvoje funkce f(x) se sttedem v bodé x;. Vysledny vztah pro
diskrétni aproximaci funkce v bodé x; je

N
> S x)WyV;
Jx;) = ’:1N— (3.19)
2 Wy,
j=1

Diky normalizaci jmenovatelem je dosazeno konzistence nultého faddu pro Castice uvnitf oblasti i
v blizkosti jeji hranice pro libovolné rozmisténé ¢astice. Pfi pravidelném rozmisténi ¢éstic je pro ¢4s-
tice v dostatecné vzdélenosti od hranice dosazeno konzistence prvniho fadu [18].

Pro zvySeni pfesnosti aproximace derivace funkce lze vyuZit toho, Ze derivace vdhové funkce je

funkce lichd, z ¢ehoZ vyplyva

N
Y VW,V =0. (3.20)
j=1

v s Xz

Tento vyraz je presné nulovy pouze v pripad€ pravidelného rozmisténi ¢astic a v dostatecné vzdalenosti
od hranice oblasti. Pfi¢tenim f(x;) ndsobku tohoto vyrazu k rovnici (3.15), resp. odectenim téhoz
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vznikne vztah

N
Vofa) =Y (fo) ££(x)) - VW,V (3.21)
j=1

Takovito formulace, ve které se vyskytuje soucet ¢i rozdil funkénich hodnot pro Céstice i a j, ma
pozitivni vliv na dodrZeni zdkond zachovani a tedy i na pfesnost [16].
Stejné jako pfi aproximaci funkce lze i pfi aproximaci derivace vyuZit CSPM. Vysledny vztah pfi

pouZiti této metody je
N
(Fx) = fx)) - VW,V
j=1

Vfx) = . (3.22)

> (= x) - VWY,
j=1

Y 2z ¥z

Takto vyjadifend aproximace dosahuje konzistence nultého fadu pro ndhodné rozmisténé Castice jak
uvniti feSené oblasti, tak v blizkosti jeji hranice [18]. V disledku toho, ze CSPM byla odvozena
z Taylorova rozvoje, neni moZné ji pouzit pfi simulaci jevd, které provazi nespojitosti, napt. rdzové
viny.

3.5 Diskretizace rovnic mechaniky tekutin

V nasledujici ¢asti jsou uvedeny mozné zptisoby diskretizace rovnice kontinuity, pohybové rovnice
a energetické bilance odvozené v ¢asti 1.2. V rovnici bilance energie neni uvaZovan ¢len zohlediujici
vedeni tepla. V indexové notaci Ize rovnice zapsat

D av?
Dv¢ _fa+lda“ﬂ (3.24)
Dr p axP’ ’
ap a
Du _c av (3.25)

Dt~ p oxP

3.5.1 Aproximace hustoty

Prvni zptisob aproximace hustoty v fesSené oblasti vyplyva piimo z rovnice aproximace funkce
(3.13), kde se za obecnou funkci f (x) dosadi hustota p (x). Vysledny vztah je pak jednoduse

N
Jj=1

Pfesnost této aproximace lze zvySit vyuZitim CSPM. V takovém piipad¢ je vychodiskem rovnice
(3.19), dosadi se stejné jako v pfedchozim postupu a vychazi

(3.27)

Druhou moZnosti je vyuzit rovnici kontinuity. Vysledkem aplikace vztahu pro aproximaci derivaci
funkce (3.15) na rovnici kontinuity (1.15) je vztah

Dp; " g OW
T N i) (3.28)
Dt l]; Pi 7 axP
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Lze aplikovat i vztah (3.21) a vysledkem pak je

oWw..
4 r v ﬂf . (3.29)
=P 0x;

Dal3i alternativou je upravit pravou stranu rovnice kontinuity (1.15) pouZitim vztahu pro derivaci
soucinu funkci a opét aplikovat aproximaci (3.15). Takovyto postup vede k vysledku

Dpz ) oW

Z m; v (3.30)
Ox.ﬁ

Vztahy (3.29) a (3.30) pracuji s relativni rychlostl’ Castic, coz vede ke zmensSeni chyb vznikajicich
v disledku nizkého fadu konzistence ¢asticové aproximace [11].

Vyhodou prvniho pfistupu je pfesné dodrZeni zdkona zachovani hmotnosti. V blizkosti materia-
lovych rozhrani dochdzi ptfi pouZiti vztahu (3.26) ke sniZovéni hustoty. PouZitim vztahu (3.27) lze
tento nedostatek potlacit. Pfi pouZiti vztahd vychazejicich z rovnice kontinuity nedochézi ke zkresleni
hodnoty v blizkosti rozhrani. Rovnici kontinuity 1ze rovnéz fesit paralelné s ostatnimi rovnicemi a tak
sniZit Casovou ndro¢nost vypoctu. V tdlohdch s vyraznymi nespojitostmi se zpravidla upfednostiiuje
postup pres feSeni rovnice kontinuity [11].

3.5.2 Aproximace bilance hybnosti

Stejné jako v piipadé hustoty lze i aproximaci bilance hybnosti vyjadrit v riznych tvarech. Prvni
¢asto uzivany vztah vznikne aplikaci vztahu (3.21) na pravou stranu pohybové rovnice (3.24). Vy-
sledny vztah tak je

a’f 4 aaﬂ oW,

(3.31)
Z J pzp] axl-

Druhého obvykle uzivaného tvaru lze dosahnout Upravou pravé strany rovnice bilance hybnosti uZitim

vzorce pro derivovani soucinu funkci a na takto pfepsany vyraz pouZit vztah (3.15). Pfi tomto postupu
je vysledkem vyraz

Dy X g off awy
o j;m]( e e )axf' (3.32)
Ob¢ tato vyjadreni jsou symetricka vzhledem k indextim i a j, coZ omezuje chyby zapfi¢inéné nizkym
fddem Cdsticové aproximace [11].
V piipadé uvaZovani viskozity je tfeba jeSté doplnit vztah pro napéti od deformace tekutiny. Rov-
nice (1.21) se diskretizuje uZitim vztahu (3.21) a vysledkem je

Wy m; awy;
a,B . Ve V-ﬁ _ ﬁ + l._] v -7 ljéaﬁ 3.33
Zu,pj( X oo T T ) ¥ Ay o] =) (333

a)’

1

3.5.3 Aproximace bilance energie

Pri aproximaci ¢asové zmeény vnitini energie podle rovnice (1.31) je vhodné rozdélit tenzor cel-
kovych napéti o na tlakovou a deformaéni &ast podle (1.20). Upravami vztaht pro tlakovou praci,
podobnymi jako pti odvozovani aproximaci rovnice kontinuity a bilance hybnost, 1ze dosahnout dvou
vztahl aproximujicich bilanci energie

Du, 1 pitpy 5 5 0Wy 1 45 ap
3 M O =V ) 5 + 5T T (3.34)
Dr 2477 pipy ' axf 2
oW;; 1

= £ -J B _ B L a/} aﬁ
o 22 m( 25 +p])<vz Dod (333)

Priristek vnitini energie od disipace vlivem vazkosti je zfejmé v obou pfipadech aproximovén
stejnym zplisobem.
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3.6 Realizace okrajovych podminek

Zv1astni pozornost je tfeba vénovat vynuceni okrajovych podminek. V piipadé pevné hranice, tedy
stény, je realizace okrajovych podminek o néco méné ptimocard neZ u metod vyuZivajicich sité. Dlivo-
dem je nekonzistentnost metody v blizkosti hranice, kde v blizkosti ¢astice i nejsou okolni interagujici
Castice j rozmistény ve vSech smérech piibliZzné stejné.

Prvnim pfirozenym pozadavkem je, aby ¢astice pevnou st€énou neprochdzely. Toho Ize dosdhnout
umisténim specidlniho typu ¢éstic pfimo na hranici. Tyto ¢éstice se nedcastni aproximace hustoty ¢i
ostatnich veli¢in, pouze plisobi odpudivym zrychlenim na ¢éstice tekutiny. Jeho velikost je

ro \P1 ro \P21%Xij o
D[<rij) (,»l.j) ],,5 pro 'y <1
Jij = , (3.36)
0 pro o oy
rij
kde D, p;, pa, a ry jsou volené parametry. Velikost D by méla byt imérnd kvadratu charakteristické
rychlosti tlohy [19]. Pro exponenty p; a p, musi platit podminka p; > p,. Hodnoty je tak moZno volit
napiiklad p; = 4, p, = 2, nebo p; = 12, p, = 6 [19]. Vzdalenost r( se voli stejnd jako vzdjemnd
vzdalenost hrani¢nich ¢4stic. Tato vzdélenost je nejcastéji polovicni v porovnani s pocatecni vzdale-
nosti ¢4stic tekutiny. Vyhodou tohoto piistupu je jeho jednoduchost. Nedostatkem naopak to, Ze nefesi
nekonzistentnost metody v blizkosti hranice. Déle jim nelze vynutit nulovou rychlost v te€cném sméru,
proto je nevhodnad pro tlohy s uvazovanim viskozity.

Nejjednodussim zptisobem vynuceni nulové te¢né rychlosti na hranici je ptfifazenim hmotnosti,
hustoty a rychlosti ¢asticim na hranici. Ty se tak tcastni aproximace téchto veli€in a pfi predepsani
nulové rychlosti téchto ¢4stic bude rychlost na st€éné nulova. Tato drobnd dprava vSak stdle nezlepSuje
konzistenci, a proto nedosahuje velké presnosti. Vyse zminéné ¢astice se oznacuji jako virtudlni ¢astice
prvniho typu (virtual particles of type I) [11].

Jednou z cest jak omezit chyby vznikajici v blizkosti hranice je umisténi ¢4stic i vné feSené oblasti.
Tyto Castice se oznacuji jako virtudlni ¢4stice druhého typu (virtual particles of type II) [11]. Existuji
v z4sadé dva pristupy.

Prvnim je zrcadleni ¢astic podle hranice. Zrcadlend Cdstice m4 stejnou hustotu i dalsi veli¢iny
stejné jako pivodni ¢éstice, kromé rychlosti. Ta m4 stejnou velikost, ale opacny smér. Tim virtudln{
Céstice generuji odpor proti pronikdni a pti uvaZzovani viskozity vynucuji i podminku nulové te¢né
rychlosti na sténé. Vytvareny odpor vici pronikdni nebyva zpravidla dostatecné silny, aby plné za-
branil pronikani Castic tekutiny sténou. Proto je tento pristup kombinovan s odpuzujicimi Casticemi
umisténymi na hranici (obr. 3.4) [11]. Zrcadlené ¢dstice musi byt generovdny v kazdém ¢asovém kroku
a jejich pocet se tak méni. Proces mtize byt problematicky pfi pouziti na hranicich s velkou kiivosti ¢i
ostrymi hranami, obzvlast€ v trojrozmérném piipadée [20].

Druhou moZnosti je umisténi ¢4stic na hranici do n€kolika vrstev, vétSinou alesponi ti{. Jejich pocet
a poloha je tak pevné ddna. Nevyhodou tohoto postupu je to, Ze tloha mtize obsahovat vétsi pocet
Céstic, nez by bylo nutné. MiZe se tak zvySovat ndronost vypoctu, aniZ by se toto projevilo na kvalité
feSeni.

K pfenosu rychlosti z ¢astic tekutiny na virtudlni ¢astice 1ze uzit vztah

Z errv
y, = —— (3.37)

v _—7
> W
r

kde indexy v a r oznacuji ¢astice virtudlni resp. redlné a W,., hodnotu vzajemné vahové funkce téchto
Castic [21]. Ze zdporného znaménka je patrné, Ze vyslednd rychlost virtudlni ¢astice bude opa¢nd
vzhledem k rychlosti blizkych ¢éstic tekutiny. Je tak docileno podobného efektu jako pfi zrcadleni
¢astic. Pokud dochdzi k pohybu stény, musi byt v souladu s tim upraveny i rychlosti virtudlnich ¢4stic.
V takovém piipadé plati

v, =v,+2r, (3.38)
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virtualni ¢astice
druhéhé typu

virtualni ¢astice
prvniho typu

pevna hranice

realna ¢astice

vypoctova oblast

Obrizek 3.4: Realizace okrajovych podminek pouZitim obou typt virtudlnich &4stic. Céstice i v bliz-
kosti hranice interaguje se vS§emi druhy cdstic. Pfevzato z [18].

kde ¥, je upravend rychlost a v je rychlost stény [21].
Tlak virtudlnich ¢4stic je uréen vztahem

Zpr ry Za err
P ZWW !

kde a, je zrychleni stény ar,.,, je vektor spojujici redlnou a virtudlni ¢4stici [21]. Do zrychleni stény se
zapocitavd i tthové zrychleni. Hustota virtudlnich ¢astic se dopocitd z tlakti pouzitim stavové rovnice.
Vyse popsany zplisob je robustni a nevyZaduje Zadnou dodatecnou informaci o hranici, pouze polohy
virtudlnich ¢astic.

Alternativou k vySe uvedenému zptsobu urceni rychlosti pro pevné rozmisténé virtualni Castice
je jeji zrcadleni podle te¢ny k povrchu [22]. Tento postup vsak vyZaduje analytické vyjadieni hranice.
Byla publikovdna i metoda vyuZivajici dvé vrstvy ¢éstic, které jsou ovSem uvnitf feSené oblasti. Tim
je sniZen celkovy pocet ¢4stic, a tedy ndrocnost vypoctu [20].

(3.39)

3.7 Implementace povrchového napéti

Prvni zptisob modelovani povrchového napéti vychazi z Youngovy-Laplaceovy rovnice 1.40. Pro
jejifeseni je zfejmé nutno urcit smér normdly k fdzovému rozhrani. K tomu slouZi funkce objemového
zlomku C, podobné jako v metodé VOF. Tato funkce nabyva jednotkové hodnoty, pokud ¢éstice nalezi
dané f4zi a nuly v opa¢ném piipadé¢. Jednotkovd normdla dané ¢astice i je urena vztahem

V(;
n; = m (340)
Gradient funkce objemového zlomku lze aproximovat uZitim vztahu (3.21) jako
N mj ~
VG =) ;(cj ~C)V,W,;, (3.41)
j=1 Fi
kde C; je hodnota ziskand ze vztahu
N m
G —C;W;;. 342
i ]Zl p; (3.42)
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Nutnost pouZiti funkce C;, jeZ vyhlazuje skok objemového zlomku na rozhrani, je zfejma predeviim
pri uvaZovani pouze jedné kapalné faze a nahrazeni plynné faze prazdnym prostorem. V tomto pripadé
maji viechny ¢éstice stejnou hodnotu objemového zlomku a nahrazenim C; za C; v rovnici (3.41) by
gradient vychdzel za vSech okolnosti nulovy. Aby nebyla pfifazena normadla k fizovému rozhranf{ ¢as-
tici, jeZ neni v blizkosti tohoto rozhrani, napt. vlivem neuspofddanosti ¢astic, musi velikost gradientu
|V C;| prekrocit jistou hodnotu. Tuto prahovou hodnotu je vhodné volit na v zdvislosti na vyhlazovaci
vzdalenosti & [23].

Youngova-Laplaceova rovnice prfedpokladd vznik skokové zmény tlaku na rozhrani. To by odpo-
vidalo zavedeni sily na jednotku plochy fdzového rozhrani, kterd by tento skok vyvolala, do pohybové
rovnice. Pro numerické vypocty je ovS§em vyhodnéjsi pracovat se silami na jednotku objemu. Moz-
nym FeSenim je pfifadit fizovému rozhrani kone¢nou tloustku. Tim se oblast na kterou pusobi sily od
povrchového napéti stane tfirozmérnou. Pro definici této oblasti 1ze pfirozené pouZit gradient funkce
objemového zlomku. Nenulovost tohoto gradientu indikuje pritomnost faizového rozhrani. Na zdkladé
téchto Uvah Ize Youngovu-Laplaceovu rovnici pfevést do tvaru

f= %U(V -n)VC. (3.43)

Rovnice 3.43 ma zfejmé rozmér sily na jednotku objemu, bylo by tedy moZné ji do bilance hybnosti
zavést jako objemovou silu f. Jako vyhodnéjsi se ovS§em ukazuje zavést tenzor povrchového napéti S
a silu zptisobenou povrchovym napétim urcovat z jeho divergence [24]. Plati

c(V-n)VC=V-§ =V-(a|VC|(6—nn)). (3.44)

Aproximaci tohoto vztahu pak lze provést podobné jako v pripadé aproximace divergence tenzoru
celkovych napéti v bilanci hybnosti [23]. Vysledek tak je

b & sl s

= m:
Dr = ’(p? Py

Oxl-ﬂ .

)

Vyhodou tohoto pfistupu je to, Ze pracuje s hodnotou povrchového napéti o, coz je fyzikalni vlast-
nost fazového rozhrani. Nevyhodou je relativné obtiZnéjsi implementace oproti modeliim uvedenym
dle.

Druhou moznosti je uvaZovat to, Ze povrchové napéti je vysledkem plisobeni sil, jimiZ na sebe
ptsobi jednotlivé molekuly. Efektu povrchového napéti tak 1ze dosahnout uvazovanim vzdjemného
silového pilisobeni ¢dstic. Tyto sily plisobi mezi ¢asticemi a jsou pritazlivé pri vétsi vzdalenosti a od-
pudivé, pokud se Castice priblizi. Velikost sily je ddna i tim, jaké fazi Castice nalezi. Pokud je Castice
daleko od rozhrani, je obklopena ¢4sticemi stejné faze pfiblizné rovhomérné a vyslednd sila na ni je
tak blizka nule. Jeden takovyto model byl publikovadn napf. v [25].

Takového modely jsou pomérné snadno implementovatelné. Cenou za to je ovSem to, Ze kon-
stanty modelli nemaji fyzikdlni vyznam, a proto je nutnd jejich kalibrace za pouziti numerickych ex-
perimentti. Byl ovS§em publikovan i model tohoto typu, ve kterém vystupuje jako konstanta piimo
povrchové napéti o [26].

(3.45)

3.8 Numerické aspekty simulace metodou SPH

3.8.1 Vahové funkce

Véhova funkce pouzitd pro aproximaci mize mit podstatny vliv na feSeni tlohy. Existuje velké
mnoZstvi vdhovych funkci. V této ¢ésti jsou uvedeny pouze ty, které jsou implementovdny ve vypo-
¢etnim programu publikovaném v [11]. Dal$i vahové funkce a jejich vlastnosti i postupy pfi konstrukci
vihovych funkci 1ze nalézt napt. v [11].

Vsechny popisované funkce jsou sudé, proto je lze vyjadrit jako funkce vyhlazovaci vzdéalenosti /
arelativni vzddlenosti od pocatku R = r/h, kde r je skute¢nd vzdélenost od pocdtku. Aby byla splnéna
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Obrézek 3.5: Kubickd vdhova funkce a jeji derivace v 1D pro 2 = 1 m.

podminka jednotkovosti vahové funkce podle rovnice (3.4), musi byt vdhova funkce ndsobena funkci
a y, kterd je rizna pro pro 1D, 2D a 3D piipad.

Hojné pouZivanou funkcf je tzv. kubickd vdhova funkce (cubic spline kernel). Jeji grafické zna-
zornéni je na obrdzku 3.5. Je vyjadfena po jednotlivych intervalech

2 2 1 3
§—R +§R pI'OOSR<1

W(R,h) = ay é(z_R)z prol <R<?2 > (3.46)
0 proR >2

kde a, je 1/h pro 1D, 15/7h? pro 2D a 3/2sh3 pro 3D piipad. Jiz druh4 derivace této funkce neni
spojitd, proto funkce vykazuje horsi stabilitu nez funkce spojité do vyssich fadd derivace [11].

Véhova funkce patého fadu (quintic spline function), zndzornénd na obrazku 3.6, je spojitd do
vys§siho fddu derivace neZ pfedeslé funkce. Jeji matematické vyjddieni je

(3-R)>-6(2-R)>+15(1-R)> pro0O<R<1
(3-R)>-6(2-R) prol <R<?2

W(R,h) = ay : (3.47)
(3-R)? pro2 <R<3
0 proR >3

Funkce a, je 1/120h, 7/478rh?, nebo 3/359rh3 pro 1D, 2D respektive 3D pripad.
Dalsi pouZzivanou funkci je gaussovskd vahova funkce (Gaussian kernel). Jeji grafické zndzornéni
predstavuje obrazek 3.7. Na rozdil od predchozi je vyjadfena jedinou rovnici

W(R, h) = aye®. (3.48)

Funkci a, lze tentokrat vyjadrfit jako 1 /ﬂ%hd , kde d je pocet dimenzi uvazovaného prostoru. Tato
funkce je ziejmé spojitd do libovolného stupné derivace. Sice teoreticky nespliiuje vlastnost 3.5, pro-
toZe k nule konverguje v nekone¢nu, nicméné z praktického hlediska je podminka splnéna. Pro R = 3
je hodnota funkce jiZ na drovni 10~* ndsobku maxima funkce. Pro vy3ii hodnoty R tedy jiZ 1ze piimo
psat W(R,h) = 0.
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Obrazek 3.6: Vahova funkce patého radu a jeji derivace v 1D pro A = 1 m.
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Obrézek 3.7: Gaussovskd vdhova funkce a jeji derivace v 1D pro 4 = 1 m.
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3.8.2 Uméla viskozita

V okoli nespojitosti v feSené oblasti dochdzi k numerickym nestabilitdm. K jejich potlaceni lze
pouzit umélé viskozity, kterd umoZiiuje preménu kinetické energie ¢4stic na energii tepelnou. Autorem
nejcastéji pouzivané umélé viskozity je Monaghan a vyjadfuje se jako

2
—anc;$; + Pndy

aL-a
pro viixf <0

m, = Pi : (3.49)
0 pro viixg >0
kde P
iVij i
= , (3.50)
& xg.xg + (8pihij)2
Cl'j = %(Ci + Cj), (351)
1
pij = z(pi + pj), (3.52)
1
hl:]' = i(hl + hj)’ (353)
v = v = v, (3.54)
xE =xf —x?. (3.55)

i J

Proménna ¢ oznacuje rychlost zvuku v médiu. MtZe se jednat o fyzikalni konstantu, nebo o numeric-
kou rychlost zvuku souvisejici s umélou stlacitelnosti. Z rovnice (3.49) je ziejmé, Ze uméla viskozita
se projevi pouze pokud se &astice vzajemné priblizuji. Clen obsahujici a; zptsobuje disipaci po-
dobné jako dynamickd a objemova viskozita a ¢len s B zabratiuje vzdjemnému pronikdni ¢dstic pfi
rdzovych déjich za vysokych Machovych ¢isel [27]. Konstanty a7 a S17 se obvykle voli ptiblizné jed-
notka [11]. Pro simulace s vazkymi tekutinami je moZné ponechat pouze ¢len zabraiiujici vzdjemnému
pronikani ¢astic, tedy volit ey = 0. Za ey se nejcastéji voli hodnota 0,1. Tato konstanta odstrafiuje
singularitu pro piipad xPxP = 0. Takto formulovand umél4 viskozita zachovévé celkovou hybnost a
celkovy moment hybnosti soustavy [27].

ety
Efektivni kinematickou viskozitu, ktera je zpisobena pouZitim umélé viskozity, 1ze urcit ze vztahu

_ aHhijCij
VE2@d+2) (3:56)

kde d je pocet prostorovych dimenzi dlohy [21].
Zména hybnosti a energie od umél€ viskozity je vyjadiena

Dv¢ N aw;;
D;i—zmgszg (3.57)
j=1 i
respektive
De, 1L s IWy;
Dt E ijnl}vljax_.ﬁ. (358)
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3.8.3 Stredovani rychlosti

Stabilizace pohybu ¢éstic je moznd i jinak. Pouzitim pfedpisu

dx@ N m;
L —y% _ ¢ Z p—jvf‘jW, (3.59)

:]'7
J=1
kde ¢ je volend konstanta. Rychlosti blizkych ¢astic vzdjemné pribliZi a ¢astice se tak pohybuji uspo-
radanéji [27]. Pro béZné dlohy se voli ¢ = 0,3, pro simulace explozi je vhodné pouzit vyssi hodnoty
(e 20,5 [11].

3.8.4 Uméla stlacitelnost

Pfi vypoctu stlacitelné tekutiny metodou SPH je stavovd rovnice pouZita pro vypocet tlaku ze
zndmé hustoty a vnitfni energie. PouZiti stavové rovnice tekutiny pro pro dlohy velmi malym Ma-
chovym ¢&islem vede k nutnosti velmi malych ¢asovych krokt, aby byly splnény podminky stability
schématu. Proto se pouZivaji stavové rovnice, jejichZ parametry se nastavuji podle konfigurace dlohy
tak, aby se hodnota Machova ¢isla tilohy zvySila. Nestlacitelna tekutina se tak fesi jako mirné stlaci-
telnd, coZ umoziuje pouziti del§ich casovych krokd. Tlak v tekutiné se v takovém piipadé uvazuje
jako zdvisly pouze na hustoté, nikoli na vnitini energii.

Casto pouZivanou rovnicf je

P \7
=B|l(—) —=1]+po, (3.60)
P (( /Jo) ) Po
kde py je referencni hustota, p, referencni tlak a B a ¥ jsou volené parametry. Obvykle se voli y = 7.
Pro tuto hodnotu zfejmé i malé zmény hustoty vyvolaji velké zmény tlaku. Hodnota parametru B je
moZno volit napft.

2p
B=—, 3.61
” (3.61)
kde c je numericka rychlost zvuku v médiu [19]. Pro odhad jeji velikosti 1ze pouZit vztah
V2 vV FL
¢ ~ max(—, —, —), (3.62)
5, 8,L" 8,

kde V a L je rychlostni resp. délkové méfitko dlohy, v kinematickd viskozita, F' mérnd objemova sila
a & , relativni zména hustoty [22]. Tedy

lp = pol

5, = I (3.63)
Aby byla pfiblizn€ splnéna nestlaitelnost tekutiny voli se § , = 0,01. Stavové rovnice (3.60) je vhodna
pro tlohy s volnym povrchem, pokud se zvoli py nulovy. Tato volba ov§em umoZziiuje dosdhnout i za-
pornych hodnot tlaku, coZ je z fyzikdlniho hlediska nemozné. Navic to miZe vést k numerické nestabi-
lit€ [22]. Pti dosazeni skute¢né rychlosti zvuku je tuto rovnici mozné pouZit pro simulaci stlacitelnych
kapalin, napt. vody.

Pro tlohy bez volné hladiny 1ze pouZit stavovou rovnici

p=c2p. (3.64)

Hodnota numerické rychlosti zvuku se volf stejné jako v predchozim piipadé [22]. Lze pouZit i modi-
fikaci

p=c(p-po- (3.65)

Tato rovnice je pouZitelnd pro tlohy s volnym povrchem [26].

29



3.8.5 Proménna vyhlazovaci vzdalenost

Presnost feSen{ dlohy je vyznamné ovlivnéna volbou vyhlazovaci vzdélenosti /. Pokud se v oblasti
v okoli ¢astice o poloméru s nachdzi pfili§ malo Cdstic, pfesnost aproximace je nizkd. V pfipadé
prilis velkého poctu ¢4stic ve stejném okoli dochdzi k ptilisSnému vyhlazovani aproximovanych funkci.
Obe tyto situace tak vedou k nepresnym vysledkdm. V nestlacitelné tekuting se vzdalenosti ¢astic méni
jen nepatrné, a proto pocet Castic v okoli dané ¢éstice ziistava prakticky konstantni. U stladitelnych
tekutin se vSak tento pocet miiZe znacné menit, proto je v takovém piipadé vhodné zavést proménnou
vyhlazovaci vzdélenost.

Hustota ¢dstic v prostoru a hustota tekutiny spolu zfejmé tzce souvisi. Vyhlazovaci vzdalenost tak

Ize urcit algebraickym vztahem

=

h:ho(%) B (3.66)

kde h je vyhlazovaci vzdalenost odpovidajici referencni hustoté p( a d je pocet prostorovych dimenzi
ulohy [11]. Vyhlazovaci vzdalenost Ize rovnéZ ziskat integraci diferencidlni rovnice
dh  1hdp
dt ~ dpdt’
Casovou derivaci hustoty je moZno vyijadfit z rovnice kontinuity a aproximovat napf. podle vztahu
(3.29) [11].

Pokud maji dvé blizké ¢astice riznou vyhlazovaci vzdalenost, mtize nastat situace, kdy prvni ¢és-
tice ovliviiuje druhou, ale ne naopak. To by vedlo k porusSeni zdkona akce a reakce, proto je vhodné
vyhlazovaci vzdalenost symetrizovat. Vdhova funkce pro danou dvojici se vypocita se symetrizova-
nou vyhlazovaci vzdalenosti. Nejcastéji pouZivanym zptisobem je aritmeticky pramér. Lze pouZit i
geometricky primér nebo vétsi, ¢i mensi z obou hodnot. RovnéZ je mozné priimérovat aZ vypoctené
vahové funkce [11].

3.67)

3.8.6 Vyhledavani interagujicich para castic

Viéhova funkce je nenulova pouze do vzdélenosti x s od dané Castice. S danou ¢4stici tak interaguji
pouze Castice do této vzdalenosti. Proto je vhodné nalézt pary vzdjemné blizkych ¢astic, se kterymi se
déle pti vypoctu pracuje. C4stice mohou b&hem b&hem vypoctu ménit vzajemnou polohu, tudi? je tieba
toto vyhleddvani provddét v kazdém casovém kroku znovu. Z toho vyplyvd poZadavek na efektivni
vyhleddvaci algoritmus, protoZe pravé vyhleddvani vzdjemné interagujicich ¢astic ma vyznamny podil
na celkové vypoctové naro¢nosti. Existuji riizné zptisoby, jak toto vyhledavani provadeét, existuji i dalsi
kromé& déle uvedenych.

Algoritmus kazdy s kazdym

Nejpiimocarej$im zplisobem je pro kaZdou C4stici i spocitat vzddlenost od vSech ostatnich ¢astic
J. Pokud je tato vzdalenost mensi nez hodnota . /;, Castice j ovliviiuje Castici i (obr. 3.8). V pfipadé
symetrie vyhlazovacich vzdélenosti plati rovnéz, Ze ¢4stice i ovliviiuje Cdstici j.

Casové naro¢nost takového algoritmu je imérna N2, kde N je celkovy podet &dstic v tloze. Tento
pristup je tak vhodny pouze pro dlohy s malym poctem ¢astic [11].

Algoritmus linked-list

Tento algoritmus probihd ve dvou po sobé ndsledujicich krocich. V prvnim se na oblasti vytvoii
kartézskd sif bunék o velikosti hrany i, h. Cdstice se ndsledné roztiidi podle své polohy do jednotlivych

z ¥z

bunék. V druhém kroku se pak pocitd vzdalenost vybrané ¢astice i od ¢4stic j arozhodne se o vzdjemné
interakci. Céstice j se oviem vybiraji pouze ze stejné buiiky, do které ndleZi &astice i, nebo z bunék
sousednich. Napt. ve dvourozmérné tloze se tedy prohleddva pouze devét bunék (obr. 3.9).

Tento algoritmus je efektivni, pokud maji viechny ¢4stice stejnou vyhlazovaci vzddlenost h. Ca-

sovd ndroc¢nost je pak imérnd poctu Castic dlohy N [11].
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Obrazek 3.9: Vyhleddvaci algoritmus linked-list ve 2D prostoru. Pfevzato z [11].
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Obrézek 3.10: Vyhledadvaci algoritmus tree search ve 2D prostoru. Pievzato z [11].

Algoritmus tree search

RovnéZ tento algoritmus se skldda z n€kolika po sobé ndsledujicich ¢asti. Oblast tlohy se nejprve
rekurzivné d€li tak, aby v kazdé podoblasti byla nejvyse jedna Castice. Kolem vySetfované Castice i
se ndsledné vytvofi buiika o délce hrany 21, 4;. Déle se postupuje od nejvyssi trovné podoblasti. Na
kazdé trovni se ovéfuje prinik podoblasti s buiikou piislusejici ¢astici i. Pokud k priniku nedochdzi,
niz8i drovenl v této vétvi nemd smysl provéfovat. Takto se postupuje aZ na nejnizsi droven, kde je
podoblasti jednoznacné prifazena Céstice. Pro tyto Céstice se pak vypocte vzdalenost od Castice i a
definitivn€ se rozhodne o existenci vzdjemné interakce. Algoritmus ilustruje obrazek 3.10.

Tento algoritmus je vhodny pro dlohy s proménnou vyhlazovaci vzdalenosti. Vypocetni ndrocnost

je umérnd NlogN [11].

3.8.7 Casova integrace

Pro casovou integraci Ize pouZzit riznd explicitni schémata. Explicitni schémata jsou podminéné
stabilni a pro danou prostorovou diskretizaci je nutné ur¢it maximdalni Casovy krok, pro ktery je schéma
stabilni. CFL (Courantova-Friedrichsova-Lewyho) podminka stability vyjadifuje poZadavek, aby nu-
merickd oblast zdvislosti obsahovala fyzikalni oblast zavislosti dlohy.

YV s

Nejjednodussim zptisobem urceni Casového kroku je uZitim vztahu

h.
Ar < 0,25 min (c—’), (3.68)
i i
ktery uvaZzuje pouze vyhlazovaci vzdéalenost a rychlost zvuku [22]. Déle Ize uZit vztah
h
At < 0,4 min L , 3.69
i (ci+0.6(anci+/31—[ maxj(tl),-j))) 569

uvazujicitho rovnéZ umélou viskozitu [27]. Dal$i moZnosti je vyuZiti vztahu

At < 0,25 min (\[%) (3.70)

kde |f;| je velikost vnéjSiho zrychleni [22]. Pfi uvaZovani fyzikalni viskozity je vhodné pouzit vztah

2
At < 0,125 min (h?) (3.71)
l

kde v je kinematicka viskozita [22]. Pfi urovédni At z vice kritérii se vybird nejmensi z vypoctenych
hodnot.
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Kapitola 4

Implementace metody SPH

Tato kapitola obsahuje popis programu pro vypocty metodou SPH. Je popsadna zdkladni struktura

programu. Je zde uvedeno, které ¢ésti z pfedchozi kapitoly jsou naprogramovany a jaké typy dloh lze
s pouZitim programu fesit. MoZnosti programu jsou demonstrovdny na jednoduchych tlohéch.

4.1 Zakladni popis

s Nz

Znacnd ¢ast programu pro vypocty metodou SPH je prevzata z knihy [11]. Vypocty Ize provadét
pro 1D, 2D i 3D tdlohy. Vstupni a vystupni soubory jsou ve formé datovych soubort. Jejich piipravu a
vyhodnoceni je mozné provadét napt. v prostredi MATLAB.

Cely program se skldda z hlavniho programu a nékolika podprogrami. Vétsina podprogrami
véetné hlavniho programu je psdna v jazyce FORTRAN 77. Nékteré ¢4sti jsou psdny v novéjsi verzi
jazyka Fortran 90. Grafické schéma programu zachycuje obrazek 4.1. Cely vypoctovy program vcetné
soubord pro piipravu a vyhodnoceni dat je umistén na pfiloZzeném CD.

4.2 Struktura programu

4.2.1 Hlavni program

V tomto programu je zvolen ¢asovy krok a uzitim podprogramu se nactou data ze vstupnich sou-
boril. Ddle uZivatel zvoli pocet provedenych ¢asovych krokil. Nato je zavoldn podprogram pro ¢asovou
integraci PDR a vystupy pomoci podprogramu zapsany do vystupnich soubort. Po vykonani zvole-
ného poctu krokt je zobrazena délka trvani celého vypoctu.

4.2.2 Podprogram ¢asové integrace

K integraci rovnic mechaniky tekutin uvedenych v casti 1.2 je pouzit tzv. Leapfrog algoritmus
[11]. Jedna se o metodu druhého fadu pfesnosti. Metoda spocivd ve vzdjemném posunuti ¢asovych
uzlt, ve kterych je ur€ovana hodnota proménné a jeji derivace. Napiiklad rychlost v a poloha x se ze
zrychleni a vyjadfi

Vit1/2 = Vi—1/2 + Qi Af, 4.1)

Xjp1 = X + Vi1 2AL, 4.2)

kde At je Casovy krok a index k popisuje poradi ¢asovych uzlti. V prvnim kroku, tedy pfi k = 0, nelze

pouZit rovnici (4.1), proto se pocita

At
Vi2 = Vo + aOT. (43)
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ProtoZe plati a; = a; (x,v;) je tfeba dopocitat rychlost ve v;. Tu 1ze vyjadrit

At
Vi = Vie1/2 F 15 (4.4)

Analogické vztahy plati pro integraci hustoty p a vnitini energie u. Pravé strany integrovanych rovnic
se urcuji v podprogramu casového kroku.

4.2.3 Podprogram c¢asového kroku

Béhem tohoto podprogramu je spousténo pomérné velké mnoZstvi dalSich podprogrami. Nejprve
nacteny virtudlni castice. V uloze je mozno definovat virtudlni ¢astice prvniho typu i virtudlni ¢astice
druhého typu. Odpudiva sila virtudlnich ¢4stic prvniho typu je definovdna vztahem (3.36) a parametry
virtudlnich ¢astic druhého typu se urcuji ze vztaht (3.37) a (3.38). Ve chvili, kdy jsou zndmy polohy
vsech Castic, je mozno pristoupit k vyhledavani interagujicich pard Castic. K dispozici jsou dva algo-
ritmy. Podle rozdéleni v Casti 3.8.6 se jednd o algoritmus kazdy s kazdym a algoritmus linked-list.
Prvni je beze zmény pfevzat z knihy [11], druhy byl nové vytvofen. Vyhled4vani je zdvislé na vyhla-
zovaci vzdalenosti h;; a zvolené vyhlazovaci funkci. Vybirat je mozno ze tif funkci uvedenych v ésti
3.8.1. Kromé vyhledan{ interagujicich périi jsou kazdému péru pfitazeny i hodnoty véhové funkce W;;
a jeji derivace podle prostorovych soutfadnic.

Nyni se jiZz pfistupuje k vypoctu pravych stran rovnic. Jsou k tomu vyuZity aproximace rovnic
mechaniky tekutin uvedené v ¢4sti 3.5 a nékteré vztahy z ¢asti 3.8

Rovnice kontinuity (1.15) je v programu aproximovéna vztahem (3.30). Pro pfimy vypocet hustoty
jednotlivych &astic je vyuZivan vztah (3.26). Je implementovan i CSPM pfistup, tedy rovnice (3.27).

Pro pohybovou rovnici (1.19) je moZno volit ob€ uvedené varianty aproximace, tedy jak (3.31),
tak (3.32). Tlak a rychlost zvuku jednotlivych ¢4stic jsou ur€oviny ze stavové rovnice. Pro stlacitelné
tekutiny je k dispozici model idedlniho plynu ve tvaru

p=(c-1pu, 4.5

kde x je Poissonova konstanta. Pro nestlaitelné pak rovnice (3.60), (3.64) a (3.65). Tim je vyfe-
Sena vzdjemnd fyzikdln{ interakce mezi ¢4sticemi tekutiny. Ddle miZe byt hybnost ovlivnéna vnéjsim
zrychlenim. Kromé implementovaného tthového zrychleni se do této kategorie fadi i interakce s virtu-
dlnimi ¢asticemi prvniho typu podle rovnice (3.36). V piipadé zavedeni umélé viskozity se na pravou
stranu navic pficita ¢len (3.57).

Bilance energie (1.31) se v programu pocitd spole¢né s bilanci hybnosti. Proto pti volbé€ aproxi-
mace hybnosti podle (3.31) je energie urcovana z rovnice (3.34) a pfi aproximaci hybnosti pouZitim
(3.32) se energie pocitd podle (3.35). Umél4 viskozita rovnéZ ovliviiuje bilanci energie tekutiny, a sice
podle vztahu (3.58).

Vyhlazovaci vzddlenost je udrzovat po celou dobu vypoctu konstantni, ¢i ji ménit tak, aby byl
udrZovéan pocet vzdjemnych interakci ¢astic priblizné stejny. K docileni toho jsou v programu imple-
mentovany vztahy (3.66) a (3.67).

Z tohoto podprogramu je volédno i stfedovani rychlosti podle rovnice (3.59).

4.2.4 Soubor parametri

z Mz

Soubor parametrl obsahuje globalni parametry spolecné v§em podprogramtim. Velkd ¢ast v moz-
nych voleb uvedenych v ¢asti 4.2.3 se provadi v tomto souboru. Voli se zde pfedev§im dimenze dlohy,
vahova funkce, algoritmus vyhleddvani interakci, pfistup k vypoctu hustoty, aproximacni vztah pro
bilanci hybnosti a energie a pouZity vztah pro vyhlazovaci vzddlenost. Dalsi nastavitelné moZnosti
pak jsou napf. uvazovani tihy, viskozity (skute¢né i umél€é) a virtudlnich castic. Soustiedéni podstatné
¢asti voleb do jednoho souboru usnadiiuje praci s programem.
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Obrazek 4.1: Grafické schéma vypoctového programu.
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4.3 Ovérovaci tlohy

Soudasti originalniho programu jsou dvé testovaci tlohy slouZici pfedevsim k odhaleni chyb, které
mohly pii prenosu programu z knihy vzniknout. Reseni obou t&chto tloh je v knize prezentovano,
proto lze nékteré z chyb odhalit pomérné snadno. Treti testovaci dloha slouZzi k ovéfeni, Ze sestaveny
program lze pouZit pro feseni dloh s volnou hladinou.

4.3.1 Razova trubice

V této tloze jsou simulovany déje probihajici v trubici naplnéné idedlnim plynem. Trubice je na
pocétku rozdélena membrdnou na dvé ¢asti. V obou ¢astech je plyn v rovnovdzném stavu, ov§em v obou
Castech se hustota, tlak a vnitini energie lisi. V tomto konkrétnim piipadé je uvazovan dvouatomovy
plyn, proto x = 1,4. Stav plynu je nésledujici:

p (kgm™3) p (Pa) u (J.kg™")
x<0 1 1 2,5
x>0 025 01795 1,795

V Cdase t = 0 s je membréana ndhle odstranéna, coz zplisobi vznik rdzové viny S§itfici se do oblasti
0 niZ8{ hustoté. Za rdzovou vinou postupuje kontaktni nespojitost a v opaéném sméru se §iii oblast
zfedéného plynu.

Je provedena jednorozmérnd simulace procesu v rdzové trubici. Plyn je v oblasti od —0,9 m do
0,9 m diskretizovan 600 ¢asticemi stejné hmotnosti. 480 ¢stic leZi v oblasti vys§iho tlaku a zbyvajicich
120 &4stic v oblasti tlaku niZstho. Pro prifez trubice 1 m? vychdzi hmotnost &4stic 1,875.1073 kg. Je
volen ¢asovy krok 0,005 s. Hustota je uréovana podle rovnice (3.26), pouZita je kubickd vyhlazovaci
funkce a vyhlazovaci vzdalenost je volena konstantni # = 0,015 m. Derivace hybnosti a vnitini energie
jsou aproximovany vztahy (3.32) resp. (3.35). Pro stabilizaci feSeni je pouZita uméld viskozita podle
rovnice (3.49) s parametry « = 1 a § = 1. Na obou koncich trubice jsou pevné umistény virtudlni
¢astice druhého typu, které brani expanzi plynu do volného prostoru. ProtoZe sledovany rdzovy déj se
za dobu simulace nepfibliZi k hranici oblasti, je v okrajovych c¢astech vypoctové oblasti plyn stéle ve
stavu rovnovéhy a stav virtudlnich ¢4stic se tak rovnéZ neméni. Vysledky simulace pfi vySe uvedenych
parametrech jsou prezentovany na obrizcich 4.2, 4.3, 4.4 a 4.5. Tyto vysledky jsou v dobré shodé
s vysledky prezentovanymi v [11].

Na téZ tloze byla ovéfena moZnost pouZiti gaussovské vdhové funkce a vdhové funkce patého radu
pri ponechani konstantni vyhlazovaci vzdalenosti 2 = 0,015 m. Pfi pouZiti obou té€chto funkci dochazi
k vyrazné&j$im oscilacim hodnot fesSeni neZ u kubické vahové funkce.

Daile byl vySetfovan vliv volby parametrti umélé viskozity. V této tiloze ma dominantni vliv para-
metr a. ZvySovani jeho hodnoty vede k potladeni oscilaci a pozvolnéjSim pfechodiim na nespojitostech
v feSeni, jeho sniZovani ma opacny efekt. Jak prili§ vysoka, tak pfili§ nizkd hodnota vedou k nestabilité
feSeni. Volba parametru § mé na feSeni této dlohy vyrazné¢ mensi vliv. Pouze velmi vysoké hodnoty
zplsobuji nestabilitu.

Otestovany byly i algoritmy pro zménu vyhlazovaci vzdalenosti / podle vztahti (3.66) a (3.67). Vy-
sledky obou postupti jsou si velmi blizké. U algoritmu podle rovnice (3.66) bylo voleno Ay = 0,015 m
a py = 0,25 kg.m™3. Vzhledem ke &tyfndsobnému zmenseni vyhlazovaci vzdalenosti u ¢4stic v ob-
lasti s vy$si hustotou, bylo tfeba pro zachovani numerické stability rovnéz zmensit Casovy krok. Rozdil
oproti feSeni s konstantni vyhlazovaci vzdalenosti je ve vzniku vyrazného maxima vnitini energie u
prox = 0,14 m.

Resent je prakticky nezavislé na volb& aproximace ¢asové zmény hybnosti a vniténi energie. Na-
proti tomu se potvrdilo, Ze aproximace hustoty podle (3.27) je pro dlohy s nespojitostmi nepouZitelna.
Vypocet hustoty z rovnice kontinuity podle (3.30) zpisobuje vyraznd maxima p,p au prox = 0,14 m.
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Obrazek 4.2: RozloZeni hustoty plynu v trubici v ¢ase t = 0,2 s.
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Obrézek 4.3: RozloZeni tlaku plynu v trubici v ¢ase t = 0,2 s.
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Obrazek 4.4: RozloZeni vnitini energie plynu v trubici v ¢ase t = 0,2 s.
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Obrézek 4.5: Rychlostni pole v trubici v ¢ase ¢ = 0,2 s.
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4.3.2 Proudéni v kavité

V této tloze je simulovdno chovani vazké nestladitelné tekutiny ve dvojrozmérné oblasti tvaru
Ctverce. Na vSech hranicich oblasti s vyjimkou horni je pfedepsdna podminka nulové te¢né rychlosti.
Na hornf hranici je zaddna nenulova tecna rychlost. Touto nenulovou rychlosti vlivem vazkosti je te-
kutina z klidu uvedena do pohybu. Po urcitém case je dosaZeno ustdleného stavu, pri kterém tekutina
v oblasti cirkuluje.

Konkrétné je volena délka stény kavity 1 mm, rychlost horni hranice 1 mm.s~!, hustota tekutiny
p = 1000 kg.m~3 a dynamicka viskozita 4 = 1073 Pa.s. Tomuto zad4ni odpovid4 Re = 1.

Pocatecni konfiguraci diskretizované tlohy zndzorfiuje obrdzek 4.6. Tekutina je diskretizovana
celkovym poctem 1600 (40x40) totoZnych Céastic uspofddanych do ¢tvercové miizky. Na hranice je
umisténo celkem 320 virtudlnich Castic prvniho typu. Jejich roztec¢ je polovi¢ni oproti ¢asticim teku-
tiny. Redlné i virtudlni ¢astice maji stejnou hmotnost. Pfi uvaZované hloubce kavity 1 m je hmotnost
jednotlivych &astic 6,25.1077 kg Casovy krok je volen 5.107> s a ustdleného stavu je s dostate¢nou
presnosti dosazeno po 3000 krocich, tedy po 0,15 s. Oscilacim v feSeni je zamezeno stredovanim rych-
losti podle (3.59) s € = 0,3. Pro ur€eni tlaku je pouZita stavovd rovnice (3.64) s numerickou rychlosti
zvuku ¢ = 0,01 m.s~!. Vyhlazovaci vzdilenost je ponechdna konstantni a je rovna po&ate¢ni rozteci
¢astic. UZita je kubickd vdhova funkce. Hustota je aproximovédna vztahem (3.27) a bilanci hybnosti
urcuje vztah (3.32).

Vysledné pole rychlosti predstavuje obrdzek 4.7. V pocatecni fazi simulace jsou ¢4stice tekutiny
v blizkosti hranic vypuzeny virtudlnimi ¢4sticemi do vice neZ dvojndsobné vzdélenosti od stény, nez je
jejich pocatecni poloha. V té€sné blizkosti hranice tak nejsou pfitomny Zaddné redlné ¢4stice a v téchto
mistech tak nelze stanovit feSeni. Vysledné rychlostni pole je ve shod€ s rychlostnim polem stejné
feSené dlohy prezentované v [11].

Stejnd dloha s totoZnym poctem redlnych Cdstic byla feSena s pouZitim obou druhil virtudlnich

s ¥z

¢astic. Pocate¢ni konfigurace dlohy je zndzorn€na na obrazku 4.8. Virtudlni ¢astice II. typu jsou umis-
tény na hranici feSené oblasti ve tiech vrstvach v celkovém poctu 516. V pravé horni ¢4sti hranice je
pouZzito 12 virtudlni ¢astic L. typu, které zabranuji priiniku redlnych ¢astic mimo feSenou oblast. Pa-
rametry vypoctu byly ponechény stejné jako pfi predchozim feSeni dlohy, s vyjimkou vdhové funkce.
Byla pouZita gaussovska vdhova funkce, kterd ma vétsi oblast zavislosti ¢astice. Dochdzi tak k vétSimu
vyuZziti virtudlnich ¢éstic, neZ pti pouziti kubické vyhlazovaci funkce.

Oproti pfedchozimu zptisobu zadani okrajovych podminek za pouziti virtudlnich ¢astic 1. typu,
nyni nedochdzi k pocateCnimu vypuzeni ¢astic tekutiny od hranice oblasti. Hodnoty feSeni jsou tak
dostupné bliZe hranici.

Ziskané rychlostni pole je opét ve shodé s vysledky z [11] a je o néco bliZze vysledktim ziskanym

metodou kone¢nych diferenci prezentovanych tamtéz.

4.3.3 Zhrouceni sloupce kapaliny

V této tloze je simulovdno zhrouceni sloupce kapaliny vlivem tiZe. Uloha je feSena ve dvou roz-
mérech. Na pocatku je oblast kapaliny tvaru obdélnika umisténa v nddrZi s pevnymi sténami tak, Ze
jeji pravd hranice je volnd, bez kontaktu se st€énou nddrZze. Vlivem tiZe dojde k pohybu tekutiny v pro-
storu nadrZe. Pohyb se postupné utlumi a kapalina zaujme polohu s minimalni potencidlni energif,
tedy takovou, Ze je ji vyplnéna spodni ¢dst nddrZe.

Vyska sloupce kapaliny je volena 2 m a jeho Sitka 1 m. NadrZ je Sirokd 4 m a jeji bo¢ni stény
dosahuji vysky 3 m. Hustota kapaliny je 1000 kg.m~3 a tthové zrychleni 9,81 m.s~2.

Poc4tecni konfigurace diskretizované tlohy je na obrdzku 4.10. Cistice kapaliny jsou uspofadany
do pravidelné kartézské miizky v celkovém poctu 3200 (80x40). Hloubka uvazované nadrZe je 1 m a
hmotnost jedné Céstice tak vychazi 0,625 kg. St€ny nadrZe jsou modelovany pouZitim virtudln{ ¢astic
prvniho typu s polovi¢ni vzdjemnou vzdalenosti oproti ¢asticim kapaliny. Celkem jich je pouzito 799
a jejich uvazovand hmotnost je nulovd. Kapalina je modelovana jako nevazka a feSeni je stabilizovdno

umélou viskozitou s parametry & = 0,2 a § = 1,0. Numerickd rychlost zvuku je volena 60 m.s~!.
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Obrazek 4.10: Pocatecni rozloZeni ¢astic pro dlohu kolapsu sloupce kapaliny.

Pro vypocet tlaku je pouZita stavové rovnice (3.60) s parametry B = 550000 Pa, p, = 1000 kg.m™3,
y =7apy = 0Pa.V souladu s doporu¢enimi uvedenymi v 4sti 3.8.7 byl volen ¢asovy krok 5.107> s
Vyhlazovaci vzdalenost je v pribéhu vypoctu konstantni a odpovida pocatecni rozteci Castic. Uzita
je kubicka vahova funkce. Hustota je aproximovédna vztahem (3.30) a bilanci hybnosti uréuje vztah
(3.32).

U této dlohy byly rovnéZ testovany algoritmy pro vyhleddvéni interakci. Ty sice nemaji vliv na
feSeni, oviem vyrazné ovliviiuji vypocetni naro¢nost. Cas vypoctu tlohy pfi pouZiti algoritmu linked-
list byl priblizné desetinovy oproti Casu vypoctu pii pouZiti algoritmu kazdy s kazdym. Je tak ziejmé,
Ze jiz pfi relativné nizkém poctu Castic je algoritmus linked-list vyrazné efektivnéjsi. S narGstajicim
poctem Cdstic 1ze ocekdvat prohlubovani tohoto rozdilu.

Nékolik casovych okamzikli feSeni je zobrazeno na obrdzcich 4.11 aZ 4.16. Soubor s animaci
¢asového pribéhu simulace 1ze nalézt na ptiloZeném CD. Toto fesent je ve velmi dobré shodé€ s nume-
rickymi a experimentalnimi vysledky uvedenymi v [12] a s numerickymi vysledky uvedenymi v [21].

4.3.4 Shrnuti vysledki ovérovacich tloh

Prvni dvé ovéfovaci dlohy potvrdily, Ze sestaveny program neobsahuje zdsadni chybu, kterd by
znemoziovala jeho uziti. Na téchto tlohach byla rovnéz vyzkousSena nékterd nastaveni. Konkrétné se
jednalo o vyzkouseni implementovanych stavovych rovnic, okrajovych podminek a dalsich parametrd,
jeZ souvisi pfedeviim s numerickou stabilitou. Usp&$nym feSenim tieti tilohy byla ovéfena schopnost
programu feSit dlohy s volnou hladinou. Program tak 1ze rovnéZ aplikovat na tlohy interakce kapek.
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Obrizek 4.14: Reseni tlohy kolapsu sloupce kapaliny v ¢ase t = 1,8 s.
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Kapitola 5

Reseni interakce kapek

V této kapitole jsou uvedena numericka feseni interakci kapek metodou SPH. ReSeny jsou dva
ptipady. Prvnim je dopad kapky na tenky kapalinovy film a druhym dopad kapky na pevny povrch.
Jsou uvedeny konfigurace obou uvazovanych pfipadi a prezentoviny dosaZené vysledky. Dale je uve-
deno zhodnoceni dosazenych vysledki a jejich porovnani s piipady pozorovanymi v experimentech.
Zavérem jsou diskutovany nedostatky pouZitého vypoctového programu a moZnosti jejich odstranéni
v budoucnu. Animace zachycujici prib&hy fesenych interakcich jsou umistény na ptriloZeném CD.

5.1 Dopad na kapalinovy film

V této dloze je simulovdn dopad kapky na tenky kapalinovy film konstantn{ tloustky. Film je na-
nesen na pevném povrchu. Kapka dopada kolmo k povrchu danou rychlosti.

Jsou feSeny dva piipady. V obou piipadech ma kapka primér D = 1 mm a dopadd na film tloustky
h = 0,25 mm. Rychlost kapky je V = 1 m.s~! Hustota kapaliny je p = 1000 kg.m~3. Nen{ uvaZovano
povrchové napéti. Pfipady se liSi dynamickou viskozitou kapaliny. V prvnim piipadé je uvaZovand
viskozita u = 1072 Pa.s, ve druhém g = 10~! Pa.s.

Bezrozmérna tloustka filmu je v obou pfipadech H = 0,25. Reynoldsovo &islo vychazi pro prvni
pfipad Re = 100 a pro druhy piipad Re = 10. ProtoZe je uvaZovana nulovd hodnota povrchového
napéti o, jsou hodnoty Weberova a Ohnesorgeho ¢isla nekonecné.

Kapku tvori celkem 17256 ¢4stic. Ty jsou uspofddéany do pravidelné kartézské miizky a vzdalenost
mezi sousednimi &asticemi je 3,125.10~> m. Kapka jako celek je natodena kolem své osy rovnobézné
s osou x globdlniho systému o 10° a ndsledné o stejnou hodnotu kolem osy rovnobéZzné s osou y
globdlniho systému. Je tak uc¢inéno pro poruseni symetrie dlohy. Na pocatku je kapka 0,05 mm nad
kapalinovym filmem. Tento film je tvofen Casticemi stejnych parametri jako kapka. M4 Etvercovy
pudorys o délce strany 5 mm a kapka dopadd do jeho stfedu. Celkem jej tak tvoii 204800 (160x160x8)
¢astic. Film je umistén na sténé tvofené tfemi vrstvami virtudlnich ¢4stic II. typu. Jejich celkovy pocet
je 82668 (166x166x3). Pocatecni konfiguraci dlohy ukazuje obrazek 5.1.

Resent je stabilizovano umélou viskozitou s parametry ¢ = 0,1 a f = 0. Numericka rychlost
zvuku je volena 10 m.s~!. Pro vypocet tlaku je uZita stavova rovnice (3.60) s parametry B = 14000 Pa,
po = 1000 kgm=3, y = 7ap, = 0 Pa. V souladu s doporu¢enimi uvedenymi v &4sti 3.8.7 byl volen
Casovy krok 5.1077 s. Vyhlazovaci vzddlenost se v priibéhu vypo&tu neméni a odpovidd pocatecni
roztec¢i Castic. PouZita je kubickd vdhova funkce. Hustota je pocitdna podle vztahu (3.30) a bilance
hybnosti podle vztahu (3.32).

Priibéh simulace prvniho piipadu je zachycen na obrazcich 5.2 az 5.5. Po dopadu kapky se zac¢ina
tvorit koruna. Postupné se zvétSuje jeji primér a jeji horni okraj stoupa. Nekteré Castice opoustéji
vrchol koruny, vétSinou ve skupinach po nékolika ¢asticich. Tloustka filmu je uvniti koruny sniZena.

Vysledek je kvalitativné podobny experimentiim publikovanym v [6]. V této praci je uveden na
obrizku 2.1c a dochdzi k nému pii vysokych hodnotich WeOh=%4. V simulaci ov§em nedochazi k for-
movani lemu na okraji koruny a v ndvaznosti na to ani k rozpadu tohoto lemu na drobné kapicky. To

48



® realné CGastice

O virtualni castice II. typu

Obrézek 5.1: Pocatecni konfigurace tlohy dopadu kapky na kapalinovy film.

1ze vysvétlit absenci povrchového napéti v numerickém modelu.

Druhy pfipad zachycuji obrazky 5.6 az 5.9. Tentokrat nedochdzi k tvorbé koruny. Kapka se pfi
dopadu pouze ¢éstecné rozprostie po hlading.

Podle [6] by k takovémuto vysledku nemélo dojit, protoZe k rozprostieni na hladiné dochazi pri
niz$ich hodnotdach WeOh~%#. Téch lze oviem dosdhnout pouze pii uvaZovéani povrchového napéti.
K rozprostieni kapky tak doslo z jiného diivodu. To naznacuje i to, Ze tvar rozprostfeni kapky v simu-
laci se lis{ od tvaru pozorovaného pii experimentech [6]. Vysvétlenim miiZe byt velmi nizké Reynold-
sovo ¢islo, v disledku ¢ehoz dochdzi k rychlému utlumeni pohybu kapaliny po dopadu kapky vlivem
viskozity.
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® realné Castice
O  virtualni castice II. typu

Obrazek 5.2: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 100, ¢ = 0,2ms.

® realné castice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.3: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 100, ¢ = 0,5ms.
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® realné Castice
O  virtualni castice II. typu

Obrézek 5.4: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 100, ¢ = 1,0ms.

® realné castice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.5: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 100, = 2,0ms.
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® realné Castice
O  virtualni castice II. typu

Obrazek 5.6: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 10, t = 0,2ms.

® realné castice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.7: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 10, t = 0,5ms.
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® realné Castice
O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.8: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 10, t = 1,0ms.

® realné castice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.9: Dopad kapky na kapalinovy film, Re = 10, t = 2,0ms.
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5.2 Dopad na pevny povrch

V této tloze je simulovdn dopad kapky na pevny povrch. Kapka dopadd danou rychlosti kolmo
k povrchu.

Stejné€ jako v predchozi dloze jsou feSeny dva piipady, jez se 1isi pouze dynamickou viskozitou
kapaliny. V prvnim pifpadé je uvazovand viskozita u = 1072 Pa.s, ve druhém pu = 10~! Pa.s. Para-
metry kapky jsou ponechdny stejné, tedy primér kapky D = 1 mm, rychlost kapky V = 1 m.s™! a
hustota kapaliny p = 1000 kg.m™3. Povrchové napéti neni uvazovano.

Prvni pripad tak odpovidda Re = 100 a druhy Re = 10. Weberova a Ohnegorgeho ¢isla jsou z di-
vodu absence povrchového napéti nekonecna.

Kapka je totoznd jako v predchozi dloze, tvori ji tedy 17256 ¢éstic. Na pocétku je kapka 0,05 mm
nad stfedem pevného povrchu tvaru Ctverce o strané délky 5 mm. Ten je tvofen tfemi vrstvami vir-
tudlnich ¢astic II. typu a jejich celkovy pocet tak je 76800 (160x160x3). Podatecni konfiguraci tlohy
znazornuje obrazek 5.10.

Ke stabilizaci feSenf je uZita uméld viskozita s parametry « = 0,1 a § = 0. Numericka rychlost
zvuku je volena 10 m.s~!. Tlak je po&itan ze stavové rovnice (3.60) s parametry B = 14000 Pa,
po = 1000 kg.m™3, y = 7 ap, = 0 Pa. Casovy krok byl volen 5.10~7 s v souladu s doporu¢enimi
uvedenymi v ¢asti 3.8.7. Vyhlazovaci vzdéalenost se v pribéhu vypoctu neméni a odpovidad pocatecni
rozteci ¢astic. PouZita je kubickd vdhovd funkce. Hustota je pocitdna podle vztahu (3.30) a bilance
hybnosti podle vztahu (3.32).

Vysledky prvniho pfipady jsou zaznamendny na obrdzcich 5.11 aZ 5.14. Z mista kontaktu kapky a
povrchu je vyvrhovano velké mnoZstvi malych skupin ¢astic. Kapka se postupné rozprostird po povrchu
a z vytvofeného filmu se oddéluji dalsi skupiny Castic.

Tento piipad se podobd piipadu okamZitého rozstfiku, jak je uveden v [7] a v této praci na obrdzku
2.2b. Podle experimentu k tomuto typu interakce dochdzi u kapek z kapalin s nizkym povrchovym
napétim a pouzity numericky model pfedstavuje limitni pfipad takové kapaliny.

Druhy piipad zachycuji obrazky 5.15 az 5.18. Po dopadu dochézi k usazeni na povrchu. Z kapky
se v pribéhu simulace neoddéluji Zadné Castice.

Podobné jako v pripad¢é dopadu na kapalinovy film, rovnéz v tomto piipade se vysledek numeric-
kého vypoctu 1isi od experimentu. Pfi ném byl pozorovadn lem na okraji $ifici se lamely [7]. Jeho exis-
tence je spojena s povrchovym napétim, proto takovéto struktura nemohla simulaci v pouZitém pro-
gramu vzniknout. V experimentu dochdzelo k usazeni kapky pfi dopadu malé kapky tvorené viskézni
kapalinou malou rychlosti, tedy za nizkych Reynoldsovych &isel. V tomto ohledu se simulace shoduje
s experimentdlnimi vysledky.
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realné Castice
O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.10: Pocatecni konfigurace tlohy dopadu kapky na pevny povrch.

realné ¢astice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.11: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 100, ¢ = 0,2ms.
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realné Castice
O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.12: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 100, ¢ = 0,5ms.

realné ¢astice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.13: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 100, ¢ = 1,0ms.
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realné Castice
O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.14: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 100, t = 1,5ms.

realné ¢astice

O virtualni castice II. typu

Obrazek 5.15: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 10, t = 0,2ms.
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realné Castice
O virtualni ¢astice I1. typu

Obréazek 5.16: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 10, t = 0,5ms.

realné ¢astice

O virtualni castice 1. typu

Obrazek 5.17: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 10, t = 1,0ms.
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realné ¢astice

O virtualni castice II. typu

Obrézek 5.18: Dopad kapky na pevny povrch, Re = 10, ¢t = 1,5ms.

5.3 Hodnoceni vysledki a programu

Byly definovédny dvé dlohy interakce kapky. V prvni dloze dopadala kolmo na tenky kapalinovy
film, ve druhé na pevny povrch. V disledku absence povrchového napéti neni mozZné ovlivnit hodnotu
Weberova ¢isla. Definice tilohy tak mé pouze jeden volitelny bezrozmérny parametr, jimZ je Reynold-
sovo ¢islo. V kazdé tloze byly feSeny dva pripady liSici se tak pravé hodnotou Reynoldsova ¢isla.

V pripadech s vys§sim Reynoldsovym cislem je dobrd shoda s experimentem. Obzvlasté v po-
¢éteCnich fazich interakce, kdy jsou dominantni setrvacné sily. V pozdé€jSich fazich, kdy ziskdva na

.....

povrchovym napétim, napf. lemu na vrcholu koruny a drobnych kapicek.

Vv evv s

V pripadé s niz§im Reynoldsovym ¢islem je shoda s experimentem nizsi. V pfipadé dopadu na

kapalinovy film mtZe byt pfi¢inou to, Ze pfi experimentech, se kterymi byly vysledky simulace srov-
ndvany, dosahovala nejnizsi Reynoldsova ¢isla fadu stovek. To je fadove vétsi hodnota nez odpovida
simulaci. Numericky vypocet tak neodpovidal podminkdm experimentu a doSlo ke kvalitativné odli§né
interakci, v niZ hrdla dominantn{ tlohu vazkost.

V piipad€ dopadu na pevny povrch neni jasné, jakych hodnot Reynoldsovych a Weberovych &isel
bylo pfi experimentech dosahovdno. Shoda je v tom, Ze k rozprostfeni kapky dochdz{ za nizkych hodnot
Reynoldsovych ¢isel. Tvar rozprostiené kapky se vsak lisi, pricinou miiZe byt relativn€ nizké Weberovo
¢islo a s tim spojeny vétsi vliv povrchového napéti.

K tomu, aby se numerickd simulace pribliZila vysledkiim experimentti, je zfejmé tfeba zahrnout
do vypoctového programu vliv povrchového napéti, ptipadné drsnosti povrchu. To by bylo v budoucnu
mozné implementaci nékterého z modelt uvedenych v ¢asti 3.7. V piipadé¢ dopadu na pevny povrch
je tfeba zahrnout i smacivost povrchu kapalinou. V soucasném programu je uvaZovana pouze kapalnd
a pevnd faze. Plynnd faze je reprezentovdna prazdnym prostorem bez Castic. Dalsi pribliZeni realité
by tak mohlo byt uvaZovéni okolniho plynu. To by ovS§em vedlo k vyraznému zvySeni poctu ¢éstic a
tim i vypocetni ndrocnosti. Pro praktické vypocty je dileZitd i efektivita uZitych algoritmt. Relativné
nejveétsi podil na vypocetnim Case zaujima vyhledavani interagujicich part Castic. Bez pouZiti algo-
ritmu linked-list by nebylo mozné provést vypocty uvedené v posledni kapitole. Sestaveny linked-list
algoritmus je vyrazné efektivnéjsi nez pivodni algoritmus kazdy s kazdym.
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Zaver

Tato diplomova price se zabyvad mozZnosti uZiti metody Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
pro numerické simulace tloh mechaniky tekutin s volnou hladinou, konkrétné simulace interakci ka-
pek tekutiny. PfestoZe interakce kapek tekutiny jsou studovany jiz pfinejmensim mnoho desetileti,
stdle nejsou vSechny jevy, jeZ tyto interakce provéazi, pln€ popsdny. Diivodem je mimo jiné i to, Ze
vysledky téchto interakci ovliviiuje velké mnoZstvi proménnych. I pfes zavedeni bezrozmérnych pa-
rametrl, jeZ sniZzuje poCet proménnych, je experimentdlni vySetfovani interakci kapek Casto velmi
obtizné. Proto na tomto poli hraji vyznamnou roli rovnéZ numerické simulace, ve kterych je zména
nékterych parametrii snadnéjsi.

V mechanice tekutin jsou nejrozsifenéjsi numerické metody zaloZené na Eulerové popisu kon-
tinua. V tomto popisu je tfeba uZit specidlni metody pro detekci fazového rozhrani. V soucasnosti
nejrozsifenéjsi z téchto metod je metoda Volume of Fluid (VOF), existuji ovSem i dal§i. Simulace
dloh v mechanice tekutin jsou vétSinou zaloZené na feSeni zdkladnich rovnic mechaniky tekutin. Od-
lisny pfistup pfedstavuje metoda Lattice-Boltzmann, jeZ vychézi z kinetické teorie plynti a je rovnéz
pouZitelna pro simulace dloh s volnou hladinou.

Existuji v§ak i numerické metody, které jsou zaloZené na Lagrangeove popisu. Z téchto je v praxi

vev s

nejpouZzivanéj$i metoda konecnych prvki, kterd se vSak pro tlohy mechaniky tekutin nehodi. Di-
vodem je to, Ze s deformaci tekutiny se deformuje i sit, coZ vypocet znesnadriuje. Vhodné&jsi tak jsou
metody nevyuZzivajici vypoctové sité. V takovych metodéch je kontinuum casto diskretizovano pomoci
Castic, jeZ se pohybuji v feSené oblasti a navzdjem se ovliviiuji. Vyhodou téchto metod je, Ze fadzové
rozhrani je tvofeno pfirozené, na zaklade piislusnosti ¢astic k urcité fazi. Nevyhoda oproti metoddm
zaloZenym na Eulerové popisu miZe nastat v piipad¢ fesenf staciondrnich dloh. Pro simulaci interakce
kapek je tak tato skupina metod vhodna.

Metoda Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) je jedna z Casticovych metod zaloZenych na
Lagrangeové popisu. Touto metodou lze diskretizovat parcidlni diferencidlni rovnice v prostoru a vy-
sledné obycejné diferencidlni rovnice déle fesit jejich integraci. V praci jsou uvedeny nékteré zpi-
soby prostorové diskretizace v obecné formé&. Tyto obecné postupy jsou ndsledné aplikovdny na z4-
kladni rovnice mechaniky tekutin. Nedilnou soucésti kazdé dlohy je definice okrajovych podminek.
V metodé SPH existuji riizné zptisoby jejich realizace a lisi se svym dopadem na pfesnost metody.
Kromé vhodné diskretizace fesenych rovnic je pro prakticky vypocet tieba zajistit numerickou sta-
bilitu. K tomu nejcastéji slouzi uméld viskozita a stfedovini rychlosti ¢éstic. Pro zarucenf stability
pouZzitého integracniho schématu je tieba vhodné volit ¢asovy krok. K tomu mohou slouzit vztahy
rovnéZ uvedené v této prici.

Na zédkladé popsané teorie byl sestaven vypoctovy program pro feseni tiloh mechaniky tekutin me-
todou SPH. Jeho spravnost byla ovéfovdna na nékolika jednoduchych dlohich. Byly ovéfeny moZnosti
aplikace implementovanych stavovych rovnic, zptisobli diskretizace rovnic, okrajovych podminek a
nastaveni dalSich parametrti ovliviiujicich pfedevsim stabilitu a efektivitu vypoctu. Shoda vysledkt
provedenych vypoctl s vysledky uvddénymi v literatuie potvrzuje moZnost pouZiti sestaveného pro-
gramu pro simulace dloh mechaniky tekutin. Posledni ovéfovaci tiloha navic potvrdila i moZnost apli-
kace programu na tlohy s volnou hladinou.

Na zdkladé tohoto zjisténi byly definovany ulohy interakce kapek tekutiny. Tyto dlohy byly defi-
novény tak, aby bylo mozné vysledky simulaci porovnat s experimentdlné pozorovanymi interakcemi.
Ve vypoctech neni zahrnut vliv povrchového napéti. To znemozZiuje vznik urcitych struktur pfi inter-
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akcich, jejichZ existence je vyvoldna pravé povrchovym napétim.

Uloha dopadu kapky na tenky film je fe$ena pro dvé hodnoty Reynoldsova &isla. Pro vyssi Reynold-
sovo ¢&islo je simulace v pomérné dobré shod€ s experimentem, obzvlasté v pocitecni fzi interakce.
To je dano tim, Ze v této fazi prevladaji setrvacné sily nad silami zptisobenymi povrchovym napétim.
Pozdé&ji vznikaji struktury s velkou kfivosti povrchu, na néZ md dominantni vliv povrchové napéti. Ty
v simulaci bez povrchového napéti nemohou vzniknout. Druhd z uvaZovanych hodnot Reynoldsova
¢isla je vyrazné niz$i, neZ jakych bylo dosahovdno v experimentu. Vznikd tak kvalitativné odli$nd
interakce od jakékoli experimentdlné pozorované. V simulaci se dominantnim zpiisobem projevi vaz-
kost, kterd pohyb kapaliny utlumi.

Dopad kapky na pevny povrch je opét fesen pro dvé hodnoty Reynoldsova ¢isla. Poc¢atecni fazi
dopadu s vy$§im Reynoldsovym ¢islem dominuji setrvacné sily, kdy je vypocet ve shod€ s experimen-
tem. Ndasledné je probihajici interakce opét siln€ ovlivnéna povrchovym napétim a navic smacivosti
povrchu. Vysledky simulace se tak v pozdé€jSich fazich opét 1isi. Pfi niZ$1 hodnoté Reynoldsova cisla
dojde k podobnému jevu jako pfi interakci s tenkym filmem. Dojde k velmi rychlému utlumeni pohybu
vlivem vazkosti.

V obou tlohéch dochézi alespoii k ¢4stecné shod€ s experimenty pro vy$§i Reynoldsova ¢isla. Ex-
perimentalnich vysledk podobnych tém ze simulaci bylo dosaZeno pfi vysokych hodnotdch Weberova
¢isla, tedy pfi relativné malém vlivu povrchového napéti. Takovy vysledek je v souladu s ocekdvanim.

Otazkou zlistavd, zda lze experimentdlné dosdhnout podobnych vysledkd, jaké byly ziskany simu-
laci pro nizk4 Reynoldsova Cisla. V experimentech, se kterymi byly simulace srovndvany, pravdépo-
dobné nebyly pritomny pfipady s vysokym Weberovym a zaroveil nizkym Reynoldsovym cislem. Je
mozné, Ze vysledky pravé takovych experimentd by byly ve shod€ s vysledky simulace.

Ptipadi, kdy v experimentech dosahuje povrchové napéti velkého vlivu, tedy pro nizkd Weberova
Cisla, nelze v simulaci uZitim souc¢asného programu dosdhnout. V budoucnu by tento nedostatek mohla
napravit implementace povrchového napéti. MoZné zptsoby provedeni této modifikace programu jsou
v préci uvedeny. Pro korektni simulaci dlohy dopadu kapky na pevny povrch je navic nutné do vy-
poctu zavést pfinejmensim smécivost tohoto povrchu kapalinou, pfipadné i jeho drsnost. Uvedenymi
doplnénimi programu by bylo s nejveétsi pravdépodobnosti mozné pribliZit vysledky vypoctd expe-
rimentim. MozZnost volit hodnoty dvou bezrozmérnych parametrii namisto souc¢asného jednoho by
vedla k rozsifeni moZnosti vzniku kvalitativné rozdilnych interakci v souladu s experimenty.

Kromé miry shody vysledkt simulaci s realitou je tfeba vénovat pozornost i efektivité vypoctu.
Nejkritict€j$im mistem z tohoto pohledu je algoritmus pro vyhleddvani interagujicich ¢4stic. S na-
ristajicim pocétem c¢éstic se dalezitost efektivniho zptisobu vyhledavani interakci zvySuje. Algoritmus
linked-list je vyrazné efektivnéjsi, neZ plivodni algoritmus kazdy s kaZdym, bez jeho implementace
by vypocet rozsdhlejsich tloh nebyl mozny.

Struktura programu dovoluje pomérné snadno pfidavat dalsi ¢asti, jeZ roz8ifi moZnosti numeric-
kych simulaci. V budoucnu by tak mohl slouzit i pfi feseni dalSich dloh, i zna¢né odliSnych od téch,
jaké byly feSeny v této préci.

61



Literatura

[1]

(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

BRDICKA, M., L. SAMEK a B. SOPKO. Mechanika kontinua. Vyd. 3., rev. Praha: Academia,
2005. Ceské matice technickd (Academia). ISBN 80-200-1344-X.

BATCHELOR, G. K. An introduction to fluid dynamics. Cambridge: Cambridge University
Press, 2000. Cambridge mathematical library. ISBN 0-521-66396-2.

FITZPATRICK, R. Fluid Mechanics [online]. Austin (Texas): The University of Texas, 2016
[vid. 11.4.2017]. Dostupné z: http://farside.ph.utexas.edu/teaching/336L/

SIKALO, S., C. TROPEA a E.N. GANIC. Dynamic wetting angle of a spreading droplet. Ex-
perimental Thermal and Fluid Science [online]. 2005, 29(7), 795-802 [vid. 15.7.2017]. DOI:
10.1016/j.expthermflusci.2005.03.006. ISSN 08941777. Dostupné z: databaze ScienceDirect

REIN, M. Phenomena of liquid drop impact on solid and liquid surfaces. Fluid Dynamics Re-
search [online]. 1993, 12(2), 61-93 [vid. 20.12.2016]. DOI: 10.1016/0169-5983(93)90106-K.
ISSN 0169-5983. Dostupné z: databaze ScienceDirect

RIOBOO, R., C. BAUTHIER, J. CONTI, M. VOUE a J. DE CONINCK. Experimental investi-
gation of splash and crown formation during single drop impact on wetted surfaces. Experiments
in Fluids [online]. 2003, 35(6), 648-652 [vid. 24.6.2017]. DOI: 10.1007/s00348-003-0719-5.
ISSN 0723-4864. Dostupné z: databaze SpringerLink

RIOBOO, R., C. TROPEA, M. MARENGO, M. VOUE a J. DE CONINCK. Outcome from
a drop impact on solid surfaces. Atomization and Sprays [online]. 2001, 11(2), 155-166 [vid.
24.6.2017]. DOI: 10.1615/AtomizSpr.v11.i2.40. ISSN 1044-5110. Dostupné z: databdze Begell
House

YARIN, A.L. Drop Impact Dynamics: Splashing, Spreading, Receding, Bouncing .... Annual
Review of Fluid Mechanics [online]. 2006, 38(1), 159-192 [vid. 22.6.2017]. DOI: 10.1146/an-
nurev.fluid.38.050304.092144. ISSN 0066-4189. Dostupné z: databdze Annual Reviews

GOPALA, V. R. a B. VAN WACHEM. Volume of fluid methods for immiscible-fluid and free-
surface flows. Chemical Engineering Journal [online]. 2008, 141(1-3), 204-221 [vid. 27.6.2017].
DOI: 10.1016/j.cej.2007.12.035. ISSN 13858947. Dostupné z: databaze ScienceDirect

CHAI M., K. LUO, C. SHAO, S. CHEN a J. FAN. DNS analysis of incipient drop impact dy-
namics using an accurate level set method. Chinese Journal of Chemical Engineering [online].
2017,25(1), 1-10 [vid. 5.6.2017]. DOI: 10.1016/j.cjche.2016.05.018. ISSN 1004954 1. Dostupné
z: databdze ScienceDirect

LIU, G. R. a M. B. LIU. Smoothed particle hydrodynamics: a meshfree particle method. New
Jersey: World Scientific, 2003. ISBN 981-238-456-1.

KOSHIZUKA, S. a Y. OKA. Moving Particle Semi-Implicit Method for Fragmentation of In-
compressible Fluid. Nuclear Science and Engineering. 1996, 123(3), 421-434. ISSN 0029-5639.

62



[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

(22]

[23]

[24]

[25]

[26]

BAO, Y. a J. MESKAS. Lattice Boltzmann Method for Fluid Simulations [online]. New
York (New York): Courant Institute of Mathematical Sciences, 2014 [vid. 4.6.2017]. Do-
stupné z: http://www.cims.nyu.edu/ billbao/report930.pdf

LEE, T. a C-L. LIN. A stable discretization of the lattice Boltzmann equation for simulation of
incompressible two-phase flows at high density ratio. Journal of Computational Physics [online].
2005,206(1), 16-47 [vid. 4.6.2017]. DOI: 10.1016/j.jcp.2004.12.001. ISSN 00219991. Dostupné
z: databdze ScienceDirect

LIU, G. R. Meshfree methods: moving beyond the finite element method. 2nd ed. Boca Raton:
CRC Press, 2010. ISBN 978-1-4200-8209-8.

LL S. a W. K. LIU. Meshfree particle methods. New York: Springer, 2004. ISBN 3-540-22256-1.

MONAGHAN, J. J. Smoothed particle hydrodynamics. Reports on Progress in Physics [online].
2005, 68(8), 1703-1759 [vid. 1.11.2016]. DOI: 10.1088/0034-4885/68/8/R01. ISSN 0034-4885.
Dostupné z: databdze IOPscience

LIU M. B. a G. R. LIU. Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH): an Overview and Recent De-
velopments. Archives of Computational Methods in Engineering. 2010, 17(1),

25-76, [vid. 22.11.2016]. DOI:10.1007/s11831-010-9040-7. ISSN 1134-3060. Dostupné z: da-
tabdze SpringerLink

MONAGHAN, J.J. Simulating Free Surface Flows with SPH. Journal of Computational Phy-
sics [online]. 1994, 110(2), 399-406 [vid. 29.12.2016]. DOI: 10.1006/jcph.1994.1034. ISSN
00219991. Dostupné z: databdze ScienceDirect

ESLAMIAN, A. a M. KHAYAT. Numerical studies to propose a ghost particle removed SPH
(GR-SPH) method. Applied Mathematical Modelling [online]. 2017, 42, 71-99 [vid. 14.2.2017].
DOI: 10.1016/j.apm.2016.09.026. ISSN 0307904x. Dostupné z: databdze ScienceDirect

ADAMLI, S., X.Y. HU aN.A. ADAMS. A generalized wall boundary condition for smoothed par-
ticle hydrodynamics. Journal of Computational Physics [online]. 2012,231(21), 7057-7075 [vid.
14.2.2017]. DOI: 10.1016/j.jcp.2012.05.005. ISSN 00219991. Dostupné z: databdze ScienceDi-
rect

MORRIS, J. P, P. J. FOX a Y. ZHU. Modeling Low Reynolds Number Incompressible Flows
Using SPH. Journal of Computational Physics [online]. 1997, 136(1), 214-226 [vid. 29.12.2016].
DOI: 10.1006/jcph.1997.5776. ISSN 00219991. Dostupné z: databdze ScienceDirect

XU, X., J. OUYANG, T. JIANG a Q. LI. Numerical analysis of the impact of two droplets with
a liquid film using an incompressible SPH method. Journal of Engineering Mathematics [on-
line]. 2014, 85(1), 35-53 [vid. 14.7.2017]. DOI: 10.1007/s10665-013-9634-9. ISSN 0022-0833.
Dostupné z: databdze SpringerLink

LAFAURIE, B., C. NARDONE, R. SCARDOVELLI, S. ZALESKI a G. ZANETTI. Model-
ling Merging and Fragmentation in Multiphase Flows with SURFER. Journal of Computational
Physics [online]. 1994, 113(1), 134-147 [vid. 14.7.2017]. DOI: 10.1006/jcph.1994.1123. ISSN
00219991. Dostupné z: databdze ScienceDirect

TARTAKOVSKY, A. a P. MEAKIN. Modeling of surface tension and contact angles with smo-
othed particle hydrodynamics. Physical Review E [online]. 2005, 72(2), - [vid. 14.7.2017]. DOL:
10.1103/PhysRevE.72.026301. ISSN 1539-3755. Dostupné z: databidze APS

YANG, X., L. DAI a S. KONG. Simulation of liquid drop impact on dry and wet surfaces using
SPH method. Proceedings of the Combustion Institute [online]. 2016, , - [vid. 30.12.2016]. DOI:
10.1016/j.proci.2016.07.031. ISSN 15407489. Dostupné z: databdze ScienceDirect

63



[27] MONAGHAN, J. J. Smoothed Particle Hydrodynamics. Annual Review of Astronomy
and Astrophysics [online]. 1992, 30(1), 543-574 [vid. 25.12.2016]. DOI: 10.1146/
annurev.aa.30.090192.002551. ISSN 0066-4146. Dostupné z: databdze Web of Science

64



	Schéma práce
	Teorie mechaniky tekutin
	Lagrangeova a Eulerova metoda popisu pohybu tekutin
	Základní rovnice mechaniky tekutin
	Rovnice kontinuity
	Pohybová rovnice
	Energetická rovnice

	Povrchové napětí
	Youngova-Laplaceova rovnice
	Styk tří fází


	Kapky a numerické řešení jejich interakcí
	Popis kapek tekutiny
	Dopad na kapalinový film
	Dopad na pevný povrch
	Numerické metody pro řešení úloh interakce vodních kapek
	Eulerův popis
	Lagrangeův popis
	Metoda Lattice-Boltzmann


	Metoda SPH
	Základní vlastnosti SPH
	Aplikace a modifikace metody SPH
	Reprezentace spojité funkce
	Integrální reprezentace funkce
	Vlastnosti váhové funkce
	Integrální reprezentace derivace funkce

	Částicová aproximace
	Konzistence částicové aproximace

	Diskretizace rovnic mechaniky tekutin
	Aproximace hustoty
	Aproximace bilance hybnosti
	Aproximace bilance energie

	Realizace okrajových podmínek
	Implementace povrchového napětí
	Numerické aspekty simulace metodou SPH
	Váhové funkce
	Umělá viskozita
	Středování rychlosti
	Umělá stlačitelnost
	Proměnná vyhlazovací vzdálenost
	Vyhledávání interagujících párů částic
	Časová integrace


	Implementace metody SPH
	Základní popis
	Struktura programu
	Hlavní program
	Podprogram časové integrace
	Podprogram časového kroku
	Soubor parametrů

	Ověřovací úlohy
	Rázová trubice
	Proudění v kavitě
	Zhroucení sloupce kapaliny
	Shrnutí výsledků ověřovacích úloh


	Řešení interakce kapek
	Dopad na kapalinový film
	Dopad na pevný povrch
	Hodnocení výsledků a programu

	Závěr
	Literatura

