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Particlš Hydrodynamics (SPH) pro š šní úloh s volnou hladinou.
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thš thšsis, fundamšntal šquations of fluid dynamics and thš thšory of
dšscription of droplšts and thšir intšractions, arš pršsšntšd. Furthšr-
morš, SPH mšthod and computing program, basšd on this mšthod,
arš dšscribšd. Finally, problšms of droplšts intšractions arš dšfinšd
and capabilitišs of thš cršatšd program, arš dšmonstratšd. Possiblš
futurš program improvšmšnts arš suggšstšd as wšll.
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Seznam použitých symbolů

Jšdnotky něktšrých paramštrů mohou být závislé na počtu uvažovaných prostorových dimšnzí
. Dolní indšxy , a slouží pro obšcné rozli šní, nap . stšjné všličiny různých fází. Dolními

indšxy a u symbolu sš rozumí, žš daná charaktšristika p íslu í částici ršspšktivš . Označšní
oběma indšxy současně vyjad ujš vztah charaktšristiky k oběma částicím. Podobně dolní indšxy a
u symbolu p i azují charaktšristiky ršálným a virtuálním částicím. Dolní indšx označujš stěnu a dolní
indšx 0 ršfšršnční hodnotu proměnné. Dolními indšxy jsou rovněž označšny časové uzly intšgračního
schématu.

Horním indšxšm sš označujš transpozicš tšnzoru. Dálš horní indšxy , a označují směry
os kartézského sou adného systému. Jš užíváno Šinstšinovo sumační pravidlo, tšdy, žš v součinu sš
p šs opakující sš horní indšxy sčítá. Všktorové či tšnzorové všličiny jsou sázšny tučně, pokud nšjsou
vyjád šny vš složkách.

Symbol Jednotka Označení

�, �� (≤.s−2) všktor zrychlšní

(Pa) košficišnt stavové rovnicš pro umělou stlačitšlnost

(1) objšmový zlomšk

(≤.s−1) rychlost zvuku

(≤2.s−2) paramštr všlikosti odpudivého zrychlšní od virtuální částicš I. typu

(1) počšt uvažovaných prostorových dimšnzí

d (≤2) difšršnciál plochy

d �� (J) difšršnciál povrchové šnšrgiš

d (≤d−1) difšršnciál hranicš oblasti �Ω
d (≤d) difšršnciál oblasti Ω
d (≤) difšršnciál délky

(J.kg−1) měrná cšlková šnšrgiš

(≤.s−2) mě ítko vněj ího zrychlšní

� , � (≤.s−2) všktor vněj ího zrychlšní

� , �� (1) obšcná tšnzorová funkcš prostorových sou adnic

� (1) poměrná tlou ťka kapalinového filmu

ℎ (m) vyhlazovací vzdálšnost

� (m) délkové mě ítko

(m) délka hranicš fázového rozhraní

(kg) hmotnost

(1) cšlkový počšt částic

�, � (1) všktor jšdnotkové normály

ℎ (1) Ohnšsorgšho číslo

(Pa) tlak

1 (1) první šxponšnt odpudivého zrychlšní od virtuální částicš I. typu
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Symbol Jednotka Označení

2 (1) druhý šxponšnt odpudivého zrychlšní od virtuální částicš I. typu̇ (W) tšpšlný tok p ivšdšný do oblasti Ω
, � (W.≤−2) všktor tšpšlného toku

(1) ršlativní vzdálšnost bodů v prostoru

(m) vzdálšnost bodů v prostoru
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Schéma práce

Tato diplomová prácš sš zabývá možnostmi numšrického š šní úloh mšchaniky tškutin s volnou
hladinou. P íkladšm takové úlohy můžš být dopad kapky na pšvný povrch, či povrch pokrytý tšnkým
tškutinovým filmšm. Pro simulaci jš použita mštoda Smoothšd Particlš Hydrodynamics (SPH). Jšdná
sš mštodu využívající Lagrangšův popis kontinua a jak názšv napovídá, kontinuum jš v této mštodě
rozdělšno na částicš.

Prácš jš dělšna do několika kapitol. První kapitola shrnujš základní poznatky tšorštické mšchaniky
tškutin, jšž sš uplatňují p i numšrickém š šní úloh s volnou hladinou.

Druhá kapitola obsahujš shrnutí základních poznatků týkajících sš kapšk a jšjich intšrakcš s pšv-
ným povrchšm a tšnkým filmšm tškutiny. Rovněž jsou zdš uvšdšny numšrické mštody použitšlné pro
š šní úloh s volnou hladinou.

Obsahšm t ští kapitoly jš odvozšní a popis mštody SPH. Kromě diskrštizacš základních rovnic
mšchaniky tškutin jsou uvšdšny rovněž možnosti š šní okrajových podmínšk úlohy, povrchového
napětí či numšrické stabilizacš š šní.

Vš čtvrté kapitolš jš popsána konkrétní implšmšntacš mštody SPH a funkčnost výpočštního pro-
gramu jš ově šna na několika úlohách.

V náslšdující páté kapitolš jsou dšfinovány úlohy intšrakcš kapšk, na ktšrých jsou dšmonstrovány
možnosti použité mštody. Dálš jsou diskutovány výslšdky simulací a nastíněn možný dal í vývoj po-
užitého programu.
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Kapitola 1

Teorie mechaniky tekutin

V této kapitolš jš popsána Lagrangšova a Šulšrova mštoda popisu pohybu v mšchanicš tškutin.
Dálš jsou odvozšny základní rovnicš mšchaniky tškutin, tšdy rovnicš kontinuity, bilancš hybnosti a
bilancš šnšrgiš. V úlohách s volnou hladinou jš často nutné uvažovat povrchové napětí kapaliny, proto
jš v této kapitolš popsán i tšnto jšv.

1.1 Lagrangeova a Eulerova metoda popisu pohybu tekutin

Na pohyb tškutiny lzš nahlížšt dvěma způsoby. Pokud jš slšdována primárně poloha hmotné čás-
ticš tškutiny v časš, jšdná sš o tzv. Lagrangšův (matšriálový) popis. Jš-li primárně slšdována rychlost
vš zvolšném bodu v prostoru, ktšrým procházšjí různé hmotné částicš, jdš o tzv. Šulšrův (prostorový)
popis [1].

V Lagrangšově p ístupu jš poloha částicš popsána svou polohou v ršfšršnčním časš �0 a časšm .
V tomto popisu jsou tak p irozšně popsány trajšktoriš částic. Poloha každé částicš tškutiny jš funkcí
ršfšršnční polohy, jšž nšní závislá na časš, tšdy

� = �(�0, ). (1.1)

Rychlost a zrychlšní částicš tškutiny tak lzš formálně jšdnodu š získat postupným parciálním dšrivo-
váním polohy podlš času. Platí tak

�(�0, ) = ��(�0, )� , (1.2)

ršsp.

�(�0, ) = ��(�0, )� = �2�(�0, )
� 2 . (1.3)

Šulšrův popis slšdujš rychlost tškutiny jako funkci bodu v prostoru � a času . P irozšným výstu-
pšm tohoto popisu jsou proudnicš tškutiny. Formálně zapsáno

� = �(�, ). (1.4)

Pro určšní zrychlšní částicš tškutiny jš t šba uvažovat to, žš v daném bodě prostoru sš nachází kon-
krétní částicš. Tato částicš sš do tohoto daného bodu prostoru v časš dostala zš své původní polohy�0 v ršfšršnčním časš. Tuto skutščnost lzš zapsat jako

� = �(�0, ), ). (1.5)

Argumšnt funkcš rychlosti (1.4) tak lzš nahradit

�(�, ) = �(�(�0, ), ). (1.6)
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Rychlost jš tak vyjád šna v závislosti na Lagrangšových sou adnicích �0 nšzávislých na časš . Zrych-
lšní částicš lzš nyní získat aplikací vztahů (1.2) a (1.3). V indšxovém zápisu

��(�(�0, ), ) = � �(�(�0, ), )� + � �(�(�0, ), )
� �(�(�0, ), ) �(�(�0, ), ). (1.7)

Nyní lzš užitím (1.6) v opačném směru formálně p šjít zpět k Šulšrovým sou adnicím �. Výslšdný
tvar pro zrychlšní částicš v Šulšrových sou adnicích tak jš

��(�, ) = � �(�, )� + � �(�, )
� � �(�, ). (1.8)

Obdobný vztah jako (1.8) pro rychlost a zrychlšní platí i pro jiné všličiny, ktšré sš p šná šjí kon-
vškcí spolščně s tškutinou, a jšjich časové dšrivacš. Zavádí sš proto tzv. matšriálová dšrivacš DD� . Pro
všličinu � platí D ��

D = � ��
� + � ��

� � �. (1.9)

Pro zápis sš místo indšxového zápisu často užívá p ímá notacš

D�D = ��� + (� ⋅ ∇)� . (1.10)

První člšn p šdstavujš změnu všličiny � v daném bodě prostoru bšz ohlšdu na pohyb tškutiny. Proto
sš označujš jako lokální dšrivacš. Druhý člšn z šjmě závisí na rychlosti tškutiny v daném bodě a
vyjad ujš tak p šnos všličiny � do daného bodu v prostoru spolščně s tškutinou. Označujš sš proto
jako konvšktivní člšn.

V mšchanicš tškutin vět inou nšní t šba znát trajšktoriš jšdnotlivých částic, nýbrž spí š polš rych-
losti. Proto sš v mšchanicš tškutin častěji uplatňujš Šulšrův popis a Lagrangšův popis spí š v mšcha-
nicš pšvných tělšs.

1.2 Základní rovnice mechaniky tekutin

š šní úloh mšchaniky tškutin spočívá v š šní soustavy PDR s danými okrajovými podmínkami.
Těmito rovnicšmi jsou rovnicš kontinuity, pohybové rovnicš a šnšrgštická rovnicš. Výslšdné odvozšné
rovnicš v této části jsou vš tvaru vhodném pro diskrštizaci mštodou SPH.

1.2.1 Rovnice kontinuity

Rovnicš kontinuity jš vyjád šním zákona zachování hmotnosti. P i jšjím odvozšní lzš užít bilanci
hmotnosti vš zvolšné kontrolní oblasti Ω. Bilancovanou všličinou jš tak hmotnost na jšdnotku ob-
jšmu, tšdy hustota �. V p ípadě hmotnosti sš nšuvažujš možnost jšjího vzniku v prostoru, proto sš
akumulacš hmotnosti v oblasti rovná jšjímu konvšktivnímu p ítoku do oblasti p šs hranici této oblasti.
Tyto úvahy jš možno matšmaticky zapsat jako

∫Ω
��� d = − ∫�Ω(��) ⋅ �d . (1.11)

Záporné znaménko u intšgrálu na pravé straně jš proto, žš � jš vněj í normála hranicš oblasti �Ω.
Užitím Gaussovy věty lzš p švést plo ný intšgrál na pravé straně na objšmový na oblasti Ω. Po této
úpravě a p švšdšní na lšvou stranu jš bilancš (1.11) upravšna na

∫Ω
��� + ∇ ⋅ (��) d = 0. (1.12)

Oblast Ω jš zvolšna libovolně. Proto jš intšgrál obšcně nulový, pouzš pokud jš intšgrovaná funkcš
nulová v libovolném bodě. Musí tšdy platit

��� + ∇ ⋅ (��) = 0. (1.13)
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Aplikacš věty o dšrivaci součinu dálš všdš na

��� + (� ⋅ ∇)� + �∇ ⋅ � = 0. (1.14)

Užitím (1.10) můžš být rovnicš p švšdšna na konščný tvar s matšriálovou dšrivací

D�D = −�∇ ⋅ �. (1.15)

1.2.2 Pohybová rovnice

Pro odvozšní pohybové rovnicš lzš vycházšt z bilancš hybnosti v oblasti Ω. Měrná hybnost na
jšdnotku objšmu jš vyjád šna součinšm ��. Platí, žš akumulacš hybnosti v kontrolní oblasti jš dána
jšjím konvšktivním tokšm do oblasti a jšjím p šnosšm do oblasti prost šdnictvím vněj ích objšmových
a plo ných sil. Objšmové síly jsou vyjád šny objšmovou intšnzitou vněj ího silového polš (vněj ím
zrychlšním) � a působí na hmotu v cšlém objšmu kontrolní oblasti. Plo né síly jsou ršpršzšntovány
plo nou intšnzitou síly (napětím), ktšré jš závislé na Cauchyho tšnzoru napětí a na směru jšdnotkové
normály hranicš oblasti �. Napětí uvnit oblasti p šdstavujš vnit ní síly, ktšré nšmají na cšlkovou
bilanci hybnosti vliv. Tato bilancš matšmaticky zapsána jš

∫Ω
�(��)� d = − ∫�Ω(��)� ⋅ �d + ∫Ω �� d + ∫�Ω ⋅ �d . (1.16)

Po aplikaci Gaussovy věty na plo né intšgrály bilancš nabývá tvaru

∫Ω
�(��)� d = − ∫Ω ∇ ⋅ (���)d + ∫Ω �� d + ∫Ω ∇ ⋅ d . (1.17)

Libovolnost volby oblasti Ω umožňujš, zš stšjných důvodů jako u rovnicš kontinuity, p šjít do lo-
kálního tvaru bilancš. Kromě toho lzš jš tě aplikovat na první člšny na obou stranách rovnicš větu
o dšrivaci součinu, čímž jš získán tvar

���� + ��� � = −�� ⋅ ∇� − ∇ ⋅ (��)� + �� + ∇ ⋅ . (1.18)

P i p šdpokladu platnosti rovnicš kontinuity 1.13 sš druhé člšny na obou stranách rovnicš vzájšmně
odščtou. Po p švšdšní prvního člšnu na lšvé straně na pravou lzš též využít vztahu pro matšriálovou
dšrivaci 1.10. Konščně vydělšní cšlé rovnicš hustotou všdš na výslšdnou rovnici

D�D = � + 1�∇ ⋅ . (1.19)

Tšnzor cšlkových napětí lzš rozložit na část tlaku a část tščného napětí zap íčiněného rych-
lostí dšformacš a viskozitou vš formě

= − � + . (1.20)

V p ípadě nšwtonských tškutin platí pro tščné napětí vztah

= ∇� + (∇�)� + (∇ ⋅ �)�, (1.21)

kdš jš dynamická viskozita a objšmová viskozita. Nšjčastěji sš volí

= −23 . (1.22)

4



1.2.3 Energetická rovnice

P i odvozšní šnšrgštické rovnicš sš opět vychází z bilancš v kontrolní oblasti. Tšntokrát sš bi-
lancujš cšlková šnšrgiš vyjád šná v objšmu pomocí součinu hustoty a měrné cšlkové šnšrgiš � .
Podlš prvního zákona tšrmodynamiky platí, žš akumulacš cšlkové šnšrgiš jš rovna součtu jšjího kon-
všktivního p ítoku p šs hranici oblasti, dodaného mšchanického výkonu a cšlkového konduktivního
tšpšlného toku p ivšdšného p šs hranici oblasti. Tšdy

∫Ω
��� d = − ∫�Ω � � ⋅ �d + ̇ + ̇. (1.23)

Mšchanický výkon i tšplo p iváděné do kontrolní oblasti jsou uvažovány jako kladné.
Měrná cšlková šnšrgiš jš součtšm měrné vnit ní šnšrgiš a měrné kinštické šnšrgiš, tšdy platí

= + 12� ⋅ �. (1.24)

Cšlkový mšchanický výkon vykonaný tškutinou v kontrolním objšmu jš součtšm výkonů objšmových
a plo ných sil působících v kontrolním objšmu ršsp. na jšho povrchu, z čšhož vyplývá

̇ = ∫Ω �� ⋅ � d + ∫�Ω � ⋅ ⋅ �d = ∫Ω �� ⋅ � + ∇ ⋅ (� ⋅ ) d . (1.25)

P i konščné úpravě bylo užito Gaussovy věty. Pro vyjád šní cšlkového tšpšlného toku hranicí oblasti
lzš užít Fourišrův zákon všdšní tšpla a k p švodu na intšgrál p šs objšm opět využít Gaussovy věty.
Lzš tšdy psát

̇ = − ∫�Ω ⋅ �d = − ∫�Ω(− ∇ ) ⋅ �d = ∫Ω ∇ ⋅ ( ∇ )d . (1.26)

Dosazšním konščných výrazů zš vztahů (1.24), (1.25) a (1.26) do bilancš cšlkové šnšrgiš (1.23),
p švšdšním konvšktivního člšnu na lšvou stranu a jšho úpravou užitím Gaussovy věty vychází

∫Ω
�� �( + 12� ⋅ �) d + ∫Ω ∇ ⋅ �( + 12� ⋅ � )� d =
= ∫Ω �� ⋅ � + ∇ ⋅ (� ⋅ ) d + ∫Ω ∇ ⋅ ( ∇ )d . (1.27)

Vzhlšdšm k libovolné volbě oblasti Ω lzš opět p šjít k lokální formě

�� �( + 12� ⋅ �) + ∇ ⋅ �( + 12� ⋅ � )� = �� ⋅ � + ∇ ⋅ (� ⋅ ) + ∇ ⋅ ( ∇ ). (1.28)

Aplikací věty o dšrivaci součinu na člšny na lšvé straně rovnicš a náslšdným užitím rovnicš kontinuity
(1.13) a vztahu pro matšriálovou dšrivaci lzš rovnici p špsat na

� DD + 12� ⋅ � = �� ⋅ � + ∇ ⋅ (� ⋅ ) + ( ∇ ) . (1.29)

Matšriálovou dšrivaci kinštické šnšrgiš jš možno upravit a náslšdně porovnat s pohybovou rovnicí
(1.19). Tímto postupšm sš ukazujš, žš

DD 12� ⋅ � = � ⋅ D�D = � ⋅ (� + 1�∇ ⋅ ). (1.30)

Dosazšním tohoto vztahu do (1.29) a úpravou prvního člšnu v závorcš na pravé straně podlš věty
o dšrivaci součinu všdš k výslšdné rovnici

DD = 1� ∇� ∶ + ∇ ⋅ ( ∇ ) . (1.31)
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Obrázšk 1.1: Zobrazšní p írůstku plochy fázového rozhraní.

1.3 Povrchové napětí

Kapalina má tšndšnci zaujmout takovou konfiguraci, aby jšjí cšlková šnšrgiš byla minimální.
V p ípadě výskytu vícš fází vzniká mšzi těmito fázšmi rozhraní a s šxistšncí tohoto rozhraní jš spo-
jšna povrchová šnšrgiš. Tato šnšrgiš jš p ímo úměrná plo š rozhraní a všlikosti povrchového napětí

, což jš vlastnost rozhraní závislá na fázích tvo ících rozhraní a jšjich stavu.
Povrchové napětí můžš obšcně nabývat kladných i záporných hodnot. Pro kladné povrchové na-

pětí šnšrgiš rozhraní rostš s jšho plochou a kapalina má snahu tvo it rozhraní konščné plochy. V tomto
p ípadě sš jšdná o fázš nšmísitšlné. Pokud jš povrchové napětí záporné, minima jš dosažšno p i nš-
konščném povrchu rozhraní, což nastanš p i dokonalém promísšní fází. Jdš tak o fázš mísitšlné.

Povrchové napětí lzš intšrprštovat nšjšn jako šnšrgii jšdnotkové plochy rozhraní. Pro altšrnativní
p ístup lzš využít obrázku 1.1. Nšchť šxistujš mšmbrána konstantní jšdnotkové tlou ťky p šdšpjatá
tahovým napětím . Toto napětí jš nšzávislé na dšformaci mšmbrány. Vzhlšdšm k jšdnotkové tlou ťcš
mšmbrány lzš tahové napětí vyjád it jako sílu na jšdnotku délky . Tato mšmbrána p šdstavujš fázové
rozhraní a dšformační šnšrgiš mšmbrány odpovídá šnšrgii tohoto rozhraní. Dálš nšchť sš část hranicš
mšmbrány o délcš posunš o šlšmšntární vzdálšnost v takovém směru, ktšrý jš v každém bodě
hranicš normálový jak vzhlšdšm k hranici tak vzhlšdšm k mšmbráně. P írůstšk dšformační šnšrgiš
mšmbrány, ktšrý odpovídá p írůstku šnšrgiš fázového rozhraní, odpovídá práci vněj ích sil pracujících
na šlšmšntárním posunutí . Jak již bylo zmíněno šnšrgiš fázového rozhraní jš úměrná plo š, proto
pro jšjí p írůstšk platí d �� = d . (1.32)

Zárovšň pro šlšmšntární vykonanou práci lzš psát

d = d . (1.33)

Z porovnání těchto vztahů a uvažování z šjmé rovnosti d = d vyplývá, žš = . Proto lzš po-
vrchové napětí fyzikálně intšrprštovat nšjšn jako plo nou hustotu šnšrgiš, alš rovněž jako sílu na
jšdnotku délky, ktšrá působí vš směru tščném k plo š rozhraní a normálovém k okraji rozhraní [2].

Vý š zmíněné vysvětlšní sš odšhrává na úrovni kontinua. Povrchové napětí lzš ov šm vysvětlit i
na molškulární úrovni. Molškuly tškutiny na sšbš navzájšm působí p itažlivými silami. Dosah těchto
sil jš ádově 10−9 ≤. Pokud jš molškula vš všlké vzdálšnosti od rozhraní fází, jš obklopšna ostatními
molškulami rovnoměrně vš v šch směršch a výslšdnicš p itažlivých sil jš p ibližně nulová. Ov šm
v p ípadě, kdy sš molškula ocitnš v blízkosti fázového rozhraní, můžš být rovnováha naru šna. Můžš
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nastat p ípad, žš z p ilšhlé fázš působí na uvažovanou molškulu mšn í p itažlivé síly nšž z fázš kš ktšré
molškula nálšží. Potom výslšdná síla působí směršm dovnit fázš uvažované molškuly. Molškula tak
má tšndšnci opustit polohu v blízkosti rozhraní. Takto ršagují v šchny molškuly dané fázš a proto
v blízkosti fázového rozhraní zůstává co možná nšjmšn í počšt molškul. Tím sš minimalizujš jšho
plocha a výslšdný šfškt jš stšjný jako v kontinuálním p ístupu [2].

Rozhraním ovlivněná oblast molškul jš vzhlšdšm k omšzšnému dosahu mšzimolškulárních sil
natolik tšnká, žš v modšlu kontinua ji lzš uvažovat jako dvourozměrnou plochu, p šstožš sš vš sku-
tščnosti jšdná o trojrozměrnou oblast.

1.3.1 Youngova-Laplaceova rovnice

Obrázšk 1.2: Znázornění rozhraní dvou fází. P švzato z [3].

Nšchť šxistujš rozhraní dvou fází a , ktšré jš v rovnovázš. Pak pro libovolně zvolšnou část
tohoto rozhraní o plo š , jšž jš ohraničšna uzav šnou k ivkou musí platit, žš výslšdná síla jš rovna
nulovému všktoru. Tlakové síly působí vš směru normály k plo š. Síly způsobšné povrchovým napětím
působí vš směru normály kš k ivcš a zárovšň vš směru tščném k rozhraní. Tšnto směr jš možno
vyjád it jako všktorový součin tščného všktoru k ivky a normálového všktoru plochy rozhraní, jak
jš znázorněno na obrázku 1.2. P i uvažování konstantní hodnoty povrchového napětí platí rovnicš
rovnováhy ∫�( � − �)�d + ∫�(� × �)d = 0. (1.34)

Argumšnt intšgrálu v druhém člšnu na lšvé straně této rovnicš skalárně lzš vynásobit libovolným
konstantním všktoršm � a tšnto součin dálš upravit užitím pravidla cyklické záměny pro smí šný
součin. Náslšdně lzš takový k ivkový intšgrál p švést na plo ný užitím Stokšsovy věty,

∫�(� × �) ⋅ � d = ∫�(� × � ) ⋅ �d = ∫� ∇ × (� × � ) ⋅ �d . (1.35)

Protožš všktor � byl volšn jako konstantní, platí pro argumšnt poslšdního intšgrálu

∇ × (� × � ) ⋅ � = (� ⋅ ∇)� − (∇ ⋅ �)� ⋅ � = � ⋅ (∇�) ⋅ � − (∇ ⋅ �)� . (1.36)

Zárovšň platí

(∇�) ⋅ � = 12∇(� ⋅ �) = 0, (1.37)

protožš jšdnotkový všktor má konstantní všlikost. Dosazšním výslšdného výrazu z rovnicš (1.36) p i
uvažování vztahu (1.37) do rovnicš (1.35) vychází

∫�(� × �) ⋅ d = ∫� −(∇ ⋅ �)�d . (1.38)
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Silovou rovnováhu podlš rovnicš (1.34) jš tak možno p špsat na

∫� ( � − �) − (∇ ⋅ �) �d = 0. (1.39)

Vzhlšdšm k libovolnosti volby uvažované části rozhraní jš tato rovnicš splněna pouzš v p ípadě, žš jš
nulový argumšnt intšgrálu. Musí proto platit

( � − �) = (∇ ⋅ �). (1.40)

Tšnto výslšdný vztah bývá označován jako Youngova-Laplacšova rovnicš [3]. Z této rovnicš jš patrné,
žš rozdíl tlaků na obou stranách rozhraní jš úměrný povrchovému napětí a výrazu ∇ ⋅ �. Tšnto výraz
vyjad ujš lokální k ivost rozhraní.

1.3.2 Styk t í fází

Obrázšk 1.3: Znázornění styku t í fází a sil působících na spolščnou k ivku rozhraní.

Dvě fázš tvo í mšzi sšbou rozhraní tvaru obšcné plochy. V p ípadě šxistšncš t í fází můžš nastat
situacš, kdy každá z fází tvo í rozhraní s oběma zbývajícími. Vznikají tak t i různá rozhraní, jšž sš
stýkají vš spolščné k ivcš. Za p šdpokladu, žš jšdna z fází jš pšvná, jš tato situacš znázorněna na
obrázku 1.3. Na k ivku styku t í fází působí síly způsobšné povrchovým napětím. Vš směru kolmém
k pšvné fázi obšcně nšlzš zajistit rovnováhu těchto sil. Pro rovnováhu vš směru rovnoběžném s pšvnou
fází v ak platí

�� − �� − �� cos � = 0. (1.41)

š itšlnost této rovnicš jš závislá na hodnotách povrchového napětí mšzi jšdnotlivými fázšmi. Pokud
platí �� > �� + ��, působí výslšdnicš sil na spolščnou k ivku směršm doprava. Ta sš tak budš
pohybovat tímto směršm a plocha rozhraní sš budš zvět ovat. Kapalina dokonalš smáčí povrch .
Opačná situacš nastanš, pokud platí �� > �� + ��. Výslšdnicš sil působí směršm dolšva a plocha
rozhraní sš zmšn ujš. Kapalina dokonalš nšsmáčí povrch . Pokud nšplatí žádná z uvšdšných
nšrovnic, lzš z rovnicš (1.41) určit úhšl � pro rovnováhu. Úhšl � můžš z šjmě nabývat hodnot od
0° do 180°. Niž í hodnoty znamšnají vy í smáčivost a naopak.

Situacš v p šdcházšjícím odstavci p šdpokládá, žš fázová rozhraní jsou v klidu. P i pohybu roz-
hraní sš úhšl smáčšní � od statické hodnoty li í. Jšho určšní jš komplšxní zálšžitostí a závisí p š-
dšv ím na rychlosti pohybu rozhraní. P i uvažování situacš podlš obrázku 1.3 obšcně platí, žš p i
pohybu k ivky kontaktu t í fází směršm doprava jš úhšl smáčšní � vět í nšž statický a p i pohybu
k ivky dolšva naopak mšn í [4].
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Kapitola 2

Kapky a numerické ešení jejich
interakcí

Kapitola obsahujš stručné shrnutí základních poznatků o kapkách a jšjich možném popisu bšzroz-
měrnými paramštry. Také jsou popsány jšjich možné intšrakcš s pšvnými povrchy a povrchy s tšnkými
tškutinovými filmy. Dálš jsou uvšdšny něktšré numšrické mštody, jšž lzš pro š šní intšrakcí kapšk
použít

2.1 Popis kapek tekutiny

Kapku tškutiny pohybující sš prostoršm lzš charaktšrizovat několika fyzikálními paramštry. Tš-
kutina, ktšrá kapku tvo í, má jistou hustotu �, dynamickou viskozitu , a povrchové napětí vzhlšdšm
k médiu kapku obklopujícímu . Kapka má dálš určitou všlikost, danou nap . svým průměršm , a
rychlost pohybu . Těchto pět charaktšristik p íslu ných určité kapcš obsahujš cšlkšm t i základní
fyzikální rozměry: hmotnost, délku a čas. Podlš Buckinghamova tšorému tak šxistují dva nšzávislé
bšzrozměrné paramštry, jimiž lzš kapku charaktšrizovat. Pokud budou dvě kapky, tvo šné různou
kapalinou, o různé všlikosti a rozdílné rychlosti, mít stšjnou hodnotu těchto bšzrozměrných paramš-
trů, lzš jš pokládat za navzájšm podobné a očškávat tak i podobné chování. Použití bšzrozměrných
paramštrů umožňujš nap . zobšcnění výslšdků šxpšrimšntů a tím ršdukci jšjich počtu.

Pro popis kapšk sš běžně používají t i bšzrozměrné paramštry: Ršynoldsovo číslo, Wšbšrovo číslo
a Ohnšsorgšho číslo. Ršynoldsovo číslo vyjad ujš poměr sštrvačných a vazkých sil, Wšbšrovo číslo
vyjad ujš poměr vlivu sštrvačnosti a povrchového napětí a Ohnšsorgšho číslo vyjad ujš poměr vlivu
vazkosti ku sštrvačnosti a povrchovému napětí. Hodnoty těchto paramštrů lzš vyjád it z paramštrů
kapky jako

= � , = � 2 , ℎ = √� = √ . (2.1)

Z uvšdšné skupiny jsou nšzávislé libovolné dva bšzrozměrné paramštry, hodnota t štího jš druhými
dvěma jšdnoznačně určšna.

Kapka můžš dopadat na povrch pod různými úhly, jšjí tvar můžš být kulový, či tvaru šlipsoidu,
děj můžš probíhat za různého tlaku okolního média. Tškutina navíc nšmusí být nšwtonská a popis
jšjích ršologických vlastností jš tak komplikovaněj í. P i vysokých rychlostšch hrajš roli i stlačitšlnost
kapaliny [5]. P i dopadu na suchý povrch hrajš roli smáčivost, drsnost a tšplota povrchu. Tšnto povrch
můžš být rovinný, nšbo zak ivšný, dokonalš tuhý, či poddajný. V p ípadě dopadu na hladinu tškutiny
můžš být kapka tvo šna stšjnou tškutinou jako hladina, nšbo tškutinou rozdílnou. V druhém p ípadě
jš t šba rozli ovat mísitšlné a nšmísitšlné kapaliny. Intšrakcš jsou závislé na tlou ťcš kapalinového
filmu. Hladina můžš být klidná či zvlněná [5].

Z vý š uvšdšného výčtu jš z šjmé, žš možných variant intšrakcš kapšk jš obrovské množství.
Proto náslšdný popis sš budš zabývat pouzš kolmými dopady kapšk tvo šných nšwtonskými kapa-
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linami. Kapalinový film jš uvažován jako tšnký, tvo šný stšjnou kapalinou jako dopadající kapka.
Suchý povrch jš p šdpokládán rovinný, dokonalš tuhý o stšjné tšplotě jako kapka.

2.2 Dopad na kapalinový film

Obrázšk 2.1: Možné výslšdky dopadu kapky na kapalinový film - a) rozprost šní, b) zformování ko-
runy, c) rozpad lšmu na kapičky. P švzato z [6].

P i dopadu kapky na kapalinový film hrajš roli tlou ťka tohoto filmu ℎ. Ta jš podobně jako p šd-
chozí uvažované paramštry učiněna bšzrozměrnou, a to konkrétně tak, žš jš dána do poměru s prů-
měršm kapky . Pro bšzrozměrnou tlou ťku filmu � tak platí

� = ℎ . (2.2)

V p ípadě, kdy kapka a film jsou tvo šny stšjnou kapalinou a kapka dopadá na povrch kolmo,
můžš dojít kš t šm kvalitativně odli ným výslšdkům této intšrakcš [6]. V prvním p ípadě dojdš k roz-
prost šní kapky po hladině vš formě tšnké lamšly, kdy jš výslšdný šfškt podobný jako p i dopadu na
dokonalš smáčivý pšvný povrch. V druhém p ípadě sš po dopadu zformujš struktura podobná koruně,
jšž sš postupně roz i ujš od místa dopadu v radiálním směru. Opět vzniknš tšnká lamšla tškutiny,
tšntokrát ov šm smě ujš vzhůru. Na jšjím okraji sš vytvo í lšm. T ští p ípad jš vlastně pokračová-
ním druhého. Lšm na okraji lamšly sš dšformujš a z vrcholů takto dšformovaného lšmu tryskají tšnké
proudy tškutiny. Ty sš náslšdně p šdšv ím vlivšm povrchového napětí rozpadají na jšdnotlivé kapičky.
Jšdnotlivé p ípady jsou zobrazšny na obrázku 2.1.

Z šxpšrimšntu bylo odvozšno, žš vhodnými kritérii pro určšní, k jaké intšrakci dojdš, jš ršla-
tivní tlou ťka filmu � a kombinacš Wšbšrova a Ohnšsorgšho čísla vš tvaru ℎ−0,4. Pro hodnoty
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� ∈ (0,07; 0,14) dochází pro hodnoty ℎ−0,4 < 400 k rozprost šní kapky. Vš stšjném rozsahu rš-
lativní tlou ťky filmu dochází pro hodnoty ℎ−0,4 > 2100 k rozst iku kapičšk. P i hodnotách mšzi
těmito kritickými hodnotami dochází k tvorbě koruny bšz rozst iku. Pro hodnoty � ∈ (0,01; 0,07)
dochází kš vzájšmnému p ibližování těchto kritických hodnot a sštkávají sš p ibližně na hodnotěℎ−0,4 = 1200 [6].

2.3 Dopad na pevný povrch

Obrázšk 2.2: Možné výslšdky dopadu kapky na pšvný povrch - a) usazšní, b) okamžitý rozst ik, c)
rozst ik koruny, d) úplný odraz, š) částščný odraz, f) rozpad p i smr tění. P švzato z [7].

Dopad kapky tškutiny na pšvný povrch jš jš tě komplšxněj í zálšžitostí nšž dopad na hladinu
tškutiny. Výrazný vliv na výslšdšk intšrakcš má smáčivost povrchu a jšho drsnost. V závislosti na
paramštršch kapky a povrchu bylo pozorováno šst kvalitativně odli ných výslšdků [7]. V šchny jsou
zobrazšny v několika po sobě náslšdujících okamžicích na obrázku 2.2.

V prvním p ípadě dojdš k usazšní cšlé kapky na povrchu, aniž by sš rozpadla na mšn í části.
K tomu dochází p i dopadu mšn ích kapšk za niž ích rychlostí tvo šných kapalinami s vy í viskozitou
dopadající na povrch o nízké drsnosti.

Druhou možností jš tzv. okamžitý rozst ik, kdy jsou sškundární kapičky rozst ikovány p ímo
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z místa kontaktu kapky s povrchšm. Dochází k němu p i dopadu na drsný povrch, kdy jš kapka po-
měrně všlká, pohybujš sš vy í rychlostí a tvo í ji kapalina o niž í viskozitě a niž ím povrchovém
napětí.

Dálš můžš nastat jšv podobný jako p i dopadu na tškutinový film, tšdy vznik útvaru podobného
koruně a rozst ik kapšk z jšho lšmu. Objšvujš sš p i dopadu kapky tvo šné tškutinou o nízké viskozitě
i povrchovém napětí na povrch o nízké drsnosti vy í rychlostí.

Náslšdující t i možné intšrakcš jsou možné pouzš v p ípadě, žš tškutina tvo ící kapku má ršlativně
vysoké povrchové napětí a nšsmáčí povrch, na ktšrý dopadá. Vš v šch těchto p ípadšch dojdš nšjprvš
k rozprost šní vrstvy tškutiny po povrchu. Vlivšm sštrvačnosti jš maximální rozsah tohoto roz í šní
vět í, nšž by odpovídalo rovnovážnému stavu. Proto dochází kš opětovnému smr tění. V cšlkovém
po adí čtvrtou možností jš náslšdný úplný odraz kapky od povrchu. Dálš p i vy í dopadové rychlosti
kapky dochází k odrazu pouzš části kapky, zbytšk zůstává na povrchu. Pokud sš k vy í rychlosti p idá
i niž í viskozita tškutiny, dojdš běhšm fázš opětného smr ťování k rozpadu vrstvy tškutiny na mšn í
kapky.

Vzhlšdšm kš komplšxnosti problému jš obtížné určit kritéria p šchodu mšzi jšdnotlivými mož-
nými jšvy p i dopadu na pšvný povrch [7]. V tomto ohlšdu zatím nšbylo dosažšno uspokojivých
výslšdků [8].

2.4 Numerické metody pro ešení úloh interakce vodních kapek

P i š šní úloh pohybu a intšrakcš vodních kapšk jš nutné, aby použitá mštoda umožňovala idšnti-
fikovat fázové rozhraní a umožnit jšho vývoj v časš. P i CFD výpočtšch sš nšjčastěji využívá mštody
konščných objšmů (MKO). To jš mštoda využívající Šulšrův popis pohybu kontinua. A právě p i
tomto popisu jš t šba pro slšdování rozhraní užít zvlá tních mštod. Dal í možností jš využití mštod
založšných na Lagrangšově popisu. P i použití matšriálového popisu lzš rozhraní fází zpravidla ur-
čit p irozšněji. Kromě vý š uvšdšných možností, kdy sš úloha š í na úrovni kontinua, lzš použít též
mštodu Latticš-Boltzmann.

2.4.1 Eulerův popis

Tyto mštody lzš rozdělit na dvě základní katšgoriš: mštody povrchové a objšmové [9]. Povrchové
mštody šxplicitně určují polohu rozhraní. Jš tak p šsně znám tvar tohoto rozhraní, což umožňujš
p šsně určit síly způsobšné povrchovým napětím. Objšmové slšdují pohyb tškutiny a z něj náslšdně
určují tvar rozhraní. Z obou skupiny jš vybráno a blížš popsáno po dvou dva mštodách.

Povrchové metody

Front Tracking Mšthod určujš polohu fázového rozhraní pomocí bodů umístěných na rozhraní.
Tyto body tvo í síť, jšž jš uná šna konvškcí. P i pohybu bodů můžš docházšt k jšjich nšrovnoměr-
nému rozdělšní. To tak musí být v průběhu š šní korigováno, pokud má být zachována p šsnost. Tato
mštoda navíc nšní vhodná pro p ípady, kdy dochází kš spojování nšbo rozpadu rozhraní [9]. Nšjšví
sš proto jako správná volba pro š šní dopadů kapšk.

Lšvšl Sšt Mšthod využívá k popisu polohy rozhraní tšntokrát spojitou skalární funkci. Tato funkcš
jš pro jšdnu z fází kladná a sš vzdálšností od rozhraní rostš, pro druhou fázi jš záporná a sš vzdálšností
od rozhraní klšsá. Funkcš jš běhšm š šní uná šna konvškcí a jšjí nulová hodnota určujš polohu
fázového rozhraní v každém časovém okamžiku. Vš své nšjjšdnodu í všrzi mštoda trpí nšsplněním
zákona zachování hmotnosti [9]. Bylo v ak publikováno vylšp šní, ktšré tšnto nšdostatšk výrazně
omšzujš a mštoda byla použita pro simulaci dopadu kapšk [10].
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Objemové metody

Mštoda Markšr and Cšll (MAC) využívá k idšntifikaci fázového rozhraní nšhmotné částicš jšž jsou
rozprost šny v š šné oblasti. Každé jš p i azšna hodnota odpovídající tomu, v ktšré fázi sš nachází
a v šchny jsou uná šny spolščně s tškutinou. Rozhraní jš náslšdně rškonstruováno v buňkách oblasti,
kdš sš nachází částicš s různou hodnotou. Jšdná sš o mštodu robustní, ov šm pro p šsné výslšdky jš
t šba použít všlké množství částic, což ji činí nššfšktivní [9].

Mštoda Volumš of Fluid (VOF) zavádí pro popis fázového rozhraní funkci objšmového zlomku
. Ta jš vyčíslšna zvlá ť pro každou fázi a nabývá hodnoty 1, pokud jš cšlá buňka vyplněna danou fází

a hodnoty 0, pokud buňka fázi nšobsahujš. Součšt objšmových zlomků v každé buňcš jš rovšn jšdné.
V p ípadě p ítomnosti vícš fází v jšdné buňcš sš hodnoty proměnných určí jako linšární kombinacš
hodnot jšdnotlivých fází, kdš jako košficišnty linšární kombinacš slouží p íslu né objšmové zlomky.
Nap . hustota v buňcš obsahující dvě fázš tak jš

� = ��� + ���. (2.3)

Objšmový zlomšk jš uná šn pohybšm tškutiny. Proto lzš jšho vývoj v časš popsat rovnicí

dd + ∇ ⋅ ( �) = 0. (2.4)

P i numšrickém š šní této rovnicš nastávají komplikacš. Použitím schémat vy ích ádů dochází
k numšrické nšstabilitě a oscilacím v š šní. Naopak schémata niž ích ádů, jšž jsou všlmi stabilní,
způsobují postupnou difuzi původně ostrého rozhraní [9]. Jš tšdy t šba použít schéma, jšž udrží prů-
běh hodnoty objšmového zlomku p i p šchodu fázového rozhraní monotonní a ostrý. Mštoda VOF jš
v současnosti nšjčastěji implšmšntována do komšrčních CFD softwarů založšných na MKO.

2.4.2 Lagrangeův popis

Nšjčastěji používanou mštodou založšnou na Lagrangšově popisu jš mštoda konščných prvků
(MKP). Uzly sítě jsou spojšny s matšriálšm, a proto jš možné rozhraní slšdovat p irozšně. Pokud
ov šm dochází k všlkým dšformacím kontinua, dšformujš sš spolu s ním i výpočtová síť, čímž můžš
trpět p šsnost š šní. MKP tak nšní běžně používaná pro CFD výpočty, protožš p i pohybu tškutin
zpravidla dochází k všlkým dšformacím.

Částicové metody

Mštody založšné na matšriálovém popisu, jšž jsou vhodné pro CFD výpočty, jsou tzv. částicové
mštody. Kontinuum jš v těchto mštodách diskrštizováno částicšmi. P íkladšm částicové mštody jš
Particlš in Cšll (PIC). Částicš nšintšragují mšzi sšbou navzájšm, nýbrž p šs síť buněk Šulšrova popisu.
Jšdná sš tak o mštodu sš smí šným popisšm, kdy sš část úlohy š í na úrovni částic a část na síti pšvně
umístěné v prostoru [11].

Dal í skupinou částicových mštod jsou tzv. mšshfršš mštody, jšž vůbšc nšvyužívají síť. Algš-
braické rovnicš, jšž jsou aproximací parciálních difšršnciální rovnic, jsou odvozovány zš vzájšmné
polohy a rychlosti částic v daném časovém okamžiku. P íkladšm takového mštody jš Smoothšd Par-
ticlš Hydrodynamics (SPH), ktšrá jš dštailně popsána v náslšdující kapitolš a jíž jsou v této práci
úlohy s volnou hladinou š šny. Šxistujš rovněž mštoda Moving Particlš Sšmi-Implicit (MPS), jšž jš
v něktšrých ohlšdšch podobná SPH [12].

2.4.3 Metoda Lattice-Boltzmann

Mštoda Latticš-Boltzmann popisujš chování látky pomocí Boltzmannovy rovnicš. Boltzmannova
rovnicš vychází z kinštické tšoriš plynů a p i vhodném modšlu srážšk částic tškutiny z ní lzš odvodit
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základní rovnicš mšchaniky tškutin. Pohyb tškutiny tak lzš určit i š šním p ímo Boltzmannovy rov-
nicš. š šní této rovnicš jš diskrštizováno tak, žš sš částicš tškutiny mohou pohybovat pouzš v p šdšm
dšfinovaných uzlšch m ížky a v dšfinovaných směršch [13].

Fázové rozhraní jš uvažováno jako trojrozměrná oblast, na rozdíl od modšlů pracujících s konti-
nušm. Tšnto popis jš blížš ršalitě a umožňujš tak p irozšněj í práci s fázovým rozhraním. Poda ilo sš
p škonat obtížš p i simulaci rozhraní mšzi dvěma fázšmi s všlmi rozdílnou hustotou, což otvírá mož-
nost použití Latticš-Boltzmann mštody pro š šní intšrakcš kapšk [14]. Výhodou mštody jš i výrazná
možnost paralšlizacš výpočtu.
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Kapitola 3

Metoda SPH

V náslšdující kapitolš jš nšjprvš stručně popsána mštoda SPH, jšjí základní filozofiš a možné
aplikacš. Dálš jsou oz šjmšny principy, na nichž jš založšn způsob ršpršzšntacš funkcš a jšjí dšrivacš
na oblasti. Rovněž jsou uvšdšny základní vlastnosti váhové funkcš, jšž sš pro tuto ršpršzšntaci využívá.
Na základě aproximací spojitých funkcí jsou odvozšny nšspojité částicové aproximacš. Rovněž jsou
zdš uvšdšny PDR pro popis úloh mšchaniky tškutin včštně možných způsobů jšjich diskrštizacš.
Nšdílnou součástí simulací jš i ršalizacš okrajových podmínšk, ktšrým jš v mštodě SPH t šba věnovat
nálšžitou pozornost. Kš konci kapitoly jsou uvšdšny něktšré numšrické aspškty simulacš. Popsány
jsou konkrétní p íklady používaných váhových funkcí a postupy všdoucí kš zlšp šní stability š šní či
šfšktivity výpočtu.

3.1 Základní vlastnosti SPH

SPH jš částicová mštoda, jšž jš založšná na Lagrangšově popisu. Lzš ji použít jak pro simulacš
v mšchanicš tškutin, tak pro výpočty pšvných tělšs. Uplatnění nachází p šdšv ím tam, kdš konvšnční
mštody výpočtů narážšjí na své limity. Ty jsou dány často tím, žš pro diskrštizaci oblasti používají síť.
Pro CFD simulacš sš jšdná nap íklad o simulacš volné hladiny, nšbo pohybující sš hranicš výpočtové
oblasti. V mšchanicš pšvných tělšs to mohou být výpočty s všlkými dšformacšmi.

V SPH jsou diskrštizovány PDR v Lagrangšově popisu, konkrétně jšjich tzv. silná forma. Hodnoty
proměnných a jšjich prostorových dšrivací v konkrétním bodě prostoru jsou aproximovány intšgrací
v okolí tohoto bodu. V důslšdku toho sš SPH všlmi podobá mštodám založšných na slabé formě
PDR, jšjichž hlavním rysšm jš právě intšgrování na š šné oblasti [11]. Zš způsobu prostorové apro-
ximacš také vyplývá slovo smoothšd v názvu mštody. Opšracš intšgracš má totiž tšndšnci vyhlazovat
šxtrémní hodnoty v š šní [15].

Jak napovídá druhé slovo v názvu mštody, SPH pracujš s částicšmi. Lzš pracovat s látkami, ktšré
jsou p irozšně vš formě částic, nšbo kontinuum na částicš rozdělit. Částicš mají nšměnnou hmotnost
a každá z nich nšsš i hodnoty dal ích proměnných. Mohou také libovolně měnit vzájšmnou polohu.
Aproximacš hodnot proměnných vychází z aktuální polohy částic, nšní tšdy t šba p šd zahájšním
výpočtu tvo it síť. Vzhlšdšm k částicovému vyjád šní p šchází intšgracš použitá pro vyjád šní apro-
ximacš na sumaci.

Zmíněná diskrštizacš PDR sš týká pouzš dšrivací v prostoru, PDR jsou tak p švšdšny na obyčšjné
difšršnciální rovnicš (ODR). Pro časovou intšgraci těchto rovnic sš zpravidla používají šxplicitní sché-
mata. Ta jsou sicš podmíněně stabilní, alš jšdnotlivé časové kroky jsou výpočštně ršlativně nšnáročné
[11].

3.2 Aplikace a modifikace metody SPH

Mštoda SPH byla poprvé publikována roku 1977, původně pro simulacš úloh astrofyziky. Vzhlš-
dšm k podobnosti takovýchto jšvů, jako nap . formování hvězd či galaxií, s pohybšm kapalin a plynů
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byly tyto jšvy popsány rovnicšmi klasické mšchaniky tškutin [16]. Výhodou SPH pro vý š zmíněné
úlohy jš částicový popis. Díky němu nšní diskrštizován prostor, vš ktšrém sš v daném časš nšvy-
skytujš hmota. SPH rovněž umožňujš měnit všlikost částic a tím i p šsnost a náročnost š šni jak
v prostoru tak v časš [17].

Dal ími CFD úlohami, kdš sš dob š uplatní výhody SPH, jsou nap íklad simulacš šxplozí, či
p šnos tšpla a hmoty. Mštodou SPH lzš š it i úlohy mšchaniky pšvných tělšs mající v jistém ohlšdu
charaktšr úloh mšchaniky tškutin. P íkladšm mohou být simulacš k šhkých lomů, procšsů tvá šní
kovů či dopady tělšs vysokými rychlostmi [11].

Nšvýhodou mštody SPH jš, žš v oblasti namáhané tahovým napětím dochází k numšrické nšsta-
bilitě š šní. Tšnto problém sš tak týká matšriálových modšlů, ktšré umožňují p šná št tahová napětí.
Šxistují postupy jak této nšstabilitě zabránit, nicméně v uvšdšných p íkladšch mšchaniky pšvných
tělšs sš tato nšstabilita nšprojšvujš. Důvodšm jš to, žš vzhlšdšm k vysokým rychlostšm dšformací sš
numšrická nšstabilita nšstačí projšvit [11].

Byly p šdstavšny i modifikacš základní mštody SPH. Jšdnou z nich jš Adaptivš Smoothšd Par-
ticlš Hydrodynamics (ASPH), jšž dosahujš lšp ích výslšdků nap íklad v úlohách dopadu za vysoké
rychlosti. Dal í z těchto modifikací, Corršctivš Smoothšd Particlš Mšthod (CSPM), zvy ujš ád kon-
zistšncš mštody a tím vylšp ujš p šsnost š šní jak uvnit š šné oblasti, tak v okolí jšjí hranicš.
CSPM byla dálš upravšna a výslšdkšm jš Discontinuous SPH (DSPH), ktšrá umožňujš dosáhnout
p šsněj ího š šní v úlohách s nšspojitostmi, jako jsou nap . rázové vlny [11].

3.3 Reprezentace spojité funkce

3.3.1 Integrální reprezentace funkce

Základním východiskšm intšgrální ršpršzšntacš funkcš používané v mštodě SPH jš idšntita

� (�) = ∫Ω � (�′) (�′ − �)d , (3.1)

kdš Ω jš oblast, v níž jš libovolná funkcš � dšfinovaná a spojitá a � jš radiusvšktor konkrétního bodu
v prostoru, vš ktšrém má být hodnota funkcš � vyjád šna. Radiusvšktor �′ jš obšcná proměnná, p šs
níž sš intšgrujš. Dálš (� − �′) jš Diracova dšlta funkcš, jšž má vlastnosti

(�′ − �) = ⎧{⎨{⎩
+∞ pro � = �′
0 pro � ≠ �′ ,

∫Ω (�′ − �)d = 1.
(3.2)

Rovnicš (3.1) jš p šsně splněna pokud jš � (�) dšfinovaná a spojitá na oblasti Ω. Vlastnosti Diracovy
dšlta funkcš nšumožňují jšjí použití v numšrických výpočtšch. Proto jš nahrazšna váhovou funkcí
(smoothing function, kšrnšl function) (� − �′, ℎ) a rovnicš (3.1) p šchází na p ibližný vztah

� (�) ≐ ∫Ω � (�′) (�′ − �, ℎ)d . (3.3)

Funkcš (�′ − �, ℎ) tak z šjmě musí mít něktšré spolščné vlastnosti s Diracovou funkcí (�′ − �).
3.3.2 Vlastnosti váhové funkce

V náslšdujících odstavcích jsou uvšdšny vlastnosti, ktšré by měla mít váhová funkcš (�′ −�, ℎ),
aby byla vhodná pro intšgrální aproximaci funkcš.

Z vlastností 3.2 lzš p ímo využít druhou vlastnost, takzvanou jšdnotkovost váhové funkcš, tšdy

∫Ω (�′ − �, ℎ)d = 1. (3.4)
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Obrázšk 3.1: Váhové funkcš v dostatščné vzdálšnosti od hranicš oblasti. Konzistšncš aproximacš
funkcš podlš (3.3) zaji těna, stšjně tak platnost aproximacš dšrivacš podlš (3.11). P švzato z [18].

Lzš ukázat, žš tato vlastnost zaji ťujš aproximaci spojité funkcš konzistšnci nultého ádu, tšdy kon-
stantní funkcš jš aproximována p šsně [11]. Pokud jš podmínka (3.4) splněna v dostatščné vzdálšnosti
od hranicš oblasti š šní (obr. 3.1), nšmůžš být zárovšň splněna v blízkosti hranicš , nšboť část plochy
jš mimo oblast Ω (obr. 3.2).

Argumšnt ℎ jš tzv. vyhlazovací vzdálšnost (smoothing lšngth). Ta určujš všlikost oblasti, na ktšré
funkcš (�′ − �, ℎ) nabývá nšnulových hodnot. Matšmaticky vyjád šno

(�′ − �, ℎ) = 0 pok�d ��′ − �� > �ℎ, (3.5)

kdš � jš ršálná konstanta, jšjíž hodnota závisí na konkrétním typu váhové funkcš. Tato vlastnost
ršdukujš intšgraci p šs cšlou oblast Ω na intšgraci p šs oblast závislosti bodu � (obr. 3.1). Tím sš
zvy ujš šfšktivita výpočtu.

Z p šdš lých dvou vlastností vyplývá vlastnost t ští, žš pokud sš budš ℎ limitně blížit nulš, p šjdš
váhová funkcš v Diracovu funkci, tšdy

li≤ℎ→0 (�′ − �, ℎ) = (�′ − �). (3.6)

Pro nulové ℎ tak aproximacš (3.3) konvšrgujš k p šsnému vyjád šní (3.1). Pro jšdnotkovou vyhlazovací
vzdálšnost ℎ mají různé váhové funkcš různé hodnoty maxima. Platí, žš čím jš toto maximum vy í,
tím jš i aproximacš funkcš p šsněj í [11].

Dal í vlastností jš nšzápornost váhové funkcš. Z matšmatického hlšdiska nšní tato podmínka
nutná, ov šm jšjí nšdodržšní by mohlo vést k fyzikálně nšsmyslným výslšdkům, jako jš záporná hus-
tota či šnšrgiš. P šsto šxistují mštody odvozšné z SPH, jšjichž váhové funkcš tuto vlastnost nšmají.
Důvodšm jš to, žš pokud má být dosažšno vy ího ádu p šsnosti aproximacš, musí funkcš (�′−�, ℎ)
nabývat i záporných hodnot [11].

I dal í podmínka vychází z fyzikální podstaty. V souladu s principšm, žš hodnota funkcš v blíz-
kosti vy št ovaného bodu má vět í váhu, nšž hodnota funkcš v místě vzdálšněj ím, by měla váhová
funkcš monotónně klšsat s rostoucí vzdálšností ��′ − ��. Pokud váhová funkcš nšsplňujš podmínku
nšzápornosti, pak nšmůžš být ani monotónně klšsající.

Pokud jš váhová funkcš volšna jako sudá vzhlšdšm k �, závisí jšjí hodnota pouzš na všlikosti
všktoru ��′ − ��, nikoli na jšho směru. Jš tšdy možno psát váhovou funkci s úpravou v argumšntu jako(��′ − ��, ℎ). Součin sudé a liché funkcš jš lichá funkcš a intšgrál p šs symštrickou oblast vzhlšdšm
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Obrázšk 3.2: Váhová funkcš v blízkosti hranicš oblasti. Nšní zaji těna konzistšncš aproximacš
funkcš podlš (3.3) ani nšplatí aproximacš dšrivacš podlš (3.11). P švzato z [18].

k � z liché funkcš jš nulový. V důslšdku toho lzš sudost váhové funkcš vyjád it i jako

∫Ω(�′ − �) (�′ − �, ℎ)d = 0. (3.7)

Užitím Taylorova rozvojš lzš ukázat, žš pro sudou funkci splňující podmínku (3.4) jš aproximacš (3.3)
druhého ádu p šsnosti. Rovněž platí, žš tato aproximacš dosahujš konzistšncš prvního ádu, tšdy
linšární funkcš jš aproximována p šsně [11]. Tato vlastnost opět nšmusí být vždy splněna, něktšré
mštody využívají nšsymštrické váhové funkcš.

Váhová funkcš by rovněž měla být dostatščně hladká. P i p šchodu od spojité funkcš k částicím
tak dochází k mšn ímu ovlivnění š šní nšpravidšlností rozmístění částic. Také stabilita š šní jš silně
závislá na hladkosti váhové funkcš [11].

3.3.3 Integrální reprezentace derivace funkce

Aproximaci prostorové dšrivacš funkcš lzš jšdnodu š vyjád it užitím vztahu (3.3) pouhým nahra-
zšním funkcš � (�) jšjí dšrivací ∇ ⋅ � (�). Tšdy

∇ ⋅ � (�) ≐ ∫Ω ∇ ⋅ � (�′) (�′ − �, ℎ)d . (3.8)

Využitím pravidla o dšrivování součinu lzš upravit pravou stranu rovnicš a intšgrál rozdílu dvou člšnů
p špsat na rozdíl intšgrálů

∇ ⋅ � (�) ≐ ∫Ω ∇ ⋅ � (�′) (�′ − �, ℎ) d − ∫Ω � (�′) ⋅ ∇ (�′ − �, ℎ)d . (3.9)

Na první intšgrál na pravé straně lzš aplikovat Gaussovu větu, čímž jš objšmový intšgrál p šs oblast
p švšdšn na plo ný intšgrál p šs hranici této oblasti. Tato úprava všdš na výraz

∇ ⋅ � (�) ≐ ∫�Ω � (�′) (�′ − �, ℎ) ⋅ �d − ∫Ω � (�′) ⋅ ∇ (�′ − �, ℎ)d , (3.10)

kdš � jš všktor vněj í normály hranicš oblasti. Pokud má funkcš (�′ − �, ℎ) vlastnost omšzšné
oblasti závislosti podlš rovnicš (3.5) a zárovšň vzdálšnost bodu � od hranicš oblasti Ω jš vět í nšž
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�ℎ (obrázšk 3.1), plo ný intšgrál budš nulový a tak výslšdný vztah pro aproximaci dšrivacš funkcš
budš ∇ ⋅ � (�) ≐ − ∫Ω � (�′) ⋅ ∇ (�′ − �, ℎ)d . (3.11)

Opšracš dšrivacš funkcš jš tak p švšdšna na dšrivaci váhové funkcš. Vztah (3.11) platí pouzš v dosta-
tščné vzdálšnosti od hranicš, protožš pokud jš vzdálšnost bodu � od hranicš mšn í nšž �ℎ, plo ný
intšgrál v (3.10) nšní obšcně nulový. Tuto situaci ilustrujš obrázšk 3.2. To má důslšdšk pro ršali-
zaci okrajových podmínšk. Pokud jš váhová funkcš jšdnotková a sudá, dosahujš aproximacš (3.11)
konzistšncš prvního ádu [11].

3.4 Částicová aproximace

Funkcš � (�) nšní v mštodě SPH vyjád šna jako spojitá funkcš, nýbrž svými funkčními hodnotami
v diskrétních bodšch. Hodnota funkcš v bodě jš závislá na na hodnotách funkcš v bodšch , ktšré jsou
v oblasti závislosti bodu (obr. 3.3). V šchny body jsou hmotnými body, mají tšdy danou hmotnost

� . Za p šdpokladu, žš každému bodu jš p i azšna i hustota �� , lzš určit i objšm částicš jako

� = ��� . (3.12)

Spojitou aproximaci funkcš (3.3) tak lzš záměnou sumacš za intšgraci p švést na diskrétní tvar. Sčítají
sš v šchny částicš v oblasti závislosti bodu a infinitšzimální objšm d jš nahrazšn objšmšm částicš

� . Po úpravě vychází výslšdný vztah

� (��) ≐ �∑
�=1

��� � (��) �� , (3.13)

kdš

�� = (��� − �� �, ℎ). (3.14)

Analogicky lzš vý š uvšdšný postup uplatnit p i odvozšní částicové aproximacš dšrivacš funkcš.
Východiskšm jš rovnicš (3.11) a po úpravách vyjdš

∇ ⋅ � (��) ≐ �∑
�=1

��� � (��) ⋅ ∇� �� . (3.15)

kdš

∇� �� = �� − ����� − �� �
� ������ − �� � . (3.16)

Obrácšné znaménko vyplývá z toho, žš opšracš ∇� �� sš vztahujš k částici a nikoli k , jak by
odpovídalo spojité aproximaci.

Částicovou aproximaci funkcš a dšrivacš funkcš lzš chápat jako vážšný průměr funkčních hodnot,
kdš váhovými kritérii jsou objšm částicš a váhová funkcš ršsp. gradišnt váhové funkcš. V obou vzta-
zích sš vyskytujš hmotnost částic a jšjich hustota, proto jš možno mštodu SPH p irozšně aplikovat na
CFD úlohy, kdš jš hustota p ímo jšdnou z š šných proměnných.

3.4.1 Konzistence částicové aproximace

Pokud jsou splněny podmínky jšndnotkovosti a sudosti váhové funkcš podlš rovnic (3.4) a (3.7),
jš v dostatščné vzdálšnosti od hranicš oblasti pro spojitou aproximaci zaji těna konzistšncš prvního
ádu. P i p šchodu k částicovému popisu lzš tyto podmínky p švést na diskrétní vyjád šní

�∑
�=1

(� − �� , ℎ) � = 1, (3.17)
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Obrázšk 3.3: Částicová aproximacš funkcš. Nškonzistšncš způsobšna a) blízkostí hranicš oblasti b)
nšrovnoměrným rozmístěním částic. P švzato z [18].

�∑
�=1

(� − ��) (� − �� , ℎ) � = 0. (3.18)

Ov šm v důslšdku toho, žš částicš sš můžš nacházšt v blízkosti hranicš (obr. 3.3a) nšbo částicš mohou
být rozmístěny nšpravidšlně (obr. 3.3b), nšní ani jšdna z podmínšk obšcně splněna. Navíc i pro pra-
vidšlně rozmístěné částicš můžš dojít k nšsplnění rovnicš (3.17) vlivšm nšvhodné volby vyhlazovací
vzdálšnosti ℎ [18]. Nšní tak zaručšna ani konzistšncš nultého ádu, což má nšgativní vliv na p šsnost
š šní. Šxistujš několik způsobů jak konzistšnci mštody alšspoň částščně vylšp it.

Jšdnou z možností jš p ímo využít diskrétní tvar podmínšk konzistšncš, tšdy rovnicš (3.17) a
(3.18), a z nich určit váhovou funkci. Kvůli nšrovnoměrnosti rozmístění částic musí být váhová funkcš
pro každou částici určšna zvlá ť, a to v každém časovém kroku. Proto tšnto způsob zvy ujš nároky
na výpočšt. Navíc takto vytvo šná funkcš obšcně nšní nšzáporná, klšsající ani sudá, což můžš vést
k nšfyzikálním výslšdkům výpočtu. P šsto, žš tato mštoda všdš kš zvý šní ádu konzistšncš, nšlzš ji
pro CFD výpočty snadno aplikovat bšz dal ích úprav mštody [11].

Jiným způsobšm jak zvý it ád konzistšncš mštody jš tzv. Corršctivš Smoothšd Particlš Mšthod
(CSPM). Tu lzš odvodit z Taylorova rozvojš funkcš � (�) sš st šdšm v bodě ��. Výslšdný vztah pro
diskrétní aproximaci funkcš v bodě �� jš

� (��) ≐
�∑

�=1
� (��) �� �
�∑

�=1 �� �
. (3.19)

Díky normalizaci jmšnovatšlšm jš dosažšno konzistšncš nultého ádu pro částicš uvnit oblasti i
v blízkosti jšjí hranicš pro libovolně rozmístěné částicš. P i pravidšlném rozmístění částic jš pro čás-
ticš v dostatščné vzdálšnosti od hranicš dosažšno konzistšncš prvního ádu [18].

Pro zvý šní p šsnosti aproximacš dšrivacš funkcš lzš využít toho, žš dšrivacš váhové funkcš jš
funkcš lichá, z čšhož vyplývá �∑

�=1
∇� �� � ≐ 0. (3.20)

Tšnto výraz jš p šsně nulový pouzš v p ípadě pravidšlného rozmístění částic a v dostatščné vzdálšnosti
od hranicš oblasti. P ičtšním � (��) násobku tohoto výrazu k rovnici (3.15), ršsp. odščtšním téhož
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vzniknš vztah

∇ ⋅ � (��) ≐ �∑
�=1

� (��) ± � (��) ⋅ ∇� �� � . (3.21)

Takováto formulacš, vš ktšré sš vyskytujš součšt či rozdíl funkčních hodnot pro částicš a , má
pozitivní vliv na dodržšní zákonů zachování a tšdy i na p šsnost [16].

Stšjně jako p i aproximaci funkcš lzš i p i aproximaci dšrivacš využít CSPM. Výslšdný vztah p i
použití této mštody jš

∇ ⋅ � (��) ≐
�∑

�=1
� (��) − � (��) ⋅ ∇� �� �
�∑

�=1
(�� − ��) ⋅ ∇� �� �

. (3.22)

Takto vyjád šná aproximacš dosahujš konzistšncš nultého ádu pro náhodně rozmístěné částicš jak
uvnit š šné oblasti, tak v blízkosti jšjí hranicš [18]. V důslšdku toho, žš CSPM byla odvozšna
z Taylorova rozvojš, nšní možné ji použít p i simulaci jšvů, ktšré provází nšspojitosti, nap . rázové
vlny.

3.5 Diskretizace rovnic mechaniky tekutin

V náslšdující části jsou uvšdšny možné způsoby diskrštizacš rovnicš kontinuity, pohybové rovnicš
a šnšrgštické bilancš odvozšné v části 1.2. V rovnici bilancš šnšrgiš nšní uvažován člšn zohlšdňující
všdšní tšpla. V indšxové notaci lzš rovnicš zapsat

D�D = −�� �
� � , (3.23)

D �
D = � + 1� � ��

� � , (3.24)

DD = ��
� � �

� � . (3.25)

3.5.1 Aproximace hustoty

První způsob aproximacš hustoty v š šné oblasti vyplývá p ímo z rovnicš aproximacš funkcš
(3.13), kdš sš za obšcnou funkci � (�) dosadí hustota �(�). Výslšdný vztah jš pak jšdnodu š

�� ≐ �∑
�=1 � �� . (3.26)

P šsnost této aproximacš lzš zvý it využitím CSPM. V takovém p ípadě jš východiskšm rovnicš
(3.19), dosadí sš stšjně jako v p šdchozím postupu a vychází

�� ≐
�∑

�=1 � ��
�∑

�=1
��� ��

. (3.27)

Druhou možností jš využít rovnici kontinuity. Výslšdkšm aplikacš vztahu pro aproximaci dšrivaci
funkcš (3.15) na rovnici kontinuity (1.15) jš vztah

D��D ≐ −��
�∑

�=1
���

��
� ��
� ��

. (3.28)
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Lzš aplikovat i vztah (3.21) a výslšdkšm pak jš

D��D ≐ ��
�∑

�=1
��� ( �� − �� )� ��

� ��
. (3.29)

Dal í altšrnativou jš upravit pravou stranu rovnicš kontinuity (1.15) použitím vztahu pro dšrivaci
součinu funkcí a opět aplikovat aproximaci (3.15). Takovýto postup všdš k výslšdku

D��D ≐ �∑
�=1 �( �� − �� )� ��

� ��
. (3.30)

Vztahy (3.29) a (3.30) pracují s ršlativní rychlostí částic, což všdš kš zmšn šní chyb vznikajících
v důslšdku nízkého ádu konzistšncš částicové aproximacš [11].

Výhodou prvního p ístupu jš p šsné dodržšní zákona zachování hmotnosti. V blízkosti matšriá-
lových rozhraní dochází p i použití vztahu (3.26) kš snižování hustoty. Použitím vztahu (3.27) lzš
tšnto nšdostatšk potlačit. P i použití vztahů vycházšjících z rovnicš kontinuity nšdochází kš zkršslšní
hodnoty v blízkosti rozhraní. Rovnici kontinuity lzš rovněž š it paralšlně s ostatními rovnicšmi a tak
snížit časovou náročnost výpočtu. V úlohách s výraznými nšspojitostmi sš zpravidla up šdnostňujš
postup p šs š šní rovnicš kontinuity [11].

3.5.2 Aproximace bilance hybnosti

Stšjně jako v p ípadě hustoty lzš i aproximaci bilancš hybnosti vyjád it v různých tvaršch. První
často užívaný vztah vzniknš aplikací vztahu (3.21) na pravou stranu pohybové rovnicš (3.24). Vý-
slšdný vztah tak jš

D ��D ≐ �∑
�=1 �

��� + �������
� ��
� ��

. (3.31)

Druhého obvyklš užívaného tvaru lzš dosáhnout úpravou pravé strany rovnicš bilancš hybnosti užitím
vzorcš pro dšrivování součinu funkcí a na takto p špsaný výraz použít vztah (3.15). P i tomto postupu
jš výslšdkšm výraz

D ��D ≐ �∑
�=1 �

����2�
+

����2�
� ��
� ��

. (3.32)

Obě tato vyjád šní jsou symštrická vzhlšdšm k indšxům a , což omšzujš chyby zap íčiněné nízkým
ádšm částicové aproximacš [11].

V p ípadě uvažování viskozity jš t šba jš tě doplnit vztah pro napětí od dšformacš tškutiny. Rov-
nicš (1.21) sš diskrštizujš užitím vztahu (3.21) a výslšdkšm jš

��� ≐ �∑
�=1 � ��� ( �� − �� )� ��

� ��
+ ( �� − �� )� ��� �� + � ��� ( �� − �� )� ��� ��

��. (3.33)

3.5.3 Aproximace bilance energie

P i aproximaci časové změny vnit ní šnšrgiš podlš rovnicš (1.31) jš vhodné rozdělit tšnzor cšl-
kových napětí na tlakovou a dšformační část podlš (1.20). Úpravami vztahů pro tlakovou práci,
podobnými jako p i odvozování aproximací rovnicš kontinuity a bilancš hybnost, lzš dosáhnout dvou
vztahů aproximujících bilanci šnšrgiš

D �D ≐ 12
�∑

�=1 � � + ����� ( �� − �� )� ��
� ��

+ 12�� �
��� ��� , (3.34)

D �D ≐ 12
�∑

�=1 � ��2�
+ ��2�

( �� − �� )� ��
� ��

+ 12�� �
��� ��� . (3.35)

P írůstšk vnit ní šnšrgiš od disipacš vlivšm vazkosti jš z šjmě v obou p ípadšch aproximován
stšjným způsobšm.
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3.6 Realizace okrajových podmínek

Zvlá tní pozornost jš t šba věnovat vynucšní okrajových podmínšk. V p ípadě pšvné hranicš, tšdy
stěny, jš ršalizacš okrajových podmínšk o něco méně p ímočará nšž u mštod využívajících sítě. Důvo-
dšm jš nškonzistšntnost mštody v blízkosti hranicš, kdš v blízkosti částicš nšjsou okolní intšragující
částicš rozmístěny vš v šch směršch p ibližně stšjně.

Prvním p irozšným požadavkšm jš, aby částicš pšvnou stěnou nšprocházšly. Toho lzš dosáhnout
umístěním spšciálního typu částic p ímo na hranici. Tyto částicš sš nšúčastní aproximacš hustoty či
ostatních všličin, pouzš působí odpudivým zrychlšním na částicš tškutiny. Jšho všlikost jš

��� =
⎧{{⎨{{⎩

[ 0
��

�1 − 0
��

�2]���
2��

pro 0
�� 1

0 pro 0
�� > 1 , (3.36)

kdš , 1, 2, a 0 jsou volšné paramštry. Všlikost by měla být úměrná kvadrátu charaktšristické
rychlosti úlohy [19]. Pro šxponšnty 1 a 2 musí platit podmínka 1 > 2. Hodnoty jš tak možno volit
nap íklad 1 = 4, 2 = 2, nšbo 1 = 12, 2 = 6 [19]. Vzdálšnost 0 sš volí stšjná jako vzájšmná
vzdálšnost hraničních částic. Tato vzdálšnost jš nšjčastěji poloviční v porovnání s počátšční vzdálš-
ností částic tškutiny. Výhodou tohoto p ístupu jš jšho jšdnoduchost. Nšdostatkšm naopak to, žš nš š í
nškonzistšntnost mštody v blízkosti hranicš. Dálš jím nšlzš vynutit nulovou rychlost v tščném směru,
proto jš nšvhodná pro úlohy s uvažováním viskozity.

Nšjjšdnodu ím způsobšm vynucšní nulové tščné rychlosti na hranici jš p i azšním hmotnosti,
hustoty a rychlosti částicím na hranici. Ty sš tak účastní aproximacš těchto všličin a p i p šdšpsání
nulové rychlosti těchto částic budš rychlost na stěně nulová. Tato drobná úprava v ak stálš nšzlšp ujš
konzistšnci, a proto nšdosahujš všlké p šsnosti. Vý š zmíněné částicš sš označují jako virtuální částicš
prvního typu (virtual particlšs of typš I) [11].

Jšdnou z cšst jak omšzit chyby vznikající v blízkosti hranicš jš umístění částic i vně š šné oblasti.
Tyto částicš sš označují jako virtuální částicš druhého typu (virtual particlšs of typš II) [11]. Šxistují
v zásadě dva p ístupy.

Prvním jš zrcadlšní částic podlš hranicš. Zrcadlšná částicš má stšjnou hustotu i dal í všličiny
stšjné jako původní částicš, kromě rychlosti. Ta má stšjnou všlikost, alš opačný směr. Tím virtuální
částicš gšnšrují odpor proti pronikání a p i uvažování viskozity vynucují i podmínku nulové tščné
rychlosti na stěně. Vytvá šný odpor vůči pronikání nšbývá zpravidla dostatščně silný, aby plně za-
bránil pronikání částic tškutiny stěnou. Proto jš tšnto p ístup kombinován s odpuzujícími částicšmi
umístěnými na hranici (obr. 3.4) [11]. Zrcadlšné částicš musí být gšnšrovány v každém časovém kroku
a jšjich počšt sš tak mění. Procšs můžš být problšmatický p i použití na hranicích s všlkou k ivostí či
ostrými hranami, obzvlá tě v trojrozměrném p ípadě [20].

Druhou možností jš umístění částic na hranici do několika vrstšv, vět inou alšspoň t í. Jšjich počšt
a poloha jš tak pšvně dána. Nšvýhodou tohoto postupu jš to, žš úloha můžš obsahovat vět í počšt
částic, nšž by bylo nutné. Můžš sš tak zvy ovat náročnost výpočtu, aniž by sš toto projšvilo na kvalitě
š šní.

K p šnosu rychlosti z částic tškutiny na virtuální částicš lzš užít vztah

�� = −
∑� �� ��
∑� ��

, (3.37)

kdš indšxy a označují částicš virtuální ršsp. ršálné a �� hodnotu vzájšmné váhové funkcš těchto
částic [21]. Zš záporného znaménka jš patrné, žš výslšdná rychlost virtuální částicš budš opačná
vzhlšdšm k rychlosti blízkých částic tškutiny. Jš tak docílšno podobného šfšktu jako p i zrcadlšní
částic. Pokud dochází k pohybu stěny, musí být v souladu s tím upravšny i rychlosti virtuálních částic.
V takovém p ípadě platí ̃�� = �� + 2��, (3.38)
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Obrázšk 3.4: Ršalizacš okrajových podmínšk použitím obou typů virtuálních částic. Částicš v blíz-
kosti hranicš intšragujš sš v šmi druhy částic. P švzato z [18].

kdš ̃�� jš upravšná rychlost a �� jš rychlost stěny [21].
Tlak virtuálních částic jš určšn vztahšm

� =
∑� � �� − ∑� �� ⋅ ���� ��

∑� ��
, (3.39)

kdš �� jš zrychlšní stěny a �� jš všktor spojující ršálnou a virtuální částici [21]. Do zrychlšní stěny sš
započítává i tíhové zrychlšní. Hustota virtuálních částic sš dopočítá z tlaků použitím stavové rovnicš.
Vý š popsaný způsob jš robustní a nšvyžadujš žádnou dodatščnou informaci o hranici, pouzš polohy
virtuálních částic.

Altšrnativou k vý š uvšdšnému způsobu určšní rychlosti pro pšvně rozmístěné virtuální částicš
jš jšjí zrcadlšní podlš tščny k povrchu [22]. Tšnto postup v ak vyžadujš analytické vyjád šní hranicš.
Byla publikována i mštoda využívající dvě vrstvy částic, ktšré jsou ov šm uvnit š šné oblasti. Tím
jš snížšn cšlkový počšt částic, a tšdy náročnost výpočtu [20].

3.7 Implementace povrchového napětí

První způsob modšlování povrchového napětí vychází z Youngovy-Laplacšovy rovnicš 1.40. Pro
jšjí š šní jš z šjmě nutno určit směr normály k fázovému rozhraní. K tomu slouží funkcš objšmového
zlomku , podobně jako v mštodě VOF. Tato funkcš nabývá jšdnotkové hodnoty, pokud částicš nálšží
dané fázi a nuly v opačném p ípadě. Jšdnotková normála dané částicš jš určšna vztahšm

�� = ∇ ��∇ �� . (3.40)

Gradišnt funkcš objšmového zlomku lzš aproximovat užitím vztahu (3.21) jako

∇ � ≐ �∑
�=1

��� ( � − �̃)∇� �� , (3.41)

kdš �̃ jš hodnota získaná zš vztahu

�̃ = �∑
�=1

��� � �� . (3.42)
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Nutnost použití funkcš �̃, jšž vyhlazujš skok objšmového zlomku na rozhraní, jš z šjmá p šdšv ím
p i uvažování pouzš jšdné kapalné fázš a nahrazšní plynné fázš prázdným prostoršm. V tomto p ípadě
mají v šchny částicš stšjnou hodnotu objšmového zlomku a nahrazšním � za �̃ v rovnici (3.41) by
gradišnt vycházšl za v šch okolností nulový. Aby nšbyla p i azšna normála k fázovému rozhraní čás-
tici, jšž nšní v blízkosti tohoto rozhraní, nap . vlivšm nšuspo ádanosti částic, musí všlikost gradišntu�∇ �� p škročit jistou hodnotu. Tuto prahovou hodnotu jš vhodné volit na v závislosti na vyhlazovací
vzdálšnosti ℎ [23].

Youngova-Laplacšova rovnicš p šdpokládá vznik skokové změny tlaku na rozhraní. To by odpo-
vídalo zavšdšní síly na jšdnotku plochy fázového rozhraní, ktšrá by tšnto skok vyvolala, do pohybové
rovnicš. Pro numšrické výpočty jš ov šm výhodněj í pracovat sš silami na jšdnotku objšmu. Mož-
ným š šním jš p i adit fázovému rozhraní konščnou tlou ťku. Tím sš oblast na ktšrou působí síly od
povrchového napětí stanš t írozměrnou. Pro dšfinici této oblasti lzš p irozšně použít gradišnt funkcš
objšmového zlomku. Nšnulovost tohoto gradišntu indikujš p ítomnost fázového rozhraní. Na základě
těchto úvah lzš Youngovu-Laplacšovu rovnici p švést do tvaru

� = 1� (∇ ⋅ �)∇ . (3.43)

Rovnicš 3.43 má z šjmě rozměr síly na jšdnotku objšmu, bylo by tšdy možné ji do bilancš hybnosti
zavést jako objšmovou sílu � . Jako výhodněj í sš ov šm ukazujš zavést tšnzor povrchového napětí �
a sílu způsobšnou povrchovým napětím určovat z jšho divšrgšncš [24]. Platí

(∇ ⋅ �)∇ = ∇ ⋅ � = ∇ ⋅ �∇ �(� − ��) . (3.44)

Aproximaci tohoto vztahu pak lzš provést podobně jako v p ípadě aproximacš divšrgšncš tšnzoru
cšlkových napětí v bilanci hybnosti [23]. Výslšdšk tak jš

D ��D ≐ �∑
�=1 �

����2�
+

����2�
� ��
� ��

. (3.45)

Výhodou tohoto p ístupu jš to, žš pracujš s hodnotou povrchového napětí , což jš fyzikální vlast-
nost fázového rozhraní. Nšvýhodou jš ršlativně obtížněj í implšmšntacš oproti modšlům uvšdšným
dálš.

Druhou možností jš uvažovat to, žš povrchové napětí jš výslšdkšm působšní sil, jimiž na sšbš
působí jšdnotlivé molškuly. Šfšktu povrchového napětí tak lzš dosáhnout uvažováním vzájšmného
silového působšní částic. Tyto síly působí mšzi částicšmi a jsou p itažlivé p i vět í vzdálšnosti a od-
pudivé, pokud sš částicš p iblíží. Všlikost síly jš dána i tím, jaké fázi částicš nálšží. Pokud jš částicš
dalško od rozhraní, jš obklopšna částicšmi stšjné fázš p ibližně rovnoměrně a výslšdná síla na ni jš
tak blízká nulš. Jšdšn takovýto modšl byl publikován nap . v [25].

Takového modšly jsou poměrně snadno implšmšntovatšlné. Cšnou za to jš ov šm to, žš kon-
stanty modšlů nšmají fyzikální význam, a proto jš nutná jšjich kalibracš za použití numšrických šx-
pšrimšntů. Byl ov šm publikován i modšl tohoto typu, vš ktšrém vystupujš jako konstanta p ímo
povrchové napětí [26].

3.8 Numerické aspekty simulace metodou SPH

3.8.1 Váhové funkce

Váhová funkcš použitá pro aproximaci můžš mít podstatný vliv na š šní úlohy. Šxistujš všlké
množství váhových funkcí. V této části jsou uvšdšny pouzš ty, ktšré jsou implšmšntovány vš výpo-
čštním programu publikovaném v [11]. Dal í váhové funkcš a jšjich vlastnosti i postupy p i konstrukci
váhových funkcí lzš nalézt nap . v [11].

V šchny popisované funkcš jsou sudé, proto jš lzš vyjád it jako funkcš vyhlazovací vzdálšnosti ℎ
a ršlativní vzdálšnosti od počátku = /ℎ, kdš jš skutščná vzdálšnost od počátku. Aby byla splněna
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Obrázšk 3.5: Kubická váhová funkcš a jšjí dšrivacš v 1D pro ℎ = 1 ≤.

podmínka jšdnotkovosti váhové funkcš podlš rovnicš (3.4), musí být váhová funkcš násobšna funkcí

� , ktšrá jš různá pro pro 1D, 2D a 3D p ípad.
Hojně používanou funkcí jš tzv. kubická váhová funkcš (cubic splinš kšrnšl). Jšjí grafické zná-

zornění jš na obrázku 3.5. Jš vyjád šna po jšdnotlivých intšrvalšch

( , ℎ) = �

⎧{{{{⎨{{{{⎩

23 − 2 + 12 3 pro 0 < 1
16(2 − )3 pro 1 < 2
0 pro 2

, (3.46)

kdš � jš 1/ℎ pro 1D, 15/7�ℎ2 pro 2D a 3/2�ℎ3 pro 3D p ípad. Již druhá dšrivacš této funkcš nšní
spojitá, proto funkcš vykazujš hor í stabilitu nšž funkcš spojité do vy ích ádů dšrivacš [11].

Váhová funkcš pátého ádu (quintic splinš function), znázorněná na obrázku 3.6, jš spojitá do
vy ího ádu dšrivacš nšž p šdš lá funkcš. Jšjí matšmatické vyjád šní jš

( , ℎ) = �

⎧{{{{⎨{{{{⎩

(3 − )5 − 6(2 − )5 + 15(1 − )5 pro 0 < 1
(3 − )5 − 6(2 − )5 pro 1 < 2
(3 − )5 pro 2 < 3
0 pro 3

. (3.47)

Funkcš � jš 1/120ℎ, 7/478�ℎ2, nšbo 3/359�ℎ3 pro 1D, 2D ršspšktivš 3D p ípad.
Dal í používanou funkcí jš gaussovská váhová funkcš (Gaussian kšrnšl). Jšjí grafické znázornění

p šdstavujš obrázšk 3.7. Na rozdíl od p šdchozí jš vyjád šna jšdinou rovnicí

( , ℎ) = � −�2 . (3.48)

Funkci � lzš tšntokrát vyjád it jako 1/� �2 ℎ� , kdš jš počšt dimšnzí uvažovaného prostoru. Tato
funkcš jš z šjmě spojitá do libovolného stupně dšrivacš. Sicš tšoršticky nšsplňujš vlastnost 3.5, pro-
tožš k nulš konvšrgujš v nškonščnu, nicméně z praktického hlšdiska jš podmínka splněna. Pro = 3
jš hodnota funkcš již na úrovni 10−4 násobku maxima funkcš. Pro vy í hodnoty tšdy již lzš p ímo
psát ( , ℎ) = 0.
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Obrázšk 3.6: Váhová funkcš pátého ádu a jšjí dšrivacš v 1D pro ℎ = 1 ≤.

Obrázšk 3.7: Gaussovská váhová funkcš a jšjí dšrivacš v 1D pro ℎ = 1 ≤.
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3.8.2 Umělá viskozita

V okolí nšspojitosti v š šné oblasti dochází k numšrickým nšstabilitám. K jšjich potlačšní lzš
použít umělé viskozity, ktšrá umožňujš p šměnu kinštické šnšrgiš částic na šnšrgii tšpšlnou. Autoršm
nšjčastěji používané umělé viskozity jš Monaghan a vyjad ujš sš jako

Π�� =
⎧{{{⎨{{{⎩

− Π ����� + Π�2����� pro ��� ��� < 0

0 pro ��� ��� 0
, (3.49)

kdš

��� = ℎ�� ��� ������ ��� + (���ℎ��)2 , (3.50)

�� = 12( � + �), (3.51)

��� = 12(�� + ��), (3.52)

ℎ�� = 12(ℎ� + ℎ�), (3.53)

��� = �� − �� , (3.54)

��� = �� − �� . (3.55)

Proměnná označujš rychlost zvuku v médiu. Můžš sš jšdnat o fyzikální konstantu, nšbo o numšric-
kou rychlost zvuku souvisšjící s umělou stlačitšlností. Z rovnicš (3.49) jš z šjmé, žš umělá viskozita
sš projšví pouzš pokud sš částicš vzájšmně p ibližují. Člšn obsahující Π způsobujš disipaci po-
dobně jako dynamická a objšmová viskozita a člšn s Π zabraňujš vzájšmnému pronikání částic p i
rázových dějích za vysokých Machových čísšl [27]. Konstanty Π a Π sš obvyklš volí p ibližně jšd-
notka [11]. Pro simulacš s vazkými tškutinami jš možné ponšchat pouzš člšn zabraňující vzájšmnému
pronikání částic, tšdy volit Π = 0. Za �Π sš nšjčastěji volí hodnota 0,1. Tato konstanta odstraňujš
singularitu pro p ípad ��� ��� ≐ 0. Takto formulovaná umělá viskozita zachovává cšlkovou hybnost a
cšlkový momšnt hybnosti soustavy [27].

Šfšktivní kinšmatickou viskozitu, ktšrá jš způsobšna použitím umělé viskozity, lzš určit zš vztahu

= Πℎ�� ��2( + 2) , (3.56)

kdš jš počšt prostorových dimšnzí úlohy [21].
Změna hybnosti a šnšrgiš od umělé viskozity jš vyjád šna

D ��D ≐ − �∑
�=1 �Π��

� ��� �� , (3.57)

ršspšktivš D �D ≐ 12
�∑

�=1 �Π�� ���
� ��
� ��

. (3.58)
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3.8.3 St edování rychlosti

Stabilizacš pohybu částic jš možná i jinak. Použitím p šdpisu

d ��d = �� − � �∑
�=1

���
��� �� , (3.59)

kdš � jš volšná konstanta. Rychlosti blízkých částic vzájšmně p iblíží a částicš sš tak pohybují uspo-
ádaněji [27]. Pro běžné úlohy sš volí � = 0,3, pro simulacš šxplozí jš vhodné použít vy í hodnoty

(� 0,5) [11].

3.8.4 Umělá stlačitelnost

P i výpočtu stlačitšlné tškutiny mštodou SPH jš stavová rovnicš použita pro výpočšt tlaku zš
známé hustoty a vnit ní šnšrgiš. Použití stavové rovnicš tškutiny pro pro úlohy všlmi malým Ma-
chovým číslšm všdš k nutnosti všlmi malých časových kroků, aby byly splněny podmínky stability
schématu. Proto sš používají stavové rovnicš, jšjichž paramštry sš nastavují podlš konfiguracš úlohy
tak, aby sš hodnota Machova čísla úlohy zvý ila. Nšstlačitšlná tškutina sš tak š í jako mírně stlači-
tšlná, což umožňujš použití dšl ích časových kroků. Tlak v tškutině sš v takovém p ípadě uvažujš
jako závislý pouzš na hustotě, nikoli na vnit ní šnšrgii.

Často používanou rovnicí jš

= ��0
� − 1 + 0, (3.60)

kdš �0 jš ršfšršnční hustota, 0 ršfšršnční tlak a a jsou volšné paramštry. Obvyklš sš volí = 7.
Pro tuto hodnotu z šjmě i malé změny hustoty vyvolají všlké změny tlaku. Hodnota paramštru jš
možno volit nap .

= 2�, (3.61)

kdš jš numšrická rychlost zvuku v médiu [19]. Pro odhad jšjí všlikosti lzš použít vztah

2 ≈ ≤ax( 2
� , �� , �

� ), (3.62)

kdš a � jš rychlostní ršsp. délkové mě ítko úlohy, kinšmatická viskozita, měrná objšmová síla
a � ršlativní změna hustoty [22]. Tšdy

� = �� − �0��0 . (3.63)

Aby byla p ibližně splněna nšstlačitšlnost tškutiny volí sš � = 0,01. Stavová rovnicš (3.60) jš vhodná
pro úlohy s volným povrchšm, pokud sš zvolí 0 nulový. Tato volba ov šm umožňujš dosáhnout i zá-
porných hodnot tlaku, což jš z fyzikálního hlšdiska nšmožné. Navíc to můžš vést k numšrické nšstabi-
litě [22]. P i dosazšní skutščné rychlosti zvuku jš tuto rovnici možné použít pro simulaci stlačitšlných
kapalin, nap . vody.

Pro úlohy bšz volné hladiny lzš použít stavovou rovnici

= 2�. (3.64)

Hodnota numšrické rychlosti zvuku sš volí stšjně jako v p šdchozím p ípadě [22]. Lzš použít i modi-
fikaci = 2(� − �0). (3.65)

Tato rovnicš jš použitšlná pro úlohy s volným povrchšm [26].
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3.8.5 Proměnná vyhlazovací vzdálenost

P šsnost š šní úlohy jš významně ovlivněna volbou vyhlazovací vzdálšnosti ℎ. Pokud sš v oblasti
v okolí částicš o poloměru �ℎ nachází p íli málo částic, p šsnost aproximacš jš nízká. V p ípadě
p íli všlkého počtu částic vš stšjném okolí dochází k p íli nému vyhlazování aproximovaných funkcí.
Obě tyto situacš tak všdou k nšp šsným výslšdkům. V nšstlačitšlné tškutině sš vzdálšnosti částic mění
jšn nšpatrně, a proto počšt částic v okolí dané částicš zůstává prakticky konstantní. U stlačitšlných
tškutin sš v ak tšnto počšt můžš značně měnit, proto jš v takovém p ípadě vhodné zavést proměnnou
vyhlazovací vzdálšnost.

Hustota částic v prostoru a hustota tškutiny spolu z šjmě úzcš souvisí. Vyhlazovací vzdálšnost tak
lzš určit algšbraickým vztahšm

ℎ = ℎ0 �0�
1� , (3.66)

kdš ℎ0 jš vyhlazovací vzdálšnost odpovídající ršfšršnční hustotě �0 a jš počšt prostorových dimšnzí
úlohy [11]. Vyhlazovací vzdálšnost lzš rovněž získat intšgrací difšršnciální rovnicš

dℎd = −1 ℎ� d�d . (3.67)

Časovou dšrivaci hustoty jš možno vyjád it z rovnicš kontinuity a aproximovat nap . podlš vztahu
(3.29) [11].

Pokud mají dvě blízké částicš různou vyhlazovací vzdálšnost, můžš nastat situacš, kdy první čás-
ticš ovlivňujš druhou, alš nš naopak. To by všdlo k poru šní zákona akcš a ršakcš, proto jš vhodné
vyhlazovací vzdálšnost symštrizovat. Váhová funkcš pro danou dvojici sš vypočítá sš symštrizova-
nou vyhlazovací vzdálšností. Nšjčastěji používaným způsobšm jš aritmštický průměr. Lzš použít i
gšomštrický průměr nšbo vět í, či mšn í z obou hodnot. Rovněž jš možné průměrovat až vypočtšné
váhové funkcš [11].

3.8.6 Vyhledávání interagujících párů částic

Váhová funkcš jš nšnulová pouzš do vzdálšnosti �ℎ od dané částicš. S danou částicí tak intšragují
pouzš částicš do této vzdálšnosti. Proto jš vhodné nalézt páry vzájšmně blízkých částic, sš ktšrými sš
dálš p i výpočtu pracujš. Částicš mohou běhšm běhšm výpočtu měnit vzájšmnou polohu, tudíž jš t šba
toto vyhlšdávání provádět v každém časovém kroku znovu. Z toho vyplývá požadavšk na šfšktivní
vyhlšdávací algoritmus, protožš právě vyhlšdávání vzájšmně intšragujících částic má významný podíl
na cšlkové výpočtové náročnosti. Šxistují různé způsoby, jak toto vyhlšdávání provádět, šxistují i dal í
kromě dálš uvšdšných.

Algoritmus každý s každým

Nšjp ímoča šj ím způsobšm jš pro každou částici spočítat vzdálšnost od v šch ostatních částic
. Pokud jš tato vzdálšnost mšn í nšž hodnota �ℎ�, částicš ovlivňujš částici (obr. 3.8). V p ípadě

symštriš vyhlazovacích vzdálšností platí rovněž, žš částicš ovlivňujš částici .
Časová náročnost takového algoritmu jš úměrná 2, kdš jš cšlkový počšt částic v úlozš. Tšnto

p ístup jš tak vhodný pouzš pro úlohy s malým počtšm částic [11].

Algoritmus linked-list

Tšnto algoritmus probíhá vš dvou po sobě náslšdujících krocích. V prvním sš na oblasti vytvo í
kartézská síť buněk o všlikosti hrany �ℎ. Částicš sš náslšdně rozt ídí podlš své polohy do jšdnotlivých
buněk. V druhém kroku sš pak počítá vzdálšnost vybrané částicš od částic a rozhodnš sš o vzájšmné
intšrakci. Částicš sš ov šm vybírají pouzš zš stšjné buňky, do ktšré nálšží částicš , nšbo z buněk
sousšdních. Nap . vš dvourozměrné úlozš sš tšdy prohlšdává pouzš dšvět buněk (obr. 3.9).

Tšnto algoritmus jš šfšktivní, pokud mají v šchny částicš stšjnou vyhlazovací vzdálšnost ℎ. Ča-
sová náročnost jš pak úměrná počtu částic úlohy [11].
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Obrázšk 3.8: Vyhlšdávací algoritmus každý s každým vš 2D prostoru. P švzato z [11].

Obrázšk 3.9: Vyhlšdávací algoritmus linkšd-list vš 2D prostoru. P švzato z [11].
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Obrázšk 3.10: Vyhlšdávací algoritmus tršš sšarch vš 2D prostoru. P švzato z [11].

Algoritmus tree search

Rovněž tšnto algoritmus sš skládá z několika po sobě náslšdujících částí. Oblast úlohy sš nšjprvš
rškurzivně dělí tak, aby v každé podoblasti byla nšjvý š jšdna částicš. Kolšm vy št ované částicš
sš náslšdně vytvo í buňka o délcš hrany 2 �ℎ�. Dálš sš postupujš od nšjvy í úrovně podoblastí. Na
každé úrovni sš ově ujš průnik podoblasti s buňkou p íslu šjící částici . Pokud k průniku nšdochází,
niž í úrovšň v této větvi nšmá smysl prově ovat. Takto sš postupujš až na nšjniž í úrovšň, kdš jš
podoblasti jšdnoznačně p i azšna částicš. Pro tyto částicš sš pak vypočtš vzdálšnost od částicš a
dšfinitivně sš rozhodnš o šxistšnci vzájšmné intšrakcš. Algoritmus ilustrujš obrázšk 3.10.

Tšnto algoritmus jš vhodný pro úlohy s proměnnou vyhlazovací vzdálšností. Výpočštní náročnost
jš úměrná log [11].

3.8.7 Časová integrace

Pro časovou intšgraci lzš použít různá šxplicitní schémata. Šxplicitní schémata jsou podmíněně
stabilní a pro danou prostorovou diskrštizaci jš nutné určit maximální časový krok, pro ktšrý jš schéma
stabilní. CFL (Courantova-Frišdrichsova-Lšwyho) podmínka stability vyjad ujš požadavšk, aby nu-
mšrická oblast závislosti obsahovala fyzikální oblast závislosti úlohy.

Nšjjšdnodu ím způsobšm určšní časového kroku jš užitím vztahu

Δ 0,25 ≤i≥�
ℎ�

� , (3.68)

ktšrý uvažujš pouzš vyhlazovací vzdálšnost a rychlost zvuku [22]. Dálš lzš užít vztah

Δ 0,4 ≤i≥�
ℎ�

� + 0.6( Π � + Π ≤ax�(���)) , (3.69)

uvažujícího rovněž umělou viskozitu [27]. Dal í možností jš využití vztahu

Δ 0,25 ≤i≥� √ ℎ�� �� , (3.70)

kdš � �� jš všlikost vněj ího zrychlšní [22]. P i uvažování fyzikální viskozity jš vhodné použít vztah

Δ 0,125 ≤i≥�
ℎ2� (3.71)

kdš jš kinšmatická viskozita [22]. P i určování Δ z vícš kritérií sš vybírá nšjmšn í z vypočtšných
hodnot.
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Kapitola 4

Implementace metody SPH

Tato kapitola obsahujš popis programu pro výpočty mštodou SPH. Jš popsána základní struktura
programu. Jš zdš uvšdšno, ktšré části z p šdchozí kapitoly jsou naprogramovány a jaké typy úloh lzš
s použitím programu š it. Možnosti programu jsou dšmonstrovány na jšdnoduchých úlohách.

4.1 Základní popis

Značná část programu pro výpočty mštodou SPH jš p švzata z knihy [11]. Výpočty lzš provádět
pro 1D, 2D i 3D úlohy. Vstupní a výstupní soubory jsou vš formě datových souborů. Jšjich p ípravu a
vyhodnocšní jš možné provádět nap . v prost šdí MATLAB.

Cšlý program sš skládá z hlavního programu a několika podprogramů. Vět ina podprogramů
včštně hlavního programu jš psána v jazycš FORTRAN 77. Něktšré části jsou psány v nověj í všrzi
jazyka Fortran 90. Grafické schéma programu zachycujš obrázšk 4.1. Cšlý výpočtový program včštně
souborů pro p ípravu a vyhodnocšní dat jš umístěn na p iložšném CD.

4.2 Struktura programu

4.2.1 Hlavní program

V tomto programu jš zvolšn časový krok a užitím podprogramu sš načtou data zš vstupních sou-
borů. Dálš uživatšl zvolí počšt provšdšných časových kroků. Nato jš zavolán podprogram pro časovou
intšgraci PDR a výstupy pomocí podprogramu zapsány do výstupních souborů. Po vykonání zvolš-
ného počtu kroků jš zobrazšna délka trvání cšlého výpočtu.

4.2.2 Podprogram časové integrace

K intšgraci rovnic mšchaniky tškutin uvšdšných v části 1.2 jš použit tzv. Lšapfrog algoritmus
[11]. Jšdná sš o mštodu druhého ádu p šsnosti. Mštoda spočívá vš vzájšmném posunutí časových
uzlů, vš ktšrých jš určována hodnota proměnné a jšjí dšrivacš. Nap íklad rychlost � a poloha � sš zš
zrychlšní � vyjád í ��+1/2 = ��−1/2 + ��Δ , (4.1)

��+1 = �� + ��+1/2Δ , (4.2)

kdš Δ jš časový krok a indšx popisujš po adí časových uzlů. V prvním kroku, tšdy p i = 0, nšlzš
použít rovnici (4.1), proto sš počítá

�1/2 = �0 + �0 Δ2 . (4.3)
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Protožš platí �� = ��(��, ��) jš t šba dopočítat rychlost vš ��. Tu lzš vyjád it

�� = ��−1/2 + ��−1 Δ2 . (4.4)

Analogické vztahy platí pro intšgraci hustoty � a vnit ní šnšrgiš . Pravé strany intšgrovaných rovnic
sš určují v podprogramu časového kroku.

4.2.3 Podprogram časového kroku

Běhšm tohoto podprogramu jš spou těno poměrně všlké množství dal ích podprogramů. Nšjprvš
načtšny virtuální částicš. V úlozš jš možno dšfinovat virtuální částicš prvního typu i virtuální částicš
druhého typu. Odpudivá síla virtuálních částic prvního typu jš dšfinována vztahšm (3.36) a paramštry
virtuálních částic druhého typu sš určují zš vztahů (3.37) a (3.38). Vš chvíli, kdy jsou známy polohy
v šch částic, jš možno p istoupit k vyhlšdávání intšragujících párů částic. K dispozici jsou dva algo-
ritmy. Podlš rozdělšní v části 3.8.6 sš jšdná o algoritmus každý s každým a algoritmus linkšd-list.
První jš bšzš změny p švzat z knihy [11], druhý byl nově vytvo šn. Vyhlšdávání jš závislé na vyhla-
zovací vzdálšnosti ℎ�� a zvolšné vyhlazovací funkci. Vybírat jš možno zš t í funkcí uvšdšných v části
3.8.1. Kromě vyhlšdání intšragujících párů jsou každému páru p i azšny i hodnoty váhové funkcš ��
a jšjí dšrivacš podlš prostorových sou adnic.

Nyní sš již p istupujš k výpočtu pravých stran rovnic. Jsou k tomu využity aproximacš rovnic
mšchaniky tškutin uvšdšné v části 3.5 a něktšré vztahy z části 3.8

Rovnicš kontinuity (1.15) jš v programu aproximována vztahšm (3.30). Pro p ímý výpočšt hustoty
jšdnotlivých částic jš využíván vztah (3.26). Jš implšmšntován i CSPM p ístup, tšdy rovnicš (3.27).

Pro pohybovou rovnici (1.19) jš možno volit obě uvšdšné varianty aproximacš, tšdy jak (3.31),
tak (3.32). Tlak a rychlost zvuku jšdnotlivých částic jsou určovány zš stavové rovnicš. Pro stlačitšlné
tškutiny jš k dispozici modšl idšálního plynu vš tvaru

= ( − 1)� , (4.5)

kdš jš Poissonova konstanta. Pro nšstlačitšlné pak rovnicš (3.60), (3.64) a (3.65). Tím jš vy š-
šna vzájšmná fyzikální intšrakcš mšzi částicšmi tškutiny. Dálš můžš být hybnost ovlivněna vněj ím

zrychlšním. Kromě implšmšntovaného tíhového zrychlšní sš do této katšgoriš adí i intšrakcš s virtu-
álními částicšmi prvního typu podlš rovnicš (3.36). V p ípadě zavšdšní umělé viskozity sš na pravou
stranu navíc p ičítá člšn (3.57).

Bilancš šnšrgiš (1.31) sš v programu počítá spolščně s bilancí hybnosti. Proto p i volbě aproxi-
macš hybnosti podlš (3.31) jš šnšrgiš určována z rovnicš (3.34) a p i aproximaci hybnosti použitím
(3.32) sš šnšrgiš počítá podlš (3.35). Umělá viskozita rovněž ovlivňujš bilanci šnšrgiš tškutiny, a sicš
podlš vztahu (3.58).

Vyhlazovací vzdálšnost jš udržovat po cšlou dobu výpočtu konstantní, či ji měnit tak, aby byl
udržován počšt vzájšmných intšrakcí částic p ibližně stšjný. K docílšní toho jsou v programu implš-
mšntovány vztahy (3.66) a (3.67).

Z tohoto podprogramu jš voláno i st šdování rychlosti podlš rovnicš (3.59).

4.2.4 Soubor parametrů

Soubor paramštrů obsahujš globální paramštry spolščné v šm podprogramům. Všlká část v mož-
ných volšb uvšdšných v části 4.2.3 sš provádí v tomto souboru. Volí sš zdš p šdšv ím dimšnzš úlohy,
váhová funkcš, algoritmus vyhlšdávání intšrakcí, p ístup k výpočtu hustoty, aproximační vztah pro
bilanci hybnosti a šnšrgiš a použitý vztah pro vyhlazovací vzdálšnost. Dal í nastavitšlné možnosti
pak jsou nap . uvažování tíhy, viskozity (skutščné i umělé) a virtuálních částic. Soust šdění podstatné
části volšb do jšdnoho souboru usnadňujš práci s programšm.
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Obrázšk 4.1: Grafické schéma výpočtového programu.
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4.3 Ově ovací úlohy

Součástí originálního programu jsou dvě tšstovací úlohy sloužící p šdšv ím k odhalšní chyb, ktšré
mohly p i p šnosu programu z knihy vzniknout. š šní obou těchto úloh jš v knizš pršzšntováno,
proto lzš něktšré z chyb odhalit poměrně snadno. T ští tšstovací úloha slouží k ově šní, žš sšstavšný
program lzš použít pro š šní úloh s volnou hladinou.

4.3.1 Rázová trubice

V této úlozš jsou simulovány dějš probíhající v trubici naplněné idšálním plynšm. Trubicš jš na
počátku rozdělšna mšmbránou na dvě části. V obou částšch jš plyn v rovnovážném stavu, ov šm v obou
částšch sš hustota, tlak a vnit ní šnšrgiš li í. V tomto konkrétním p ípadě jš uvažován dvouatomový
plyn, proto = 1,4. Stav plynu jš náslšdující:

� (kg.≤−3) (Pa) (J.kg−1)
0 1 1 2,5

> 0 0,25 0,1795 1,795
V časš = 0 s jš mšmbrána náhlš odstraněna, což způsobí vznik rázové vlny í ící sš do oblasti

o niž í hustotě. Za rázovou vlnou postupujš kontaktní nšspojitost a v opačném směru sš í í oblast
z šděného plynu.

Jš provšdšna jšdnorozměrná simulacš procšsu v rázové trubici. Plyn jš v oblasti od −0,9 ≤ do0,9 ≤ diskrštizován 600 částicšmi stšjné hmotnosti. 480 částic lšží v oblasti vy ího tlaku a zbývajících
120 částic v oblasti tlaku niž ího. Pro prů šz trubicš 1 ≤2 vychází hmotnost částic 1,875.10−3 kg. Jš
volšn časový krok 0,005 s. Hustota jš určována podlš rovnicš (3.26), použita jš kubická vyhlazovací
funkcš a vyhlazovací vzdálšnost jš volšna konstantní ℎ = 0,015 ≤. Dšrivacš hybnosti a vnit ní šnšrgiš
jsou aproximovány vztahy (3.32) ršsp. (3.35). Pro stabilizaci š šní jš použita umělá viskozita podlš
rovnicš (3.49) s paramštry = 1 a = 1. Na obou koncích trubicš jsou pšvně umístěny virtuální
částicš druhého typu, ktšré brání šxpanzi plynu do volného prostoru. Protožš slšdovaný rázový děj sš
za dobu simulacš nšp iblíží k hranici oblasti, jš v okrajových částšch výpočtové oblasti plyn stálš vš
stavu rovnováhy a stav virtuálních částic sš tak rovněž nšmění. Výslšdky simulacš p i vý š uvšdšných
paramštršch jsou pršzšntovány na obrázcích 4.2, 4.3, 4.4 a 4.5. Tyto výslšdky jsou v dobré shodě
s výslšdky pršzšntovanými v [11].

Na též úlozš byla ově šna možnost použití gaussovské váhové funkcš a váhové funkcš pátého ádu
p i ponšchání konstantní vyhlazovací vzdálšnosti ℎ = 0,015 ≤. P i použití obou těchto funkcí dochází
k výrazněj ím oscilacím hodnot š šní nšž u kubické váhové funkcš.

Dálš byl vy št ován vliv volby paramštrů umělé viskozity. V této úlozš má dominantní vliv para-
mštr . Zvy ování jšho hodnoty všdš k potlačšní oscilací a pozvolněj ím p šchodům na nšspojitostšch
v š šní, jšho snižování má opačný šfškt. Jak p íli vysoká, tak p íli nízká hodnota všdou k nšstabilitě
š šní. Volba paramštru má na š šní této úlohy výrazně mšn í vliv. Pouzš všlmi vysoké hodnoty

způsobují nšstabilitu.
Otšstovány byly i algoritmy pro změnu vyhlazovací vzdálšnosti ℎ podlš vztahů (3.66) a (3.67). Vý-

slšdky obou postupů jsou si všlmi blízké. U algoritmu podlš rovnicš (3.66) bylo volšno ℎ0 = 0,015 ≤
a �0 = 0,25 kg.≤−3. Vzhlšdšm kš čty násobnému zmšn šní vyhlazovací vzdálšnosti u částic v ob-
lasti s vy í hustotou, bylo t šba pro zachování numšrické stability rovněž zmšn it časový krok. Rozdíl
oproti š šní s konstantní vyhlazovací vzdálšností jš vš vzniku výrazného maxima vnit ní šnšrgiš
pro ≐ 0,14 ≤.

š šní jš prakticky nšzávislé na volbě aproximacš časové změny hybnosti a vnit ní šnšrgiš. Na-
proti tomu sš potvrdilo, žš aproximacš hustoty podlš (3.27) jš pro úlohy s nšspojitostmi nšpoužitšlná.
Výpočšt hustoty z rovnicš kontinuity podlš (3.30) způsobujš výrazná maxima �, a pro ≐ 0,14 ≤.
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Obrázšk 4.2: Rozložšní hustoty plynu v trubici v časš = 0,2 s.

Obrázšk 4.3: Rozložšní tlaku plynu v trubici v časš = 0,2 s.
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Obrázšk 4.4: Rozložšní vnit ní šnšrgiš plynu v trubici v časš = 0,2 s.

Obrázšk 4.5: Rychlostní polš v trubici v časš = 0,2 s.
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4.3.2 Proudění v kavitě

V této úlozš jš simulováno chování vazké nšstlačitšlné tškutiny vš dvojrozměrné oblasti tvaru
čtvšrcš. Na v šch hranicích oblasti s výjimkou horní jš p šdšpsána podmínka nulové tščné rychlosti.
Na horní hranici jš zadána nšnulová tščná rychlost. Touto nšnulovou rychlostí vlivšm vazkosti jš tš-
kutina z klidu uvšdšna do pohybu. Po určitém časš jš dosažšno ustálšného stavu, p i ktšrém tškutina
v oblasti cirkulujš.

Konkrétně jš volšna délka stěny kavity 1 ≤≤, rychlost horní hranicš 1 ≤≤.s−1, hustota tškutiny� = 1000 kg.≤−3 a dynamická viskozita = 10−3 Pa.s. Tomuto zadání odpovídá = 1.
Počátšční konfiguraci diskrštizované úlohy znázorňujš obrázšk 4.6. Tškutina jš diskrštizována

cšlkovým počtšm 1600 (40x40) totožných částic uspo ádaných do čtvšrcové m ížky. Na hranicš jš
umístěno cšlkšm 320 virtuálních částic prvního typu. Jšjich roztšč jš poloviční oproti částicím tšku-
tiny. Ršálné i virtuální částicš mají stšjnou hmotnost. P i uvažované hloubcš kavity 1 ≤ jš hmotnost
jšdnotlivých částic 6,25.10−7 kg Časový krok jš volšn 5.10−5 s a ustálšného stavu jš s dostatščnou
p šsností dosažšno po 3000 krocích, tšdy po 0,15 s. Oscilacím v š šní jš zamšzšno st šdováním rych-
losti podlš (3.59) s � = 0,3. Pro určšní tlaku jš použita stavová rovnicš (3.64) s numšrickou rychlostí
zvuku = 0,01 ≤.s−1. Vyhlazovací vzdálšnost jš ponšchána konstantní a jš rovna počátšční roztšči
částic. Užita jš kubická váhová funkcš. Hustota jš aproximována vztahšm (3.27) a bilanci hybnosti
určujš vztah (3.32).

Výslšdné polš rychlosti p šdstavujš obrázšk 4.7. V počátšční fázi simulacš jsou částicš tškutiny
v blízkosti hranic vypuzšny virtuálními částicšmi do vícš nšž dvojnásobné vzdálšnosti od stěny, nšž jš
jšjich počátšční poloha. V těsné blízkosti hranicš tak nšjsou p ítomny žádné ršálné částicš a v těchto
místšch tak nšlzš stanovit š šní. Výslšdné rychlostní polš jš vš shodě s rychlostním polšm stšjně
š šné úlohy pršzšntované v [11].

Stšjná úloha s totožným počtšm ršálných částic byla š šna s použitím obou druhů virtuálních
částic. Počátšční konfiguracš úlohy jš znázorněna na obrázku 4.8. Virtuální částicš II. typu jsou umís-
těny na hranici š šné oblasti vš t šch vrstvách v cšlkovém počtu 516. V pravé horní části hranicš jš
použito 12 virtuální částic I. typu, ktšré zabraňují průniku ršálných částic mimo š šnou oblast. Pa-
ramštry výpočtu byly ponšchány stšjné jako p i p šdchozím š šní úlohy, s výjimkou váhové funkcš.
Byla použita gaussovská váhová funkcš, ktšrá má vět í oblast závislosti částicš. Dochází tak k vět ímu
využití virtuálních částic, nšž p i použití kubické vyhlazovací funkcš.

Oproti p šdchozímu způsobu zadání okrajových podmínšk za použití virtuálních částic I. typu,
nyní nšdochází k počátščnímu vypuzšní částic tškutiny od hranicš oblasti. Hodnoty š šní jsou tak
dostupné blížš hranici.

Získané rychlostní polš jš opět vš shodě s výslšdky z [11] a jš o něco blížš výslšdkům získaným
mštodou konščných difšršncí pršzšntovaných tamtéž.

4.3.3 Zhroucení sloupce kapaliny

V této úlozš jš simulováno zhroucšní sloupcš kapaliny vlivšm tížš. Úloha jš š šna vš dvou roz-
měršch. Na počátku jš oblast kapaliny tvaru obdélníka umístěna v nádrži s pšvnými stěnami tak, žš
jšjí pravá hranicš jš volná, bšz kontaktu sš stěnou nádržš. Vlivšm tížš dojdš k pohybu tškutiny v pro-
storu nádržš. Pohyb sš postupně utlumí a kapalina zaujmš polohu s minimální potšnciální šnšrgií,
tšdy takovou, žš jš jí vyplněna spodní část nádržš.

Vý ka sloupcš kapaliny jš volšna 2 ≤ a jšho í ka 1 ≤. Nádrž jš iroká 4 ≤ a jšjí boční stěny
dosahují vý ky 3 ≤. Hustota kapaliny jš 1000 kg.≤−3 a tíhové zrychlšní 9,81 ≤.s−2.

Počátšční konfiguracš diskrštizované úlohy jš na obrázku 4.10. Částicš kapaliny jsou uspo ádány
do pravidšlné kartézské m ížky v cšlkovém počtu 3200 (80x40). Hloubka uvažované nádržš jš 1 ≤ a
hmotnost jšdné částicš tak vychází 0,625 kg. Stěny nádržš jsou modšlovány použitím virtuální částic
prvního typu s poloviční vzájšmnou vzdálšností oproti částicím kapaliny. Cšlkšm jich jš použito 799
a jšjich uvažovaná hmotnost jš nulová. Kapalina jš modšlována jako nšvazká a š šní jš stabilizováno
umělou viskozitou s paramštry = 0,2 a = 1,0. Numšrická rychlost zvuku jš volšna 60 ≤.s−1.
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Obrázšk 4.6: Počátšční rozložšní částic pro úlohu kavity. Užity jsou pouzš virtuální částicš prvního
typu.
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Obrázšk 4.7: Rychlostní polš v kavitě v časš = 0,015 s. Užity pouzš virtuální částicš I. typu podlš
obr.4.6 a zobrazšny pouzš rychlosti ršálných částic.
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Obrázšk 4.8: Počátšční rozložšní částic pro úlohu kavity. Užity jsou virtuální částicš I. a II. typu.
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Obrázšk 4.9: Rychlostní polš v kavitě v časš = 0,015 s. Užity virtuální částicš I. i II. typu podlš
obr.4.8 a zobrazšny pouzš rychlosti ršálných částic.
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Obrázšk 4.10: Počátšční rozložšní částic pro úlohu kolapsu sloupcš kapaliny.

Pro výpočšt tlaku jš použita stavová rovnicš (3.60) s paramštry = 550000 Pa, �0 = 1000 kg.≤−3,= 7 a 0 = 0 Pa. V souladu s doporučšními uvšdšnými v části 3.8.7 byl volšn časový krok 5.10−5 s.
Vyhlazovací vzdálšnost jš v průběhu výpočtu konstantní a odpovídá počátšční roztšči částic. Užita
jš kubická váhová funkcš. Hustota jš aproximována vztahšm (3.30) a bilanci hybnosti určujš vztah
(3.32).

U této úlohy byly rovněž tšstovány algoritmy pro vyhlšdávání intšrakcí. Ty sicš nšmají vliv na
š šní, ov šm výrazně ovlivňují výpočštní náročnost. Čas výpočtu úlohy p i použití algoritmu linkšd-

list byl p ibližně dšsštinový oproti času výpočtu p i použití algoritmu každý s každým. Jš tak z šjmé,
žš již p i ršlativně nízkém počtu částic jš algoritmus linkšd-list výrazně šfšktivněj í. S narůstajícím
počtšm částic lzš očškávat prohlubování tohoto rozdílu.

Několik časových okamžiků š šní jš zobrazšno na obrázcích 4.11 až 4.16. Soubor s animací
časového průběhu simulacš lzš nalézt na p iložšném CD. Toto š šní jš vš všlmi dobré shodě s numš-
rickými a šxpšrimšntálními výslšdky uvšdšnými v [12] a s numšrickými výslšdky uvšdšnými v [21].

4.3.4 Shrnutí výsledků ově ovacích úloh

První dvě ově ovací úlohy potvrdily, žš sšstavšný program nšobsahujš zásadní chybu, ktšrá by
znšmožňovala jšho užití. Na těchto úlohách byla rovněž vyzkou šna něktšrá nastavšní. Konkrétně sš
jšdnalo o vyzkou šní implšmšntovaných stavových rovnic, okrajových podmínšk a dal ích paramštrů,
jšž souvisí p šdšv ím s numšrickou stabilitou. Úspě ným š šním t ští úlohy byla ově šna schopnost
programu š it úlohy s volnou hladinou. Program tak lzš rovněž aplikovat na úlohy intšrakcš kapšk.
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Obrázšk 4.11: š šní úlohy kolapsu sloupcš kapaliny v časš = 0,5 s.

Obrázšk 4.12: š šní úlohy kolapsu sloupcš kapaliny v časš = 1,0 s.
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Obrázšk 4.13: š šní úlohy kolapsu sloupcš kapaliny v časš = 1,5 s.

Obrázšk 4.14: š šní úlohy kolapsu sloupcš kapaliny v časš = 1,8 s.
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Obrázšk 4.15: š šní úlohy kolapsu sloupcš kapaliny v časš = 2,3 s.

Obrázšk 4.16: š šní úlohy kolapsu sloupcš kapaliny v časš = 3,0 s.
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Kapitola 5

ešení interakce kapek

V této kapitolš jsou uvšdšna numšrická š šní intšrakcí kapšk mštodou SPH. š šny jsou dva
p ípady. Prvním jš dopad kapky na tšnký kapalinový film a druhým dopad kapky na pšvný povrch.
Jsou uvšdšny konfiguracš obou uvažovaných p ípadů a pršzšntovány dosažšné výslšdky. Dálš jš uvš-
dšno zhodnocšní dosažšných výslšdků a jšjich porovnání s p ípady pozorovanými v šxpšrimšntšch.
Závěršm jsou diskutovány nšdostatky použitého výpočtového programu a možnosti jšjich odstranění
v budoucnu. Animacš zachycující průběhy š šných intšrakcích jsou umístěny na p iložšném CD.

5.1 Dopad na kapalinový film

V této úlozš jš simulován dopad kapky na tšnký kapalinový film konstantní tlou ťky. Film jš na-
nšsšn na pšvném povrchu. Kapka dopadá kolmo k povrchu danou rychlostí.

Jsou š šny dva p ípady. V obou p ípadšch má kapka průměr = 1 ≤≤ a dopadá na film tlou ťkyℎ = 0,25 ≤≤. Rychlost kapky jš = 1 ≤.s−1 Hustota kapaliny jš � = 1000 kg.≤−3. Nšní uvažováno
povrchové napětí. P ípady sš li í dynamickou viskozitou kapaliny. V prvním p ípadě jš uvažovaná
viskozita = 10−2 Pa.s, vš druhém = 10−1 Pa.s.

Bšzrozměrná tlou ťka filmu jš v obou p ípadšch � = 0,25. Ršynoldsovo číslo vychází pro první
p ípad = 100 a pro druhý p ípad = 10. Protožš jš uvažována nulová hodnota povrchového
napětí , jsou hodnoty Wšbšrova a Ohnšsorgšho čísla nškonščné.

Kapku tvo í cšlkšm 17256 částic. Ty jsou uspo ádány do pravidšlné kartézské m ížky a vzdálšnost
mšzi sousšdními částicšmi jš 3,125.10−5 ≤. Kapka jako cšlšk jš natočšna kolšm své osy rovnoběžné
s osou globálního systému o 10° a náslšdně o stšjnou hodnotu kolšm osy rovnoběžné s osou
globálního systému. Jš tak učiněno pro poru šní symštriš úlohy. Na počátku jš kapka 0,05 ≤≤ nad
kapalinovým filmšm. Tšnto film jš tvo šn částicšmi stšjných paramštrů jako kapka. Má čtvšrcový
půdorys o délcš strany 5 ≤≤ a kapka dopadá do jšho st šdu. Cšlkšm jšj tak tvo í 204800 (160x160x8)
částic. Film jš umístěn na stěně tvo šné t šmi vrstvami virtuálních částic II. typu. Jšjich cšlkový počšt
jš 82668 (166x166x3). Počátšční konfiguraci úlohy ukazujš obrázšk 5.1.

š šní jš stabilizováno umělou viskozitou s paramštry = 0,1 a = 0. Numšrická rychlost
zvuku jš volšna 10 ≤.s−1. Pro výpočšt tlaku jš užita stavová rovnicš (3.60) s paramštry = 14000 Pa,�0 = 1000 kg.≤−3, = 7 a 0 = 0 Pa. V souladu s doporučšními uvšdšnými v části 3.8.7 byl volšn
časový krok 5.10−7 s. Vyhlazovací vzdálšnost sš v průběhu výpočtu nšmění a odpovídá počátšční
roztšči částic. Použita jš kubická váhová funkcš. Hustota jš počítána podlš vztahu (3.30) a bilancš
hybnosti podlš vztahu (3.32).

Průběh simulacš prvního p ípadu jš zachycšn na obrázcích 5.2 až 5.5. Po dopadu kapky sš začíná
tvo it koruna. Postupně sš zvět ujš jšjí průměr a jšjí horní okraj stoupá. Něktšré částicš opou tějí
vrchol koruny, vět inou vš skupinách po několika částicích. Tlou ťka filmu jš uvnit koruny snížšna.

Výslšdšk jš kvalitativně podobný šxpšrimšntům publikovaným v [6]. V této práci jš uvšdšn na
obrázku 2.1c a dochází k němu p i vysokých hodnotách ℎ−0,4. V simulaci ov šm nšdochází k for-
mování lšmu na okraji koruny a v návaznosti na to ani k rozpadu tohoto lšmu na drobné kapičky. To
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Obrázšk 5.1: Počátšční konfiguracš úlohy dopadu kapky na kapalinový film.

lzš vysvětlit absšncí povrchového napětí v numšrickém modšlu.
Druhý p ípad zachycují obrázky 5.6 až 5.9. Tšntokrát nšdochází k tvorbě koruny. Kapka sš p i

dopadu pouzš částščně rozprost š po hladině.
Podlš [6] by k takovémuto výslšdku nšmělo dojít, protožš k rozprost šní na hladině dochází p i

niž ích hodnotách ℎ−0,4. Těch lzš ov šm dosáhnout pouzš p i uvažování povrchového napětí.
K rozprost šní kapky tak do lo z jiného důvodu. To naznačujš i to, žš tvar rozprost šní kapky v simu-
laci sš li í od tvaru pozorovaného p i šxpšrimšntšch [6]. Vysvětlšním můžš být všlmi nízké Ršynold-
sovo číslo, v důslšdku čšhož dochází k rychlému utlumšní pohybu kapaliny po dopadu kapky vlivšm
viskozity.

49



Obrázšk 5.2: Dopad kapky na kapalinový film, = 100, = 0,2≤s.

Obrázšk 5.3: Dopad kapky na kapalinový film, = 100, = 0,5≤s.

50



Obrázšk 5.4: Dopad kapky na kapalinový film, = 100, = 1,0≤s.

Obrázšk 5.5: Dopad kapky na kapalinový film, = 100, = 2,0≤s.
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Obrázšk 5.6: Dopad kapky na kapalinový film, = 10, = 0,2≤s.

Obrázšk 5.7: Dopad kapky na kapalinový film, = 10, = 0,5≤s.
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Obrázšk 5.8: Dopad kapky na kapalinový film, = 10, = 1,0≤s.

Obrázšk 5.9: Dopad kapky na kapalinový film, = 10, = 2,0≤s.
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5.2 Dopad na pevný povrch

V této úlozš jš simulován dopad kapky na pšvný povrch. Kapka dopadá danou rychlostí kolmo
k povrchu.

Stšjně jako v p šdchozí úlozš jsou š šny dva p ípady, jšž sš li í pouzš dynamickou viskozitou
kapaliny. V prvním p ípadě jš uvažovaná viskozita = 10−2 Pa.s, vš druhém = 10−1 Pa.s. Para-
mštry kapky jsou ponšchány stšjné, tšdy průměr kapky = 1 ≤≤, rychlost kapky = 1 ≤.s−1 a
hustota kapaliny � = 1000 kg.≤−3. Povrchové napětí nšní uvažováno.

První p ípad tak odpovídá = 100 a druhý = 10. Wšbšrova a Ohnšgorgšho čísla jsou z dů-
vodu absšncš povrchového napětí nškonščná.

Kapka jš totožná jako v p šdchozí úlozš, tvo í ji tšdy 17256 částic. Na počátku jš kapka 0,05 ≤≤
nad st šdšm pšvného povrchu tvaru čtvšrcš o straně délky 5 ≤≤. Tšn jš tvo šn t šmi vrstvami vir-
tuálních částic II. typu a jšjich cšlkový počšt tak jš 76800 (160x160x3). Počátšční konfiguraci úlohy
znázorňujš obrázšk 5.10.

Kš stabilizaci š šní jš užita umělá viskozita s paramštry = 0,1 a = 0. Numšrická rychlost
zvuku jš volšna 10 ≤.s−1. Tlak jš počítán zš stavové rovnicš (3.60) s paramštry = 14000 Pa,�0 = 1000 kg.≤−3, = 7 a 0 = 0 Pa. Časový krok byl volšn 5.10−7 s v souladu s doporučšními
uvšdšnými v části 3.8.7. Vyhlazovací vzdálšnost sš v průběhu výpočtu nšmění a odpovídá počátšční
roztšči částic. Použita jš kubická váhová funkcš. Hustota jš počítána podlš vztahu (3.30) a bilancš
hybnosti podlš vztahu (3.32).

Výslšdky prvního p ípady jsou zaznamšnány na obrázcích 5.11 až 5.14. Z místa kontaktu kapky a
povrchu jš vyvrhováno všlké množství malých skupin částic. Kapka sš postupně rozprostírá po povrchu
a z vytvo šného filmu sš oddělují dal í skupiny částic.

Tšnto p ípad sš podobá p ípadu okamžitého rozst iku, jak jš uvšdšn v [7] a v této práci na obrázku
2.2b. Podlš šxpšrimšntu k tomuto typu intšrakcš dochází u kapšk z kapalin s nízkým povrchovým
napětím a použitý numšrický modšl p šdstavujš limitní p ípad takové kapaliny.

Druhý p ípad zachycují obrázky 5.15 až 5.18. Po dopadu dochází k usazšní na povrchu. Z kapky
sš v průběhu simulacš nšoddělují žádné částicš.

Podobně jako v p ípadě dopadu na kapalinový film, rovněž v tomto p ípadě sš výslšdšk numšric-
kého výpočtu li í od šxpšrimšntu. P i něm byl pozorován lšm na okraji í ící sš lamšly [7]. Jšho šxis-
tšncš jš spojšna s povrchovým napětím, proto takováto struktura nšmohla simulací v použitém pro-
gramu vzniknout. V šxpšrimšntu docházšlo k usazšní kapky p i dopadu malé kapky tvo šné viskózní
kapalinou malou rychlostí, tšdy za nízkých Ršynoldsových čísšl. V tomto ohlšdu sš simulacš shodujš
s šxpšrimšntálními výslšdky.
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Obrázšk 5.10: Počátšční konfiguracš úlohy dopadu kapky na pšvný povrch.

Obrázšk 5.11: Dopad kapky na pšvný povrch, = 100, = 0,2≤s.
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Obrázšk 5.12: Dopad kapky na pšvný povrch, = 100, = 0,5≤s.

Obrázšk 5.13: Dopad kapky na pšvný povrch, = 100, = 1,0≤s.
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Obrázšk 5.14: Dopad kapky na pšvný povrch, = 100, = 1,5≤s.

Obrázšk 5.15: Dopad kapky na pšvný povrch, = 10, = 0,2≤s.
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Obrázšk 5.16: Dopad kapky na pšvný povrch, = 10, = 0,5≤s.

Obrázšk 5.17: Dopad kapky na pšvný povrch, = 10, = 1,0≤s.
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Obrázšk 5.18: Dopad kapky na pšvný povrch, = 10, = 1,5≤s.

5.3 Hodnocení výsledků a programu

Byly dšfinovány dvě úlohy intšrakcš kapky. V první úlozš dopadala kolmo na tšnký kapalinový
film, vš druhé na pšvný povrch. V důslšdku absšncš povrchového napětí nšní možné ovlivnit hodnotu
Wšbšrova čísla. Dšfinicš úlohy tak má pouzš jšdšn volitšlný bšzrozměrný paramštr, jímž jš Ršynold-
sovo číslo. V každé úlozš byly š šny dva p ípady li ící sš tak právě hodnotou Ršynoldsova čísla.

V p ípadšch s vy ím Ršynoldsovým číslšm jš dobrá shoda s šxpšrimšntšm. Obzvlá tě v po-
čátščních fázích intšrakcš, kdy jsou dominantní sštrvačné síly. V pozděj ích fázích, kdy získává na
důlšžitosti povrchové napětí, sš výslšdky začínají li it. Nšdochází k formování struktur ovlivněných
povrchovým napětím, nap . lšmu na vrcholu koruny a drobných kapičšk.

V p ípadě s niž ím Ršynoldsovým číslšm jš shoda s šxpšrimšntšm niž í. V p ípadě dopadu na
kapalinový film můžš být p íčinou to, žš p i šxpšrimšntšch, sš ktšrými byly výslšdky simulacš srov-
návány, dosahovala nšjniž í Ršynoldsova čísla ádu stovšk. To jš ádově vět í hodnota nšž odpovídá
simulaci. Numšrický výpočšt tak nšodpovídal podmínkám šxpšrimšntu a do lo kš kvalitativně odli né
intšrakci, v níž hrála dominantní úlohu vazkost.

V p ípadě dopadu na pšvný povrch nšní jasné, jakých hodnot Ršynoldsových a Wšbšrových čísšl
bylo p i šxpšrimšntšch dosahováno. Shoda jš v tom, žš k rozprost šní kapky dochází za nízkých hodnot
Ršynoldsových čísšl. Tvar rozprost šné kapky sš v ak li í, p íčinou můžš být ršlativně nízké Wšbšrovo
číslo a s tím spojšný vět í vliv povrchového napětí.

K tomu, aby sš numšrická simulacš p iblížila výslšdkům šxpšrimšntů, jš z šjmě t šba zahrnout
do výpočtového programu vliv povrchového napětí, p ípadně drsnosti povrchu. To by bylo v budoucnu
možné implšmšntací něktšrého z modšlů uvšdšných v části 3.7. V p ípadě dopadu na pšvný povrch
jš t šba zahrnout i smáčivost povrchu kapalinou. V současném programu jš uvažována pouzš kapalná
a pšvná fázš. Plynná fázš jš ršpršzšntována prázdným prostoršm bšz částic. Dal í p iblížšní ršalitě
by tak mohlo být uvažování okolního plynu. To by ov šm všdlo k výraznému zvý šní počtu částic a
tím i výpočštní náročnosti. Pro praktické výpočty jš důlšžitá i šfšktivita užitých algoritmů. Ršlativně
nšjvět í podíl na výpočštním časš zaujímá vyhlšdávání intšragujících párů částic. Bšz použití algo-
ritmu linkšd-list by nšbylo možné provést výpočty uvšdšné v poslšdní kapitolš. Sšstavšný linkšd-list
algoritmus jš výrazně šfšktivněj í nšž původní algoritmus každý s každým.
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Závěr

Tato diplomová prácš sš zabývá možností užití mštody Smoothšd Particlš Hydrodynamics (SPH)
pro numšrické simulacš úloh mšchaniky tškutin s volnou hladinou, konkrétně simulacš intšrakcí ka-
pšk tškutiny. P šstožš intšrakcš kapšk tškutiny jsou studovány již p inšjmšn ím mnoho dšsštilští,
stálš nšjsou v šchny jšvy, jšž tyto intšrakcš provází, plně popsány. Důvodšm jš mimo jiné i to, žš
výslšdky těchto intšrakcí ovlivňujš všlké množství proměnných. I p šs zavšdšní bšzrozměrných pa-
ramštrů, jšž snižujš počšt proměnných, jš šxpšrimšntální vy št ování intšrakcí kapšk často všlmi
obtížné. Proto na tomto poli hrají významnou roli rovněž numšrické simulacš, vš ktšrých jš změna
něktšrých paramštrů snadněj í.

V mšchanicš tškutin jsou nšjroz í šněj í numšrické mštody založšné na Šulšrově popisu kon-
tinua. V tomto popisu jš t šba užít spšciální mštody pro dštškci fázového rozhraní. V současnosti
nšjroz í šněj í z těchto mštod jš mštoda Volumš of Fluid (VOF), šxistují ov šm i dal í. Simulacš
úloh v mšchanicš tškutin jsou vět inou založšné na š šní základních rovnic mšchaniky tškutin. Od-
li ný p ístup p šdstavujš mštoda Latticš-Boltzmann, jšž vychází z kinštické tšoriš plynů a jš rovněž
použitšlná pro simulacš úloh s volnou hladinou.

Šxistují v ak i numšrické mštody, ktšré jsou založšné na Lagrangšově popisu. Z těchto jš v praxi
nšjpoužívaněj í mštoda konščných prvků, ktšrá sš v ak pro úlohy mšchaniky tškutin nšhodí. Dů-
vodšm jš to, žš s dšformací tškutiny sš dšformujš i síť, což výpočšt znšsnadňujš. Vhodněj í tak jsou
mštody nšvyužívající výpočtové sítě. V takových mštodách jš kontinuum často diskrštizováno pomocí
částic, jšž sš pohybují v š šné oblasti a navzájšm sš ovlivňují. Výhodou těchto mštod jš, žš fázové
rozhraní jš tvo šno p irozšně, na základě p íslu nosti částic k určité fázi. Nšvýhoda oproti mštodám
založšným na Šulšrově popisu můžš nastat v p ípadě š šní stacionárních úloh. Pro simulaci intšrakcš
kapšk jš tak tato skupina mštod vhodná.

Mštoda Smoothšd Particlš Hydrodynamics (SPH) jš jšdna z částicových mštod založšných na
Lagrangšově popisu. Touto mštodou lzš diskrštizovat parciální difšršnciální rovnicš v prostoru a vý-
slšdné obyčšjné difšršnciální rovnicš dálš š it jšjich intšgrací. V práci jsou uvšdšny něktšré způ-
soby prostorové diskrštizacš v obšcné formě. Tyto obšcné postupy jsou náslšdně aplikovány na zá-
kladní rovnicš mšchaniky tškutin. Nšdílnou součástí každé úlohy jš dšfinicš okrajových podmínšk.
V mštodě SPH šxistují různé způsoby jšjich ršalizacš a li í sš svým dopadšm na p šsnost mštody.
Kromě vhodné diskrštizacš š šných rovnic jš pro praktický výpočšt t šba zajistit numšrickou sta-
bilitu. K tomu nšjčastěji slouží umělá viskozita a st šdování rychlostí částic. Pro zaručšní stability
použitého intšgračního schématu jš t šba vhodně volit časový krok. K tomu mohou sloužit vztahy
rovněž uvšdšné v této práci.

Na základě popsané tšoriš byl sšstavšn výpočtový program pro š šní úloh mšchaniky tškutin mš-
todou SPH. Jšho správnost byla ově ována na několika jšdnoduchých úlohách. Byly ově šny možnosti
aplikacš implšmšntovaných stavových rovnic, způsobů diskrštizacš rovnic, okrajových podmínšk a
nastavšní dal ích paramštrů ovlivňujících p šdšv ím stabilitu a šfšktivitu výpočtu. Shoda výslšdků
provšdšných výpočtů s výslšdky uváděnými v litšratu š potvrzujš možnost použití sšstavšného pro-
gramu pro simulacš úloh mšchaniky tškutin. Poslšdní ově ovací úloha navíc potvrdila i možnost apli-
kacš programu na úlohy s volnou hladinou.

Na základě tohoto zji tění byly dšfinovány úlohy intšrakcš kapšk tškutiny. Tyto úlohy byly dšfi-
novány tak, aby bylo možné výslšdky simulací porovnat s šxpšrimšntálně pozorovanými intšrakcšmi.
Vš výpočtšch nšní zahrnut vliv povrchového napětí. To znšmožňujš vznik určitých struktur p i intšr-
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akcích, jšjichž šxistšncš jš vyvolána právě povrchovým napětím.
Úloha dopadu kapky na tšnký film jš š šna pro dvě hodnoty Ršynoldsova čísla. Pro vy í Ršynold-

sovo číslo jš simulacš v poměrně dobré shodě s šxpšrimšntšm, obzvlá tě v počátšční fázi intšrakcš.
To jš dáno tím, žš v této fázi p švládají sštrvačné síly nad silami způsobšnými povrchovým napětím.
Později vznikají struktury s všlkou k ivostí povrchu, na něž má dominantní vliv povrchové napětí. Ty
v simulaci bšz povrchového napětí nšmohou vzniknout. Druhá z uvažovaných hodnot Ršynoldsova
čísla jš výrazně niž í, nšž jakých bylo dosahováno v šxpšrimšntu. Vzniká tak kvalitativně odli ná
intšrakcš od jakékoli šxpšrimšntálně pozorované. V simulaci sš dominantním způsobšm projšví vaz-
kost, ktšrá pohyb kapaliny utlumí.

Dopad kapky na pšvný povrch jš opět š šn pro dvě hodnoty Ršynoldsova čísla. Počátšční fázi
dopadu s vy ím Ršynoldsovým číslšm dominují sštrvačné síly, kdy jš výpočšt vš shodě s šxpšrimšn-
tšm. Náslšdně jš probíhající intšrakcš opět silně ovlivněna povrchovým napětím a navíc smáčivostí
povrchu. Výslšdky simulacš sš tak v pozděj ích fázích opět li í. P i niž í hodnotě Ršynoldsova čísla
dojdš k podobnému jšvu jako p i intšrakci s tšnkým filmšm. Dojdš k všlmi rychlému utlumšní pohybu
vlivšm vazkosti.

V obou úlohách dochází alšspoň k částščné shodě s šxpšrimšnty pro vy í Ršynoldsova čísla. Šx-
pšrimšntálních výslšdků podobných těm zš simulací bylo dosažšno p i vysokých hodnotách Wšbšrova
čísla, tšdy p i ršlativně malém vlivu povrchového napětí. Takový výslšdšk jš v souladu s očškáváním.

Otázkou zůstává, zda lzš šxpšrimšntálně dosáhnout podobných výslšdků, jaké byly získány simu-
lací pro nízká Ršynoldsova čísla. V šxpšrimšntšch, sš ktšrými byly simulacš srovnávány, pravděpo-
dobně nšbyly p ítomny p ípady s vysokým Wšbšrovým a zárovšň nízkým Ršynoldsovým číslšm. Jš
možné, žš výslšdky právě takových šxpšrimšntů by byly vš shodě s výslšdky simulacš.

P ípadů, kdy v šxpšrimšntšch dosahujš povrchové napětí všlkého vlivu, tšdy pro nízká Wšbšrova
čísla, nšlzš v simulaci užitím současného programu dosáhnout. V budoucnu by tšnto nšdostatšk mohla
napravit implšmšntacš povrchového napětí. Možné způsoby provšdšní této modifikacš programu jsou
v práci uvšdšny. Pro koršktní simulaci úlohy dopadu kapky na pšvný povrch jš navíc nutné do vý-
počtu zavést p inšjmšn ím smáčivost tohoto povrchu kapalinou, p ípadně i jšho drsnost. Uvšdšnými
doplněními programu by bylo s nšjvět í pravděpodobností možné p iblížit výslšdky výpočtů šxpš-
rimšntům. Možnost volit hodnoty dvou bšzrozměrných paramštrů namísto současného jšdnoho by
všdla k roz í šní možností vzniku kvalitativně rozdílných intšrakcí v souladu s šxpšrimšnty.

Kromě míry shody výslšdků simulací s ršalitou jš t šba věnovat pozornost i šfšktivitě výpočtu.
Nšjkritičtěj ím místšm z tohoto pohlšdu jš algoritmus pro vyhlšdávání intšragujících částic. S na-
růstajícím počtšm částic sš důlšžitost šfšktivního způsobu vyhlšdávání intšrakcí zvy ujš. Algoritmus
linkšd-list jš výrazně šfšktivněj í, nšž původní algoritmus každý s každým, bšz jšho implšmšntacš
by výpočšt rozsáhlšj ích úloh nšbyl možný.

Struktura programu dovolujš poměrně snadno p idávat dal í části, jšž roz í í možnosti numšric-
kých simulací. V budoucnu by tak mohl sloužit i p i š šní dal ích úloh, i značně odli ných od těch,
jaké byly š šny v této práci.
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