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Anotace

Bakalafskd prace se zabyva problematikou ztraty stability piimych prutd. Konkrétné je v ni
provedeno odvozeni Eulerovy metody vzpéru, které je rozsiteno o dalsi piipad ulozeni. Dale se zabyva
pruty s pruznym ulozenim, které 1épe vystihuji redlné ptipady a pruty s proménnym prifezem. Rovnéz
jsou v praci uvedeny hodnoty kritickych sil a postupy jejich odvozeni v¢etné podrobného popisu

jednotlivych krok.

Klicova slova

Vzpér prutl, Eulerova metoda, kriticka sila, pruzné ulozeni, proménny prifez

Annotation

This bachelor’s thesis deals with issues of buckling of rods. Specifically, there is implemented
derivation of Euler’s columns, which is extended by an additional type of support. Furthermore, the
thesis looks into columns with elastic constraints, which are closely related to real cases and it also looks
into columns with variable cross section. The work involves critical buckling loads as well as the

derivation and description of respective steps.
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Uvod

Pokud pravé nahlizite do bakalaiské prace na téma ,, Ztrdata stability prutii s dodatecnymi
okrajovymi podminkami “ a nemate zcela ucelenou piedstavu, o ¢em pojednava, je na misté ji zde zprvu
uvést. Predstavte si tuto situaci: svirate prsty paratko po jeho koncich a vyvinete proti nému silu. Nejprve
ucitite odpor, avsak pii vétsim Gsili paratko mirné vyboéi a nakonec se zlomi. Ve vétsim méfitku se
muze jednat napt. o sloupy u staveb, osové namahané strojni hiidele a obecné o konstrukce, ve kterych
se vyskytuji relativné §tihl4 a dlouha télesa, jez nazyvame pruty. Pod abstraktnim pojmem prut se ndm

nejCastéji vybavi ptima kruhova tyc¢, ackoliv geometricky profil prifezu se mtze lisit.

V pomyslném ptikladu s paratkem prut vybocil ze své osy, kdyz jsme ho vystavili tlakovému
zatizeni. V piipadé idealniho prutu by se tak nestalo, doslo by pouze ke stlaceni timérnému velikosti
sily. Rozdil mezi idealnim a realnym prutem piedstavuji materialové a geometrické vady, které lze
preciznimi technologiemi vyroby redukovat, nicméné se jich nelze nikdy zcela zbavit. Diisledkem vad
a nepresnosti bude zatizeny realny prut Celit nejen tlaku, ale i ohybu a bude mu hrozit s tim spojena

ztrata stability. Popsany jev se nékdy oznacuje jako ,, vzpér“.

Vime tedy, ze pti uvazovani stihlych pruti v konstrukcich budeme muset myslet také na to, ze by
mohlo dojit ke ztraté stability a podle toho se zafidit pfi konkrétnim dimenzovani. Zajima nas

samoziejmé velikost tlakové sily, kterou jiz prut nesmime zatizit, aby nedoslo ke zhrouceni.

Cilem této bakalaiské prace je splnit zadané ukoly, konkrétné seznamit Ctenafe S odvozenim
Eulerovy metody vzpéru, jez rozsifime o dal$i typ ulozeni. Dale bude uvedena problematika prutd
S pruznym ulozenim a dostaneme Se i K prutim s proménnym prufezem. U kazdého uvedeného piipadu

bude snaha dopracovat se az k vyslednym hodnotam, se kterymi lze nasledné v praxi operovat.

V celé praci je kladen diiraz na srozumitelnost jednotlivych kroki a postupt, nebot’ snahou autora

bylo mimo jiné pfedstavit a ptiblizit pomérné komplikované téma SirSimu spektru ctenait.



1 Podstata vzpéru

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat ztratou stability pfimych prutii. Nejprve uved’me na
pravou miru oznaceni, se kterymi se budeme nadale setkavat. Pod pojmem ,,vzpér* si pfedstavme §tihly
prut zatizeny tlakovou silou, kterd ptisobi v 0se prutu. Jestlize je tato sila relativné malé, nedojde v prutu
k znatelnym deformacim a prut zustava ptimy. Avsak pokud ona sila piekro¢i kritickou hodnotu, ktera
bude blize definovana, dojde ke zméné vlastnosti prutu. Znalost této sily, kterou budeme oznacovat jako

»Kritickou®, je rozhodujici, [2], [4].

U vzpéru rozliSujeme tii ptipady rovnovaznych stavi: stabilni, indiferentni a labilni. Obecné lze
stabilitu definovat jako schopnost udrzet rovnovazny stav. Je dobré si uvédomit, ze pravé stabilniho
stavu se v praxi snazime dosahnout, 1épe feceno jej udrzet. Zbylé dva stavy vedou ke ztraté stability a
tudiz k ptipadnému poskozeni konstrukce, ve které se prut nachazi. Rovnovahu prutti namahanych na

vzpér lze ptirovnat k moznym poloham tuhého télesa (obr. 1.1).
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Obr. 1.1 — Rovnovdzné stavy télesa

Stabilni rovnovahu lze pozorovat na prutu, ktery je zatizen osovou silou mensi nezli kritickou.
Dodatecné tento prut vystavime nepatrné piicné sile, kterda ma za nasledek vybocCeni prutu ze své
puvodni polohy. Jakmile pficnd sila odezni, prut se vraci zpét do prvotni polohy. Indiferentni
rovnovahu charakterizuje skutecnost, pti které prut setrva ve vychylené poloze po odstranéni piicné sily.
Osova sila, kterou je prut v tomto pfipad¢ zatizen, se nazyva sila kriticka. Labilni rovnovaha nastava
pii prekroc¢eni kritické osové sily. Pokud prut ve stavu labilni rovnovahy vystavime pii¢né sile, tak se

nefizené zhrouti a v nasledujicim okamziku dojde k lomu.

Zkoumani stavu, kdy pfimy prut ztrati stabilitu, je dalezité z toho dliivodu, ze se jednad o velmi
rychly jev, ktery pfichazi zpravidla bez predchoziho varovani. Pfi dimenzovani konstrukce, jejiz prvky
jsou mimo jiné namahany na vzpér, je tieba dbat zvySené opatrnosti, jelikoz ke ztraté stability obvykle

dochazi pted dosazenim pevnostné nepiijatelnych stavi.



2 Odvozeni Eulerovy metody vzpéru

Leonhard Euler byl vyznamny matematik a fyzik 18. stoleti, ktery se mimo jiné zabyval vzpérem

Vv pruzném rozsahu. Jeho cenny piinos v této oblasti védy si shrneme v nasledujicich oddilech, [2].

2.1 Zakladni diferencialni rovnice, okrajové podminky

P Uvazujme idedlni, pfimy a pruzny prut, jehoz vnitini struktura je homogenni
l a bez materialovych vad. Dale pfedpokladejme, Ze se pohybujeme v oblasti, kde

plati Hooketiv zdkon. Minény prut je charakterizovan délkou L, konstantnim
modulem pruznosti E a konstantnim kvadratickym momentem praiezu I .
Prihybova ¢ara prutu w = w(x) je funkci podélné soufadnice. Axialni sila P
- pusobi pfesné€ v 0se prutu. Prozatim budeme uvazovat vetknuty prut. Popsany

ptipad vystihuje obr. 2.1, [2], [4].

I

Vyuzijeme Bernoulliho diferencialni rovnici prihybové ¢ary (2.1.1), ktera

vyjadiuje vztah mezi ohybovym momentem M = M(x) a prihybem prutu

Vv pficném sméru w = w(x). Pfedpokladem platnosti jsou malé pti¢né prithyby a
Obr. 2.1 —Idealni  zachovani rovinnosti pficnych fezi, které po deformaci ziistanou kolmé na

rut
P deformovanou osu prutu, [3].

d*w

— (2.1.1)

M = —EI

Rovnice (2.1.1) poslouzi jako zaklad, do kterého zbyva dosadit za ohybovy moment M. K tomu
vyuZijeme znamy vztah (2.1.2) mezi ohybovym momentem M a posouvajici silou T = T(X), ktery se

nazyva Schwedlerova véta.

dm
- =T 2.1.2
dx ( )
Dalsi krok spociva v nalezeni vztahu pro posouvajici silu T, ktery by v této situaci pomohl. Za
timto Géelem vychylime prut z pifimé pozice tak, jak je schematicky znazornéno Vv levé casti
obr. 2.2. V pravé ¢asti obr. 2.2 se nachazi vynaty element prutu o délce dx, na ktery pusobi silové

dvojice. Provedeme-li momentovou rovnovahu elementu, ziskame rovnici (2.1.3).

T-dX =P dw (2.1.3)
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Obr. 2.2 — Momentova rovnoviha

Rovnici (2.1.3) upravime do tvaru (2.1.4).
dw
T=P— (2.1.4)
dx
Spojenim rovnic (2.1.2) a (2.1.4) obdrzime rovnici (2.1.5).
am dw
- —p——= 2.15
dx dx ( )
Zderivujeme-li rovnici (2.1.1), dosadime do rovnice (2.1.5) a upravime, ziskame vztah (2.1.6).
Tento krok si miizeme dovolit pouze za predpokladu EI = konst.
PdW+EId3v_V—O (2.1.6)
dx dx3 o
Po zderivovani a upravé rovnice (2.1.6) vyplyne vztah (2.1.7). MiZe se zdat, ze neni divod
k pfevedeni diferencialni rovnice na vyssi fad, avsak ve finale budeme schopni fesit vice typu ulozeni,
nez kdybychom se spokojili s fadem tretim.
d‘w P d*w
dx* EI dx
Nyni zavedeme dvé substituce (2.1.8), (2.1.9). Nové veli¢iny x a w jsou bezrozmérné. Na prvni
pohled je patrné, ze hodnota podélné soufadnice prutu x se bude pohybovat na intervalu x € (0; 1),

nehled¢€ na konkrétni délku L, ¢ehoz s vyhodou vyuzijeme.
(2.1.8)

X
X 2.1.9
x=7 ( )



Diferencialni rovnici (2.1.7) je nutno pfepsat do tvaru, ve kterém budou figurovat pouze
bezrozmérné veli¢iny. Toho docilime sérii nize uvedenych tprav (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13),
(2.1.14), (2.1.15), (2.1.16).

dx
dx = A (2.1.10)
dw _ dw B dw L
ax dx dx (21.11)
dzv_v_dzw _dzw L_dzwl 2112
dx?  dx? = dx?® L2 dx? L (21.12)
d3W_d3wL_d3w L_d3w 1 2113
dx3 dx3 = dx3 L3 dx3 L? (21.13)
d*w d*w d‘w L d*w 1

_df‘l- = _dftl- L= _dx4 . F = _dx4 . ﬁ (2114)

Do rovnice (2.1.7) dosadime vyrazy (2.1.12), (2.1.14) a upravime. Rovnéz zavedeme substituci s

bezrozmérnym parametrem .

d*w PL?> d*w

I + 4 =0 (2.1.15)
PL?
d*w d*w
il (2.1.17)
dx* ta dx? 0

Finalni tvar (2.1.17) nazveme ,,zakladni diferencialni rovnice”. Bude vychodiskem k odvozeni

Eulerovy metody vzpéru. Jedna se o obycejnou (homogenni) diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu

s konstantnimi koeficienty. Jednotliva feSeni rovnice (2.1.17) budeme hledat ve tvaru w = e?*.

Charakteristicka cisla 44, 45, 43, 44 uréime z charakteristické rovnice (2.1.18) postupnymi tpravami,
[5].
Mta-22=0 (2.1.18)
22(22+a)=0 (2.1.19)
Z rovnice (2.1.19) Ize snadno ziskat ¢tyfi kofeny (2.1.20), (2.1.21).
A2 = tiVa (2.1.20)

A34=10 (2.1.21)



A1 jsou ryze imaginarni kofeny a A3 4 je dvojnasobny kofen charakteristické rovnice. Za této

skutecnosti 1ze napsat fundamentalni systém feSeni rovnice (2.1.17) v nize uvedeném tvaru.

w,(x) = sin(vVax) (2.1.22)
wy(x) = cos(Vax) (2.1.23)
w3 (x) = xels* = x (2.1.24)
wa(x) = eM* =1 (2.1.25)

Vyuzijeme princip superpozice a ziskame tak obecné feseni diferencialni rovnice (2.1.17) ve tvaru
(2.1.26).

w(x) = C; sin(v/ax) + C, cos(ax) + C3x + C, (2.1.26)

V rovnici (2.1.26) figuruji ¢tyti konstanty €1, C, C3, C4, které obdrzime z okrajovych podminek.
Pro kazdé zakonceni prutu lze napsat pravé dvé okrajové podminky v zavislosti na typu uloZeni.
S vyhodou zde vyuzijeme zapis zobecnéného tvaru okrajovych podminek (2.1.27), (2.1.28).

_ _dw _ d*w _ d’w
Siw + SZE-F SSW + S4W =0 (2127)

o d*w  dPw

+ S3 _dxz + S4 _dx3 =0 (2128)

S1w Sy ——
dx

Vyznam parametrd S; a §; bude objasnén nize. Nejprve vSak upravime obecné feseni (2.1.26) do

tvart, které se vyskytuji v okrajovych podminkach (2.1.27), (2.1.28).

dw

——Clx/_c05(\/_x) CVasin(Vax) + C3 (2.1.29)
dzw
5z = ~Crasin(Vax) - C;a cos(Vax) (2.1.30)
dw (2.1.31)
d———Cla\/_cos(\/_x)+62a\/_sm(\/_x) 1.

Nyni mizeme dosadit veli¢inu w = w(x) a jeji derivace do rovnic okrajovych podminek (2.1.27),
(2.1.28). Budou nas zajimat ptipady na zac¢atku (x = 0) a na konci prutu (x = 1). Timto ziskame Ctyii
rovnice (2.1.32), (2.1.33), (2.1.34), (2.1.35).

Zavedeme oznaceni s0 s0 s1 sl , pticemz horni indexy ,,0“ (,,1¢) urcuji uvaZzovanou polohu

parametru s v x = 0 (x = 1). Pro lepsi pfedstavu uvedeme piiklad. ldedlni rota¢ni uloZeni na spodnim
konci prutu (poloha x = 0) je charakterizovano parametry 59 =389 =1,59 =53 =53=59=3% =

89 = 0. Dosadime-li tyto parametry do rovnic (2.1.27), (2.1.28), vyplynou dvé okrajové podminky

w=0, ZT‘: = 0. Vyznam jednotlivych okrajovych podminek bude bliZze upiesnén.

-6-



Rovnice okrajovych podminek (2.1.27) po dosazeni a Gipravé v x = 0.
C1[Va(s) —sha)] + C2[s) — s%a] + C3[sY] + C4[s9] = 0 (2.1.32)
Rovnice okrajovych podminek (2.1.28) po dosazeni a tipraveé v x = 0.
C1[Va(8) —3%a)] + C,[3] — 33a] + C3[39] + C4[89] =0 (2.1.33)
Rovnice okrajovych podminek (2.1.27) po dosazeni a Gipravé v x = 1.
C,[51 sin(vVa) + s53Va cos(Va) — sjasin(Va) — sjava cos(Va)]
+C;[5] cos(Va) — s3Va sin(Va) — sja cos(Va) + sjavasin(Va)] (2.1.34)
+C3[51 + 53] + C4[51] =0
Rovnice okrajovych podminek (2.1.28) po dosazeni a tipravé v x = 1.
C,[31sin(Va) + 33V cos(Va) — sjasin(Va) — sjava cos(Va)|
+C,[37 cos(Va) — s3Va sin(Va) — s3a cos(Va) + stavasin(Va)] (2.1.35)
+Ca[81+83] + €[5 = 0
Soustavu homogennich rovnic (2.1.32), (2.1.33), (2.1.34), (2.1.35) pfepiseme do maticového zapisu

ve tvaru A¢ = 0, viz (2.1.36).

Va(s9 - s}a) 59— 5% 59 59
Va(s) - 3%a) 89 — 8%a 89 8

51 sin(Va) + 53Va cos(Va) 51 cos(Va) — 53Va sin(Va)
—s3asin(Va) — stavacos(vVa) —siacos(Va) + siavasin(Va)

s1+5) st

§1 sin(va) + $3Va cos(Va) 81 cos(Va) — s3Va sin(Va)
|—33asin(Va) — sjavacos(Va) —3jacos(vVa)+ sjavasin(Va)

Cq 0
C]_ |0

X c:| " |o (2.1.36)
0

Cy

w
=
—+
Ul
N =
7]

[y

V piipadé det(A4) # 0 existuje jediné, trividlni feSeni, kdy se konstanty €, C5, C3, C4 rovnaji
nule, stejné jako prihyb w. Takové feSeni nds ovSem nezajima, a proto podminku stability zajistime tak,
7e polozime determinant matice A roven nule, matematicky zapsano det(4) = 0. V nadchazejicich
kapitolach vyuzijeme tuto podminku stability pro odvozeni kritickych sil u zékladnich ptipada vzpéru,

[6].



2.2 Kilasicky piipad vzpéru I

V této Casti si popiSeme EulerGv prvni ptfipad vzpéru. Ten je charakterizovan axialn¢ zatizenym
idealnim §tihlym pfimym prutem, ktery je na jednom konci vetknut a na druhém konci uloZen volng, viz

obr. 2.3, [2], [4].

i

i
I ///- 7
IS

Obr. 2.3 — Prvni pripad vzpéru
Nejprve si zadefinujme patiiéné okrajové podminky. V podstaté se jedna o popis realnych
(v tomto ptipade idedlnich) vazeb a uloZeni, které se snazime popsat fyzikalnimi rovnicemi s co nejvyssi
ptesnosti. Vetknuti na spodnim konci prutu (poloha x = 0) pfislusi dvé okrajové podminky (2.2.1),
(2.2.2).

w=0 (2.2.1)
dw

= 222
P (222)

Prvni podminka je prosta. Rika, Ze v misté pevné vazby nemitize dojit k p¥i¢nému posunu (prithybu)
prutu. Druha podminka vyjadfuje nulovy thel natoCeni stfednice prutu ¢ = @(x) vV misté vetknuti.
Jinymi slovy, te¢na deformované stfednice prutu na soufadnici x = 0 zistdva rovnobézna
s nedeformovanou stiednici prutu a také s 0sou X. Pro upfesnéni je tieba dodat, ze derivace pruhybu w
podle proménné x je rovna natoceni ¢, matematicky zapsano rovnici (2.2.3).

dw_

= 2.2.3
dx ¢ ( )

v

Volnému konci (x = 1), na kterém puisobi vnéjsi sila P, pfislusi nize uvedené okrajové podminky

(2.2.4), (2.2.5).

d*w

oz 0 (2.2.4)
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3w dw
fa— =0 (2.2.5)
a3 " Vdx
Okrajova podminka (2.2.4) vystihuje fakt, Ze ohybovy moment M je na volném konci prutu nulovy.
Druha derivace prithybu w podle proménné x je pfimo umérna ohybovému momentu M, coZ vyplyva z

Bernoulliho diferencialni rovnici prihybové ¢ary (2.1.1).

Okrajova podminka (2.2.5) tika, ze na soufadnici x = 1 se sob&é musi rovnat vnitini posouvajici
sila T a primét vnéjsi sily P do sméru posouvajici sily. Matematicky zdpis této okrajové podminky
vychazi zjiz zminéné rovnice (2.1.6). Dosadime-li vyrazy (2.1.11), (2.1.13) do rovnice (2.1.6),
obdrzime vztah (2.2.6), ktery lze snadno upravit do tvaru (2.2.5). Mizeme si v§imnout, Ze tfeti derivace
prihybu w podle proménné x je ptimo imérna posouvajici sile T.

dw EI d3w

et Tl 2.2.6
dx-I_L2 dx3 0 ( )

Vyse zminéné okrajové podminky (2.2.1), (2.2.2), (2.2.4), (2.2.5) lze ziskat vhodnou volbou

13

parametri ,,s* skrze rovnice (2.1.27), (2.1.28). Pro prvni piipad vzpéru volime: §¢ =383 =1,
51 =31 =1, 5] = a. Zbylé parametry 59, 39,5}, 31 se rovnaji nule. Tyto hodnoty dosadime do matice

A z rovnice (2.1.36). Poté vypocteme determinant! matice 4 a vysledek polozime roven nule.

0 1 0 1
_ Va 0 1 0 _ 3 _
det(d) = —asin(Va) —acos(a) 0 0| az cos(Va) = 0 (22.7)
0 0 a 0

Vime, ze parametr a bude vzdy rizny od nuly, pokud eliminujeme piipady, které nejsou zajimavé

v

5
(napf. nulova vnéjsi sila P). Pak lze rovnici (2.2.7) vydélit ¢lenem a2 a ziskat vztah (2.2.8).
cos(vVa) =0 (2.2.8)

Funkce kosinus je periodicka, a proto homogenni rovnici (2.2.8) vyhovuje nekone¢né mnoho
feSeni. My se vSak zaméfime na nejmensi mozné feSeni, které bude kladné. Tomu odpovida vysledek

(2.2.9). Kritickou silu pro prvni pfipad vzpéru vyjadiime vztahem (2.2.10).

= m 2.2.9
a=- (2.2.9)

w? EI
pl - . 2.2.10

1 Pozn.: Vypodet determinantu byl proveden softwarem ,MATLAB, a proto zde nebude detailné uveden,
stejné jako nckteré dalsi jednoduché matematické operace, které se v této bakalaiské praci vyskytuji.
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2.3 Klasicky pripad vzpéru II

Euleriv druhy piipad vzpéru je charakterizovan axialné zatizenym idedlnim $tihlym pfimym
prutem, ktery je ukotven pevnou rotacni vazbou na jednom konci a rotacn€ posuvné vedenou vazbou na
druhém konci, viz obr. 2.4, [2], [4].

£

G

Obr. 2.4 — Druhy pripad vzpéru

Postup odvozeni kritické sily bude prakticky totozny s pfedeslym piipadem. Nejprve zadefinujeme
okrajové podminky, které v tomto piipadé budou stejné pro oba konce. UloZeni v rotaéni vazbé posuvné
¢i pevné je popsano nulovym prihybem a nulovym ohybovym momentem. Matematicky zapsano
rovnicemi (2.3.1), (2.3.2).

w=0 (2.3.1)
d*w
=7 =0 (2.3.2)

Fyzikélni vyznam téchto okrajovych podminek byl jiz diive komentovan. Rovnou u¢inime volbu
parametrt ,,s*: 59 = 83 =51 =31 =1, ostatni parametry 59,3?,51,8} se rovnaji nule. Parametry
dosadime do matice A z rovnice (2.1.36) a vypocteme jeji determinant, ktery nasledné polozime roven

nule.
0 1

0 —-a
det(4) = sin(va) cos(Wa)

0
0
1
—asin(Wa) —acos(Va) 0

1
0
1| = —a*sinVa =0 (2.3.3)
0
Homogenni rovnici (2.3.3) si miizeme dovolit vydélit ¢lenem —a?, abychom ziskali vztah (2.3.4).

sinvVa =0 (2.3.4)
Funkce sinus je periodickd, proto ma rovnice (2.3.4) obecné nekone¢né¢ mnoho feSeni. Nejmensi

mozné feSeni rovnice (2.3.4) by byla nula, avSak to v nasem piipadé neni fyzikalné zajimavé. Znamenalo
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by to, Ze by na prut nepisobila zddna osova sila. Vybereme v potadi dals$i nezdporné feSeni. Tim je

vysledek (2.3.5). Kritickou silu u druhého piipadu vzpéru vyjadiime vztahem (2.3.6).

a=m? (2.3.5)

EI

o (2.3.6)

I )
Pgpir =T

2.4 Klasicky pripad vzpéru II1

Tteti ptipad vzpéru dle Eulera je charakterizovan axialné zatizenym idealnim $tihlym pfimym
prutem, ktery je na jednom konci vetknut a na druhém konci ulozen rota¢né s posuvnym vedenim, Viz
obr. 2.5, [2], [4].

w

% //////
Obr. 2.5 — Treti pripad vzpéru

Danému ulozeni prutu pfislusi nasledujici dvojice okrajovych podminek: rovnice (2.4.1), (2.4.2)

pro vetknuti v misté x = 0 a rovnice (2.4.1), (2.4.3) pro rota¢ni vazbu v misté x = 1.

w=0 (2.4.1)
dw

x 0 (2.4.2)
d*w
=0 (2.4.3)

Ekvivalentni zapis okrajovych podminek ucinime prostfednictvim vhodné zvolenych parametri

0 1 <0 o0 <51 51

“ 59=8)=51=81=1, zbylé parametry 5?,8?,51,5} se rovnaji nule. Nyni tyto hodnoty

S .

dosadime do matice 4 zZ rovnice (2.1.36). Vypocteme jeji determinant a vysledek polozime roven nule,

jak je naznaceno v (2.4.4).
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| 0 1
Va 0
sin(vVa) cos(vVa)
—asin(Va) —acos(vVa)

det(4) =

0
1
1 = asinva — avacosVva =0 (2.4.4)
0

O R ORm

Rovnici (2.4.4) mizeme podélit ¢lenem a. Tim ziskame homogenni nelinearni rovnici (2.4.5), jejiz

prvni kladny kofen bude symbolizovat kritickou silu pro tfeti ptipad vzpéru.
sinva —VacosVa =0 (2.4.5)
F(a) = sinvVa — Va cosVa (2.4.6)

Hledany koten (2.4.7) byl vypocten numerickou iteraéni metodou. Jeho hodnota je uvedena ve

tvaru zaokrouhleném na tyfi desetinnd mista a ve tvaru vytknutého ¢lenu 2.

a=20.1907 = 2.0457m? (2.4.7)
Kriticka sila pro tfeti ptipad vzpéru je pak dana vztahem (2.4.8).
EI
Pilkir = 2.0457m? Iz (2.4.8)

Prabéh funkce F(a) na intervalu a € (0;207) je znazornén na obr. 2.6. VSimnéme si

vyznaceného bodu v grafu, ktery reprezentuje hledany koten.

[20.1907; 0]

0
Y
S
S
-4
-6
8 | | | | | | | l |
0 27 47 6 8w 107 127 147 167 187 207
(8%

Obr. 2.6 — Graf funkce F(a)
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2.5 Klasicky pripad vzpéru IV

Eulertiv ¢tvrty ptipad vzpéru je charakterizovan axialné zatizenym idedlnim §tihlym pfimym
prutem. Oba jeho konce jsou vetknuty, av§ak jedno ulozeni je posuvné vedeno ve sméru osy prutu, Viz
obr. 2.7, [2], [4].

///////
/////////
////////

Obr. 2.7 — Ctvrty pripad vzpéru

Okrajové podminky pro tento piipad musi zajistit nulovy prihyb a nulové natoeni prutu v

obou mistech vetknuti. Matematicky je vyjadiime rovnicemi (2.5.1), (2.5.2).

w=0 (2.5.1)
dw

= 25.2
P (25.2)

Vyuzijeme zobecnénych rovnic okrajovych podminek (2.1.27), (2.1.28), pro které zvolime
vhodnou kombinaci parametrii ,,s*: 9 = 89 = 51 = 8] = 1, zbylé parametry 5?, 59,5}, 3} se rovnaji
nule. Nyni tyto parametry dosadime do matice A z rovnice (2.1.36) a vypoéteme jeji determinant, ktery

polozime roven nule.

0 1 01
Va 0 1 0
det(4) = sin(Va) cos(Va) 1 1|7
Vacos(vVa) —Vasin(va) 1 0
= 2Va (1 - cos(Va)) — asin(Va) = 0 (25.3)

Hledame nejmensi kladny kofen homogenni nelinearni rovnice (2.5.3). Takovému piedpokladu

vyhovuje vysledek (2.5.4).

a = 4m? (2.5.4)
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Jednoduchou upravou vztahu (2.5.4) ziskame Kritickou silu pro ¢étvrty ptipad vzpéru ve tvaru

(2.5.5).

El
P;(VRIT — 41.[2 ﬁ (255)

2.6 Dodate¢ny pripad vzpéru V

V této podkapitole se zamefime na axialné zatizeny idealni §tihly pfimy prut, ktery je na jednom
konci vetknut a na druhém konci ulozen prostfednictvim specialniho vetknuti, které dovoluje pfi¢ny i

svisly pohyb, viz obr. 2.8, [2], [4].

x|

W

s
Obr. 2.8 — Dodatecny (paty) pripad vzpéru

Okrajové podminky pro konec prutu, ktery je klasicky vetknut, budou dany vztahy (2.6.1), (2.6.2).

Opét se jedna o omezeni, které zajisti nulovy prihyb a nulové natoceni prutu na soufadnici x = 0.

w=0 (2.6.1)
dw

== = 2.6.2
=0 (2.6.2)

Druhy konec prutu je uloZzen pomoci neobvyklé kluzné vazby, kterou charakterizuji nasledujici dvé
okrajové podminky (2.6.3), (2.6.4). Slovné lze popsat chovani prutu na soufadnici x = 1 takto: natoceni
prutu ¢ a vnitini posouvajici sila T se v rovnaji nule.

dw_

- (2.6.3)

d3w dw
i = 2.6.4
a3 +a dx 0 ( )
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Na zakladé vySe uvedenych okrajovych podminek lze definovat tuto kombinaci parametrt

s 59=8y=51=51=1, 81 =a, zbyl¢ parametry 5?,39,5},8! se rovnaji nule. Nyni tyto

parametry ,,s“ dosadime do matice A z rovnice (2.1.36), vypocteme jeji determinant a vysledny vyraz

polozime roven nule, jak je naznac¢eno v rovnici (2.6.5).

0 1
Ja 0

Va cos(vVa) —Vasin(Va) = a*sin(Va) = 0 (2.6.5)
0 0

det(4) =

QA = o=mo
cooR

V nasem piipadé miizeme rovnici (2.6.5) vydélit lenem a?. Pfedpokladame totiz, Ze parametr alfa

nebude nabyvat nulové hodnoty. Tim se dostavame k homogenni rovnici (2.6.6).

sin(Va) =0 (2.6.6)

Obecné ma tato rovnice nekonecné mnoho kotfenti, avSak my hleddme ten nejmen$i mozny a

zaroven kladny. Nalezneme ho ve tvaru (2.6.7).
a = m? (2.6.7)
Nyni jiz snadno vyjadiime kritickou silu (2.6.8) pro tento dodatecny (paty) pripad vzpéru.

El

= (2.6.8)

v _ 2
Pgpir =T
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2.7 Shrnuti pripadi vzpéru I -V

V této Casti si zrekapitulujeme vySe popsané Eulerovy ptipady vzpéru, [1], [2]. Zajimavé porovnani

jednotlivych sloupki pfinasi tabulka na obr. 2.9.

Pripad 1 il 1L Iv. v
viperu

P P P P P

| H:l E:J-’ H H T’ZLlﬂ
Schéma

==
Nenulové _ . _ n _ .
X s1=80=1 =35=1 s=30=1 2=30=1 $=30=1
hodnoty 1 a1 1.3 It S
parametri 53 :154:1 51=85=1 51=3;=1 sl=sl=1 sl=sl=1
sl=a sl=a

nen 1
Kriticka EI EI El EI ET
sila "P" Plrir = 0.2512 1z Pigir = TTZF Pihir = 2-0457”2F Pirir = 4'”2? Pirir = '-'TZL—Z

Obr. 2.9 — Porovndni pripadii vzpéru I —\

Jak vidime na vySe uvedeném srovnani, vyjadieni kritické sily se u jednotlivych ptipadd vzpéru lisi
pouze v konstanté, ktera stoji pred ¢lenem m? a cely vyraz nasobi. V§imnéme si, Ze nejvétsi kriticka sila
ptipada ¢tvrtému piipadu vzpéru a naopak nejmensi prvnimu piipadu vzpéru. Souvislost mezi typem

uloZeni prutu a unosnosti na vzpér je zde ocividna.

Nezapomenime na oblast platnosti vysledku. K odvozeni kritickych sil z obr. 2.9 bylo pouzito
nékterych zjednoduseni. Prvnim ptedpokladem byly malé prihyby, abychom mohli vyuzit Bernoulliho
diferencialni rovnici prihybové ¢ary ve zjednoduSeném tvaru. Druhym piedpokladem byla platnost
Hookova zakona. Vzhledem k faktu, Zze se v uvedenych vzorcich pro kritické sily objevuje modul
pruznosti E, je platnost téchto vzorcii omezena mezi umeérnosti materialu o,,, obecné vyjadieno
podminkou (2.7.1). Kritické napéti sigma je dano vztahem (2.7.2), pticemz veli¢ina Z reprezentuje
plochu prifezu prutu. Na obr. 2.10 se nachazi abstraktni materialovy diagram (napéti a, deformace g),
na kterém lze pozorovat linedrni zévislost napéti na deformaci, az do zminéné mezi imérnosti o,,.

Diagram kon¢i mezi pevnosti materidlu 0.

OKRIT < Oy (2.7.1)
P
OKRIT = KZRIT (2.7.2)
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Jp

a-l!__
do
E=tg(v) = Jr

£

Obr. 2.10 — Abstraktni materidlovy diagram

Posledni poznamka se tykd ohybové tuhosti. Jde o skutecnost, Ze ptipadné vyoseni prutu nastava
pravé v roviné nejmensi ohybové tuhosti, a proto se ve vzorcich z obr. 2.9 musi uvazovat s minimalnim

kvadratickym momentem prifezu I.
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3 Pruty s pruznym uloZenim

V ptedchazejicim textu byly zminény pouze pruty s idedlnim ulozenim. Ty bychom vSak stézi
hledali kdekoli v realném svété. Ve skutecnosti se jedna o vazby nedokonalé, se kterymi je tieba pocitat,
kdyz to ptesnost vysledku vyzaduje. Miize se jednat napi. o Cepové tieni, jez v rota¢nich vazbach
vyvolava ptidavny silovy moment. Rovnéz nelze zajistit absolutné tuhy spoj teles, diky kterému jsme
pfedpokladali nulové deformace v misté ukotveni. Podrobnéji si tuto problematiku pfiblizime

Vv nasledujicim textu, kde vyuzijeme modelovych pruzin k popisu realnych vazeb, [2], [4].

3.1 Obecny pripad pruzné uloZeného prutu

Uvazujme §tihly prut naméahany na vzpér, jehoz konce jsou ulozeny prostiednictvim transla¢ni
pruziny, torznich pruzin a nedokonalého vetknuti, viz obr. 3.1, [2], [4]. Pov§imnéme si bezrozmérnych
veli¢in &y a §4, které symbolizuji konstanty tuhosti torznich pruzin. Mohou nabyvat hodnot v intervalu
od nuly do nekone¢na. Pokud je na konci prutu umisténa torzni pruzina se zminénou konstantou o
hodnoté nule, stdvd se konec volnym a mulze se bez odporu natoCit. V piipad€ torzni pruziny
S konstantou o hodnot¢ nekone¢no se konec prutu chova jako vetknuty v tom smyslu, Ze mu neni
dovoleno zadné natoCeni. Velmi podobnou bezrozmérnou veli¢inou je parametr translacni pruziny
s oznac¢enim ¢. Rovnéz nabyva hodnot v intervalu od nuly do nekoneéna. Nulova hodnota znaéi volny
pohyb konce prutu v pfiéném sméru, zato pruzina s hodnotou konstanty nekone¢no nedovoli zadny
pohyb konce prutu. Oba typy pruzin lze ptiblizné chapat jako funkéni aparat, ktery klade odpor
Vv pfipade, Ze se pfimy prut vychyli ze své pivodni polohy, pfitom mira odporu je jednak dana velikosti

vychylky a jednak tuhosti pruziny.

e b

b 7
L

L

Obr. 3.1 — Prut s variaci pruznych uloZeni
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Nyni jiz k niZze uvedenym okrajovym podminkam. Prvni dvé rovnice (3.1.1), (3.1.2) jsou vztazeny
ke konci prutu o soufadnici x = 0 a zbylé dv¢ rovnice (3.1.3), (3.1.4) ke konci prutu o soufadnici x =
1.

w(0)=0 (3.1.1)
dw [d?w]
$o ELO “laE| T 0 (3.1.2)
e e
dxley " |dx%| _ (3.1.3)
d*w  dw
{w(1) — [W + aa . =0 (3.1.4)

Smysl uvedeného znadeni je nasledujici: w(xg) = w(x = xp), kde x¢ € (0; 1). Derivace prihybu

jsou rovnéz vyhodnoceny v konkrétnim bodé, ktery je ur¢en dolnim indexem za hranatou zavorkou.

Konci prutu, jenZ je ukotven v pocatku souradného systému, neni dovolen pohyb v pii¢ném sméru,
pouze natoceni, které je charakterizovano podminkou (3.1.2). Jak jiz bylo zminéno v pfedchézejicich
kapitolach, prvni derivace prihybu w podle soufadnice x udava natoceni ¢ . Pokud toto natoceni
vynasobime parametrem torzni pruZiny &, obdrzime moment sily, kterym stlacena pruzina ptisobi proti
nato¢enému prutu. Rovnice (3.1.2) je tudiZ vyjadieni momentové rovnovahy na soufadnici x = 0, ve
které figuruje moment sily vyvolany torzni pruzinou a vnitini ohybovy moment prutu M reprezentovany

druhou derivaci prithybu w podle soutadnice x.

Tteti a Ctvrtd podminka nalezi vrchnimu konci prutu, jenz je pripevnén k translacni a torzni pruzing.
Rovnice (3.1.3) vyjadiuje momentovou rovnovahu na soufadnici x = 1, pfi¢emz jde o obdobny zapis
jako u rovnice (3.1.2). Lisi se ve znaménku, jehoz plivod bude vysvétlen na obr. 3.2. Momenty Mg, a
M4, které vyviji torzni pruZiny, maji tendenci vratit prut zpét do piimé polohy. Prutem nyni povedeme
pomyslny fez, nasledné osamostatnime spodni ¢ast, kterou popiSeme silovymi U¢inky a sestavime
momentovou rovnici (3.1.5) k bodu A, viz obr. 3.2. K tomu, abychom se dostali k okrajové podmince
pro konec prutu, nepotfebujeme celou odfiznutou ¢ast, ale pouze bod. Proto posleme rozméry w a x
k nule, ¢imz se rovnice (3.1.5) zredukuje a po mensi Gpravé obdrzime vztah (3.1.6), ktery odpovida vyse

uvedené okrajové podmince (3.1.2). Analogickym zptisobem ziskame okrajovou podminku (3.1.3).
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Obr. 3.2 — Pomyslny rez prutu

Pw—Tx+M— Mg =0 (3.1.5)
Mgp—-—M=0 (3.1.6)

Odvozeni ¢tvrté okrajové podminky (3.1.4) je vazano na sestaveni silové rovnovahy v bodé prutu
na soufadnici x = 1, viz obr. 3.3. Uvazujeme, Ze je prut vychylen ze své piimé polohy. Obecné na tento
koncovy bod piisobi sila translacni pruziny S, vné&jsi sila P a vnitini posouvajici sila T. Zminény bod
musi byt v rovnovaze, a proto bude platit silova rovnice (3.1.7) v normalovém sméru. Sily s dolnim
indexem piedstavuji praméty sil do prislusného sméru, které v dal§im kroku (3.1.8) vyjadiime pomoci

uhlug =@p(x=1) = [Z—v;]xﬂ. Vnitini posouvajici silu T nahradime prostfednictvim rovnic (2.1.1) a

(2.1.2). Dale ptedpokladame, Ze thel natoceni ¢ bude velmi maly, a tudiz si dovolime nasledujici dvé
zanedbani: sin(¢@) = ¢, cos(¢@) = 1. Tyto uvahy uplatnime v tpravé (3.1.9). Nyni jiz sta¢i vyuzit
substituce (2.1.8), (2.1.11), (2.1.13) a silu pruziny S nahradit soucinem k,Lw(1), kde k, znaci
konstantu tuhosti transla¢ni pruziny. Obdrzime rovnici (3.1.10), kterou vzapéti jednoduchou Gpravou

prevedeme na finalni tvar (3.1.11). Zavedenim parametri &, { obdrzime okrajovou podminku (3.1.4).
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Obr. 3.3 — Uvolnéni koncového bodu prutu

S,+T—P,=0 (3.1.7)
Scos(p)+ T —Psin(p) =0 (3.1.8)
S—EI &w P dW] =0
3| 23 P (3.1.9)
x=1

ey Lw (1) EI[d3w [dw “o
2Lw 12 | dx3 . dxl,—q (3.1.10)
kL3 D d3w PL? [dw o 111
El " dx3) _ " EI ldx),oy (3.1.11)

Vyse popsané okrajové podminky (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4) jsou nezbytnym doplikem
obecného feSeni diferencialni rovnice (2.1.26). Jejich ekvivalentni zapis utvofime prostiednictvim
rovnic (2.1.27), (2.1.28), do kterych dosadime néasledujici parametry ,s*: §9 = 1, 89 = &, 83 = -1,
51=§,58=1,81 =7 8} = —a, 31 = —1, zbyl¢ parametry 5?, 59,51, 81 se rovnaji nule. Nyni tyto
hodnoty uplatnime v matici A z rovnice (2.1.36). Podminku stability u prutu z obr. 3.1 zajistime

determinantem matice A, ktery polozime roven nule, jak je nazna¢eno v rovnici (3.1.12).

0 1 0 1
~ fo\/a a $o 0
det) =, a7 cos(Va) — asin(y@) —EasinVa) —acosV@) & 0|~ °
{sin(Va) {cos(Va) (—a ¢
(3.1.12)

Abychom tuto homogenni rovnici mohli vyfesit a ziskat kritickou silu, musime stanovit
bezrozmérné parametry &g, §1, , které ovSem zavisi na odpovidajicich tuhostech pruzin ¢y, ¢4, ks, Viz
vzorce (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15). V nasledujicich kapitolach probereme konkrétni piipady pruzné

ulozenych prutt.
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_ C()L

$o = EI (3.1.13)
C1L

$1=%7 (3.1.14)
k,L3

= 3.1.15

(== ( )

3.2 Vetknuty prut s podporou transla¢ni pruziny

Uvazujme axialn€ zatizeny idealni stihly ptimy prut, jehoz prvni konec je ulozen pomoci absolutné
tuhého vetknuti a druhy konec je pfipevnén k translacni pruzing, viz obr. 3.4. V souvislosti s
predchazejicim pripadem obecného ulozZeni se jedna o tyto hodnoty bezrozmérnych konstant: &5 = oo,

§1 =0, = konst., [2].

x|

Obr. 3.4 — Vetknuty prut s podporou translacni pruZiny

Okrajové podminky vystihujici dané uloZeni prutu jsou uvedeny niZe v rovnicich (3.2.1), (3.2.2),

(3.2.3), (3.2.4).

w(0)=0 (3.2.1)

[dw] —o
dxl,_o = (3.2.2)

d*w
az| 0 (3.2.3)
x=1
-2 o 3.2.4
Jw P adx__ (3.2.4)
x=1

Ekvivalentni zapis okrajovych podminek ucinime prostfednictvim nasledujicich parametrii ,,s*:
59=1,8)=1,51=1,35] =¢, 58] = —a, 81 = -1, zbyl¢ parametry 5?,8?,51, 5] se rovnaji nule.
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Nyni dosadime do matice A z rovnice (2.1.36), vypocCteme jeji determinant a vysledek polozime roven

nule.
0 1 0 1
Va 0 1 0
det(a) =(_, sin(Wa) —acos(WVa) 0 0|~
{sina) Jcos(Va) {-a ¢
= {[Va cos(Va) — sin(Va)| — ava cos(Va) = 0 (3.2.5)

Timto jsme ziskali nelinearni homogenni rovnici s parametrem ¢. K obdrzeni kritické sily je tieba
zvolit konkrétni parametr { a nasledné nalézt nejmensi kladny koten rovnice (3.2.5). Vysledné hodnoty
parametrii &, jez reprezentuji kritické sily, jsou uvedeny v tabulce na obr. 3.5 pro zvolenou $kalu

parametrt .

{ 0 0.5 1 2 5 10 25 50 100 o

a m? /4 2.8716 | 3.2735 | 4.0700 | 6.3921 | 9.9563 | 16.6435 | 18.9922 | 19.7035 | 2.0457r?
= .o o e _ El
Obecny tvar kritické sily:  Pgpip = arz

Obr. 3.5 — Vysledné hodnoty pro pripad vetknutého prutu s podporou translacni pruziny

Povsimnéme si jistych souvislosti s klasickymi Eulerovymi piipady vzpéru probirané v kKapitole 2.
Pokud uvazujeme prut s translacni pruzinou o bezrozmérné konstanté ¢ = 0, dojdeme ke stejné kritické
sile jako u 1. ptipadu vzpéru dle Eulera. Vezmeme-li v uvahu translaéni pruzinu o nekone¢né velké
tuhosti { = oo, obdrzime totoznou kritickou silu jako u 3. ptipadu vzpéru dle Eulera. Tyto zavéry

indikuji korektnost vyse uvedeného postupu.
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3.3 Nedokonale vetknuty prut s podporou transla¢ni pruziny

Uvazujme axialn¢ zatizeny idedlni Stihly ptimy prut. Nedokonalé vetknuti na spodnim konci prutu
je charakterizovano abstraktni torzni pruzinou o bezrozmérné konstanté §g. Tato pruzina zajisti moznost
nato¢eni konce prutu, které¢ bude tmeérné ptislusné tuhosti. Horni konec je pfipojen k transla¢ni pruziné

o0 bezrozmérné konstanté {, av§ak v nato¢eni ma naprostou volnost §; = 0. Popsanou situaci vystihuje
obr. 3.6, [2].

Q
IV
—

Obr. 3.6 — Nedokonale vetknuty prut s podporou translacni pruziny

Tomuto pifipadu uloZeni pftislusi okrajové podminky dané rovnicemi (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3),
(3.3.4).

w(0)=0 (3.3.1)
=0

[dx]x 0 de o (3.3.2)

d*w
az| =0 (3.3.3)

x=1
¢9) d3w+ dw =0 3.3.4
w P adx__ (3.3.4)
x=1

V fedi parametrii ,s* se jedna o néasledujici hodnoty: 89 =1, 39 =§,,83=-1,51=1,
81 =¢,8) = —a, 3] = —1, zbylé parametry 57,8?,5}, 81 se rovnaji nule. Dosadime je do matice A

ze vztahu (2.1.36), poté vypocteme jeji determinant a vysledek poloZime roven nule, jak je nazna¢eno
v rovnici (3.3.5).

~24 -



0 1 0 1

fO‘/E a EO 0
det(4) = —asin(Wa) —acos(WVa) 0 0|

{sina) Jcos(Va) {-a ¢
= §o¢[Vacos(Va) — sin(Wa)| + asin(Wa) [a — {] — §gava cos(Va) = 0 (3.3.5)

Obdrzeli jsme nelinearni homogenni rovnici o dvou parametrech. Opét hledame nejmensi kladny

kofen pro zjisténi kritické sily. Vyhodnoceni je ptedvedeno v tabulce na obr. 3.7.

a| ¢
0 0.5 1 2 5 10 25 50 100 00
&
0 0 0.5000 1.0000 | 2.0000 5.0000 n? n? w? m? 2
0.5 0.4268 0.9245 1.4220 2.4161 5.3865 9.9537 | 10.7686 | 10.7870 | 10.7930 | 10.7978
1 0.7402 1.2329 1.7250 2.7068 5.6203 9.9551 | 11.4946 | 11.5603 | 11.5815 | 11.5982
2 1.1597 1.6408 2.1204 3.0746 5.8751 9.9557 | 12.5702 | 12.7780 | 12.8436 | 12.8944
5 1.7262 2.1815 2.6344 3.5320 6.1381 9.9561 | 14.2295 | 14.9083 | 15.1185 | 15.2768
10 2.0417 2.4776 2.9108 3.7685 6.2557 9.9562 | 15.2427 | 16.4382 | 16.8063 | 17.0763
25 2.2815 2.7002 3.1164 3.9406 6.3352 9.9563 | 16.0333 | 17.8059 | 18.3485 | 18.7341
50 2.3716 2.7834 3.1928 4.0038 6.3632 9.9563 | 16.3303 | 18.3678 | 18.9890 | 19.4233
100 2.4188 2.8269 3.2326 4.0365 6.3775 9.9563 | 16.4849 | 18.6719 | 19.3366 | 19.7970
(o) w2 /4 2.8716 3.2735 4.0700 6.3921 9.9563 | 16.6435 | 18.9922 | 19.7035 |2.0457x2
EI

*Obecny tvar kritické sily:  Pypir = @z

Obr. 3.7 — Vysledné hodnoty pro pripad nedokonale vetknutého prutu s podporou translacni pruziny

Vyse uvedend tabulka zobrazuje Ciselné hodnoty bezrozmérného parametru a pro vybrané
kombinace bezrozmérnych parametrti pruzin &, a {. Pozoruhodné jsou jisté hodnoty, které se nalézaji
v rozich. Nulova hodnota parametru e piipada situaci, kdy je spodni konec prutu uloZzen pomoci rotacni
vazby a horni konec je volny. V takovém ptipad€ prutu hrozi extrémni nebezpeci ztraty stability. Dalsi
rohova hodnota 72 pfislusi prutu, ktery je uloZen za pomoci dvou rota¢nich vazeb, a tudiz se jedna o
druhy Eulertv piipad vzpéru. Hodnoté % /4 odpovida prut, jehoz spodni konec je vazan absolutné
tuhym vetknutim a horni konec je volny. O¢ividné se shodujeme s prvnim piipadem vzpéru dle Eulera.
Posledni rohova hodnota 2. 0457m? nalezi tfetimu ptipadu vzpéru dle Eulera, ktery je charakterizovan

absolutné tuhym vetknutim a rotacni vazbou na koncich prutu.
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3.4 Nedokonale vetknuty prut po obou koncich

Predpokladejme axialné zatizeny idedalni §tihly pfimy prut, jehoz oba konce jsou nedokonale
vetknuty, pfi¢emz jedno vetknuti je posuvné ve sméru osy prutu. Pojmem ,,nedokonalé vetknuti“ se
rozumi ulozeni, které nedovoluje piicny pohyb konce prutu, pouze natoceni pfimo umerné tuhosti
modelové torzni pruziny. V tomto pifipad¢ jsou parametry §¢ a &1 libovolné konstanty a parametr

pomyslné translaéni pruziny { = co. Popsanou situaci vystihuje obr. 3.8, [2].

RN
D [

~ s
e
LSS

Obr. 3.8 — Nedokonale vetknuty prut po obou koncich

Pro tento ptfipad uloZzeni napiSeme Ctyii okrajové podminky dané vztahy (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3),
(3.4.4).

w(0) =20 (3.4.1)
¢ ] d’w| 0

Oldxl,.o |dx? o (34.2)
w(l)=0 (3.4.3)

=0 4.
[dX]x 1 dxz =1 (344)
Zmin&nym okrajovym podminkdm odpovida nasledujici kombinace parametrti , s 59 = 1,39 =
&0, 8% =—1,51 = 1,5} = &, 81 = 1, ostatni parametry 5?,3?, 51,5} se rovnaji nule. Tyto parametry

dosadime do matice A z rovnice (2.1.36). Poté vypocteme jeji determinant a vysledek poloZime roven

nule.
0 1 0 1
SoVa a $o O
det(4) = sin(vVa) cos(va) 1 1|~
&Vacos(Wa) — asin(a) —&Vasin(Va) —acos(a) & O
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= ({0 + &) [Vasin(vVa) — acos(Va)]

+ (§01)[2 — Vasin(Va) — 2 cos(vVa)| + aVa sin(a) = 0

(3.4.5)

Timto jsme obdrZeli nelinearni homogenni rovnici (3.4.5) o dvou parametrech &g a §1. K zisku

kritické sily je tfeba provést volbu parametrti a ndsledné nalézt nejmensi kladny koten vySe uvedené

rovnice. Zpracovani vysledka doklada tabulka na obr. 3.9.

a &
0 0.5 1 2 5 10 25 50 100 ©
&
0 n? 10.7978 | 11.5982 | 12.8944 | 15.2768 | 17.0763 | 18.7341 | 19.4233 | 19.7970 |2.0457x>
0.5 10.7978 | 11.7719 | 12.6134 | 13.9794 | 16.4962 | 18.3965 | 20.1396 | 20.8604 | 21.2500 | 21.6594
1 11.5982 | 12.6134 | 13.4924 | 14.9224 | 17.5648 | 19.5613 | 21.3870 | 22.1387 | 22.5439 | 22.9688
2 12.8944 | 13.9794 | 14.9224 | 16.4634 | 19.3296 | 21.5022 | 23.4824 | 24.2926 | 24.7276 | 25.1822
5 15.2768 | 16.4962 | 17.5648 | 19.3296 | 22.6699 | 25.2394 | 27.5846 | 28.5376 | 29.0461 | 29.5748
10 17.0763 | 18.3965 | 19.5613 | 21.5022 | 25.2394 | 28.1677 | 30.8660 | 31.9630 | 32.5474 | 33.1532
25 18.7341 | 20.1396 | 21.3870 | 23.4824 | 27.5846 | 30.8660 | 33.9345 | 35.1893 | 35.8582 | 36.5515
50 19.4233 | 20.8604 | 22.1387 | 24.2926 | 28.5376 | 31.9630 | 35.1893 | 36.5136 | 37.2201 | 37.9528
100 19.7970 | 21.2500 | 22.5439 | 24.7276 | 29.0461 | 32.5474 | 35.8582 | 37.2201 | 37.9473 | 38.7015
@ 2.04577? | 21.6594 | 22.9688 | 25.1822 | 29.5748 | 33.1532 | 36.5515 | 37.9528 | 38.7015 dr®
*Obecny tvar kritické sily:  Pypir = aﬂ
12

Obr. 3.9 — Vysledné hodnoty pro piipad nedokonale vetknutého prutu po obou koncich

Vyse uvedena tabulka prezentuje hodnoty bezrozmérného parametru a pro rtizné kombinace

bezrozmérnych parametrt torznich pruzin &y a §1. Na prvni pohled je zfejmé, Ze je cela tabulka hodnot

symetrickd podle zvyraznéné hlavni diagonaly. Pfi¢inu nalezneme ve fyzikalni symetrii popsaného

pripadu. Zaméfime-li se na rohové hodnoty, zjistime, Ze se ztotoziuji se tfemi ptipady vzpéru dle Eulera.

Nulové hodnoty obou parametril torznich pruzin zajisti idealni kloubové podpory, potom hodnota 7r?

odpovidd druhému ptipadu vzpéru dle Eulera. Kombinaci nulové a nekonecné hodnoty parametrti

torznich pruzin ziskame prut, ktery je uloZen prostfednictvim idealniho vetknuti a idealni kloubové

vazby. V této situaci nabyva parametr a hodnoty 2.0457m?, stejné jako je tomu v tfetim piipadé

vzpéru dle Eulera. Posledni vyznamna tabulkova hodnota 4m? piislusi idealng vetknutému prutu po

obou koncich, kterému odpovidaji nekone¢né hodnoty parametrti torznich pruzin, a tudiz se jedna o

¢tvrty pripad vzpéru dle Eulera.
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3.5 Nedokonale vetknuty prut S podporou torzni pruziny

Uvazujme axialn€ zatizeny ideélni $tihly pfimy prut, jehoZ spodni konec je uloZen prostfednictvim
nedokonalého vetknuti, které je charakterizované bezrozmérnou konstantou &,. Hornimu konci prutu je
dovolen volny pohyb v pfi¢ném i svislém sméru, pouze mu v natoceni klade odpor modelové torzni

pruzina o bezrozmérné konstanté &4. Uvedeny piipad vystihuje obr. 3.10, [2].

P

—

Z
Z
Z

Obr. 3.10 — Nedokonale vetknuty prut s podporou torzni pruziny

Zminéné ulozeni prutu lze popsat okrajovymi podminkami, které jsou dany vztahy (3.5.1), (3.5.2),

(3.5.3), (3.5.4).

w(0) =0 (3.5.1)
I Lo R
0 [dx]x=0 dx?| (3.5.2)
$1 [d_w] + dz_w =0
dxl,_; " [dxZ] _, (3.5.3)
ds—w] [d—w —0 (3.5.4)
dx®| _ dxl_q

Tyto okrajové podminky vyjadiime pomoci nasledujicich parametrd s 5% =1, 89 =&,
89=-1,51=¢,,51=1,581 =1, 31 = a, zbylé¢ parametry 5?,5?,51,5! se rovnaji nule. Nyni
muzeme dosadit do matice 4 z rovnice (2.1.36). Dale vypocteme jeji determinant a vysledek polozime

roven nule.
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0 1 0 1
det(4) = SV « S0 O] _
§iVacos(Va) —asin(Wa) —§&Vasin(vVa) —acosWa) & 0
0 0 a 0
= (o + §Vacos(Va) + (§oé1 — @) sin(Va) = 0 (35.5)

Obdrzeli jsme nelinearni homogenni rovnici (3.5.5) o dvou parametrech &g a 1. Abychom ziskali
kritickou silu, musime zvolit oba parametry a poté nalézt nejmensi kladny koten dané rovnice. Vysledky

jsou uvedeny v tabulce na obr. 3.11.

a | <o
0 0.5 1 2 5 10 25 50 100 o0
$1
0 0 0.4268 | 0.7402 | 1.1597 | 1.7262 | 2.0417 | 2.2815 | 2.3716 | 2.4188 w2 /4
0.5 0.4268 | 0.9220 | 1.2911 | 1.7916 | 2.4761 | 2.8589 | 3.1491 | 3.2579 | 3.3146 | 3.3731
1 0.7402 1.2911 | 1.7071 | 2.2783 3.0705 3.5168 | 3.8552 3.9819 | 4.0479 | 4.1159
2 11597 | 1.7916 | 2.2783 | 2.9607 | 3.9320 | 4.4886 | 4.9127 | 5.0715 5.1542 5.2392
5 1.7262 | 2.4761 | 3.0705 | 3.9320 | 5.2187 | 5.9858 | 6.5808 | 6.8048 | 6.9217 | 7.0419
10 2.0417 | 2.8589 | 3.5168 | 4.4886 | 5.9858 | 6.9047 | 7.6290 | 7.9038 | 8.0475 | 8.1955
25 2.2815 3.1491 | 3.8552 | 4.9127 | 6.5808 | 7.6290 | 8.4672 | 8.7874 | 8.9553 | 9.1284
50 2.3716 | 3.2579 | 3.9819 | 5.0715 | 6.8048 | 7.9038 | 8.7874 | 9.1259 | 9.3036 | 9.4868
100 2.4188 | 3.3146 | 4.0479 | 5.1542 | 6.9217 | 8.0475 | 8.9553 | 9.3036 | 9.4865 | 9.6752
@ n?/4 3.3731 | 4.1159 | 5.2392 7.0419 | 8.1955 | 9.1284 | 9.4868 | 9.6752 n?
EI

*Obecny tvar kritické stly:  Pggpir = ar;

Obr. 3.11 — Vysledné hodnoty pro pripad nedokonale vetknutého prutu s podporou torzni pruziny

Vyse prilozend tabulka vyobrazuje hodnoty bezrozmérného parametru a v zavislosti na volenych
bezrozmérnych parametrech modelovych torznich pruzin & a §;. Vysledky jsou symetrické podle
zvyraznéné hlavni diagonaly. Pov§imnéme si rohovych hodnot, které jsou zajimavé v souvislosti
s Eulerovymi ptipady vzpéru. Ojedin€la nulova hodnota parametru e znaci prut, kterému hrozi extrémni
nebezpedi ztraty stability. Hodnoté 1% /4 odpovidaji dva p¥ipady, z nichZ prvni je totozny s prvnim
pfipadem vzpéru dle Eulera. Jedna se o vetknuty prut s volnym koncem. Druhy piipad se vyznacuje
idealni kloubovou vazbou na spodnim konci prutu, pfi¢emz hornimu konci neni dovoleno nato¢eni.
Posledni rohovéa hodnota 72 nalezi prutu, jehoz spodni konec je idealn& vetknut a opaénému konci neni

dovoleno natoceni, pouze pohyb v pficném sméru. Jedna se o tentyz piipad, ktery byl uveden v kapitole
2.6.
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4 Pruty s proménnym priifezem

V mnoha realnych konstrukcich narazime na sloupky, jejichz priifez se po délce jistym zptisobem
meéni. V praxi jde nej€astéji o dva piipady. Prvni si lze pfedstavit jako kaskddovity prut, ktery je ¢lenén
do segmentu, viz a) na obr. 4.1. Druhy pak jako prut o spojit¢ proménném priiezu,
viz b) na obr. 4.1. Zajisté bychom nalezli i jiné varianty, napt. kombinace pfedchozich dvou typt, ale
jiz se bude jednat o méné obvyklé piiklady, viz c) na obr. 4.1. Hlavni rozdil oproti piipadim v
ptedeslych kapitolach predstavuje kvadraticky moment prufezu I = I(x), ktery bude obecné zaviset na
podélné soutadnici prutu x, a tudiz nebude konstantni. Tento fakt s sebou pfinasi jisté obtize, jez budeme
Vv nasledujicim textu fesit. Nutno uvést, Ze jen zlomek piipadl prutli s proménnym prifezem lze fesit

exaktné, v ostatnich piipadech ptichazi na fadu metody numerické, [2], [4].

a) b) c)

Obr. 4.1 — Clenéni prutii s proménnym priiiezem

4.1 Dvoustupnovy prut zatiZeny osovou silou

Zacneme s jednodussim piikladem idealniho pfimého prutu o dvou segmentech, ktery je zatizen
axialni silou P, viz obr. 4.2, [2], [4]. Misto pfechodu oznadime koétou alL, kde a € (0; 1) volime dle
konkrétnich pozadavkd a L je celkova délka prutu. Dale predpokladame, Ze se jednotlivé ¢asti prutu
nelisi materialem, tudiz uvazujeme konstantni modul pruznosti E. Jediny rozdil pfedstavuje kvadraticky
moment priiezu I, ktery zavisi na tvaru a ploSe priufezu. Nyni definujme ,,segment 1 pomoci intervalu:
0 <X < alL. Obdobn¢ ,segment 2* prostiednictvim intervalu: aL <X < L. Dale budeme nckteré
veli¢iny oznadovat dolnim indexem dle piislusnosti k segmentu. Konkrétné se jedna o bezrozmérny

parametr a;, kvadraticky moment prufezu I; a pruhyb w;, kde i = 1, 2.
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Obr. 4.2 — Dvoustupiiovy prut zatizeny osovou silou

K odvozeni kritické sily pro vyse popsany piipad pouzijeme zakladni diferencialni rovnici (2.1.17)

Z druhé kapitoly, kterou bychom za jinych okolnosti u prutii s proménnym prafezem pouzit nemohli,

avSak diky rozd€leni piipadu na dva intervaly opét docilime konstantniho sou¢inu EI , = konst. Pro

kazdy segment prutu napiSeme jedine¢nou diferencialni rovnici a rovnéz definujeme bezrozmérné

parametry a.

d4W2 d2W2
& Tz =0 (4.1.1)
d4W1 dzwl
PL?
ay = E_IZ (413)
PL?
= — 414
a; El, ( )

Obecné feseni diferencialnich rovnic (4.1.1), (4.1.2) nalezneme v pfislusnych tvarech (4.1.5),
(4.1.6).

wy = Cqsin(y/azx) + € cos(yJazx) + C3x + Cy (4.1.5)
wy = Bysin(y/ax) + B, cos(,/a1x) + B3x + By (4.1.6)

Obdrzeli jsme vztahy, ve kterych dohromady figuruje osm integracnich konstant By a Cj, kde
k=1,2,3,4. Jak nasledn¢ zjistime, tyto konstanty jsou mezi sebou zavislé. Nyni napiSeme Ctyii

rovnice spojitosti (4.1.7), (4.1.8), (4.1.9), (4.1.10), které plati na rozhrani, tj. na soutadnici x = a.

wi(a) = wy(a) (4.1.7)
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dWl- _ sz]
ax ) = lax ) (4.1.8)
dzwl- -dZWZ
hiwz| oz (4.1.9)
dx=a L x=a
LS g ] [l dw (4.1.10)
1 dx3 Vdx | 2 | dx3 2 dx rea -

Prvni rovnice (4.1.7) vyjadfuje rovnost prithybii wq, V misté rozhrani. Druhd rovnice (4.1.8)
popisuje shodnost uhlu natoCeni stfednice prutu ¢ Vv misté rozhrani, ktery je reprezentovan prvni
derivaci priihybii wq, podle bezrozmémé soufadnice x. Tteti rovnice (4.1.9) pfedstavuje rovnost
ohybovych momentii M4 , V mist¢ rozhrani. Ctvrta rovnice (4.1.10) je odvozena niZe, viz obr. 4.3. Dava
do rovnosti silové G¢inky v misté rozhrani z obou stran, konkrétné se jedna o posouvajici silu T a praimeét

v

vnéjsi sily P.

N\
. Segment 2

‘

. Segment |

Obr. 4.3 — Silové ucinky v misté rozhrani

Na obr. 4.3 se nachazi pomyslné rozdéleny prut pravé v misté rozhrani (x = a). Sily V¢,V
oznacuji obecné vyslednice sil do sméru normdl nq,n,, které plsobi na pfislusnych stranach
oddéleného prutu. Ve skuteénosti obé normaly splynou v jednu, zatimco zde se jedna o schéma
problému. Z principu akce a reakce plyne vztah (4.1.11). Dalsi rovnice jsou pouhym vyjadienim sil do
normalového sméru. Nasleduji upravy, které koresponduji s poznatky z pedchozich kapitol, jejichz

prostfednictvim ziskame uvedenou rovnici (4.1.10).

V1 = VZ (4111)
Ty — Psin(¢@4) = T, — Psin(¢,) (4.1.12)
Ty—Pep,=T,—Po, (4.1.13)
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El, d®w dw EIl, d®w dw
ATt pTht_ “2T 72 pl2 (4.1.14)
L% dx dx L% dx dx
d3W1 PLZ dw1 d3W2 PLZ sz
L . =1, 3 (4.1.15)
dx E dx dx E dx
d3W1 dw, _ d3W2 dw,
I W +aq W =1, dx3 + a, dx (4116)

Déle obecné vyfesSime soustavu Ctyf rovnic spojitosti, které byly uvedeny vySe a vyjadiime

integracni konstanty By, vV z&vislosti na integracnich konstantach Cy,.

B, =C, [— cos(a,/a;) cos(a,/a;) +

2 sin(ay/@) sin(ay @)

cos(aJ— )sin(a,/a; )] (4.1.17)
+Cs [\/—_cos(a\/_ ) — cos(a\/_ )]
B2 = €1 2 cos(aa) sin(a/@) - Yz cos(a/@) sin(ay/@)
2 ] (4.1.18)
+ 3[11 - \/_sm(a\/_ - sm(a\/_ )]
B; = C3 ;i—z] (4.1.19)
B, = Cy[sin(a/a) - 2 sin(a,/a)]
(4.1.20)

+C, [cos(a\/a_z) — Z—Zicos(a\/a_z)] +C5 [

Za +C4_

Nyni pfichazi na fadu formulace okrajovych podminek (4.1.21), (4.1.22), (4.1.23), (4.1.24), které

jsou vztazeny k ulozeni z obr. 4.2. Jedna se o vetknuty prut s volnym koncem.

Wi (0) =0

[dWl

[dZWZ] -0
x=1

(4.1.21)

(4.1.22)

(4.1.23)

(4.1.24)



Do rovnic okrajovych podminek dosadime piislu§né vztahy prithybi wy , a jejich derivace. Timto
ziskame soustavu ¢tyf homogennich rovnic, ve kterych se vyskytuji integra¢ni konstanty By, a Cy, ale

jelikoz zname jejich vzajemny vztah, miizeme celou soustavu prevést na nasledujici tvar maticového

zapisu (4.1.25).

a1 Az a3 a14][Cq 0

Ae = A1 Gzz Q23 Gz4((C2| _ |0
Q31 Qzz; Qg3 QAzq||C3 0 (4.1.25)
Ay Qu2 Qa3 Que]|Cy 0

Obdobny postup bychom uplatnili rovnéz pii jiném typu uloZeni prutu, potazmo okrajovych
podminkéach. Matice A Z rovnice (4.1.25) zde nebude jmenovité vycislena, jelikoz jeji vnitini vyrazy
dosahuji ptilisnych rozmért a také z toho divodu, Ze je k feSeni vyuzita vypocetni technika. Podminku
stability prutu zajistime determinantem matice A, ktery polozime roven nule. Tak se po malé upravé

dostaneme k nasledujicimu vztahu.

Iya;sin(a,/ay) [cos(\/a;) sin(a/a;) — sin(|/a;) cos(a,/a;)]|
+11 /aia; cos(a,/ay) [cos(/az) cos(a/a;) + sin(/a;) sin(a,/az)| = 0

Obdrzeli jsme nelinearni homogenni rovnici (4.1.26). Dale je tfeba zvolit parametr a, ktery

(4.1.26)

reprezentuje vysku segmentli a pomér parametrti I1/I,, jenz se vaze na plochu prifezu jednotlivych
segmentil. Za této situace hledame nejmensi kladny kofen zminéné rovnice pro odvozeni kritické sily.

Vysledky jsou uvedeny v tabulce na obr. 4.4.

*Obecny tvar kritické sily:

Pypr = a, 12

a, | a
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1
I./I,
1 n?/4 m?/4 n?/4 n?/4 n? /4 w2 /4 w2 /4
1.1 2.2431 | 2.2841 | 2.3624 | 2.4231 | 2.4569 | 2.4670 n?/4
1.3 1.8980 1.9883 2.1748 2.3373 2.4359 2.4662 /4
1.5 1.6449 | 1.7599 | 2.0128 | 2.2554 | 2.4148 | 2.4654 n? /4
1.7 1.4514 | 1.5783 | 1.8718 | 2.1773 | 2.3937 | 2.4646 nl/4
1.9 1.2986 | 1.4306 | 1.7483 | 2.1030 | 2.3725 | 2.4637 n?/4
2 1.2337 1.3667 1.6921 2.0672 2.3619 2.4633 n? /4
El;

Obr. 4.4 — Vysledné hodnoty pro pripad dvoustupriového prutu zatizeného osovou silou
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Zaveér

V této praci byla pouzita metoda odvozeni vzpéru mirné odlinad od téch, se kterymi se bézné
student Fakulty strojni CVUT setka v pfedmétu ,,Pruznost a pevnost II*. Tato skutegnost se vztahuje k
odvozeni Eulerovy metody vzpéru. Zprvu se mtze uvedeny postup jevit jako slozity, avSak tento
subjektivni ndzor vyvazuje moznost snazsiho zobecnéni pro téméi libovolnou kombinaci idealnich
ulozeni koncti prutii. Vy$si mira zobecnéni s sebou ovSem piinédsi vyrazy, jejichz upravy a nasledné
feseni by byly bez pomoci vypocetni techniky ¢asové naro¢né. V zavéru vedou obé metody K totoznym
vysledktim, které detailn€ popisuje shrnuti v druhé kapitole. Snahou bylo nejen uvést hodnoty kritickych
sil, ty totiz snadno nalezneme v odborné literatuie, ale rovnéz okomentovat podminky, za kterych byly
odvozeny a také upfesnit jejich vzdjemné souvislosti. Dale jsou v praci rozvedeny pruty s pruznym
ulozenim. Témi Ize v praxi mnohem Iépe vystihnout realné piipady, a prave proto se jim vénuje velka
¢ast této prace. Vysledné hodnoty jsou systematicky uspotradany dle konkrétnich kombinaci parametr
uloZeni. Blizs§i zkoumani téchto hodnot vede k hlubsimu pochopeni dané problematiky a utvoteni
potiebného vhledu do tématu. Neméné dtlezité pruty s proménnym prifezem piedstavuje posledni
kapitola, ktera mimo jiné popisuje tzv. stupnovity prut tvofeny dvéma segmenty. Tento nazorny ptipad
byl vybran zamérné, jelikoz lze zminény postup feSeni snadno rozsifit na libovolny pocet segmentd, a
tim ziskat vysledek pro konkrétni prut.

Ztrata stability prutt se dd povazovat za rozsahlou latku, kterou tato bakalarska prace popisuje
pouze povrchove. Jejim cilem nebylo obsahnout kazdy mozny piipad, a to by ani nebylo mozné, nybrz
tidit se pokyny zadani, které plnila. V dalSich smérech by se jist¢ mohla rozvijet, avSak svym ciliim,

které byly formulovany v tivodu prace, dostala.
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Seznam pouzitych symbolii a oznaceni

a soudinitel délky segmentu [1]

A matice soustavy

B integraéni konstanta [1]

c konstanta tuhosti torzni pruziny [Nm/rad]

C integracni konstanta [1]

¢ aritmeticky vektor feSeni

E modul pruznosti materialu [N/m?]

I kvadraticky moment priifezu [m4]

k konstanta tuhosti transla¢ni pruziny [N/m]

L celkova délka prutu [m]

M vnitini ohybovy moment [Nm]

Mg moment sily torzni pruziny [Nm]

n smér nomaly

P vnéjsi sila [N]

s parametr zobecnéného tvaru okrajovych podminek [1]

S sila translaéni pruziny [N]

T vnitini posouvajici sila [N]

4 vyslednice sil [N]

w bezrozmérny prihyb prutu v pii¢éném sméru [1]

w pruhyb prutu v pfi¢ném sméru [m]

x bezrozmérna podélna souradnice prutu [1]

x podélna soufadnice prutu [m]

Z plocha priifezu prutu [m?]

a charakteristicky parametr prutu [1]

£ pomeérna deformace [1]

{ charakteristicky parametr transla¢ni pruziny [1]

A charakteristické ¢islo diferencialni rovnice [1]

3 charakteristicky parametr torzni pruziny [1]

4 Ludolfovo ¢islo [1]

o napéti [N/m?]

op mez pevnosti materialu [N/m?]

oy mez imérnosti materialu [N/m?]
smér tecny

® natoceni stfednice prutu [rad]
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