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Teorie chaosu jako vychodisko pro analyzu ekonomickych
dynamickych systémi

Abstrakt

Disertacni prace je zaméfena na analyzu ekonomickych dynamickych systémut
z hlediska teorie chaosu a vypracovani metodiky detekce deterministického chaosu. Uvod je
vénovan fundamentdlnim otazkdm filozofického charakteru souvisejici s teorii chaosu,
predevsim pak otdzce determinizmu. Dale se vénuje samotné teorii chaosu a jeho vlivu na
védecky vyzkum. Deterministicky chaos je typ komplexniho chovani vyskytujici se v
deterministickém systému. Jedna se tedy o systém striktn¢ deterministicky bez jakékoliv
nahody. Dlouhodoba ptedpoveéd’ je tedy z hlediska teorie chaosu nemozna. Nasleduji uvahy o
vyuZiti teorie chaosu v ekonomii, které jsou dokresleny Gabischovym a Kaldorovym
modelem.

Vyznamna cast prace se v teoretické i praktické roviné vénuje detekci chaosu
v ekonomickych ¢asovych fadach. Byly pouzity jak klasické deskriptory, tak i nejnovéjsi
metody mnohdy prvné aplikovany na ekonomické Casové fady. Mezi klasické deskriptory
fadime miru vzajemné informace, nejvétsi Ljapunovoviv exponent, fraktalni dimenze,
entropie, Hurstiv exponent. Dale byla aplikovana pomérné nova metoda 0-1 test pro detekci
chaotického chovani.

Ovéteni metodiky je provedeno na dvou casovych fadach (finanni a
makroekonomické). Jako pfiklad finan¢ni ¢asové fady byla zvolena Casové fada spotovych
cen elektrické energie PHELIX. Jako piiklad ¢asové fady makroekonomickych ukazateld bylo
zvolené Ctvrtletni tempo rastu HDP v USA. Byl proveden odhad zakladnich chaotickych
deskriptort téchto Casovych fad. U HDP je nutné brat v uvahu nedostatecné mnozstvi dat pro
kvalifikovanou analyzu. Pokud je Ljapunovoviv exponent kladny, korela¢ni dimenze nabyva
nizkych necelociselnych hodnot a Kolmogorova entropie je kladné koneéné ¢islo, potom je
dany systém pravdépodobné chaoticky. Z vypoctenych hodnot je mozné ucinit zavér, ze U
Casové tady spotovych cen elektrické energie je chaos pfitomen. To bylo potvrzeno
vysledkem 0-1 testu. Dale byl spocitan Hurstiv exponent, ktery u chaotické casové tady

identifikuje dlouhodoby pamétovy cyklus.

Klicova slova: teorie chaosu, analyza Casovych fad, rekonstrukce fazového prostoru, Hurstiv

koeficient, fraktalni dimenze, rekurentni analyza, ekonomie



The Chaos Theory as the Basis for Analysis of Dynamical
Systems in Economics

Abstract
This doctoral thesis is focused on the analysis of dynamical systems in economics from

the point of view of the chaos theory. The introduction is devoted to issues of fundamental
philosophical nature related to the chaos theory, especially the question of determinism.
Subsequently it concentrates on the chaos theory its impact on scientific research. Chaos is a
type of complex behavior occurring in deterministic systems. So it is a strictly deterministic
system without any random influence. A long-term forecast is therefore impossible from the
point of view of the chaos theory. The following considerations are about the chaos theory in
economics and are illustrated by the Gabisch and Kaldor models.

A significant part of this thesis is about detecting chaos in economic time series
theoretically and practically. Classical methods as well as the latest methods, often applied for
the first time to economic time series, were used. Among traditional descriptors belong
mutual information, the largest Lyapunovoviv exponent, fractal dimension, entropy and the
Hurst exponent. A fairly new method called the 0-1 chaos test was applied to detect chaotic
behavior.

An actual empirical analysis was conducted in two time series (financial and
macroeconomic). Phelix spot electricity prices were chosen as an example of financial time
series. The quarterly GDP growth rate in the USA was selected as an example of
macroeconomic time series. An estimate of the basic chaotic descriptors of these time series
was made. The lack of data for must be taken into account when analyzing the GDP. If the
Lyapunovovtv exponent is positive, the correlation dimension will take on low and non-
integer values and the Kolmogorov entropy is a positive final number, it can be assumed that
the system is likely to be chaotic. This was proven by the 0-1 chaos test. From these
calculated values, it can be concluded that chaos is present in the spot electricity prices time
series. The Hurst exponent was then calculated which identifies a long-term memory in

chaotic time series.

Keywords: Chaos Theory, Time Series Analysis, Phase Space Reconstruction, Hurst

Exponent, Fractal Dimension, Recurrence Analysis, Economy
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1 Uvod

Lidstvo jiz od praddvna trépila otazka, zda jsou procesy v redlném svété deterministické
podstaty ¢i nikoliv. Determinizmus lze chapat rizné, naptiklad z pohledu filozofie, biologie,
ekonomiky, genetiky, kultury, psychologie, teologie, lingvistiky, fyziky a matematiky.
Vétsinou je determinizmus chapan tak, ze vSechny udalosti nebo stavy jsou dasledkem
ptedchozich udalosti a stavii. Asi jedni z prvnich kdo se determinizmem ucelené zabyvali,
byli feCti atomisté. Podle atomistii jsou vsechny atomy fizeny néjakym principem, ktery
Rekové nazyvali ananké (nutnost ¢ osud). Pohyb atomi je tedy podle atomistll piesné
predurcen. Pokud je pfijat predpoklad, ze se vSe déje nutn€, pak pii aplikaci na Clovéka
dochazi k naprostému potlaceni svobodné vile. Tento paradox se zacal fesit jiz od jeho
samotného vzniku a fesi se dodnes. Bergson (1910) ve svych uvahach o ¢ase razantné odmitl
aplikaci determinizmu na ¢lovéka.

JestliZze urcité piiciné odpovida vzdy stejny nasledek, jedna se o determinizmus. Pokud
nikoliv, jedna se o stochasticky proces. Jsou procesy v redlném svété deterministické nebo
stochastické? Tato otazka ma stejnou povahu jako otazka: "Je svétlo Castice nebo vina?" Jiz
od staroveéku existuje mnoho protichtidnych teorii (viz. Aristoteles x Demokritos) a vrcholi v
17. stoleti, kdy byly navrzeny dvé ucelené protichtidné teorie svétla. Newton (1704) uvadél,
ze svétlo je slozeno z cCastic hmoty. Huygens (1690) formuloval vinovou teorii svétla.
Nasledné Maxwell (1881) pohibil korpuskularni teorii svétla étyfmi jednoduchymi rovnicemi,
které obsahovaly vse o elektfiné a magnetizmu. Kone¢nou odpovéd’ nam dala az kvantova
mechanika, zvlast¢ de Brogliho (1923) hypotéza. Svétlo se chova soucasné jako vlna i jako
¢astice a mluvi se o vlnové €asticovém dualismu. VInovy charakter pfevlada u zareni s delsi
vlnovou délkou, korpuskularni neboli ¢asticovy charakter prevlada u zéareni s krat$i vinovou
délkou.

Zpét na hlavni otazku o piirodé v realném svété z hlediska determinizmu. Odpovédi
jsou zkoumany teology, filozofy a dalSimi védci z riznych obort. Odpoveéd’ na tuto otazku
neni jednoznacna. Oba deterministické a stochastické pfistupy maji vyznamné misto v historii
veédy 1 v soucasnosti. Je zde videt jista paralela s predchozi otazkou 0 podstaté svétla. Jak jiz
bylo zminéno, prvni deterministické teorie byly vypracovany ve starovéku. Na prelomu 17. a
18. stoleti prob¢hla revoluce ve védeckém mysleni, ktera vyvrcholila monumentalnim dilem
,Matematické principy pfirodni filozofie* (Newton, 1687). Sam Newton (1687) své zakony
formuloval jako diferencialni matematické rovnice. Pro rovnice tohoto typu je mozné

dokazat, ze za danych, tzv. pocatecnich podminek, existuje pravé jediné feSeni. Pokud je
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znama poloha a rychlost vSech ¢astic, které systém vytvareji, je teoreticky mozné s libovolnou
presnosti vypocitat stav systému i kdykoli v budoucnosti ¢i v minulosti. Toto si uvédomil
Laplace (1902), ktery na Newtona navazal a vyjadfil deterministickou ideu: Kdyby existoval
mohutny intelekt, ktery by v uritém casovém okamziku znal vSechny sily, které hybou
svétem, vzajemné polohy vSech bytosti, ze kterych je svét slozen, byl by schopen tato data
zanalyzovat, mohl by vSechny pohyby soustiedit do jednoho vzorce a veskerou budoucnost i
minulost by mél pred o¢ima (Laplace, 1902). Tento hypoteticky intelekt se nazyva Laplacetv
démon, ktery neni technicky ani dusevné omezen. Laplaceova piedstava vesmiru jako
"hodinového stroje" vychazi z disledkt feseni Cauchyho ulohy. Nésledovalo triumfalni tazeni
determinizmu v souladu s védeckymi teoriemi a pozorovanimi. Ve skuteCnosti klasicky
determinismus celi nepfekonatelnym limitdm i1 v rdmci samotné klasické mechaniky.
Dokazat, ze feSeni existuje a umét je efektivné nalézt, jsou vSak dvé odlisné véci. Analytické
feSeni pfichazi v uvahu jen vyjimecné, predevS§im u rovnic linedrnich. Redlny svét je ale
nelinearni a tudiz jsme vétSinou odkazani pouze na feSeni piiblizna. Za prvé pro piresnou
predikci budoucnosti je zapotfebi stanovit pfesné pocatecni podminky, ale to je nemozné.
Druhé omezeni spo¢ivd v obtiznosti matematickych feSeni klasickych pohybovych rovnic.
Citlivost na poc¢ate¢ni podminky ¢ini chovani systému dlouhodobé neptedvidatelnym. Dale
bylo micky ptedpokladano, ze Laplacetiv démon stoji mimo pozorovany systém. Pokud by
byl zahrnut v systému, nastava problém zpétné vazby, nebot’ by mél piedvidat i chovani sama
sebe, 1 své budouci predikce, coZ je problematicke.

Laplaceova démona a tim 1 klasicky determinismus nakonec pohibila kvantova
mechanika. Kvantova mechanika pfinesla neodstranitelné pravdépodobnosti moznych
vysledkli méfeni. Jaky vysledek méfeni bude pozorovan (za co nejuplnéji vymezenych
podminek) lze popsat jen pravdépodobnostné, nikoli jednoznacné deterministicky.
Heisenberg (1927) ukazal, ze neni mozné soucasné ur¢it polohu a hybnost vinové funkce
S neomezenou piesnosti.

Je tedy na$ svét indeterministicky a zmitan ndhodou? Asi ne uplné, vzdyt cela fada
zakon je Cisté deterministicka v souladu s pozorovanim. Jak interpretovat vysledky kvantové
fyziky, které jsou k dispozici pouze v pravdépodobnostni statistické formeé? Ukazuje se tedy,
ze klasickd deterministickd pfedstava funguje jen v nejjednodusSich idealizovanych
ptipadech. V jinych realngjsich ptipadech je mozné klasicky determinismus chapat
principialn€, nikoli v prakticky. V realnych systémech, fidicich se navic nejen zakony
klasické, ale i kvantové mechaniky, i sebemensi nejistota urCeni stavu v daném Casovém

okamziku zpravidla vede k naprosté ztrat€ moznosti presné stanovit jeho stav i po pomérné
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kratkém casovém obdobi. Malé rozdily v pocate¢nich podminkdch mohou vyvolat velké
zmény ve vyslednych jevech. Jinak feceno, témeft totozné stavy piitomnosti se mohou vyvijet
k velmi odliSnym budoucnostem - jakakoli piedpovéd se stdva nemoznou, jev se efektivné
stava ndhodnym; mluvime o chaotickém chovani systému (Ullmann, 1986). Janeéek et al.
(2006) poukazuje na zobecnény determinizmus, kdy zadany pocatecni stav umoznuje urcit
jednoznacné stav v budoucnosti. Pfitom vsak blize neni specifikovana mira informace, ktera
je v zadani stavu obsazena. Zobecnéna deterministicka teorie musi potom spliiovat nasledujici
dv¢é podminky. Je definovana procedura, jejiz pomoci muzeme jednoznaéné definovat stav
studované¢ho systému a je formulovdna pohybova rovnice, kterd umoznuje k zadanému
pocateCnimu stavu urcit jednozna¢né stavy budouci. V ramci klasickych pozadavka, které
jsou vSak, dokonce 1 klasickou fyzikou nesplnitelné, jist¢ kvantovd mechanika
indeterministicka je. V ramci zobecnéného determinizmu se vsSak jedna o dokonalou
deterministickou teorii.

Pti zkoumani jakéhokoliv redlného systému vyvstava otazka, do jaké miry dojde ke
zjednoduseni zkoumaného modelu odpovidajiciho realnému systému. Descartiv (1637)
redukcionizmus, ktery pomohl k vyznaénym objeviim védy, je zalozen na rozkladu reality na
jednoduché soucésti a zanedbava vSechno, co se takovému rozlozeni pfici. Jakmile se rozklad
na jednoduché slozky podafi, Ize mezi nimi najit i kauzalni vztahy, jez se daji vyjadfit
matematicky a s jejich pomoci s jistotou predvidat. Vzdyt Lorenz (1963) by nikdy neobjevil
teorii chaosu, pokud by drasticky nezredukoval Saltzmanovy rovnice. Na druhé strané je
evidentni, Ze v redlném zZivoté znamena celek vic nez souhrn jeho ¢asti. Redlné systémy jsou
komplexni systémy, které jsou slozeny ze vzajemné propojenych ¢asti, které jako celek
vykazuji vlastnosti, jenz nejsou jasné viditelné z vlastnosti jednotlivych ¢asti. Ptikladem
muzou byt Navier-Stokesovy rovnice popisujici proudéni spojité kapaliny. Védci, zabyvajici
se jejim numerickym feSenim, zvazuji dilema métitka. Pokud, ale nastavi hrubé métitko, pak
budou zanedbany dulezité detaily. Pokud nastavi ptiliSny detail, bude to znamenat enormni
narst vypocetniho vykonu. Jedna se sice o technicky feSitelny problém, ale pro stavy
turbulence je pro soucasné pocitate nezvladnutelny. Feigenbaum (1983) nevysvétlil
turbulenci dikladnym studiem Navier-Stokesovych rovnic, ale zkoumanim umélé zdanlivé
nesouvisejici rovnice — logistické rovnice. Typickym rysem komplexnich systémil je
nelinearita, dynamika, emergence, rozmanitost a existence zpétnych vazeb. Komplexita je
studium chovani makroskopickych souborti takovych jednotek, které jsou nadany schopnosti

vyvijet se v Case (Coveney et Highfield, 1995).
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Boltzman (1974) pomoci entropie propojil chapani mikrosvéta s makrosvétem a ukazal,
ze 2.véta termodynamiky je vlastné statistickym zakonem. Vesmir je komplexni, ale pfiroda
se zpravidla fidi jednoduchymi zakony.

Ve strucnosti je vhodné se zamyslet jesté¢ nad jednou otazkou, zda svét (Casoprostor)
kolem nas je spojity nebo diskrétni. Nejdiive se tato otazka tykala pifedev§im prostoru. Asi
prvni uceleny filozoficky pohled pfichazi opét od atomistl, ktefi se zabyvali otazkou
nekone¢né délitelnosti latky a vztahem jsoucha a nejsoucna. Nasledné byly tyto teorie
potlaceny jinymi, ale byly vzk#iSeny az s nastupem renesance V 16. a 17. stoleti a dale
rozvijeny. Podle Ullmanna (1986) je fyzikalni vztah mezi spojitou (kontinualni) a diskrétni
povahou mikrosvéta v zasadé dvoji: Diskrétnost je zékladni, kterd sekundarn¢ generuje
spojitost (zdanlivou), anebo je spojitost zakladni, ktera sekundarné generuje diskrétnost (opét
jen zdanlivou). V piipad¢ standardniho diskrétniho pftistupu jsou veskeré latky slozeny z
diskrétnich atomu, které maji konkrétni celo¢iselny pocet protont v jadie a elektront v obalu,
zaujimaji diskrétni energetické hladiny (Bohr, 1913). V souborech velkych poéta atomu a
molekul pak metody statistické fyziky umoziiuji odvodit zdkony kinetiky plynd a
termodynamiky, které jsou spojité. Avsak zédkladnimi vstupnimi hodnotami jsou diskrétni celd
Cisla. Spojitost se zde zdanlivé vynofuje zprimérovanim velkého mnozstvi diskrétnich déju.
Na druhé strané spojity pfistup vychazi z korpuskularné-vlnové predstavy. Vinové rovnice
kvantové fyziky obsahuji jen spojité veliCiny. Néazornym piikladem této koncepce je
Broglieho vinové vysvétleni Bohrovych kvantovych drah elektronti kolem jadra atomu, kde
diskrétnost drah elektronti je formovana kontinuitou vinovych funkci elektronti. Ve
standardnim modelu ¢astic jsou vychozimi stavebnimi kameny hmoty diskrétni Castice -
leptony a kvarky. Avsak podle unitarni teorie pole (Ullmann, 1986) je zakladnim stavebnim
médiem pole, spojita fluidni substance rozprostiena v prostoru. Z pohledu unitarni teorie pole
jsou elementarni Castice pouze jakymisi zhu§téninami unitarniho pole. Z této teorie plyne, ze
ptiroda je opravdové kontinuum, v némz na Zadné urovni zvétSeni nenalezneme zadné jiz dale
nedélitelné stavebni prvky. Fyzikdlni veli¢iny obecné nejsou cela Cisla, ale spojitd Cisla
realnd, u nichz se s postupnym zpfesiiovanim méteni stdle zvySuje pocet mist za desetinnou
carkou. Tento pohled je vcelku zasadni pro redlnou aplikaci teorie chaosu. Otazka, tykajici se
spojitosti ¢i diskrétnosti Casu, se vyvijela nezavisle. Klasicky byl ¢as vétSinou typickou
spojitou veli¢inou, kterou plynul nezéavisle na prostoru. Je nutné zdaraznit, ze feSeni stejného
problému v ptipadé¢ diskrétniho a spojit¢ho ¢asu mohou byt naprosto odlisnéd viz. logisticka
rovnice. Z pohledu modernich fyzikalnich teorii neni mozné cas vymezovat, ale je nutné

chapat Casoprostor obecné. Tak, jak moderni fyzika dosla k poznani o diskrétni kvantové
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struktufe hmoty, nabizi se hypotéza, Ze i Casoprostor je kvantovan. Mozna se zda, Ze tyto
uvahy jsou vzdalené kazdodenni realité, ale mozna tyto fundamentélni otazky jsou klicem
k dal$imu védeckému poznani.

Pochopit podstatu a nalézt univerzalni rovnici svéta je pofad nad nase sily, ale i
kdybychom pftes vSechny naznacené obtize toho dosahli, nemohli bychom ji pravdépodobné
vyfesit s rozumnou piesnosti a ucinit tak relevantni dlouhodobou pfedpovéd’. Mnohdy ndm
nezbyva nic jiného, nez se pokusit popsat realitu pouze na zaklad¢ nékolika malo nekvalitnich
dat. Je tedy ospravedlnitelné pouzit vSechny znamé teorie, nebo budovat vlastni pro popis
reality a tvoreni jeji pfedpovédi. Mocnym ndstrojem pro vytuSeni skrytych zavislosti je
analyza casovych fad. Analyza ¢asovych fad je rozsdhlou kategorii, zahrnujici klasické
linearni metody, ale i nelinearni techniky. Klasické statistické linedrni metody jsou zaloZzeny
na poctu pravdépodobnosti a ndhodnych veli¢indch. Zde je dobré si ujasnit co je to vlastné
nahoda a viibec jak si nékdo miiZe byt jist, Ze je néco nahodné? Cisté nahodny proces je pouze
matematicka fikce. Klasické statistické linedrni metody dobfe funguji v ,.klidnych linedrnich
oblastech®, ale nejsou schopny piedpovédét, nebo namodelovat nahlé zmény v Casovych
fadach, se kterymi je mozné se Vv redlnych systémech setkat. Z téchto divodu byly vyvinuty
nelinearni metody analyzy Casovych fad vyuzitelné také v ekonomii napi. Abarbabel et al.
(1993), Farmer et Sidorowich (1987), Fraser et Swinney (1986), Hegger et al. (1999), Henry
et al. (2001), Kantz et Schreiber (2004), Kennel et al. (1992), Packard et al. (1980), Schreiber
(1999) etc. Tato prace se zabyva mimo jiné nelinearnimi technikami analyzy ¢asovych fad,
konkrétné metodami zalozenymi na teorii chaosu.

Teorie chaosu nam ftikd, ze pokud je systém chaoticky, je mozné ucinit kratkodobé
pfedpovédi. To je pozitivni zprava, kterd sdéluje, Zze predpoveédi nejsou zcela vydany na
pospas ndhodé. Piistupy, zalozené na teorii chaosu vychazeji z predpokladu, Ze pokud je
znamy systém a jeho pocatecni podminky, je mozné pfedvidat budouci stav tohoto systému.
Z podstaty plyne, Ze uspéSna dlouhodoba pfedpovéd’ neni mozZna. Fenoménu této teorie je
vénovana samostatnd kapitola ,, Teorie chaosu®“. Moderni pojeti této teorie bylo poprvé
pozorovano a nasledné pouzito pro modelovani v meteorologii (Lorenz, 1963), kterou

zasadné ovlivnila. Teorie chaosu zasahla do mysleni ve vSech védach.
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2 Zaméreni prace

2.1 Motivace

Teorie chaosu zplsobila zménu uvazovani védci a muysliteli v mnoha védeckych
disciplinach. Pomoci teorie chaosu je mozné vysvétlit celou fadu problému, na které nelze
aplikovat tradi¢ni pohled védy. Teorie v exaktnich védach vychazejici z chaosu zaznamenaly
mnoho uspéchd, situace v ekonomii je mnohem slozitéjsi, nebot’ piredmétem jejich zkoumani
jsou tvorové nejnevypocitatelnéjsi. Chaos je generovan mnohymi ekonomickymi modely, ale
Tato prace se zabyva metodami detekce deterministick¢ého chaosu a jejich vhodnostmi
v redlnych ekonomickych systémech. Pokud se prokaze existence deterministického chaosu,

muzeme ¢init kratkodobou piedpoveéd'.

2.2 Cile prace

Préace si klade nasledujici cile:

1. Vypracovat metodiku detekce deterministického chaosu Vv ekonomickych
¢asovych radach

2. Prokazat kvantifikovatelné chaotické projevy ve spotovych cenach elektrické
energie PHELIX.

3. Prokazat dlouhodobou pamét’ u ¢asové fady spotovych cen elektrické energie
PHELIX.

4. Demonstrace aplikace metodiky detekce deterministického chaosu na tempu
rustu HDP v USA.

2.3 Definice hypotéz

Cile prace vychazeji z nasledujicich hypotéz:
1. Casova fada spotovych cen elektrické energie PHELIX ma kvantifikovatelny
chaoticky projev.

2. Casova fada spotovych cen elektrické energie PHELIX je perzistentni.
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3 Teorie chaosu

3.1 Historie

Slovo chaos muze byt chapano rtzné. Pivodné pochdzi ziecké mytologie a
v kosmogonii znamena pocatek vSehomira. Chaos (yéoc) zde piedstavoval primordinalni
bozstvo, ktery své nasledovniky zplodil sam se sebou. Nejdifive vznikla temnd noc Nyx a
podsvéti Erebos na jedné strané a Zemé na strané druhé (Vitek et al., 2010). Poprvé slovo
chaos pouzil fecky basnik Hésiodos ve svém dile ,,O ptivodu bohii* (Theogonid) v 7 st. pf. n.
I. Pojem chaos se vyskytuje v riznych starovékych kulturach, u kterych tento pojem mél
odlisnou tvarnost a odliSny obsah. V bézném slova smyslu v soucasné dobé je chaos
intuitivné chépan jako zmatek, opak poradku. V této praci se zisadné hovoii o
deterministickém chaosu. Toto souslovi mlze znit jako oxymoéron, nebot” determinismus je
spojeny s fadem a chaos zni jako zmatek. Pravé tento zdanlivy protimluv vystihuje podstatu
teorie chaosu. Deterministicky chaos je takové chovani, které vypadd nahodné, ale ma
deterministickou povahu.

Jiz n€kteti starovéci myslitelé chapali chaos alespon trosku ve smyslu deterministického
chaosu. Jednim znich byl i fecky filozof Anaxagoras v 5 st. pf. n. 1., ktery identifikoval
sob&podobnost ve vesmiru a uvazoval o chaosu jako o informaénim kanalu. Cinsky mistr
Zhuang Zhou ve 4 st. pf. n. 1. pojednaval o chaosu a spravné popsal jeho komplexni podstatu
(Hansen, 2015). Dalsi fecky filozof Epiktros ze Samu poukazal na nestabilitu orbiti,
z kterych plyne citlivost na poc¢ate¢ni podminky (Kaneko, et al., 2001).

Z modernich klasickych védcl se nejbliZe pfiblizil teorii chaosu H. Poincaré. Poincaré
(1890) pii studiu problému tii téles dokazal, ze v urcité malé oblasti fazového prostoru
existuji trajektorie systému, které projdou touto malou oblasti nekoneénékrat ¢asto (Obr. 3.1).
Poincaré (1890) ve své knize poznamenal: ,Velice drobnd pficina, ktera unikd nasi
pozornosti. Kdybychom ptesné znali pfirodni zdkony a stav vesmiru v pocatecnim okamziku,
dokazali bychom pfesné odpoveédet, v jakém stavu se bude vesmir nachazet v nasledujicim
okamziku. Ale i1 kdyby pro nés pfirodni zakony uZ nepfedstavovaly Zadné tajemstvi, stale
bychom znali situaci jen pfiblizn¢. Kdybychom méli moZnost se stejnou piesnosti
predpoveédet nasledujici situaci, dosahli bychom toho, co pozadujeme a mohli bychom fici, ze
jsme dany jev ptredpoveédéli a ze se tfidi danymi zdkony. Ale tak tomu vzdycky neni; mize se

stat, ze nepatrny rozdil v pocate¢nich podminkach zplsobuje velky rozdil v kone¢nych

17



jevech. Mala chyba v podminkach zptisobi obrovskou chybu V jejich disledcich. Piedpoveéd’

se stava nemoznou ... “

Obr. 3.1. Problém tii téles: Cervené, modré, zelené a jejich trajektorie (Holmes, 1998)

Hadamardiv biliard byl dalSim ptikladem chaotického chovéani. Hadamard (1898)
dokazal nestabilitu vSech trajektorii, neboli vSechny trajektorie se exponencidlné rozchazeji
od sebe (maji pozitivni Ljapunovoviiv exponent). Oba védci se velmi lehce dotkli
problematiky chaosu, ale dale v ni nepokracovali. Je nutno poznamenat, ze chaos nevédomky
zahlédlo velké mnozstvi védcl, a také i obycCejnych lidi, ale nikdo tomu neptikladal

dilezitost. Nasledoval rozvoj erdogické teorie jako odvétvi matematiky studujici dynamické

i

systémy.
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Obr. 3.2. Objev citlivosti na po¢ateéni podminky (Lorenz, 1963)
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Z hlediska vzniku teorie chaosu byl vyznamny pfispévek matematika a meteorologa
Lorenze (1963). Lorenz pii simulaci pocasi objevil, ze malé zmény v pocateénich
podminkach mohou vyvolat velké zmény v budoucnosti. Lorenz pomoci jednoduchého
pocitace provadél simulaci pocasi. Chtél vidét sled dat znovu a zaroven usetfit Cas, proto zacal
simulaci v poloving jeho prubéhu (Obr. 3.2). Lorenz byl piekvapen, zZe nova predpoveéd se
vyrazné 1i8i od té predchozi. Zacal to analyzovat a zjistil, Zze pocita¢ pracoval s pfesnosti na 6
desetinnych mist, ale vytisk zaokrouhli na 3 desetinna mista. To byl revolu¢ni objev, Ze takto
mald zména pocatecnich podminek zpiisobi vyraznou zménu v budoucnosti. Do této doby se
védci domnivali, Zze malda odchylka zplsobi pouze malou zménu v predpovédi.
Determinizmus a predikovatelnost byly v podstaté pokladany za totéz. Védci se domnivali, Ze
nepiesnost predpovédi plyne predevs§im z nedostatku dat. Meteorologové planovali hustou sit’
meficich stanic, coZz by mélo dodavat vice dat a za vyuziti vykonnégjSich pocitacii chtéli
predikovat pocasi na dlouhou dobu. Tato idea se rozplynula, vzdyt' i mnohem jednodussi
deterministické systémy mohou byt ndhodné.

Ptestoze byl Lorenzliv objev vyznamny, na né¢jaky cas upadl v zapomnéni, protoze ho
nikdo nehledal v ,,Journal of the atmospheric sciences” (Lorenz, 1963). Li et York (1975) byli
prvni, kdo slovo chaos pouzili v tomto modernim slova smyslu. Vyzkum v oblasti chaosu
pokracoval nekoordinované, mnozi védci na sobé objevovali to, co jiz n¢kdo jiny objevil
(Gleick, 1987). Nakonec se z ptvodniho ostychu k chaosu vyklubalo hnuti, které bylo
v popfedi védeckého zajmu (Gleick, 1996). Teorie chaosu je jednim z mala objevi
v ptirodnich védach, které by upoutaly pozornost védcl napti¢ vSech oborti. Da se fici, Ze 20.
stoleti bylo charakterizovano tfema vyznamymi fyzikdlnimi teoriemi: relativita, kvantova
mechanika a chaos. Gleick (1996) uvadi slova jednoho fyzika: ,Relativita zkoncovala
s newtonovskou iluzi absolutniho prostoru a casu; kvantova teorie skoncovalo
s newtonovskym snem kontrolovaného procesu méfeni a chaos zkoncoval s laplaseovskou
fantazii deterministické prediktability. Pravé teorie chaosu je teorii, kterd nds pronasleduje

doslova na kazdém kroku, staci se jen podivat, podivat na ptirodu, vodu, nebesa, ...
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3.2 Dynamicky systém

Pojem dynamicky systém predstavuje matematizaci veédeckého pristupu k
deterministickym procesim a ma sviij piivod v newtonovské mechanice. Jak jiz bylo v tvodu
nastinéno, pokud zndme soucasny stav a zdkony fidici vyvoj dané¢ho systému, budouci a
minulé stavy mohou byt do jist¢ miry predpovézeny. Dynamicky systém je slozen ze
stavového (fazového) prostoru, jehoz soufadnice popisuji stav systému v daném case a z
dynamickych podminek, které popisuji zménu tohoto systému v €ase. Stav systému je potom
popsan vektorem, ktery cely lezi ve stavovém prostoru. Dynamické podminky jsou vétSinou
zadany soustavou diferencialnich nebo diferenc¢nich rovnic, které popisuji zménu stavového
vektoru v Case. Zména stavu dynamického systému se déje provedenim téchto diferencilnich
resp. diferencnich rovnic a nahrazenim starého stavového vektoru vektorem novym. V dané
dob¢ je dynamicky systém stav vyjadieny mnozinou realnych cisel (vektorem), ktery miize
byt reprezentovan bodem ve vhodném stavovém prostoru.

Dynamickym systémem rozumime trojici {Y, 7, &}, kde:

¢ Y je mnoZina zvand fazovy nebo stavovy prostor

e T je casova mnoZina

o O:TXY Y, (t,y) = &(y) (3.2.1)
je druh zobrazeni zvany tok nebo semi-tok, ktery spliuje, tzv. ,,semigrupovou
vlastnost*:

-Oy(y) =y, Vyey (3.2.2)
- Dg(Pe(y)) = Py (y), VS,tET, Vy€Y (3.2.3)

Dynamicky systém je mozné vyjadfit soustavou diferencialnich rovnic:

dx
—=f(x), f:R">R" (3.2.4)
dt
Diskrétni dynamicky systém na mnozing Y je funkce:
DY 5Y (3.2.5)

Tato funkce, Casto nazyvana zobrazeni, muze popisovat deterministickou evoluci
néjakého systému: Jestlize se systém nachazi ve stavu y Vv Case t, pak bude ve stavu @(y)
v ase t+1. Studium casové diskrétniho dynamického systému je zaloZeno na iteracich

zobrazeni: sekvence

y, D(y), D2(Y),...... (3.2.6)

20



Nelinearni systém je takovy systém, u kterého neplati princip superpozice a vstup neni
pfimo umérny vystupu. Rikame tedy, Ze zobrazeni f z vektorového prostoru do vektorového
prostoru je linearni, jestlize plati:

f (ax) = of (X) (3.2.7)
f(x+y)= 1)+ f(y) (3.2.8)

Necht je dan dynamicky systém (3.4) mtizeme definovat Jacobiho matici jako

of,  of, of,
> o
of,  of, of,
R (3.2.9)
of  of,  of
ol

V ptipad¢€, ze m=n je Jacobiho matice ¢tvercova a determinant se nazyva Jaccobian.

8f1 afl a1:1
of, of, ofy 0

detJ = ai(l a>:<2 ) a>:<n —%Sgn(a)gawi) (3.2.10)
o, of,  ofy

kde sgn(o) definuje znaménko permutace o, kladné pro sudé a zaporné pro liché

permutace.

Necht’ je dan dynamicky systém:

dx n n
P F(x), F:R" >R (3.2.11)

Kde F je diferencovatelna. Bod x* je stacionarni pokud F(x*)=0. Chovani tohoto
systému v blizkosti stacionarniho bodu zavisi na hodnotach vlastnich ¢isel Jacobiho matice

J(x*). To plyne z Taylorova rozvoje systému (3.10) v bod¢ x*:

o LdF(x*) 1 d2F(x*)

Pokud vlastni ¢isla maji realné Casti, které jsou negativni, pak je systém Stabilni v

L LA

P (X—=x*)" (3.2.12)

(X —X*)2 +...

blizkosti stacionarniho bodu. Pokud existuje vlastni Cislo, jehoz realna ¢ast je pozitivni, pak je
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systém nestabilni. V piipad¢é, Ze nejvétsi realnd cast vlastnich cisel je rovna nule, pak
nemuzeme pomoci Jacobianu vyhodnotit stabilitu systému.

V souvislosti s dynamickymi systémy a sohledem na zkoumani chaosu je vhodné
definovat bifurkaci. Pojem bifurkace (zdvojeni) v matematice poprvé zavedl Poincaré (1885).
Bifurkace znaci jev, pii kterém dochazi k velkym zménam vnitiniho stavu systému v piipadé
malych plynulych zmén vstupnich parametrii. Je mozné se setkat se systémy, u nichz po
dosazeni urcitych kritickych hodnot na vstupu dochazi k nahlé, kvalitativni zméné vnitiniho
stavu. Bifurkace znaci zdvojeni periody, coz znaci extrémni nestabilitu systému, kdy existu;ji
dvé se vzdalujici feSeni. V okoli bifurkacniho se nachdzi strukturdlni nestabilita systému.
Bifurkace, k nimz muze dochazet, 1ze dale klasifikovat, a v soucasné dob¢ byla popsana fada
mechanizmu, které k bifurkaci urcitého druhu vedou.

Nyni vice matematicky, necht’ je dan dynamicky systém

dx n
P f(x,u),ueRaxeR (3.2.13)

A predpokladejme, ze prava strana f je hladka. Fazovy portrét tohoto systému se méni v
zavislosti na zméné parametru; vznikaji tak nové systémy. Je ziejmé, ze jsou dvé moznosti:
Bud’ tyto systémy zlstanou topologicky ekvivalentni anebo se jejich topologie zméni. Situace,
kdy se v zavislosti na zméné parametru objevi topologicky neekvivalentni fazové portréty, se
nazyva bifurkace.

Bifurkace délime do dvou hlavnich skupin:

e Lokalni bifurkace, které mohou byt analyzovany vyhradné prostfednictvim
zmeén lokalni stability v oblastech rovnovahy, periodicky orbiti nebo jinych
neménnych sad.

e (Globalni bifurkace, které se nemohou byt detekovany pouze na zaklad¢ analyzy
stability v oblasti rovnovahy.

Lokalni bifurkace dynamického systému (3.11) nastava, pokud Jacobian ma vlastni
¢islo s nulovou realnou ¢asti. Pokud se vlastni Cislo rovna nule, bifurkace je v ustaleném
stavu. V piipadé, ze vlastni Cislo je Cisté imaginarni, nastava Hopfova bifurkace. Hopfova
bifurkace je kriticky bod, kde systém prechazi skokovée ze stability k periodickym fesenim.
Existuje celd fada typl bifurkaci, které se miizou vyskytovat v redlnych nelinearnich
dynamickych systémech. Studium komplikovanych bifurkaci je predmétem soucasného

vyzkumu dynamickych systémti.

22



Atraktor dynamického systému je stav, do kterého systém smeéfuje. Je to tedy urcitd
podmnozina fazového prostoru, ke kterému mtizou byt pritahovany pocate¢ni podminky, kdyz
je systém v nekonec¢ném case.

Atraktory lze rozdélit na:

e pevné body

e periodické body

e kvaziperiodické body
e chaoticky atraktor

e podivny atraktor

V nejjednodussich ptipadech miize byt atraktorem bod tedy dimenze O nebo kiivka
sdimenzi 1. Pro mnoho jinych atraktori je toto pfitahovani nepravidelné a mnohem
komplikovanéjsi. Dokonce jejich dimenze ani neni celé Cislo, a to jsou pravé ty nejzajimavéjsi
piipady (Grebogi et al., 1998). Tyto atraktory jsou vlastné fraktaly a nazyvaji se podivnymi
atraktory (Ruelle et Takens, 1971). Dimenze v podstaté vyjadiuje pocet aktivnich stupiti
volnosti. Necelo¢iselna dimenze naznacuje existenci chaosu. Ale ne nutné, existuji chaotické
atraktory, které nejsou podivné. A na druhé stran¢ existuji podivné atraktory, které nejsou
chaotické. Stochastické procesy pii dostateéné dlouhé realizaci vypliuji cely fazovy prostor.
Nalezeni oblasti, kde je fraktalni dimenze dostatecné mala, je povazovano za priznak
determinismu. Je bézné, Ze realny dynamicky systém ma vice atraktori. Pro kazdy takovy
atraktor a jeho oblast pfitazlivosti jsou pocatecni podminky zasadni, na kterém atraktoru

feSeni uvizne.

3.3 Deterministicky chaos

Existuje celé fada definic deterministického chasu. Chaos je ohranic¢eny deterministicky
systém s kladnym Lyaponuvym exponentem. Vice intuitivni definice pochazi z Royal Society
of London z roku 1986, kde je chaos definovéan jako stochastické chovani vyskytujici se v
deterministickém systému. Jedna se tedy o systém striktné deterministicky bez jakékoliv
nahody. Jakykoliv stav v budoucnosti je dan svou minulosti. Ale pravé z divodu velké
citlivosti na poc¢atecni podminky je dlouhodobd ptedpovéd nemoznd. V redlném zivoté totiz
nic nemizeme zméfit absolutné piesné a jakakoliv nepatrnd chyba vstupujici do vypoctu se
po nékolika iteracich exponencialné nasobi. Chaos je z Casového hlediska budouci stav
deterministického dynamického systému, ktery je neptfedpovéditelny v duasledku velké

citlivosti na po¢atecni podminky. Je to oproti béznému vyznamu slova chaos ,,dobra zprava‘“
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v tom smyslu, Ze pfivlastek deterministicky tikd, Ze jsme nalezli urcity fad, deterministické
souvislosti v déji, ktery se dtive jevil jako nesrozumitelny (Pokorny, 2008).
Devaney (1989) definuje deterministicky chaos (pro dynamicky systém s diskrétnim

¢asem) tfemi podminkami:

1. citliva zavislost na pocate¢nich podminkach (Obr. 3.3),
2. husta mnozina periodickych bod,

3. tranzitivnost.

Obr.3.3. Citliva zavislost na po¢ate¢nich podminkach

Pozdéji se ukdzalo, ze z tranzitivnosti a husté mnoziny periodickych bodl plyne citliva
zéavislost na pocate¢nich podminkdch (Pokorny, 2008). Chaos se mitize, za ptedpokladu
diskrétniho Casu, objevit jiz v systému o jednom stupni volnosti. V piipad¢ spojitého Casu je

minimalni poZadavek na pfitomnost chaosu, systém o tiech stupnich volnosti.

3.4 Fraktaly

S teorii chaosu souvisi také pojem fraktal a fraktalni geometrie. Fraktaly jsou v podstaté
mnoziny, jejichz geometricky motiv se opakuje ve vlastnim matetském télese (Zelinka, 2005).
Fraktalni geometrie je matematicky néstroj pro popis slozité strukturovanych objekti, jejichz

charakter se neméni pfi urcitém zvétSeni nebo zmenseni (Hotatf, 2008). Vhodnym ptikladem
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je pobiezni linie. Mandelbrot (1967) se zabyval tivahami, o tom jakou ma vlastné délku
pobiezi Velké Britanie. Mandelbrot (1967) navazal na praci Richardsona (1926), ktery se
touto otazkou prvni vazné zabyval a po némz je pojmenovan Richardsontv efekt, ktery je
popséan nize. Na prvni pohled se miize zdat, Ze se jednd o trividlni otdzku, ale pifi hlubSim
zm¢éfit ostrov libovolnym meéfidlem. Vyslednd hodnota vSak bude pouhou aproximaci
skute¢né délky ostrova. Pokud se cely proces zopakuje s polovicni délkou métidla, vysledek
bude o néco vétsi. Podafilo se totiz zachytit mnohem vice detaili. Teoreticky lze
zmenSovanim meétidla zachytit vice detaili a tim dojit az k nekonecné délce jakéhokoliv

geometricky nepravidelného ostrova.

_— [e— —

Obr. 3.4. Zavislost délky pobiezni linie na métitku (Sande, 2015)

Existuje cela fada definic fraktalu. Fraktal je mnozZina, jejiz Hausdorff-Besicovitchova
(fraktalni) dimenze ptevysuje jeji topologickou dimenzi (Mandelbrot, 1982). Pojem dimenze
je obvykle chapan v souvislosti s Euklidovskym prostorem. Zjednodusené feceno,
topologicka dimenze oznacuje pocet parametrl, kterymi je mozné kazdy vektor daného
linearniho vektorového prostoru jednoznacné popsat. Topologickou dimenzi linearniho
vektorového prostoru lze definovat jako pocet prvk baze. Topologicka dimenze je vzdy
celociselna. Objekt, ktery je mozné homomorfné pievést stlaovanim a ohybanim na jeden ze
simplexil, ma stejnou topologickou dimenzi jako simplex. Simplex v tomto pifipadé je bod s

topologickou dimenzi 0, Gsecka délky 1 s topologickou dimenzi 1, pravouhly trojuhelnik s
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odvésnami délky 1 ma topologickou dimenzi 2 a tetraedr ma topologickou dimenzi 3 (Hotat,
2008).

Fraktalni dimenze (Hausdorff-Besicovitch dimenze) Dx nemusi byt oproti topologické
dimenzi celo¢iselna. Fraktalni dimenze jsou charakteristiky plynouci z geometrie atraktoru.
Fraktalni dimenze také obsahuje informaci o tvaru télesa, nebo-li je GUmérna mife
nepravidelnosti objektu. Vyjadiuje do jaké miry se utvar lisi od klasického euklidovského
utvaru, ktery ma topologickou dimenzi celoCiselnou. Vypocet Hausdorff-Besicovitchovi
dimenze je mozné provadét rlznymi zpusoby. Jednim z piikladi fraktdlni dimenze je
kapacitni dimenze. Kapacitni (box counting) dimenze Dk dané mnoziny je zobecnénim pojmu
topologické dimenze nasledujicim zptisobem (Pokorny, 2008): Necht’ N(e) je nejmensi pocet
hyperkrychli¢ek C o hrané ¢ nutnych pro pokryti dané mnoziny. Napt. pro pokryti jednotkové

usecky tseckami o délce ¢ je tieba alespoil

1
N(¢g) = ; , (3.4.1)
téchto malych Gsedek. Rikdme, Ze Gisetka ma dimenzi 1. Pro pokryti jednotkového

¢tverce malymi ¢tverecky o délce hrany ¢ je tieba alesponl

N() = &j | (3.42)

tdchto malych Gtvereckil. Rikame, Ze Gtverec ma dimenzi 2. Pro pokryti jednotkové

krychle malymi krychlickami o délce hrany ¢ je tieba alespoil

3
N () =(%) , (3.4.3)

téchto malych krychligek. Rikdme, Ze krychle ma dimenzi 3. Kapacitni dimenze je
definovana jako exponent ve vztahu mezi nutnym poctem N malych e-hyperkrychlicek a

jejich hranou ¢

1 D
N(eg) = (—j =g P , (3.4.4)
£
tedy:
. InN(¢)
D=1
8|H]() In (c;_l ! (3.4.5)

Kapacitni dimenze je jiz redlné ¢islo. Pokud je neceloc¢iselna, pak se jednad o Hausdorff-
Besicovitchovu dimenzi. Necelociselna dimenze je jednou z nutnych, ale ne postacujicich,

podminek chaotickych systémti.
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Pojem fraktalni dimenze je mozné zobecnit a definovat zobecnénou fraktalni dimenzi g-
tého fadu zvanou Réneyiho dimenzi:
. 1 In Z M (C; )*
D, =lim
e01—(q In &
kde p je mira a Cj znadi j-tou e-hyperkrychlicku pokryvajici atraktor systému. Kapacitni

, (3.4.6)

dimenze Dk odpovida pro q = 0. Informaéni dimenze D) odpovida pro q—1 za pouziti

L Hospitalova pravidla:

zjﬂ(cj)lnﬂ(cj)

D, =D, =lim
[ 1= 00 Inet : (3.4.7)
Korela¢ni dimenze D¢ odpovida pro q = 2.
D = D, — lim 2,4
c 2= Ine , (3.4.8)

Pro samotné fraktaly ma atraktor klicovy vyznam a ve své podstaté by fraktaly nemohly
bez atraktort existovat. Atraktor je z hlediska fraktalu jeho limitou a ta je hromadnym bodem
(Hotat, 2008).

Pro fraktaly je typicka sob&podobnost, pfipadné sobépiibuznost. Sobépodobnost je
charakteristika tvaru objektl, kdy libovolna cast objektu ma tvar, ktery je podobny tvaru
téhoz objektu pfi jiném rozliSeni (zvétSeni nebo zmenseni). Sobépodobny proces muizeme
definovat nésledovng:

X(at)=a" X(t) (3.4.9)

kde a je kladna konstanta a H je Hurstiv koeficient sobépodobnosti nabyvajicich
hodnot 0 az 1. Oznageni H pak dal exponentu Mandelbrot (Mandelbrot et van Ness, 1968),
kde ho definoval nasledovné:

ol = j x2 f (x,t)dx = ct?"

—00

(3.4.10)

Dokonal4 sobépodobnost se vyskytuje pouze v matematice u fraktalli. V ptirodé neni
sobépodobnost presné geometrickd, ale musi se chdpat v pravdépodobnostnim smyslu: zméni-
li se méftitko zobrazeni, neboli Skala, objekt zistdva v pravdépodobnostnim smyslu totozny.
Sobépodobnost nebo 1épe sobépiibuznost nazyvame stav, kdy urcita ¢ast fraktalu je velmi

podobna, ne vSak zcela shodna s plivodnim motivem.
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Fraktalni dimenze je méfitkem hrubosti v n rozmérném prostoru a nabyva hodnot mezi
n a n+1. Cim vy$§i hodnota, tim véti hrubost. Hurstiiv koeficient je méfitkem perzistentnosti
v souladu s mocninnym zakonem. V zasadé jsou fraktalni dimenze a Hurstiv koeficient na
sob¢ nezavislé. Nicméné jsou tyto dva pojmy Uzce propojeny, coz plyne pravé ze zminované
sobépodobnosti, resp. sobépiibuznosti, které se vyskytuji u fraktalniho Gausova Sumu, nebo
fraktalniho Brownova pohybu. Lévy (1953) definuje fraktalni Browniiv pohyb pomoci

Riemann-Liouville fraktalniho integralu nasledovné:

_ 1 t H-0.5
By (1) = m!(t —s)" dB(s) (3.4.11)
kde I" je Gama funkce.
I(n)= _[ t"edt (3.4.12)
0

U sobépodobnostniho povrchu v n dimenzionalnim prostoru plati znama relace:

D=n+1-H (3.4.13)
Statisticka sob&épodobnost uruje vztahy mezi lokalnim a globalnim chovani, tedy mezi

fraktalni dimenzi a Hurstovym koeficientem.

Fraktaly je mozné dé€lit riznymi zplisoby, napt. podle algoritmu konstrukce fraktalu
(Hotat, 2008):
e IFS (Iteration Function System), ktery ke konstrukci pouziva transformaci, které
se cyklicky opakuji.
e TEA (Time Escape Algorithms). Tento algoritmus provadi iterace pro
uzivatelsky stanovené hranice a pro konstrukci vyuziva komplexni rovinu.
Piikladem IFS fraktalu muze byt tfeba Kochova (1904) kiivka (obr. 3.5). Konstrukce
tohoto typu fraktald je zaloZena na afinnich transformacich. Témito transformacemi se
rozumi: zmenSeni, rotace a posuv. V pfipadé¢ Kochovy vlocky je definovan inicidtor a
generator. Iniciator v tomto ptipad¢ piedstavuje tiseCku a generator je tvar, kterym se iniciator
nahradi. V tomto pfipadé je generatorem utvar vznikly vyjmutim prostiedni tfetiny a
nahrazenim této tfetiny dvéma useCkami délky jedné tfetiny. A tak se to opakuje do

nekonecna.

28



7
2-C'A
, P g %
i p 2\ {
\ y
L, - Ny v | P
At AL A A

Obr. 3.5. Kochova kiivka
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Pro fraktaly typu TEA je typické vyuziti komplexni roviny, kterd je definovana matici
komplexnich cisel. Jednotlivé body matice jsou brany jako vstupni hodnoty iterace.
Nejznaméjsim pirikladem této skupiny fraktali je Mandelbrotova mnozina, ktera je dana

vztahem:

z,=0
3.4.14
2,4 =2 +C ( )

kde ¢ je komplexni konstanta, které ptifadime posloupnost komplexnich ¢isel z,.

Obr. 3.6. Mandelbrotova mnozina (Beyer, 2015)

K zobrazeni vysledku vypoétll je ¢asto pouzivana barevna skala (obr. 3.6). Cerné plochy
obrazku tvofi mnoZinu bodu, kterd je fraktdlnim obrazcem. Ostatni barvy reprezentuji Casti,
které do mnoziny nepatii a zaCaly unikat do nekonecna po n¢kolika krocich. Barevna skala

tak reprezentuje, po kolika krocich se vypocet prerusi.
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3.5 Logistickd rovnice

Jednodimenzionalni diskrétni dynamické systémy jsou pomérné casto vyuzivany pro
modelovéani, nebot” jsou relativné jednoduché a jsou schopny demonstrovat komplexni
dynamiku. Matematické¢ vlastnosti jednodimenziondlniho dynamického systému jsou
dostatecné pochopitelné ve srovnani s vicedimenzionalnimi systémy.

Jednoparametrové, diskrétni, jednodimenzionalni zobrazeni f: R x R — R:

X =f(X,r) XeR, reR (3.5.1)
Necht’ x* je fixnim bod zobrazeni, tj. x*= f(x* r). Asymptoticka stabilita fixniho bodu

X* zavisi na sklonu zobrazeni f, fixni bod lezi mimo jednotkovy kruh

=|4| <1 (3.5.2)

df (x)
dx

Bifurkace, zména v kvantitativnim chovani zobrazeni mize nastat jenom, pokud vlastni
hodnota 4 nabyva hodnot +1 nebo -1.
Typickym ptikladem jednoduchého jednodimenzionalniho diskrétniho dynamického

systému, ktery mize byt chaoticky, je logisticka rovnice.

g = X (1= %) (3.5.3)

Logistickd rovnice byla vyuzivdna ptedevSim popula¢nimi biology, nebot’ se hodila
k simulacim vyvoje populace. Pii studiu tohoto modelu si May (1976) v§iml vyraznych zmén
vV chovani systému v zavislosti na parametru r. Bude-li parametr nizky, systém se ustali.
Pokud se parametr dale zvySuje, dojde k oscilaci mezi dvéma stavy. V pfipadé, ze je
prekroc¢ena hodnota fidiciho parametru 3,5699..., zacne se systém chovat chaoticky. PrestoZe

se jedna o velmi jednoduchou rovnici, mize generovat neskute¢nou slozitost (Obr. 3.7).
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Obr. 3.7. Bifurka¢ni diagram logistické rovnice (Boeing, 2016)
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Obr. 3.8. Logisticka mapa ve fazovém prostoru pro 50 hodnot fidiciho parametru r nabyvajici

hodnoty od 3,6 az 4 (Boeing, 2016)
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Detailni analyzu této rovnice provedl Feigenbaum (1978) a naSel pravidelnost —
méfitkovou strukturu, Skalovaci konstantu. Vypocital univerzalni konvergencni konstantu

chaosu, nazvanou Feigenbaumova konstanta:

S =1lim “1# = 4,669 201 609 102 990 671... (3.5.4)
N—o0 —
n

n-1

Jedna se o limitu poméru mezi naslednymi bifurkacemi li. Univerzalita Feigenbaumovy
konstanty neni absolutni, nybrz plati pouze pro uréitou skupinu zobrazeni. Konkrétné tato
konstanta plati pro vSechny jednohrbé zobrazeni typu ,parabola“ mezi néz patii napf.
logistické a trigonometrické zobrazeni. Zobecnénim logistické rovnice do komplexni roviny

dostaneme fraktalni mnozinu.

3.6 Lorenziiv model

Jak jiZz bylo pfedeslano v tivodu, vliv Lorenza (1963) na utvéfeni teorie chaosu byl
zasadni. Do té doby se vSeobecné vétilo, ze klasicka fyzika mize predpoveédét jakykoliv stav
vesmiru v budoucnosti. Védci se do té doby chybné domnivali, Ze malé chyba v pocatecnich
podminkach miize zplsobit jen malou zménu v budoucnosti. Lorenz (1963) ukazal, Ze i tato
mal4 zména mize vést k dramatickym zméndm v chovani systému.

Modelovani pocasi vychazi ze studia pfendSeni tepla v atmosféfe. Nasledujici popis,
pokud neni uvedeno jinak, vychazi z (Raidl, 2015), (Horék, et al., 2003), (Proksova, et. al.,
2007). Uplatiuji se zde tyto rozhodujici fyzikalni mechanismy: archimedovské vztlakové sily
a vnitini tfeni v tekuting. Ktery proces prevladne, zavisi na fyzikélnich vlastnostech tekutiny,
okrajovych podminkach a pfedevsim rozdilu teplot mezi spodni a svrchni vrstvou. V piipadé,
ze rozdil teplot je velky, dochazi k pfevaze vztlakovych sil a teplo je pfenaSeno piedevsim
konvekei. K nerovnovaznym déjim dochézi pii zahtivani kapaliny a nasledném konvekénim
proudéni uvniti kapaliny. Jednd se o tzv. Rayleigh-Bénardovi konvekci, kterou lze popsat
pomoci systému nelinearnich rovnic, vyjadiujicich v podstaté bilanci hmotnosti, hybnosti a
energie. Jedna se o zdkladni rovnice hydrodynamiky:

Navier-Stokesova rovnice:

% +(VWW)v = —in + WA + 9T

24 (3.6.1)
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rovnice kontinuity:

VWw=0 (3.6.2)
rovnice vedeni tepla:

oT

5 VT —(W)T +Q (3.6.3)

kde v je lokalni rychlost toku, v je kinematicka viskozita, po je objemova stfedni hustota
tekutiny, p je tlak, T je termodynamicka teplota. S¢itanec gfT je vyslednici vztlakové a
gravitaéni sily plisobici na jednotku hmotnosti; g je tthové zrychleni, k je koeficient tepelné
vodivosti, S je tepelna roztaznost a Q je tepelna funkce. Pii vyuziti Boussinesqovy
aproximace, ktera ptedstavuje zjednodusSeni piislusnych modelovych rovnic, kdy se zmény
hustoty vzduchu uvazuji pouze v tom c¢lenu rovnic, ktery piedstavuje archimedovské
vztlakové sily, zatimco jinak se hustota vzduchu povaZuje za konstantni veli¢inu. Resenim
této problematiky se zabyval Saltzman (1962), po kterém jsou pojmenovany rovnice. Tyto
rovnice pochazeji ze studia kapaliny konstantni hloubky H s teplotnim rozdilem horni a
spodni vrstvy T a linedrni zménou teploty. V piipad¢, Ze nedochazi ke zméndm v ose y; maji

Saltzmanovy rovnice tvar:

2
ot 0(X,2) OX
2(9 _ Oy, 9) N AT Oy 20 (3.6.4)

ot o(x,2) H ox

kde v je proudova funkce pro dvoudimenzionalni rychlost proudéni, 6 je teplotni
odchylka od rovnovazného stavu a @, & v, k jsou konstanty gravitacniho zrychleni,
koeficientu teplotni roztaznosti, kinetické viskozity a tepelné vodivosti.

Reseni ve tvaru Fourierovy fady v bezrozmémych jednotkach (Saltzman, 1962):

x

= (m . n .\
wi(x.z.t)= Z Z ¥(m.n.t )exp{EJrHl[Ex +2HZ ] |

M=—0 H=—X

x

6(x.z.1)= > Z@(m:n::*)exp EFTHi(E.‘C*-I- " z]|

M=—"20 H=—E \, L EH
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Lorenz (1963) vychézi ze Saltzmanovych rovnic konvekce a uvazuje pouze prvni ¢leny

feSeni Fourierovy fady:

X —o(X +Y)
T
or =—XZ+rX-Y
or (3.6.6)
oz =-XY -bZ
ot

V systému se nachazeji ti1 casové proménné: X odpovida intenzité¢ konvektivnich toka
(je umérna uhlové rychlosti rotace konvektivni buiiky v tekutin€), Y udéava teplotni rozdil
mezi stoupajici a klesajici kapalinou a Z je imérna odchylce vertikalniho teplotniho profilu od
linearity. Proménné X a Y odpovidaji ¢lenim Fourierova rozvoje teploty.

Kde t je bezrozmérny Cas, o=v/k je Prandtlovo ¢islo, b udava miru disipace a r je

redukované Rayleighovo ¢islo Ra, které je vztazeno ke své kritické hodnoté Rax.

2
7[2(1+(2|L_|j )k
r= 2 t (3.6.7)
ot
1_|_ (ZH]
L (3.6.8)
3
R, = SgH AT (3.6.9)
kv

Lorenziv matematicky model zachycuje zékladni vlastnosti konvektivniho proudéni v
atmosfére, kterd je zahtivana povrchem ze spodu a ochlazovana svrchu. Vznika tak rotacni
pohyb &astic vzduchu, kdy ohtata Castice stoupd, tim se ochlazuje a zacne klesat, aby se opét
zahtala a stoupala. Tento jev je znamy jako Rayleighova-Bénardova nestabilita (Uruba,
2009).

Chovani Lorenzova systému je velice slozité (Obr. 3.9). Obvyklé parametry pro
atmosférické podminky se uvazuji 6=10 a b=83 a parametr r je proménny. Pro hodnoty r < 1
se ustali stacionarni stav bez konvekce. VSechny trajektorie ve stavovém prostoru skonci

V pevném nulovém bodé¢ bez ohledu na poc¢atecni podminky. V intervalu hodnot 1 < r < 1,346
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za¢ne nulovy bod ztracet stabilitu a odpuzovat trajektorie, ale v systému jsou nova stacionarni
feSeni (pevné body) C* a C". V tomto piipadé se jedna o ustalenou konvekci s neproménnymi
konvektivnimi utvary. V intervalu hodnot 1,346 < r < 24,74 se v systému vyskytuji tzv.
spirdlni pevné body. Pro hodnoty r > 24,74 se objevuje legendarni chaoticky atraktor ve tvaru
motylich kiidel. Nutno poznamenat, Ze i v oblasti pro hodnoty r > 24,74 dochazi k vyskytu

periodickych oblasti napt. pro r = 475.

20

Obr. 3.9. Lorenzuv atraktor
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3.7 Perspektivy teorie chaosu

KdyzZ si poprvé Lorenz (1963) vsiml rozdilu pii simulaci pocasi, ani netusil, o jak
revoluéni objev se jedna. Malé zmény v pocatecnich podminkach nelinedrniho dynamického
systému mohou vyvolat velké zmény v budoucnosti. Do této doby se védci domnivali, ze
mala odchylka zpusobi pouze malou zménu v predpovédi. Determinizmus a predikovatelnost
byly v podstaté pokladany za totéz. Teorie chaosu si vynutila zménu V uvazovani védcu a
mysliteld. Matematicky dikaz existence deterministického chaosu v Lorenzové modelu je
nezvratny. Pomoci teorie chaosu doslo k vysvétleni mnoha ,,podivnych® jevi, které se obCas
ptihodily ve stavech daleko od rovnovahy. Podle teorie chaosu se mohou i jednoduché
systémy projevovat slozité. Na druhé stran€ existuje teorie komplexity, podle které se slozité
systémy mohou chovat emergentné. Emergence znamena spontanni vznik makroskopickych
vlastnosti a struktur slozitych systémd, které nejsou jasn¢ viditelné z vlastnosti jednotlivych
¢asti. Emergence je typickou vlastnosti vSech systémi, vyrazna je u komplexnich systémii.
Chaotické systémy jsou jistym typem komplexniho systému. Teorie chaosu a teorie
komplexity, slozitost a jednoduchost jsou v podstaté dvé strany téze mince. To Ze spolu obé
teorie Uizce souviseji, je dano skutecnosti, ze patii do teorie nelinearni dynamiky. Stewart
(2009) popisuje ve svétle teorie komplexity burzovni krach jako emergentni odpovéd
sloZitého penézniho systému na akce jednotlivych investorii. Nikdo z téchto investort krach
nemuiZe piivodit a ani si pravdépodobné nepieje. Vzajemna plisobeni téchto investord se ubira
podél jisté nelinedrni dynamické trajektorie, jejich reakce se posiluji a krach burzy je

nevyhnutelny.
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4 Teorie chaosu v ekonomii

Teorie chaosu zpiisobila zménu uvazovani védcl a mysliteld v mnoha védeckych
disciplinach, véetn¢ ekonomu. Dalo by se predpokladat, ze teorie chaosu je ptimo urcena pro
popis ekonomickych systémti. Mnoho védcti se snazilo hloubé&ji prozkoumat chaos
v ekonomickych fadach. Na rozdil od exaktnich pfirodnich jevii je v ekonomii a jinych
Ekonomové zde narazeji na celou fadu problému. V makroekonomii je to ptedevsim problém
nedostatecného mnozstvi dat v odpovidajici kvalit€¢. S jinymi problémy se setkavaji
obchodnici na finan¢nich trzich. Stim pak souvisi 1 provazanost finan¢nich trhi a
makroekonomie. Z téchto divodu je ziejmé, ze v ekonomickych systémech mnohdy neni
mozné aplikovat stejné metody vyzkumu jako u exaktnich véd a pokud ano, tak s nejvyssi
obezietnosti. Problémem je, Ze nizkodimenziondlni chaos je obtizné detekovat a
vicedimenzionalni chaos je podobny nahodnému procesu. Mnoho ekonomu pfedpoklada, ze
nizkodimenzionalni chaos se v ekonomii objevuje vyjimecné a hodi se jen pro teoretické
uvahy. Vzacna detekce nizkodimenzionalniho chaosu v ekonomickych fadach je zaptic¢inéna
kontaminaci bilym Sumem a tvaii se jako vicedimenzionalni chaos. To ale neznamena, Ze
nizkodimenzionalni chaos neexistuje.

Nezavisle na typu zkoumaného objektu je mozné se zabyvat dvéma ptistupy. Prvnim
Z nich je vytvoreni teoretického modelu ekonomického systému, analyzovat ho a nésledné
porovnat srealnymi daty. Druhy pfistup pfedstavuje samotna analyza casovych fad
generovanych zkoumanym systémem a nalezeni néjaké skryté zakonitosti. Oba piistupy se
muzou kombinovat a ovliviiovat za Gcelem vytvoreni vérohodné prognézy. Prvni pfistup se
spiSe vyuziva v makroekonomii a druhy pfedevsim na finan¢nich trzich.
ukolt matematiky tohoto stoleti. Konkrétn€ se jedna o 8. problém zabyvajici se rozsifeni
matematického modelu vieobecné teorie rovnovahy, ktery by zahrnoval cenové upravy. Tento
problém neni ¢ist¢ matematicky, ale lezi na rozhrani ekonomiky a matematiky. K dispozici je
jiz (staticka) teorie rovnovaznych cen v ekonomice vybudovana Walras (1874) a pevné

ukotvena v praci Arrow et Debreu (1954).
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4.1 Chaos v ekonomickych ¢asovych raddch

Hlavnim problémem je samotna detekce chaosu v ekonomickych ¢asovych tadach. Z
empirického hlediska je obtizné rozliSit mezi zménou vyvolanou ndhodou a endogennimi
kolisanimi zptsobenymi nelinearitami mezi hospodatrskymi agregaty. V tivodu byla teoreticky
diskutovana otazka stochastického a deterministického chovani. Cisté stochastickd Easova
fada neumoznuje piedvidani budoucich vysledkd. Chaotické fady jsou deterministické, ale
dlouhodoba ptedpovéd je také nemoznd, nicméné kratkodoba miize byt uzite¢nd. Byla
vyvinuta cela fada metod pro detekci chaosu, ale pouze nékteré jsou vhodné i pro ekonomické
Casové fady, protoze existuje celd fada problémi. Pro ziskani spolehlivych vysledka je
zapotiebi velkych datovych souborti. Mnozstvi a kvalita dat jsou zasadni pro jejich aplikaci v
empirické ekonomické analyze. Zejména testovani casovych fad makroekonomickych
ukazateld jsou obecné provazeny s urcitou nedtvérou. Byly zaznamenany presvédcivé dikazy
nelinearit, ale relativné slabé dtkazy o pfitomnosti chaosu v casovych fadach
makroekonomickych ukazateld. To je zpisobeno nedostate¢nym mnozstvim dat a vysokou
hladinou Sumu u vétSiny ¢asovych fad makroekonomickych ukazatelti. Dalsi problém spociva
v agregaci ¢asovych tad prichazejici ze systému, jehoz dynamika a méfici sondy se mohou v
priabéhu ¢asu ménit. Na rozdil od laboratornich experimentii, kde lze snadno ziskat velké
mnozstvi dat, ekonomické Casové fady se skladaji z mési¢nich, ctvrtletnich nebo roc¢nich
udajii, s vyjimkou nékterych finan¢nich Casovych tad. Pravé financ¢ni ¢asové tady jsou
dobrym kandidatem pro analyzu chaotického chovani. Jsou k dispozici v dostate¢ném
mnozstvi, ale pofad je tu otazka kvality dat. Pro analyzu ekonomickych ¢asovych fad jsou
nutné metody, které pracuji s malymi soubory dat a jsou robustni proti Sumu. Z téchto diivodi
byly vyvinuty nelinearni metody analyzy casovych fad vyuzitelné také v ekonomii napf.
Abarbabel et al. (1993), Farmer et Sidorowich (1987), Fraser et Swinney (1986), Hegger et al.
(1999), Henry et al. (2001), Kantz et Schreiber (2004), Kennel et al. (1992), Packard et al.
(1980), Schreiber (1999) etc. Pravé analyza Casovych fad z hlediska fraktalni geometrie a
teorie chaosu, muze odhalit nové poznatky. Kristoufek et Vosvrda (2013, 2014) vyvinuli
novou metodu méfeni efektivnosti kapitalovych a komoditnich trhii zalozenou na dlouhodobé
1 kratkodobé paméti. Elliott et al. (1948) piisel s technickou analyzou zalozenou na fraktalech

a Fibonacciho ¢iselné radé.
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4.2 Chaos v makroekonomii

Ekonomii Ize chapat jako velky otevieny systém, ktery je ovliviiovan celou fadou
fluktuaci a zasaht jak wvnitfnich tak wvnéjSich. V minulosti bylo pfedmétem zkoumani
ekonomtl chovani tohoto systému v blizkosti rovnovazného stavu. V rovnovazném stavu se
systétm chova ,ukdznéné“ a do jist¢ miry predvidatelné. Pokud je systém vychylen
Z rovnovazného stavu, mize dojit k zesileni vychylky a systém mize nabyvat zcela novych
stavil.

V soucasné dynamické ekonomické teorii existuji dva dulezité proudy. Pfevladajicim
proudem je model celkové dynamické stochastické rovnovahy. Jeho pievaha je zajisténa
institucionalné, nebot’ fada centralnich bank tyto modely pouzivé pro realizaci své ménové
politiky. Tyto modely se prosazuji s diskutabilnim tspéchem a tak zejména v posledni dobé
jejich kritika nartsta. Druhym proudem, ktery se neprosazuje s takovou vehemenci jako
modely celkové dynamické rovnovahy, jsou nelinearni dynamické makroekonomické modely.
Urcitou piekazku v jejich aplikacich je ve zna¢né matematické naroc¢nosti téchto modelt,
nicméné s nartistem vykonl pocitact je tato prekazka pomalu odstrafiovana. Jejich nejvétsi
prednosti je (i pii relativné jednoduché nelinearni struktuie) schopnost generovani slozité
dynamiky ekonomickych veli¢in, kterou lze charakterizovat jako nelinearni neperiodické
oscilace, tedy vlastnost, kterou maji ekonomické ¢asové fady.

Teorie chaosu znamenala vyznamnou zménu v uvaZzovani makroekonomickych
teoretikii. Teorie chaosu stimuluje hledani mechanizmi, které generuji pozorované ukazy
Vv realité, a minimalizuje roli exogennich Sokt. V tomto smyslu by to mohlo znamenat posun
ve vysvétleni ekonomickych jevu, jako jsou vykyvy, nestabilita, recese a krize. To podtrhla
prikopnicka prace Benhadib et Day (1981), kterd poukazala na potencidlni uziteCnost teorie
chaosu a jejich nastroji pro analyzu ekonomickych jevii. Nasledné byla zjisténa pritomnost
chaotické dynamiky v mnoha standardnich makroekonomickych modelech. Hommes (1991)
predstavil chaos v modelech Hicksova typu se zpozdénim v investicich a spotiebé¢. Chiarella
(1990) ukazuje novy pohled na teorii endogennich cykll ve svétle chaosu a zarovei predstavil
obecnou nelinedrni nabidkovou funkci v tradiénim pavuéinovém modelu, ktery obsahuje
rezim zdvojovani period i chaos. Spole¢nym znakem vétSiny téchto modelt je, ze nelinearni

dynamika ma tendenci vznikat v disledku uvolnéni predpokladi vSeobecné rovnovahy.
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4,2.1 Gabishiv model

Gabischiv model (Gabisch, 1984) je jednim 2z nejjednodussich chaotickych
ekonomickych modelt, jenz je zalozen na vzajemné vazbé mezi akcelerdtorem a
multiplikatorem. Tento model je odvozen z ptivodniho Samuelsonova modelu akceleratoru-
multiplikdtoru a je velmi podobny Hicksovu modelu. Zatimco investice u Samuelsonova
modelu jsou funkci spotieby 1+=k(Ct - Ct.1), u Gabischova a Hicksiiv modelu jsou investice
funkci hrubého narodniho produktu It = K(Yt - Y1) (Nusse et Hommes, 1990). Model zaloZzeny

na nelinearnich diferen¢nich rovnicich je mozné napsat nasledovné:

Yt = Ct + It (421)
It = k(Yt + Yt—l)’ k > 1 (4.2.2)
Ct = C(Yt_l)a, a = 1 ) O <c< 1 (4.2.3)

kde Y je hruby narodni produkt, C spotieba a I investice. PO dosazeni uvedenych rovnic

do jedné:

_ Yt(k—CYta_l)

Vg = T (4.2.4)

Gabischiv model je tedy dan nelinearni diferen¢ni rovnici:

Xep1 = G(x¢) (4.2.5)
G se nazyva Gabischovym zobrazenim. Necht je dano tiiparametrické zobrazeni

G(x;o,k,C):

x(k—cx®1)

G(x;a,k,c) = — (4.2.6)
Gabischovo zobrazeni G mé jeden nestabilni fixni bod nula a druhy fixni bod je
1
x = (3 ) (4.2.7)
Gabisch dale ve své praci dokézal, Ze pokud
a 1 -1
k=@+aaﬁ_ama), (4.2.8)

pak existuje periodicka orbita s periodou tfi, coz je chaos ve smyslu Li a Yorka. Obecné
Li-Yorktv teorém dokazuje, ze zobrazeni f je chaotické, pokud existuje periodicky bod
s periodou vétsi nez druhého fadu (Li et York, 1975).

Gabischliv model je mozn¢ déle rozsifit:

I = k(Y, + Yo, k>1 (4.2.10)
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Ct = C(Yt—l - T)(X, a = 1 ) 0<c<1 (4211)

Po dosazenim uvedenych rovnic do jedné:

Fyy = BTG (4.2.12)
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Obr. 4.1. Bifurka¢ni diagram ¢asti Gabischovy mapy v zavislosti na parametru k, kde (a=1,1;
¢=0,8; x0=0,3)

K{iz (2014b) porovnava Gabishiiv model s vysledky HDP v Ceské republice. Porovnani
je zaloZzeno na predpokladu, ze hledana funkce bude kubickou rovnici s jednim nulovym

kofenem S chaotickym projevem.

Yerr = Ye(ayi — B) (4.2.13)
Nasleduje jeji porovnani se zakladni verzi Gabischova modelu. Gabischiiv model

obsahuje tfi parametry (k, a, ¢). Z prvni restrikce, tykajici se chaotického chovani plyne, ze
Kk je dané rovnici (4.2.8). Z druhého predpokladu, kubicka funkce s jednim nulovym kofenem,
plyne, ze o musi byt 3. Je zde soulad s teorii, nebot’ Gabischovo zobrazeni méa vzdy jeden
nestabilni fixni bod roven 0. Vysledna rovnice vznikne dosazenim uvedenych ptedpoklad do

Gabischova modelu (4.2.4):

3 3v3-2
Yerr = Ve (5\/5 - cytz) (4.2.14)
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a

Obr. 4.2. Bifurka¢ni diagram ¢asti Gabischovy mapy v zavislosti na parametru o, kde
(k=1,05; ¢=0,8; x0=0,3)

Gabischiiv model je svou jednoduchosti spiSe vhodny pro uvod do této problematiky,
nez k redlnym simulacim. Problém spociva ve volbé parametru spotiebni funkce, kde
chaotické chovani vyzaduje, aby mocninna spotiebni funkce méla mocninu vyssi nez jedna,
coz odporuje ekonomické zkuSenosti. Podstatou Gabischova modelu je rovnice s podobnymi
vlastnostmi jako logisticka rovnice, ktera jiz byla detailn&ji popsana. Neni bez zajimavosti, ze
z mnoha podobnych ekonomickych diskrétnich model vyplyne pravé logisticka rovnice. A
neni bez zajimavosti, ze v mnoha redlnych systémech dochéazi k sérii zdvojovani period
podobné jako u logistické rovnice. Feigenbaum (1983) uspésné aplikoval logistické zobrazeni
pii studiu turbulenci. Ale cekat, Ze pomoci matematické analyzy bude mozné z Navier-

Stokesovych rovnic odvodit logistické zobrazeni, je opravdu piehnané (Steward, 2009).
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4,2.2 Kaldoriuv model

Autorem tohoto modelu je jeden ze zakladatelt postkeynesianstvi a zaroven jeden
z nejvyznamnéjSich osobnosti ekonomie Nicholas Kaldor. Kaldor ovlivnén Keynesovou
(1936) teorii se pokousel vysvétlit existenci cykli v ekonomice. Hospodarské cykly jsou v
makroekonomii uzce spjaty s investicnimi vykyvy. Makroekonomické teorie endogenniho
cyklu je mozné vysvétlit dvéma zptisoby. Je to zpiisobené bud’ zpozdénim mezi investi¢nim
rozhodnutim a realizaci investic, nebo nelinearitami v investicni funkci (Kodera et al. 2012).
Podle Keynese (1936) by méla ekonomika dosahnout rovnovahy, pokud jsou si hladina uspor
a investic rovny, ale takové rovnovahy nejsou pozorovany v realném svété. To se Kaldor
(1940) pokusil vysvétlit pomoci nelinedrnich zavislosti investic a Gspor. Investi¢ni ptilezitosti
jsou saturovany vysokou aktivitou (tj. jsou pfijimany vSechny individudlni investice a tudiz
jsou vyssi ndklady a vyssi investiéni riziko) a naopak nizkéd aktivita investic je dusledek
nizkého ocekavani trzeb. To vede k sigmoidalni zavislosti. Kaldor(1940) ukazuje, Ze I(t) a

S(t) nemohou byt obé& zaroven linearni a je pravdépodobné, Ze jsou nelinearni ob&. Pro vznik

endogenniho cyklu vSak staci, kdyz je nelinearni jen jedna z nich.

> Y

Obr. 4.3. Zavislost investic a tspor na aktivité (realném produktu) v Kalodorové modelu.
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Kaldorova originalni idea je zalozena na analyze vyvoje vyroby a tvorby kapitalu.
Kaldortiv model obchodniho cyklu je jednim z prvnich nelinearnich modelti makroekonomie.
Prestoze Kaldoriiv model je pomérné¢ jednoduchy, mize byt vhodnym prototypem pro

vvvvvv

model je prototypem modelu nelinearni dynamické ekonomie. Kaldortiv model je slozen ze

dvou rovnic.
DO a1 .k ) -0 0. K ) (4.2.15)
O”;—t(t) =1(Y (t), K(t)) - K(t) (4.2.16)

kde Y(t) je realny produkt, K(t) kapital, 1(Y)t),K(t)) jsou investice, které jsou rostouci
funkei produkce a klesajici funkci kapitalu. Parametr a je kladny. Malé hodnoty parametru o
zna¢i pomalou reakci firem na nerovnovahu zptsobenou bud’ jejich vysokou averzi k riziku,
nebo monopolizaci trhu. Uspory S(Y(t),K(t)) jsou rostouci funkci produkce a kapitalu, & zna&i
stupen depreciace.

Systém (4.9, 4.10) je mozné ve staciondrnim bod¢ (Y*,K*) linearizovat pomoci

Taylorova rozvoje a ziskat Jacobiho matici:

a(ly =S a(l, =S
J:( (Il =8,) a(l K)j w21y
Iy I -0
s determinantem
detd =a(ly, =S, )(Ix — &) —aly (I« —Sk) (4.2.18)
a stopou
trd =a(ly =Sy )+ (I« — &) (4.2.19)
Vlastni ¢isla tohoto linedrniho modelu jsou:
trd ++/(trd)? —4detJ
o= (t) (4.2.20)

2
Rovnovéha je asymptoticky stabilni, pokud jsou redlné ¢asti vlastnich Cisel negativni.

Detailngjsi analyzu modelu provedl napt. Lorenz (1993). V souladu s Poicaré-Bendixonovym
teorémem model vykazuje limitni cyklus - neexistuje jeden rovnovazny bod, ale model
neustale osciluje. Amplitudy cyklu rostou s rostoucim parametrem a. Existuji dvé stabilni
rovnovahy vlevo a vpravo a jedna nestabilni rovnovaha uprostied (obr. 4.3). Pfedpoklada se,

Ze normalni uroven vystupu je nékde kolem prostfedniho bodu.
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Obr. 4.4. Fazovy portrét Kaldorova modelu ekonomického cyklu (Yamagata, 2016)

Diskrétni Kaldoriiv model je mozné ziskat nahrazenim diferencidlniho operatoru d/dt
operatorem diferen¢nim A:

Yea = a1, Ko =S¥, K+ Y, (4.2.21)
Kea = (Y, K )+ A= 8)K, (4.2.22)
Nahrazeni diferencialniho operatoru d/dt operatorem diferencnim A Vv Kaldoroveé

modelu zplsobi kvantitativné rozdilné chovani. Binter et Vacha (2005) provedli ve svém
modifikovaném diskrétnim Kaldorovu modelu bifurkacni analyzu a poukazali na celou skalu
bifurkaci.

Szydtowski et Krawiec (2001) analyzuji Kaldor-Kaleckého model (4.15,4.16). Model
pracuje s ¢asovym zpozdénim T v investiénich procesech. Je zde ukazano, Ze existuje

Hopfova bifurkace vedouci k limitnimu cyklu.

% —all(Y (). K ()= S(Y (O, K] (4.2.23)
% 1Y (E=T), K ()= K () (4.2.24)

Akhmet et al. (2014) prokazali v modifikovaném Kaldor-Kaleckém modelu s exogenimi

Soky deterministicky chaos.
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5 Metodika detekce deterministického chaosu

Cilem této kapitoly je stanoveni metodiky detekce deterministického chasu a uvést
zakladni chaotické deskriptory vhodné k posouzeni miry ztraty informace, nelinearity a
chaoti¢nosti. Zaroven popsat algoritmy vyuzité pro samotny odhad téchto deskriptort. Pii
analyze dynamickych systému je dilezité urcit invarianty systému. Pro linedrni systémy je
invariantem Fourierova frekvence. Pro chaotické systémy je typicka Sirokopasmova
Fourierova frekvence, ktera je vsak pro popis chaotického systému nevhodna.

Na prvni pohled je tézké rozlisit, zda zkoumana data jsou stochastickd nebo vznikla
deterministicky chaotickym procesem. Pro popis chaotickych systému se pouzivaji dva typy
deskriptorti. Prvni davaji informaci o geometrické struktute trajektorii ve fazovém prostoru a
ptredstavitelem jsou fraktalni dimenze (Hausdorffova, informacni, korela¢ni atd.). Druha
skupina deskriptorti popisuje dynamiku dané¢ho systému. Nejvyznamnéjsi jsou Ljapunovovy
exponenty popisujici dynamiku vyvoje blizkych trajektorii ve fazovém prostoru. Gilmore
(1993) klasifikuje metody pouzivané v analyze asovych fad pro detekci chaosu na metrické,
dynamické a topologické. Metrické metody jsou zalozeny na vypoctu vzdalenosti v atraktoru
systému a zahrnuji vypocet korela¢ni dimenze. Dynamické metody jsou zaloZeny na vypoctu
rozbihavosti drah dynamického systému v Case na zdklad€ odhadu Ljapunovovych exponent.
Topologické metody jsou charakterizovany studiem organizace atraktoru a hlavnim
predstavitelem této metody je rekurentni analyza. V této praci jsou vyuzity metrické,

dynamické i topologické metody.

5.1 Uprava ¢asovych rad

Prvnim krokem je posoudit zda se jedna o vhodnou €asovou fadu z riznych hledisek.
Mnohdy se stava, ze u redlnych dat n¢které hodnoty chybé&ji a pro ucely dalSich analyz je
nutné se s tim vyrovnat. Mnohdy se je nutné doplnit chybé&jici hodnoty. Doplnéné hodnoty
samoziejm¢ nejsou plnohodnotné a jejich velky pocet snizuje vérohodnost nésledujicich
analyz. Obecné jsou doporucovany nasledujici postupy:

e Ignorovani chybéjicich dat. Nelze vétSinou doporucit u ekonomickych casovych fad.

e Nahrazeni chybéjicich hodnot nulami. Vhodné pouze v ptipadech, kdy je primér
casove fady roven nule.

e Nahrazeni chybéjici hodnoty néjakou centrdlni charakteristikou souboru dat nebo

pouze okolnich bodl. Nejc€astéji je pouzivan aritmeticky primeér nebo median.
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e Nahrazeni chybé&jicich hodnot linearni interpolaci mezi sousednimi body. Vhodné
pro fady vykazujici vyraznou setrvacnost.

e Nahrazeni chyb¢jicich hodnot trendem celého souboru ziskaného regresi vhodné
kiivky

e Nahrazeni chybéjicich hodnot odhadem zalozenym na zndmém ¢i odhadnutém
modelu chovani procesu.

Redlné ekonomické fady mohou obsahovat celou Skédlu Sumi. Existuje mnoho studii
zabyvajici se Gpravou a hlavné detrendovanim ekonomickych ¢asovych fad viz napi. Hodrick
et Prescott (1997) nebo Nelson et Plosser (1982). Je nutné si uvédomit, Ze jakykoliv zasah
muze ovlivnit charakter ptivodni fady. Pro analyzu z hlediska teorie chaosu je vhodné co
nejméné zasahovat do pivodni casové fady. Pokud to pouzitd metodika nevyzaduje, do

originalnich ¢asovych fad se nezasahuje.

5.1.1 Miry dynamiky

Nékdy je vhodnéjsi nez samotna analyza ptivodni Casové fady, analyzovat ¢asovou fadu
odvozenou z ptavodni ¢asové fady. Pro ucely zkoumani deterministického chaosu je vhodné
analyzovani tzv. mér dynamiky, které ndm umoznuji charakterizovat zdkladni rysy "chovani"

Casovych fad. Pro ¢asovou fadu y,, t =1, ..., T jsou definovéany nasledujici miry dynamiky:
Absolutni ptirastek (prvni diference)

AV =Y =Y 1=23..,T, (5.1.1)
Druha diference a analogicky diference vysSich fadt

Ny, =AY, - Ny, t=34,.T, (5.1.2)

Relativni ptirastek

AY: _ Yi =Y y
o =—>2t=2t 2 _Jt 1 ¢t=23 T 5.1.3
t Yiq Yia Yiq ’ 6.13)
Koeficient riistu (tempo ristu)
y
k,=—t t=23..,T ’ (5.1.4)

rastu

: (5.1.5)
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5.2 Klasicka analyza ¢asovych rad

Hlavnim cilem analyzy casovych fad je pochopeni mechanizmu, na jehoz zéakladé
vznikaji ptislusné hodnoty ¢asové fady. Ekonomickou ¢asovou fadou se rozumi fada Yyt pro t
=1, 2, ..., T hodnot jistého vécné a prostorové vymezeného ukazatele, ktera je usporadana v
Case smérem od minulosti do pfitomnosti. Existuje n€kolik zékladnich metod a postupti pfi

analyze ¢asovych fad.

5.2.1 Dekompozice ¢asové Fady

Klasicka analyza ekonomickych Casovych tfad vychazi z predpokladu, ze ¢asovou fadu
yrprot =1, 2, ..., T je mozné rozlozit na Ctyfi slozky: trendovou, cyklickou, sezonni a
nesystematickou (Artl et al., 2002).

Trendova slozka (Tt) vyjadiuje dlouhodobou tendenci vyvoje zkoumaného jevu. Je
vysledkem dlouhodobych procesii piisobicich stejnym smérem.

Cyklicka slozka (Ct) vyjadiuje kolisani okolo trendu, ve kterém se stfidaji faze ristu a
poklesu. Jednotlivé cykly (periody) se vytvareji za obdobi del$i nez jeden rok a maji
nepravidelny charakter, tj. riznou délku a amplitudu. Cykly jsou v ekonomickych ¢asovych
fadéach zplisobeny ekonomickymi a neekonomickymi faktory.

Sezonni slozka (St) vyjadfuje pravidelné kolisani okolo trendu v ramci kalendainiho
roku. Sezénni vykyvy se opakuji kazdorocné ve stejnych obdobich (délka periody je jeden
rok) a vznikaji v dusledku stfidani ro¢nich obdobi nebo vlivem rlGznych
institucionalizovanych zvykd, jako jsou napt. svatky, dovolené apod.

Nesystematickd slozka (et) vyjadfuje nahodilé a jiné nesystematické vykyvy, ale také
chyby méfeni apod. Nesystematickd slozka je prakticky pfitomna ve vSech redlnych
ekonomickych fadach.

Samotna dekompozice mize byt aditivni:
Ye =T +C +5; +e, (5.2.1)
nebo multiplikativni:

Yy =T,CiSiey, (5.2.2)

Pro analyzy z hlediska teorie chaosu je zasadni ptitomnost trendu. Artl et al. (2002)
uvadi, ze trend v ¢asovych fadach je mozné popsat pomoci trendovych funkci a klouzavych
primért nebo klouzavych mediani. Modelovani trendu pomoci trendovych funkci se

pouziva, pokud vyvoj Casové fady odpovida urcité funkci ¢asu napt. linedrni, kvadratické,
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exponencialni, S-kiivky apod. Modelovéni trendu pomoci klouzavych priimérti nebo pomoci
klouzavych mediant se pouziva, je-li vyvoj fady v disledku silného vlivu nesystematické
slozky nerovnomérny, nebo ma extrémni hodnoty.
Pfi modelovani trendu pomoci trendovych funkci se vychazi z nasledujicich
predpokladi.
a) Casova fada ytprot =1, 2, ..., T je fadou uspofadanych hodnot v &ase t, které
ziskame méfenim urcitého ukazatele ve stejné dlouhych ¢asovych intervalech t.
b) Casovou faduy:prot=1,2, ..., T je moZno zapsat ve tvaru:
i =i +&, (5.2.3)
C) V analyze Casovych tfad je model Y funkci Casu t, tj. Y¢ = f(t). Pokud se jedna o
¢asovou fadu pouze s trendovou slozkou, potom Yt vyjadiuje model trendu Tt v Case
t.
Yy =Y +e =T +e, (5.2.4)
kde:
Tt je systematicka slozka a pfedstavuje deterministicky trend, ktery lze vyjadrit
matematickou funkci casové proménné t,
et je nesystematicka slozka s vlastnostmi procesu bilého Sumu, coZz znamena, Ze v

kazdém case t, plati

E(e,) =0, D(e,)=0cZ, cov(e_,,e)=0, & =N(0,67), (5.2.5)

5.2.2 Box-Jenkinsova metodologie

Pti dekompozici casovych fad se nesystematickd slozka e uvazuje jako stochastickd a
dale se jiz neanalyzuje. Ve skutecnosti vSak také v nesystematické (rezidudlni) slozce existuji
jisté systemati¢nosti, jez jsou vyznamné, a je proto nutné se jimi zabyvat. Box et Jenkins
(1970) vypracovali metodologii, kterd je zaloZena na mysSlence, Ze Casova fada mulZe byt
chapéna jako tada stochastického charakteru. Na jejim zakladé€ 1ze modelovat systemati¢nosti
v rezidudlni slozce. Na druhé stran¢ je mozné kazdou Casovou fadu chépat jako realizaci
stochastického procesu a Box-Jenkinsonova metodologie se stava relativné samostatnym
pfistupem k analyze ¢asovych fad.

Podle Artl et al. (2002) 1ze ¢asovou fadu chapat jako realizaci stochastického procesu.
Stochasticky proces je v Case uspofadana fada nahodnych veli¢in {y(s,t), SES, teT}, kde S je
vybérovy prostor a T je indexni fada. Pro kazdé teT je y(.,t) ndhodna veli¢ina definovana na

vybérovém prostoru S. Pro kazdé SES je y(s,.) realizace stochastického procesu definovana na
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indexni fad¢€ T, tj. usporddana tada Cisel, z nichz kazd¢ odpovida jedné hodnot¢ indexni fady.
Déle se predpoklada, ze indexni tada je tfadou celych ¢&isel, tj. T = {0, 1, £2, ...}. U
stochastického procesu je dana:

Stfedni hodnota

e =E(Yy), (5.2.6)
Rozptyl

o't =D(y,) = E(Y, — 14)°, (5.2.7)
Autokovarianéni funkce

Tis = COV(Yy, Yrk) = E[(yt — 1) (Ve — ,Utfk)], (5.2.8)
Autokorelac¢ni funkce
ooV, Vi) . Vi Tk c0g

ts — - - , L.
\/D(yt)D(yt—k) \/7/t,t7/t—k,t—k \/Gidik’tik ( )

Stochasticky proces je slabé stacionarni resp. stacionarni v kovariancich, plati-li @ = g,
c? = ¢ pro viechna t a kovarianéni a koreladni funkce zavisi pouze na ¢asové vzdalenosti
nahodnych veliin, tj. ik = Yt+kt = Yk @ Ptk = Pr+kt = prk = .., -1, 0, 1, ... .

Autokorelacni funkce (ACF) podava informaci o sile linearni zavislosti mezi veli¢inami
Yt a Yik. Korelace mezi ndhodnymi veli¢inami yt a yt-k vSak miize byt zplsobena jejich
korelaci s veli¢inami Yi1 Yt2 ..., Yek+1. Parcidlni autokorelacni funkce (PACF) podava
informaci o korelaci veli€in Yt a yek o€iSténou o vliv veli¢in lezicich mezi nimi. Parcidlni
autokorelaci se zpozdénim k vyjadfuje parcialni regresni koeficient gk Vv autoregresi k-tého
fadu
Yt = PuaYea + PeaYio T T O Yok 6, (5.2.10)

kde veli¢ina et je nekorelovana s veli¢inami yijj = 1, 2, ..., k.

Zékladem Box-Jenkinsovi metodologie je korelaéni analyza. Kombinuji se
autoregresivni modely AR(p) s modely klouzavych priméri rezidualni slozky MA(q). Box-
Jenkinsova metodologie je odvozena pouze pro stacionarni ¢asové fady. Nicméné€, nékteré

nestacionarni fady lze pievést na fady stacionarni.
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5.2.3 Spektralni analyza ¢asovych rad

U metod zalozené na spektralni analyze Casovych fad se Casova fada povazuje za
kombinaci ur¢itého kone¢ného nebo nekone¢ného poctu sinusovych a kosinosuvych kiivek s
riznymi amplitudami a frekvencemi. Hlavnim nastrojem spektralni analyzy je peridiogram
umoznujici grafickou formou identifikovat nejvyznamnéjsi frekvence, obsazené v Casové

fad¢. Periodogram S(w) dané Casové fady y: délky n je dan nasledujicim vztahem:

(@) = = [a%(0) +b2(0)], (52.11)
4
kde
a(w) = %Z y, Cos(at), (5.2.12)
t=1
b() = %Z y, sin(et), (5.2.13)
t=1

Tato metoda umoziuje urcit vyznamné slozky periodicity, které se podili na vécnych
vlastnostech zkoumaného procesu. Pro linedrni systémy je invariantem Fourierova frekvence.
Pro chaotické systémy je typicka Sirokopdsmovéa Fourierova frekvence, kterd je vSak pro
popis chaotického systému nevhodna. Mezi zakladni piedstavitele spektralni analyzy
Casovych ftad patii Fourierova transformace a vinkova (wavelet) transformace (WT).

Fourierova transformace je zaloZena na ptechodu z casové do frekvenc¢ni oblasti

F(w) = [ e 2Wetf(t)dt, (5.2.14)
f@© =[" e*™F(w)dw. (5.2.15)

Vinkovéa transformace piedstavuje alternativni ptistup k diskrétni Fourierové
transformaci (FFT) pro analyzu nestacionarnich signalti a detekci bodu, pro které signal méni
vlastnosti. Hlavni vyhoda WT spociva v jeji schopnosti analyzy signalli s proménnym casoveé-
frekvencnim rozliSenim.

Necht je dana funkce zvand matetska vinka, ktera tvoti jadro transformace:

Wap(X) = W(XT_b) a>0; be(—o0,+x) (5.2.16)

kde a znac¢i méfitko a b ¢asovy posun. Vinkova transformace dané funkce h(x) je:

W[h](a,b) = % j Wi (X)(X)dx (5.2.17)

w*(X) znadi funkci, ktera je komplexné sdruzena k y(x).
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5.3 Rekonstrukce fazového prostoru

Uzitecné informace o urcité ¢asové fadé se ziska ze zobrazeni ve fazovém prostoru.
Toto zobrazeni muze ukazat skrytou podstatu dané Casové fady. Fazovy prostor je prostor
vSech moznych fyzikdlnich stavii daného systému. To znamena, Ze kazdy bod fazového
prostoru jednozna¢né urcuje stav uvazovaného systému. Kazdym bodem fazového prostoru
tedy prochazi jedna trajektorie popisujici ¢asovy vyvoj daného systému, ktery se nachazi v
daném bodé¢ fazového prostoru. Dynamika systému miize byt vySetiovana dynamikou pohybu
bodl ve fazovém prostoru bodl (Abarbanel et al., 1993). Vsechny body fazového prostoru
tedy urcuji vSechny mozné stavy, do kterych se systém mize dostat. Je to tedy jakasi
vizualizace vyvoje systému. Pokud je Cas spojity, vyvojem systému vznikd ve fazovém
prostoru kiivka. V piipad¢ diskrétniho c¢asu mluvime o mnozin¢ bodu. Ktivka ve fazovém
prostoru zacne po urCitém case zvyraziiovat charakteristickou strukturu, ktera se nazyva
atraktor. Pokud je atraktorem bod nebo uzaviend kiivka, lze ptedpovédét chovani tohoto
systému na libovoln¢ dlouhou dobu. Kiivka se nazyva uzaviena, pokud je uzavieny i interval
IeR <a,b>a k(a)=k(b), kde k je zobrazeni z | do daného prostoru. Chaotické systémy vytvareji
chaoticky atraktor, ktery je neuzavieny. Pro rekonstrukci fazového prostoru se nejéastéji
vyuziva metody zpozdéni vychazejici z Takensovy véty (Takens, 1981).

Hlavnim cilem nelinearni analyzy casovych fad je urcit, zda je dana Casova tada
deterministické povahy. Pokud ano, potom jsou vhodné nésledujici otazky: ,,JJaky je rozmér
fazového prostoru daného datového souboru? Je tento datovy soubor chaoticky?* Klicem k
odpovédi na tyto otazky je metoda zvana rekonstrukce fazového prostoru, ktera vychazi
z Takensovy véty (Takens, 1981). Takensova véta transformuje problém predikce
z extrapolace v ¢ase do interpolace ve fazovém prostoru. Takens ve svych tivahach dosel k
zaveru, ze lze z dané Casové fady zjistit typické vlastnosti atraktoru tohoto systému, a
ptipadné tuto rekonstrukci pouzit k predpovédim. Zéikladni myslenkou této uvahy je, ze
charakteristické vlastnosti atraktoru jsou nezavislé na volbé fazového prostoru. Kazdy bod
atraktoru je mozné popsat nejméné¢ d nezavisle proménnymi.

Necht' je déna Casova fada X1, X2, ... , xn , ktera je vlozena do m-dimenzionalniho

fazového prostoru skrze stavovy vektor. Bod ve fdzovém prostoru je dan nasledovné:

Yo = Xgu Xy_prees Xnm-nr N =12,.,N —=(m-1)z, (5.3.1)

kde 7 je Casové zpozdéni a m dimenze vnofeni. Veli¢ina 7 nam udava casovou

vzdalenost mezi sousednimi prvky a m udava celkovou dimenzi atraktoru. Veli¢iny 7 a m jsou
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tedy parametry vnofeni, na kterém je rekonstrukce fazového prostoru zalozena (Takens,

1985). Kompletni popis rekonstruovaného fazového prostoru signalu je dan matici atraktoru:

Xpm-yr Xy X
v Xopm-yr Xoir X,
- . . . . (5.3.2)
Y 0 XNemnr ANs(m-d)r

5.3.1 Optimalni hodnota ¢asového zpozdéni

Existuji riizné metodiky stanoveni optimalni hodnoty casového zpozdéni (Horak, 2003)
a stanovend hodnota ma pfimy vliv na néslednou rekonstrukci fdzového prostoru. Pokud je
stanovend hodnota pfili§ mala, rozdil mezi jednotlivymi stavy rekonstruovaného prostoru
bude nepatrny a vyznam informaci ziskanych timto zpisobem je pak maly. Naopak, pokud
stanovend hodnota je pfili§ velkd, mize se stat, Ze jednotlivé stavy rekonstruovaného systému
budou vnimany jako nezéavislé. Neboli, volbou dlouhé ¢asové vzdalenosti mezi jednotlivymi
stavy systému se ztrati souvislost jeho dynamiky a jako disledek se takto rekonstruovana
trajektorie jevi jako stochasticky proces (Kodera, 2009). To je dulezité zejména pro chaotické
systémy, které jsou vnitin€ nepiedvidatelné, ¢imz ztraceji v prubéhu casu informaci o
pocatecnim stavu (Kodba, 2005).

V soucasné dobé se jevi jako nejvyhodnéjs$i metody zaloZzené na teorii informace
(Shannon, 1948). Informace je schopnost organizovat, nebo v organizovaném stavu udrzovat
(Benes, 2010). Teorie informace vychazi z pravdépodobnostniho ptistupu. Necht’ existuji dveé
mnoziny mé&fenych hodnot A = {ai} a B = {bi}. Mnozstvi informace, které jsou ziskany z
méfeni bj prostiednictvim méfeni ai je dana vztahem:

Pas (3,D;)

Pa(a;)Ps (b;) ’
kde Pa(ai) je pravdépodobnost pozorovani hodnoty aj z mnoziny A a obdobné Pg(bj) je

e (a,b)=In (5.3.3)

pravdépodobnost pozorovani hodnoty bj z mnoziny B a Pag(aibj) je sdruzena
pravdépodobnost souc¢asného vyskytu a; i bj.

Zpramérovanim tohoto vyrazu pies vSechna méfeni ai a bj se ziska tzv. primérna mira
mnozstvi vzajemné informace mezi mnozinami mefeni A a B:

P. (a,b;
lg = D Pas(@;,b;)In e (3.0))

& P.(a)Ps (bj) ' (5.3.4)
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Analogicky je ziskana miru vzajemné informace mezi ¢asovou fadou a ¢asovou fadou
posunutou o ¢as 7 jako funkci tohoto ¢asového posunuti z, ktera je oznacena /(z).

Konkrétni metodiku urCovéani optimalni hodnoty ¢asového zpozdéni vyvinuli Fraser et
Swinney (1986). Necht' je dana Casova fada Xi, X2, ... ,xi, ... , xn . Nasledné je nalezena
minimalni Xmin @ maximalni Xmax hodnotu této fady. Absolutni hodnota jejich rozdilu [Xmax -
Xmin| je rozdélena do j stejn¢ velkych intervall, kde j je dostate¢né velké celé Cislo. Fraser et

Swinney (1986) nasledn¢ spocitaji miru vzajemné informace:

1(7) =—ZJ:ZJ: Py (7)== kér) (5.3.5)

kde Pn a Px oznacuji pravdépodobnost vyskytu hodnoty z mnoziny h a k, respektive, a
Phk(z) je sdruzend pravdépodobnost soucasného vyskytu Xi a X;+ .. V ptipadé chaotického
chovani plati, ze I/(tr)—0 a (7)— o, protoze veli€iny Xi a X;+ . jiz nejsou korelované a tedy
Phk(z) je rovna nule. Obecné nas tedy zajimd minimum funkce /(z). Prvni minimum /(z)
obsahuje nejvetsi mnozstvi informace bez uplné ztraty korelace mezi nimi. Z téchto dtvoda
Fraser et Swinney (1986) navrhuje pouzit prvni minimum /(z) jako optimalni hodnotu
¢asového zpozdéni. Je nutné vSak poznamenat, Ze tento postup neni univerzalni a v nékterych

piipadech selhava viz. Martinerie et al. (1992).

5.3.2 Optimalni dimenze vnoreni

Vhodna dimenze vnofeni m ma zésadni vyznam na zobrazeni atraktoru ve fazovém
prostoru. Problém mize byt feSen pomoci projekce atraktoru o dimenzi d do prostoru o
dimenzi m. Pokud hodnota m je dostate¢né velka, je rekonstruovana trajektorie vlozenim
puvodni trajektorie. U volby dimenze vnofeni plati postacujici, ale nikoliv nutnd podminka
m >2Dc (Raidl, 2015).

U chaotickych systémi by méla mit vhodnd dimenze vnofeni pomérné ostrou dolni
hranici, zhruba odpovidajici dimenzi atraktoru dynamického systému. DalSim zvySovanim
dimenze vnofeni by se ziskané vysledky nemély moc ménit, respektive by se mély velmi
pomalu zhorSovat v disledku pfitomnosti Sumu a numerickych chyb. Pfili§ velkd dimenze
vnofeni ma také nevyhodu vétsi asové narocnosti vypocti.

Existuje celd fada zpisobil urceni vhodné dimenze vnoteni. Asi nejvhodnéjsi se jevi

metoda nejblizsich falesnych sousedu (FNN) vytvoiena Kennel et al. (1992) a dale vylepsena
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Hegger et Kantz (1999). Metoda nejblizSich falesnych sousedii je zaloZena na projekci
trajektorie systému z originalniho fazového prostoru do prostoru s nizsi dimenzi, pfi kterém
dochazi k tzv. prekiizeni této trajektorie se sebou samou. Kvili tomuto ptekiizeni vznikaji
tzv. faleSni sousedé. Pfi zvySovani dimenze vnofeni se pocet téchto falesSnych sousedi
postupné snizuje. Zcela vymizi v pfipad€, ze dimenze vnofeni pouzitd pii rekonstrukci je
rovna skutecné dimenzi originalniho fazového prostoru. Skutecni sousedé jsou blizko sebe pfi
jakékoli dimenzi vnofeni, samoziejmé i v puvodnim fazovém prostoru. Metoda nejblizsich
falesnych sousedu je potom zaloZena na detekci jejich poctu pii zvySeni dimenze vnoieni
(Kodera, et al., 2009).

Jednoducha demonstrace metody nejblizSich faleSnych sousedl je podle Bertenthal et
al. (2015) uvedena na nasledujicim obrazku. Cervené a zelené tecky se jevi jako nejblizsi
sousedé¢ pii promitnuti do jednoho rozmérného prostoru, ale pfi promitnuti ve vyssi dimenzi
jsou jiz oba body (Cerveny a zeleny) zna¢n¢ vzdaleny. Naopak ¢ervené a modré tecCky jsou
blizci sousedé ve dvourozmérném prostoru a stale jsou blizci sousedé i v trojrozmérném
prostoru. A tak je mozné zkoumat vSechny body v zavislosti na zvysujici se dimenzi, dokud

se objevuji faleSni sousedé.
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Obr.5.1. Schéma metody falesnych nejblizsich sousedi (Bertenthal et al., 2015).

Necht je dan rekonstruovany stav v m-dimenzionalnim prostoru:

Yim = Xn Xn_grees Xn—(m—2)r’ Xn—(m—l)r (5.3.6)
K tomuto stavu je pak nasledujici nejblizsi soused:
NN NN, NN NN NN
Ym =X X Xnim-2)r Xno(m-1)r (5.3.7)

Pokud je tento nejblizsi soused sousedem faleSnym, potom pii zvySeni dimenze vnoteni
dojde ke zvétseni vzdalenosti mezi témito stavy natolik, Ze jiz nelze je povazovat za sousedy.

Zvyseni dimenze vnofeni o jednu se soufadnice téchto dvou stavli zméni na:

Y1 = Xns Xp_preen Xn—(m—l)r’Xn—mr (5.3.8)
NN NN, NN NN NN
Ymi1 =%q 1Xn—r""’ Xn—(m—l)r’ Xn—mr (5.3.9)

Dale bude zkouména vzdalenost mezi témito stavy. Pro ucely této prace je kalkulovana
euklidovska vzdalenost. Euklidovska vzdalenost téchto dvou stavii ve fazovém prostoru o

dimenzi vnofeni m je:

m
NN NN
R = ‘ Ym = Ym ‘ = Z(an(ifl)f - an(ifl)r)z (5.3.10)
i=1
Euklidovska vzdalenost téchto dvou stavii ve fazovém prostoru o dimenzi vnofeni m+1
je:
m+1
NN NN
R = Hym+1 ~Ymu| = Z(an(ifl)r - an(ifl)r)z (5.3.11)
i=1
2 2 NN
Rm+1 = Rm + (Xn—mr - Xn—mr)2 (6.3.12)

Dale definujme pomeér r:

NN
[ an1+l — an1 Xn—mr - Xn—mz-
= 7 = (5.3.13)
Rm Rm

Pokud hodnota poméru r piekroci jistou prahovou hodnotu, budou sousedé povazovani

za falesné sousedy. Za dostateCnou dimenzi vnofeni se bere hodnota, ktera snizuje pocet

falesnych sousedu k nule.
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5.4 Ljapunovovy exponenty

Ljapunovovy exponenty jsou Cisla, ktera popisuji divergenci blizkych trajektorii.
Zhruba fedeno, vzdalenost blizkych trajektorii je umérna e* pro diskrétni &as, kde A je
Ljapunovoviv exponent (Pokorny, 2008). Kladné A znaéi rozbihdni, zdporné /A znaci
priblizovani trajektorii. Je-li alespon jeden Ljapunovoviv exponent kladny, je to povazovano
za dostateCny signal, ze se studovany systém chova chaoticky (pro zvolené pocatecni
podminky a zvolené hodnoty parametri).

Necht je dan dynamicky diskrétni systém:

X1 = F(X) (5.4.1)
lze ¢asovy vyvoj odchylky vyjadfit diferencidlem:
dx,,; = J(X,)dx, (5.4.2)
kde J je Jacobiho matice parcialnich derivaci zobrazeni f. Potom
n-1
dx, =] J3(x)dx (5.4.3)
i=0

Tedy obrazem jednotkové hyperkoule je hyperelipsoid. Ljapunovovy exponenty jsou

sttedni hodnoty logaritmu rychlosti ristu jeho poloos a vyjadiuji rychlost ristu vzdalenosti

V Case
1 dx,|
A(dx,) = lim =In
(dxo) ™ | (5.4.4)
P ¢n 1)
/;"J | .: - i
L SR == "
T E a { d:r_rl. il
- ..' -" } - Y

Obr. 5.2. Ljapunovovy exponenty — schéma divergence blizkych trajektorii (Savi, 2005)
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Pro rizné volby dXo je mozné ziskat tolik Ljapunovovych exponentt, kolik je dimenze

stavového prostoru (tolik poloos mé vyse zminény elipsoid).

dx, ~e*"|dx,| (5.4.5)

Ljapunovovo spektrum v m dimenzionalnim prostoru jsou uspoiadané exponenty A1 > 12
> ... > Am. Pro chaotické chovani je nutné, aby byl alesponn jeden Ljapunovoviv exponent
kladny. To samo jesté nestaci, musi se vyloucit asymptoticka periodicita, tj. ze v limité n — o
trajektorie nepfechazi v periodickou orbitu. Toto mulze zpisobovat problém u realnych
systémi reprezentovanych konecnym poctem méteni. Hyperchaotické systémy jsou chaotické
systémy s vice neZ jednim kladnym Ljapunovovym exponentem. Limita n — oo vytvaii z
Ljapunovova exponentu veli¢inu globalni. Pokud ale vezmeme jen ¢ast fazového prostoru a
konec¢ny ¢as, dostavame lokalni Ljapunovoviv exponent.

A nejveétsi Ljapunovovuv exponent je

Amax =SUPA(dX,) (5.4.6)
dxg
Nejvétsi Ljapunovoviv exponent hraje dulezitou roli pro urCovani, zdali je systém

chaoticky nebo ne. Vypocet nejvétsiho Ljapunovova exponentu piimo z definice je pomérné
obtizné. Prakticky odhad nejvétsiho Ljapunovova exponentu je zpravidla zalozen na pracich
Wolf et al. (1985) a Sato et al. (1987), ze kterého jsou odvozeny dalsi vylepsené algoritmy
napi. Rosenstein et al. (1993) a Kantz (1994).

Podstatou Satoho algoritmu je zkoumani vyvoje vzdalenosti dvou riznych boda Xi,X;
atraktoru daného systému. Necht je dan tok systému f' a riizné body Xi,Xj a zaroven Xi je

nejblizsi bod Xj, potom je aproximace nejvetsiho Ljapunovova exponentu déana vztahem:

INCORNCH

]

1
A =2{In | (5.4.7)

kde < > znaci ansamblovy pramér. Vzhledem k pomalé konvergenci navrhuje Sato et al.

(1987) ekvivalentni rychleji konvergujici vztah:

AR I NCIRNCH!

(5.4.8)

Pro odhad nejvétsiho Ljapunovova exponentu je pouzit Rosensteintiv algoritmus

(Rosenstein et al., 1993) zaloZen na nasledujicim vzorci.
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11 m-i,dj (i)
A(i) = B D ZH In i) (5.4.9)

kde At je vzorkovaci ¢as, dj(i) je vzdalenost j-tého bodu k jeho nejbliz§imu sousedovi po
I ¢asovych krocich a M je pocet rekonstruovanych bodi. Rosensteintiv algoritmus je obzvlast
vyhodny pro malé mnozstvi dat.

1 1 moid;(i)
A(i) = YO Zj:l In i (5.4.10)

5.5 Fraktalni dimenze

Zakladni myslenka je zalozena na fraktdlni struktufe zkoumanych cCasovych fad.
Kapacitni dimenze je vhodnd pro mySlenkovou abstrakci od euklidovské (topologické)
dimenze k dimenzi fraktalni, ale jeji vypocet neni vzdy jednoduchy. Problém je pfedev§im
v kone¢ném poctu dat, neptesnosti mefeni a chybé vypoctu. Z téchto divodi byla vyvinuta

cela fada metod vhodnych pro prakticky vypocet z redlnych dat.

5.5.1 Korelaéni dimenze

Asi nejzndméjsi a nejpouzivanéjsi prakticky spocitatelnd fraktalni dimenze je korela¢ni
dimenze od Grassberger et Procaccia (1983). Algoritmus byl jesté dale upraven a zobecnén.
Hlavni vyhoda tohoto algoritmu je relativni pfesnost vypoctu pfi omezeném mnozstvi dat.

Necht je dan pro mnoZinu dat délky M korela¢ni integral:

Cle) =3 00 |5 - x,) (55.1)
M (M _1) :;tJJ:]- I : o

kde © je Heavisidova funkce:

X <0
x=0 (5.5.2)
x>0

O(x) =

PN, O

Pro vypocet je pouzita Euklidovské vzdalenost. Korela¢ni integral je spojen s korelacni

dimenzi pomoci mocninného zakonu:
D
C(g)xe™

&£—0
M >0

(5.5.3)

Pokud dolni limita existuje, miizeme definovat korela¢ni dimenzi:
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D, = lim 2NCE)
250 0In(e)

M >

(5.5.4)

Pro prakticky vypocet je vSak tento vztah nevhodny, vzhledem k omezenému mnozstvi
dostupnych tdaji. Z toho divodu se ziskava korelaéni dimenze vynesenim /n C(e) vici In (e).
Sklon kfivek pro rizné dimenze vnofeni m udavaji rizné hodnoty Dc. Tento proces je
stochasticky, pokud nedochazi k saturaci korela¢ni dimenze pti zvySovani m. Saturace Dc od
ur¢it¢é hodnoty m, ukazuje, ze generujici proces Casové fady neni nahodny, ale spiSe
deterministicky (Hegger, et al., 1999).

Praktické urcovani korela¢ni dimenze neni jednoduchd véc, proto existuje mnoho
ptistupi jak ji odhadnout. Dal$i moznosti je vynést do grafu pomér In C(e)/ In (¢) vuci In ().
Korelaéni dimenze se uréi ze sttedni oblasti, ktera by méla byt vodorovna.

Korelaéni integral C(g) je v podstaté primérné hustota, kde je lokéalni hustota ziskana
pomoci skokového jadra transformace:

O(s 1) (55.5)

Naskyta se tedy moznost, zvlaste pro malé mnozstvi dat, nahrazeni skokového jadra

jadrem spojitym o $ifce &. Vhodnym kandidatem pro toto nahrazeni je Gaussova funkce:

r.2

7z
e " (5.5.6)

Takto upraveny korelacni integral ma stejné Skalovaci vlastnosti jako ptivodni korela¢ni
integral (Hegger, et al., 1999). Korelacni integral s Gaussovym jadrem se vypocita
z pivodniho korela¢niho integralu podle vztahu:

52

1 ¢
Cole)=> > j dge 4 3C(Z) 657
0

Analogicky, pomoci mocninného zékona lze ziskat korela¢ni dimenzi z korelaéniho

integralu s Gaussovym jadrem.

5.5.2 Higuchiho dimenze

Higuchiho dimenze Dui vychazi ptimo z Casové domény, bez nutnosti konstrukce
fazového prostoru (Higuchi, 1988).
Necht je dana casova fada délky n, X=Xz, X2, ... , Xn @ Z této Casové fady je vytvoiena

nova Casova rada:
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-m

X, (K) 1 x(m), x(m+d), x(m + 2d),..., x(m+[|\I }k) m=12,..,k (5.5.8)

......

délka podle vzorce:

e

1 . i N-1
ngp:E j:Vun+m)—xun+o—nk|—Rr———- (5.5.9
i=1 —m k
]
a praimérna hodnota vSech délek Lm(k) pfes vSechna k:
(L(K)) = Z Ly (K) (5.5.10)
% Souladu s mocninnym zakonem je vypocitana Higuchiho dimenze:
(L(k)) oc k™2 (5.5.11)

5.6 Entropie

Entropie obecné znaci stupen neusporadanosti, nebo-li jak moc se dany systém chova
stochasticky nebo deterministicky. Puvodné zavedl entropii v termodynamice Clausius

(1850), kdy definoval zménu entropie pii diferencialni vratné zméné stavu:

AS = j % (5.6.1)

kde X je vratné piijaté teplo a T je absolutni teplota plynu. Boltzman (1974) ji dale
roz§ifil do statistické mechaniky a propojil chapani mikrosvéta s makrosvétem. Na zakladé
Kinetické teorie objasnil 2. vétu termodynamiky a ukazal, Ze je vlastné statistickym zakonem.
Boltzman (1974) definuje entropii S jako logaritmus méfeni poétu stavi se signifikantni

pravdépodobnosti:

S= _kBZ pi log p; (5.6.2)

kde kg je Boltzmanova konstanta. Nasledn¢ ji Shannon (1948) uvedl ve své prulomové
praci o teorii informace i Vv informatice. Entropie nam udava mnozstvi informace potiebné
k predikci dalsi hodnoty pii pozadované presnosti.

Rényi (1961) definoval zobecnénou entropii zvanou podle n¢j Rényiho entropie g-tého

fadu:
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= —log(z p (I)j q=0aq=0 (5.6.3)
kde p(i) je pravdépodobnostni distribuce. Hodnoté¢ q = 0 odpovida Hartleyho (1928)
entropie:

h, =h, =logn (5.6.4)
Limitnim ptipadem pro q—1je Shannonova (1948) entropie:

hg =h, =k p(i)log p(i) (565)

kde k je konstanta zavisla na méfitku, obvykle k =—1.

Pti analyzach Casovych tad je dilezité uréit vhodné ¢asové zpozdéni a dimenzi vnoteni
rekonstruovaného fazového prostoru. Schreiber (1999) uvadi zavislost korela¢niho integralu
na dimenzi vnoieni:

~(@-Dhym (q-1)D
Cy(m, &) =ame N 170 (5.6.6)

-0
m—>o

ktery definuje ¥ad q entropie hq. Entropie druhého fadu je nazyvana Kolmogorov-Sinai
nebo jen Kolmogorova entropie h2 a je vhodna pro analyzu Casovych fad. Grassberger et
Procaccia (1983b) odvodili praktickou metodu pro jeji vypocet, zalozenou na korelaénim

integralu zvanou Korela¢ni entropii:

C,(e) = g (5.6.7)
>0
m-—oo
kde s znaci sklon v grafu In Cq(e) vici In (g)
1, Ci(e)
¢(e)==In 5.6.8
2 4 d+l(g) ( )
a
h, = c}IlanOO h, 4 (¢) (5.6.9)
e—0

Kolmogorovova entropie je dulezitym kvantifikdtorem determinismu dynamického
systému a udava, jakou rychlosti ztracime informace o chovéani naSeho systému. Piedstavuje
tedy miru jeho pfedpovéditelnosti a tato mira je umérna pievracené hodnoté entropie. Pokud
dynamicky systém ma nulovou entropii, je periodicky. V pfipad¢, Ze méa konec¢nou entropii, je
chaoticky a je-li entropie nekonecna, systém je pak Cisté nahodny (Kodera et Van Quang,
2009).
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5.7 Hurstiiv exponent

Hurstliv exponent H urcuje miru chaoticnosti Casové fady. Dokaze nejen rozliSit
chaotickou a ndhodnou ¢asovou fadu, ale navic je schopen u chaotické ¢asové tfady nalézt
dlouhodoby pamétovy cyklus (,,Jong-memory effects®). Hurstliv exponent nabyva hodnot od
0 do 1 a stejné jako fraktalni dimenze, uvadi charakter objektu. Casova fada se nazyva
antiperzistentni, pokud hodnota Hurstova exponentu je nizs§i nez 0,5. U antiperzistentni
casové fady po vychylce v jednom sméru nésleduje velmi pravdépodobné vychylka ve sméru
opatném. Cisté stochasticky proces ma hodnotu 0,5. Pokud hodnota Hurstova exponentu je
vyssi nez 0,5 nazyva se Casova fada perzistentni a vykazuje dlouhodobou pamét. Hodnoty,
blizici se krajnim bodim ukazuji na vyznamnou deterministickou povahu procesu. Jinak
feceno, hodnota 0 prezentuje tzv. rizovy Sum; hodnota 0,5 Browniv Sum a hodnota 1 ¢erny
Sum. Tyto extrémni hodnoty se vSak vétSinou v realnych procesech nevyskytuji. Uvadi se, ze
vétSina procesit v pfirodé ma charakter perzistentnich procesli, Coz znamend, Ze je zde
pfitomna dlouhodob4 pamét, ktera zplsobuje trendy a cykly. Mandelbrot nazval tento jev
Josefovym efektem podle biblické udalosti. ,,Pfichazi sedm let hojnosti v celé egyptské zemi.
Po nich vsak nastane sedm let hladu a vSechna hojnost v egyptské zemi bude zapomenuta.
Hlad zemi upln¢ zni¢i. V zemi nebude po hojnosti ani potuchy pro hlad, ktery potom nastane,
nebot’ bude velmi kruty...“ (Bible, 1993, Genesis 41:29-31) Lze tedy piedpokladat perzistenci
i u ¢asovych fad koncentraci zkoumanych polutantti. Dale je mozné se setkat v perzistentnich
systémech s nenadalymi skoky — diskontinuity, kdy se néktera ménici se veli¢ina mize ménit
témef libovolnou rychlosti. Mandelbrot opét inspirovany bibli nazval tyto katastrofy
Noemovym jevem. Tyto katastrofy jsou projevem kladné zpétné vazby v systému. Jesefliv a
Noemv jev poukazuji na skutecnost, Ze redlné procesy maji tendenci smefovat k setrvalému
stavu, ale zaroven tyto tendence miizou velmi rychle zmizet a pak se zase objevit.

Existuje cela fada metod pro odhad Hurstova koeficientu, které jsou v podstaté zaloZzeny
na analyze bud’ v casové, nebo frekvenéni doméné. Srovnani vybranych metod provedl napft.

Geweke et Porter-Hudak (1983).
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5.7.1 R/S analyza

R/S analyza je nejstarsi a nejpouzivanéjsi metoda vypoctu Hurstova exponentu, kterou
vyvinul hydrolog Hurst (1951) pifi zkoumani pritoku na fece Nilu. Hurst (1951) se zabyval
moznosti staveb na Nilu. Zcela zasadni je urcit kapacitu ptehrady, kterd je dana pfitokem a
odtokem. Povsimnul si studiem historickych dat, ze tyto procesy nejsou nahodné. Zjistil, ze
po potopé vEétsi nez primér, tak s velkou pravdépodobnosti bude nasledovat potopa jesté vEtsi
a opacné. Standardni dosud zndmé metody zadnou souvislost neprokazaly. Z téchto davodi
vyvinul novou metodu, kterd je zalozena na normalizaci piepocten¢ho rozpéti lokalni
smérodatnou odchylkou. Toto ptreskdlovani umoziuje porovnavat hodnoty za riznd obdobi.
Pro vypocet Hurstova exponentu je nutné odhadnout zavislost preskdlovaného rozpéti na
velikosti ¢asového intervalu n pozorovani. Je tedy nezbytné spocitat primérné piepoctené
rozpéti pro kazdou hodnotu n. Pro ¢asovou tadu délky n, Y=Y1, Yo, ..., Yn, je pieSkalované
rozpéti vypocteno nasledovné:

Rada odchylek od priméru daného useku pro kazdy tsek je vypoétena nasledovné:

U, =Y, —%Zvi fort=12,...,n (5.7.1)

i=1
Rada akumulovanych odchylek pro kazdy usek je vypoétena nasledovng:

Vo =>U; fort=12..,n (5.7.2)

i=1

Pieskalované rozpéti R se spocitd pro kazdy tsek n, dle nasledujiciho vztahu:

R(n) =maxV,,V,,...,.V,) —min(V,,V,,....V,) (5.7.3)

Obdobné¢ pro kazdy usek n se spocita smérodatna odchylka S:

S(n) = J%Z(Y ¥)? (5.7.4

Ocekavand hodnota normalizovaného rozpéti smérodatnou odchylkou odpovida

mocninnému zakonu:

£l RO\ ont s 1o o0 (5.7.5)
S(n) P
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Mocninny zdkon lze zjednodusené definovat jako pravidlo, které vyjadiuje, jak zavisi
ziskana informace na zvoleném méfitku. Odhad Hurstova exponentu je zaloZen na vyuziti
regresni analyzy. Jednotlivé udaje [R(n)/S(n)] jsou zavislé proménné a velikosti N nezavisle
proménné. Hurstliv exponent miize byt interpretovan jako sklon pfimky ziskané pomoci
metody nejmensich ¢tverct pro zlogaritmované hodnoty [R(n)/S(n)] a n. Tento Log-log graf
je vhodna praktickd pomicka pro uréovani Hurstova koeficientu. V ptipadé, Ze se jedna o
Sum, pak smérnice se blizi hodnoté 0,5 (Weron, 2002). Pro mala n dochazi k vyznamnym
odchylkam, a proto Annis et Lloyd (1976) navrhli zptfesnéni, které nasledné doplnil Peters
(1994).

1 _,n-1
n—EF( 2 )n—l n—i
Z ——  forn<340
LR =
E[R(n)} 2
s(n) _— | o T (5.7.6)
2 Z _ for n > 340
n \/;zizl i
ni
2

kde I" je Gama funkce.
r(n)= jt”‘le’tdt (5.7.7)
0

Odhad realizovany pomoci R/S analyzy nemusi byt vérohodny u heteroskedastické a

antiperzistentni fady. Pro tcely této prace je naopak tato metoda vhodna.
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572 DFA

Detrendovana fluktuacni analyza (DFA), navrzena Pengem et al. (1993), je zalozena na
Skalovani rozptylti detrendované fady. Pfi detrendované fluktuacni analyze se postupuje
obdobn¢ jako u R/S analyzy. Je tedy nezbytné spocditat primérné piepoctené rozpéti pro
kazdou hodnotu n. Kantelhardt et al. (2002) tuto metodiku dale zobecnili a definovali

multifraktalni detrendovanou analyzu (MDFA).

Necht’ je dana Casova fada délky n, X=Xi1, X2, ... , Xn. V prvnim kroku je vypocten
pramér:

1 n
X:Hin fori=12,..,n (5.7.8)

i=1
Nésledné je vytvofena detrendovana fada:

n
X, = Z(xi —x) fori=12,.,n (5.7.9)
i=1

Tato detrendovana fada je nasledné rozdélena do N=int(n/s) nepiekryvajicich subtad o
délce s. Vzhledem k tomu, ze délka pivodni Casové fady n vétSinou neni nasobkem
uvazovaného Casového meéfitka s, kratky usek na konci neni zahrnut do vypoctu. Aby nedoslo
k ignorovani této ¢asti ¢asové fady, opakuje Se cely proces z opaéného konce. Tim se celkem
ziska 2N segmentt. U kazdého z téchto segmentl se vypocte lokalni trend pomoci metody

nejmensich ¢tvercl. Rozptyl je pro kazdy interval v uren nasledovné:

F2(5.) == 2 (V-5 D=V ())? V=L N 65.7.10)
=1

F2(5.) == D V(1= (= N)s+ )= Y, (D) V=N +1..2N 67.41)
=1

kde yv(j) je polynomicka regrese segmentu v. DFA1, DFA2, DFA3, ... odpovida
linearni, kvadratické, kubické a obecné polynomialni regresi daného stupné.

Fluktuacni funkce g-tého fadu vznikne zprimérovanim pfes vSechny segmenty:

F,(s)= [%Z(FZ(s,v))Z]q (5.7.12)

v=1

Standartni DFA je uvaZovana pro hodnotu q=2.

1 2N
F,(s) = \/WZ F2(s,v) (5.7.13)
v=1
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Zavislost preskalovani na fluktua¢ni funkci je vidét zlog-log diagramu. Podle

mocninného zdkona plati:
h
F, (s) oc s"@ (5.7.14)

Pro stacionarni ¢asové fady hodnota h(2) odpovida hledanému Hurstovu exponentu.

Funkce h(q) je nazyvana zobecnény Hurstiiv koeficient.

5.7.3 GPH

Geweke et Porter-Hudak (1983) vyvinuli metodu uréeni Hurstova koeficientu
s vyuzitim Fourierovi transformace. Podstatou je analyza zavislosti spektralni hustoty na
frekvenci. Geweke et Porter-Hudak (1983) dokazali, Ze hustota spektralni funkce obecného
fraktalniho integrovaného modelu (napi. FARIMA) s parametrem diference d je identicka
s fraktalnim Brownovym pohybem s Hurstovym koeficientem H=d+0,5.

Periodogram vykonové spektralni hustoty pro vektor {xi, ...,xn} je definovan:

2

1IN 2o
Sw(@) =7 D xe 2o (5.7.15)
t=1
kde @k jsou Fourierovy frekvence
k N
w, =— k:]-!-"! A U
kTN { 2 } (5.7.16)
Linearni regrese periodogramu na nizkych Fourierovych frekvenci je dana:
log{P (&)} = a—d|09{48in2%}+8k (5.7.17)

Metodou nejmensich c¢tvercii je uréena Smérnice zavislosti periodogramu Sy na

parametru diference d. Hurstiv koeficient je dan vztahem H=d+0,5, kdy d = d.
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574 AWC

Simonsen et Hansen (1998) piisli s metodou uréeni Hurstova koeficientu pomoci
vinkové (wavelet) transformate nazvanou zprumérované vinkové koeficienty (AWC).
Necht' je dana funkce h(x). Sob&podobnost je definovana jako staticka invariance

v transformaci:

X —> AX (5.7.18)

h— A"h (5.7.19)
Kde H je Hurstiv exponent a po zkombinovani piedeslych vztahu:

h(x) = 2 "h(Ax) (5.7.20)
Necht je dana funkce zvana matetska vinka, kterd tvofi jadro transformace:

Wan(X) = w(%bj a>0; be(-o0,+0) (5.7.21)
kde a znac¢i méfitko a b ¢asovy posun. Vinkova transformace dané funkce h(x) je:

WINI(@,0) == [, (0n0odx (5.7.22)
w*(X) znaci wfunkci, ktera je komplexné sdruzena k w(x). Po dosazeni piedchozich

vztahi:

W[h(x)](a,b) =W[1 "h(Ax)](a,b) (5.7.23)

W[h(x)](a,b) = %Il“h(ﬂbx)t//*(xgb)dx (5.7.24)

WIh(x)](a,b) = 2 " WI[h(x)](1a, Ab) (5.7.25)

z ptedchoziho vztahu a definice transformace plyne:

WIh(x)]1(a,b) = 2 " °5W[h(x)](1a, Ab) (5.7.26)
Vinkova transformace je z definice skalarni soucin, tj. zobrazeni z dvojdimenzionélniho

prostoru do jednodimenzionalniho, a pokud se jedna o fraktalni objekt, ktery je sobépodobny

staCi napsat:

W[h](a) =(W[h](a,b)), (5.7.27)
kde operator <.>b znadi aritmeticky primér s respektovanim proménné b. Prvnim krokem

metody AWC je vypocitani vinkové transformace analyzovanych dat, nasleduje vypocet

zprumérovanych koeficientli W[h](a) . Hurstiv koeficient je opét smérnice zavislosti W[h](a)

na a v log-log grafu.
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5.8 TestO0-1

Gottwald et Melbourne (2004) predstavili novy test na detekci deterministického
chaosu. Vstupem je ¢asova fada a vystupem jedna skalarni hodnota, jehoz hodnota je mezi 0 a
1. Test 0-1 nezavisi na rekonstrukci ve fazovém prostoru, ale pracuje ptimo s ¢asovou fadou.

Necht je dana skalarni casova fada pozorovani ¢y, ..., ¢n. Pro redlny parametr c e (0, )

je dana Fourierova transformace:

n

Zc(n):Z(pJ—e“C, n=1.., N (5.8.1)
j=1

nebo-li, rozepsané jako kosinova a sinova slozka:

p.(N)=> p(j)cosjc  n=12,.,N (5.8.2)
j=1

0.(N) =Y e(j)sinjc  n=12.,N (5.8.3)
j=1

Difuzni chovani proménnych pc a gc muze byt analyzovano pomoci stiedniho

kvadratického posunu (mean squared displacement):

M) = lim = > [p. (5 + ) = po (DI + [0+ ) - 0. (T (58.4)
-1

Podstatou tohoto testu je zkoumani dynamiky stfedniho kvadratického posunu
(Gottwald et Melbourne, 2004). V piipadé, Ze se jedna o chaotické chovani, roste Mc(n)
linearné s Casem. Hlubsi teoretickou analyzu provedl Field et al. (2003). Gottwald et
Melbourne, (2006) dale definuji odectenim oscilaéni slozky modifikovany stfedni kvadraticky

posun, ktery ma stejné asymptotické chovani, ale 1épe konverguje

2
1-cosnc
1-cosc

D.(M) =~ > [p.(i + M)~ p. (D +[a. (i + M) - 6. (DY —(Z%} 585
j=1 k=1

Zavérem se spocita asymptotické tempo rustu K a to bud’ korelaéni metodou:

KK = cov(n, D, (n))
“ Jeov(n,n)cov(D, (n), D,(n)) (5.8.6)

nebo regresni metodou:

. log D, (n
K: = lim log D, (n)
n>»o logn
Pokud se K¢ asymptoticky blizi k 1, tak se jedna o chaotické chovani.

(5.8.7)
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Pochopeni podstaty testu je vidét z obr. 5.3 a 5.4, kdy v levé casti je zobrazena regulérni

dynamika a v pravé chaoticka dynamika logistické rovnice.

qfﬁ

Pe Pe

Obr. 5.3. Graf zavislosti pc ha gc pro logistické zobrazeni pii pouziti N=5000 datovych bodu.
Na levém obrazku je zobrazena regulérni dynamika pro parametr r=3,55. Na pravém obrazku

je zobrazena chaoticka dynamika pro parametr r=3,97 (Gottwald et Melbourne, 2016)

0.3 . ‘ ‘ . 0.3
0.25}
0.2
<0.15
0.1

0.05¢

1000 2000 3000 4000

4

Obr. 5.4. Graf zavislosti K¢ na délce ¢asové fady N blizko hrany chaosu. Na levém obrazku je
zobrazena regulérni dynamika pro parametr u=3,569. Na pravém obrazku je zobrazena

chaoticka dynamika pro parametr u=3,571 (Gottwald et Melbourne, 2016)
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5.9 Aplikace fraktdlni Fourierovy transformace

Fraktalni (frak¢ni) Fourierova transformace je linearni transformaci zobecnujici
Fourierovu transformaci poprvé predstavena Condon (1931).

Pro o € Rje definovana fraktalni Fourierova transformace nasledovné:

i _ , % iZﬂ(csc(a)uxCOt(a)xzj
F_[f1(u) = \/1—icot(c)e' ™= j e 2 Jf(x)dx (5.9.1)
kde :
cota = ro— (5.9.2)
a
csCa = . (5.9.3)

Druha odmocnina je definovana tak, ze argument vysledku lezi v intervalu (—z/2,7/2).
Pokud je a celo¢iselnym nasobkem 7, pak se hodnoty cota a csca lisi. Tyto limitni piipady
vedou k Dirakov¢ delta funkci.

5(x) = {-i- oprox=0 590
0 prox=0

kterou je mozné v komplexni roviné vyjadfit ve tvaru:
_ 1 T ikxd
S(X)=— je X (5.9.5)
27 *,

Tato prace piichdzi s vyuzitim fraktalni (frakéni) Fourierova transformace pro detekci
deterministického chaosu. Podobné jako u Testu 0-1 je zkoumana dynamika stfedniho
kvadratického posunu (mean squared displacement).

Difuzni chovani realné a imaginarni ¢asti fraktalni Fourierovy transformace je
analyzovéano pomoci stfedniho kvadratického posunu:

()t - $RECFL L ) = Re(E, LI’ + |
e N [Im(F, [ fJ(u)(j +n) = Im(F, [f1(u)()]*

Uzite¢nym nastrojem je zobrazeni zavislosti redlné slozky na imagindrni slozce. Pii

(5.9.6)

vhodné zvoleném parametru o je mozné u redlnych dat zfeteln&ji rozliSit rozdil mezi

stochastickym procesem a deterministickym chaosem
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5.10 Rekurentni analyza

Rekurence je zakladni vlastnosti dynamickych systémi, ktera maze byt vyuzita pro
analyzu vlastnosti systému ve fazovém prostoru. Rekurentni analyza je zaloZzena na
topologickém pfistupu, jejimz cilem je prokdzani opakujicich se vzorli a nestacionaritu
casovych tad. Toho se vyuziva ke studiu chaotickych systém, protoze rekurence je dulezitou
vlastnosti chaotickych systémi souvisejici s fraktalni sobépodobnosti.

Eckmann et al. (1987) navrhli pro vizualizaci a nelinearni analyzu dat jako vhodny
nastroj rekurentni graf (RP). RP vyhledava opakujici se vzory, nestacionarity a strukturalni
zmény chovani studovaného systému. Jedna se o vizualizaci ¢tvercové matice, ve které prvky
matice odpovidaji dobg, pii které se stav dynamického systému opakuje.

Necht’ je dana trajektorie dynamického systému v jeho fazovém prostoru. Trajektorie je
tedy vektor, jehoz prvky jsou body ve fazovém prostoru. Dynamika tohoto systému je
popséna sérii téchto vektorl, reprezentujici drahu v abstraktnim matematickém prostoru. RP
odpovida nasledujici matici rekurence:

R..:{lzxizxj i, j=1..N (5.10.1)

MO0 Ex T T LY.

kde N je pocet uvazovanych stavii a Xij = Xj znamena piibliznou rovnost s ohledem na

odchylku r. Nastaveni odchylky r je zasadni, nebot’ rekurence v dynamickych systémech je

vétSinou pouze pfiblizna. Rekurentni matice tedy vyhodnocuje stavy v Case i a j. RP je

formalné vyjadien nasledovné:

R, ; (N =0(r-|x =x;[)) i,j=1...,N (5.10.2)
kde N je pocet méfenych bodi Xi, r je prahova hodnota, @ je Heavisedova skokova

funkce. Stavy v okoli r jsou znaceny:

X =% <R ;=1 (5.10.3)

RP je ziskan zobrazenim rekurentni matice pomoci riiznych barev. Cerny bod soutadnic
(i, J) odpovida Rij = 1, a bily bod, pokud Rij = 0. Ob¢é osy RP jsou ¢asové rostouci smérem
doprava a nahoru. VVzhledem k tomu, Ze Rii = 1 pro vSechna i, bude diagonala RP vzdy Cerna.
RP je vzdy diagondlné symetricky a obsahuje alespont jednu z nésledujicich struktur tzv.
textur: jednotlivé tecky, diagonalni linie, svislé a vodorovné &ary. Tyto struktury maji
nasledujici vyznam:

— jednotlivé samostatné body znamenaji, Ze stavy ve fdzovém prostoru jsou jedinecné,

systém V nich nesetrvava dlouho, nebo silné fluktuje,
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— diagonalni linie se vyskytuje v ptipad¢, kdyz Cast trajektorie bézi paralelné s jinou
Casti trajektorie, neboli trajektorie se vraci do stejné oblasti v riznych Casech,
— vertikalni nebo horizontélni linie znamenaji, Ze stavy setrvavaji v jednom bod¢ nebo
se jen malo méni od tohoto bodu, systém je tedy uvéznén v téchto bodech.
Nejzajimavéjsim  piipadem jsou diagondlni linie. Tyto linie indikuji existenci
nestabilnich periodickych orbit a jsou tedy charakteristickym znakem pfitomnosti
determinismu. Pokud v rekurentnim grafu existuji pouze tyto diagonalni linie, jedna se pak o
periodicky signal. Délka tohoto useku je urcena dobou, jak dlouho jednotlivé ¢asti trajektorie
setrvavd v téchto oblastech. V pfipad¢, ze vzdalenost mezi diagonalnimi liniemi je rdzna,
znaci to slozitou komplexni dynamiku systému.
Pro exaktné&jsi interpretaci Zbilut et Webber (1992) a Marvan et al. (2002) vytvofili
exaktni ndstroj nazvany kvantitativni rekurentni analyza RQA.

Rekurentni mira RR je definovana jako podil rekurentnich stavii i a j v RP

1 n
RRzn—ZZRU (5.10.4)

i j=1
Mira determinismu DET je definovana jako podil stavi tvotici diagonalni useky na

celkovém poctu stavil

iwa)
1=l

o (5.10.5)

2R
i,j=
Laminarita LAM je definovana jako podil stavil tvofici vertikalni useky na celkovém

poctu rekurentnich stavi

D P

LAM = V::min
D IP)
=1

Trend je definovan jako regresni koeficient linearnich zavislosti mezi hustotou

(5.10.6)

rekurentnich stavii v jedné linii paralelni s diagonélou.

i(i —TJ(RRi ~RR,

_ =1
TREND = —)z (5.10.7)
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Doba v pasti TT (trapping time) je definovana jako primérna délka vSech vertikalnich

linii a pfedstavuje priimérnou dobu, kterou se systém zdrzuje v jednom ojedin€lém stavu:

T (5.10.8)

Entropie ENT poskytuje informace o komplexnosti deterministické struktury daného

systému a je definovana jako Shannonova entropie:

ENT == p()In p(l) (5.10.9)
1=lmin

kde P(l) a P(v) jsou pravdépodobnosti vyskytu diagonalniho nebo vertikalniho tseku
délky la vv RP.

N 1-1
P(I) = Z(l— Ri—l,j—l)(l_ Ri+1,j+1)H Ri+k,j+k (5.10.10)
i, j=1 k=0
a
N v-1
P(v) = Z(l_ Ri,j)(l_ Ri,j+u)H Ri,j+k (5.10.11)
i,j=1 k=0

Na obr. 5.5. jsou zndzornény rekurentni grafy riznych typl systémi. U obr. 5.5 a), ktery
znazoriuje bily Sum, jsou jedinou strukturou rekurentniho grafu jednotlivé samostatné body,
horizontalni a vertikalni linie. Samostatné body znamenaji, ze stavy ve fazovém prostoru jsou
jedinecné, systém v nich nesetrvava dlouho, nebo siln€ fluktuje. Vertikalni nebo horizontélni
linie znamenaji, Ze stavy setrvavaji v jednom bod€ nebo se jen malo méni od tohoto bodu,
systém je tedy uv€znén v téchto bodech. Na druhé strané u obr. 5.5. d), ktery zndzornuje
deterministicky pfedpis- funkci sinus, jsou vyrazné diagonalni linie. Ty se vyskytuji v
piipadé, kdyz cast trajektorie béZi paralelné s jinou ¢asti trajektorie, neboli trajektorie se vraci
do stejné oblasti v riznych ¢asech. Pokud v rekurentnim grafu existuji pouze tyto diagonalni
linie, jedna se pak o periodicky signal. Obrazky 5.5 b) a 5.5 ¢) vyjadiuji situace nastavajici
mezi témito extrémy. Obr. 5.5 b) znadzoriiuje Brownliv Sum a jsou zde patrny naznaky slozité
komplexni dynamiky systému. Obr. 5.5 c) znazoriuje logistickou rovnici s chaotickou

dynamikou. V obrazku jsou patrné rizné struktury, které bohuzel nejsou pfilis ztetelné.
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Obr. 5.5. Rekurentni grafy riznych systémi: a) nahote vlevo bily Sum, b) nahofe vpravo

browniv Sum, ) dole vlevo logisticka rovnice, d) dole vpravo sinus
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5.11 Predikce

Obecn¢ vétSinu vlastnosti chaotickych systémil 1ze mnohem snadnéji urcit z rovnic, nez
z Casovych tad. Pokud by byly nalezeny odpovidajici rovnice dané ¢asové tady, dalo by se
dokonce opustit analyzu casovych fad a vénovat se analyze modelu. Ale tato situace je, krom¢e
dobie kontrolovanych laboratornich experimentti, pomérné¢ vzacna. Nicméné, analyzy
samotné¢ho empirického modelu a analyzy dat generované timto modelem, miizou otestovat
konzistenci vysledkt analyzy ¢asovych fad. V realité, pfi vytvareni modelu z dat, neni zaruka,
ze se vysledek blizi skutecné dynamice pozorovaného systému. Chaotické dynamické
systémy obecné ukazuji fenomén strukturalni nestability. To znamenda, Ze modely s velmi
podobnymi parametry mohou vykazovat kvalitativné odliSnou globalni dynamiku.

V rekonstruovaném fazovém prostoru muzeme urit vztah mezi nasledujicim a
souCasnym stavem nasledovné:
X({t+T)=f(X(1) (5.11.1)

kde T predstavuje pocet ¢asovych kroku dopiedu piedpovédi. Funkce f predstavuje
aproximaci neznamého dynamického systému. Je ukazano, ze pro dostate¢né velké hodnoty
dimenze vnofeni a jsou-li splnény nekteré dal§i podminky, zrekonstruovana trajektorie ma
stejné topologické a geometrické vlastnosti jako fazovy prostor trajektorie systému (Takens,
1981). To znamena, ze pokud jsou splnény podminky Takensovy véty, toto mapovani

zachycuje nékteré vlastnosti nezndmého dynamického systému.

X(t+T) = f,(X(t) (5.11.2)
Cilem je najit prediktor f, ktery by predikoval x(t + T) na zaklad¢ rekonstruované
casové fady. V pfipade€, ze Casova fada je chaoticka, pak f, je nutn¢ nelinearni. Existuje
mnoho pfistupti (lokalnich i globalnich) k nalezeni vhodného prediktora fp.
Skupina lokalnich modelt zahrnuje ptipady, kdy dochazi k lokalni linearizaci. Podle
Hegger et al. (1999) jsou lokalni linearni modely vazané pouze na piipad, ze je dobry divod

predpokladat, Ze nésledujici vztah

S = F(sp) (5.11.3)

je mozné pouzit na experimentdlni data jako dobrou pfedem zvolenou aproximaci
neznamé funkce f a zaroven f je hladka. Neznama funkce f se nahradi prvnim clenem

Taylorova rozvoje. Nasledné je tedy mozné provést minimalizaci nasledujiciho vztahu:
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o= (55,18 —h,)’ (5.11.4)

SjEUn

Predikce je nasledné dana:

She1 =2anS, +D, (5.11.5)
Lokalni modely jsou jisté zajimavé, ale v n¢kterych piipadech miiZzou $patné predikovat,
zvlasté v ptipadech, kdy vybrané body nejsou dostupné v dané dimenzi, nebo neexistuje
inverzni matice k danému problému. Druhou velkou skupinou jsou modely globalni, které

jsou zalozeny na minimalizaci smérodatné odchylky:

62 = Z(Snﬂ - fp(Sn ))2 (5.11.6)

kde f, je nelinearni funkce s parametrem p. Zasadnim problémem je volba vhodné
nelinearni funkce fp. Hegger et al. (1999) uvadi, ze je mozné pouZit ptistupy zalozené na
polynomidlnich funkcich, radidlné bazickych funkcich, neuronovych siti, ortogonalnich
polynomech atd. Vysledky predikce zavisi na tom, jak byl vybran vhodny prediktor f, pro
modelovani neznadmé nelinearni funkce a na deterministické podstaté viibec.

Funkce fp v této praci je zvolena radialné bazicka funkce. Radialné bazicka funkce
(RBF) je realnd funkce, jejiz hodnota zdvisi pouze na vzddlenosti od pocatku, nebo
alternativné na vzdalenosti od n¢jakého jiného bodu c, nazvaného centrum. RBF musi

spliovat nasledujici vztah:

D(x) = D(|x|) (5.11.7)
respektive:
D(x,C) = D(|x—cf) (5.11.8)

Existuje celd tada radidln¢ bazickych funkci, které se prakticky pouzivaji pro

reprezentaci jadra. V tomto modelovém piipadé je vyuZito Gaussovské a polynomidlni jadro.

Gaussovské jadro je dano nasledovné (Obr.):

D(x) = (5.11.9)
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Obr. 5.. Gaussovské jadro

Rovnice prediktoru je dana nasledovné:

fo =2+ 2 a®(x—x])
i=1

Respektive, ptedpis pro predikci s vyuzitim Gaussovské jadra RBF:

n
_ el )’
Xeq =8+ D a8

i=1
Obdobné miize byt definovan prediktor s vyuzitim polynomidlnich funkei n-tého fadu:

n
i=0
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5.12 Shrnuti

Zéakladnim cilem této disertani prace bylo vypracovat metodiku detekce
deterministického chaosu v ekonomickych ¢asovych tadach. Na zakladé¢ vySe uvedenych
kvantifikdtord deterministického chaosu je vypracovan naésledujici postup detekce
deterministického chaosu.

Krok €. 1 je posouzeni vhodnosti ¢asové fadu z riznych hledisek. Mnohdy se stava, ze
u realnych dat nékteré hodnoty chybéji a pro ucely dalSich analyz je nutné se s tim vyrovnat.
Casto je nutné doplnit chybg&jici hodnoty. V né&kterych piipadech je mozné chybgjici hodnoty
uplné ignorovat. Redlné ekonomické fady mohou obsahovat celou skalu Sumi. Je nutné si
uvédomit, ze jakykoliv zasah muze ovlivnit charakter ptvodni fady. Pro analyzu z hlediska
teorie chaosu je vhodné co nejméné zasahovat do piivodni ¢asové fady. Pokud to pouzita
metodika nevyzaduje, aby se do originalnich casovych fad spiSe nezasahovalo. N¢kdy je
vhodné&j$i nez samotna analyza ptivodni ¢asové fady, analyzovat ¢asovou fadu odvozenou
Z ptivodni ¢asové tfady. Pro ucely zkoumani deterministického chaosu je vhodné analyzovani
tzv. mér dynamiky, které ndm umoznuji charakterizovat zakladni rysy "chovéani" ¢asovych
fad. Pro fady vykazujici trend, pfedev$im makroekonomické fady je vhodné analyzovat
tempo rustu.

Krok ¢. 2 je provedeni rekonstrukce ve fazovém prostoru, ktera nam ukazuje novy
pohled na danou ¢asovou fadu. V pfipad¢ dvou a tfi dimenziondlniho prostoru nam piimo
vizualné napovi fazovy graf o skrytych vlastnostech zkoumané €asové tfady. Toto zobrazeni
muze ukazat skrytou podstatu dané casové fady. Fazovy prostor je prostor vS§ech moznych
fyzikalnich stavli daného systému. To znamend, Ze kazdy bod fazového prostoru jednoznacné
urCuje stav uvazovaného systému. Kazdym bodem fazového prostoru tedy prochazi jedna
trajektorie popisujici Casovy vyvoj daného systému, ktery se nachazi v daném bod¢ fazového
prostoru. Podstatou rekonstrukce je Takensova véta, ktera transformuje problém predikce
z extrapolace v ¢ase do interpolace ve fazovém prostoru. Zakladni myslenkou této uvahy je,
Ze charakteristické vlastnosti atraktoru jsou nezavislé na volbé fazového prostoru. Pro
provedeni rekonstrukce ve fazovém prostoru je nutné urcit optimalni hodnotu casového
zpozdéni a optimalni hodnotu dimenze vnoieni.

Krok ¢. 3 spociva v odhadu klasickych invariant systému tj. Ljapunovovilv exponent,
korelacni dimenze a Kolmogorova entropie. Konkrétni algoritmy vypoctu jsou uvedeny
v piedchozich kapitolach. Pokud je splnéna klasicka ,,Podminka chaosu®, nebo-li pokud je

Ljapunovoviv exponent kladny, korelaéni dimenze nabyva nizkych neceloc¢iselnych hodnot a
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Kolmogorova entropie je kladné konecné c¢islo, mizeme usuzovat, Zze dany systém je
chaoticky. Splnit klasickou ,,podminku chaosu®“ zredlnych dat je mnohdy velmi
komplikované. Nedostatecné mnozstvi dat je hlavni problém analyzy deterministického
chaosu Vv realnych dynamickych systémech. Standartni metodika zaloZena na vypoctu
Ljapunovovych exponentl ¢i korelaéni dimenze je nevhodnd. Wolf et al. (1985) uvadi, ze

minimalni délka dat pro vypocet nejvétsiho Ljapunovova exponentu by méla byt
N € (10°2,30") . Pro systém D=3 je to 1000 az 30000 dat.

Krok ¢. 4 je vypocet Hurstova exponentu. Hurstiiv exponent H urcuje miru chaoti¢nosti
casové fady. Dokaze nejen rozlisit chaotickou a ndhodnou ¢asovou fadu, ale navic je schopen
u chaotické Casové fady nalézt dlouhodoby pamétovy cyklus. Hurstiv exponent nabyva
hodnot od 0 do 1. Casova fada se nazyva antiperzistentni, pokud hodnota Hurstova exponentu
je nizsi nez 0,5. Cisté stochasticky proces ma hodnotu 0,5. Pokud hodnota Hurstova
exponentu je vyssi nez 0,5 nazyva se ¢asova fada perzistentni a vykazuje dlouhodobou pamét’.
Hodnoty, blizici se krajnim bodim ukazuji na vyznamnou deterministickou povahu procesu.
Pokud hodnoty Hurstova exponentu lezi nékde mezi hodnotami 0 a 0,5 nebo 0,5 a 1 potvrzuje
to pfitomnost deterministického chaosu.

Krok €. 5 spociva v provedeni nového testu 0-1 na detekci deterministického chaosu.
Vstupem je ¢asova fada a vystupem jedna skaldrni hodnota, jehoz hodnota je mezi 0 a 1. Test
0-1 nezavisi na rekonstrukci ve fdzovém prostoru, ale pracuje pfimo s casovou fadou.
Podstatou tohoto testu je zkoumani dynamiky stfedniho kvadratického posunu. V ptipadé, Ze
se jedna o chaotické chovani, roste stfedni kvadraticky posun linearné s ¢asem. Alternativné
je vhodné pouzit metodu zaloZenou na fraktalni Fourierové transformaci, kterd rozsifuje test
0-1 Gottwald et Melbourne (2004).

Krok €. 6 je zalozen na vyuziti topologické metody rekurentni analyza. Rekurence je
zakladni vlastnosti dynamickych systémt, kterda muize byt vyuzita pro analyzu vlastnosti
systétmu ve fazovém prostoru. Rekurentni analyza je zaloZena na topologickém pfistupu,
jejimz cilem je prokazani opakujicich se vzori a nestacionaritu €asovych fad. Toho se
vyuzivé ke studiu chaotickych systému, protoze rekurence je dilezitou vlastnosti chaotickych
systémi souvisejici s fraktalni sobépodobnosti. Eckmann et al. (1987) navrhli pro vizualizaci
a nelinearni analyzu dat jako vhodny nastroj rekurentni graf (RP). RP vyhledava opakujici se
vzory, nestacionarity a strukturdlni zmény chovéani studovaného systému. Jedna se o
vizualizaci ¢tvercové matice, ve které prvky matice odpovidaji dobé, pii které se stav

v

dynamického systému opakuje. Pro exaktnéjsi interpretaci Zbilut et Webber (1992) a Marvan
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et al. (2002) vytvofili exaktni nastroj nazvany kvantitativni rekurentni analyza RQA. Je nutné
poznamenat, Ze tato metoda je vhodna pro n¢které makroekonomické ¢asové fady s omezenou
délkou, ale jeji vyuziti pro analyzu finan¢nich trhii je spise sporadické.

Krok €. 7 spociva ve vyhodnoceni vysledku jednotlivych metod popsanych v krocich €.
3,4,5,6. Jedna se o mix metrickych, dynamickych a topologickych metod vhodnych pro
analyzu Casovych fad z hlediska teorie chaosu. Obecné plati, Ze vysledky uvadénych testi
jsou verohodné, pokud jsou splnény piedpoklady téchto testii. Nedostatené mnozstvi dat je
hlavni problém analyzy deterministického chaosu v redlnych ekonomickych dynamickych
systémech. Situace je ziejma pokud vsSechny popsané metody ukazuji shodné. V piipadée
pokud uvedené metody neukazuji shodné, neni jiz situace jednoznacnd a je nutné situaci
detailngji analyzovat. Pokud je k dispozici dostatecné mnozstvi dat a jsou splnény vSechny
pfedpoklady pro vypocet klasickych invarianti systému (tj. Ljapunovoviv exponent,
korelacni dimenze a Kolmogorova entropie), je vysledek vérohodny. Pokud je splnéna

3

klasicka ,,Podminka chaosu®, nebo-li pokud je Ljapunovoviiv exponent kladny, korela¢ni
dimenze nabyva nizkych necelo¢iselnych hodnot a Kolmogorova entropie je kladné kone¢né
¢islo, miizeme usuzovat, Zze je dany systém chaoticky. Naopak u rekurentni analyzy se
ukazuje, ze je vhodna pravé pro kratsi (fadové 10? hodnot) ekonomické fady. U takto
kratkych ¢asovych tad je vypocet klasickych invariantd systému nevérohodny.

Uvedena metodika obsahuje metody a postupy, které byly autorem ovéfeny na mnoha
realnych ekonomickych datech. Nékteti autofi doporucuji i jiné metody a testy. Pouzivany je
napi. BDS test (Broock et al., 1996) zaloZeny na konceptu korela¢niho integralu. BDS test je
neparametricky test nulové hypotézy, ze zkoumana data jsou nezavisla a stejnomérné
rozdélena. Bohuzel ptimo z tohoto testu nelze urcit, zda zamitnuti nulové hypotézy zapficinil
deterministicky chaos. Daéle je to pak metoda nahradnich dat (Surrogate data testing) od
Schreiber et Schmitz (2000) vyvinuta k testovani nelinearit. Opét z tohoto testu nemizeme nic
fici 0 deterministickém chaosu. Testy BDS a Surrogate je mozné pouzit jako doplnéni

vypracované metodiky.
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6 Trh elektrické energie

Tato kapitola se zabyva ovéfenim vypracované metodiky na piikladu cen elektrické
energie. Je nutné poznamenat, ze trh s elektrickou energii je unikatni a zaroven komplikovany
Vv tom, ze elektfinu v podstaté¢ ve velkém neumime na rozdil od jinych komodit efektivné

skladovat. Z téchto diivodi ma aplikace vypracované metodiky sva specifika.

6.1 Uvod

Evropsky trh s elektfinou Se postupné integruje, ale stale zistava narodné a regionalné
rozdélen. V Evropé tak lze stale mluvit o nékolika regionalnich trzich. Next Finance (2007)
ocekava, prestoze je trh zatim vyrazné rozdélen na mensi celky, ze bude probihat konvergence
spotiebitele. Mezinarodni obchod s elektiinou pfispéje 1 k vétsi konkurenci, coz by mélo
prinést vyssi efektivitu s nizs$i cenou. Cilem evropské integrace trhu s elektfinou je uplna
liberalizace v ramci Evropy. Na trhu by se pfitom mély uplatiiovat klasické trzni principy.
V soucasné dobé mezi klicové evropské burzy patii némecka European Energy Exchange
(EEX) skandinavska Nord Pool.

Velkoobchodni trh s elektrickou energii je klasicky komoditni trh s mnoha hraci v¢etné
spekulantii. Obchoduji se jak spotové, tak i terminové kontrakty, coz umoznuje kromé
spekulace 1 zajisténi se pred nepfiznivym vyvojem ceny do budoucna, a tedy omezeni rizika.
Ceny na trhu s elektfinou jsou dany vztahem nabidky a poptavky. Cena elektfiny neni ur¢ena
pouze néklady na vyrobu ¢i urovni mezd, ale také celou fadou dalSich faktord. Dokonce ani
neplati, Ze v chudych zemich je elektfina levnéj$i nez v zemich bohatych. Mezi hlavni
determinanty ceny na stran¢ nabidky patfi: vyrobni kapacita, provozni naklady a pocasi. Na
strané poptavky se hlavné projevuje pocasi a makroekonomické faktory. Ciarreta et Zarraga
(2010) poukazuji na souvislost sristem HDP a spotiebou elektrické energie. Kazdy z
uvedenych faktortt konkrétni trh formuje jinak a v jiném obdobi. Nejvyssi cena elektrické
energie je u skandinavské Noord Pool (Simonsen, 2003) v zimé, ale u kalifornské CalPX
(Weron et Przybylowicz, 2000) v 1ét€. Spotové ceny jsou ovlivnény pocasim vice nez ceny
forwardové. A pravé pii predikci pocasi byl poprvé objeven deterministicky chaos. Ceny
ro¢nich a kvartalnich dodavek jsou ptedevSim urceny vyrobnimi kapacitami, palivovymi
naklady, cenou povolenek a dlouhodobym trendem spotiteby. U ¢asové bliz§ich dodavek se jiz
projevuje vliv pocasi. Navic se zde projevuje piesnéjsi znalost disponibility vyrobnich

zafizeni a pfenosové soustavy (Next Finance, 2007).
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Trh s elektrickou energii je unikatni a zaroven komplikovany vtom, ze elektfinu
V podstaté ve velkém neumime na rozdil od jinych komodit efektivné skladovat. V kazdém
okamziku musi vyroba odpovidat spotiebé. Vyrobci proto musi mit odhad, jak se bude vyvijet
poptavka po elektfiné nejen béhem roku, ale i béhem kazdého dne a kazdé hodiny. Presny
odhad spotieby podle jednotlivych hodin dne je samoziejmé komplikovany. Na posledni
chvili je proto potfeba dolad’ovat nabidku s poptavkou. Svou roli hraji zejména dlouhodobé
nepredikovatelné faktory, jako je tieba pocasi. Pocasi ovliviiuje jak stranu poptavky, tak také
stranu nabidky. U EEX je hlavnim problémem volatilita dodavek elektfiny z vétrnych
elektraren. Sphanic et al. (2007) se zabyvaji otdzkou ekonomické efektivnosti skladovani
elektrické energie a navrhuji sodikovo-sirové akumuldtory (NAS). Pro smysluplné
integrovani obnovitelnych zdroju je dulezité optimalizovat fizeni a kapacitu skladovani
elektrické energie. Harsha et Dahleh (2015) dokazali na ptikladech USA, Ze optimalni
skladovaci kapacita elektfiny miaze efektivné integrovat elektfinu z obnovitelnych zdroji do
energetické soustavy bez vyrazného zatizeni prenosové soustavy. Kromé toho mize dojit k
neplanované odstavce velkého zdroje elektiiny, nebo ¢asti pfenosové soustavy. | na dvou
sousednich trzich miize byt cena elektfiny vyrazné odlisna. Elektfina miize byt snadno a
rychle pfepravovana, ale vedeni elektrické energie ma své kapacitni omezeni, kterd nesmi byt
piekro¢ena. To je hlavni divodem, pro¢ se ceny elektrické energie lisi v sousednich
oblastech. Na spotovém trhu se proto obchoduje elektiina po Casovych pasmech dne na
nasledujicich 24 hodin. Dale se rozliSuje tzv. Baseload (energie nabizend po cely den) a
Peakload (energie nabizena v denni $picce). Spotova cena se proto béhem dne vyrazné méni a
volatilita roste s blizici se dobou dodavky. Dale se rozliSuje hodinova a blokova cena. U
hodinové dodavky se obchoduje konstantni vystup energie po dobu jedné hodiny. U blokové
ceny se jednad o nékolik hodin dodavek. Pro ceny se pouZivaji indexy. Na némecké EEX je
pouzivan index PHELIX (Physical Electricity Index). Dle navrhu nafizeni evropské komise o
vnitfnim trhu s elektfinou by mél byt interval zactovani odchylek 15 minut zaveden od
1.1.2025. Rozdélenim hodinového intervalu na ctvrthodinu ma byt dosazeno udrZeni
hodinové periody obchodovani, ale rozdéleni cilové hodnoty vykonu pfi rostoucim zatizeni do

¢yt ¢tvrthodinovych krokl v ramci kazdé hodiny.

84



6.2 Analyzovand data

Tato prace analyzuje data z nejvétSiho evropského trhu elektrické energie (European
energy markets EEX). Tento trh ma mnoho uc¢astniktl a je zajisténa dobra likvidita. Konkrétné
jsou analyzovany PHELIX hodinové spotové ceny v obdobi od 8. 2. 2005 do 31. 12. 2016
uvedené v EUR/MWh (obr. 6.1). To piedstavuje celkem 104 136 hodnot, coZ je dostate¢né
mnozstvi dat pro analyzu z hlediska chaosu. Z grafu (obr. 6.1) je patrné, Ze Casova fada
v dlouhém obdobi neobsahuje vyrazny rostouci nebo klesajici trend. To je typické u cen
elektfiny, kdy se ceny elektfiny vraceji k primérné hodnoté napt. Kristoufek et Lunackova
(2013), Alvarez-Ramirez et Escarela-Perez (2010) Weron et Przybylowicz (2000), Simonsen
(2003) Norouzzadeh et al. (2007). Pro nékteré analyzy je nutné v piipad¢ zjisténi trendu nutné
provést vylou¢enim trendu. Z prvniho srovnani spotovych cen a objemu (obr. 6.1 a 6.2) je

vidét pokles volality a narist objemt nékdy od zac¢atku roku 2010.

Stfedni hodnota 42,500
Median 39,280
Modus 50,000
Smérodatna odchylka 25,798
Rozptyl vybéru 665,516
Spicatost 1177,457
Sikmost 16,669
Minimum -500,020
Maximum 2436,630
Pocet 104136

Tab. 6.1. Zakladni charakteristika zkoumaného souboru hodinovych spotovych cen PHELIX
v EUR/MWh
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Obr. 6.1. Hodinové spotové ceny PHELIX, v¢etné linearni regrese
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Obr. 6.2. Objem obchodu na EEX, véetn¢ linearni regrese
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6.3 Empirickd analyza PHELIX

Vypoéty a analyzy, vcetné grafického zpracovani, jsou provedeny v prostiedi
MATLAB, MATHEMATICA, TISEAN a MS EXCEL. TISEAN je softwarovy projekt
specialné vyvinuty pro analyzu ¢asovych fad zalozeny na teorii chaosu (Hegger, et al., 1999).

Teoretickym podkladem pro tento software je prace Kanz et Schreiber (2004).

6.3.1 Klasicka analyza

Jak jiz bylo zminovano z grafu (obr. 6.1) je patrné, ze ¢asova fada PHELIX v dlouhém
obdobi neobsahuje vyrazny rostouci nebo klesajici trend. V tomto ptipad¢ je tedy mozné se
pustit do korela¢ni analyzy. Na prvni pohled nejsou korelace patrny, je nutné se na to podivat

pomoci ur¢itych figli. Krasné korelace jsou patrné po tydnu (168 hodinach)

cenova matice
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Obr. 6.3. Cenova matice
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Obr. 6.4. Pribéh cen elektiiny PHELIXpo jednotlivych tydnech

6.3.2 Rekonstrukce fazového prostoru PHELIX

Optimalni hodnota casového zpozdéni byla vypoctena pomoci miry vzéjemné
informace. Na zékladé popsané metodiky je dulezité zjistit prvni minimum funkce 1(z). Prvni
minimum /(z) obsahuje nejvétsi mnozstvi informace, aniz by byla Gplné ztracena korelace
mezi ¢asovou fadou a ¢asovou fadou posunutou o ¢as 7. Z prubéhu funkce /(z) byla uréena

hodnota optimalniho ¢asového zpozdéni 7 = 15
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Obr. 6.5. Mira vzajemné informace u ¢asové fady spotovych cen

Optimalni hodnota dimenze vnofeni byla vypoctena pomoci metody nejblizSich
falesnych sousedl. Podstatou metody je porovnani vzdalenosti dvou sousedd v urcité dimenzi
a v dimenzi o jednu vétsi. Pokud se jedna o faleSné sousedy, bude jejich vzdalenost ve vyssi
dimenzi tak velka, Ze jiz nebudou sousedy. Za dostate¢nou dimenzi vnofeni se bere hodnota,
ktera snizuje pocet falesnych sousedu k nule. Dimenze vnofeni je odhadnuta na m = 6. Liu et
al. (2005) dosli u New England Power Market k hodnotam 7 = 8 a m = 9. K#iz et Kratochvil
(2014) odhadli u stejného trhu, ale v jiném obdobi = 8 a m = 7. Bigdeli et Afshar (2009) u
iranského trhu zjistili hodnoty 7 = 6 a m = 3. Z uvedeného ¢lanku piimo neplyne, jak vypocetli
dimenzi vnofeni, ale Bigdeli et Afshar (2009) maji velké $tésti, protoze uspésné vykreslili

atraktor ve fazovém prostoru.
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Obr. 6.6. Podil nejblizsich faleSnych sousedi u ¢asové fady spotovych cen

6.3.3 Maximalni Ljapunovoviiv exponent PHELIX

Ljapunovovy exponenty jsou Cisla, kterd popisuji divergenci blizkych trajektorii.
Maximalni Ljapunovoviv exponent hraje vyznamnou roli v analyze dynamickych systéma.
Je-li alespon jeden Ljapunovoviv exponent kladny, je to povazovano za dostate¢ny signal, Ze
se studovany systém chova chaoticky. Pro odhad nejvétsiho Ljapunovova exponentu je pouzit
Rosensteiniv algoritmus (Rosenstein, et al., 1993). Rosensteiniiv algoritmus je zaloZen na
linedrni regresi metodou nejmensich ¢tvercti v grafu logaritma divergence a ¢asu. Maximalni
Ljapunovoviv exponent pro ¢asovou fadu spotovych cen elektiiny PHELIX byl odhadnut na
0,00022, coz je sice malé, ale kladné ¢islo. Ktiz et Kratochvil (2014) odhadli Ljapunovoviv
exponent na hodnotu 0,0005. Vysledky této prace maji vzhledem k vétsimu poétu dat (10°) a
vylepseni vypocetniho algoritmu vyssi vypovidajici schopnost. Liu et al. (2005) odhadli u
New England Power Market nejvétsi Ljapunovovuv na 0,013.
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Obr. 6.7. Zavislost logaritmu divergencece A(At) na At u spotovy cen elektiiny PHELIX.
Smérnice prolozené piimky v nesaturované oblasti udava nejvétsi Ljapunovovuv exponent
0,00022.

6.3.4 Fraktalni dimenze PHELIX

Vypocet korelaéni dimenze je zaloZzen na metod¢ vyvinuté Grassberger et Procaccia,
(1983). Zakladem je vypocet korelacniho integralu C(g). Vzhledem k definici korela¢niho
integralu se nejednd o hladkou kiivku, proto byl pouzit korelacni integral s Gaussovym
jadrem Cg(g). Korelac¢ni dimenze se ziska z log-log diagramu Cg(g) vici ¢. Sklon kiivek pro
rizné dimenze vnofeni m udavaji rdzné hodnoty korela¢ni dimenze Dc. Korela¢ni dimenze
byla odhadnuta na 4,52 a Higuchiho dimenze byla odhadnuta na 1,87. Velky rozdil je
zpusoben metodikou vypoctu. Liu et al. (2005) odhadli u New England Power Market

korela¢ni dimenzi na 5,42.
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Obr. 6.8. Zavislost In(Cg(¢)) vucéi In(e) u Casové fady spotovych cen elektiiny PHELIX
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Obr. 6.9. Zavislost log(L) vaéi log(k) u casové fady spotovych cen elektiiny PHELIX.
Smérnice linearniho trendu je hledana Higuchiho dimenze 1,87.
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6.3.5 Entropie PHELIX

Byl proveden vypocet Kolmogorov-Sinai entropie dle popsané metodiky. Vysla
hodnota entropie 11,53, coz je koneéné kladné ¢islo a to je podstatné z hlediska analyzovani

detekce deterministického chaosu.
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Obr. 6.10. Entropie hz(e) s klesajicim & konverguje na hodnotu 11,53

6.3.6 Hurstiv exponent PHELIX

Hurstliv exponent ndm udava perzistentnost procesti, neboli nam tik4, zdali se jedna o
casovou fadu s dlouhodobou paméti. U spotovych cen elektfiny PHELIX byla prokdzana
perzistentnost v souladu s obdobnou praci Kiiz et Kratochvil (2014), ktera analyzovala 10 000
dat ze stejného trhu. Kristoufek et Lunackova (2013) analyzovali hodinové ceny elektiiny
v Ceské republice a prokazali silnou perzistentnost procestl. Alvarez-Ramirez et Escarela-
Perez (2010) podobné prokazali silnou perzistentnost u hodinovych cen elektrické energie
Vv kanadské Alberté a Ontariu. K opa¢nému vysledku dosli Weron et Przybytowicz (2000) pfi
analyze hodinovych cen elektrické energie u California Power Exchange (CalPX ) a Swiss
Electricity Prices (SWEP)v letech 1998 az 2000, kde hodnoty Hurstova exponentu jsou 0,428
(CalPX) a 0,529 (SWEP). K podobnym hodnotam dospél Simonsen (2003) u skandinavského
Nord Pool a Norouzzadeh et al. (2007) u Spanélského Operador del Mercado Ibérico de

Energia. Markantni rozdily u jednotlivych trhii jsou zplsobeny ptedev§im rozdilnou

93



efektivnosti téchto komoditnich trhi. Je znama souvislost mezi efektivnosti kapitalového a

komoditniho trhu a fraktalni dimenzi (Kristoufek et Vosvrda, 2013). Obecné fraktalni

dimenze a Hurstliv koeficient mizou byt nezavislé veliiny, vétSinou se vychazi se vztahu

H+D=2, z ¢ehoz plyne zavislost mezi efektivnosti kapitalového nebo komoditniho trhu a

Hurstovym exponentem.

Metoda Odhad Hurstova koeficientu
R/S analyza 0,853
DFA 0,909
GPH 0,917
AWC 0,976
Aritmeticky primér 0,914
Smérodatna odchylka 0,044

Tab 6.2. Pfehled vypocétu Hurstova exponentu podle jednotlivych metod:

3
Iogmn

Obr. 6.11. R/S analyza hodinovych spotovych cen PHELIX. Empirickd hodnota Hurstova

exponentu byla odhadnuta na 0,853.
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Obr. 6.12. DFA analyza hodinovych spotovych cen PHELIX. Empiricka hodnota Hurstova
exponentu byla odhadnuta na 0,9009.

Iogm (power)
o

log, , (4 sin®(freq/2))

Obr. 6.13. Vykonové (Power) spektrum spotovych cen v log-log grafu. Hodnota Hurstova
koeficientu je 0,917.
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Obr. 6.14. AWC analyza. Zavislost W[h](a) na a. Hodnota Hurstova koeficientu je 0,976.

6.3.7 Test0-1 PHELIX

Pfed samotnym pouzitim 0-1 testu je vhodné se podivat na zavislost kosinové p¢(n) a
sinové (c¢(n) slozky Fourierovy transformace. Alternativné je mozné vyuzit fraktalni
Fourierovu transformaci. Vzajemna zavislost kosinové pc(n) a sinové gc(n) slozky podle obr.
6.13 indikuje chaos viz srovnani s chaotickou dynamikou logistické rovnice s parametrem
r=3,97 (obr. 5.3). Dalsim informaci je mozné ziskat ze zavislosti modifikovaného stfedniho
kvadratického posunu D(n) na n. Pokud modifikovany stfedni kvadraticky posunu D(n)

diverguje s rostoucim n, pak je chaos pravdépodobné pfitomen v tomto systému.
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Obr. 6.15. Zavislost proménnych pc(n) a gc(n).
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Obr. 6.16. Zavislost modifikovaného stiedniho kvadratického posunu D(n) na n.
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6.3.8 Rekurentni analyza PHELIX

Kvantitativni rekurentni analyza nepotvrdila pfesvédCivé ptitomnost komplexni
dynamiky. Kodera et Van Quang (2009) pii analyze vybranych akciovych tituld i souhrnného
ukazatele PX také nepotvrdili existenci determinismu. Je nutné poznamenat, ze tato metoda je
vhodné pro n¢které makroekonomické Casové fady s omezenou délkou, ale jeji vyuziti pro

analyzu finan¢nich trhii je spiSe sporadické.
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Obr. 6.18. Rekurentni graf
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6.4 Shrnuti vysledkii analyzy

Tato kapitola se zabyva ovéfenim vypracované metodiky na piikladu spotovych cen
elektrické energie PHELIX. Tento trh md mnoho ucastnikll a je zajiSténa dobra likvidita.
Konkrétné jsou analyzovany PHELIX hodinové spotové ceny v obdobi od 8. 2. 2005 do 31.
12. 2016 uvedené¢ v EUR/MWh. To piedstavuje celkem 104 136 hodnot, coz je dostatecné
mnozstvi dat pro analyzu z hlediska chaosu. Casova fada spotovych cen elektrické energie
PHELIX v dlouhém obdobi neobsahuje vyrazny rostouci nebo klesajici trend.

Byla provedena pomérné rozsahla analyza zalozend na metodach teorie chaosu. Pokud
je Ljapunovoviv exponent kladny, korelacni dimenze nabyva nizkych necelociselnych hodnot
a Kolmogorova entropie je kladné kone¢né Cislo, mizeme usuzovat, Ze dany systém je
chaoticky. Provedend analyza potvrdila pfedpoklady pro pfitomnost chaosu v c¢asovych
fadach spotovych cen elektrické energie PHELIX. Vzhledem k dostate¢nému mnozstvi dat a
splnéni vSech ptfedpokladl pro vypocet klasickych invariantl je tento vysledek vérohodny. To
potvrdil piesvéd¢ive i test 0-1 poprvé piredstaveny Gottwald et Melbourne (2004). Kiiz et
Kratochvil (2014) poprvé aplikovali novy 0-1 chaos test na spotové ceny elektfiny a potvrdili
jeho vyuzitelnost. Byla prvné aplikovana metoda zalozend na fraktadlni Fourierovy
transformaci pro detekci deterministického chaosu, ktera pfitomnost deterministického chaosu
také potvrdila. Timto byla potvrzena prvni hypotéza a také byl splnén cil prace tykajici se
prokazani kvantifikovatelnych chaotickych projevii ve spotovych cenéch elektrické energie
PHELIX. Soucasti této analyzy byl dale vypocet Hurstova exponentu. U spotovych cen
elektfiny PHELIX byla prokazana pomérné silna perzistentnost. To je v souladu s obdobnou
praci Kiiz et Kratochvil (2014), kterd analyzovala 10 000 dat ze stejného trhu.

Navrzend metodika byla ovéfena na realném ptikladu spotovych cen elektrické energie
PHELIX. U casové fady spotovych cen elektrické energie PHELIX je potvrzena piitomnost
deterministického chaosu a jeji perzistentnost. Tento zavér ndm ftikd, ze kratkodoba predikce

je teoreticky proveditelna.
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7 Hruby domaci produkt

Tato kapitola se zabyva ovéfenim vypracované metodiky na ptfikladu hrubého doméciho

produktu. Casova fada HDP je typickym piikladem makroekonomické asové fady.

7.1 Uvod

HDP je zakladni makroekonomicky ukazatel. Hruby domaci produkt (HDP, v
mezinarodnich pramenech GDP z anglického Gross Domestic Product) je celkova hodnota
finalnich statkd vyrobenych na daném uzemi za urcité obdobi (zpravidla rok) a prochéazejicich
trhem vyjadfena v penéznich jednotkach (Fialova et Fiala, 2011). Tento ukazatel se pouziva v
makroekonomii pro urovani vykonnosti ekonomiky statd. V mezindrodnich srovnanich se
také pouzivda HDP na obyvatele (HDP na hlavu). Hlavnimi pritkkopniky vyuzivani HDP byli
Clark (1932) a Kuznets (1971).

Na rozdil od bohatstvi, které predstavuje stav, predstavuje HDP prirastek bohatstvi, coz
je tok. Z mnoha analyz napi. Ciarreta et Zarraga (2010) vyplyva pfi¢inna souvislost HDP se
spotfebou energie. HDP je tedy témét vyjadienim miry spotieby bez ohledu na kvalitu
produktu. HDP je kli¢ovym ukazatelem vyvoje narodniho hospodaistvi, méti vykonnost
ekonomiky. HDP ve finan¢nim vyjadfeni ptfedstavuje hodnotu vseho, co bylo nové v zemi
vytvofeno za sledované obdobi — rok, ptipadné Ctvrtleti. Doméaci produkt lze vypocitat ttemi
zpusoby (produkéni, vydajova, dichodova). Kazda metoda ptedstavuje jiny pohled na totéz
(tvorba, rozdéleni a uziti HDP).

Hruby domaci produkt v absolutnim vyjadfeni nema pfiiliS velkou vypovidajici
schopnost, slouzi hlavné jako srovnavaci zakladna pro rizné pomérové ukazatele (zadluzeni,
energetickd naroCnost, otevienost ekonomiky, dafové zatizeni, intenzita vyzkumu a vyvoje,
atd.) Smysl pro méfeni dynamiky ekonomického vyvoje ma tempo ristu HDP v redlném
vyjadteni. Hlavni vyhodou ukazatele HDP je moznost jeho vyjadieni v penéznich jednotkach,
které 1ze snadno scitat a pfevadét mezi zemémi a v Case. HDP je zdkladni ukazatel pro
mezindrodni srovnani a je snadno dostupny ve statistice srovnavanych zemd.

HDP vyjadfuje hrubou ptidanou hodnotu v narodnim hospodaistvi, ale zahrnuje
pfevazné trzni produkci a pouze Cast produkce netrzni. Z tohoto divodu nemize byt
povaZzovan za indikétor celkového ekonomického vykonu. Bylo by tfeba zkoumat nepenéZni
faktory bohatstvi, kterymi jsou napftiklad volny Cas, dobré zivotni prostfedi, nizka kriminalita,
fungujici instituce a dal$i. Zasadni problémy HDP spocivaji v nezohlediiovani stavu zivotniho

prostiedi a hodnot volno€asovych aktivit. Pokud je rist HDP doprovazen zhorSenim Zivotniho
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prostiedi, disledkem je niz$i narast, piipadné i pokles ekonomického blahobytu. Identifikovat
ptispévek zivotniho prostfedi pro ekonomicky rozvoj spolecnosti umoziuje systém
environmentalniho a ekonomického ucetnictvi (SEEA), podrobnéji napt. Ritschelova et al.
(2000). Stiglitz et al. (2009) na piikladu Francie, Finska a USA uvedl empiricky odhad
hodnoty prace pro sebe. Mimo uvedené zasadni problémy, existuji i dalsi spojené s métenim
HDP, jako je uplnost zachyceni (Sedd ekonomika, modelovéani, odliSnost podnikového a
narodniho ucetnictvi), Ocenovani (zejména u netrznich transakci), piepocet do stalych cen

(kvalitativni o¢ist'ovani, aplikace spravnych cenovych indext) a mezinarodni srovnatelnost.

7.2 Analyzovand data HDP

Tato kapitola analyzuje HDP ve Spojenych statech americkych. Konkrétné je
analyzovano Ctvrtletni tempo ristu HDP ve Spojenych statech americkych (sezonné oc€isténo)
od roku 1947 do roku 2016 (obr. 7.1). Byla zvolena analyza tempa rustu, nebot’ tato fada
nevykazuje trend, na rozdil od HDP, kde je naopak vyrazny trend. Jedna se sice o jednu
z nejdelsich ¢asovych fad HDP, ale potad to je pouze 278 hodnot. Nedostate¢né mnozstvi dat
je hlavni problém analyzy deterministického chaosu. DalSim problémem je kvalita dat.
Standartni metodika zalozena na vypocétu Ljapunovovych exponentt ¢i korela¢ni dimenze je
nevhodna. Wolf et al. (1985) uvadi, ze minimalni délka dat pro vypocet nejvétsiho
Ljapunovova exponentu by méla byt:

N e (10°2,302) (7.2.1)

Pro systém D>=3 je to 1000 az 30000 dat. Eckmann et Ruelle (1992) prokazali, Ze pro
vypocet korelacni dimenze podle Grassberger et Procaccia (1983) je nutna Casova fada o
délce N, kde

D 1
logN = —2log—
g > gp (7.2.2)

Kde p=S/¢ je pomér rekurence. Vypocet téchto hodnot byl proveden, pokud vitbec byl
mozny, ale bez vypovidajici schopnosti. Aguirre et Billings (1995) ukazali, Ze relevantni
vysledky je mozné ziskat i z ¢asové fady o délce N=1000. Letellier et al. (2006) dokonce
tvrdi, ze za jistych predpokladii je mozné ucinit zavér o existenci chaosu z mnohem kratSich
casovych fad o délce N = 100. Podstatou tohoto tvrzeni je nalezeni modelu, ktery nasledné
muze generovat del$i Casovou fadu. Asi nejperspektivnéjsi metodou pro takto kratkou
¢asovou fadu se zda rekurentni analyza, kterd pozaduje Casové fady o délce Fadové 102

(Marwan, 2011).
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Stfedni hodnota 6,547
Median 6,000
Modus 5,100
Smérodatna odchylka 4,736
Rozptyl vybéru 22,434
Spicatost 2,441
Sikmost 0,512
Minimum -7,700
Maximum 26,800
Pocet 278

Tab. 7.1. Zakladni charakteristika zkoumaného souboru
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Obr. 7.1. Ctvrtletni tempo riistu HDP ve Spojenych statech americkych (sezonné o¢isténo) od

roku 1947 do roku 2016

7.3 Empirickad analyza HDP

Vypocty a analyzy, vcetné grafického zpracovani,

jsou provedeny v prostiedi

MATLAB, MATHEMATICA, TISEAN a MS EXCEL. TISEAN je softwarovy projekt



specidlné vyvinuty pro analyzu ¢asovych fad zaloZeny na teorii chaosu (Hegger, et al., 1999)

Teoretickym podkladem pro tento software je prace Kanz et Schreiber (2004).

7.3.1 Rekonstrukce fazového prostoru HDP

Optimalni hodnota casového zpozdéni byla vypoctena pomoci miry vzdjemné
informace. Na zakladé popsané metodiky je dulezité zjistit prvni minimum funkce 1(z). Prvni
minimum I(z) obsahuje nejvétsi mnozstvi informace, aniz bychom upln¢ ztratili korelaci mezi

¢asovou fadou a ¢asovou fadou posunutou o ¢as 7. Z prabéhu funkce /(z) bylo uréena hodnota
optimalniho ¢asového zpozdéni 7 = 3

o o o o
o = o w
T T ——r—
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Obr. 7.2. Mira vzajemné informace u ¢asové fady tempa rastu HDP

Optimalni hodnota dimenze vnofeni byla vypoctena pomoci metody nejblizSich

faleSnych sousedt. Podstatou metody je porovnani vzdalenosti dvou sousedl v urcité dimenzi
a v dimenzi o jednu vétsi. Pokud se jedna o faleSné sousedy, bude jejich vzdalenost ve vyssi

dimenzi tak velkd, Ze jiZ nebudou sousedy. Za dostate¢nou dimenzi vnofeni se bere hodnota,

ktera snizuje pocet faleSnych sousedu k nule. Dimenze vnofeni je odhadnuta na m = 4.

Kiiz (2014a) pfi analyze finského HDP dospél piesné ke stejnym hodnotam casového
zpozdéni a dimenze vnofeni 7

3 am = 4, Kpodobnym vysledkim dospéli Kiiz et
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Knézackova (2014) pti analyze HDP vybranych zemi EU. Kftiz (2011) proved| rekonstrukci

fazového prostoru u ¢asové fady HDP v CR.
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Obr. 7.3. Podil nejblizsich falesnych sousedt u ¢asové fady tempa rustu HDP

7.3.2 Maximalni Ljapunovovuv exponent HDP

Ljapunovovy exponenty jsou Cisla, kterd popisuji divergenci blizkych trajektorii.
Maximalni Ljapunovoviv exponent hraje vyznamnou roli v analyze dynamickych systéma.
Je-li alespon jeden Ljapunovoviv exponent kladny, je to povazovano za dostate¢ny signal, Ze
se studovany systém chova chaoticky. Pro odhad nejvétsiho Ljapunovova exponentu je pouzit
Rosensteiniv algoritmus (Rosenstein, et al., 1993). Rosensteiniiv algoritmus je zaloZen na
linedrni regresi metodou nejmensich ¢tvercti v grafu logaritma divergence a ¢asu. Maximalni
Ljapunovoviv exponent pro Casovou fadu koncentraci Hodnoty nejvétSiho Ljapunovova
exponentu u tempa ristu HDP jsou ur¢eny pouze zhruba z diivodi nejednoznacnosti oblasti
vhodnou pro prolozeni linearniho trendu a samoziejmé z ditvodii nedostatecného poctu dat.
Presto byl proveden vypocet nejvétsiho Ljapunovova exponentu, ktery byl negativni. Shintani
et Linton (2003) analyzovali HDP a jejich odhad hodnoty Ljapunovova expontu byl také

zéporny.
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Obr. 7.4. Zavislost logaritmu divergencece A(At) na At u tempa ristu HDP. Smérnice
prolozené pfimky v nesaturované oblasti udava nejvétsi Ljapunovoviiv exponent -0,004.

7.3.3 Fraktalnini dimenze HDP

Vypocet korelaéni dimenze je zaloZzen na metod¢ vyvinuté Grassberger et Procaccia,
(1983). Zakladem je vypocet korela¢niho integralu C(e). Vzhledem k definici korela¢niho
integralu se nejednd o hladkou kiivku, proto byl pouzit korelacni integral s Gaussovym
jadrem Cg(g). Korela¢ni dimenze se ziska z log-log diagramu Cg(g) vici e. Sklon kiivek pro
rizné dimenze vnofeni m udavaji ruzné hodnoty korelacni dimenze Dc. Vzhledem
k nedostatecnému poctu dat neni mozné invarianty typu fraktdlni dimenze a entropie

kvalifikované odhadnout.
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Obr. 7.5. Zavislost log(L) vaci log(k) u ¢asové tady tempa rastu HDP. Smérnice linearniho
trendu je hledana Higuchiho dimenze 1,90.

7.3.4 Entropie HDP

Obecné¢ Ize pocitat entropie rizného fadu. Bézné se pouziva Kolmogorov-Sinai entropie

a Shannonova, neboli informacni entropie. Shannonova entropie pro ¢asovou fadu

Satas o 3SR VSR S

——a

Entropie
[95]

Obr.7.6. Zavislost entropie Ha(e) viici € konvergujici k hodnoté 5,57.
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7.3.5 Hurstiv exponent HDP

Hurstiiv exponent nam udava perzistentnost procesti, neboli nam fika, zdali se jedna o
¢asovou fadu s dlouhodobou paméti. Pies zminované problémy tykajici se malého mnozstvi
dat, byl proveden vypocet Hurstova koeficientu podle uvedenych metod. Kromé GPH metody
ostatni metody vratily redlné hodnoty Hurstova koeficientu. Primérna hodnota H = 0,836 nam
ukazuje, ze tento proces lezi skoro uprostied mezi Cisté ndhodnym a Cisté¢ deterministickym
procesem. K podobnym vysledkiim dospéli Kiiz et Knézackova (2014) pti analyze HDP
vybranych zemi EU, kdy priimérna hodnota Hurstova exponentu téchto zemi byla 0,844. Ktiz
(2014a) pti analyze finského HDP dospél k hodnotam Hurstova exponentu mezi 0,87 a 0,96.
Jihanhua et al. (2003) pomoci Hurstova koeficientu analyzovali disparity regionalniho
ekonomického vyvoje u ¢inské ekonomiky. Jejich vypocty ukazovaly na hodnoty Hurstova
koeficientu pohybujici mezi 0,504 a 0,722. Je vidét, ze i pfes nedostatek kvalitnich dat jsou

hodnoty Hurstova exponentu HDP riznych zemi podobné.

Metoda Odhad Hurstova koeficientu
R/S analyza 0,719
DFA 0,817
GPH 1,020
AWC 0,788
Aritmeticky pramér 0,836
Smérodatna odchylka 0,112

Tab. 7.2. Ptehled vypoctu Hurstova koeficientu HDP podle jednotlivych metod
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Obr. 7.7. RIS analyza tempa rustu HDP. Empiricka hodnota Hurstova exponentu byla
odhadnuta na 0,719.
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Obr. 7.8. DFA analyza tempa rastu HDP. Empirickd hodnota Hurstova exponentu byla
odhadnuta na 0,817.
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Obr. 7.9. Vykonové (Power) spektrum spotovych cen v log-log grafu. Hodnota Hurstova

koeficientu je je 1,02.
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Obr. 7.10. AWC analyza. Zavislost log W[h](a) na log a. Hodnota Hurstova koeficientu je

0,788.
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7.3.6 Test0-1HDP

Pied samotnym pouzitim 0-1 testu je vhodné se podivat na zavislost kosinové p¢(n) a
sinové (Qc(n) slozky Fourierovy transformace. Alternativné je mozné vyuzit fraktalni
Fourierovu transformaci. Vzajemna zavislost kosinové pc(n) a sinové gc(n) slozky podle obr.
6.13 indikuje chaos viz srovndni s chaotickou dynamikou logistické rovnice s parametrem
r=3,97 (obr. 5.3). Dal$im informaci je mozné ziskat ze zavislosti modifikovaného stfedniho
kvadratického posunu D(n) na n. Pokud modifikovany stiedni kvadraticky posunu D(n)
diverguje s rostoucim n, pak je chaos pravdépodobné piitomen v tomto systému.
Asymptotické tempo rustu K¢ konverguje k hodnoté 1, coz znamena ptitomnost chaosu (Obr.
7.13.).
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Obr. 7.11. Zavislost proménnych pc(n) a gc(n).
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Obr. 7.12. Zavislost modifikovaného stiedniho kvadratického posunu D(n) na n.
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7.3.7 Rekurentni analyza HDP

Asi nejzajimavéisi vysledky jsou vidét v rekurentnim grafu (obr. 7.14), ktery obsahuje
diagonalni, vertikalni nebo horizontélni linie. Vertikalni nebo horizontalni linie znamenaji, ze
stavy setrvavaji v jednom bod¢ nebo se jen malo méni od tohoto bodu, systém je tedy
uvéznén v téchto bodech. Diagonalni linie se vyskytuje v ptipadé, kdyz Cast trajektorie bézi
paraleln¢ s jinou casti trajektorie, neboli trajektorie se vraci do stejné oblasti v rtiznych
Casech. Z rekurentniho grafu je mozné vycist naznaky nepravidelnych diagonalnich struktur,
které by znamenaly pfitomnost slozitého dynamického chovani. Tyto linie indikuji existenci
nestabilnich periodickych orbit a jsou tedy charakteristickym znakem pfitomnosti
determinismu. Pokud v rekurentnim grafu existuji pouze tyto diagonalni linie, jedna se pak o
periodicky signal. Délka tohoto tiseku je uréena dobou, jak dlouho jednotlivé ¢asti trajektorie
setrvava v téchto oblastech. V piipade, ze vzdalenost mezi diagonalnimi liniemi je rizna,
znaci to slozitou komplexni dynamiku systému.

Kvantitativni rekurentni analyza tyto naznaky potvrdila (tab. 7.3). Nejvyznamnéjsi je
laminarita a mira determinismu. Laminarita LAM je definovana jako podil stavl tvofici
vertikalni tseky na celkovém poctu rekurentnich stavi. Mira determinismu DET je
definovana jako podil stavii tvofici diagonalni useky na celkovém poctu stavi. Podle

vysledkl kvantitativni rekurentni analyzy je mira rekurence pomérn€ mala, ale pfitomna.

Ukazatel RQA hodnota
RR 1.9
DET 131
LAM 27.9
TT 2.2
ENT 0.5
TREND -15.3

Tab. 7.3. Vysledek kvantitativni rekurentni analyzy
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7.4 Shrnuti vysledkii analyzy

Tato kapitola se zabyva ovéfenim vypracované metodiky na ptikladu hrubého domaciho
produktu. Casova fada HDP je typickym piikladem makroekonomické &asové fady.
Konkrétné je analyzovano ctvrtletni tempo ristu HDP ve Spojenych stitech americkych
(sezonng ocisténo) od roku 1947 do roku 2016. Byla zvolena analyza tempa ristu, nebot’ tato
fada nevykazuje trend, na rozdil od HDP, kde je naopak vyrazny trend. Jedna se sice o jednu
z nejdelsich casovych fad HDP, ale potad to je pouze 278 hodnot. Nedostate¢né mnozstvi dat
je hlavni problém analyzy deterministického chaosu. Dal§im problémem je kvalita dat.

Standartni metodika zaloZzend na vypoctu Ljapunovovych exponenti ¢&i korelacni
dimenze je nevhodna. Piesto byl proveden vypocet nejvétsiho Ljapunovova exponentu, ktery
byl negativni. Déale byla provedena analyza pomoci 0-1 testu, kterd potvrdila pfitomnost
chaosu. Bohuzel u tak malého mnozstvi dat neni mozné posoudit relevantnost. Nejvetsi
nadéje se upird k vysledkiim rekurentni analyzy. Z rekurentniho grafu je mozné vycist
naznaky nepravidelnych diagonélnich struktur, které by znamenaly pfitomnost sloZitého
dynamického chovani. Kvantitativni rekurentni analyza tyto ndznaky potvrdila. Chaotické
projevy je mozné vytusit z vysledku testu 0-1, vypoctu Hurstova koeficientu a z rekurentniho
grafu. Tim byl splnén cil prace tykajici se analyzovani chaotickych projevii u tempa ristu
HDP v USA. Existuje pouze né€kolik védeckych praci zabyvajici se deterministickym
chaosem u HDP. Shintani et Linton (2003) analyzovali HDP a jejich odhad hodnoty
Ljapunovova expontu byl také zaporny. Nicméné poukdzali, ze nemohou s jistotou vyloucit
piitomnost deterministického chaosu. Kyrtsou et Vorlow (2005) aplikovali kvantitativni
rekurentni analyzu na vybrané ¢asové fady makroekonomickych ukazatelti v USA a poukazali
na nelinearni dynamické sekvence, které by mohly byt povaZzovany i za chaotické. Kiiz et
Knézackova (2014) analyzovali tempo ristu HDP v nékolika vybranych statech EU. K#iz
(2014a) pti analyze finského HDP poprveé vyuzil test 0-1 a potvrdil chaotické chovani

S vyhradami.
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8 Zavér a diskuse

Teorie chaosu zplsobila zménu uvazovani védcti a mysliteli v mnoha védeckych
disciplinach, véetné ekonomu. Dalo by se predpokladat, ze teorie chaosu je ptimo urcena pro
popis ekonomickych systémi. Mnoho védcii se snazilo hloubé&ji prozkoumat chaos v
ekonomickych tadach. Na rozdil od exaktnich pfirodnich jevl je v ekonomii a jinych
spoleCenskych disciplindch dikaz existence deterministického chaosu mnohem slozitéjsi.
Teorie chaosu stimuluje hledani mechanizmi, které generuji pozorované tikazy v realité, a
minimalizuje roli exogennich Sokii. V tomto smyslu by to mohlo znamenat posun ve
vysvétleni ekonomickych jevi, jako jsou vykyvy, nestabilita, recese a krize. Ukazalo se, ze i
klasické makroekonomické modely se mohou chovat za urcitych podminek chaoticky napf.
Gabisch (1984), Hommes (1991), Chiarella (1990), Medio et Gallo (1995). Deterministicky
chaos je piitomen v mnoha ekonomickych modelech z divodu ptitomnosti nelinearit. V této
praci a s odkazem na KiiZ (2014b) je porovnavan Gabishiiv model s vysledky HDP v Ceské
republice. Porovnani je zalozeno na predpokladu, ze hledand funkce bude kubickou rovnici
S jednim nulovym kofenem S chaotickym projevem. Gabischiiv model je svou jednoduchosti
spiSe vhodny pro tvod do této problematiky, nez k redlnym simulacim. Problém spociva ve
volbé parametru spotiebni funkce, kde chaotické chovani vyzaduje, aby mocninnd spottebni
funkce méla mocninu vyssi nez jedna, coz odporuje ekonomické zkusenosti.

Tato disertacni prace analyzovala data bez jakychkoliv pfedchozich tprav. Obecné je
doporucovano pouzit data bez vyrazného trendu. Dalsi otazkou je pfitomnost Sumu v datech.
Existuje cela fada metodik jak se zbavit Sumu uvedenych napt. v Kanz et al. (2004). Nicméné
je tteba podotknout, ze kazdy takovy zasah na druhou stranu muze zasahnout do vykyvi

plynouci ze samé podstaty zkoumaného systému.
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8.1 Metodika detekce deterministického chaosu

Zéakladnim cilem této disertani prace bylo vypracovat metodiku detekce
deterministického chaosu v ekonomickych casovych ftadach. Problémem je, Zze
nizkodimenzionalni chaos je obtizné detekovat a vicedimenziondlni chaos je podobny
nahodnému procesu. Mnoho ekonomt piedpoklada, ze nizkodimenziondlni chaos se v
ekonomii objevuje vyjimecné¢ a hodi se jen pro teoretické tvahy. Vzéacna detekce
nizkodimenzionalniho chaosu v ekonomickych fadach je zapfi¢inéna kontaminaci bilym
Sumem a tvaii se jako vicedimenziondlni chaos. To ale neznamend, ze nizkodimenzionalni
chaos neexistuje. Pochopit podstatu a nalézt univerzalni rovnici svéta je pofad nad naSe sily,
ale 1 kdybychom pfes vSechny naznacené obtize toho dosdhli, nemohli bychom ji
pravdépodobné vyfesit s rozumnou piesnosti a ucinit tak relevantni dlouhodobou ptedpoved.
Mnohdy nam nezbyva nic jiného, nez se pokusit popsat realitu pouze na zakladé né€kolika
malo nekvalitnich dat. Je tedy ospravedlnitelné pouzit vSechny zndmé teorie, nebo budovat
vlastni pro popis reality a tvofeni jeji pfedpovédi. Mocnym nastrojem pro vytuSeni skrytych
zavislosti je analyza Casovych fad. Analyza Casovych fad je rozsahlou kategorii, zahrnujici
klasické linearni metody, ale i nelinearni techniky. Klasické statistické linearni metody jsou
zaloZeny na poctu pravdépodobnosti a ndhodnych veli¢inach. Zde je dobré si ujasnit co je to
vlastné néhoda a viibec jak si nékdo miize byt jist, Ze je néco nahodné? Cisté nahodny proces
je pouze matematickd fikce. Klasické statistické linearni metody dobfe funguji v ,.klidnych
linedrnich oblastech®, ale nejsou schopny piedpovédét, nebo namodelovat nihlé zmény
v Casovych fadach, se kterymi je mozné se v redlnych systémech setkat.

Vypracovanou metodiku je moZné shrnout do nasledujicich krokd:

Krok ¢&. 1 je posouzeni vhodnosti ¢asové fadu z riznych hledisek. Mnohdy se stava, ze
u redlnych dat nékteré hodnoty chybéji a pro tcely dalSich analyz je nutné se s tim vyrovnat.
Mnohdy se je nutné doplnit chybéjici hodnoty. V nékterych piipadech je mozné chybéjici
hodnoty Upln¢ ignorovat. Realné ekonomické fady mohou obsahovat celou skalu Sumu. Je
nutné si uvédomit, Ze jakykoliv zasah miiZze ovlivnit charakter pivodni fady. Pro analyzu
Z hlediska teorie chaosu je vhodné co nejméné zasahovat do piivodni Casové fady. Pokud to
pouzita metodika nevyzaduje, aby se do origindlnich c¢asovych fad spiSe nezasahovalo. Nékdy
je vhodnéjsi nez samotna analyza ptivodni ¢asové fady, analyzovat ¢asovou fadu odvozenou
z ptivodni ¢asové tady. Pro ucely zkoumani deterministického chaosu je vhodné analyzovani

tzv. mér dynamiky, které ndm umoziuji charakterizovat zakladni rysy "chovani" €asovych
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fad. Pro tfady vykazujici trend, pfedev§im makroekonomické fady je vhodné analyzovat
tempo rastu.

Krok €. 2 je provedeni rekonstrukce ve fazovém prostoru, které nam ukazuje novy
pohled na danou ¢asovou tadu. V ptipad¢ dvou a tfi dimenzionalniho prostoru ndm napovi
graf o skrytych vlastnostech zkoumané Casové fady. Toto zobrazeni mlze ukazat skrytou
podstatu dané Casové fady. Podstatou rekonstrukce je Takensova véta, ktera transformuje
problém predikce z extrapolace v ¢ase do interpolace ve fazovém prostoru. Pro provedeni
rekonstrukce ve fazovém prostoru je nutné urcit optimalni hodnotu ¢asového zpozdéni a
optimalni hodnotu dimenze vnofeni.

Krok €. 3 spocivéd v odhadu klasickych invariant systému tj. Ljapunovovilv exponent,
korelacni dimenze a Kolmogorova entropie. Konkrétni algoritmy vypoctu jsou uvedeny
v ptedchozich kapitolach. Pokud je splnéna klasicka ,,Podminka chaosu®, nebo-li pokud je
Ljapunovoviv exponent kladny, korela¢ni dimenze nabyva nizkych neceloc¢iselnych hodnot a
Kolmogorova entropie je kladné kone¢né cislo, miizeme usuzovat, ze dany systém je
chaoticky. Splnit klasickou ,,podminku chaosu®“ zredlnych dat je mnohdy velmi
komplikované. Nedostatecné mnozstvi dat je hlavni problém analyzy deterministického
chaosu v realnych dynamickych systémech. Standartni metodika zalozena na vypoctu
Ljapunovovych exponentt ¢i korelacni dimenze je nevhodna. Wolf et al. (1985) uvadi, ze

minimélni délka dat pro vypocet nejvétsiho Ljapunovova exponentu by meéla byt
N € (10°,30%2) . Pro systém D2=3 je to 1000 az 30000 dat.

Krok ¢. 4 je vypocet Hurstova exponentu. Hurstiv exponent H urcuje miru chaoti¢nosti
casové fady. DokaZe nejen rozlisit chaotickou a ndhodnou ¢asovou fadu, ale navic je schopen
u chaotické Casové fady nalézt dlouhodoby pamétovy cyklus. Hurstliv exponent nabyva
hodnot od 0 do 1. Casova fada se nazyva antiperzistentni, pokud hodnota Hurstova exponentu
je niz§i nez 0,5. Cist¢ stochasticky proces ma hodnotu 0,5. Pokud hodnota Hurstova
exponentu je vyssi nez 0,5 nazyva se Casova fada perzistentni a vykazuje dlouhodobou pamét’.
Hodnoty, blizici se krajnim bodiim ukazuji na vyznamnou deterministickou povahu procesu.

Krok ¢&. 5 spociva v provedeni nového testu 0-1 na detekci deterministického chaosu.
Vstupem je Casova fada a vystupem jedna skaldrni hodnota, jehoz hodnota je mezi 0 a 1. Test
0-1 nezavisi na rekonstrukci ve fazovém prostoru, ale pracuje pfimo s Casovou fadou.
Podstatou tohoto testu je zkoumani dynamiky stfedniho kvadratického posunu. V ptipad¢, Ze

se jednd o chaotické chovani, roste stiedni kvadraticky posun linedrné s casem. Alternativné
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je vhodné pouzit metodu zalozenou na fraktalni Fourierové transformaci, kterd rozsifuje test
0-1 Gottwald et Melbourne (2004).

Krok €. 6 je zaloZen na vyuziti topologické metody rekurentni analyza. Rekurence je
zékladni vlastnosti dynamickych systému, ktera miize byt vyuzita pro analyzu vlastnosti
systému ve fazovém prostoru. Cilem rekurentni analyzy je prokdzani opakujicich se vzori a
nestacionaritu Casovych fad. Toho se vyuzivd ke studiu chaotickych systémil, protoze
rekurence je dulezitou vlastnosti chaotickych systému souvisejici s fraktalni sobépodobnosti.
Zakladnimi nastroji rekurentni analyzy jsou rekurentni graf (RP) a kvantitativni rekurentni
analyza (RQA). Je nutné poznamenat, Ze tato metoda je vhodna pro nékteré makroekonomické
Casové tady s omezenou délkou, ale jeji vyuziti pro analyzu finan¢nich trhii je spise
sporadické.

Krok €. 7 spociva ve vyhodnoceni vysledkl jednotlivych metod popsanych v krocich ¢.
3,4,5,6. Jedna se o mix metrickych, dynamickych a topologickych metod vhodnych pro
analyzu Casovych fad z hlediska teorie chaosu. Obecné plati, ze vysledky uvadénych testi
jsou vérohodné, pokud jsou splnény piedpoklady téchto testii. Nedostatecné mnozstvi dat je
hlavni problém analyzy deterministick¢ého chaosu v redlnych ekonomickych dynamickych
systémech. Situace je ziejma pokud vSechny popsané metody ukazuji shodné. V piipadée
pokud uvedené metody neukazuji shodné€, neni jiz situace jednozna¢na a je nutné situaci
detailngji analyzovat. Pokud je k dispozici dostate¢né mnozstvi dat a jsou splnény vSechny
pfedpoklady pro vypocet klasickych invarianti systému (tj. Ljapunovoviiv exponent,
korelacni dimenze a Kolmogorova entropie), je vysledek vérohodny. Pokud je splnéna

3

klasickéd ,,Podminka chaosu®, nebo-li pokud je Ljapunovoviiv exponent kladny, korelacni
dimenze nabyva nizkych necelociselnych hodnot a Kolmogorova entropie je kladné konecné
Cislo, mizeme usuzovat, ze je dany systém chaoticky. Naopak u rekurentni analyzy se
ukazuje, ze je vhodna pravé pro kratsi (fddové 102 hodnot) ekonomické fady. U takto

kratkych ¢asovych tfad je vypocet klasickych invariantli systému nevérohodny.
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8.2 Vyhodnoceni stanovenych hypotéz

V této disertatni praci se pracovalo se dvéma hypotézami. Prvni hypotéza zni: Casova
fada spotovych cen elektrické energie PHELIX ma kvantifikovatelny chaoticky projev. Byla
provedena pomérné rozsahld analyza zalozend na metodach teorie chaosu. Pokud je
Ljapunovovuv exponent kladny, korelacni dimenze nabyvéa nizkych necelociselnych hodnot a
Kolmogorova entropie je kladné konecné Ccislo, mizeme usuzovat, ze dany systém je
chaoticky. Provedend analyza potvrdila ptfedpoklady pro ptfitomnost chaosu v Casovych
fadach spotovych cen elektrické energie PHELIX. To potvrdil i 0-1 test poprvé predstaveny
Gottwald et Melbourne (2004). Timto byla potvrzena prvni hypotéza a také byl splnén cil
prace tykajici se prokdzéani kvantifikovatelnych chaotickych projevli ve spotovych cenach
elektrické energie PHELIX. KiiZ et Kratochvil (2014) poprvé aplikovali novy 0-1 chaos test
na spotové ceny elektfiny a potvrdili jeho vyuzitelnost. Nasledné¢ He et al. (2015) pouzil tento
test pfi analyze cen elektiiny v Australii a potvrdil pfitomnost chaosu. Chaos byl zaznamenan
u mnoha finan¢nich ¢asovych fad napt. Decoster et a. (1992). Pfitomnost chaosu u ¢asovych
fad cen elektrické energie byla potvrzena nékolika studiemi napi. Cui et Song, (2008), Liu et
al. (2005) v Nové Anglii, Bigdeli et Afshar (2009) u iranského trhu. Andragi et al. (2001)
potvrdili silnou pfitomnost nelinearit, ale jen slabou, resp. zddnou ptitomnost chaosu.

Druhd hypotéza zni: Casova fada spotovych cen elektrické energie PHELIX je
perzistentni. Pro posouzeni perzistentnosti, nebo-li dlouhodobého pamétového cyklu byl
proveden vypocet Hurstova koeficientu. Hurstiv exponent nabyva hodnot od 0 do 1. Casova
fada se nazyva antiperzistentni, pokud hodnota Hurstova exponentu je niz§i nez 0,5. Cisté
stochasticky proces méa hodnotu 0,5. Pokud hodnota Hurstova exponentu je vyssi nez 0,5,
nazyvd se Casova fada perzistentni a vykazuje dlouhodobou pamét. Hodnoty, bliZici se
krajnim bodiim ukazuji na deterministickou povahu procesu. Uvadi se, Ze vétSina procest v
pfirodé ma charakter perzistentnich procesli, Coz znamend, Ze je zde pfitomna dlouhodoba
pamét’, kterd zplsobuje trendy a cykly. Vypocet byl proveden ¢tyfmi rozdilnymi metodami a
u vSech byla presvédcivé dokazana perzistentnost. Primérna hodnota Hurstova exponentu je
0,914. Timto byla potvrzena druhd hypotéza a také splnén cil prace tykajici se prokazani
dlouhodobé paméti u Casové tady spotovych cen elektrické energie PHELIX. Pfitomnost
dlouhodobé paméti ukazuje na neefektivnost tohoto trhu. Proto se mnoho praci priméarné
nezabyva detekci chaosu u cen elektrické energie, ale zamétuje se pouze na vypocet fraktalni
dimenze nebo Hurstova exponentu. Kristoufek et Lunackova (2013) analyzovali hodinové

ceny elektiiny v Ceské republice a prokazali silnou perzistentnost procesti. Alvarez-Ramirez
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et Escarela-Perez (2010) podobné prokazali silnou perzistentnost u hodinovych cen elektrické
energie v kanadské Alberté a Ontariu. K opa¢nému vysledku dosli Weron et Przybytowicz
(2000) pii analyze hodinovych cen elektrické energie u California Power Exchange (CalPX )
a Swiss Electricity Prices (SWEP)v letech 1998 az 2000, kde hodnoty Hurstova exponentu
jsou 0,428 (CalPX) a 0,529 (SWEP). K podobnym hodnotam dospél Simonsen (2003) u
skandinavského Nord Pool a Norouzzadeh et al. (2007) u $pan€lského Operador del Mercado
Ibérico de Energia. Markantni rozdily u jednotlivych trhii jsou zpisobeny ptfedevsim jiz
zminovanou rozdilnou efektivnosti técho trh. Je zndma souvislost mezi efektivnosti
kapitalového nebo komoditniho trhu a fraktalni dimenzi. Kristoufek et VVosvrda (2013, 2014)
vyvinuli novou metodu meéteni efektivnosti kapitdlovych a komoditnich trhii zalozenou na
dlouhodobé¢ i kratkodobé paméti a fraktalni dimenzi. Obecné fraktalni dimenze a Hurstiv
koeficient miizou byt nezavislé veliciny, vétSinou se vychazi se vztahu H+D=2, z ¢ehoz plyne

zavislost mezi efektivnosti kapitalového nebo komoditniho trhu a Hurstovym exponentem.

8.3 Naplnéni cilii prdace

Mimo hlavni cil prace tykajici se vypracovani metodiky detekce deterministického
chaosu v ekonomickych ¢asovych fadach byly naplnény i ostatni stanovené cile prace, které
vychazeji z vypracované metodiky.

Cil 2 nazvany ,,Prokazani kvantifikovatelné chaotické projevy ve spotovych cendch
elektrické energie PHELIX. pfimo plyne z piijeti hypotézy 1: ,,Casova fada spotovych cen
elektrické energie PHELIX ma kvantifikovatelny chaoticky projev.“ Vzhledem
k dostate¢nému mnozstvi dat a splnéni vSech ptedpokladi pro vypocet klasickych invariantt
je tento vysledek vérohodny.

Cil 3 nazvany ,,Prokazat dlouhodobou pamét u casové fady spotovych cen elektrické
energie PHELIX.“ piimo plyne z piijeti hypotézy 2: ,,Casova fada spotovych cen elektrické
energie PHELIX je perzistentni.“ U spotovych cen elektfiny PHELIX byla prokazéna
pomérn¢ silna perzistentnost. To je v souladu s obdobnou praci Kiiz et Kratochvil (2014),
ktera analyzovala 10 000 dat ze stejného trhu.

Dale si disertacni prace klade za cil demonstrovat aplikaci metodiky deterministického
chaosu na tempu rastu HDP v USA. Nedostatecné mnozstvi dat je hlavni problém analyzy
deterministického chaosu u HDP. Standartni metodika zalozena na vypoctu Ljapunovovych
exponentll ¢i korelacni dimenze je nevhodna. Ptfesto byl proveden vypocet nejvétSiho
Ljapunovova exponentu, ktery byl negativni. Dale byla provedena analyza pomoci 0-1 testu,

ktera potvrdila ptfitomnost chaosu. Bohuzel u tak malého mnoZstvi dat neni mozné posoudit
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relevantnost. Nejvetsi nad¢je se upira k vysledkiim rekurentni analyzy. Z rekurentniho grafu
je mozné vycist naznaky nepravidelnych diagonalnich struktur, které by znamenaly
pritomnost slozit¢ho dynamického chovani. Kvantitativni rekurentni analyza tyto ndznaky
potvrdila. Chaotické projevy je mozné vytusit z vysledku testu 0-1, vypoctu Hurstova
koeficientu a z rekurentniho grafu. Tim byl splnén cil prace tykajici se analyzovani
chaotickych projevi u tempa rustu HDP v USA. Existuje pouze nékolik védeckych praci
zabyvajici se deterministickym chaosem u HDP. Shintani et Linton (2003) analyzovali HDP a
jejich odhad hodnoty Ljapunovova expontu byl také zaporny. Nicméné poukazali, ze
nemohou s jistotou vyloudit pfitomnost deterministického chaosu. Kyrtsou et Vorlow (2005)
aplikovali kvantitativni rekurentni analyzu na vybrané casové tfady makroekonomickych
ukazateld v USA a poukazali na nelinearni dynamické sekvence, které by mohly byt
povazovany 1 za chaotické. Kitiz et Knézackovd (2014) analyzovali tempo rastu HDP
v nékolika vybranych statech EU. Ktiz (2014a) pti analyze finského HDP poprvé vyuzil test
0-1 a potvrdil chaotické chovani s vyhradami.

Pro posouzeni perzistentnosti, nebo-li dlouhodobé paméti je rozhodujici hodnota
Hurstova koeficientu. Pies zmifiované problémy tykajici se malého mnozstvi dat, byl
proveden vypocet Hurstova koeficientu podle uvedenych metod. Primérna hodnota H = 0,836
nam ukazuje, Ze tento proces lezi skoro uprostied mezi Ccist¢ ndhodnym a Cisté
deterministickym procesem. Tim byl splnén cil prace tykajici se analyzovani perzistentnosti u
tempa ristu HDP v USA. K podobnym vysledkiim dospéli Kiiz et Knézackova (2014) pfi
analyze HDP vybranych zemi EU, kdy primérnd hodnota Hurstova exponentu téchto zemi
byla 0,844. Ktiz (2014a) pti analyze finského HDP dospél k hodnotdm Hurstova exponentu
mezi 0,87 a 0,96. Jihanhua et al. (2003) pomoci Hurstova koeficientu analyzovali disparity
regionalniho ekonomického vyvoje u €inské ekonomiky. Jejich vypocty ukazovali na hodnoty
Hurstova koeficientu pohybujici mezi 0,504 a 0,722. Je vidét, Ze i pres nedostatek kvalitnich

dat, hodnoty Hurstova exponentu ukazuji na perzistentnost.

122



8.4 Prinosy a praktické vyuZiti prdace

Pfinosem této dizerta¢ni prace je poukazani na perspektivni moznosti, které skyta teorie
chaosu pro ekonomii. A to jak na teoretické Grovni tykajici se ekonomickych modeld, tak i
V oblasti praktické analyzy ekonomickych ¢asovych fad. Soucasnéd metodika ndm neumoziuje
relevantni analyzu fad makroekonomickych ukazateld, ale je vhodna pro analyzu fad
finanénich ukazatelt. Letellierovi et al. (2006) pro detekci chaosu u slune¢nich skvrn dokonce
stacila Casovd fada o délce N = 100, stac¢i k tomu jen vhodny trik. Je dost mozné, ze
s rozvojem matematickych ¢i jinych teorii, bude objeven néjaky vhodny nastroj na bazi teorie
chaosu vyuzitelny pro ¢asové fady makroekonomickych ukazateld.

Disertacni prace se zabyva predev§im analyzou casové tady spotovych cen elektfiny
Z hlediska chaosu. Toto téma je v posledni dobé vzhledem k probihajici liberalizaci
elektrického trhu a dynamické integraci obnovitelnych zdroji energie, vysoce aktudlni. A
prave diky témto dvéma fenoménlim soucasné energetiky je pro analyzu energetického trhu
teorie chaosu obvzlast' vhodnd. VéEtSina obnovitelnych zdroji elektrické energie zavisi na
pocasi, které mize byt jednim ze zdroju chaotického chovani. Harsha et Dahleh (2015)
dokézali na piikladech USA, ze optimalni skladovaci kapacita elektfiny muze efektivné
integrovat elektfinu z obnovitelnych zdrojii do energetické soustavy bez vyrazného zatizeni
pfenosové soustavy. Chaotické invarianty maji souvislost s efektivnosti pfislusného trhu viz.
Kristoufek et Vosvrda (2013, 2014). V ptipad¢é prokazani pfitomnosti deterministického
chaosu mame nadé&ji na alespon kratkodobé pifedpovédi budoucnosti. Teorie chasu se jevi jako
vyuzitelna pro konstrukce modelti pro predikce v energetice viz napt. Liu et al. (2005),
Bigdeli et Afshar (2009), Andragi et al. (2001). Ukazuje se, ze spravna aplikace metod
(2004).

Tato disertacni prace a Kiiz et Kratochvil (2014) poprvé aplikovali novy 0-1 chaos test
na spotové ceny elektiiny PHELIX a potvrdili jeho vyuzitelnost. Byla prvné aplikovana
metoda detekce deterministického chaosu zalozené na fraktalni Fourierovy transformaci, ktera
pfitomnost deterministického chaosu také potvrdila. Tato metoda zalozend na fraktalni

Fourierovy transformaci rozsifuje test 0-1 autorti Gottwald et Melbourne (2004).
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8.5 Ndméty pro dalsi prdci

Tato disertacni prace je odrazovym mustkem pro dal$i vyzkum teorie chaosu a jeho
aplikace v realném svété. Naméty pro dalsi praci je mozné roz¢lenit do nasledujicich sméra:

Detailngji provétit moznosti aplikaci linedrnich integralnich transformaci pro detekci
deterministického chaosu. S rozvojem vypocetni techniky jde vyvoj Vv této oblasti rychle
dopiedu. Optimalizovat jejich vyuziti pro konkrétni Casové fady.

Velkou vyzvou jsou predikce zalozené na teorie chaosu inspirovanou piirodou. Snahou
napodobit pfirodu vznikly dva typy pfistupd. Prvnim jsou umélé neuronové sit¢ (ANN)
napodobujici ¢innost mozku a pouzivané v praxi pro piedpovédi nebo pro klasifikaci objektt
na zakladé¢ pfedem danych vstupnich informacich se zndmymi odpovéd’'mi. Druhym
piistupem jsou genetické algoritmy pouzivané hlavné pro feSeni problémil uceni a adaptace.
Pravé tento pristup by se mohl jevit zvlast vhodny pro aplikace v energetice a to nejen pro
prognozu cen, ale i spotieby elektrické energie.

Dalsi vyzvou je aplikovat Feigenbaumovu (1983) univeralitu v redlnych systémech
svéta. Neni bez zajimavosti, ze z mnoha ekonomickych diskrétnich modeld vyplyne praveé
logistickd rovnice. A neni bez zajimavosti, Ze v mnoha realnych systémech dochazi k sérii
zdvojovani period podobné jako u logistické rovnice. S témito vizemi souvisi mnoho
praktickych ,,detaili* tykajici se nalezeni a optimalizace vhodnych algoritmd.
ukoli matematiky tohoto stoleti. Konkrétné se jedna o 8. problém zabyvajici se rozsifeni
matematického modelu vseobecné teorie rovnovahy, ktery by zahrnoval cenové upravy. Tento
problém neni ¢isté matematicky, ale lezi na rozhrani ekonomiky a matematiky.

Dalsi vyzkum v oblasti teorie chaosu musi byt provazan s teorii komplexity. Podle
teorie chaosu se mohou 1 jednoduché systémy projevovat slozité¢. Na druhé stran¢ existuje
teorie komplexity, podle které¢ se slozit¢ systémy mohou chovat emergentné. Emergence
znamena spontanni vznik makroskopickych vlastnosti a struktur sloZitych systémd, které
nejsou jasné viditelné z vlastnosti jednotlivych ¢asti. Emergence je typickou vlastnosti vSech
systémi, vyraznd je u komplexnich systéml. Chaotické systémy jsou jistym typem
komplexniho systému. Teorie chaosu a teorie komplexity, slozitost a jednoduchost jsou
V podstaté dvé strany téze mince. To Ze spolu ob¢ teorie uzce souviseji, je dano skutecnosti,

Ze patii do teorie nelinearni dynamiky.
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