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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva vybranymi algoritmy pro nésobeni polynomi,
zejména Karatsubova a Schénhageho—Strassenova algoritmu. Cilem préce je
implementace algoritmii v jazyku C++4, optimalizace pomoci transformace
zdrojového kédu a paralizace pomoci knihovny OpenMP. Algoritmy jsou otes-
tovany a zméfeny na vypocetnim serveru Star.

Klicéova slova Karatsuba, Schénhage—Strassen, nasobeni polynomd, opti-
malizace algoritmi, OpenMP

Abstract

The bachelor thesis deals with algorithms for multiplication of polynomials,
especially Karatsuba and Schonhage-Strassen algorithm. The aim of the thesis
is implementation algorithms in C++-, optimization by source code transfor-
mation and parallelisation by OpenMP library. Algorithms are tested and
measured on the Star computing server.

Keywords Karatsuba, Schonhage-Strassen, multiplication of polynomials,
optimization of algorithms, OpenMP
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Uvod

Polynomy maji Sirokosahlé uplatnéni v oblastech védy, zejména matematiky.
Vyuzivaji se napiiklad pro popis fyzikalnich jevii, predpovéd ekonomickych
modell, a nebo v kryptografii pro Sifrovani kli¢a.

S rostouci velikosti polynomii roste i ¢as potiebny k jejich manipulaci,
zejména k nasobeni. Proto je nutné se poohlédnout po algoritmech, které jsou
rychlejsi nez klasické zachézeni.

Cilem této bakalarské prace je implementace vybranych algoritmi, jme-
novité trivialni, Karatsuby a Schéonhage—Strassena, pro nasobeni polynomt,
jejich optimalizace a paralelizace pomoci knihovny OpenMP. Jednotlivé im-
plementace budou zméreny a porovnany mezi sebou a téz porovnany s dalSimi
algoritmy pro nasobeni polynom1.






KAPITOLA 1

Zakladni pojmy a definice

Kapitola popisuje pojmy a algoritmy pouzité v bakalarské praci. Dale se za-
byvé knihovnami pro nasobeni polynomi. V kapitole je ¢erpano z [11].

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Polynom

Polynom p je funkce, pro kterou plati

n
p(r) = Zaifi =+ a1z + Oéng + .+ apx”,
=0

kde n € Ny a ag, a1, ...,an € R. Cisla ag, a1, ..., apn pak nazyvame koeficienty
polynomu p.

1.1.2 Stupen polynomu

Stupen polynomu je nejvyssi index i € Ny takovy, ze koeficient «; # 0. Pokud
jsou vsechny koeficienty nulové, pak stupen polynomu je roven -1.

1.1.3 Soucet polynomi

Soucet polynomu je funkce, pro kterou plati

n . m . max(n,m) .
s(@)=px) +q(x) =) o' +) Bix' = Y (ai+ B’
1=0 1=0 1=0

1.1.4 Soudin polynomu
Soucin polynomu je funkce, pro kterou plati
S(x) = p({E) . q(.’E) = Zai:pz . Zﬁsz = Z Z aiﬁjl'H_J
i=0 i=0 i=0 j=0

3



1. ZAKLADNI{ POJMY A DEFINICE

1.1.5 Diskrétni Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace je matematické zpracovani rady c¢isel, které
nachdazi uplatnéni ve zpracovani digitalniho signalu, presnéji DFT umoznuje
stanovit frekvencéni spektrum digitdlniho signdlu. Také muze byt pouzita k
provedeni konvoluce.

1.1.6 Rychla Fourierova transformace

Rychld Fourierova transformace je efektivni algoritmus (asymptotickd slozi-
tost O(nlogyn)) pro vypocitani DFT a inverzni DFT (iDFT). FFT je velmi
dilezitda v mnoha matematickych oblastech, naptiklad v digitdlnim zpraco-
vani signalu, v feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic a v rychlém nésobeni
velkych celych ¢isel nebo polynomii.

1.1.7 Koren jednoty

Pro ¢islo a plati
a®* =1 (mod m),

kde a > 1, je k-ty koTen jednoty.

1.1.8 Number-theoretic transform

Number-theoretic transform je druh FFT, ktery pracuje v modularni aritme-
tice s celymi ¢isly. Rovnice FFT:

n—1
Y= zr? (mod m),
i=0

kde j € n—1, y a x jsou pole c¢isel velikosti n, r je n-ty kofen jednoty modulo
m.

Pro inverzni NT'T pak plati:
1 n—1 -
T =~ ir? (mod m
= ; Yj ( )

1.1.9 Vyvazovaci vektor

Vyvazovaci vektor je vektor A o velikosti n obsahujici hodnoty a’, 0 < j < n,
a je 2n-ty koten jednoty.
Pro A~!, vektor obsahuje hodnoty =7, 0 < j < n.



1.1. Zakladni pojmy

1.1.10 Konvoluce

Nésobime dvé ¢isla, 123 a 456, vysledek bez konec¢ného prenosu (carrying)
vypada takto:

1 2 3
x 4 5 6

6 12 18
5 10 15

4 13 28 27 18

Sekvence ¢isel 4, 13, 28, 27, 18 se pak nazyva acyklicka konvoluce ¢isel
123 a 456. Po provedeni prenosu ziskame vysledek 56088.

Vstupni sekvence mé n elementu (zde 3), to znamend, ze acyklickd konvo-
luce mé 2n — 1 elementt. Pokud odecteme levé (n — 1) elementy od pravych,

28 27 18
- 4 13
28 23 5

tak dostaneme negacyklickou konvoluci. Prenosem ziskdme hodnotu 3035,
kterda odpovida 3035 = 56088 (mod 1001). Resp. odpovidé hodnoté vysledku
vstupni sekvence modulo B™ + 1 (103 + 1).

Naopak pokud pri¢teme, tak dostaneme cyklickou konvoluci, ktera od-
povidd hodnoté 3141 = 56088 (mod 999). Resp. modulo B" — 1 (10% — 1).

28 27 18
+ 4 13
28 31 31

1.1.11 Konvoluéni teorém

Konvoluc¢ni teorém je metoda, poskytujici efektivni zptsob vypoctu cyklické
konvoluce dvou vstupnich sekvenci.

CyclicConvolution(X,Y) = iDFT(DFT(X) - DFT(Y))

Dva vektory X a Y, na kazdy pouzijeme DFT, nasledné jednotlivé polozky
vektori vynasobime v parech mezi sebou, x1 - y1, 22 - Y2, ..., Tn, - Yn. Nakonec se
provede iDFT.

Pro ziskani negacyklické konvoluce sta¢i mirné upravit predchozi rovnici,
NegacyclicConvolution(X,Y) = A~ -iDFT(DFT(A- X)- DFT(A-Y))

kde A je vyvazovaci vektor.
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1.2 Algoritmy pro nasobeni polynomi

1.2.1 Trivialni algoritmus

Trividlni algoritmus spoc¢iva v jednoduchém néasobeni kazdého ¢lenu z jednoho
polynomu s kazdym ¢élenem z druhého polynomu.

Pseudokod:

for i to n do
for j to m do
res[i+j] = res[i+j] + poll[i] * pol2[j];
end
end

Asymptoticka slozitost: O(n - m), kde n, m jsou velikosti polynomii.

1.2.2 Karatsubiv algoritmus

Karatsubuv algoritmus [2] vymyslel roku 1960 matematik Anatoly Alexeevitch
Karatsuba pro nésobeni velkych c¢isel, ale je aplikovatelny i pro nasobeni po-
lynomt. Byl to téZ prvni algoritmus se slozitosti mensf nez O(n?), presnéji
O(nlog2 3)‘

Jedna se o rekurzivni algoritmus patiici do kategorie "rozdél a panuj’, to
znamend, ze feSeny problém rozdéli na jednodussi podproblémy a postupnym
fesenim téchto podproblémi se dojde k reseni celku.

Myslenka algoritmu spoc¢iva v mensim poc¢tu nasobeni, kde operace souctu
polynomu je pro pocitac¢ jednodussi a rychlejsi nez operace nasobeni.

M¢jme dva polynomy:

p(x) = a1z + g™
q(z) = 51$n+1 + Box”

Plati:

p(x) % q(x) = 202”2 + 22?4 20"

Kde:
29 = a1

21 = a1f2 + azf
20 = a2

Nyni upravime:
21 = 1Pz + azf

21 = (a1 + a2)(B1 + B2) — a1f1 — a2
21 = (ag + a1)(B2 + B1) — 22 — 20




1.2. Algoritmy pro nasobeni polynomi

Tedy misto 4 soucinii dostdvame jen 3 a pocet souctl se nam zménil z 1
na 4.

Pseudokod:

karatsuba (poll, pol2, size)
if ( size =1 )
return pollxpol2

m = size/2

highl, lowl = split_at(poll, m)
high2, low2 = split_at(pol2, m)

z0 = karatsuba (lowl, low2, m)
z1 = karatsuba ((lowl4+highl), (low2+high2), m)
z2 = karatsuba (highl, high2, m)

return (z2x*x" (2sm))+((z21—22—20)*x" (m))+(2z0)

1.2.3 Schonhage—Strasseniiv algoritmus

Schonhage—Strasseniv algoritmus [I] byl vytvofen Arnoldem Schénhagem a
Volkerem Strassenem v roce 1971 pro ndsobeni velkych celych ¢isel. Algoritmus
pro vypocet vyuziva rekurzivné Rychlé Fourierovy transformace a dosahuje
asymptotické slozitosti O(n - log(n) - log(log(n))). Jednalo se o asymptoticky
nejrychlejsi algoritmus az do roku 2007, kdy byl ozndmen novy algoritmus,
tzv. Fireruv [3] algoritmus, ale ten je rychlejsi jen pro astronomicky vysoka
¢isla, neni vyuzivan v praxi a také neni predmétem zkoumdéni této bakalarské
préce.

Strucny SSA pro acyklickou konvoluci:

1. Mame dva polynomy, poll a pol2. Uréime si po¢et elementa N = 2F
a modulo m, hodnota N je zavisla, viz strana Téz vytvorime dvé
pomocné pole (poml1, pom?2), kazdé velikosti N, a kazdé z nich bude
vzdy obsahovat hodnotu mod m.

2. Pokud je polynom kratsi nez N/2, vrat vynasobeny polynom (napriklad
pomoci trividlniho algoritmu).

3. Protoze aplikujeme acyklickou konvoluci rozdélime polynom na N/2
¢asti a vlozime do pomocného pole, zbytek pole naplnime nulou. Poll
do pom1 a pol2 do pom?2.

4. Aplikujeme DFT na obé pole. V tomto pripadé NTT.




1. ZAKLADNI{ POJMY A DEFINICE

5. Nésledné provedeme nasobeni part z pomocnych poli, vysledky ulozime
v dalsim pomocném poli res. Zde mizeme pouzit rekurzivné SSA nebo
jakykoliv jiny algoritmus pro nasobeni polynomii.

6. Aplikujeme iDFT (inverzni NTT) na res.

7. Vlivem iDFT doslo k presunu vysledki, a proto je nutné hodnoty v poli
preskladat.

8. Nakonec musime poscitat jednotlivé hodnoty rozdélenych polynomu do
jednoho vysledku, zde result. Polynomy v res jsou posunuty o N/2/2.

Pseudokdd SSA pro acyklickou konvoluci:

ss(poll, pol2, size)
if ( size < N/2 )
return pollxpol2

split&padding( poll, poml );
split&padding ( pol2, pom2 );

DFT( poml );
DFT( pom2 );

multiply ( poml, pom2, res );
iDFT( res );

swapResult ( res );
sumResult ( res, result );

return result;




1.2. Algoritmy pro nasobeni polynomi

Ukazka vypoctu SSA
Méme dva polynomy tvaru

p(z) =4+ 3z + 222 + 123

q(z) = 8 4 Tz + 62 + 523
ty nacteme a ulozime do poli prislusnych velikosti, zde o velikosti 4.
Uréime si pocet element® N = 8 a modulo m = 216 4 1.

Pro prvni polynom vytvoiime pomocné pole o velikosti N, tedy 8, rozdélime
polynom na N/2 ¢éasti, tedy 4, a vlozime do poli. Zbytek pole vyplnime 0. To
samé udélame i pro druhy polynom. Takto vypadéd obsah poli:

Nyni pouzijeme DFT na kazdé pole zvlast, vysledek vypada takto:

| 10 [ 4660 | 514 | 11796 | 2 [ 61909 | 65027 | 52725 |

| 26 | 22136 | 514 | 27224 | 2 [ 46489 | 65027 | 35257 |

Provedeme nasobeni paru v poli. Vyjde:

| 260 | 64059 | 2048 | 3004 | 4 [ 30146 | 63489 | 33857 |

zde upozornuji, ze veskera aritmetika probiha v modulo m.
Aplikujeme iDFT:

132]0[5]16]34]60]61]52]

A nakonec preskladame do pozadovaného vysledku:

132]52[61]60[34]16]5][0

Protoze jsme vstupni polynomy rozdélili na polynomy délky 1, tak neni nutné
provadét findlni soucet.
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SSA a konvoluéni teorém

Jak je vidét z popisu algoritmu, SSA vyuziva pro vypocet konvoluéni teorém,
presnéji acyklickou konvoluci. Pro ni potiebujeme pomocné pole dvojnésobné
velikosti, proto v algoritmu délime polynom na N/2 ¢asti, ale miuzeme pouzit
i jinou konvoluci, sta¢i pouze vhodné upravit pomocné pole.

10

e Acyklickd konvoluce - Pomocné pole miizeme naplnit jen z poloviny,

protoze zbylé misto se vyuzije pro vysledek konvoluce, viz strana[5| Tato
konvoluce nam vrati cely vysledek nasobeni dvou polynomu nebo cisel,
za predpokladu, Ze je splnéna podminka, ze se vysledek vejde do modula
m. V ukézce vypoctu algoritmu to znamend, ze p(z) - q(x) < 216 + 1.

Negacyklicka konvoluce - Pomocné pole muzeme naplnit celé, ale mu-
sime na néj pouzit vyvazovaci vektor pred pouzitim DFT a po aplikaci
iDFT pouzit na vysledek inverzni vyvazovaci vektor. Konvoluce nam
vrati vysledek mod (B™ + 1). Pokud se pohybujeme v bitové soustavé,
tak vracend hodnota se rovnd vysledku mod (2* 4 1). Toho se neché
vyuzit pri rekurzivnim pouziti SSA, kdy vyssi a nizs{ Grovné rekurze
dobfe zapadaji do sebe, protoze obé jsou mod (2¥ 4 1). Zde je dilezits
poznamka, ze pii negacyklické konvoluci nizsi irovné rekurze mohou mit
mensi hodnotu modula a k dosazeni plného vysledku je nutné na nejvyssi
arovni rekurze pouzit acyklickou konvoluci.

Cyklicka konvoluce - Pole naplnime celé, ale nepouzijeme vyvazovaci
vektor. Ziskdme tak vysledek mod (B™ — 1). Tato konvoluce neni v im-
plementaci SSA moc pouzivana kvili hodnoté modula.



1.3. Existujici implementace

1.3 Existujici implementace

1.3.1 NTL

NTL (A Library for Doing Number Theory) [9] je knihovna jazyka C++,
ktera poskytuje datové struktury a algoritmy pro préci s vektory, maticemi a
polynomy nad celymi ¢isly a koneénymi télesy.

Konkrétné pro ndsobeni polynom knihovna vyuzivé trivialni, Karatsubtv,
Schénhage-Strassentiv algoritmus a funkci HomMul, kterd vyuziva Cinskou
vétu o zbytcich a rychlou Fourierovu transformaci.

Pro zlepseni vykonu je mozné tuto knihovnu nakonfigurovat ve spojeni s
knihovnou GMP (GNU Multiple-Precision Library). GMP je knihovna zaby-
vajici se aritmetikou pro dlouhé cela ¢isla. Je ruéné optimalizovand pro Sirokou
skéalu procesorovych architektur, to ji umoznuje az nékolikanasobné zrychleni.

1.3.2 CLN

CLN (Class Library for Numbers) [§] je knihovna pro efektivni vypoéty s
libovolnymi druhy cisel v libovolné presnosti. Knihovna je napsand v jazyku
C++ a podporuje i operace s polynomy.

Pro nasobeni CLN vyuziva trividlni, Karatsubiv a blize nespecifikovany
optimalni algoritmus pro velké hodnoty.

Pro zrychleni je jddro CLN napsano v nizkodroviiovém jazyce assembler
pro nékteré procesory a je mozné CLN nakonfigurovat s knihovnou GMP, ze
které pak vyuziva efektivni nizkouroviové metody.

1.3.3 FLINT

FLINT (Fast Library for Number Theory) [10] je knihovna zabyvajici se teorii
¢isel, napsand v jazyku C.

FLINT je zavisly na knihovné GMP, a samostatnd implementace je pak
hlavné optimalizovana pro procesory typu x86 a x86-64.

Knihovna podporuje celd, redlnd a komplexni ¢isla, moduldrni aritmetiku,
koneéna télesa, polynomy a dalsi matematické oblasti.

Pro nasobeni polynomu vyuziva klasicky, Karatsubiiv, Schénhage-Strassentv
algoritmus a Kroneckerovu substituci.
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KAPITOLA 2

Realizace

Kapitola obsahuje popis prostfedkt pouzitych pro implementaci a popis obec-
nych, optimalizovanych a paralelizovanych implementaci algoritmii.

2.1 Mozné optimalizace

2.1.1 Vektorizace

Vektorizace umoznuje provést operaci pro vice dat v jedné instrukci. Toho
je vhodné vyuzit napiiklad ve for cyklu, kde dochazi k opakovani stejnych
operaci [6].

V préaci je vyuzita automatickd vektorizace cyklu pomoci kompilatoru, kde
musi byt splnény nasledujici podminky:

V cyklu se nesmi nachazet datové zavislosti.

Vektorizovany cyklus musi byt ten nejvice uvnitt.

Cyklus nesmi obsahovat podminky a volani funkei.

Polozky v paméti musi byt vhodné umistény, tak aby na sebe navazovaly.
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2. REALIZACE

2.1.2 Paralelizace
Paralelizace umoznuje béh programu rozdélit na vice ¢asti, které pak bézi
soucasné, a tim dosdhnout zrychleni.

Existuje nékolik nastroju jak docilit paralelizace, jednim z nich je POSIX
Threads. Je to standartni rozhrani uréené k vytvareni a manipulaci s vlakny.
Vyhodou POSIX je, ze vse je plné ovladano programatorem, to je ale také
jeho nejvétsi nevyhodou, protoze pouziti je slozité i pro nejjednodussi funkce
a je nutné rucné osetrit vSechny mozné problémy.

Dalsim z néstrojfi, urcéenych pro paralelizaci, je OpenMP, které je také
vyuzito v této praci. OpenMP je API pro programovani vicevlaknovych apli-
kaci. Programator pomoci direktiv oznaci vybrané bloky kédu, které se maji
paralelizovat, nasledné se OpenMP postard o celou paralelizaci.

Pro povoleni vicevlaknového béhu programu je nutné kompildtoru pridat
prepinac¢ —fopenmp.

Pouzité direktivy:

e num_threads(x) - Vytvori x vldken pro paralelni zpracovani néasleduji-
ciho kédu.

e for - Zparalelizuje nasledujici for cyklus.
e schedule(static) - Jednotlivym vlakntim priradi konstantni pocet tiloh.

e task - Vgeneruje tlohu ke zpracovani a ulozi ji do tzv. TASK pool.

14



2.2. Trividlni algoritmus

2.2 Trivialni algoritmus

2.2.1 Implementace

Implementace trividlniho algoritmu je opravdu trividlni. Dva jednoduché for
cykly implementované podle pseudokédu na strance [6]

Tento algoritmus je implementovan kvili otestovani funkénosti ostatnich
algoritmu v této praci. Pro svoji funkénost predpoklada dvé vstupni pole po-
lynom a jedno vystupni s inicializovanymi hodnotami prvki pole na nula.

2.2.2 Optimalizace

Pro optimalizaci trividlniho algoritmu je vyuzita automatickd optimalizace
kompilatoru a vektorizace, ktera je mozna diky implementaci polynomu jako
jednoducha pole.

2.2.3 Paralelizace

U trividlniho algoritmu existuji t¥i moznosti paralelizace [4], popsdno podle
pseudokédu na strané [6}

e Paralelizace vnéjsiho cyklu - Vldkna ¢tou soubézné vsechny prvky pole
pol2 a zaroven zapisuji do pole res. Proto jsou nutné atomické operace,
protoze se zapisuje do sdilené ¢asti paméti.

e Paralelizace vnitfniho cyklu - VsSechna vlakna ¢tou postupné poll a v
jeden okamzik vzdy ¢tou stejny prvek pole. Nedochazi tak k zapisu do
sdilené ¢asti paméti, ale je nutna synchronizace na konci kazdého vnitt-
niho cyklu a neni mozné cyklus vektorizovat. Takto je paralelizovana
implementace trividlniho algoritmu.

e Paralelizace podle oblasti zapisu - Vldkna si rozdéli vystupni poleres na
nékolik disjunktnich ¢asti, kazdé vlakno pak bude pouze zapisovat do
své ¢asti paméti. Ale je nutné manualné planovat a vyvazovat zatizeni
jednotlivych vlaken.
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2. REALIZACE

2.3 Karatsubiv algoritmus

2.3.1 Implementace

Implementace Karatsubova algoritmu vyzaduje stejné vstupni parametry jako
trividlni algoritmus. Tedy dvé pole polynomi, které chceme vynésobit, jejich
velikost a spravné inicializované pole pro vysledek, to znamend, Ze pole je
dostatecné velikosti a inicializované na nulové hodnoty.

Implementace je velice podobna pseudokédu na strance Rekurze zacina
podminkou na ovéreni velikosti, v této naivni implementaci pokud je polynom
délky jedna, tak se pouzije trividlni algoritmus, zde je vhodné poznamenat,
ze velikost délky muze byt jind, a tak dojde k prepnuti na trivialni algorit-
mus diive, touto vlastnosti se vice zabyva sekce optimalizace Karatsubova
algoritmu.

Nésleduje rozdéleni polynomi pomoci ukazateli na dvé ¢asti a dojde k
alokaci dvou pomocnych poli. Na obé nizsi a i vyssi ¢asti polynomt se rekur-
zivné zavold Karatsubuv algoritmus a vysledky se ulozi do pomocnych poli.
Dojde tedy k vypoctu z0 a z2 jak je uvedeno v pseudokddu. Z1 se ukladd do
pole pro vysledek.

Dojde k zavolani funkce minusPol(), kterd odecte hodnoty 20 a 22 od z1.
Nasleduje pric¢teni z0 a z2 k findlnimu vysledku (v pseudokédu se jedna o
posledni Fadek return).

Pomocné pole se nasledné pouziji pro vypocet souctu lowl + highl a low2
+ high?2 a dojde k poslednimu rekurzivnimu volédni Karatsuby (vypocet z1).

2.3.2 Optimalizace

Zapnutim kompilatorové vektorizace doslo k vektorizaci funkei minusPol() a
sumPol() pouzitych v algoritmu. Funkce slouzi pro zjednoduseni manipulace
s polynomy, v tomto pripadé pro soucet a rozdil.

Velice zajimavou myslenkou je prepnuti Karatsubova algoritmu na trividlni
pro urcitou velikost polynomu. Tim by odpadla ¢ast rezie s rekurzivni alokaci
algoritmu na zasobniku, a tak by se dosdhlo celkového zrychleni.

2.3.3 Paralelizace

V Karatsubové algoritmu byla paralelizovana rekurzivni volani karatsuba, viz
strana [7], pomoci direktivy task z knihovny OpenMP.

Dale bylo vyzkouseno paralelizovani jednotlivych for cykli pro soucet a
rozdil polynom.

Veskerd paralelizace byla zkouSena na nejrychlejsi implementaci Karat-
suby, tedy na optimalizované verzi pomoci prepnuti na trividlni algoritmus
pii velikosti polynomu 2°.
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2.4. Schonhage-Strassentiv algoritmus

2.4 Schonhage—Strassentiv algoritmus

2.4.1 Implementace

SSA je implementovan pomoci acyklické konvoluce podle pseudokédu na stréance
¢islo . Implementace vyuzivé predpokladu délky polynomu rovné 2%, to ma
za nasledek o trochu jednodussi implementaci a umoznuje jednoduché pouziti
Karatsubova algoritmu pro prepnuti SSA rekurze. Také ocekava stejné vstupni
parametry jako trividlni a Karatsubuv algoritmus.

V implementaci je zvoleno modulo m = 216 +1 a N = 16. To znamena, e
maximéalni hodnota vypoéitaného polynomu miize byt +21°. Omezeni na tuto
hodnotu je z diivodu velikosti datového typu int (232) kviili kroku ndsobeni
paru v algoritmu. Ale protoze se prvni bit pouziva pro znaménko, tak z duvodu
bezpecnosti jsou v implementaci SSA pouzity datové typy int64_t.

Hodnota N = 16 byla zvolena na zdkladé méfeni, viz strana

V algoritmu se vyuzivaji dvé datové struktury, InstanceOfSSPolynom a
instaceSS. InstanceOfSSPolynom je dvourozmeérné pole ukladajici si rozdé-
leny polynom a instaceSS je struktura obsahujici uloZzena data instance SSA,
podrobné N, m a koren jednoty.

2.4.2 Optimalizace
Stejné jako pro ostatni algoritmy, tak i pro Schénhage—Strassentiv algoritmus
je vyuzita kompilatorova optimalizace a vektorizace.

Také se nabizi moznost prepnuti SSA na trividlni, nebo Karatsubtv algo-
ritmus, pripadné kombinaci obou dvou.

2.4.3 Paralelizace

Paralelizace SSA byla provedena na nejrychlejsi optimalizované implementaci
algoritmu, to znamend na SSA/Kara32, viz strana

Bylo vyzkouseno paralelizovani kroku parovych nasobeni a for cykla pro
manipulaci s polynomy.
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KAPITOLA 3

Testovani a diskuze

Tato kapitola obsahuje méteni a testovani algoritmi, jejich porovnani a diskuzi
ohledné jejich implementaci.

3.1 Pouzité prostredky

3.1.1 Reprezentace hodnot

Algoritmy jsou testovany na polynomech ulozenych v souborech. Hodnoty jsou
ulozeny od nejmensiho po nejvétsi stupen koeficientu polynomu.

Priklad dat v souboru pro polynom stupné 7:

8

1 1 1 1 1 0 0 1
XXX

1 011 1 1 11

Prvni radek udava velikost polynomt, pak nasleduje radek s hodnotami
koeficienttt prvniho polynomu. Tteti fadek je oddélova¢ druhého polynomu.

Polynomy musi byt velikosti 2* z divodu Karatsubova algoritmu, kdy by
jinak vstupni polynom musel byt vzdy zvétsen na nejblizsi vyssi mocninu 2.
Takto porovnavané algoritmy jsou vzdy méreny na stejné velkych polynomech
a nedochézi tak k znevyhodnovani Karatsubova algoritmu.

Tento predpoklad je nadale vyuzit i pfi implementaci SSA, diky kterému
se zjednodusila jeho implementace. Také je pak velice jednoduché pouzit Ka-
ratsubuv algoritmus v SSA.
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3. TESTOVANI A DISKUZE

3.1.2 Nastaveni kompilatoru

Pouzity kompilator je g++ verze 5.4.0 s pfepinac¢i -Wall -pedantic -std=c++11.

Dale pro optimalizaci a paralelizaci bylo pouzito:

e -03

-fopt-info-vec

-ffast-math

e —ftree-vectorize

3.1.3 Testovaci server

Méfteni a testovani probihalo na fakultnim vypocetnim serveru STAR (star.fit.cvut.cz)

Parametry:
e CPU: 2x 6core Xeon 2620 v2 @ 2.1Ghz, celkem 12 vlaken

e RAM: 32 GB
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3.2. Vliv implementace

3.2 Vliv implementace

U Schonhage—Strassentv algoritmus bylo potfeba zvolit velikost N, jak je
vidét na grafu nize, nejlépe se jevi hodnota 32.

1000

100
=

9 10
S

| .
0,1 . -
4 8 16 32

Velikost N
Obrazek 3.1: Volba N u SSA

Byla ale zvolena hodnota 16, protoze podil zlepseni mezi velikosti 32 a 16
je minimalni a s rostouci hodnotou NV dochazi k drivéjsimu pouziti trividlniho
algoritmu u parového nasobeni, proto muze byt rychlejsi. Méreni probéhlo na
polynomu velikosti 23

Daéle hodnota N je zavisla na velikosti modula m a korenu jednoty a. Musi
platit:

a¥=1 (modm) A aV?#1 (modm)

Proto nenf mozné v modulu 21641 zvolit hodnotu N vétsi jak 32, specificky
64, 128, atd.

Hodnoty zméfenych naivnich implementaci, graf [3.2] svym vykonem roz-
hodné neoslni, nejlépe si vedl Karatsubiiv algoritmus, ale je téz patrné, Ze na
delsich polynomech je dohnan SSA.
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3. TESTOVANI A DISKUZE

3
=@— Trivialn{

25 —@— Karatsuba
o SSA
o
-
* 2
3
2
"
2 15
[%]
2
2
@,
3
0 0,5

04 e &

14 15 16 17 18 19 20

Velikost vstupu [27K]
Obrazek 3.2: Porovnani naivnich implementaci

3.3 Vliv optimalizace

Na grafu [3.3] je patrné, ze vlivem zapnutych kompildtorovych optimalizaci,
doslo k vyraznému zrychleni implementaci.

1,8
=@ Trivialni
1.6 =@ Karatsuba
o 14 SSA
S
—
1,2
2
z 1
g 08
T
2 06
k2
g 04
O
0,2
0
14 15 16 17 18 19 20 21 22

Velikost vstupu [2/K]

Obréazek 3.3: Porovnani algoritmi s kompilatorovymi optimalizacemi
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3.3. Vliv optimalizace

Nasledujici grafy zobrazuji prepnuti implementaci na jednodussi algoritmy.
Piepnuti bylo vzdy méfeno na polynomu velikosti 22° a na optimalizovanych
implementaci algoritmti pomoci kompilatoru.

Nejvhodnéjsi hranice se miize lisit pro polynomy rtzného stupné, zejména
pro nizké nebo vysoké stupné. Pro vétsinu polynomt bude takto urc¢end hra-
nice vyhovujici volbou.

3.3.1 Karatsubtiv algoritmus

Jako prvni je zde uveden graf prepnuti Karatsuby na trivialni algoritmus.

350
300
250
200
o,
2
S 150
100
50 I
, HHHN I
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Velikost pfepnuti [2°k]

Obrazek 3.4: Prepnuti Karatsuby na trividln{ algortimus

Z grafu je patrné, Ze nejlepsi hodnota pro prepnuti je 2°, tedy je vhodné
prepnout Karatsubuv algoritmus na trivialni pfi ndsobeni polynoma délky 32.

3.3.2 Schonhage—Strassentiv algoritmus

Prepnuti SSA na trividlni algoritmus je vhodné pii velikosti 2! az 2!3 ¢lenti
polynomt, jak je viditelné na grafu [3.5

Také z grafu [3.5] vyplyva, ze rychlost vipoctu ndsobku se méni s velikost{
N, graf je zarovnan po trojicich, v tomto pripadé je N = 16. Protoze v im-
plementaci SSA je zvolena acyklickd konwvoluce, pole pro ulozeni polynomu
vyuziva jen polovinu své kapacity, tedy 23. Proto se rychlost méni vzdy o 3
dilky mocniny ¢isla 2.
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3. TESTOVANI A DISKUZE

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

450
400
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25
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Cas [s]

20
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al
o O o

Velikost prepnuti [2°k]

Obrazek 3.5: Prepnuti SSA na trividlni algoritmus

Graf[3.6] zobrazuje prepnuti Schénhage—Strassenova algoritmu na Karatsu-
buv algoritmus, ktery nevyuziva optimalizaci prepnuti Karatsuby na trividlni
algoritmus.

450
400
350
300

250
200
15
10
s il

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Cas [s]

o O

o O

Velikost prepnuti [2°k]

Obréazek 3.6: Prepnuti SSA na Karatsubuv algoritmus
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3.3. Vliv optimalizace

7 grafu opét vyplyva, Zze vhodna hodnota pro piepnuti je 2'! az 213

¢leny polynomu.
Posledni graf[3.7 prepnut{ ukazuje prepnuti SSA na optimalizovany Karat-

subtiv algoritmus pomoci pfepnuti na trivialni algoritmus pii hodnoté délky
polynomu 2°.
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300
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I

5
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1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Cas [s]

o O

Velikost prepnuti [2°k]

Obrazek 3.7: Prepnuti SSA na Kara32
Graf nam ukazuje, ze je vhodné pfepnout SSA pii 2! ¢lentt polynomu,
ale protoze méfeni bylo provadéno na polynomech délky 229, tak je to trochu
zvlastni vysledek.

Kdyz se podivaime na posledni idaj v grafu na hodnotu 2%, tak vy-
sledny cas méreni odpovida casu samostatného Karatsuby s prepnutim na
hodnoté 2°. To je v poradku, protoze pouze doslo k pouziti Karatsuby, viz
prvni podminka v pseudokédu na strané [§]

To znamena, zZe je vhodné volat SSA jen do urcité hloubky rekurze, v tomto
pripadé rovnou pouzit, pri kroku nasobeni parua v algoritmu, Karatsubuv al-
goritmus s prepnutim na hodnoté 2°.

Na nasledujicim grafu jsou zachyceny Casy implementaci algoritmi s
nejlepsi hranici prepnuti na jednodussi algoritmus pro razné velké vstupy. Na
prvni pohled je ihned viditelné, ze implementace SSA/Kara32 je nejrychlejsi.
Pro SSA/Kara plati, Ze je pomald vlivem rezie rekurze Karatsuby, zatimco
rychlost SSA/Triv se pro delsi polynomy pfiblizuje ke Karatsubovi a urcité
by ho i prekonal.

Za zminku stoji, Zze vlivem modula 2* + 1 je mozné nahradit vétSinu naso-
beni bitovymi posuny a tim dosdhnout dalsiho zrychleni.
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3. TESTOVANI A DISKUZE

Cas [s] / Velikost vstupu * 10N

4
—@— Karatsuba
35 =@ SSA/Kara
SSA/Triv
=@ SSA/Kara32

15 16 17 18 19 20 21 22 23
Velikost vstupu [2°K]

Obrazek 3.8: Porovnani optimalizovanych algoritmt

Legenda ke grafu

26

Karatsuba - Karatsubtv algoritmus s pfepnutim na trividlni algoritmus

na hodnoté 2° délky polynomdl.
SSA /Kara - SSA s prepnutim na Karatsubtiv algoritmus na hodnoté 22

SSA /Triv - SSA s pfepnutim na trividlni algoritmus na hodnoté 2'2.

SSA /Kara32 - SSA, pro ndsobeni paru pouziva Karatsubuv algoritmus
s pfepnutim na hodnoté 2°.



3.4. Vliv paralelizace

3.4 Vliv paralelizace

Nasledujici grafy zobrazuji paralelni implementace algoritmt pro rtzny pocet
vlaken. Tyto implementace byly vzdy méfeny na polynomech velikosti 220 a
na nejrychlejsich optimalizovanych verzi implementaci.
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Obrazek 3.9: Paralelizace trividlniho algoritmu
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Obréazek 3.10: Paralelizace for cykli u Karatsuby
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3. TESTOVANI A DISKUZE
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Obrazek 3.11: Paralelizace rekurze u Karatsuby

Na prvnim grafu je vidét, ze s rostoucim pocétem vlaken dochazi ke
zrychleni trividlniho algoritmu. Pii poc¢tu 12 vldken byla implementace na
polynomu délce 2?° zrychlena az 12.3-krat. To znamend, Ze paralelizovany
trivialni algoritmus je velice vykonny oproti optimalizované verzi.

Zatimco dalsi dva grafy, [3.10] a [3.11] z4dné zrychleni s rostoucim poctem
vlaken neukazuji.

U grafu je to nejspise vlivem rezie direktivy for, kdy dochézi k jejimu
castému volani, a tak je Karatsubuv algoritmus zpomalovan.

Graf zobrazuje implementaci vyuzivajici direktivy task pro rekurzivni
volani Karatsuby, ale jak je na grafu vidét, tak k zadnému zrychleni nedoslo.
Nejspise za to mize prilisné rozdrobeni rekurze na mnoho taskid a takto ziskand
rezie navic zpusobuje zpomaleni implementace. Toto rozdrobeni by ale mélo
castecneé resit prepnuti Karatsuby na trividlni algoritmus, tedy pokud by doslo
k prepnuti na vyssi velikosti polynomu, tak by se mohlo dosdhnout lepsich
vysledku.

Vzhledem k zhorseni rychlosti obou paralelizaci Karatsubova algoritmu,
nemad smysl métit implementaci spojujici oba pristupy.
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3.4. Vliv paralelizace
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Obréazek 3.12: Paralelizace for cykli u SSA
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Obrazek 3.13: Paralelizace nasobeni u SSA

Z grafu[3.12]a[3.13]je patrné, ze optimélni pocet vldken je 8. Tato hodnota
neni ndhodna, protoze zavisi na velikosti N. Zajimavé by bylo zméfit imple-
mentaci pro 16 vlaken, ale vlivem maximalniho poc¢tu 12 vliken na serveru
Star by k zadnému dalsimu zrychleni nedoslo.
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3. TESTOVANI A DISKUZE

14
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N

N

Obréazek 3.14: Paralelizace ndsobeni a for cykli u SSA

Kombinaci paralelizace for a parového ndsobeni v SSA je vidét v grafu
Pro tuto implementaci je optimalni pocet vlaken 10, kdy 8 vldken zaméstné
vypocet nasobeni a zbytek je vyuzit pro for cykly.

1,4
—@— Kara — task
12 == SSA - both
SSA - for

1 =@— SSA — mult

Cas [s] / Velikost vstupu * 104

Velikost vstupu [27K]

Obrazek 3.15: Porovnani paralelizovanych algoritmu
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3.4. Vliv paralelizace

Na grafu je patrné, ze velky vliv na paralelizace SSA m4 paralelizace
parového nasobeni. Pokud se pfida i paralelizace for cykld, dojde k dalsimu
zrychleni, i kdyz ne k tak vyznamnému.

Cas [s] / Velikost vstupu * 1074

2,5
-@— Kara32
9 SSA/Kara32
=@ SSA/Kara32 — par
15
1
0,5
v___——-u’/ ._._._.__._—._——.
0
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Velikost vstupu

Obréazek 3.16: Porovnani paralelizovanych a optimalizovanych algoritmu

Legenda ke grafum [3.15] a [3.16}

Kara — task - Paralelizovany Karatsubuv algoritmus pomoci direktivy
task.

SSA — both - SSA s paralelizaci for cykli a parového nasobeni.
SSA — for - SSA, paralelizace for cyklu.
SSA — mult - SSA, paralelizace parového nasobeni.

Kara32 - Karatsubtv algoritmus s prepnutim na trivialni algoritmus pri
délce polynomu 2°.

SSA /Kara32 - SSA s prepnutim na Kara32.

SSA — par - SSA s paralelizaci for cykli a parového nésobeni.

Trividlni algoritmus nenf jiz v grafech zobrazen vzhledem k jeho velké
¢asové narocnosti.
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3. TESTOVANI A DISKUZE

3.5 Existujici implementace

Pro porovnani s dalsimi existujicimi implementacemi algoritmii pro nasobeni
polynomi byly pouzity knihovny NTL verze 10.3.0, CLN verze 1.3.4, FLINT
verze 2.5.2 a GMP verze 6.1.2. Kazd4 knihovna vyuziva pro nasobeni rizné al-
goritmy podle délky polynomu, kromé NTL, kdy toto rozpoznani nefungovalo
na serveru Star, proto jsou implementace zméreny samostatné.

25

- CLN
=& FLINT

20 NTL — trividlni
=@ NTL — Karatsuba
=—@— NTL — SSA

Cas [s] / Velikost vstupu * 104

@ ® ® ® @ @ @ @ ®
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Velikost vstupu [2°K]

Obréazek 3.17: Porovnani existujicich implementaci

Na grafu je porovnani cizich implementaci mezi sebou. Na prvni po-
hled je patrné, ze FLINT je nejrychlejsi a dosahuje vysoké rychlosti i pro velice
vysoké délky polynomd.

Z grafu pro CLN vyplyva, ze pro nasobeni polynomi se pouziva pouze tri-
vidlni algoritmus a tedy k pfepnuti na lepsi algoritmus podle délky polynomu
nedoslo.

Nésledujici graf[3.18 zobrazuje porovnan{ nejlepsich sekvenénich optimali-
zovanych implementaci z této bakalarské prace s implementacemi z knihoven a
bakalarské prace Adama Léhara [12]. Na ném se ukazuje, ze knihovni ndsobeni
polynomu mé stale prostor pro zlepseni.

Posledni graf ukazuje porovnani paralelnich implementaci, kde jedno-
znacné vede FLINT s tésné nasledujici implementaci FFT od Léhara.
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3.5. Existujici implementace

Cas [s] / Velikost vstupu * 1074

Cas [s] / Velikost vstupu * 10"4

10

=—@— Kara32
9 =@ NTL — Karatsuba
8 SSA/Kara32
7 ——=@=NTL—SSA
6 = | éhar — Karatsuba
5
4
3
2
1
i -

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Velikost vstupu [27K]

Obréazek 3.18: Porovnani sekven¢nich implementaci

0,6

—@— SSA/Kara32
=@ FLINT
0,5 Léhar — FFT
=@— Léhar — Karatsuba

0,4
0,3
0,2
0,1
18 19 20 21 22 23 24 25

Velikost vstupu [27K]

Obrazek 3.19: Porovnani paralelnich implementaci
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Zaver

Cilem této bakalarské prace byla analyza a implementace algoritmu pro na-
sobeni polynomii, konkrétné trividlni, Karatsubtiv a Schonhage—Strassenova,
jejich optimalizace a paralelizace pomoci knihovny OpenMP. Tento cil byl
rozhodné splnén.

V prvni kapitole jsou popsany a definoviny pojmy pouzité v bakalarské
préaci, nasleduje popis algoritmu a dalsich existujicich implementaci.

Druhé kapitola se zabyva implementaci algoritmt, jejich optimalizaci a
paralelizaci.

Ve treti a posledni kapitole se nachazi popis testovaciho prostiedi a pouzi-
tych prostfedkt. Obsahuje také méreni a testovani implementaci na vypocet-
nim serveru. Algoritmy byly nésledné porovnany mezi sebou a také s dalsimi
existujicimi implementacemi.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

SSA Schoénhage—Strassentv algoritmus

FFT Fast Fourier transform (Rychld Fourierova transformace)

NTT Number-theoretic transform

DFT Discrete Fourier transform (Diskrétni Fourierova transformace)

iDFT Inverse Discrete Fourier transform (Inverzni Diskrétni Fourierova trans-
formace)

GMP GNU Multiple-Precision Library
FLINT Fast Library for Number Theory
NTL A Library for Doing Number Theory

CLN Class Library for Number

39






PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

readme . X .. ov e it e struény popis obsahu CD
| _src
L Ampl o zdrojové koédy implementace
| dnput_data......c.iiiiii vstupni data
| thesis
DALV ottt e ie e iie e naivni implementace
optimalized.................... optimalizované implementace
parallel .....coiiiiiiiiiiiiiinnnnnn. paralelni implementace
| other
1 AP PP NTL implementace
CLN ettt e CLN implementace
0 15 FLINT implementace
L _thesis ......oiviiiiinnnnn... zdrojova forma prace ve formatu KITEX
L IMages «vve et obrazky pouzité v praci
I =3 A PO P text prace
| thesis pAf L text prace ve formatu PDF
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