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Abstrakt

Práce popisuje r�zné zp�soby, jak lze �eöit soustavy lineárních rovnic, které
vedou na �ídké matice. V práci jsou popsány itera�ní metody a metoda hrano-
vého �ezu. Jako itera�ní metody byly zvoleny Jacobi, Gauss-Seidel a Conjugate
Gradient. V práci je bliûöí seznámení s metodou hranového �ezu a je imple-
mentována její paralelní verze pomocí technologie OpenMP. Implementace
algoritm� byly otestovány na vhodné sad� lineárních rovnic a byla porovnána
jejich v˝konost.

Klí�ová slova �ídká matice, hranov˝ �ez, itera�ní metody

Abstract

The thesis describes the di�erent ways you can solve systems of linear equati-
ons that lead to the sparse matrices. The thesis describes numerical methods
and method of nested dissection. As numerical methods were chosen Jacobi,
Gauss-Seidel and the Conjugate Gradient. The nested dissection is described
in more detail. The implementation of nested dissection method is parallelized
with OpenMP technology. The implementation of algorithms were tested on
a suitable set of linear equations and tested their performance.
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Úvod

Pro �eöení soustav lineárních rovnic existuje mnoho r�zn˝ch algoritm�. Cílem
práce je p�edstavit si n�které z nich a porovnat jejich v˝konnost.

Tématem práce je �eöení velk˝ch soustav lineárních rovnic vedoucích na
�ídké matice. Gaussova elimina�ní metoda je asi nejznám�jöí zp�sob, jak sou-
stavy lineárních rovnic �eöit. Tato metoda vede vûdy ke správnému �eöení, ale
pro tento typ soustav se bohuûel nehodí. V takovém p�ípad� obvykle vyuûí-
váme metody itera�ní.

Itera�ní metody nem�ní vstupní matici a obvykle nepot�ebují mnoho pa-
m�ti navíc. Nev˝hodou t�chto metod m�ûe b˝t nep�esnost v˝sledku a fakt,
ûe metody v n�kter˝ch p�ípadech ke správnému v˝sledku nekonvergují.

Dalöí moûnost, jak soustavu �eöit, je metoda hranového �ezu. Metoda vy-
uûívá prohazování sloupc� a �ádk� matice tak, aby se její �ásti daly �eöit sou-
�asn�. Nalezení nejvhodn�jöího prohození sloupc� a �ádk� není jednoduché
a m�ûe b˝t pomalejöí, neû kdybychom celou soustavu �eöili pomocí Gaussovy
elimina�ní metody.

V práci jsou popsány itera�ní metody a metoda hranového �ezu. Je porov-
nána jejich v˝konnost a p�esnost v˝sledk� na vhodné sad� soustav lineárních
rovnic.
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Kapitola 1
Teorie

1.1 Soustava lineárních rovnic
Uvaûujme systém lineárních rovnic.

Ax̨ = ˛

b (1.1)

A =

Q

ca
a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

R

db , x̨ =

Q

ca
x1
...

xn

R

db ,

˛

b =

Q

ca
b1
...

bn

R

db ,

kde A je regulární �tvercová matice �ádu n,˛b je vektor prav˝ch stran lineárnách
rovnic a x̨ je vektor prom�nn˝ch. �eöení soustavy lineárních rovnic dostaneme
vynásobením rovnice inverzní maticí A

x̨ = A

≠1̨
b. (1.2)

V p�ípad� �eöení rovnic vedoucích na �ídké matice je nevhodné pouûívat p�ímé
metody. P�ímé metody �asto pot�ebují dalöí pam��, nebo jejich úpravy vedou
na dopln�ní nenulov˝ch �ísel na pozice, kde na po�átku byla nula (nap�. Gaus-
sova elimina�ní metoda). V takov˝ch p�ípadech je v˝hodn�jöí vyuûít metody
itera�ní.

1.2 Spektrální polom�r
Spektrální polom�r pomáhá ur�it, jestli itera�ní metoda konverguje k v˝-
sledku. Obvykle se zna�í �eck˝m písmenem fl. Spektrální polom�r je nejv�töí
�íslo z vlastních �ísel matice.

fl(A) = max(|⁄1|, ..., |⁄n|) (1.3)
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1. Teorie

1.3 Konvergence itera�ních metod
Itera�ní metody konvergují pro jak˝koliv po�áte�ní tip práv� tehdy, kdyû

fl(A) < 1 (1.4)

Jednotlivé metody mohou konvergovat, p�estoûe tato podmínka není spl-
n�na, ale je nutné vhodn� zvolit po�áte�ní tip.
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Kapitola 2
Itera�ní metody

2.1 Úvod do itera�ních metod

Upravou vzorce 1.1 dostaneme

x̨

i+1 = B

i
x̨

i + c̨

i (2.1)

kde x̨

i+1 je vektor �eöení následující iterace, B

i je matice specifická pro pou-
ûitou metodu, x̨

i je sou�asn˝ vektor �eöení (p�ípadn� po�áte�ní tip).
Pokud se matice B a vektor c̨ nem�ní b�hem iterací (Bi+1 = B

i
, c̨

i+1 = c̨

i),
pak se jedná o stacionární itera�ní metodu. V opa�ném p�ípad� se jedna o
metodu nestacionární.

2.2 Jacobi

[1]Jacobiho metoda spo�ívá v postupném dosazování díl�ího vektoru �eöení.
Matici A p�epíöeme do tvaru A = D + Z, kde

D =

Q

ca
a1,1 0

. . .
0 an,n

R

db je diagonální matice

Z =

Q

ccccca

0 a1,2 · · · a1,n

a2,1
. . . . . . ...

... . . . . . .
an≠1,n

an,1 · · · an,n≠1 0

R

dddddb
je matice A s nulami na diagonále.

Vyjád�íme vektor x̨
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2. Itera�ní metody

Ax̨ = ˛

b

(D + Z)x̨ = ˛

b

Dx̨ + Zx̨ = ˛

b

Dx̨ = ≠Zx̨ +˛

b

x̨ = ≠D

≠1
Z¸ ˚˙ ˝

B

x̨ + D

≠1̨
b¸ ˚˙ ˝

c̨

V˝sledn˝ vektor je ur�en rovnicí

x̨

k+1 = D

≠1(≠Zx̨

k +˛

b)

kde x̨

0 je vektor po�áte�ního odhadu �eöení soustavy. Po sloûkách v˝sledného
vektoru má rovnice zápis

x

k+1
i = ≠

nÿ

i”=j
j=1

ai,j

ai,i
x

k
j + bi

ai,i
, i = 1, ..., n; k Ø 0 (2.2)

2.3 Gauss-Seidel
[1]Gauss-Seidel je velice podobná metod� Jacobi. Zatímco v Jacobi metod�
drûíme v pam�ti cel˝ vektor �eöení a po�ítáme z n�j následující, v Gauss-
Seidel ukládáme v˝sledky p�ímo do aktualního vektoru �eöení. Tím se tato
metoda dokáûe rychleji p�ibliûovat ke správnému v˝sledku.

x

k+1
i = ≠

i≠1ÿ

j=1

ai,j

ai,i
x

k+1
j ≠

nÿ

j=i+1

ai,j

ai,i
x

k
j + bi

ai,i
, i = 1, ..., n; k Ø 0 (2.3)
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2.4. Conjugate gradient (metoda sdruûen˝ch gradient�)

2.4 Conjugate gradient (metoda sdruûen˝ch
gradient�)

[2]Metoda sdruûen˝ch gradient� je sloûit�jöí neû predchozí dv�. Práce se meto-
dou detailn�ji nezáb˝vá. Níûe je pouze popsan˝ pouûit˝ algoritmus na vy�eöení
soustavy lineárních rovnic.

r̨0 = b ≠ Ax̨0
p̨0 = r̨0
k = 0
while true do

–k = r̨T
k r̨k

p̨kAp̨k

x̨k + 1 = x̨k + –kp̨k

r̨k+1 = r̨k ≠ –kAp̨k

if r̨k+1jedost then
Break While

—k = r̨T
k+1r̨k+1

r̨T
k r̨k

p̨k+1 = r̨k+1 + —kp̨k

k = k + 1
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Kapitola 3
Metoda hranového �ezu

3.1 Úvod
[3]Metoda prohazuje sloupce a �ádky matice tak, aby její �asti byly �eöitelné
nezávisle na sob�. Cílem je dosáhnout následujícího tvaru matice

Q

cccccccccccccccccccca

a1,1 · · · a1,k s1,l+1 · · · s1,n
... . . . ... 0 ...

...
ak,1 · · · ak,k

...
...

bk+1,k+1 · · · bk+1,l
...

...
0 ... . . . ...

...
...

bl,k+1 · · · bl,l
...

...
sl+1,1 · · · · · · · · · · · · · · · sl+1,l+1 · · · sl+1,n

...
... . . . ...

sn,1 · · · · · · · · · · · · · · · sn,l+1 · · · sn,n

R

ddddddddddddddddddddb

, (3.1)

kde a a b jsou �ásti matice, které je moûné �eöit sou�asn� a s jsou prvky
mnoûiny separátor�.

Pro soustavu rovnic o n neznám˝ch, existuje n! pertmutací �ádk� a sloupc�.
Metoda by m�la najít takovou permutaci, kde �ásti matice a a b mají p�ibliûn�
stejn� �ádk� a zároven �ást separátor� má �ádk� co nejmén�. Jakmile se po-
da�í najít vhodné rozd�lení matice, m�ûeme metodu znovu pouûít na její �ásti
a a b. Jedná se o algoritmus rozd�l a panuj.

3.2 Vytvo�ení grafu
P�edpokladem je, ûe matice je �tvercová a symetrická. Vygenerovní grafu
se dá lépe p�edstavit díky matici sousednosti, která p�ipomíná reprezentaci
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3. Metoda hranového �ezu

Obrázek 3.1: Reprezentace nenulov˝ch �ísel v matici

grafu. Za kaûd˝ �ádek a sloupec se stejn˝m indexem vytvo�íme uzel a p�i-
�adíme mu stejn˝ index. Pro kaûdé nenulové �íslo v matici vytvo�íme hranu
mezi uzly. Hrany za�ínají / kon�í v uzlech se stejn˝m indexem, jako je index
�ádku / sloupce nenulového �ísla. Vzhledem k faktu, ûe vstupní matice je sy-
metrická, není nutné zna�it orientaci hran. Smy�ky, které mohou vzniknout z
nenulov˝ch �ísel na diagonále, zanedbáme.

Obrázky 3.1 a 3.2 ilustrují transformaci jednoduché matice do grafu. �erná
polí�ka reprezentují nenulová �ísla v matici.

3.3 Nalezení mnoûiny separátor�
[4][5]Hledání vhodného rozd�lení grafu na jednotlivé �ásti není jednoduch˝
problém. V ideálním p�ípad� by bylo nejlepöí otestovat vöechna moûná rozd�-
lení grafu a vybrat nejlepöí. Takov˝ postup je v˝po�etn� p�íliö náro�n˝ není
moûné jej pouûít.

Mnoho prací se zabívá pouze vstupy, které vedou na planární graf. V této
práci je pouûité obecné �eöení, které se dá pouûít i v p�ípad�, ûe graf planární
není. Nicmén� tyto p�ípady se �asto nedají dostate�n� paralelizovat.

K vy�eöení tohoto problému je pouûit˝ následující heuristick˝ postup

1. Nelezení uzlu s nejmenöím stupn�m

2. V˝po�et nejkratöí cesty z uzlu do vöech ostatních uzl�

3. P�i�azení uzl� do podgraf� podle hladin vzdáleností

10



3.3. Nalezení mnoûiny separátor�

Obrázek 3.2: Graf vytvo�en˝ z matice

3.3.1 Nelezení uzlu s nejmenöím stupn�m

Stupe� uzlu je dán po�tem hran, které do n�j vedou. Sta�í projít vöechny
uzly, a najít ten, do kterého vede nejmén� hran. V˝znam tohoto kroku si lze
p�edstavit jako hledání okrajového uzlu grafu. Nap�íklad na obrázku 3.2 je
více uzl� s nejmenöím stupn�m {1, 4, 5, 6, 8, 9}.

3.3.2 V˝po�et nejkratöí cesty z uzlu do vöech ostatních uzl�

Jako startovní uzel je zvolen jeden z uzl� z minulého kroku. Pak je aplikován
algoritmus na prohledávání do hloubky a vöem uzl�m je p�i�azena vzdálenot.
Uzly se stejnou vzdáleností tvo�í potenciální adepty na mnoûinu separátor�.
Kaûdá mnoûina uzl� se stejnou vzdaleností dokáûe rozd�lit graf na t�i monûiny
uzl� A, S, B. Do mnoûiny A pat�í uzly s menöí vzdáleností neû má mnoûina
separátor�, do mnoûiny S pat�í samotná mnoûina separátor� a do mnoûiny
B pat�í zbylé uzly. Je tak zajiöt�no, ûe mezi mnoûinami A a B nevede ûádná
hrana. Tento krok je na obrázku 3.3.
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3. Metoda hranového �ezu

Obrázek 3.3: Vzdálenost uzl� (hladiny)

3.3.3 P�i�azení uzl� do podgraf� podle vzdáleností

Uzly je nutné p�i�adit do mnoûin A, S, B a vytvo�it podgrafy. Jak bylo zmín�no
d�íve, mnoûina separátor� musí b˝t nejmenöí, ale zárove� je v˝hodné aby
mnoûiny A a B byly podobn� velké.

Zvolen˝ algoritmus p�idáva uzly vûdy do menöí mnoûiny z mnoûin A a
B. Poslední mnoûina uzl� je p�i�azena do mnoûiny separátor�. U zvoleného
p�íkladu by postup byl následující:

1. A = {}, B = {}, S = {}

2. A = {1}, B = {}, S = {}

3. A = {1}, B = {7}, S = {}

4. A = {1, 5, 9}, B = {7}, S = {}

5. A = {1, 5, 9}, B = {7, 8, 3, 4, 6}, S = {}

6. A = {1, 5, 9}, B = {7, 8, 3, 4, 6}, S = {2, 0}

Odpovídající graf znázor�uje obrázek 3.4.
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3.4. Zm�na index�

Obrázek 3.4: P�i�azené uzly do mnoûin A, S, B

3.4 Zm�na index�

Zm�na indexu uzlu reprezentuje prohození �ádku a sloupce v matici. Uzl�m v
mnoûin� separátoru jsou p�i�azeny nejvyööí indexy. �ádky a sloupce matice,
které jsou reprezentovány mnoûinou separátor�, se tak dostanou dol� doprava.
�ádky a sloupce reprezentované mnoûinou uzl� A (nebo B) musí b˝t vedle
sebe. Indexy jsou p�i�azeny vzestupn� nejd�íve mnoûin� A a pak mnoûin� B.
Zm�na index� je na obrázku 3.5.

13



3. Metoda hranového �ezu

Obrázek 3.5: Zm�na index� uzl�

3.5 Rekurzivní zpracování

Mnoûinu separátor� není moûné dále zpracovat. Reprezentujve v�töinou �ádky
a sloupce matice, které mají mnoho nenulov˝ch �ísel. Mnoûiny A a B jsou re-
kurzivn� rozd�lovány, kaûdá na 3 menöi podmnoûiny. Rekurzivní zpracování
je ukon�eno ve chvíli, kdy jsou mnoûiny A a B p�íliö malé na dalöí d�lení
(obsahují mén� neû 3 prvky). Do vznikajících mnoûin je uloûena hloubka re-
kurze, reprezentující hloubku ve vznikajícím grafu. Toto �íslo je podstatné p�i
paralelním zpracování matice. V˝sledn˝ graf je vid�t na obrázku 3.6.
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3.6. Vy�eöení soustavy rovnic na základ� grafu

Obrázek 3.6: V˝sledn˝ graf po rekurzivním zpracování

3.6 Vy�eöení soustavy rovnic na základ� grafu
�ádky a sloupce matice jsou prohozeny na základ� nov˝ch index� uzl� v grafu,
jak je vid�t na obrázku 3.7. Matice je rozd�lena na �ásti odpovídající hloubce
grafu. �ásti matice se stejnou hloubkou mohou b˝t zpracovány paraleln�. Tyto
�ásti mají v�töinou mnoho nenulov˝ch �isel, proto je v˝hodn�jöí je do�eöit
gaussovou elimina�ní metodou. Itera�ní metody také lze pouûít, ale je moûné,
ûe by se zvyöovala nep�esnost, p�i�emû rychlost v˝po�tu by z�stala stejná.
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3. Metoda hranového �ezu

Obrázek 3.7: Matice po prohození �ádk� a sloupc�

16



Kapitola 4
Implementované �eöení

4.1 �eöení na p�vodní matici
Matice je implementována pomocí dvourozm�rného pole. �eöení na p�vodní
matici pouûívá následující metody:

1. Gauss-Seidel

2. Jacobi

3. Conjugate Gradient

4. Gassova eliminace

4.2 �eöení pomocí hranové �ezu
Matice je implementována pomocí 2D pole. Po pouûití metody hranového
�ezu je matice zpracována paraleln� pomocí knihovy OpenMP. Ke zpracování
jednotliv˝ch �ástí matice je pouûita gaussova elimina�ní metoda.

4.3 Testovací sestava
1. Procesor: Intel(R) Core(TM) i5-4250U CPU @ 1.30GHz

2. RAM: 8 GB 1600 MHz DDR3

3. Opera�ní system: OS X Yosemite, verze 10.10.5

4.4 Nam��ené v˝sledky
Vöechna m��ení byla provád�na na matici o velikosti 2000 x 2000 prvk� a
vöechny metody poskytly správné v˝sledky. Na obrázku 4.1 je vid�t, ûe me-
toda hranového �ezu s maticí pln� obsazenou nenulov˝mi �ísly, je nejpomalejöí.
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4. Implementované �eöení

Obrázek 4.1: Závislost �asu na po�tu nenulov˝ch prvk�. (1 vlákno)

U pln� obsazené matice je rozdíl mezi GE a ND zp�soben hledáním hrano-
vého �ezu. Nicmén� u �idöích maticí není rozdíl zp�soben hledáním �ezu, ale
nevhodnou implementací. Gaussova eliminace, která je pouûita na jednotlivé
�ásti po rozd�lení matice, nezohled�uje nulové prvky v matici. Tím se také
ztrácí v˝hoda vícevláknového zpracování, jak je vid�t na obrázku 4.2.

Obrázek 4.3 odpovídá �eöením na �ídk˝ch maticích. U velice nízkého po�tu
nenulov˝ch prvk� je vid�t, ûe se metoda velice p�iblíûila k itera�ním metodám.
Lepöí v˝sledek je zp�soben p�edevöím tím, ûe graf reprezentující matici není
souvisl .̋ Komponenty grafu se �eöí samostatn�, takûe Gaussova eliminace ne-
zohled�uje jiû nulové �ásti matice.
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4.4. Nam��ené v˝sledky

Obrázek 4.2: Závislost �asu na po�tu nenulov˝ch prvk�. (2 vlákna)
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4. Implementované �eöení

Obrázek 4.3: Závislost �asu na po�tu nenulov˝ch prvk�.

20



Záv�r

Práce detailn�ji popsala metodu hranového �ezu. Ukázalo se, ûe díl�í �ásti
matice po rozd�lení na samostatn� �eöitelné podmatice jiû nejsou �ídké, tudíû
nebylo nutné vyuûít itera�ní metody. U metody hranového �ezu byla vyuûita
Gaussova elimina�ní metoda. Ite�a�ní metody byly implementovány a slouûí
jen jako porovnání s metodou hranového �ezu.

Metoda hranového �ezu byla úsp�ön� implementována, nicmén� zp�tná
transformace do p�vodní matice nevyuûila cel˝ potenciál této metody. Kv�li
tomuto nedostatku bylo dosaûeno nep�ízniv˝ch v˝sledk� p�i m��ení.

V budoucnu je moûné implementovat Gaussovu elimina�ní metodu, která
dokáûe zohlednit nulové prvky matice na základ� grafu hranového �ezu. Zo-
hledn�ní nulov˝ch �ástí matice z grafu p�ináöí dalöí moûnosti paralelního zpra-
cování a tím i zrychlení celé implementace.
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P�íloha A
Seznam pouûit˝ch zkratek

GE Gaussova elimina�ní metoda

GS Gauss-seidel

J Jacobiho metoda

CG Conjugate Gradient (metoda sdruûen˝ch gradient�)

ND Nested dissection (metoda hranového �ezu)

25





P�íloha B
Obsah p�iloûeného CD

readme.txt...................................stru�n˝ popis obsahu CD
Bakalarka.run........................spustiteln˝ soubor, �eöi� soustav
matrix ............................... ukázková vstupní data, matice A
matrixr .............................. ukázková vstupní data, matice B
scriptGraph.sh..............................script na vytvo�ení graf�
MatrixGenerator.run .............. spustiteln˝ soubor, generator matic
Implementace .......................................... Zdrojové kódy
LaTex..........................Zdrojová forma práce ve formatu LATEX
thesis.pdf................................ text práce ve formátu PDF
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