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Abstrakt

Prace se zabyva moznosti vyuzit grafickou kartu k urychleni jednoho kroku
index calculu, algoritmu pro hledéni diskrétniho logaritmu. V tomto kroku je
fesena rozsahla ridka soustava linearnich kongruenci. Prace popisuje tii me-
tody Teseni rfidkych linedrnich soustav a zkoumd moznost jejich tpravy pro
modularni aritmetiku a pro specifické vlastnosti problému. Néasleduje imple-
mentace multifrontélni LU faktorizace, z¢asti urcend pro grafickou kartu, a jeji
popis. Nakonec je zméfen vykon oproti verzi bez pouziti grafické karty a je
ucinén zavér, ze timto zpusobem nelze dosdhnout velkého zrychleni.

Klicova slova index calculus, problém diskrétniho logaritmu, ridka matice,
soustava linedarnich kongruenci, LU faktorizace, UMFPACK, GPU

Abstract

This thesis attempts to use the GPU to speed up one step of Index Calculus,
an algorithm for finding the discrete logarithm. The step consists of solving a
large sparse system of linear congruences. The thesis describes three methods
of solving sparse linear systems, investigating the viability of their modification
for modular arithmetic and for the specific characteristics of the problem. An
implementation and documentation of a multifrontal LU factorization follows,
utilizing in part the GPU. Finally, performance measurements show that great
speedup cannot be achieved using the GPU in this situation.

Keywords Index Calculus, discrete logarithm problem, sparse matrix, li-
near system of congruences, LU factorization, UMFPACK, GPU
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Uvod

Zijeme v digitalni éfe, ¢im dal vétsi ¢ast nasich zivotl se presouva do kyber-
prostoru. Pres internet a digitalni média komunikujeme, sdilime své zazitky,
obchodujeme, planujeme, uzavirame smlouvy, v kyberprostoru ukladame da-
vérny obsah, osobni tidaje, kompromitujici materidly, pristupova hesla, hle-
ddme tu zébavu. Cim dal vétsi pocet lidi travi ¢fm dal vice ¢asu u poéitace,
aniz by mnohdy védéli, jak pocita¢ funguje, jak funguje internet, jaké jsou
hrozby internetu a jaka jsou nutna bezpec¢nostni opatieni pii pristupu k nému.
osobnich, ale i firemnich a statnich.

Jednim ze zdkladnich kament digitdlni bezpecnosti je Sifra, tedy tprava
udaje tak, aby bylo mozné jej rozlustit jen pri znalosti uréitého tajného klice.
zenim udaje nebo klice, je tfeba dbat na to, aby nebylo mozné kli¢ odvodit na
zékladé znalosti puvodniho a Sifrovaného tidaje. Neopravnéné ziskani klice by
znamenalo moznost kli¢ pouzit k odhaleni jinych tidajt, pripadné vystupovat
pod cizi identitou apod.

Sifrovacich algoritmi je celd fada a jsou zaloZeny na riznych matema-
tickych principech. Vyznamnou roli v této oblasti hraji jednosmérné funkce.
Takové, kde nalézt funkéni hodnotu je snadné (na strané Sifrujiciho), zatimco
nalézt vzor k funkéni hodnoté je v rozumném ¢ase nemozné (na strané utoc-
nika).

Znédmou jednosmérnou funkei je modularni umocnovani. V nékterych ko-
necnych cyklickych grupach plati, ze nalézt exponent pii zndmém zakladu
(generatoru grupy) a vysledné hodnoté predstavuje velmi obtiZzny problém.
Nazyvame jej problémem diskrétniho logaritmu, nebot je hledan exponent.
Na problému diskrétniho logaritmu stoji nékolik znamych Sifer a jeho pro-
lomenim (nalezenim efektivniho algoritmu pro jeho feSeni) bychom narusili
jejich bezpecénost.

Pro feseni problému diskrétniho logaritmu bylo vyvinuto nékolik algoritmu
s exponencialni slozitosti, ale existuje jeden, jehoz slozitost je subexponenci-



UvoDp

alni, patii mezi nejstarsi a jmenuje se index calculus (indexem je myslen pravé
hledany exponent). Jedné se o nejefektivnéjsi znamy algoritmus. Jeho nevyho-
dou je, ze lze pouzit jen v nékterych grupach. Subexponencialni slozitosti totiz
dosahuje vyuzitim znalosti jejich struktury. Napriiklad nelze pouzit v ¢asto po-
uzivanych grupach nad eliptickymi kfivkami. V jednom z kroki index calculu
je treba Tesit rozsdhlou soustavu linearnich kongruenci. Tato soustava je ve-
lice idkda, to znamend, ze vétsina hodnot v matici soustavy je nulova. Pro
zachazeni s Fidkymi maticemi existuji specializované postupy a datové struk-
tury. Tato prace se jim bude vénovat a bude hledat zpiisob, jak postup feSeni
takové soustavy urychlit pomoci grafické karty pocitace.

Vyuziti grafické karty pro vypocty jiné nez grafické je pomérné novy pri-
stup, ktery se zacal vyuzivat az v 21. stoleti. Vzilo se oznaceni GPGPU,
tedy General Purpose computing on Graphics Processing Units. Graficka karta
(dale budeme psat jen GPU) se od standardniho procesoru lisi predevsim tim,
Ze obsahuje mnohonasobné vétsi pocet vypocetnich jader, které jsou ale rela-
tivné pomalé. Proto je vhodné pro takové problémy, kde lze vyuzit masivniho
paralelismu a kde diléi ilohy nejsou tézkeé.

Moznosti urychleni index calculu je dobré zkoumat proto, abychom odhalili
pripadnou moznost prolomeni problému diskrétniho logaritmu diive, nez se to
podaii dtoc¢nikovi.



KAPITOLA 1

Index calculus

Zakladem této préce je algoritmus zvany index calculus. Jednd se o jeden ze
zpusobu feseni problému diskrétniho logaritmu, tedy hledédni exponentu, na
ktery je tfeba umocnit dany prvek konecné grupy, abychom ziskali prvek jiny.

1.1 Problém diskrétniho logaritmu

Diskrétnim logaritmem nazyvame celé ¢islo k v roli exponentu, ktery byl po-
uzit pro umocnéni jednoho prvku konecné grupy a ziskani jiného:

a® =b. (1.1)

Problémem diskrétniho logaritmu nazyvame hledani tohoto exponentu, tedy
feseni nésledujici rovnosti pro k:

k = log,b. (1.2)

Diskrétni logaritmus je tak obdobou logaritmu zndmého z oboru redlnych éisel.
Pracujeme-li v konecné cyklické grupé a za prvek a volime néjaky jeji genera-
tor, pak bude diskrétni logaritmus vzdy existovat. V této praci se sousttedme
pouze na tuto moznost.

V zéavislosti na volbé grupy muze byt hledani diskrétniho logaritmu snadné
nebo naopak v rozumném case neproveditelné. V ptipadé grupy celych ¢isel
s nasobenim modulo prvocislo p, psano Z;, predstavuje funkce takzvanou
jednosmeérnou funkci, tedy takovou funkci, jejiz funkéni hodnotu b v bodé k
lze snadno spocitat modularnim mocnénim zakladu a, zatimco nalézt vzor k
k hodnoté b je tézké.

Jednosmérné funkce maji vyuziti predevsim v kryptografii, nebot umoznuji
utajit informaci pro prenos po nezabezpeceném kandlu tak, aby jeji odtajnéni
bylo obtizné. Nékolik asymetrickych sifer je zalozeno na obtiznosti problému
diskrétniho logaritmu. Prolomit problém diskrétniho logaritmu by napriklad

3



1. INDEX CALCULUS

znamenalo prolomit Difficho-Hellmantiv problém a Sifrovaci systém ElGamal
4.

1.2 Co je index calculus

Nalézt diskrétni logaritmus hrubou silou by vyzadovalo vyzkouSet vsSechny
hodnoty exponentu 1,..., N —1, kde N je tad grupy, dokud bychom nedosdhli
rovnosti Slozitost takového dtoku je O(N), nebot nasobime opakované
zékladem a.

Je znamych nékolik algoritmi, které tesi diskrétni logaritmus efektivnéji.
Napriklad Babystep-Giantstep algoritmus, popsany Danielem Shanksem v roce
1971, fesi problém diskrétniho logaritmu v O(v/N) krocich [5]. Takzvané p-
metoda popsana Johnem Pollardem v roce 1978 ma mensi pamétovou naroc-
nost pri stejné asymptotické slozitosti [6].

Asymptoticky nejrychlejsi algoritmus se nazyva index calculus. Jeho po-
catky sahaji az do roku 1922, ale publikace tohoto postupu a analyza jeho
slozitosti se objevila az v roce 1979 [7]. Zatimco vySe zminéné algoritmy fun-
guji v libovolné grupé, index calculus tézi z toho, Ze se sousttedi jen na vybrané
grupy a vyuziva znalosti jejich struktury.

1.3 Varianty

Index calculus neni popséan obecné pro libovolnou grupu. V tomto textu se
soustfedme na dvé varianty: Variantu pro grupu Z}f a variantu pro multipli-
kativni grupu konecného télesa GF(p™)*, které se pouzivaji v kryptografii.
Obé jsou vhodnymi volbami grupy naptiklad pro Sifrovaci systém ElGamal.

1.3.1 Multiplikativni grupa Z;

Zy je cyklickd grupa fadu N = ¢(p) = p — 1, kde p je prvocislo, a obsahuje
vSechna prirozend ¢isla od 1 do p — 1. Operace definovana na této grupé je
operace nasobeni prirozenych ¢isel modulo p. Tato grupa ma (N) = p(p—1)
generatoru, libovolny z nich muzeme zvolit pro demonstraci algoritmu.

1.3.2 Multiplikativni grupa konec¢ného télesa GF(2")*

Mnozina prvku télesa GF (p™) bez nuly spolu s operaci nésobeni tvoii cyklic-
kou grupu, které rikame multiplikativni grupa télesa. Operace s¢itani a naso-
beni na tomto télese a tedy i operace na multiplikativni grupé jsou definovany
modulo ireducibilni polynom stupné m, ktery budeme znacit f(z). Index cal-
culus je popsan i pro tuto grupu. Pro tcely této prace budeme uvazovat p = 2

a budeme pracovat v grupé GF(2")*.

4



1.4. Algoritmus

1.4 Algoritmus

Popisme nyni cely postup index calculu platny pro obé zminéné varianty.
Vstupem algoritmu je cyklickd grupa G fadu N, néjaky jeji generator g € G
a prvek h € G. Vystupem algoritmu je diskrétni logaritmus prvku h, tedy
pfirozené ¢islo loggsh € {1,..., N —1}.

1.4.1 Faktorova baze

Prvnim krokem algoritmu je urceni faktorové baze, podmnoziny grupy G ta-
kové, aby bylo mozné co nejvétsi pocet prvkid G vyjadrit jako soucin prvka
z této mnoziny. Faktorovou bazi oznac¢ime S C G.

V piipadé varianty v Z; volime za mnozinu S vSechna prvoéisla z G,
kterd jsou mensi nebo rovna predem zvolenému prirozenému c¢islu B. Prvky
G, které je mozno rozlozit na soucin prvku S, jsou pak ty prvky, které jsou B-
hladké, tj. maji vSechny prvociselné délitele mensi nebo rovny B. Zmensovanim
¢isla B ziskavame rychlejsi ovéreni, zda je nahodné vybrany prvek B-hladky,
zvétsovanim ziskavame vétsi pravdépodobnost, ze takovy bude.

V piipadé varianty v GF(2™)* opét volime pfirozené ¢islo B a prvky S jsou
ireducibilni polynomy stupné nejvyse B. Prvky G, které je mozné rozlozit na
sou¢in prvka S, jsou B-hladké polynomy, tedy takové, které lze rozlozit na
soucin polynomu stupné nejvyse B. Pri vyssim B je vyssi pravdépodobnost,
ze ndhodné vybrany polynom z G je B-hladky, ale zaroven se tak zvétsuje
soustava linedrnich kongruenci ve fazi[1.4.2]

1.4.2 Vypocet logaritmua

Nyni potfebujeme vycislit logaritmus kazdého prvku faktorové baze S. Mame
|S| nezndmych, vyzadujeme tedy soustavu alespon |S| kongruenci.

Zvolime ndhodné exponent | € {1,..., N —1} a pokusime se rozlozit prvek
g (kde g je vstupni generator grupy) na souéin prvki faktorové baze. Pokud
to nelze, volime jiné [. Pokud to lze, ziskame t faktoru oznacenych p1,...,p;
ndsobnosti ¢y, ..., c; a mame v grupé Z, kongruenci
t
¢ =[Irf (modp) (1.3)
i=1

nebo v grupé GF'(2")* obdobné

g'(z) = [[pf'(x) (mod f(x)), (1.4)
i=1

kde f(z) je zadany ireducibilni polynom stupné n.
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Provedeme logaritmus obou stran kongruence [L.3] ¢i [I.4] a ziskdme nésle-
dujici kongruenci pro vyuziti v soustavé:

t
log, g' = logy [[p{* (mod N),
=1

t

llog, g = Zloggpfi (mod N), (1.5)
i=1

t
| = ch- log,pi  (mod N).
i=1

Kongruence [1.5] je nezavisla na volbé grupy G. Neni totiz pocitana v pi-
vodni grupé G, nybrz v okruhu celych ¢isel modulo N, kde N je fad grupy
G. Logaritmizaci obou stran kongruence [I.3] ¢i [I.4] jsme se presunuli k préci
s exponenty, které nejsou prvky G, nybrz cela ¢isla. Mame zde k dispozici
mnozinu celych ¢isel 0 az N — 1 spolu se standardnim sc¢itdnim a nasobenim
modulo V.

Tento postup musime opakovat tolikrat, dokud nemame dostatek kongru-
enci [1.5] pro vyjadieni vSech nezndmych logaritmii prvka faktorové baze S.
Budeme potiebovat najit vice kongruenci nez |S|, protoze nékteré mohou byt
vzajemné linedrné zavislé. Vysledkem je soustava linearnich kongruenci pro
|S| neznamych logaritmi, kde sloupec pravych stran tvori nalezena .

Soustavu kongruenci vytresime vyjadienim vSech neznamych logaritmu.

1.4.3 Hledani resici kongruence

V posledni fazi algoritmu opét volbou ndhodného exponentu hledame prvek
z G rozlozitelny na souéin prvki faktorové baze. Na rozdil od faze [[.4.2) ndm

postadi nalézt jeden takovy exponent k. Lze-li rozlozit prvek hg—* na u riznych
faktoru pi,...,p, nasobnosti di,...,d,, mame v grupé Z; kongruenci
T od
hg™" =[[p" (mod p) (1.6)
i=1

nebo v grupé GF'(2")* kongruenci

hg~(@) = [[(x) (mod f(a). (1.7
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Nyni opét provedeme logaritmizaci obou stran a ziskdme jednotny vysledek

u
log, hg™F = log, Hp?i (mod N)
i=1

u
log, h — klog, g = Z log, pfi (mod N)
i=1

N (1.8)
log, h —k = Zdi log,pi (mod N)
i=1
log, h = Zdi log,pi +k (mod N).
i=1

Prava strana kongruence neobsahuje zadné neznamé. Jejim prostym secte-
nim ziskdme hledany vystup algoritmu log, h.

1.5 Slozitost

Index calculus je prvni znadmy algoritmus fesici problém diskrétniho loga-
ritmu se subexponencialni slozitosti. Algoritmus mé subexponencidlni slozi-
tost, jestlize pocet operaci potfebnych k jeho provedeni je O(ef*)), kde k je
bindrni délka vstupu a f(k) = o(k) [4].

Odvozeni slozitosti je pomérné naroc¢né, proto jej zde uvedme zjednodu-
Sené. Vénujme se vypoctu jen pro grupu GF(2")* kterd je pro tuto praci
klicova.

1.5.1 Odvozeni nejvyssiho stupné polynomu v S

V grupé GF(2™)* sestava faktorova baze S z ireducibilnich polynomu stupné
nejvyse néjaké m. Spravna volba tohoto stupné mé vliv na vyslednou slozi-
tost algoritmu. Volime-li vétsi m, rychleji nalezneme kongruence ve fazi[1.4.2]
protoze je vétsi pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany polynom je m-hladky.
Volime-li naopak mensi m, rychleji vyfesime soustavu téchto kongruenci, pro-
toze je méné neznamych.

Ireducibilnich polynomu stupné j je presné

1 .
I =53 ulk)297), (1.9)
Kl
kde p je Mobiova funkce. Velikost faktorové baze je dana poc¢tem ireducibilnich
polynomi stupné mensiho nebo rovného m, zajima nas tedy suma pres vSechna
j od 1 do m a ta je dle [4] priblizné rovna

1
S| ~ —2mtt (1.10)
m



1. INDEX CALCULUS

Dale pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany polynom stupné nejvyse n —
1 1ze faktorizovat jako soucin ireducibilnich polynomu stupné nejvyse m, je
priblizné rovna

(] (]))n
m m
-l fakt ~ < )

n

(1.11)

za predpokladu, ze n 10 <m < n106. Slozitost Fedeni soustavy kongruenci
je obecn& O(|S|?). Protoze musime provést primérné 1/Ps.: pokusi, nez
nalezneme jeden takovy polynom, a protoze jich potfebujeme nalézt (o néco
vice nez) |S|, miuzeme psat, ze potiebujeme provést priblizné

1 (1+O(1))% 1
+ ’S’S ~ E2m-i—1 (z) + E23m-‘r3 (1'12)

S
’ ’Pfakt

operaci, abychom pripravili a nasledné vyTtesili soustavu kongruenci. Pravou
stranu 1ze dle [4] minimalizovat volbou

m = c1\/nlogn, (1.13)

kde ¢; =~ 0, 57.

1.5.2 Slozitost algoritmu

Pro vypocet asymptotické slozitosti muzeme zanedbat vyrazy 1/m a multipli-
kativni konstanty a dosadit m spoctené v Priprava soustavy kongruenci
ma slozitost

(1+0(1)) 7
SI5— ~ -2t (=)
Pfakt m m

~om (n) (ot (1.14)
- m

=0 (exp <(CQ +o0(1)) \/@)) .

Reseni soustavy ma slozitost

=0 (e:np (c;;anogn)) .



1.6. Neprvociselny modul

Na zavér hleddme jednu resici kongruenci se slozitosti

1 <n>(l+o(l)):1

= (ewp ((64 +o0(1)) \/nlogn» .

Pro ukazku, Ze se skutecné jedna o subexponencialni slozitost, se podi-
vejme na funkci Ly, ¢], kterou se subexponencidlni slozitost ¢asto odhaduje:

(1.16)

Lyla, c] = exp (c (log ¢)“ (loglog q)lfa) . (1.17)

Jak vidime, vSechny t¥i odvozené sloZitosti [1.14], [T.15]i [T.16] odpovidaji funkci
Lgn[%, c], lisi se jen konstanta c.

Algoritmus se muzeme nékolika zptsoby pokusit dale zrychlit. Jednou
z moznosti je vyuziti skutec¢nosti, ze soustava kongruenci je ridkd. Algoritmy
pracujici s fidkymi maticemi mohou dosahovat asymptoticky nizsi slozitosti.
Pravé fesenim ridkych soustav linearnich kongruenci se budeme v této praci
déle zabyvat. Pokud by se podarilo feseni soustavy asymptoticky urychlit,
zménilo by to i vypocet optimélniho nejvétsiho stupné polynomu ve faktorové
béazi, ktery byl piedstaven v sekci protoZe bychom si mohli dovolit vétsi
soustavu a tedy usnadnit stavbu baze. V rovnosti by se vSak zvétsila jen
konstanta c;.

1.6 Neprvociselny modul

Modul, v kterém fesime soustavu linearnich kongruenci ve fazi vypoctu algo-
ritmu je roven Fadu grupy, v které pracujeme, protoze exponenty gene-
ratori grupy ma smysl pocitat pouze modulo Fad grupy. V pripadé GF(2™)*
je rad roven 2" — 1, protoze téleso obsahuje 2" prvkl véetné nuly, kterd do jeho
multiplikativni grupy nepatii. V piipadé Z; je fad grupy a tedy pouzity mo-
dul roven ¢(p) = p — 1, nikoli p, protoze grupa opét neobsahuje nulu. Takové
moduly nejsou vzdy prvociselné. To predstavuje problém, protoze v neprvo-
¢iselném modulu neméa kazdy prvek inverzi, kterou potfebujeme pro feSeni
soustavy kongruenci.

V této sekci popiseme, jak lze problém rozlozit na podproblémy tak, aby
podproblémy byly feseny v modulech prvociselnych. Je tfeba podotknout, ze
rad grupy, v které je sifrovano, je obycejné volen tak, aby alespon jeden z téchto
modula byl dost velky (nelze-li zvolit ¥ad prvociselny).

1.6.1 Cinska véta o zbytcich

Pro spravné porozumeéni rozkladu je treba pripomenout, co rika ¢inska véta
o zbytcich. Cinska véta o zbytcich tvrdi, ze pri zadanych k vzajemné nesoudél-

9
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nych prirozenych ¢islech mq, ..., mg v roli moduld a celych ¢islech aq, ..., ag
existuje pravé jedno z (mod M = [[¥_, m;)) takové, Ze plati

x=a; (mod m;) (1.18)

pro vSechna i € {1,...,k}.

1.6.2 Vypocet v neprvociselném modulu

Algoritmus popsany Stephenem Pohlingem a Martinem Hellmanem v roce
1978 dokaze nalézt diskrétni logaritmus v grupé radu N s prvociselnym roz-
kladem [T%_, ¢ v O (Zle ei (S(q:) + log qz)) krocich, kde S(¢;) je slozitost
nalezeni diskrétniho logaritmu v grupé fadu ¢; [§]. Algoritmus spo¢iva v fe-
Seni e;k problémi diskrétniho logaritmu v grupach prvoéiselnych fada ¢;. Clen
log q; popisuje pripravné operace.

Nejprve potiebujeme pro kazdé ¢ € 1,..., k nalézt y; takové, ze plati

(Y = (119

kde g je zadany generator grupy a h je zadany prvek grupy. Vysledny diskrétni
logaritmus x pak spocitame pomoci ¢inské véty o zbytcich jako

r=y (modg’) (1.20)

pro vSechna i € {1,...,k}. Cinskou vétu o zbytcich lze pouzit, protoze ésla q"
jsou jisté vzajemné nesoudélnd, maji prazdny prinik prvociselnych rozkladi.

R4d prvku ¢V/ ;' je ale ¢;*, coz stéle jesté nemusi byt prvocislo a tedy pro
problém diskrétniho logaritmu v rovnosti [I.19] stdle jesté nemizeme pouzit
index calculus. Ve skuteénosti budeme pro nalezeni jednoho y; muset vytesit e;
diskrétnich logaritmi v grupach radua ¢;. Pro snadnéjsi zépis prepisme rovnost

1.19] jako
g* =h, (1.21)
kde tad prvku g je ¢° (pozor, jednd se o jiné g nez je zadané). Exponent z
prepiseme jako
T =0+ T1q+T2q + ... + Te_1¢° (1.22)

a postupné hledame vSechna x; pomoci rovnosti

e—i—1

(gq"‘_l)mi _ (hgf:rof...—xiqqi_l)q ) (1.23)

Zde se konecné jednd o diskrétni logaritmy v grupach prvociselného radu g,
na které muzeme pouzit index calculus.

10



KAPITOLA 2

Reseni ridkych soustav
linearnich kongruenci

V ramci index calculu je tieba Tesit rozsahlou soustavu linearnich kongruenci.
Jak podrobnéji zdtivodnime v kapitole [3| je tato soustava velice ¥idké. Ridké
soustavy maji zvlastni vlastnosti, kterych lze vyuzit pro urychleni vypocti.
Tato kapitola se vénuje datovym strukturam a algoritmtim nad témito sousta-
vami. Prozatim se budeme vénovat feSeni soustavy rovnic v realnych cislech,
¢islech lisi.

Ridké soustavy linedrnich rovnic jsou mnohdy feSeny iterativnimi algo-
ritmy, které pracuji na zakladé iterativniho zpfesiiovani vysledku. Cim vice
iteraci, tim presnéjsiho vysledku dosdhnou. V piipadé modularni aritmetiky
ovsSem nelze hovorit o vzdalenosti ¢isel tak jako u ¢isel redlnych a nelze vysle-
dek postupné zpresnovat. Proto se musime omezit na metody primé.

Ridk4 soustava je vyjadiena idkou matici soustavy. Proto v této kapitole
pracujeme s fidkymi maticemi a vektory.

2.1 Ridka matice

Ridka matice je matice obsahujici dostatek nul, aby se vyplatilo toho vyu-
zit. To je ponékud vagni definice J. H. Wilkinsona, kterd je nicméné docela
prakticka. Opakem tidké matice je matice husta.

Pr1i praci s obecnou matici jsme zvykli ukladat vSechny jeji hodnoty napri-
klad v dvourozmeérném poli a operace provadét nad vSsemi témito hodnotami.
Jak pamétova, tak vypocetni slozitost algoritmi byva imérnd rozmérim ma-
tice m x n. V pripadé ridké matice by takovy pristup predstavoval znacéné
plytvani, protoze vétsina paméti by byla zaplnéna nulami. Co se tyce algo-
ritmi, vétsina operaci lze preskocit, protoze neznamenaji zadnou tpravu dat.
Pri praci s fidkymi maticemi se tedy snazime, aby pamétova i vypocetni slo-
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zitost byla imérna poctu nenulovych hodnot. Nenulovym hodnotam budeme
nadale fikat jen ,nenuly“.

Napriklad nasobeni dvou ¢tvercovych matic velikosti n méa obecné slozitost
O(n?), jelikoz mame n? hodnot vysledné matice a pro kazdou tuto hodnotu
musime provést n nasobeni a sc¢itdni v fadku prvni a sloupci druhé néaso-
bené matice. Reseni soustavy rovnic (napifklad Gaussovou eliminaci matice
soustavy) ma slozitost taktéz O(n?), jak bylo zminéno v sekci Pti praci
s fidkymi soustavami, potazmo maticemi, lze tuto slozitost asymptoticky sni-
zit.

2.2 Datové struktury

Abychom neukladali do paméti vSechny hodnoty, které jsou vétSinou nulové,
a abychom mohli efektivné prochazet jen nenuly, pouzivaji se komprimované
datové struktury.

V této sekci budeme ruznymi zpusoby reprezentovat tuto ukézkovou ma-
tici:

45 0 32 0
31 29 0 09
A=l 17 30 0| (2.1)

35 04 0 1.0

2.2.1 Nenulové prvky

Nejprve je tieba stanovit, co je to nenula. Nenulovy prvek nebo nenula je dvo-
jice souradnic, na kterych lezi hodnota, kterou je tfeba uvazovat v algoritmech.
Pti praci s fidkymi maticemi nas mnohdy nezajima, jaka ¢iselnd hodnota na
tomto misté lezi, nebot pracujeme s maticemi pouze strukturdlné. Algoritmy
stoji z velké ¢asti na praci s nenulovymi vzory, zkoumaji umisténi nenul, vztahy
mezi nimi a vznik novych. Nenula je tedy jakési cernd skrinka, ktera se v ma-
tici pohybuje, ma néjaké souvislosti s jinymi skiinkami, ale hodnota v ni miize
byt libovolné, dokonce i nulova.

Nastane-li situace, ze strukturalni nenula obsahuje numerickou nulu, oby-
¢ejné se tim v paméti ani v algoritmech nezabyvame, protoze by to bylo prilis
vypocetné narocné.

2.2.2 Souradnicovy format

Vzhledem k fidkosti hodnot v matici je vyhodnéjsi ukladat nenuly spolu s jejich
soufadnicemi nez celou matici. Implementac¢né nejjednodussi zpisob ulozeni
hodnot je doslova takovy. Spociva v pouziti tii stejné velkych poli, kde prvni
obsahuje indexy radkud, druhé indexy sloupct a tfeti hodnoty. Zde je ukéazka
reprezentace matice A z
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int i[] = {o, 1, 3, 1, 2, 3, 0, 2, 1, 3}
int j[] = {o, o, o, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3}
double a[] = {4.5, 3.1, 3.5, 2.9, 1.7, 0.4, 3.2, 3.0, 0.9, 1.0};

Tento forméat se snadno sestavuje, ale zabira zbytec¢né moc mista v paméti
a neni vhodny ani pro algoritmy, protoze iterace po tadcich i sloupcich je
obtizna. Pouziva se tedy napriklad pro vstup ¢i vystup algoritmi.

2.2.3 Komprimované sloupce

Ukézka soufadnicového formétu v [2.2.2] napovidd, ze je zde prebyteénd in-
formace. Pole j indexti sloupcii nese v fadé se opakujici hodnoty. Ze soutad-
nicového formatu snadno sestavime tzv. komprimované sloupce, které tento
nedostatek odstranuji. Kazdy sloupec je zde reprezentovan dvojicemi index
radku a hodnota.

Forméat pouziva tii pole. Prvni pole p o velikosti n + 1, kde n je pocet
sloupcu, obsahuje ukazatele na zacatky sloupct, tedy indexy jejich pocatku
v druhych dvou polich. Posledni hodnota tohoto pole, ono +1, ukazuje za
konec posledniho sloupce, a tedy v ném Ize nalézt celkovy pocet nenulovych
hodnot v matici. Velikost sloupce j je vzdy p[j+1] - p[j]. Prvni hodnota
pole p je vzdy nula.

Druhé a tieti pole i a a maji velikost rovnu poc¢tu nenulovych hodnot. Pole
i obsahuje indexy radkt, pole a hodnoty. Indexy radkt hodnot ve sloupci j
jsou ulozeny v i[p[jl] az i[p[j+1] - 1] a hodnoty jako takové jsou na
stejnych pozicich v poli a.

int p[] = {0, 3, 6, 8, 10};
int i[] = {o, 1, 3, 1, 2, 3, o0, 2, 1, 3}
double a[] = {4.5, 3.1, 3.5, 2.9, 1.7, 0.4, 3.2, 3.0, 0.9, 1.0};

Prevod souradnicového formédtu na forméat komprimovanych sloupci lze
provést v linedrnim case. Prvnim prichodem spocitdme hodnoty v jednotli-
vych sloupcich, v druhém pruchodu pak tyto hodnoty vyplnime [IJ.

Pouzitim tohoto formatu mame rychly pristup ke sloupcim, mizeme je
snadno prochazet a snadno pridavat nové. Prichod fadku je naopak narocny.

2.2.4 Komprimované radky

Format komprimovanych fadkt je obdobny jen z pohledu radkd misto
sloupcti. Pole p zde predstavuje indexy pocatki radku, pole i indexy sloupcti
a pole a hodnoty jako takové. Ukdzka pro matici A z

int p[] = {0, 2, 5, 7, 10};
int i[] = {o, 2, o, 1, 3, 1, 2, 0, 1, 3}
double a[] = {4.5, 3.2, 3.1, 2.9, 0.9, 1.7, 3.0, 3.5, 0.4, 1.0};

Tato verze je vyhodnéjsi pro prichod a pridavani novych radk, naopak
iterace po sloupci je pomald.
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2.2.5 Spojovy seznam

Ridkou matici lze ulozit i pomoci ukazateli. Zde existuje nékolik moznosti.
Muzeme uchopit matici po radcich, po sloupcich nebo oboji soucasné.

Chceme-li uchovavat matici po fadcich, ulozime seznam ukazatelt na prvni
nenulové prvky radktd. Kazdy nenulovy prvek je vyjadren strukturou, kterd
v sobé drzi jednak ciselnou hodnotu a jednak ukazatel na pristi, pripadné
i predchozi nenulu na stejném radku. Stejné tak muzeme ulozit seznam prvnich
prvka sloupcti.

Muzeme mit v paméti jak seznam prvnich prvka fadkt, tak seznam prvnich
prvki sloupcti. Kazdy prvek pak drzi dva ukazatele: Jeden na ptisti nenulu
na radku, jeden na pristi nenulu ve sloupci.

Na obrazku je ukazka takové sloupcoradkové obousmérné reprezen-
tace matice A. Vyhoda této reprezentace je v rychlém odstranovani prvki,
pruchodu radku i sloupce. Nevyhoda je v naro¢néjsi implementaci, vétSim
objemu dat a pomalejsi tvorbé. Reprezentace pomoci plnohodnotného spojo-
vého seznamu zabird m + n 4+ 5k paméti, kde k je pocet nenulovych prvku.
Oproti tomu soutadnicovy formét zabere 3k paméti a komprimované sloupce
jenn+ 1+ 2k.

2.3 Zakladni operace

Pri praci s ridkymi maticemi hraje vyznamnou roli tzv. nenulovy vzor, tedy
strukturdlni pohled na matici, kde nas zajima jen umisténi nenul, nikoli je-
jich numerické hodnoty. Pro nékteré algoritmy je nutné znat nenulovy vzor
vysledku diive, nez je spustén vypocet. Napriklad v algoritmu QR faktorizace
paradoxné zname dopfedu nenulovy vzor vysledné matice R a diky tomu vime,
které sloupce v kazdém kroku prochézet. Neznalost nenulového vzoru R by
nés nutila prochazet sloupce vsechny, na coz je tfeba dat si pozor, ztratila by
se vyhoda ridké matice.

2.3.1 Dolni trojahelnikova soustava s hustou pravou stranou

Nejprve si ukazeme jeden z nejjednodussich algoritmt nad fidkou matici, kte-
rym je feseni dolni trojuhelnikové soustavy rovnic Lz = b, kde L je ¥idka dolni
trojuhelnikova matice a b je husty vektor pravé strany. Matice L je ulozena ve
formatu komprimovanych sloupcu, coz je pro tento algoritmus nejvyhodnéjsi,
jelikoz prochazime postupné sloupce. Pseudokdd je k vidéni v algoritmu 2.1
Ridkosti matice L vyuzivame tak, Ze prochdzime ve vnitinim cyklu jen ty
radky, kde je v aktualnim sloupci j nenulova hodnota. Nemusime prochézet
vSechny radky a tdzat se na rovnost nule, protoze ve formatu komprimovanych
sloupci iterujeme pres nenulovy vzor.
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2.3. Zakladni operace

Slou

pce

v/

N

Nenulovy Nenulovy
prvek (1,1) prvek (1,3)
Hodnota | 4,5 Hodnota | 3,2
Pfedchozi Pfedchozi
ve sloupci ve sloupci
Pfedchozi Pfedchozi | __|
v fadku v fadku
Dalsi Dalsi
v fadku v fadku
Dalsi Dalsi
ve sloupci ve sloupci <
Nenulovy Nenulovy Nenulovy
prvek (2,1) prvek (2,2) prvek (2,4)
Hodnota | 3,1 Hodnota | 2,9 Hodnota | 0,9
Predchozi Predchozi Predchozi
ve sloupci ve sloupci ve sloupci
Predchozi Predchozi | __| Predchozi | __|
Rédky v fadku v fadku v fadku
Dalsi Dalsi Dalsi
v fadku v fadku v fadku
Dalsi Dalsi Dalsi
ve sloupci ve sloupci < ve sloupci <
Nenulovy Nenulovy
prvek (3,2) prvek (3,3)
Hodnota | 1,7 Hodnota | 3.0
Pfedchozi Pfedchozi
ve sloupci ve sloupci
Pfedchozi Pfedchozi 1
v fadku v fadku
Dalsi Dalsi
v fadku v fadku
Dalsi Dalsi
ve sloupci <7 |ve sloupci
Nenulovy Nenulovy Nenulovy
prvek (4,1) prvek (4,2) prvek (4,4)
Hodnota 35 Hodnota (0,4 Hodnota 1,0
Predchozi Predchozi Predchozi
ve sloupci ve sloupci ve sloupci
Predchozi Predchozi ] Predchozi 0
v fadku v fadku v fadku
Dalsi Dalsi Dalsi
v fadku v fadku v fadku
Dalsi Dalsi Dalsi
ve sloupci ve sloupci ve sloupci

Obrazek 2.1: Reprezentace fidké matice pomoci spojového seznamu
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2. RESENI RIDKYCH SOUSTAV LINEARNICH KONGRUENCT

Algoritmus 2.1 Reseni dolni trojihelnikové soustavy Lz = b s hustym vek-
torem pravé strany
Vstup: L,b
Vystup: =
r+ b
for j =1ton do
zj = xj/lj;
for all 7 > j where l;; # 0 do
T; < Tj — lij:pj
end for
end for

2.3.2 Dolni trojahelnikova soustava s ridkou pravou stranou

Nyni se podivejme opét na algoritmus feSeni dolni trojihelnikové soustavy
Lz = b, tentokrat ale s ridkym vektorem pravé strany. Pomtize nam to zavést
predstavu tidké matice jakozto grafu. V pripadé této varianty se setkdme
s problematikou vzniku novych nenul, tedy tzv. vyplné (z anglického fill-in).
Obrazek [2.2 zobrazuje princip vzniku nenul v fidkém vektoru vysledku z. Jsou
zde zobrazena dvé pravidla. Prvni plyne z Gvodni kopie vektoru pravé strany
do vektoru vysledku a tika, Ze byla-li nenula na urcité pozici vektoru pravé
strany, bude i na stejné pozici ve vysledku. Druhé pravidlo rika, Ze vznikne
nenula v jakémkoli dalsim fadku, kde je v aktudlnim sloupci matice L nenula.
To je proto, Ze od této pozice vysledku x, kde mohla byt ptivodné nula, bude
odecten nenulovy skalar l;;x;, viz algoritmus

® x; bj;é0=>£l,‘j7é0

>~ 0 T, a:J;éO/\EIZ(l”#O):xZ#O

Obréazek 2.2: Doplnéni pti feseni ridké dolni trojihelnikové soustavy s fidkym
vektorem pravé strany [1]

7 tohoto jednoduchého prikladu by mélo byt patrné, ze lze rozhodnout
o nenulovém vzoru vysledku z jen na zdkladé nenulovych vzoru vstupu L
a b, nepotfebujeme znat hodnoty. Toho mizeme vyuzit k zna¢nému urych-
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2.3. Zakladni operace

leni nasledného numerického vypoctu. Této pripravné strukturalni fazi rikdme
symbolické analyza.

2.3.3 Predstava grafu

Sipky na obréazku vyjadiuji vznik nenuly na pozici ¢ na zakladé existence
nenuly na pozici j. Tento jeden pripad vzniku nenuly je urcen existenci ne-
nuly /;;. Jednotlivé pozice si mizZeme predstavit jako vrcholy orientovaného
acyklického grafu, kde hrana z j do ¢ vyjadfuje existenci néjaké nenuly I;;.
Pro matici L velikosti n tak ziskdme graf o n vrcholech s po¢tem hran rov-
nym poctu nenul pod diagondlou, kde hrana tiké: Je-li ve zdrojovém vrcholu
nenula, bude nenula ve vrcholu cilovém. Takovy graf je jen jinym vyjadrenim
matice L.

Jak bude vypadat nenulovy vzor vysledku x, zndme-li tento graf? Ozna-
¢ime v grafu vSechny vrcholy, kde jsou nenuly ve vstupnim vektoru pravé
strany b, ¢imz ucCinime zadost prvnimu pravidlu z obrazku Déle, podle
druhého pravidla, oznac¢ime vsechny vrcholy dostupné z oznacenych vrchola.
Oznacené vrcholy ted tvori hledany nenulovy vzor x. Oznac¢ime-li tento vzor
X, ziskdme algoritmus Od algoritmu [2.1] se li{ tim, Ze plné preskakuje
vypocet hodnot z;, o kterych dopfedu vime, ze budou nulové.

Algoritmus 2.2 Reseni dolni trojihelnikové soustavy Lz = b s fidkym vek-
torem pravé strany
Vstup: L,b, X
Vystup: =
r b
for all j € X do
zj < wj/ljj
for all 7 > j where [;; # 0 do
T < Tj — ll']'xj
end for
end for

Algoritmus je asymptoticky dokonaly, pracuje v ¢ase primo tmérném
poctu potrebnych aritmetickych operaci.

2.3.4 Horni trojihelnikova soustava

Reseni horni trojihelnikové soustavy je obdobné, jen je kondno zdola nahoru,
a tedy i vypln nenul v pripadé fidkého vektoru pravé strany probihé opacné.
Algoritmus lze prepsat pro horni trojuhelnikovou soustavu prostym otoce-
nim postupu, viz algoritmus
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Algoritmus 2.3 ReSeni horni trojihelnikové soustavy Uz = b s i{dkym vek-
torem pravé strany
Vstup: U, b, X
Vystup: =
r+ b
for all j € reverse(X) do
zj = xj/lj;
for all i < j where l;; # 0 do
T; < Tj — lijxj
end for
end for

2.4 Postup reseni soustavy

Reseni soustavy rovnic znamena fesit rovnici Az = b pro neznamy vektor z,
kde A je ¢tvercova matice a b je vektor pravé strany.

Jak bylo zminéno na zacatku této kapitoly, ma smysl zabyvat se jen pfimymi
algoritmy, tedy ne iterativnimi, protoze pracujeme v kone¢ném okruhu, kde
nas zajima jen presny vysledek.

Postup se zpravidla skldada z dvou fazi. V prvni fazi je treba matici soustavy
faktorizovat, tedy rozlozit na soucin dvou nebo vice jinych matic. V druhé fazi
pak tohoto rozkladu vyuzijeme ke kone¢nému vyteseni soustavy. V této sekci
si ukazeme tii nejznamé;jsi faktorizace i feseni a jejich pribéh pri ridké vstupni
matici A. Jedna se o Choleského faktorizaci, LU faktorizaci a QR faktorizaci.
Budeme je prozatim popisovat obecné v redlnych ¢islech, specifika modularni
aritmetiky odlozime na sekci

Faktorizace oby¢ejné zptisobuje viplii novych nenul. Cim vice novych nenul
vznikne, tim pracnéjsi je reseni. Proto se pred faktorizaci matice permutuje.
Miuzeme aplikovat jak radkovou, tak sloupcovou permutaci, a to pokud mozno
tak, aby pri faktorizaci vzniklo co nejméné novych nenul. Bohuzel je minimali-
zace vyplné NP-iplny problém [9], proto se pouzivaji rizné heuristiky. Navic je
tTfeba napiiklad v pripadé LU faktorizace spolu s minimalizaci vyplné usilovat
i 0 to, aby se na mistech pivot objevila co nejvétsi ¢isla. Omezi se tak chyba
vypoctu s ¢isly v plovouci fadové ¢arce (netyka se vSak této prace, protoze ta
pracuje s ¢isly celymi).

2.4.1 Choleského faktorizace

André-Louis Cholesky byl francouzsky matematik, ktery je zndm hlavné diky
vynalezu podle néj nazvané Choleského faktorizace, ktera spoc¢iva v rozlozeni
symetrické pozitivné definitni matice na souc¢in dolni a horni trojihelnikové
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2.4. Postup feseni soustavy

matice, z nichz jedna je transpozici druhé:

A=1LLT. (2.2)

Problém Ax = b pak lze prepsat jako

LLT 2z =1 (2.3)

a v druhé fazi fesit jednim feSenim dolni trojihelnikové soustavy a jednim
feSenim horni trojihelnikové soustavy:

Ly=1b
LTz =y.

2.4.1.1 Algoritmus

Choleského faktorizaci, tedy hledani dolni trojtihelnikové matice L, 1ze kon-
struovat napriklad po radcich. Tento postup mtzeme definovat matematickou
indukeci. Indukéni krok znazornime pomoci blokovych matic:

L LT, A
11 11 he2| _ 1 aiz (2.5)
lig  log l2o ajp a2
Rovnost [2.5] piedpoklad4, Ze jsme jiz faktorizovali prvnich k —1 f4dkt a médme
pripravenu podmatici L1 velikosti k—1 x k—1. Indukénim krokem je sestaveni

k-tého radku spoctenim vektoru l1o a skaldru loo. Vektor l15 zjistime vyfesenim
ridké dolni trojihelnikové soustavy s ridkou pravou stranou

Liili2 = a1a, (2.6)

coz umime Fesit algoritmem Skalar loo spocitdme vyFeSenim rovnice

1l + 13, = ag

130 = agz — l]yl12 (2.7)

log = \/aga — llylh2,

kde se vyskytuje skalarni souc¢in ridkého vektoru ziskaného v se sebou
sama, coz je operace se slozitosti primo tmeérnou poc¢tu nenul ve vektoru,
a nasledné nékolik operaci se skalary.

Pro tplnost je tieba doplnit indukéni predpoklad, tedy schopnost spocitat
prvni fadek matice L, coz je jediny skalar l1;. Tato zmensenina Choleského
faktorizace vypada takto:

l%l = all (2'8)
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2. RESENI RIDKYCH SOUSTAV LINEARNICH KONGRUENCT

a hledanym skalarem /11 je odmocnina z ai.

Algoritmus si muzeme predstavit rekurzivné, kde v kroku k vyresime re-
kurzivné Choleského faktorizaci matice velikosti £ — 1 a nésledné spocitame
a [2.7] pro ziskéni faktorizace matice velikosti k.

2.4.1.2 Vypln nenul v Choleského faktorizaci

Existuji i jiné algoritmy, které sklddaji matici L z jinych smért, ale maji jeden
spolecny problém. Potfebuji pfedem znat poc¢ty nenulovych hodnot v fadcich
a sloupcich vysledné matice L, tedy znat jeji nenulovy vzor L. Pro efektivni
zjisténi L je tTeba definovat pojem eliminac¢ni strom.

Podivejme se nejprve na obrazek[2.3] ktery je rozsifenim obrazku[2.2]a zob-
razuje Teseni dolni trojuhelnikové soustavy popsané rovnici v k-tém kroku
Choleského faktorizace. VSimnéme si, ze vektor pravé strany, zde oznaceny x,
je k-tym sloupcem matice A a po jeho transformaci v feSeni soustavy se stane
k-tym tadkem matice L. Zajima néas nenulovy vzor feseni, tedy k-tého fadku,
ktery oznacme L.

a;r 7 0 implies lg; # 0
lji # 0 and ly; # 0 implies lg; # 0
Thus lx; redundant for X = Reachyp, (3)

Obrazek 2.3: Ofez grafu L, vznik elimina¢niho stromu [I]

Reknéme, Ze existuje néjaka nenula na pozici a;, neboli ;. Protoze se
x stane ktym tadkem L, bude nenula i na pozici l;. Déale si predstavme,
ze existuje dalsi nenula na pozici lj;, tedy piimo nad [;;. Podle plati, ze
vznikne nenula na pozici vysledku z;. Ta se ale poté presune na pozici ly;.
Vysledkem tedy budou tfi nenuly v matici L na pozicich lj;, lp; a ly; [10].
Jak je vidét na obrazku stava se tak pri hledani budoucich vzoru radku
za pomoci grafu L a vrcholid dostupnych z vrcholu ¢ hrana [; redundantni,
protoze do vrcholu k se dostaneme i ptes vrchol j.

7 predchoziho odstavce plyne, Ze lze graf L orezat tak, aby z kazdého
vrcholu ¢ vychazela nejvyse jedna hrana, a to ta prislusici prvni nenule pod
diagondalou ve sloupci i. Z grafu se tak stane strom, kterému rikdme elimi-
nacni strom matice A. (Muze se jednat i o les, pfesto se nazyva eliminaénim
stromem.) Nalezeni tohoto stromu v rdmci symbolické analyzy jen na zakladé
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2.4. Postup feseni soustavy

matice A a jeho vyuziti pro zjisténi poctu prvka v radcich a sloupcich L je
proveditelné v ¢ase O(|A]), kde |A] je pocet nenul v matici A [I1] [12]. Po-
stup hledani pocti prvkiu je ale komplikovany a nad ramec této prace. Lze jej
nastudovat napiiklad v [IJ.

Na obrazku jesté vidime cisté strukturdlni priklad vstupni matice A,
Choleského faktoru L a eliminac¢niho stromu A. Doplnéné nenuly jsou ozna-
¢eny krouzky s kiizkem, puvodni krouzky plnymi.

elimination tree of A

original matrix A

Cholesky factor L of A

71 [ N J 71 ] @
b * e .: 0
45. o« "o s ©®
S I (& @
[ ] .. 89.. o R® ..®89 e 6
e e’ee o leleccen| @ ® @ W

Obrazek 2.4: Priklad Choleského faktorizace a eliminac¢niho stromu [I]

Choleského faktorizace je ze tii zde uvedenych nejméné obecnd, nebot
vyzaduje specidlné symetrickou pozitivné definitni matici.

2.4.2 LU faktorizace

LU faktorizace libovolné regularni matice A je rozklad na dolni trojihelniko-
vou matici L a horni trojihelnikovou matici U takto:

A=LU. (2.9)

V této praci budeme uvazovat variantu, kde ma matice L jednotkovou dia-
gonalu. Obvykle je tfeba permutovat alespon fadky matice A pomoci radkové
permutace P (partial pivoting), ale pro ic¢ely minimalizace vyplné nenul (a hle-
déni co nejvétsich pivoti v redlném pripade) se zpravidla provadi i sloupcova
permutace @ (full pivoting). Cely rozklad je pak

PAQ = LU. (2.10)
Problém pak muzeme prepsat za pouziti rozkladu
Axr=10>
PAx = Pb
0 (2.11)
PAQQ "z = Pb
LUQ ‘2 = Pb.
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Ozna¢ime-li z = Q 'z a y = Uz, pak postup feseni vyzaduje ¢tyii kroky:
Permutaci vektoru pravé strany b podle fadkové permutace P, feSeni dolni
a horni trojihelnikové soustavy a nakonec permutaci vysledku podle sloupcové
permutace Q:

v = Pb
Ly=1

Y (2.12)
Uz=y

T =Qxz.

Bez sloupcové permutace by byl vynechan posledni krok, a kdybychom se
obesli i bez fadkové permutace, vynechali bychom i ten prvni.

2.4.2.1 Algoritmus

Rozklad permutované matice PAQ na faktory L a U lze provést mnoha riz-
nymi postupy. Zde uvedeme postup, ktery stavi faktory po sloupcich zleva
doprava. Tak jako v pripadé Choleského faktorizace, i zde postup popiseme
matematickou indukeci. Algoritmus pak Ize odvodit prirozené rekurzi.
Reknéme, ze umime nalézt prvnich k& — 1 sloupctt matic L a U. Indukéni
krok nam ukaze, ze dovedeme nalézt kty sloupec. Pomtzeme si blokovymi
maticemi. Prvni fddek a sloupec maji velikost k— 1. Prostfedni radek i sloupec

jsou kté a maji velikost 1. Posledni radek a sloupec predstavuji zbytek matice.

Ly U w2 Uz Al arp A
lor 1 Ugo U2z | = | a1 a2 a3 (2.13)
L31 l32 L33 Uss A3 azp Asz

Podle pravidel pro ndsobeni matic (které plati i pro matice blokové) odvodime
jednu rovnici pro kazdou z nezndmych w2, ugo a l3s:

Liiuiz = a2 (2.14)
laruig + uge = ag (2.15)
Lziuiz + l32u22 = azz (2.16)

Z rovnice miZeme vyjadiit uis, dosadit do a vyjadrit usg, dosadit
do a vyjadfit I32. Tim jsme ziskali cely sloupec k matic L i U a dokdzali
indukéni krok.

Indukénim predpokladem je schopnost nalézt prvni sloupec L a U. To ale
neni problém, z blokovych matic vypustime prvni fadky i sloupce, neznama
u12 ndm Uplné vypadne spolu s rovnici[2.14]a druhé dvé rovnice pfijdou o prvnf
¢len.
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Mame tedy dokazano, ze timto zptisobem lze najit cely rozklad. Jak ale
ukazali Gilbert a Peierls v [13], k-ty sloupec lze nalézt jedingm Fesenim ridké
doln{ trojihelnikové soustavy s Fidkym vektorem pravé strany algoritmem [2.2]
Vezméme si nasledujici soustavu vyjadrenou blokoveé:

L1y 71 a2
121 1 To| = (a2 , (2.17)
Ly 0 T xs3 as2

kde I je jednotkova matice, x1 = u12, T2 = u2s a 3 = l3ouge. Pak sestava [2.1
vyjadfuje pravé rovnice 2.14] 2.15 a [2.16] Dolni trojihelnikovou matici z [2.17]
nemusime od k-tého sloupce dal drzet v paméti, prislusné nuly a jednicky
muzeme predpoklddat v algoritmu [2.2] implicitné.

2.4.2.2 Vypln nenul v LU faktorizaci

Tak jako v ukazce algoritmu vyse budeme i v této sekci predpokladat jiz
permutovanou matici, kde se tzv. pivotnim prvkem v kazdém kroku stane
vzdy dalsi prvek na diagonile. V praxi jsou permutace vétSinou provadény
za béhu tak, zZe se v kazdém kroku vybere dosud nevybrany radek a dosud
nevybrany sloupec jako pivotni na zakladé néjaké heuristiky. Pivotni prvek je
jejich prisecik. To by ale v tuto chvili jen komplikovalo popis.

Podivejme se podrobnéji na dolni trojihelnikovou soustavu 2.17} Jaky je
nenulovy vzor sloupce k, ktery tato soustava pocitd? Dle obrazku bude
mit stejny vzor jako sloupec k£ matice A plus vypli. Pro kazdou nenulu a;x
(potazmo z;) nad diagonalou se podivame do jiz hotového predchoziho sloupce
i matice L a kdekoli najdeme nenulu /;; pod diagonélou, vytvorime (novou)
nenulu i v pocitaném sloupci x;. Vyplil je zndzornéna prazdnymi kolecky na
obrazku 2.5 Nefaktorizovand ¢4st matice A a faktorizovana ¢ast matic L a U
jsou zde zobrazeny pro lepsi ndzornost v jedné matici.

Jinak feceno z opa¢ného pohledu smérem do nefaktorizované ¢asti A, nenu-
lovy vzor pivotniho sloupce ¢ pod diagonélou se rozsiii do pravé téch budoucich
sloupcu k matic L i U, kde byla nenula v matici A na fadku i a pozici a;;. Co
je méné patrné je, ze i nenulovy vzor pivotniho fadku ¢ napravo od diagondly
se rozsiti do téch budoucich fadku &, kde byla nenula v matici A ve sloupci ¢
na pozici ag;. Toto sjednoceni nenulovych vzort je zobrazeno na obrazku
a dava zéklad k jinému pristupu k faktorizaci zvanému multifrontalni.

Nenulovy vzor matice U je shora omezen nenulovym vzorem matice R
v QR faktorizaci , ktery je dan tzv. sloupcovym eliminac¢nim stromem
matice AT A. Jinymi slovy, nenif mozné, aby v matici U vznikla nenula, které
neni popsana sloupcovim eliminaénim stromem AT A [I4]. Toho lze vyuzit
pii pripraveé struktury matice U. Toto omezeni rozebereme podrobnéji v sekci
2.4.5.9)
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Obréazek 2.5: Vypln sloupce k za zakladé predchozich sloupct

2.4.2.3 Multifrontalni pristup

Vv,

Multifrontalni metoda byla poprvé navrzena v roce 1983 [15]. Téz{ z poznatku
viditelného na obrazku ze vybérem pivotu v ur¢itém kroku 7 faktorizace
vytvorime v grafu kliku. Predstavme si plna kolecka v radku a sloupci 4 jako
hrany grafu matice A. Vybérem pivotu a;; a jeho odstranénim z grafu vznikne
klika mezi vsemi zbyvajicimi sousedy vrcholu .

Tato klika tvofi hustou podmatici matice A a oznac¢ime ji matici frontalni.
Slouc¢ime-li ji do jednoho vrcholu grafu a sjednotime-li hrany z ni vychézejici,
zjistime, ze v ni mizeme udélat jeden krok faktorizace samostatné metodami
pro faktorizaci husté matice. Nefaktorizovanou, ale upravenou c¢ast frontalni
matice pak zakomponujeme do prislusnych pristich frontalnich matic podle
hran grafu. Této upravené ¢asti frontalni matice fikdme kontribuéni blok, pro-
toze kontribuuje do pristich frontalnich matic.

Multifrontalni metoda tedy v ramci symbolické analyzy pripravi seznam
malych hustych frontalnich matic a vztahti mezi nimi a veskerou numerickou
faktorizaci provadi uvniti metodami pro feseni hustych matic.

Ukaze se, ze kontribuéni strom frontdlnich matic je tzv. sloupcovym elimi-
na¢nim stromem matice AT A. V pi¥ipadé strukturalné symetrické matice A je
tento strom rovny elimina¢nimu stromu matice A jiz popsanému v sekei [2.4.1]

Dale se ukaze, ze je mozné do jedné frontdlni matice sloucit i nékolik kroku
faktorizace, maji-li prislusné pivotni radky a sloupce podobné nenulové vzory.
Cim volnéjsi podobnost zde umoznime, tim vice vznikne ve frontdlni matici
explicitnich nul, ale soucasné ziskdme rychlejsi vypocet diky vétsimu poctu
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. ) o
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Obrazek 2.6: Budouci vypln dosud nefaktorizované ¢asti A na zdkladé nenu-
lového vzoru pivotniho radku a sloupce ¢

kroku faktorizace provedenych najednou v jedné husté podmatici.

Ukazka multifrontalni metody na strukturalné symetrické fidké matici A
je na obrazku 2.7

Nesymetricky pripad je ponékud komplikovanéjsi, protoze jsou frontalni
matice obdélnikové a navic mohou kontribuovat do vice budoucich podmatic.
Kontribuéni strom frontalnich matic tedy neni stromem, nybrz orientovanym
acyklickym grafem. Analyza této problematiky je dilem predevsim prof. Tima
Davise, jehoz prace je pro tento text hlavnim zdrojem. Ukazka asymetrického
ptipadu je na obrazku 2.8

2.4.2.4 Heuristika hledani pivota

V predchozim rozboru jsme predpokldadali jiz permutovanou matici PAQ, kde
jsme pro vétsi ndzornost za pivoty brali postupné prvky na diagondle. Jak ale
nalézt vhodnou permutaci?

Jak jsme ukazali v sekci vybér pivotu mé zdsadni vliv na vyplii ne-
nul. Nalézt idealni posloupnost vybéru pivotua tak, aby byla vypln minimélni,
je NP-tuplny problém [9], proto je tfeba pouzit néjakou heuristiku.

Rozumnou moznosti by se zdal byt vybér pivotu na zdkladé nejnizsiho
stupné vrcholu. V kazdém kroku faktorizace by se za pivotni zvolila ta nenula,
kterd méa v aktualnim grafu zbyvajicich nenul nejmensi stupen, tedy ta, v jejiz
radku i sloupci je v dosud nefaktorizované ¢asti A nejméné nenul. V kazdém
kroku bychom tak vytvorili co nejmensi kliku v grafu, tedy co nejméné novych
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Obrazek 2.7: Multifrontalni metoda faktorizace symetrické matice [I]

hran — nenul.

Problém heuristiky na zakladé nejnizsiho stupné je v tom, ze je prilis vypo-
¢etné narocnd, vyzaduje neustalé prepocitavani nenul ve sloupcich a fadcich.
Proto se casto pouziva heuristika na zakladé priblizného nejnizsitho stupné
(AMD - approzimate minimum degree). Misto aby analyticky algoritmus po-
c¢ital explicitné stupné vrcholi, udrzuje v paméti jen horni mez sloupcového
i tddkového stupné kazdého vrcholu, kterd lze spocitat rychleji. Napriklad
v pripadé multifrontalni metody lze horni mez sloupcového stupné vrcholu
j spoditat v ¢ase O(|AE;| +1Cj]), kde |A%;| je pocet nenul ve sloupci j ne-
faktorizované césti matice A a |C;| je pocet predchozich frontdlnich matic
kontribuujicich do tohoto sloupce [16].

2.4.3 QR faktorizace

QR faktorizace je ze tii zde uvedenych nejobecnéjsi, protoze nevyzaduje regu-
larni vstupni matici A. Umi{ pracovat s nedourcenou soustavou a resit problém
nejmensich ¢tvercu v pfipadé soustavy preurcené (minimalizovat chybu) [I].
Zachazi tedy s matici soustavy obecné obdélnikovou velikosti m x n.

Vstupni matici A (s jejimi fadkovymi a sloupcovymi permutacemi, tak
jako u LU faktorizace) rozlozime na souc¢in matic @ a R

QR = A, (2.18)
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Obréazek 2.8: Multifrontalni metoda faktorizace asymetrické matice [I]

kde @ je c¢tvercova ortogonalni matice velikosti m x m a R je matice horni
trojuhelnikova stejnych rozmért jako matice A, tedy m xn. Ortogonalni matice
je takova matice, pro niz plati QTQ = I, kde I je jednotkova matice. Jinymi
slovy, inverzi matice ) ziskdme pouhou transpozici.

Ortogonélni matice m4 tu vlastnost, ze nasobime-li ji vektor, nezméni vek-
tor svou normu, jen se otaci v prostoru. Plati rovnosti

[|z]l2 = [[Q]l2, (2.19)
lllz = 1Q" «|l2. (2.20)

Ukazme si jejich vyznam na problému nejmensich ¢tverci, kde misto rovnosti
Ax = b hleddme nejmensi chybu této rovnosti, tedy

min || Az — b||2. (2.21)
Protoze plati a protoze R = Q7 'A = QT A miizeme psat

|4z = bll2 = ||Q" (Az — b)||2 = [| Rz — |2. (2.22)

Pro lepsi predstavu rozepiseme Rz —b' pomoci blokovych matic. Protoze R vy-
plnuje jen horni trojihelnik obdélnikové matice, tvori jeji spodni radky nulové

vektory, a proto plati
R1 bll o Rll‘ — bll
lo} M - lbg o=y |7 (2:23)
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cili

|Rz — V|2 = ||[Riz = b2 + || = bal2 (2.24)

Clen ||Ryz — b)||2 umime minimalizovat az k jeho tiplnému odstranéni vyte-
senim horni trojihelnikové soustavy Rz = b} a obdrzime FeSeni problému

min || Az — b2 = || — B (2.25)

Volbou jiného vektoru z nez toho, ktery fesi soustavu Rjxz = b}, bychom
nemohli dosdhnout mensi chyby nez [2.25] protoze jeden ¢len jsme mini-
malizovali na nulu a v druhém se proménna x nevyskytuje.

2.4.3.1 Hledani Householderovy reflexe

Horni trojahelnikovou matici R muzeme tvorit napriklad po sloupcich, kde
v kazdém kroku k eliminujeme vsechny nenuly ve sloupci k pod diagonalou.
Eliminaci provedeme tzv. Householderovou reflexi sloupce k. To znamena,
7e vynéasobime jiz ¢aste¢né faktorizovanou matici A¥ (oznaceni pro ¢asteéné
faktorizovanou matici A v k-tém kroku) ortogonalni matici Hy, kterd otoci
sloupec k tak, aby pod jeho diagondlou byly jen nuly. Jak jiz bylo feceno,
vynéasobenim ortogonalni matici se nezméni norma tohoto (ani jiného) sloupce,
jen je otocen v prostoru tak, aby vSechny souradnice vétsi nez k byly nulové.

Vynésobenim matice A ortogonalni matici Hy v kazdém kroku k =1,...,n
ziskame

R=H, -H,  1---H-A=QTA (2.26)
Pro matici Q tedy plati

Q=H!I -HI...HT, (2.27)

ale vzhledem k tomu, Ze ve vétsiné pripadu () na nic nepotiebujeme, nemusime
obycejné zaznamenavat ani matice Hy v jednotlivych krocich.

Podivejme se nyni konkrétnéji na krok k faktorizace. Zadame ve sloupci
k vynulovat vSechny hodnoty pod diagonalou a soucasné nechceme, aby Hou-
seholderova reflexe ovlivnila jiz faktorizovanou cast. Ukaze se, ze lze za Hj
zvolit matici v blokovém tvaru

I 0
Hy, = [o H,’J , (2.28)

kde Hj, je matice Householderovy reflexe velikosti m —k+1 xn —k+ 1. Pro
dikaz, ze matice 2.28 neovlivni jiz faktorizovanou ¢dst, mame

s [T o]lx vl [x v
A _[o H |0 z| |0 HzZ| (2.29)
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A pro tplnost dokazme, Ze je matice Hy, ve tvaru [2.2§ ortogonélni za predpo-
kladu ortogonality matice H}, tedy za piedpokladu, ze H)l Hj, = I:

H{Hy = lg H?QT] [é 13,;] = ll H;’;) H,{j =I (2.30)
Nyni tedy v kazdém kroku k hleddme zmensenou Householderovu reflexi Hj,
tak, aby vynulovala ve vektoru prvniho sloupce dosud nefaktorizované pod-
matice A’ velikosti m — k + 1 x n — k + 1 vSechny soufadnice az na prvni.
Jinymi slovy, v kazdém kroku fesime stejny problém, jen mensiho a mensiho
rozméru. Nakres je na obrdzku

P< > X X X X X X X X X |

Obrazek 2.9: Krok £ QR faktorizace
Matice Householderovy reflexe ma obecné tvar

H=1T1—vpuT, (2.31)

kde 8 = % Je tedy zcela uréena jedinym vektorem v, ktery budeme nazyvat
Householderovym vektorem a ukazeme si, jak jej nalézt. Aplikujeme-li takovou

reflexi na prvni sloupec aktuilni podmatice A’ oznaceny vy, ziskdme

Hy=y—vpv'y, (2.32)

kde pvTy je skalar. Od vektoru y odétame néjaky nasobek vektoru v a prejeme
si, aby vysledek mél jen prvni soufadnici nenulovou. Je tfeba si uvédomit, ze
dopredu zname vysledek, jelikoz vime, ze vzhledem k ortogonalité H musi
platit || Hy|l> = |[yls, tedy 7e

[yll2
Hy = . (2.33)
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Implementacéné nejjednodussi je polozit implicitné fv’y = 1 a stanovit vektor
v tvaru

y1 = lyll2
Y2
v o= Y3 , (2.34)

Ym—k+1

aby po odec¢teni v od y prvni soufadnice vysla ||y||2 a ostatni byly vynulovany.
Vime, ze tato volba plni pozadavky, protoze vede ke spravnému vysledku,
nicméné pro uplnost jesté ukazme, ze plati § = %, tedy ze se skutecné jedné
o Householderovu reflexi:

20Ty 2+ (1= Ilyll2) -y1+y%+y§+---+y?n_k+1)
o (= lylle)? B R e
2 (9%4‘92 '+y72n—k+1_|’y||2'y1)
:y%+y%+---+ym,k+lf2-||y\|2-y1+|\y|r%

2 [yll3 — 2 llyll2 -
2-[yll3 —2-1lyll2 - »n

Boly =

=1. (2.35)

Tato volba vektoru v je vhodna pro implementaci, protoze ndm v kroku k staci
spocitat ||y||2, tedy normu sloupce k od diagondly nize. Vzhledem k tomu, zZe
by v paméti ve sloupci k pod diagonalou zbyly samé nuly, mtuzeme zde nechat
puvodni hodnoty a bez prace mame ulozeny témér cely Householderuv vektor
v (az na diagondlu).

2.4.3.2 Algoritmus

Nejjednodussim algoritmem QR faktorizace je algoritmus[2.4] V kazdém kroku
k nalezne Householderovu reflexi pro ¢ast sloupce k od diagonaly nize a na-
sledné tuto reflexi aplikuje na celou aktualni podmatici A’ ¢imz vynuluje jeji
prvni sloupec. Nakonec je v matici A vysledek, tak jej presuneme do vystupni
matice R. Householderovy vektory jsou ulozeny pro poradek zvlast v matici
V' a parametry /3 jsou ve vektoru Beta.

Je tfeba upozornit na dulezity poznatek ohledné slozitosti vypoctu. Nasobime-
li nejprve vBv!, ziskdme matici, kterou pak nasobime matici A[k : m, k : n]
a dopoustime se nasobeni matice matici se slozitosti obecné O(n?). Pokud ale
nejprve vynasobime v? A[k : m, k : n], ndsobime matici vektor a pak vektorem
vektor a slozitost neptesahne O(n?).

Algoritmus 2.4] v kazdém kroku upravuje vSechny sloupce matice napravo.
Druhd moznost je upravovat sloupec k az ve chvili, kdy je to potfeba, tedy
pred krokem k. Tento postup najdeme v algoritmu [2.5] Zachazime zde navic
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Algoritmus 2.4 QR faktorizace s okamzitymi tipravami
Vstup: A[m,n]
Vystup: R[m,n], V[m,n|, Beta[n]
for k=1ton do
v, < householder(A[k : m, k])
Vik:m,k] < v
Betalk] <
Alk :m,k:n] + Alk :m,k :n] —vBvT Ak : m, k : n]
end for
R+ A

s hodnotou o, kterd znaci velikost vektoru, podle néjz pocitame Househol-
derovu reflexi, a tedy zaroven hodnotu, kterd ma tvorit diagondlou matice
R.

Algoritmus 2.5 QR faktorizace s tipravami dle potieby
Vstup: A[m,n]
Vystup: R[n,nl], V[m,n], Beta[n]
for k=1ton do
x < Alx, j]
for j=1tok—1do
v V[j:m,j]
B < Betal[j]
z[j:m] « z[j:m] —v Bl z[j : m]
end for
v, 8,0 < householder(z[k : m])
Vik:m,k] < v
Betalk] < 8
R[1:k—1k]« x[l:k—1]
Rk, k] « o
end for

2.4.3.3 Vypln nenul v QR faktorizaci

Podivejme se nyni na ridkou QR faktorizaci. Householdertiv vektor v volime
az na prvni souradnici rovny prvnimu sloupci podmatice A’. To znamen4, Ze
ma i stejny nenulovy vzor. Tento poznatek je zasadni pro urceni pribézného
nenulového vzoru a pro vybér pivotniho sloupce v kazdém kroku (sloupcové
permutace). Klicovy je obrazek ktery zobrazuje aktudlni podmatici A’
v libovolném kroku k faktorizace.

Podmatice A’ je zde zobrazena permutovand po radcich tak, aby sloupec
k' (aktivn{ ¢4st sloupce k) mél vSechny nenuly na zac¢atku, a zaroven po sloup-
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Obrézek 2.10: Vypln A’ v jednom kroku QR faktorizace

cich tak, aby byly vice vlevo ty sloupce, které sdili se sloupcem &’ libovolnou
nenulu. Jsou tak 1épe vidét ¢étyti vzniklé bloky upravované matice, permutace
ve skutecnosti neprovadime. Horni blok predstavuje radky, které maji nenulu
ve sloupci &/, dolni blok ty, které nemaji. Levy blok predstavuje sloupce, které
sdili nenulu se sloupcem k', pravy blok ty, které nesdili.

Levy horni blok je zcela vyplnén nenulami, ostatni tii zlistavaji touto Hou-
seholderovou reflexi nedotceny, strukturdlné i numericky. Levy horni blok je
cely doplnén, protoze tprava sloupcii se ¥{di rovnici 2.32] a od téchto sloupct
tedy od¢itame nasobek Householderova vektoru v, ktery ma v téchto souradni-
cich samé strukturdlni nenuly (pfipomenme, ze ma stejny nenulovy vzor jako
sloupec k). Dolni bloky zustdvaji nedotceny, protoze od kazdého sloupce od-
¢itame skaldrni nasobek vektoru v, ktery ma v téchto souradnicich nuly. Pravé
bloky ztistavaji nedotéeny, protoze v’y je zde rovno nule (neni sdilena Zadna
nenulovd hodnota), ¢ili od celych téchto sloupct odéitdme nulovy nésobek
vektoru v, neboli neodcitame nic.

Srovname-li tuto vypli s vyplni v LU faktorizaci (viz sekci, vidime,
ze zatimco v LU faktorizaci byl nenulovy vzor pivotniho sloupce rozkopirovan
do téch sloupcti, které s nim sdilely nenulu v pivotnim radku, zde je rozko-
pirovan do téch, které s nim sdileji libovolnou nenulu. Proto je vypln v QR
faktorizaci horni mezi vyplné v LU. Jako kdybychom za pivotni radky v tomto
kroku zvolili najednou vsechny ty, které maji ve sloupci k& nenulu.

V kazdém kroku algoritmu [2.5| potrebujeme védét, které predchozi Hou-
seholderovy reflexe na sloupec k aplikovat, abychom vyuzili fidkosti. k tomu
potiebujeme znat dopredu nenulovy vzor R — paradoxné, protoze R je az vy-
sledkem faktorizace. Jelikoz vime, ze A = QR a také AT = RTQT, zjistime,
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ATA=RTQTQR = RTR, (2.36)

protoze @ je ortogonalni a proto QTQ = I. AT A je symetrickd, pozitivné
definitni matice a RT - R je tedy jeji Choleského faktorizace. Nenulovy vzor
Choleského faktoru najit umime, a to na zakladé elimina¢niho stromu vstupni
matice. To znamend, ze nenulovy vzor matice R stoji na zakladé elimina¢niho
stromu matice AT A, takzvaného sloupcového elimina¢niho stromu. Spoéitat
AT A by bylo zdlouhavé, nastésti existuje postup, jak odvodit sloupcovy eli-
minac¢ni strom pfimo z matice A v témér linedrnim ¢ase vici po¢tu nenul |A|
[17]. Tim je vysvétleno i tvrzeni ze sekce o LU faktorizaci, zZe je nenulovy vzor
matice U shora omezen sloupcovym elimina¢nim stromem AT A.

Nenulovy vzor R tedy dopiedu zndme a v kroku k vime, které predchozi
Householderovy reflexe se sloupce dotknou. Jsou to ty z predchozich kroku
j, kde v grafu R vede hrana piimo z k& do j. Je-li j nepfimym potomkem
k, aplikaci vynechdme. Na obrazku je vykiizkovana piedchozi reflexe ja,
kterd neni aplikovana, protoze neni primym potomkem. Jeji nenulovy vzor se

eV e

ARERENC
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<

Obréazek 2.11: Aplikace predchozich Householderovych reflexi na radek k

Péknou dodatecnou vlastnosti tohoto vybéru je, ze jsou nenulové vzory
vybranych reflexi vzdy disjunktni (jinak by nebyly pfimymi potomky). To
znamend, ze pocet nenul sloupce k& bude presné roven souc¢tu poctu nenul
aplikovanych sloupcti j a existujicich nenul ve sloupci k. Vime-li tento pocet
doptredu, mizeme spravné pripravit ridké datové struktury.
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2.4.3.4 Multifrontalni pristup

Multifrontalni pohled na problém QR faktorizace je obdobny tomu z LU fak-
torizace rozebranému v sekci Hustou frontélni podmatici zde tvoii levy
horni blok obrazku Do jedné frontalni matice opét mizeme vtésnat vice
kroka faktorizace, maji-li podobny nenulovy vzor ve vysledném R. Datové
zévislosti jsou dény sloupcovym elimina¢nim stromem A7 A.

2.5 Specifika modularni aritmetiky

Kapitola |2 se dosud zabyvala fesenim soustav obecné v R nebo v C. Nyni se
podivejme na to, jaka specifika do problematiky prinaseji vypocty v modu-
larni aritmetice. Je patrné, ze velka cast prace spociva v symbolické neboli
strukturdlni analyze, kterd je na numerickych vypoctech nezavisla. Nicméné
v kone¢ném diisledku je tfeba matici soustavy faktorizovat i numericky. Re-
seny problém ma nyni podobu

Az =b (mod p) (2.37)

Hlavni potizi je nemoznost pouzit iterativni metody. Ty jsou zalozeny
na postupném zpiesnovani vysledku, tedy postupném priblizovani k nému.
Okruh celych ¢isel s prvociselnym modulem ale neni spojity jako R a neni
zde snadno definovana vzdalenost dvou prvki. Potrebujeme skuteéné presny
vysledek a musime se proto omezit na metody pirimé.

Ze stejného duvodu nemad smysl hledat minimalizaci chyby v pripadé pre-
ur¢ené matice soustavy pomoci QR faktorizace, jak to bylo popsidno v sekci
2.4.3] — neni definovana vzdélenost prvki a nelze ji minimalizovat.

Pohybujeme se v okruhu celych ¢isel modulo prvocislo s definovanymi ope-
racemi sCitani a nasobeni. Po kazdém scitani a nasobeni dvou cisel je tieba
nalézt zbytek po déleni danym modulem. Obé tyto operace jsou tedy vypo-
¢etné narocnéjsi, ovsem jen o O(1), asymptoticky se slozitost neméni.

Déleni je nasobeni inverznim ¢islem. Vzhledem k tomu, ze je modul prvo-
¢iselny, mame k dispozici inverzi ke vsem ¢islim kromé nuly, stejné jako v R
nelze nulou délit. Nalézt inverzni prvek cisla a pomoci rozsiteného Euklidova
algoritmu méa obecné slozitost O(loga), tedy srovnatelnou s R.

Mocnéni je opakované nasobeni a lze provadét napriklad algoritmem bi-
narniho umocnovani.

Odmocnina predstavuje problém. Je definovana jen pro kvadraticka rezi-
dua. V ptipadé prvociselného modulu p jich je (p+1)/2, tedy asi polovina. Na
druhou stranu v piipadé R je odmocnina definovana také jen asi pro polovinu
¢isel — pro ta nezaporna. Nicméné jak se ukaze, hledani Householderového vek-
toru v QR faktorizaci stoji na moznosti spocitat odmocninu ze sou¢tu druhych
mocnin, kterd je v R mozné spocitat vzdy, zatimco v modularni aritmetice jen
v poloviné pripadi.
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2.5. Specifika modularni aritmetiky

O néco snadnéjsi je vybér pivotnich prvkia. Tento vybér je totiz v pri-
padé R vyvazovanim dvou casto protichudnych pozadavki. Jednak chceme,
aby v pivotnim rfadku a sloupci bylo co nejméné nenul ve snaze minimalizovat
vypli. Zaroven se ale snazime, aby mél pivot numericky co nejvétsi absolutni
hodnotu pro minimalizaci chyby vypoc¢tu v plovouci radové ¢arce. Druhy po-
zadavek v modularni aritmetice vypadava a tak mtzeme o to 1épe plnit ten
prvni. Navic lze teoreticky symbolickd analyza 1épe oddélit, protoze vybér
pivotu nezavisi na jeho numerické hodnoté.

Dalsi vyhodou modularni aritmetiky je nemoznost preteceni. Za predpo-
kladu, ze mame k dispozici datovy typ dostatecné velikosti, aby se do néj
v pripadé modulu p vesla druhd mocnina ¢isla p — 1, mizeme provadét li-
bovolné operace bez ztraty presnosti, preteceni nebo podteceni. Jen je tieba
davat pozor pri od¢itani. Checeme-li odéitat a — b, jedna se o pri¢itani zapor-
ného ¢isla, tedy ¢isla p—b, a vypocet by mél byt (a+p—>b) mod p. Kdybychom
pocéitali (a —b) mod p, mohlo by dojit k podteceni.
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KAPITOLA 3

Vlastnosti soustav vznikajicich
v index calculu

V kapitole [2| jsme se zabyvali feSenim 1idké soustavy linedrnich kongruenci
Az =b (mod p) obecné. Matici A jsme prisuzovali jen vlastnost fidkosti, tedy
konstantni pocet nenulovych hodnot v kazdém sloupci, celkem O(n) nenul.
Vektoru pravé strany b jsme neprirazovali vlastnosti zadné, mohl byt ridky
i husty, lisily by se jen algoritmy pouzité pro feseni dolnich a hornich troja-
helnikovych soustav. Modul p jsme predpoklddali prvociselny.

Tato kapitola se vénuje konkrétnim specifickym vlastnostem soustav, které
mohou vzniknout ve fazi index calculu. Soustredit se budeme na variantu
pracujici v multiplikativni grupé kone¢ného télesa GF(2")*. Znalost téchto
vlastnosti pak v kapitole 4] vyuzijeme k analyze moznosti vyuziti popsanych
algoritmu.

3.1 Co soustava vyjadruje

Jak bylo popséno v sekei [1.4.2] sestavujeme soustavu kongruenci rozkladem
nédhodné vybranych polynomu télesa na ireducibilni polynomy. Pro kazdy na-
lezeny polynom, ktery lze rozlozit na soucin prvka faktorové baze, mame kon-
gruenci

t
l= Zci log,pi (mod N), (3.1)
i=1
kde log, p; je i-t4 nezndma a ¢; jeji nasobnost. Z kazdé kongruence Vznikne
jeden tfadek matice soustavy a jedna hodnota vektoru pravé strany.
Neznamy vektor soustavy x sestava z logaritmu prvki faktorové baze, jeho
velikost je tedy rovna velikosti faktorové baze. Sloupce matice soustavy A

predstavuji nasobnosti jednotlivych faktori, tedy jich je rovnéz tolik, kolik
je prvki faktorové baze. Radki A je tolik, kolik jsme nalezli kongruenci
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3. VLASTNOSTI SOUSTAV VZNIKAJICICH V INDEX CALCULU

a musi jich byt o néco vice nez neznamych, protoze nékteré mohou byt vza-
jemné linedrné zavislé. Matice A je tedy obdélnikova s vétsim poctem radki
nez sloupcit a mize obsahovat linedrné zavislé fadky. Vektor pravé strany b
odpovida téz poc¢tu kongruenci a obsahuje nalezené hodnoty [ z

Soustavu je treba resit v nékolika modulech soucasné, jak bylo rozebrano
v sekci Kazdy z téchto modula plni roli p v feSeném problému Az = b
(mod p) a je prvociselny.

3.2 Rozméry a hodnost matice soustavy

Matice soustavy je obdélnikova a méa velikost m x n, kde m je pocet vygenero-
vanych kongruenci a n je velikost faktorové baze |S|. Kongruenci generujeme
vice nez neznamych, protoze nevime, které jsou vzijemné linedrné zavislé,
a je nutné, aby méla matice hodnost rovnu poc¢tu neznamych a soustava tak
méla jen jedno feseni. Situace, kdy by byla matice pfeurcend a soustava ne-
méla zadné feSeni, nastat nemiize, protoze generované kongruence si nemohou
protirecit.

Ovérovat u kazdé nalezené kongruence jeji linearni nezavislost by bylo prilis
narocné a zvysovalo by asymptotickou slozitost. Jednalo by se v podstaté
o O(n) pokusu TeSeni soustavy, celkovd asymptotickd slozitost by vzrostla
nkrat.

Jak tedy zjistit, kdy je kongruenci dostatek? Pro zacatek vime, ze v kaz-
dém sloupci musi byt alespon jedna nenulova hodnota, jinak pro prislusnou
neznamou nelze nalézt feseni (hodnost je vzdy mensi nez pocet neznamych).
Jak se ukaze, vlastnosti nize popsané zpusobi, ze dosdhnout tohoto stavu oby-
¢ejné znamend generovat nékolikanasobné vice fadkl nez sloupci. V takovém
nepomeéru radki a sloupct se v nasem pripadeé jiz malokdy stane, ze by matice
byla nedourcena. Kdyby preci jen tato vzacnd situace nastala, fesi¢ soustavy
nahlasi chybu a vygenerujeme vice kongruenci. Soustavu tedy budeme fesit
vicekrét, ale jen O(1) nasobné.

3.3 Statistické vlastnosti faktorizace polynomu

Vygenerovat jednu kongruenci znamena nalézt polynom g¢'(z) stupné k €
1,...,n — 1 télesa GF(2") rozlozitelny na souc¢in polynomu faktorové baze
S. Ve faktorizaci tohoto polynomu maji rizné faktory riznou pravdépodob-
nost vyskytu a to urci ridkost a dalsi vlastnosti soustavy.

3.3.1 Pocet ireducibilnich faktort polynomu stupné k

V prvni fadé nas zajima rozdéleni ndhodné veli¢iny, kterou je pocet faktort
nédhodného polynomu stupné k, protoze tolik budeme ocekavat nenul v kaz-
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3.3. Statistické vlastnosti faktorizace polynomu

dém Tfadku matice soustavy. Odvozeni tohoto rozdéleni vyzaduje znalost tzv.
generujicich funkci.

Generujici (nebo téz vytvorujici) funkce urcité posloupnosti je takova po-
lynomidlni funkce A(x), jejiz koeficienty u jednotlivych ¢lentu tvori pravé tuto
posloupnost. Jednoduchym prikladem budiz posloupnost, kde pro prvek a,
plati

an, =2" — 1. (3.2)
Generujici funkce takové posloupnosti je
T

Alx) =2 Do+ (22 - D)* + (22 - 1)2* +... = o0 ) (3.3)

kde, jak vidime, koeficienty u jednotlivych ¢lenu tvori prvky posloupnosti. To
znamena, ze chceme-li znat napriklad ity prvek posloupnosti, podivame se na
koeficient ¢lenu z’.

Pojem jsme definovali ponékud naruby, smysl generujicich funkci je totiz
pravé v tom, Ze neni tfeba znat primo vzorec pro nty prvek, jako jsme jej
popsali v [3.2] Kone¢nou podobu generujici funkce zapsanou v [3.3] 1ze odvodit
naptiklad z induktivniho zapisu a,4+1 = 2a, + 1 a pak lze s generujicimi
funkcemi riuzné zachdzet, aniz bychom se piimy vzorec kdy dozvedéli [18].

Generujici funkce muze mit i vice proménnych. U funkce A(z,y) nés na-
piiklad miiZe zajimat koeficient u ¢lenu iy’ .

Vratme se k hledanému rozdéleni. Pro pocet polynomil stupné n majicich
k ireducibilnich faktort vyuzijeme generujici funkce

Pley) =] (1—a) ", (3.4)
j=1
kde I; je pocet monickych ireducibilnich polynomi stupné j . Hledany
pocet vycteme z generujici funkce jako koeficient u ¢lenu zFy™.

Na zakladé dvoji derivace generujici funkce[3.4] zafixovani 2 = 1 a asympto-
tické analyzy funkce lze odvodit stfedni hodnotu hledaného poc¢tu rovnu log k
se smérodatnou odchylkou /log k£ a normalnim rozdélenim [19].

Stredni hodnota log k je vztazena ke stupni ndhodného polynomu, ktery
muze byt libovolny od 1 az do n — 1. Nicméné k = n — 1 s pravdépodobnosti
1/2 a naptiklad k = n — 7 s pravdépodobnosti pres 99%, proto miuzeme pro
velkd n nerovnost mezi k a n zanedbat a za odhad poc¢tu nenul v fadku A
povazovat logn.

3.3.2 Pravdépodobnost vyskytu faktoru stupné [

Zjistili jsme, ze v kazdém radku muzeme ocCekavat asi logn nenulovych hod-
not. Déle nas zajima, jak jsou tyto nenuly v fadku rozmistény. Ukéze se, ze
rozlozeni neni rovnomérné.

39



3. VLASTNOSTI SOUSTAV VZNIKAJICICH V INDEX CALCULU

S danym stupném k nahodného monického polynomu a s rostouci prvo-
¢iselnou charakteristikou télesa g se rozdéleni ireducibilnich faktoru stupnu
1,2,3,... asymptoticky blizi rozdéleni cykla délek 1,2,3,... v ndhodné per-
mutaci k prvku [20]. Pro k& — oo se toto rozdéleni cyklia asymptoticky blizi
nezavislym Poissonovym rozdélenim s parametry 1, %, %, .... V kombinaci tedy
plati, ze pro g, k — oo jsou rozdéleni ireducibilnich faktora stupnu 1,2,3,...
asymptoticky nezavisld Poissonova rozdéleni s parametry 1, %, %, .... V nasem
pripadé je ¢ = 2, ale lepsi odhad nezname.

Poissonovo rozdéleni veliciny X lze vyjadrit pro vsechny hodnoty x =
0,1,2,... jako

AT

P(X =2) = (3.5)

!
Nas zajimé pravdépodobnost, ze ma nahodny polynom alespon jeden faktor
stupné [, tedy opac¢ného jevu, nez ze nema zadny faktor stupné [. Pravdépo-
dobnost, ze ndhodny polynom nemé faktor stupné [ je priblizné P(X = 0) =
e~ (/D) Eli pravdépodobnost opaéného jevu je priblizné

P(X>0)=1—e /D, (3.6)

Pro velka [ je priblizné rovno 1/I, coz je pravdépodobnost tohoto jevu
zminéna v [21].

Vidime, ze faktory vyssich stupnt se vyskytuji s vétsi pravdépodobnosti
nez faktory nizsich stupni. Ireducibilnich polynomi vyssiho stupné je navic
vétsi pocet. Nenulové hodnoty jsou tedy v matici vyrazné sesypané k jedné
strané. Pravdépodobnost vyskytu faktoru stupné jedna je napiiklad vice nez
poloviéni. V GF(2") jsou ireducibilni faktory stupné jedna presné dva, z nichz
kazdy se vyskytne Castéji nez v kazdém ctvrtém radku.
mozné permutovat matici tak, aby hustsi sloupce byly voleny pozdéji a vypln
byla co nejmensi.

Co se tyce hodnot v matici, tedy nasobnosti faktori, budou vétsinou rovny
jedné. Pravdépodobnost, Zze ma nahodny polynom alespon dva faktory stupné
[ je

PX>1)=1—eWD_ %e_(l/l), (3.7)

coz v pripadé faktort stupné jedna znamenad asi ¢tvrtinovou pravdépodobnost,
ale jesté se museji oba faktory shodovat na jednom ze dvou moznych, &ili
pravdépodobnost vétsi hodnoty v matici nez jedna je v tomto pripadé 1/6.
U faktort vyssich stupnt se toto ¢islo prudce snizuje. Napiiklad pro [ = 3 jsme
jiz. na pravdépodobnosti okolo 4% a jesté se opét museji faktory shodnout na
jednom ze dvou moznych, dohromady je tedy pravdépodobnost jen okolo 3%.
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3.4. Piiklad v GF(2%56)

3.3.3 Nejvyssi stupné faktoru

Veétsi tidkost matice soustavy k jedné strané podporuje také ocekdvany ity
nejvyssi stupen faktoru ve faktorizaci ndhodného polynomu stupné k. Ten je
roven c¢;k, kde ¢; je konstanta, kterd pro je prvni tii ¢ rovna

1 ~ 0.62433
¢y ~ 0.20958 (3.8)
c3 ~ 0.08831

21].

3.4 Piiklad v GF(2%9)

Ukazme si statistické vlastnosti na konkrétnim pitkladu v GF(22°%). Podle
bude nejvyssi stupen faktoru ve faktorové bazi idedlné priblizné

~ 0.57 - /256 - log 256 ~ 21, (3.9)

sloupce matice tedy budou predstavovat vSechny ireducibilni polynomy stupné
nejvyse 21. Téch je podle

21
> I = 210871, (3.10)
j=1
matice tedy bude mit 210871 sloupcti. Pocet fadkt bude vétsi a bude zélezet
na tom, kdy dosdhneme plné hodnosti.
Co se tyée po¢tu nenul na tadku, plati v GF(22%) pro pocet faktort
nahodného polynomu normalni rozdéleni se stfedni hodnotou priblizné

log 256 ~ 5.54518, (3.11)
¢ili ocekavame pocet nenul na fadku v fadu jednotek.

Stredni hodnoty tii nejvyssich stupni faktori ndhodného polynomu vy-
chézeji v tomto pripadé

cin ~ 0.62433 - 256 = 159.82848
can ~ 0.20958 - 256 = 53.65248 (3.12)
c3n ~ 0.08831 - 256 = 22.60736

Kazda ze stfednich hodnot je vétsi nez m, ¢ili pramérny nahodné vybrany
polynom nepujde faktorizovat na faktory z faktorové béze a stfedni hodnoty
nam o matici nic nefikaji. Vime jen to, Ze ¢etnost vyskytu jednotlivych stupnta

faktoru [ se bude ridit pfiblizné
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3. VLASTNOSTI SOUSTAV VZNIKAJICICH V INDEX CALCULU

3.5 Model pro ndhodné generovani soustav

Na zékladé statistickych vlastnosti rozebranych v této kapitole 1ze sestrojit al-
goritmus, ktery generuje ndhodné soustavy rovnic. Ty pak mtzeme pouzivat
pro testovani Tesicich algoritmti. Vyhodou nahodného algoritmu oproti sku-
te¢nému generovani patri¢nych kongruenci je jeho podstatné mensi slozitost.

V kazdém kroku algoritmu je generovan jeden radek i matice soustavy
a jedna souradnice vektoru pravé strany. Na zdkladé [3.5| algoritmus rozhodne,
kolik faktori kterého stupné bude existovat (¢). Dale tento pocet (vétsinou
roven nule, vyjimeéné jednicce a témér nikdy vice) rovnomérné rozlozi mezi
sloupce prislusici faktorim daného stupné. Soutadnice vektoru pravé strany
je libovolna.

Vstupem algoritmu je n urcujici pracovni téleso GF(2"). Algoritmus ge-
neruje radky, dokud neexistuje alespon jedna nenulovd hodnota v kazdém
sloupci.

Algoritmus 3.1 Generovani ndhodné soustavy rovnic vlastnosti prislusicich
index calculu

Vstup: n

Vystup: A,b
m < [0.57 - /nTogn)|
141

while i < I1.,, || ne kazdy sloupec obsahuje hodnotu do
for/=1,...,mdo
¢ < random__poisson(1/1)
Ali, 101+ 1: 1141 + I}] < uniformly_ distributed(c)
end for
bli] = random__integer()
141 +1
end while

Pocet sloupci matice (v algoritmu|3.1joznaden I4.,,) je podle priblizné
roven L2m+1 ¢li slozitost alogirtmu [3.1] je

OS] -m) = O <;2m+1 m) — 0(2m), (3.13)

coz je o hodné méné nez slozitost generovani skutecné soustavy pro index
calculus, ktera je dle rovna

n (1+o(1) 2
o (2m (m) . (3.14)

42



KAPITOLA 4

Pouzitelnost algoritmu pro
problém danych vlastnosti

V kapitole [2] jsme si ukazali tii hlavni algoritmy pro feseni soustavy linedrnich
rovnic: Choleského faktorizaci, LU faktorizaci a QR faktorizaci. Algoritmy
jsme predstavovali obecné, bez ohledu na postup index calculu. V kapitole
jsme se soustredili na konkrétni vlastnosti soustav, které jsou v pripadé
index calculu potfeba fesit. Nyni je cas dat tyto dvé kapitoly do souvislosti
a analyzovat moznost pouziti kazdého ze t¥{ algoritmu ve fazi index
calculu.

4.1 Choleského faktorizace

Zékladnim pfedpokladem pouziti Choleského faktorizace je symetrickd pozi-
tivné definitni vstupni matice A. Jak se ukazalo v kapitole [3] matice je hustsi
smérem k jedné strané a 1idsi smérem k druhé. Vzhledem k tomu, ze kazdy
radek je generovan za stejnych podminek, vznika podobnost spise mezi fadky
nez mezi protilehlymi hodnotami pres diagonalu. Symetrie podél diagonaly
bude velice nizka a Choleského faktorizaci neni mozné pouzit. Jeji zminka
byla nicméné nutna pro ivod do problematiky, jelikoZz na ni 1ze nejndzornéji
popsat vyuziti fesi¢e dolnich a hornich trojihelnikovych soustav, vypln nenul
a vznik a vyznam elimina¢niho stromu.

4.2 LU faktorizace

Jedinou podminkou funkéni LU faktorizace je regularni ¢tvercova vstupni ma-
tice. Pomoci fadkovych permutaci je pak vidy mozné nalézt feseni. Sloupcové
permutace ddle pomahaji nalézt feseni, které predstavuje co nejmensi vypln
nenul a je tedy nejrychlejsi.
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4.2.1 U‘pravy

Matice soustavy v index calculu je ale obdélnikova, mé vice radku nez sloupcii.
Postup LU faktorizace je tedy tieba upravit. V kazdém kroku symbolické ana-
Iyzy (je-li oddélena, jinak v hlavnim cyklu) hledé libovolny LU algoritmus
nejvhodnéjsiho kandidata na pivotni prvek, ¢ili hleda pivotni radek a pivotni
sloupec v jejichz pruniku lezi v daném kroku nenulovy prvek (vytvaii radkovou
a sloupcovou permutaci). Nabizi se moznost vybirat pivotni fadky z mnoziny
celkového vétsiho poctu radkl a nepouzité radky nakonec zahodit. Za predpo-
kladu, Ze vzdy vybereme spravné i prislusnou souradnici vektoru pravé strany,
vybirame prosté dostateény pocet rovnic, které vsechny soucasné plati, a vy-
sledek bude spravny (méla-li vstupni matice hodnost rovnu poc¢tu neznamych
— jinak v urc¢itém kroku nastane situace, kdy algoritmus nenalezne zadny ne-
nulovy pivotni prvek).

Algoritmy LU faktorizace by musely byt dale upraveny tak, aby pracovaly
souCasné v nékolika ruznych modulech. To znamend, Ze by reSily soucasné
nékolik tloh strukturdlné totoznych, ale numericky odlisnych. V praxi to zna-
mend v kazdé tidké datové strukture ukladat pro dané souradnice nékolik
hodnot, jednu pro kazdy modul. Symbolickd analyza je provadéna jen jednou,
vypocty jednou pro kazdy modul.

4.2.2 Pouzivané operace

Jesté zbyva ovérit, zda néktery krok algoritmu nenarazi na prekazku zpuso-
benou zvlastnostmi poctu v moduldrni aritmetice (viz [2.5)).

Pouzijeme-li verzi algoritmu popsanou v béhem samotné fakto-
rizace provadime opakované feseni dolni trojihelnikové soustavy. To obnasi
operace odéitani, ndsobeni a déleni. Dame-li si pozor na podteceni pii odéi-
tani a prijmeme-li logaritmickou slozitost déleni (hledani inverzniho prvku),
neni zde zadny problém.

Multifrontélni metoda je v principu strukturalni. VSechny numerické vy-
pocty jsou provadény uvnitt hustych frontalnich podmatic. Zde dochézi vzdy
k nékolika kroktim husté LU faktorizace. Ta spociva téz v déleni, nidsobeni
a odéitani. I tento algoritmus by tedy mélo byt mozné pouzit.

Pouziti faktorti L a U pro feSeni soustavy pak spociva v feseni jedné dolni
a jedné horni trojiuhelnikové soustavy. Ani zde tedy neni problém.

4.2.3 Vhodnost pouziti vzhledem k vlastnostem soustavy

Co se tyce vhodnosti metody pro soustavu vzniklou v index calculu, vime,
ze matice soustavy bude mit nenulové hodnoty sesypané k jedné strané a ze
radky budou vzajemné podobného charakteru. Pouzitim heuristiky pribliz-
ného nejmensiho stupné by mélo byt mozné vybirat pivotni sloupce v poradi
od nejtidsiho po nejhustsi. V téch prvnich vybranych by pravdépodobné byla
vzdy jen jedna nenulovd hodnota. Tim by mélo byt mozné doséhnout toho,
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4.3. QR faktorizace

aby vypln nenul byla velice pozvolna a posilila az v poslednich sloupcich, které
jsou jiz na vstupu mezi nejhust$imi. Radky jsou vzajemné podobného charak-
teru, tedy by postup jejich vybéru nemél mit velky vliv, jen je tfeba, aby pro
kazdy sloupec byl vybran ten radek, kde je v dany okamzik nenulovy prvek.

4.3 QR faktorizace

QR faktorizace je jesté obecnéjsi nez LU faktorizace, protoze je stavéna pro
préaci s nedourcenymi i preur¢enymi maticemi véetné obdélnikovych. Pro index
calculus by se tedy mohla jevit jako nejvhodnéjsi.

4.3.1 Existujici GPU implementace

Tato prace ma zkoumat moznost vyuziti GPU pro urychleni vypoctu. Ke
QR faktorizaci existuje peclivé propracovand a zdokumentovana implementace
pro GPU, jejiz autorem je prof. Tim Davis a dalsi [2]. Je soucdsti balicku
SuiteSparse dostupného volné z internetu.

Davisova GPU implementace je zaloZena na multifrontalni metodé. Na
zakladé pripraveného kontribu¢niho stromu malych hustych frontalnich pod-
matic vytvari algoritmus na CPU seznamy tloh, které pak hromadné predava
do jednotlivych spusténi GPU kernelu. Planovac tyto dlohy navrhuje tak, aby
postupné frontalni matice resily a predavaly kontribu¢ni bloky do dalsich na
nich zavislych frontalnich matic. Frontalni matici Davistv algoritmus rozdé-
luje na dlazdice velikosti 32 x 32 hodnot, nahlizi na ni jako na matici velikosti
m x n dlazdic a faktorizuje ji po ¢astech hledanim ¢astecnych Householdero-
vych reflexi.

Ulohy pro GPU kernel jsou ti{ druhtl. Jednu skupinu tvoii tlohy faktori-
zaéni, které faktorizuji blok v idedlnim pripadé 3 x 1 dlazdic. Druhou tvofii
ulohy upravovaci, které upravuji ¢dsti sloupcu napravo od nedéavno faktorizo-
vaného bloku. Treti skupinu tvori tlohy skladaci, které do aktualni frontalni
matice skladaji kontribuc¢ni bloky matic predchéazejicich. Ukazka postupné pa-
ralelni faktorizace kontribu¢niho stromu v nékolika spusténich GPU kernelu je
na obrazku Faktorizac¢ni a upravovaci ilohy jsou zobrazeny c¢erné, skladaci
ulohy jsou barevné s pismenkem A uprostred. Mensi frontalni matice, mj. 5
a 6, jsou faktorizovany v jenom spusténi kernelu, vétsi matice jako napt. 3 a 4
vyzadujici vice spusténi.

Planovani uloh pro jednu frontalni matici probihé tak, aby v jeden okamzik
vzdy probihala price na nejvétsim mozném poctu dlazdic a aby byl co nejvice
vyuzivan masivni paralelismus GPU. Priklad faktorizace ve 12 spusténi GPU
kernelu je na obrizku Husta matice je nejprve implicitné permutovana
tak, aby byla co nejblize hornimu trojihelnikovému tvaru. V prvnim spusténi
jsou TeSeny tri dlohy typu faktorizace 3 x 1 dlazdic, na obrazku oznacené
¢ervenou, fialovou a zelenou barvou. V dalsim spusténi jsou Householderovy
reflexe z téchto faktorizaci aplikovany na zbytek sloupctl napravo a soucasné je
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4. POUZITELNOST ALGORITMU PRO PROBLEM DANYCH VLASTNOSTI

Obréazek 4.1: Multifrontalni kontribu¢ni strom osmi frontalnich matic a jeho
faktorizace jednotlivymi spousténimi GPU kernelu [2]

provadéna dalsi faktorizace (svétle modra), jejiz dva radky nejsou navazujici.
Ta je aplikovana ve tfetim spusténi, zatimco vznikaji dalsi faktorizace (Zluté
a tmavé modra). Takto se postupuje, dokud neni faktorizovana celd frontalni
matice.

4.3.2 Netuspésny prevod do modularni aritmetiky

Davistuv algoritmus pracuje nad redlnymi cisly, ale prevod do prace s ¢isly
celymi modulo prvocislo se zda primocary. V rdmci své semestralni prace pro
predmét MI-PRC na FIT CVUT jsem se zabyval prevedenim jednoho z GPU
podkernelt, konkrétné toho faktorizacniho, do moduldrni aritmetiky s cilem
v budoucnu prevést cely algoritmus. Jenze je zde neptrekonatelna prekazka jiz
zminéné v sekci 2.5

Problém je v generovani Householderovych reflexi. Operaci je tfeba pripra-
vit tak, aby vynulovala v daném vektoru vSechny soufadnice az na tu prvni,
aniz by zmeénila jeho normu. Tato norma se potom stane prvni souradnici.
Jenze normu pocitdme tak, ze seCteme druhé mocniny (nenulovych) prvku
a pak spoc¢itdme odmocninu. A jak jsme rozebrali v[2.5] odmocnina bude defi-
novana jen v poloviné piipadt. V kazdém kroku je poloviéni pravdépodobnost,
ze druha odmocnina nebude existovat, ¢ili pravdépodobnost, ze takova situace
nastane nékde v pribéhu algoritmu, se blizi 100%.

Kdyby operace ménila normu vektoru, jeji matice by nebyla ortogondlni
a neplatily by vzorce pro feseni pomoci QR faktorizace popsané v sekci [2.4.3]
Navic by pak neplatil vzorec [2.36| popisujici nenulovy vzor R a QR metoda by
nemohla snadno vyuzit ridkosti.

QR faktorizaci tedy v okruhu celych ¢isel modulo prvocislo patrné pouzit
nemuizeme a nezbyva nam, nez se uchylit k LU faktorizaci.
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4.3. QR faktorizace
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Obréazek 4.2: Faktorizace frontdlni matice [2]






KAPITOLA

Realizace LU faktorizace

V kapitole [4] jsme rozebrali, pro¢ je LU faktorizace pro feseni soustavy v index
calculu ze ti1 moznosti jedind pouzitelna. V této kapitole nejprve popiseme
existujici implementace LU fesSi¢ii a moznost jejich prevedeni do modularni
aritmetiky a na GPU. Druha ¢ast kapitoly pak bude slouzit jako dokumentace
k provedené realizaci.

5.1 Existujici implementace

Vénovat se budeme t1i existujicim implementacim LU faktorizace. CSparse,
relativné jednoduchému baliku funkei nad fidkymi maticemi. UMFPACK, ro-
bustni implementaci multifrontalni metody pouzivané v MATLABu. A na-
konec se budeme vénovat teoretické praci zabyvajici se CPU-GPU hybridni
implementaci multifrontalni LU faktorizace.

5.1.1 CSparse

CSparse je knihovna funkei v jazyce C, kterd vznikla jako doprovod knihy Di-
rect Methods for Sparse Linear Systems of Tima Davise [22]. Jedna se o jedno-
duchou, ¢istou a prehlednou implementaci zakladnich operaci s fidkymi ma-
ticemi, véetné Choleského, LU i QR faktorizace. Vyuziva pouze CPU a nepo-
uzivd multifrontalni metody. Je zde dobte ¢itelny vznik elimina¢niho stromu,
odvozeni a prace s nenulovymi vzory a pocitani nenul v radcich a sloupcich.

Ackoli je implementace CSparse asymptoticky dokonald, chybi v ni mnoho
mechanismi, které reseni urychluji konstantné, nicméné znacné. Mimo jiné
proto nebyla zvolena pro MATLAB — tam je pouzita knihovna UMFPACK
popsané v sekci

LU faktorizace v CSparse pouzivd metodu popsanou v sekci tedy
opakované teseni dolni trojihelnikové soustavy rovnic, kde ¢ast matice sou-
stavy vzdy tvori implicitni nuly a ¢ast implicitni jednotkovd podmatice. Tato
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5. REALIZACE LU FAKTORIZACE

metoda je mozna bez problému prevést do moduldrni aritmetiky, ale neni
vhodnd pro implementaci na GPU.

GPU mé omezenou pamét, nahrat do ni cely problém neni mozné, je tieba
nahravat do ni krok po kroku. Algoritmus je navrzen tak, ze pro kazdy krok
faktorizace potiebuje cely dosavadni faktor L, to znamend, ze ke konci algo-
ritmu by musela v globalni paméti GPU byt nahrand témér celd matice L
a pamét by nestacila. Navic bychom provadéli obrovské mnozstvi kopirovani
z CPU do GPU, coz je pomald operace.

5.1.2 UMFPACK

UMFPACK je zkratka pro Unsymmetric Multifrontal Package. Jedna se o ro-
bustni implementaci multifrontalni LU faktorizace. Zédkladni postup je zdo-
kumentovdn v doprovodné praci [16] a zde jej popiSeme, protoZe je na ném
zalozena implementace, ktera je soucasti této prace. Zabyvat se budeme jen
faktorizaci, nasledni feSeni je pomérné primocaré a bude popsano v ramci
sekce

5.1.2.1 Popis algoritmu

Nejprve je tieba zavést nékolik pojmu.

Aktivni matice, kterou budeme znacit A’, je ta ¢ast vstupni matice A, kterd
jesté nebyla faktorizovana. Sklada se z hodnot nachazejicich se ve vstupni ma-
tici a hodnot v kontribuc¢nich blocich predchazejicich frontalnich matic, které
dosud nebyly sestaveny do matic dalsich. Aktivni matice A’ neni samostatné
uloZena v paméti, je implicitnim slozenim jinych, které ulozeny jsou.

A* budeme znadit zbyvajici fadky a sloupce matice A v kroku k, které
dosud nebyly smazény (presunuty do néjaké frontalni matice).

Aktudlni frontdlni matici budeme oznacovat tu, které je pravé pripravo-
vana k faktorizaci, a budeme ji znacit F'.

Frontalni matice, obecné obdélnikova, je rozdélena na ctyri bloky dané
délenim fadkt i sloupctt na pivotni a nepivotni. Kolik chceme provést uvnitt
frontalni matice krokt faktorizace, tolik méa pivotnich radkt i sloupct. Mame
zde podmatici L, coZ je ta ¢ast priniku pivotnich fadku a sloupct, ktera se
na vystupu stane soucasti faktoru L. Stejné tak médme podmatici U’, kterou
tvori druhd ¢ast pruniku a stane se na vystupu soucasti faktoru U. L” zna-
¢ime hodnoty pivotnich sloupct, které jsou mimo pivotni fadky, a U” znacime
hodnoty pivotnich fadki, které jsou mimo pivotni sloupce. Tyto dva bloky se
téZ na vystupu stanou soucésti faktoru L a U. Zbytek matice tvori kontribucni
blok, ktery budeme znacit C' a ktery bude uloZen pro sestaveni do pozdéjsich
frontélnich matic. N4crtek frontdlni matice je na obrdzku [5.1] Pivotni a nepi-
votni radky a sloupce jsou zde fazeny za sebou, v praxi mohou byt ve frontalni
matici rozmistény libovolné.
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5.1. Existujici implementace

Obrazek 5.1: Nacrtek déleni frontalni matice

Nenulovy vzor ¢ili strukturu matice nebo vektoru budeme znacit kaligra-
fickym pismem. Ve frontdlni matici mame £ znacici indexy radkd vybrané do
frontalni matice, jejichz podmnoziny £’ a £” tvori pivotni a nepivotni indexy.
To samé plati pro U, U’ a U" v pripadé sloupcti. Nenulovy vzor vstupni matice
A znacéime A.

Dosud déale nesestaveny kontribu¢ni blok spolu s informaci o indexech
jeho radku a sloupcii nazyvame elementem a ¢islujeme podle poradového disla
kroku k, v kterém vznikl. Seznam aktivnich elementd udrzujeme v mnoziné
znacené V.

Tento algoritmus neméa oddélenou symbolickou analyzu od vypoctu. Fron-
talni matice tedy vznikaji za chodu. Najdeme vzdy jeden globalni nenulovy
pivotni prvek v aktivni matici A’, na jeho zdkladé vytvoiime frontalni matici,
sestavime do nf fadky a sloupce A* a piredchazejici kontribu¢ni bloky, a dale se
pokousime uvniti frontdlni matice nalézt dalsi lokalni pivoty, abychom docilili
lepstho vykonu provedenim nékolika krokt uvnitt jedné husté matice.

Zjednoduseny popis je k vidéni v algoritmu [5.1

Hledani globalniho pivotu je zalozeno na heuristice priblizného nejnizsiho
stupné. Horni mez stupné kazdého radku a sloupce pribézné udrzujeme v pa-
méti a upravujeme v kazdém kroku faktorizace. Pivot najdeme tak, ze vybe-
reme ¢tyti sloupce s nejnizsi horni mezi stupné a v nich najdeme pivotni prvek,
ktery méa nejnizs{ Markowitzovu cenu [23] (d,.(r) — 1)(dc(c) — 1), kde d.(7) je
horni mez stupné fadku 7 a d.(c) je horni mez stupné sloupce c. Stupném zde
myslime pocet nenul, které jesté nebyly vybrany jako pivotni.

Mnozina fadkt £ a sloupcu U frontalni matice F' je rovna po fadé ne-
nulovému vzoru vybraného globalniho pivotniho sloupce a fadku. Frontalni
matici alokujeme v paméti napriklad dvakrat vétsi, aby se do ni vesly nenu-
lové vzory pripadnych dalsich lokalnich pivotd. Tato multiplikativni konstanta
udava volnost v mife podobnosti nenulovych vzora pivotnich radku a sloupct,
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5. REALIZACE LU FAKTORIZACE

Algoritmus 5.1 Osnova algoritmu UMFPACK [16]
Vstup: A
Vystup: L, U
1: inicializace
2: while faktorizace A nedokoncena do
3: Najdi globalni pivot.
Sestav frontalni matici F'.
while v matici F' je lokalni pivot do
Sestav kontribuc¢ni bloky, radky a sloupce do F'.
Spocti stupné radka a sloupct v kontribué¢nim bloku C.
Spocti éast C.
Pokus se najit dalsi lokalni pivot.
10: end while
11: Dopocti C.
12: Uloz C.
13: end while

které jsou vybrany do jedné frontdlni matice. Vétsi konstanta by znamenala
vice prace uvniti jedné husté matice, ale vzniklo by vice zbytecnych nenul.

Sestaveni frontdlni matice spoc¢iva v sestaveni pivotniho Ffadku a sloupce
z AF a piedchozich kontribuénich blokt. Ostatni hodnoty jsou prozatim pone-
chany na svych pavodnich mistech a jsou soucasti F' implicitné, kromé téch,
které Ize do F sestavit plné, tzn. vSechny jejich souradnice jsou v £ a U, nebo
téch, v nichz potfebujeme spocitat presné pocet nenul (predevsim pri ovéreni,
zda se vejdou do frontalni matice, budou-li vybrany dalsimi lokélni pivoty).

Numerické tpravy na zakladé pivotnich radkt a sloupct jsou provadény
podle potreby a pokud mozno po vétsich skupinéch.

Detailnéjsi popis je v algoritmu

Pismeno L v zapisu znaci podmnozinu L”, kterd jesté nebyla aplikovana
na kontribuc¢ni blok C. Stejné tak U znac¢i dosud neaplikovanou podmnozinu

U”.

Proménnd k znaci krok faktorizace a je inkrementovana po kazdém jeho
dokonéeni. V proménné V udrzujeme seznam aktivnich elementii. Proménné
s a t udavaji maximalni velikost dané frontalni matice a jsou dany multipli-
kativni konstantou g, kterd urcuje volnost v podobnosti nenulovych vzoru
pivotnich radka a sloupct v jedné frontalni matici.

Pro kazdy fddek a sloupec matice A’ udrZzujeme seznam elementti, které
do néj kontribuuji. Tento seznam pro Fadek ¢ znac¢ime R; a pro sloupec j zna-
¢ime C;. Horni meze stupni sloupcii upravujeme v kazdém kroku pro vSechny

02



5.1. Existujici implementace

Algoritmus 5.2 Zakladni algoritmus UMFPACK [16]

Vstup: A
Vystup: L, U
inicializace
k<+1
Ve
while k£ <n do
e+ k
Najdi kty globalni pivot al., v aktivni matici A’.
L+ Struct(Al,)
U + Struct(Al,)
s« g|L]
t < glU|
Alokuj frontdlni matici F' velikosti s X ¢
while cyklus nebyl ukoncen do
Sestav k-ty pivotni fadek a sloupec do F'.
Projdi seznamy elementt a spocitej externi stupné radka a sloupcu.
Sestavuj fadky a sloupce A*, kde to lze kompletné.

Sestavuj fadky a sloupce z kontribu¢nich bloki, kde to 1ze kompletné.

Spocitej nové horni meze stupnu radku a sloupcu.
Spocti hodnoty v L' a L”

k+—k+1

if [U’| mod b =0 then
C+«C-LU

end if

if || =0 then
Ukonci cyklus.
end if
Najdi kandidéta na lokdln{ pivotn{ sloupec ¢ € U"'.
Cic < Cuc — LUsc
if dc(c) # |L£”| then
Sestav sloupec ¢ a spoéti pesné d(c).
end if
if dc(c) > s — |U'| then
Ukonc¢i cyklus.
end if
Najdi kandid4ta na lok4ln{ pivotni fadek r € L.
if kandidat nenalezen then
Ukonci cyklus.
end if
if d,-(r) # [U"] then
Sestav fadek r a spoéti presné d(r).
end if
if d(r) >t — |U’| then
Ukonci cyklus.
end if
L+ LU Struct(Al,.)
U + U U Struct(AL,)
C’r* — Cr* - i/r*U
end while
Uloz L', L"”, L, U, U" U
C+C-LU
Ce=C
Lo=L"
ue — u//
Uloz element s indexem e obsaujici Ce, Le,Ue.
Dealokuj F'.
V=VUe
Pridej e do seznamii elementi.
end while
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5. REALIZACE LU FAKTORIZACE

sloupce j € U" na zékladé funkce

n—k,
do(j) = min ¢ |£"] + (), (5.1)
127+ (148 ] = a5) + (Leec, 1L\ £1) 4

kde «; je pocet Tadk, které jsme prosli ve sloupci j matice A¥ nez jsme nagli
prvni hodnotu, jejiz fadek neni ve frontdlni matici. (Zeecj |Le\ [,]) znadi sou-
¢et externich sloupcovych stupna vSech elementi kontribuujicich do sloupce
j. Externi sloupcovy stupen je pocet radka, které dany element kontribuuje
a nejsou v aktudlni frontdlni matici, proto Le\ L. Pro vypocet externiho stupné
existuje efektivni algoritmus popsany v [16].

Ukazme nyni, ze funkce [5.1] skuteéné urcuje horni mez stupné sloupce
j € U”. Prvni pripad omezuje hodnotu tak, Ze nelze, aby ve sloupci zbyvalo
vice hodnot, nez je jeho velikost minus pocet jiz vybranych pivotnich radku,
jedna se tedy o pripad, kdy je sloupec zcela vyplnény nenulami, o absolutni
horni mez. Druhy ptipad 1iké, ze nemohl pocet nenul ve sloupci vzrist o vice
nez o vypln vzniklou v aktualni frontdlni matici. Posledni pripad je pfimym
vypoctem a tvori jej soucet tii Clenti. Prvni ¢len popisuje prispéni aktudlni
frontalni matice. Druhy ¢len znadi nejhorsi pripad, kdy vsechny nenuly zbyva-
jici v matici A% ve sloupci j, kromé téch, které jsme od kraje prosli a shledal,
ze jsou pocitany v |L£”|, jsou mimo L£”. Posledni popisuje pfispéni kontribuc-
nich bloku predchézejicich frontdlnich matic (elementi).

Pro horni mez stupné fadku i € £” plati obdobné funkce

n —k,
d,(i) = min { [U"| + d, (i), (5.2)
U]+ (AL = i) + (Seer, e \UI) -

Numerickou tipravu kontribu¢niho bloku frontdlni matice provadime pouze
pro radky a sloupce, které se maji stat pivotnimi, nebo pokud méame ve fron-
talni matici pocet pivotu délitelny néjakym parametrem b, jehoz vychozi hod-
nota je 16. Duvodem je, zZe je numericky vypocet rychlejsi, pracuje-li nad
vétsim poctem hodnot soucasné. Numerickd prace je odkladana, jak to jen
Ize.

Nastane-li situace, kdy po oznaceni nového lokalniho pivotu v aktudlni
frontalni matici nepribudou do matice zadné nové radky ani sloupce, podstatné
se zjednodusi obsah vnitfniho cyklu. V takové chvili sta¢i snizit horni meze
stupnu rddku v £” a sloupct v U” o jedna, protoze byl vybran novy pivot, ale
nedoslo ke zméné vyplné nenul.
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5.1. Existujici implementace

5.1.2.2 Zvlastni pripady a konstantni zrychleni

stejné, ale pouziva nékolik mechanismt navic, které béh mohou konstantné
urychlit.

Predevsim dokéaze vyuzit zvlastnich pripadt matic. Napriklad hned od-
hali, je-li v néjakém radku a sloupci jen jedna hodnota, takzvany jedindcek (z
anglického singleton). Vsichni jedinacci jsou prednostné zvoleni jako pivotni
a nejsou pro né formovany frontalni matice. Pti zvlastnim pripadu (permuto-
vané) diagondlni matice toto zjednoduseni vede k linedrni slozitosti.

Dale zkouma miru symetrie vstupni matice a na zakladé toho umi rozhod-
nout, zda neni vhodnéjsi jiny algoritmus nebo naptiklad jina heuristika voleni
pivot.

Symbolicka analyza neni tak tplné sloucend, jako je tomu v algoritmu
Cést symbolické analyzy se odehravéa napied, jsou provedeny piedbézné per-
mutace, jsou odhaleni jedinacci, vybira se strategie hledédni pivoti a nastavuje
se mnoho dalsich parametr pro hlavni algoritmus.

5.1.3 CPU-GPU hybridni implementace

Implementaci LU faktorizace pro GPU se zabyva prace A CPU-GPU hybrid
approach for the unsymmetric multifrontal method [24]. Préce se vénuje otézce,
jak 1ze zrychlit algoritmus UMFPACK pomoci GPU. Chce vyuzit skutec¢nosti,
ze je GPU vhodna pro zdkladni funkce linedrni algebry (BLAS — Basic Linear
Algebra Subroutines) a ze existuje implementace téchto funkei v programova-
cim jazyce CUDA pro NVIDIA GPU pfimo od vyrobce s ndzvem CUBLAS.
Jednd se predevsim o funkce feseni trojihelnikové soustavy rovnic s jednim
nebo vice vektory pravych stran, ndsobeni matice vektorem a nasobeni matice
matici.

Tato tprava algoritmu [5.1| spo¢iva v tom, Ze na zdkladé prahové hodnoty
poctu pivota ve frontalni matici rozhodne, zda jeji hustou faktorizaci provést
na CPU nebo na GPU. To znamena, ze operace na radku [L1] je v nékterych
pripadech kopirovdna a provedena na GPU.

Prace déle rozebird, jak je mozné urychlit kopirovani mezi CPU a GPU.
Vénuje se ¢tyfem aspektiim poskytovanym jazykem CUDA.

Page-locked memory Alokace paméti na strané CPU tak, aby nemohla byt
odstrankovana a GPU mohla znat presnou fyzickou adresu. Alokovat
timto zptisobem velké mnozstvi paméti by znamenalo zpomalit praci
na strané CPU, nicméné autori ve svych pokusech sledovali asi 150%
zrychleni.

Zero-copy memory Od CUDA verze 3.0 je mozné vynechat explicitni kopi-
rovani mezi paméti na strané CPU a paméti na strané GPU a z CUDA
kédu pristupovat zdanlivé primo do paméti na strané CPU. Jedn4 se ale
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jen o pomiticku, data jsou i tak kopirovana a neni vhodné tento postup
volit, jedna-li se o takova data, kterd budou znovu pouzivana.

Asynchronous memory copy Pouzitim ruznych datovych prouda (stream)
je mozné docilit toho, aby GPU provadéla kernel nad jednémi daty,
zatimco jsou jind data kopirovana.

Memory reusing Jedna se o snahu co nejvice prepouzivat spolecné bloky
paméti mezi jednotlivymi tikoly za tcelem omezeni kopirovani.

Na zavér autori zminuji moznost pravy hybridniho algoritmu tak, aby od
urcité prahové velikosti frontalni matice provedl veskery numericky vypocet
na GPU, to znamend, aby zkopiroval bloky L', L”, U’', U"” a C do globélni
pameéti GPU a numerickou faktorizaci provedl kompletné tam. Toto je postup,
kterému se budeme dale vénovat.

5.2 Zvoleny postup

Soucasti této prace je implementace LU tesSice v modularni aritmetice, ktery
umi pracovat s vice prvociselnymi moduly soucasné a je rozsifen o moznost
pracovat nad vice radky nez sloupci.

Faktorizaéni algoritmus vychéazi z CPU-GPU hybridniho navrhu popsa-
ného v sekci Frontdlni matici umi faktorizovat jak na CPU, tak na
GPU. Funguje tak, ze nejprve pripravi celou frontalni matici k faktorizaci,
pak vSechny jeji bloky posle do GPU kernelu (je-li zvolena GPU faktorizace)
a na vystupu kernelu ocekava faktorizované bloky.

Resici algoritmus &erpa z knihovny CSparse zminéné v sekci a GPU
nevyuziva. Sestava ze dvou permutaci, jednoho feSeni dolni trojihelnikové
a jednoho horni trojihelnikové soustavy. I tento algoritmus pracuje s vice
moduly soucasné.

Nasleduje dokumentace k této implementaci.

5.2.1 Datové typy

Protoze algoritmy pracuji v prirozenych ¢islech s nulou, datovy typ, do kterého
jsou ukladany hodnoty, je typu celého éisla bez znaménka, jehoz velikost je 64
bit1. I indexy matice jsou v principu pfirozend ¢isla (fadky i sloupce ¢islujeme
od nuly) a jsou uklddany ve stejném datovém typu. Totéz plati pro index nebo
pocet nenulovych hodnot v matici. Zde je vynatek ze souboru types.h, ktery
zékladni datové typy definuje.

typedef uint64_t Valuelndex;
typedef uint64_t MatrixIndex;
typedef uint64_t Value;
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Modul, v kterém algoritmus miiZze pracovat, nesmi byt vétsi nez 232, aby
z4dnéa hodnota nepiesdhla 232 — 1 a pii nasobeni dvou hodnot nedoslo k pfe-
teceni 64bitového datového typu.

Nedostatkem (a moznym budoucim rozsitenim) algoritmu je jeho neschop-
nost pracovat s vétsimi moduly. Pro fad grupy, v které se Sifruje, je obycejné
voleno velké prvocislo nebo ¢islo slozené obsahujici velké prvocislo pro zame-
zeni snadné faktorizace.

5.3 GPU kernel

Tato sekce popisuje GPU kernel pro ¢astecnou LU faktorizaci frontalni matice
az s Sestnacti pivotnimi prvky. Kernel je implementovan v jazyce CUDA pro
NVIDIA GPU spolu s jednoduchou sekven¢ni CPU verzi pro srovnani vykonu.
Frontalni matici prevezme jakozto Ctyii bloky a po faktorizaci odpovidajici
bloky vrati nazpét. Pracuje s vice moduly soucasné.

5.3.1 Vstupy

Vstupem kernelu je seznam tkold, jeden pro kazdy pracovni modul. Ukol m4
strukturu

typedef struct task_descriptor_t {

Value xpivotBlock;

Value xpivotRowBlock;

Value xpivotColBlock;

Value xcontributionBlock;

int pivotCount;

MatrixIndex contributionBlockRows;
MatrixIndex contributionBlockCols;
Value module;

int xresult;

} TaskDescriptor;

Prvni ¢tyri pole obsahuji ¢tyri vstupni bloky hodnot frontalni matice. Na
obrazku odpovidd proménnd pivotBlock ¢tvercové matici L'|U’. Pro-
ménna pivotRowBlock obsahuje pivotni fadky bez pivotnich sloupct, tedy
U”, proménné pivotColBlock je L”, contributionBlock je C.

Dalsi t1i celd ¢isla popisuji velikost. Pocet pivotu je v pivotCount (nejvyse
16) a proménné contributionBlockRows a contributionBlockCols urcuji
pocet radku a sloupct kontribuéniho bloku C.

Nasleduje pracovni modul a ukazatel na celé ¢islo, kam ma byt ulozena
informace o uspéchu faktorizace.
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5.3.2 Vystupy

Ctyii vstupni bloky hodnot jsou upraveny na misté, tedy pifmo v dodané
strukture, a zde jsou po skonceni kernelu k precteni. Informace o tspéchu
¢i neudspéchu je ulozena v paméti, kam ukazuje ukazatel *result vstupni
struktury, jako celé ¢islo. Uspéch je znacen hodnotou 0. Chyba algoritmu, na-
priklad nedostatek pameéti, je znacena zapornou hodnotou. Kladnéd hodnota ¢
znamena, ze pri i-tém kroku faktorizace byl pivotni prvek shledan jako nume-
ricky nulovy. Protoze je numericka faktorizace provadéna jen uvniti kernelu,
volajici algoritmus dopredu nevi, zda tato situace mize nastat. Nastane-li,
algoritmus na strané CPU oznadi ve frontalni matici pivoty poradovych c¢isel
> 1 jako nepivotni. Tyto kroky faktorizace pak budou provedeny v nékteré
budouci frontdlni matici.

Nulovy pivot se nemiize objevit v nultém kroku, protoze volajici algoritmus
vi, jakd hodnota zde je, a kontrolu na jeji nulovost provede sam. Proto lze
o uspéchu informovat hodnotou 0.

5.3.3 Popis algoritmu

Algoritmus ¢astecné LU faktorizace vstupni frontalni matice spoc¢iva v jejim
rozkladu na nésledujici soucin, psano blokoveé:

P Q| [ 0 uou
[R C‘| - [L// C—L//U//] [O I‘| ) (53)

kde jsme puavodni nefaktorizované bloky pro prehlednost preznacili na P, Q,
R a C. Oba faktory muzeme ponechat v puvodni matici ve formé

[L/U/ U’ ‘| ’ (5.4)

L/l C _ L//Ul/

coz je vystupni matice algoritmu kernelu. Dolni trojihelnikovd matice L'
a horni trojihelnikova matice U’ mohou sidlit v jedné matici ¢tvercové s tim,
ze diagondla patii matici U’, protoze L' mé diagonélu implicitné jednotkovou.

7 rozkladu [5.3] odvodime vzorce pro vypocet faktori. Na pivotnim bloku
P je provedena plnohodnotnd mald hustd LU faktorizace na faktory L' a U’:

L' =P. (5.5)
Pro blok pivotnich radki @ plati

LU’ =qQ, (5.6)

¢ili U” ziskdme Fesenim husté dolni trojuhelnikové soustavy s vice vektory
pravych stran (tvofenymi sloupci matice Q).
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Pro blok pivotnich sloupcti R plati

L'U' =R

U/TL//T _ RT (5'7)

a L" spocitdme opét Fesenim husté dolni trojihelnikové soustavy s vice vektory
pravych stran. Transpozice jsou implicitni.

Na zavér od vstupniho kontribué¢niho bloku C' odec¢teme soucin matic
LI/UI/

Umistén{ a transformace blokt v paméti je nacrtnuto na obrézku [5.2]

7] (2]

2 2

Obrazek 5.2: Vstupni a vystupni bloky GPU kernelu

5.3.4 Sekvencni verze

Sekvenc¢ni verze pro kazdy pracovni modul jednoduse vyresSi Ctyfi vypocty
popsané v sekci [5.3.3] tedy hustou LU faktorizaci, dvé dolni trojihelnikové
soustavy s vice vektory pravych stran a jedno nasobeni matice matici. Postup
je popsan v algoritmu [5.3]

5.3.5 Osnova GPU kernelu

GPU kernel je spoustén s parametrem poctu bloktu vldken a s parametrem
poctu vlaken v kazdém bloku. Kazdy blok vldken mé vlastni sdilenou pamét,
ke které maji pristup vsechna vladkna bloku. Kernel je naprogramovan tak,
ze jeden ukol vzdy tesi jeden blok vlaken. Bloky vlaken vykonavaji podobny
objem prace, jen kazdy v jiném modulu. Pro jednoduchost budeme postup
popisovat pro jeden tkol — jeden modul.
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Algoritmus 5.3 Sekvenéni algoritmus GPU kernelu

Vstup: P, Q, R, C pro kazdy prvociselny modul p
Vystup: L', L", U, U”, C a signalizace uspéchu r pro kazdé p
for all p do
LU faktorizaci pfeved P — L'|U’ (mod p).
for j«1,...,|Q| do
Vytes dolni trojihelnikovou soustavu L'UJ; = Q.; (mod p)
end for
fori«1,...,|R| do
Vytes dolni trojihelnikovou soustavu U'T'L
end for
C+ C—L"U" (mod p)
end for

T = RT. (mod p)

/
*7

Pocet vldken je nastaven na maximélnich 1024 a prace je mezi né po-
kud mozno rovnomérné rozdélovana. Pocet vldken lze snizit, ale je pak nutné
upravit i dalsi parametry. Experimentalné byl ovéren nejvyssi vykon prii tomto
nastaveni.

Osnova kernelu je v algoritmu

Algoritmus 5.4 Osnova algoritmu GPU kernelu

Vstup: P, Q, R, C, prvociselny modul p
Vystup: L', L”, U, U", C, signalizace uspéchu r
1: Prvni vlakno ulozi kol do sdilené paméti.
2: Bariéra.
3: Faktorizace pivotniho bloku P.
4: if chyba faktorizace v kroku k then
5: Prvni vldkno ulozi na vystup r + k.
6: Blok vldken kondi.
7: end if
8: Uprava pivotnich bloka L” a U”.
9: Bariéra.
10: Uprava kontribuénfho bloku C'.

Bariéra na fadku [2]synchronizuje vldkna, protoze prvni z nich prévé poslalo
informace o 1kolu do sdilené paméti a vsechna ostatni vlakna jej potrebuji mit
k dispozici.

Ackoli uprava na tadku |8 potfebuje znat faktorizovany pivotni blok P,
neni zde treba synchronizace, protoze implementace faktorizace P zarucuje,
7e vSechna potfebna data jiz jsou pripravena ve sdilené paméti, kde jsou oce-
kévana. Oproti tomu bariéra na fadku [9] potfeba je, protoze tprava L” a U”
stejnou jistotu neposkytuje.

V nasledujicich sekcich rozebereme podrobnéji jednotlivé kroky na GPU.
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5.3.6 Faktorizace pivotniho bloku P

Na ¢tvercovém pivotnim bloku P velikosti nejvyse 16 je provedena tplna LU
faktorizace standardnim paralelnim algoritmem pro hustou LU faktorizaci,
jehoz krok k je zndzornén na obrazku [5.3

S N B

L

(a) Faze 1 (b) Faze 2 (c) Féze 3

Obrazek 5.3: Jeden krok paralelni husté LU faktorizace [3]

V prvni fazi vldkna, kterd maji na starosti hodnoty pivotniho fadku &, tyto
hodnoty vyslou broadcastem vldkntim, kterd maji na starosti ostatni hodnoty
v dosud nefaktorizované podmatici, viz nékres Vyjimku tvoii vldkno,
které ma na starosti pivotni hodnotu na pozici k, k. To spocita inverzi této
hodnoty a posila inverzi. Toto je tprava pro modularni aritmetiku, kde pro
déleni potfebujeme spocitat inverzi.

V druhé fazi vldkna, kterd maji na starosti hodnoty pivotniho sloupce k
kromé pivotu jako takového, vynasobi tyto hodnoty prijatou inverzi pivotu
z prvni faze (obdoba déleni v R). Soué¢in pak vyslou broadcastem vldknim,
kterd maji na starosti hodnoty napravo, viz obrazek

V posledni fazi, zndzornéné na obrazku vlakna majici na starost
ostatni hodnoty od kazdé z téchto hodnot odectou vzdy soucin hodnoty prijaté
ptrimo shora a hodnoty prijaté primo zleva.

5.3.6.1 Rozdéleni prace

P1i rozdélovani prace mezi vlakna je treba davat pozor na konflikty pameé-
tovych bank. Ve skupiné 16 vldken (halfwarp) bézicich v jeden okamzik na
jednom SM (streaming multiprocessor) musi kazdé pristupovat k jiné bance
sdilené paméti, jinak dojde k serializaci pamétovych pozadavku (vyjimku tvori
broadcast, kdy vice vldken cte ze stejné banky stejnou adresu). Pamétovych
bank je 32 (od architektury Fermi) a jsou proklddédny s jemmnosti 32 biti,
¢ili stejna banka je pouzita kazdych 16 po sobé jdoucich 64bitovych hodnot.
Pristupuje-li 16 vlaken jednoho halfwarpu k 16 po sobé jdoucim ¢islum, ke
konfliktu nedojde.

Pivotni blok ve sdilené paméti definujeme o jeden sloupec Sirsi, aby hod-
noty, které jsou ve stejném sloupci, nebyly ve stejné pamétové bance. Diky
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tomu muze vice vldken jednoho halfwarpu ¢ist rizné hodnoty jednoho sloupce.
Tato vyhoda nebude vyuzita pri faktorizaci pivotniho bloku, pozdéji ale ano
(pivotni blok ve sdilené paméti ziistane pro dalsi fazi algoritmu).

GPU kernel je spustén s 1024 vlakny, hodnot v P je nejvyse 256, to zna-
mena, ze béhem faktorizace pivotniho bloku bude ¢ast vldken spat a zadné
nebude mit na starosti vice nez jednu hodnotu. Hodnoty pfirazujeme vlak-
num po Fadcich, a to jak pro praci s globalni paméti, tak pro praci se sdile-
nou. Néakres pivotniho bloku ve sdilené paméti a zodpovédnych vlaken je na
obrazku Sestnéact odstinti Sedi oznac¢uje 16 dvojic pamétovych bank, kde
jedna dvojice méa 64 bitt pro jednu hodnotu matice. Cisla vldken jsou jen na-
znacena. Na obrizku je patrny i zminény sloupec navic. Cervend barva udava
priklad pivotniho bloku, ktery je mensi (obsahuje jen 12 pivoti namisto 16).
Cislovani vldken se v takovém piipadé neméni, jinak by doslo ke konflikt@im
(druhou hodnotu v prvnim sloupci by cetlo vlakno 12, které je ve stejném
halfwarpu jako vlakno 1, a to by cetlo z téz pamétové banky druhou hodnotu
v prvnim radku).

LT T
LU TT]
HENEEEEN
ZENEEEN

240

Obréazek 5.4: Pivotni blok ve sdilené paméti a vldkna zodpovédnd za jeho
hodnoty

5.3.6.2 Algoritmus

Obecny postup popsany na zac¢atku této kapitoly je tfeba prizpusobit speci-
fikim grafické karty. Broadcasty zndzornéné na obrizku se napiiklad na
GPU fesi zapisem do sdilené paméti a naslednym hromadnym ¢tenim této hod-
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noty cilovymi vlakny, pricemz nedochazi ke konfliktu pamétové banky, jednd
se o vyjimku zminénou vyse. Zjednoduseny popis je k vidéni v algoritmu [5.5

Algoritmus 5.5 Faktorizace pivotntho bloku na GPU

Vstup: P, prvociselny modul p
Vystup: P = L'|U’, signalizace tispéchu r

1: P;; < global(P; ;) > VSechna vldkna drzici hodnoty z P
2: for k<« 1,...,|P| do

3: shared(pinv(k]) < inv(Py,k,p) > Vldkno drzici Py x
4: Bariéra.

5: if inverze selhala then

6: r<k

T Vladkna bloku konéi.

8: end if

9: shared(Py,;)  Py,; > Vldkna drzici Py x41:\p|
10: P, + P, - shared(pinv[k]) (mod p) > Vldkna drzici Pyi1:p|k
11: shared(P; ) <+ P; > Vldkna drzici Pyi1p|k
12: Bariéra.

13: P; ; < P;; — shared(P; )shared(Py ;) (mod p) > Vldkna drzici Pyy1:ip| kt1:|P|
14: end for
15: global(P; ;) < P; ; > VSechna vldkna drzici hodnoty z P

Nejprve kazdé vldkno nacte svou hodnotu z globalni paméti do registru.
Celd matice P je tak ulozena v registrech vldken. Poté nésleduje |P| kroku
faktorizace, béhem nichz ¢im dal mensi pocet vldken vykonava praci. Nakonec
kazdé vlakno vrati svou novou hodnotu zpét do globalni paméti.

Pro rychlost pristupt do globélni paméti je dilezité, aby bylo pfistupovano
do co nejvétsich spojitych oddili. Zde je matice P z globalni paméti a zpét
presouvana celd najednou, coz je dobré.

V kroku k faktorizace nejprve vlakno majici na starosti pivotni prvek Py j,
spocita jeho inverzi a ulozi ji do sdilené paméti. To je obdoba jednoho z broad-
castl na obrazku Nasleduje bariéra, protoze jind vldkna budou potiebo-
vat Cist tento broadcast. Dale vlakna v pivotnim radku ulozi svou hodnotu do
sdilené paméti, to je téz obrizek Tato akce sice mohla zacit uz pred ba-
riérou, ale provadi ji stejny warp jako fadek [3] takze by stejné nezacala, navic
je vyhodné ji spustit po boku néasledujici akce pivotniho sloupce, ktera trva
podobné dlouho. Vlakna drzici pivotni sloupec zde prectou ze sdilené paméti
inverzi (dokonceni broadcastu), vynasobi jim svoji hodnotu a vysledek ulozi
opét do sdilené paméti, coz je obdoba broadcastu na obrézku [5.3b] Nésleduje
dalsi bariéra, protoze je treba, aby byl vysledek predchozich dvou akci bez-
pecné ulozen ve sdilené paméti. V posledni fazi kazdé vlakno majici na starost
nékterou z hodnot zbytku dosud nefaktorizovaného pivotniho bloku precte ze
sdilené paméti prisluSnou hodnotu pivotniho radku a prislusnou hodnotu pi-
votniho sloupce (dokonceni broadcastu) a odecte od své hodnoty jejich souéin.
To je obdoba obrazku [5.3¢
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5.3.7 Aktualizace blokt () a R

Mame-li faktorizovany pivotni blok P, prijde na radu uprava bloki pivotnich
radkt a sloupcth @ a R. Tyto dvé operace jsou velice podobné. Jednd se o dvé
feseni dolni trojihelnikové soustavy s vice vektory pravych stran. V pripadé
Q@ tvori vektory pravych stran sloupce, v pripadé R je tvori radky.

5.3.7.1 Mapovani husté dolni trojuhelnikové sestavy

Pro obecny popis budeme pouzivat notaci Lz = b. Nejjemnéjsi algoritmus,
kde kazdou hodnotu trojihelnikové matice soustavy drzi pravé jedno vladkno,
spociva v kombinaci broadcastii a redukci. Redukce je provadéna mezi vldkny
v jednom tadku k, kde pro spocitani neznamé xj musime odecist od ptavodni
hodnoty by, vSechny cleny lx;x;. Spocitand hodnota nezndmé v ktém kroku xy,
je broadcastem vysilana vlaknim, kterd maji na starost hodnoty ve sloupci k,
tedy hodnoty [;;, protoze budou potreboval nasobit ;2. Nacrtek komunikace
mezi vldakny je na obrazku Broadcasty jsou vysilany shora dolt, redukce
provadény zleva doprava.

)
(=)
(M

(A i»
CHEHEHEH)

Obrazek 5.5: Komunikace mezi vlakny v nejjemnéjsim feseni dolni trojihelni-
kové soustavy

(020160
ééé

Praci 1ze shlukovat napriklad po sloupcich, kdy cely sloupec fesi jedno
vldkno (vldkna jsou rozdélena do jednorozmérné mrizky). Tim se zbavime
svislych broadcastii. Nebo muze jedno vlakno feSit cely radek, tim se nao-
pak zbavime redukci. V obou ptipadech lze vice sloupcti nebo fadkt priradit
jednomu vlaknu, bud blokové, cyklicky nebo blokové cyklicky.

64



5.3. GPU kernel

Pro pripad bloku pivotnich rddku, tedy hledani U” fesenim dolni trojthel-
nikové soustavy L'U” = @, se jevi jako vhodné cyklické mapovani po radcich
s tim, Ze navic fesime mnoho soustav soucasné (je vic vektoru pravych stran
a tedy i vektoru feseni). Toto mapovani je patrné z obrazku kde je kazda
soustava rozdélena po radcich cyklicky mezi ¢tyri vldkna a kazdé vlakno ma
na starosti ¢tyti fadky matice L'.

8 |12]16|
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11]15
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10[14|
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Obrazek 5.6: Ukazka cyklického mapovani po fadcich s vice vektory pravych
stran

Mapovani soustavy U'TL"" = R" je prakticky totozné. Soustavu je snad-
néjsi predstavit si tak, jak je ulozena v paméti, viz obrézek Vektory pra-
vych stran zde tvori fadky R.

v v v J7€7

1]2]sfo]s]2]s[o]s]2]s]oa]2]s
slef7]afs]e[7[a]s]6]7[4a]s]6]7
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R->L"

Obrazek 5.7: Ukazka mapovani na transponované soustave
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5.3.7.2 Algoritmus

Matice () mize mit mnoho sloupcti, tak jako matice R mtize mit mnoho radki.
Vzhledem k omezené kapacité sdilené paméti i registru je tifeba obé matice resit
po segmentech. Kdyby navic jedno vlakno mélo na starosti vice hodnot nez
Ctyri, experimentalné bylo ovéreno, ze by se zacal vypocet zpomalovat. Je to
proto, ze je tfeba udrzovat idedlni pomeér vypocti a pamétovych prenosi, aby
se jedno skrylo za druhé. Za velikost segmentu proto bylo zvoleno 128 sloupciu
@ nebo faddka R. Iterace po segmentech je popsana v algoritmu [5.6]

Algoritmus 5.6 Aktualizace blokia () a R po segmentech

Vstup: @, R, prvociselny modul p
Vystup: U”, L”

1: while existuje dalsi segment do

2 Prednacti pristi segment z globdlni paméti do registru.

3 Spocti aktudlni segment.

4: Bariéra.

5 Posli vysledek aktudlniho segmentu zpét do globdlni paméti.
6: end while

Vyhoda tohoto postupu je v tom, ze fadky [5] 2] a 3] mohou probihat sou-
bézné. Radek [5| naplénuje odeslani segmentu 1 do globdlni paméti, fadek
naplédnuje prijeti segmentu 3 do registru a radek [3| hned zac¢ne pocitat segment
2. Zaroven to znamend, ze musime mit dost mista v registrech pro ulozeni tii
segmentu v jeden okamzik.

Vypocet segmentu probihd pomoci mapovani na obrazcich[5.6|a[5.7] Broad-
casty spoctenych hodnot jsou provadény za pomoci pole stejného tvaru jako
segment ve sdilené paméti. Tato dvé pomocnd pole (jedno pro @, jedno pro
R) jsou rozsifena o jeden sloupec pro zamezeni konfliktiim v piistupu k pa-
métovym bankam. Popis aktualizace jednoho segmentu @ i R soucasné je
v algoritmu

Pri ukladani hodnoty na radku [2| do sdilené paméti pracuji dle obrazku
[.6] ctyfi vldkna jednoho halfwarpu, a protoze jsou pamétové buiiky po sobé
jdouci, jsou kazda v jiné bance, tedy nedojde ke konfliktu.

Pti uklddani hodnoty na radku [3] pracuji dle [5.7] téz ¢tyti vldkna jednoho
halfwarpu, ale tentokrat pristupuji k bunkam ve sloupci. Ty vSak budou téz
kazda v jiné pamétové bance, protoze je toto pomocné pole ve sdilené paméti
rozsiteno o jeden sloupec (podobny efekt jako na obrazku .

Naésleduje synchronizace, protoze jind vlakna budou vzapéti tyto broad-
casty chtit prijmout.

Na fadku [6] prijimaji ¢tyfi vldkna stejného halfwarpu broadcast z jedné
pamétové burky obsahujici P; ;. Jind ¢tyfi vldkna téhoz halfwarpu soucasné
pfijimaji broadcast z jiné buniky obsahujici P41z, atd. Ke konfliktu nedojde,
protoze prestoze bunky jsou nad sebou, jsou kazdad v jiné pamétové bance.
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Algoritmus 5.7 Aktualizace jednoho segmentu @ a R

Vstup: @Q, R, prvociselny modul p
Vystup: U, L”
1. for k«1,...,|P| do

2 shared(Qy ;) < Qk.j > Vldkna drzici Qy 1.q
3 shared(R; i) < R; ) - pinv[k] > Vldkna drzici Ry, g
4 Bariéra.

5: for all Q; ;, které mé vladkno na starosti do

6: if i > k then Q;; < Q;j — P, 1 - shared(Qy, ;) (mod p)

7 end if

8 end for

9: for all R; ;, které ma vladkno na starosti do

10: if j > k then R; ; < R;j — Py ; - shared(R; ;) (mod p)

11: end if

12: end for

13: end for

Vice ruznych broadcasti v ramci jednoho halfwarpu téZ neni problém (od
CUDA compute capability 2.0). Analogické tvrzeni lze vyslovit o fadku

5.3.8 Aktualizace kontribu¢éniho bloku C

Jedn4 se o odecteni souc¢inu v predchozim kroku spoctenych matic L” a U” od
matice C. To znamena, Ze od kazdé hodnoty c;; musime odecist skaldrni soucin
vektort [7,ul;. Vzhledem k nezndmé velikosti C' musime opét postupovat po
segmentech, tentokrat ale ve sméru radkl i sloupcti. Protoze chceme co nejvice
prepouzivat nac¢tené segmenty L” a U”, postupujeme prednostné tou dimenzi,
ktera je vétsi. Cili pokud je vice Fadki nez sloupcii, postupujeme nejprve dol,
pak doprava, a naopak.

Vnéjsi popis prace se segmenty C' je v algoritmu

Na fadcich [12] a [15] je naplanovano stahovani dat z globalni paméti do
registru, které probiha soubézné s vypocty na radku Tim se snazime docilit
co nejvétsiho ukryti prenosi z globdlni paméti za vypocetni cas.

Rédek |18] pracuje se segmenty L” a U” ve sdilené paméti a soucasné fadky
a |7 nahrévaji do sdilené paméti pristi potiebné segmenty (mezi témito ope-
racemi neni bariéra), ¢ili je tfeba pouzivat alternujici bloky sdilené paméti.

Velikost segmentu C' byla na zakladé velikosti sdilené paméti, poctu re-
gistri a predevsim praktickych experimentii nastavena na 64 x 32, kde kazdé
vldkno m4 na starosti dvé hodnoty v jednom sloupci. Velikost segmentu L”
je tedy 64 x 16 a velikost segmentu U” je 16 x 32. Na presunech segmenti
L" a U" z globélni paméti do registrii a ndsledné z registrii do sdilené paméti
spolupracuji vSechna vlakna a kazdé musi mit na starost presun jedné hodnoty
segmentu L” a jedné hodnoty segmentu U”. Mapovani vypocetnich vldken na
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Algoritmus 5.8 Aktualizace C' po segmentech

Vstup: C, L”, U”, prvoéiselny modul p
Vystup: C

1: Pfednacti prvni segment L” a U" z globalni paméti do registru.
2: while existuje dalsi segment do

3: if ve sdilené paméti je uloZen nesprdvny segment L” then

4: UloZ aktudlni segment L” z registru do sdilené paméti.

5 end if

6: if ve sdilené paméti je uloZen nespravny segment U” then

7 Uloz aktudlni segment U” z registru do sdilené paméti.

8 end if

9: Bariéra.

10: if existuje dalsi segment then

11: if ve sdilené paméti je jiny segment L'’ nez bude pii§té tieba then

12: Piednaéti piisti potiebny segment L” z globalni paméti do registru.
13: end if

14: if ve sdflené paméti je jiny segment U” nez bude piisté tieba then

15: Piednaéti piisti potiebny segment U” z globdlni paméti do registru.
16: end if

17: end if

18: Aktualizuj aktudlni segment C' pifmo v globalni paméti na zdkladé segmentu L

a U v paméti sdilené.
19: end while

segment C a vldken zajistujicich pamétové operace na segmenty L” a U” je
naznaceno na obrazku 5.8

Kazdé vypocetni vlakno m4 na starost dvé hodnoty ve sloupci segmentu C'.
Pro kazdou z nich musi provést skaldrni soucin prislusného fddku L” a sloupce
U”, které jsou nahrané ve sdilené paméti, a poté tento soucin odecist od od-
povidajici hodnoty C' pfimo v globalni paméti. Hodnoty matice C' po celou
dobu aktualizace zustavaji v globalni paméti. Tento postup je inspirovan ak-
tualizacnim kernelem multifrontalni QR faktorizace na GPU [2].

V kazdém kroku skaldrniho soucinu ¢tou vldkna jednoho halfwarpu kazdé
jinou hodnotu U”, kazdé z jiné pamétové banky. Hodnotu L” ¢te cely halfwarp
stejnou, jedna se tedy o broadcast.

5.4 Uprava UMFPACK pro LU faktorizaci

GPU kernel popsany v sekci je tfeba zasadit do kontextu multifrontalni
faktorizace, abychom ji mohli vyzkouset na problémech vlastnosti popsanych
v kapitole [3| k dispozici mdme UMFPACK popsany v sekci Jenze UM-
FPACK je az piilis bohaty néstroj. Cisty pocet ¥adka C kédu knihovny je
asi 35000. V symbolické analyze i numerickych vypoctech je zapojenych né-
kolik dodatec¢nych specifickych mechanismt urychlujicich vypocty. Navic jsou
numerické kroky provadény jiz v prubéhu stavby frontalni matice, my je po-
tfebujeme provést vSechny az v kernelu. Upravit tak velkou knihovnu pro
modularni aritmetiku, pro praci s vice prvociselnymi moduly soucasné a tak,
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Obrazek 5.8: Mapovani vldken na segment C'

aby uméla pracovat s vice fadky nez sloupci, je nepomérné slozity tukol vici
nasemu cili, kterym je srovnani GPU kernelu se sekven¢ni CPU verzi v daném
kontextu. Nepotfebujeme absolutni ¢as béhu celého algoritmu, jen relativni.

7 téchto duvodu se ukazalo, ze je vyhodnéjsi napsat od zacatku zjed-
noduseny UMFPACK zalozeny na popisu algoritmu ze sekce [5.1.2.1] pracu-
jici v modularni aritmetice a schopny prijmout obdélnikovou matici soustavy.
Tento zjednoduseny UMFPACK ma pro srovnani asi 2500 fadkt C a CUDA
kédu.

5.4.1 Vstupy

Vstupem LU faktorizace v upraveném UMFPACK je predevsim matice A ur-
cena k faktorizaci. Ta je oCekavana v souradnicovém formatu, protoze jak bylo
feceno v sekci je tento formét vzhledem k jednoduchosti jeho konstrukce
vhodny pro vstupy algoritmti. O matici A navic potfebujeme védét, jaké mé
rozmeéry v tadcich a sloupcich a kolik je v ni nenulovych hodnot. Matice smi
mit vice fadki nez sloupct.

Dalsim vstupem je seznam prvociselnych modula, v kterych se ma sou-
bézné pracovat. Protoze je vice moduli, musi i hodnoty A v souradnicovém
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formatu byt specifikovany jednou pro kazdy modul.

5.4.2 Vystupy

Vystupem faktorizace jsou faktory L a U. Faktor L je na vystupu ve formatu
komprimovanych sloupcii (viz sekei , protoze je sestavovan po sloupcich,
faktor U je ve formatu komprimovanych radkt , protoze je sestavo-
van po tadcich. Tyto formaty ocekava i nasledny Tesi¢ popsany v sekci [5.5.1
Kazd4a hodnota obou faktort je tolikandsobné, pro kolik byl vypocet provadén
moduli.

Dalsimi vystupy jsou radkova a sloupcova permutace, které byly na vstupni
matici A aplikovany. Permutace jsou doddny obousmérné, tj. jak pro pfevod
starych indexd na nové, tak novych na staré. I tyto permutace jsou vstupem
nasledného resice.

5.4.3 Prehled algoritmu

Algoritmus vychézi ze zjednoduseného popisu UMFPACK v sekci Zde
se budeme soustredit na potfebné zmény oproti nému. Algoritmus zobra-
zuje puvodni algoritmus s pridanymi komentari o zménéch.

V prvni fadé potfebujeme na vstup pridat seznam modulti, jak bylo zmi-
néno v sekei [5.4.1} Vsechny operace sestaveni, které jsou skldddnim rtuznych
radkl a sloupct tak, aby tam, kde se prekryvaji, doslo k sou¢tu hodnot, jsou
tfeba provadét v jednotlivych modulech. VSechny numerické tpravy frontalni
matice, které byly provadény prubézné, je nyni tieba odlozit a provést uvnitt
GPU kernelu az po sestaveni celé frontdlni matice.

Faktorizace celé frontalni matice GPU kernelem miize selhat v itém kroku
kvuli numericky nulovému pivotu, to je nevyhoda zcela oddélené vypocetni
faze. V takovém pripadé je tfeba oznacit pivoty > ¢ za nepivotni a spustit
kernel znovu. Tyto pivotni radky a sloupce budou pak faktorizovany v ramci
nékteré pozdéjsi frontalni matice.

Neni-li nalezen pristi lokalni pivotni fadek, veli podminka na radku
ukonc¢it cyklus. Podminka je takto oddélena od podminky neexistujictho lo-
kalniho pivotniho sloupce na tfadku protoze klasicky UMFPACK potie-
boval vybirat pivotni prvek i na zdkladé jeho numerické hodnoty, potieboval,
aby tato hodnota byla co nejvétsi, kvili chybé operaci s plovouci radovou
¢arkou. Nase modularni verze timto problémem netrpi, tak muze rozhodnout
o existenci lokalniho pivotu celkové uz na radku

Pro nase uéely upraveny algoritmus je k vidéni v algoritmu [5.10]

5.4.4 Datové struktury

Jak bylo zminéno v sekci[5.4.1] vstupn{ matice A je v soufadnicovém formétu,
coz je nevhodny format pro préci, proto je potfeba ji konvertovat. V jednotli-
vych krocich algoritmu se z této matice postupné odstranuji radky a sloupce,
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Algoritmus 5.9 Upravy algoritmu UMFPACK [16]

Vstup: A > Potfebujeme navic seznam modulu
Vystup: L, U
1: inicializace
2: k<« 1
3V {}
4: while kK < n do
5: e+ k
6: Najdi kty globalni pivot al.. v aktivni matici A’.
T L < Struct(Al,)
8: U + Struct(AL,)
9: s < g|L|
10: t <+ glU|
11: Alokuj frontalni matici F' velikosti s X ¢
12: while cyklus nebyl ukoncen do
13: Sestav kty pivotni rddek a sloupec do F'.
14: Projdi seznamy elementt a spocitej externi stupné radku a sloupct.
15: Sestavuj Fadky a sloupce A¥, kde to lze kompletné. > Operace sestaveni v raznych
modulech
16: Sestavuj fadky a sloupce z kontribuénich bloki, kde to lze kompletné. > Operace
sestaveni v ruznych modulech
17: Spoéitej nové horni meze stupnua rddkl a sloupci.
18: Spo¢ti hodnoty v L’ a L > Numerické tpravy odlozit pro GPU kernel
19: k+—k+1
20: if /'] mod b =0 then
21: C+C-LU > Numerické dpravy odlozit pro GPU kernel
22: end if
23: if /| =0 then > Nebo |£”| =0
24 Ukonéi cyklus.
25: end if
26: Najdi kandiddta na lok4lni pivotni sloupec c € U”.
27: Che — Cue — LU > Numerické dpravy odlozit pro GPU kernel
28: if dc(c) # |£"| then
29: Sestav sloupec ¢ a spocti presné de(c). > Operace sestaveni v riznych modulech
30: end if
31: if d.(c) > s — |U’| then
32: Ukon¢i cyklus.
33: end if
34: Najdi kandidéta na lokdlni pivotni fadek r € L.
35: if kandid4t nenalezen then > Jiz pokryto rddkem
36: Ukondéi cyklus.
37: end if
38: if d,(r) # [U"'| then
39: Sestav fadek r a spocti presné d. (). > Operace sestaveni v riznych modulech
40: end if
41: if d.(r) >t — [U’'| then
42: Ukonc¢i cyklus.
43: end if
44: L+ LU Struct(AlL,)
45: U + U U Struct(AL,)
46: Crs < Cry — LU > Numerické dpravy odlozit pro GPU kernel

47: end while
48: Uloz L', L", L, U, U" U > Nejprve spustit GPU kernel, ktery tyto bloky upravi. Selze-li
v kroku 4, bude tfeba oznacit pivoty > i za nepivotni a kernel opakovat.

49: C+C-LU > Numerickd faktorizace jiz byla provedena.
50: Ue =U"
51: Uloz element s indexem e obsaujici Ce, L, Ue.

52: Dealokuj F'.

53: V=VUe

54: Pridej e do seznamt elementt.
55: end while
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Algoritmus 5.10 Upraveny algoritmus UMFPACK [16]

Vstup: A, seznam prvociselnych modula p
Vystup: L, U
inicializace
k+1
V+—{}
while k < n do
e+ k
Najdi kty globalni pivot a.
L + Struct(A’.)
U + Struct(Al,)
s« g|L]
t < gl]
Alokuj frontdlni matici F velikosti s X ¢
while cyklus nebyl ukoncen do
Sestav kty pivotni fadek a sloupec do F'.
Projdi seznamy elementu a spocitej externi stupné radku a sloupcu.
Sestavuj fadky a sloupce A* v kazdém modulu, kde to lze kompletné.

. v aktivnf matici A’.

Sestavuj radky a sloupce z kontribu¢nich bloka v kazdém modulu, kde to lze kompletné.

Spocitej nové horni meze stupnu radku a sloupcu.
k—k+1
if [U”|=0]||L£"| =0 then
Ukonci cyklus.
end if
Najdi kandidata na lokaln{ pivotn{ sloupec c € U"'.
if dc(c) # |£"| then
Sestav sloupec ¢ v kazdém modulu a spocti presné dj(c)
end if
if dc(c) > s — |U'| then
Ukonci cyklus.
end if
Najdi kandiddta na lok4ln{ pivotni fadek r € L.
if d(r) # [U"| then
Sestav fadek 7 v kazdém modulu a spocti presné dy.(r).
end if
if d.-(r) >t — [U'| then
Ukonci cyklus.
end if
L« LU Struct(Al,)
U+ U U Struct(AL,)
end while
Proved numerickou faktorizaci pomoci GPU kernelu.
if faktorizace selhala v i-tém kroku then
Oznac pivoty > ¢ za nepivotni.
Proved numerickou faktorizaci pomoci GPU kernelu.
end if
Uloz L', L", L, U, U" U
Z/{E — ul/
Uloz element s indexem e obsahujici Ce, Le, Ue.
Dealokuj F'.
V=VUe
Pridej e do seznami element.
end while
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coz je operace, kterd je tézka provadét ve formatu komprimovanych sloupct
¢i radku. Proto matici A konvertujeme do formatu spojového seznamu a udr-
zujeme odkazy jak na radky, tak na sloupce matice, abychom oboji mohli
efektivné prochazet (viz sekci . Tento format umoznuje velmi rychlé od-
stranovani prvka i celych radki i sloupct a prirozenou aktualizaci sloupco-
vého pohledu pri odstranéni z pohledu radku a naopak, tedy je pro matici
A (a nésledné jeji zbytky A¥) jako stvoreny a vyuzijeme jej i pies jeho vétsi
pamétovou naroc¢nost. V kazdém prvku spojového seznamu (nenulovém prvku
matice) udrzujeme jednu numerickou hodnotu pro kazdy pracovni modul.

Vystupni matici L konstruujeme postupné po sloupcich, kde vzdy vcas
vime, kolik bude mit dalsi sloupec nenulovych hodnot, idedlnim formatem jsou
tedy komprimované sloupce. Matici U konstruujeme stejnym zptisobem, ale
po Tadcich, ¢ili zde je vyhodny format komprimovanych radki. Tyto formaty
L a U jsou navic dobré i pro nasledny fesici algoritmus, ktery bude nad teé-
mito faktory provadét reseni dolni a horni trojihelnikové soustavy. Numerické
hodnoty jsou i zde vicenasobné, udrzujeme jednu pro kazdy modul.

Pro vystupni permutace pouzivime jednorozmeérna pole. Normélni per-
mutaci nazyvame pole, které ndm urcuje staré indexy novych indexiu, pristup
k poli tedy vypada takto:

P[new] = old,

zatimco inverzni permutaci nazyvame pole, které pro staré indexy vraci indexy
nové, ¢ili
Pinv[old] = new.

Pole inverzni permutace musi mit velikost poc¢tu fadku, z nichZz nékteré
nakonec nejsou vybrany. Na indexy nepouzitych radk nemusime uklddat spe-
cidlni hodnoty. Staci, kdyz pri jeho pouziti vzdy pomoci normalni permutace
zkontrolujeme, zda dany index znac¢i spravné mapovani. Ovéreni lze provést
rovnosti

P[Pinv[old]] = old.

Hustou frontalni matici ukladame klasicky do dvourozmeérného pole. Ne-
roste dynamicky, je alokovana jednou, pak je jen vypliovana. Stejné tak in-
dexy radku a sloupct ve frontalni matici ukladame do jednorozmérnych poli.
Radky ani sloupce neudrzujeme sefazené, to je v klasickém poli piili§ naroéna
operace, kazdé vlozeni indexu by stélo O(n), kde n je pocet indext, protoze
bychom museli posunovat ostatni indexy. Na druhou stranu tim ale zavadime
pomalejsi hledani indexti (O(n) misto O(logn)). Déle jesté alokujeme dvé jed-
norozmeérné bitové mapy, jednu pro indexy radku, jednu pro indexy sloupci,
které tikaji, zda jsou dané indexy pivotni nebo ne.

Seznam elementt znaceny V je pole ukazateld na strukturu elementu, kde
index v poli znad¢i krok faktorizace, v kterém element vznikl. Na poc¢atku jsou
vsechny ukazatele nulové. Vnitiek elementu obsahuje jednorozmérné pole in-
dexu radku a sloupci kontribu¢niho bloku elementu, bitova pole znagcici, zda
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tyto Tadky ¢i sloupce jiz byly slozeny do budouci frontalni matice, a samo-
ziejmé kontribucni blok jako takovy ve formé dvourozmérného pole.

Seznamy elementt kontribuujicich do kazdého fadku matice A* udrzujeme
v jednorozmérném poli obsahujicim spojové seznamy struktur, které tyto kon-
tribuce popisuji. To ndm umoznuje kontribuce snadno pridavat a odstranovat.
Druhé pole obsahuje spojové seznamy pro sloupce.

Horni meze stupii fadki a sloupctit A¥ uchovavame ve dvou jednorozmér-
nych polich podle indext fadkl a sloupcti.

Pro rychly vybér ¢tyt sloupcii s nejmensimi hornimi mezemi stupné a od-
stranéni jednoho z nich pouzivime kombinaci dvou binarnich hald. Vice o tom

v sekci B.4.5

5.4.5 Vybrané zajimavosti implementace

Pseudokdédovy popis multifrontalni LU faktorizace, kterd je soucéasti této prace,
je v algoritmu Implementace algoritmu v jazyce C je k této praci prilo-
zena. Nicméné si zde ukazme alespon nékolik jejich zajimavosti.

5.4.5.1 Alokace paméti

Prace s paméti je pecliveé osetfena, aby ani pri chybovych stavech nedoslo k si-
tuaci, kdy by néktery pamétovy blok nebyl uvolnén. Pro snadnéjsi zachovani
pamétové integrity bylo pouzito (s drobnymi tpravami) nékolik obalujicich
funkei pro standardni knihovni alokacéni a dealokacéni funkce jazyka C, jejichz
autorem je Tim Davis a které pouzil ve své knihovné CSparse popsané v sekci
bII

Prvni z téchto funkci, funkce safe_malloc, obaluje funkci malloc a zajis-
tuje, aby vzdy byl alokovan alespon jeden byte paméti. Funkce safe_calloc
resi totéz, ale vnitiné pouziva funkci calloc, kterd pamét nuluje.

void xsafe_malloc (size_t n, size_ t size)

{
size_t total = MAX(n * size, 1);
return (malloc (total)) ;
}
void xsafe_calloc (size_t n, size_t size)
{
return (calloc (MAX (n,l1), size)) ;
}

Funkce safe_free ma velky vyznam pro zajisténi bezchybové prace s pa-
méti. Uvolni pamét, kam ukazatel ukazuje, jen pokud je ukazatel nenulovy.
Zaroven vraci nulu, aby bylo mozné volanim funkce snadno ukazatel vynulo-
vat.

void xsafe_free (void x*p)

{
if (p) free (p) ;
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return 0 ;

}
Priklad pouziti:
p = safe_free(p).

Zavolame-li tento prikaz dvakrat po sobé, nedojde k chybé. Navic, selze-li
predchozi volani

p = safe_malloc(count, size),

funkce safe_free neskonci s chybou, protoze odhali, Ze je ukazatel nulovy.
Diky tomu lze definovat jednu funkci pro uvolnéni vsech pouzivanych ukaza-
teld a tu volat vzdy pred jakymkoli ukoncéenim béhu, v jakékoli fazi. Uvolnény
jsou jen ty bloky paméti, které jiz existuji a jeSté nebyly uvolnény.

Posledni z téchto obalujicich funkci je funkce safe_realloc. Znamy pro-
blém klasické funkce realloc, ktera méni velikost alokované paméti, je v tom,
ze nepovede-li se alokace, funkce vrati nulovy ukazatel, ale ptivodné alokova-
nou pameéf neuvolni. To znamenad, ze prirozeny zpusob volani

= realloc(p, newSize)
pri chybé zpusobi ztratu ukazatele na stile jesté alokovanou pamét a dojde
nevyhnutelné k iniku. Funkce safe_realloc oproti tomu vraci vzdy nenulovy

ukazatel, pivodni nebo novy. Informaci o ispéchu vraci ve vstupnim ukazateli
*0k. Zaroven funkce zajistuje i minimalni alokaci jednoho bytu.

void xsafe_realloc (void xp, size_t n, size_t size, Bool xo0k)

{
void *pnew ;
pnew = realloc (p, MAX (n,1) * size) ;
xok = (pnew != NULL) ;
return ((xok) ? pnew : p) ;
}

5.4.5.2 Binarni haldy

Dalsi implementacni zajimavosti, kterd stoji za zminku, je hledani ¢tyr sloupcu
s nejnizsi horni mezi stupné. Kdyby nas zajimal vzdy jen jeden sloupec s nej-
nizsi horni mezi, prirozenou volbou datové struktury by byla binarni halda.
Prvek haldy by byl index sloupce a H-vlastnost by spocivala v nizsi horni mezi
stupné predka nez potomka. Pti vybéru pivotniho sloupce by doslo k odstra-
néni vrchniho prvku.

Jenze nas zajimaji vrchni ¢tyti prvky, nebo i vice, pokud zménime parame-
try algoritmu. Proto zavedeme druhou binarni haldu rozhodujici o tom, které
prvky hlavni haldy jsou nejvice na vrchu. Postup nalezeni k vrchnich prvka
haldy H je popsan algoritmem Druhé halda je zde oznacena H' a jeji
prvky jsou indexy prvkia v haldé H. Zacind prazdna. Nejprve do ni vlozime
index vrchniho prvku H, tedy 1, ten je jisté nejvice vrchni. Poté postupujeme
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nejvyse v k krocich tak, Zze vzdy odstranime vrchni prvek H’ odkazujici na
k-ty nejvrchnéjsi prvek H a priddme do H' oba syny tohoto prvku H (pokud
existuji).

Algoritmus 5.11 Nalezeni k vrchnich prvka haldy H
Vstup: H, k
Vystup: z ...Pole k vrchnich prvka
H' «+ empty__heap()
H' + H'.insert(1)
while |z| < k && H’ je neprazdna do
a « H'.extract_top()
z[|z| + 1] «+ H]a]
if left_child(a) < |H| then
H' «+ H'.insert(left_child(a))
if right_child(a) < |H| then
H' + H'.insert(right_child(a))
end if
end if
end while

Tento algoritmus ma slozitost O(klog k), v daném kontextu je toto ovSem
rovno O(1), jelikoz k je vici vnéjsimu algoritmu zanedbatelna konstanta.

Kdyz pak z k kandidata na pivotni sloupec vybereme toho pravého, od-
stranime jej z haldy H. Nebude vzdy vrchni, proto se nejednd o standardni
operaci extract_top(), ale o operaci obdobnou, kde na misto odstranéného
prvku vlozime posledni prvek haldy a spustime z néj algoritmus udrzeni H-
vlastnosti smérem dolt.

H-vlastnost haldy H je zaloZena na hornich mezich stupnu sloupcu. Ty
se v prubéhu algoritmu méni. Zméni-li se kdykoli horni mez stupné néjakého
sloupce, je tfeba na jemu odpovidajicim prvku haldy spustit algoritmus udr-
zeni H-vlastnosti, a to bud vzhiru, pokud horni mez klesla, nebo doli, pokud
horni mez stoupla. Najit tento odpovidajici prvek chceme v konstantnim case,
proto udrzujeme jesté inverzi haldy H, kterd ndm pro index sloupce dodé in-
dex v H. Udrzba inverze p¥id4vé jen malou konstantni sloZitost operacim nad
haldou.

5.4.5.3 Iterator

V pritbéhu algoritmu v riznych situacich potfebujeme prochézet seznam ele-
mentu kontribuujicich do urcitého radku nebo sloupce. VSechny tyto prichody
maji spoleény postup, kde vzdy kontrolujeme, zda dany element jesté existuje,
a pokud ne, odstranime jej ze seznamu. Co se lisi je akce, ktera je s elementy
provadéna.
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Pro omezeni duplicitniho kédu se ukazalo jako nejvhodnéjsi reseni defino-
vat jednu funkci, kterd seznam prochézi, nazvéme ji iteratorem, a predavat ji
adresy jinych funkci, které ma iterator pro kazdy nalezeny element zavolat. Po-
tfebujeme také zavolané funkci dopravit dodatecné informace, ty predavame
pomoci ukazatele typu void.

5.5 Implementace reseni soustavy

Vystupem LU faktorizace popsané v sekci jsou faktory L a U, které je
nasledné mozné pouzit pro vyreseni soustavy Ax = b. Tato ¢ast implementace
je inspirovand vice knihovnou CSparse popsanou v sekci nez knihovnou
UMFPACK. Je velice jednoduché a nepouziva GPU.

5.5.1 Vstupy

Vstupem algoritmu feseni je jednak vystup algoritmu LU faktorizace, ktery
je popsan v sekci a jednak vektor pravych stran tolikanasobny, kolik je
prvociselnych modult.

5.5.2 Vystupy

Vystupem algoritmu je vektor feseni x, ktery je opét tolikanasobny, kolik je
prvociselnych modula. Vektor x je vracen ve stejné datové strukture, v které
byl na vstupu vektor b, ¢ili vektor b je nahrazen vektorem x.

5.5.3 Popis algoritmu

Algoritmus implementuje TeSeni soustavy pomoci faktori L a U, jak je po-
psano rovnici Jedna se o ¢tyti kroky. Prvnim je permutace vektoru pravé
strany b podle rddkové permutace P. Druhym je feSeni dolni trojihelnikové
soustavy s faktorem L. Tretim je feseni horni trojihelnikové soustavy s fakto-
rem U. Poslednim je opét permutace, tentokrat podle té sloupcové (Q). Popis
v pseudokddu je v algoritmu

Algoritmus 5.12 Reseni soustavy pomoci faktori z LU faktorizace

Vstup: L, U, b, P, Q, seznam prvociselnych moduli p
Vystup: =

x4+ b

x < P(x)

x < lower__solve(L, x,p)

x < upper__solve(U, z, p)

z 4 Q(z)
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Permutace P v prvnim kroku prevadi staré indexy na nové (soustavy jsou
feseny v novych), tedy se jednd o inverzni permutaci. Potfebujeme zde ale
i permutaci normalni, protoze jak bylo feceno v sekci inverzni permutace
v nasem pripadé potfebuje ovéreni. Permutace @) v poslednim kroku prevadi
nové indexy zpét na staré, jednd se tedy o normalni permutaci.

5.6 Testovani

Prilozena knihovna a testovaci programy je nejprve tieba sestavit — v hlavni
sloZce programu spustit prikaz make. Prikaz je mozné konfigurovat parametry:

CUDA=false Zadost o pouziti sekvenéniho CPU kernelu misto CUDA GPU
kernelu.

INFO=true Pri spusténi bude zapnut strohy informacni vypis.

DEBUG=true Pri spusténi bude zapnut detailni vypis. Pro vétsi soustavy
predstavuje tato volba velmi dlouhou dobu béhu.

TIME=true Po skonceni programu budou vypsany podrobné informace o dobé
béhu riznych jeho c¢asti.

Sestaveni je v tuto chvili mozné jen na Linuxu a na macOS. Nevyzaduje
zaddné neobvyklé baliky kromé funkéniho CUDA kompildtoru nvce.

Binarni knihovna se objevi ve slozce Lib, testovaci programy ve slozce
Demo. Smazat bindrni soubory a vratit se do vychoziho stavu je mozné prika-
zem make clean.

GPU kernel lze testovat samostatné obalujicim algoritmem, ktery spusti
¢astecnou faktorizaci jedné frontdlni matice dané velikosti a daného poctu pi-
votll nad zadanym poctem prvociselnych modulii. Stejny algoritmus je mozné
pouzit i pro testovani sekvenéni CPU verze kernelu pri parametru sestaveni
CUDA=false. Popis testovaciho programu je v algoritmu Spustitelny pro-
gram se nachazi ve slozce Demo, jmenuje se factorFrontalMatrix a ocekava
nésledujici parametry:

Pocet radkt Pocet radka frontdlni matice.
Pocet sloupcii Pocet sloupcti frontalni matice.
Pocet pivoti Pocet pivotnich radku a sloupcu z celkového poctu.

Pocet tkoli Pocet ndhodnych tkolt s ndhodnymi moduly, které maji byt
spustény soubézné.

Reseni soustavy multifrontalni LU faktorizaci lze testovat pomoci pro-
gramu luSolveDemo ve slozce Demo. Program je tfeba volat se Sesti parametry:
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Algoritmus 5.13 Test GPU kernelu faktorizaci jedné frontdlni matice

Vstup: [P, [F], [p|

Vystup: ovérovaci Mathematica notebook, ¢as béhu kernelu

: Vygeneruj |p| ndhodnych tkoli danych rozméra s nahodnymi moduly.
: Vypis bloky tkolt do Mathematica notebooku.

: Spust algoritmus faktorizace téchto tkold.

: Vypis faktorizované bloky tkoli do Mathematica notebooku.

VI R

Soubor obsahujici matici soustavy Cesta k souboru obsahujicimu vstupni
matici A v souradnicovém formatu. Jeden fadek obsahuje jednu hodnotu
matice zadanou trojici index radku, index sloupce, hodnota. Cel4 ¢isla
v trojici jsou oddélena mezerami. Indexy musi byt mensf nez 232, hod-
noty mohou byt az 264 — 1, ale budou z nich poéitany zbytky po déleni
zadanymi moduly a ty smi byt nejvyse 232.

Soubor obsahujici vektor pravé strany Cesta k souboru obsahujicimu vstupni
vektor pravé strany b se souradnicemi oddélenymi mezerami nebo no-
vymi fadky. Hodnoty smi byt opét az 264 — 1, ale budou z nich poéitany
zbytky po déleni zadanymi moduly a ty smi byt nejvyse 232.

Pocet hodnot Celé ¢islo udavajici pocet nenulovych hodnot matice A, musi
byt mensi nez 264.

Pocet radka Celé ¢islo udavajici pocet fadka vstupni matice A, musi byt

mensi nez 232

Pocet sloupca Celé ¢islo udavajici pocet sloupcu vstupni matice A, musi
byt mensi nez 232.

Seznam modultt Seznam modult, v kterych ma byt soustava fesena. Mo-
duly jsou oddéleny mezerami. Zadny modul nesmi byt vétsi nez 232

Popis programu je v algoritmu
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Algoritmus 5.14 Test feseni soustavy multifrontalni LU faktorizaci

Vstup: A, b, seznam prvociselnych modula p
Vystup: ovérovaci Mathematica notebook, ¢as béhu kernelu
Proved multifrontalni LU faktorizaci matice A v modulech p.
for all p do
Zapis do Mathematica notebooku matici A.
Zapis do Mathematica notebooku faktory L a U.
Zapis do Mathematica notebooku vektor pravych stran b.
end for
Zapis do Mathematica notebooku radkovou permutac¢ni matici P.
Zapis do Mathematica notebooku sloupcovou permutac¢ni matici Q.
Vyres soustavu Az = b pomoci faktora L a U v modulech p.
for all p do
Zapis do Mathematica notebooku vektor vysledku x.
end for
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KAPITOLA 6

Meéreni

V této kapitole se budeme vénovat méreni vykonnosti implementace. Vzhle-
dem k tomu, ze byl GPU kernel zasazen do zjednodusené verze multifrontalni
LU faktorizace, ktera je jisté pomalejsi nez knihovna UMFPACK predstavena
v sekei nemd smysl srovnavat ¢as béhu algoritmu s UMFPACK nebo
s jinymi implementacemi. Smyslem je analyzovat zrychleni pomoci GPU. Bu-
deme tedy vzajemné srovnavat zjednodusenou verzi s GPU kernelem a bez
GPU kernelu.

Méreni bude provedeno na grafické karté Tesla K40c a procesoru Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2620 v2.

6.1 Parametry grafické karty

Grafickd karta Tesla K40c, na které budeme méfit, mé dle programu deviceQuery
nésledujici parametry:

CUDA Driver Version / Runtime Version 8.0 / 8.0

CUDA Capability Major/Minor version number 3.5

Total amount of global memory 11439 MBytes (11995054080 bytes)
(15) Multiprocessors, (192) CUDA Cores/MP 2880 CUDA Cores
GPU Max Clock rate 745 MHz (0.75 GHz)

Memory Clock rate 3004 Mhz

Memory Bus Width 384-bit

L2 Cache Size 1572864 bytes

Maximum Texture Dimension Size (x,y,z) 1D=(65536), 2D=(65536, 65536), 3D=(4096,
4096, 4096)

Maximum Layered 1D Texture Size, (num) layers 1D=(16384), 2048 layers
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Maximum Layered 2D Texture Size, (num) layers 2D=(16384, 16384), 2048 layers
Total amount of constant memory 65536 bytes

Total amount of shared memory per block 49152 bytes

Total number of registers available per block 65536

Warp size 32

Maximum number of threads per multiprocessor 2048

Maximum number of threads per block 1024

Max dimension size of a thread block (x,y,z) (1024, 1024, 64)

Max dimension size of a grid size (x,y,z) (2147483647, 65535, 65535)
Maximum memory pitch 2147483647 bytes

Texture alignment 512 bytes

Concurrent copy and kernel execution Yes with 2 copy engine(s)
Run time limit on kernels No

Integrated GPU sharing Host Memory No

Support host page-locked memory mapping Yes

Alignment requirement for Surfaces Yes

Device has ECC support Enabled

Device supports Unified Addressing (UVA) Yes

Device PCI Domain ID / Bus ID / location ID 0 /2 /0

6.2 Parametry procesoru

Procesor Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v2, na kterém budeme méfit, mé
dle programu lscpu nésledujici parametry:

Architecture x86_64

CPU op-mode(s) 32-bit, 64-bit
Byte Order Little Endian
CPU(s) 24

On-line CPU(s) list 0-23
Thread(s) per core 2

Core(s) per socket 6
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Socket(s) 2

NUMA node(s) 2

Vendor ID Genuinelntel

CPU family 6

Model 62

Model name Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v2 @ 2.10GHz
Stepping 4

CPU MHz 2100.091

BogoMIPS 4200.18
Virtualization VT-x

L1d cache 32K

L1i cache 32K

L2 cache 256K

L3 cache 15360K

NUMA node0 CPU(s) 0-5,12-17

NUMA nodel CPU(s) 6-11,18-23

6.3 Méreni kernelu samostatné

Nejprve budeme spoustét test osamostatnéného GPU kernelu s riznymi para-
metry a budeme srovnéavat cas béhu oproti sekvenéni CPU verzi kernelu. Tento
test spusti faktorizaéni kernel se sadou |p| tkolu velikosti m x n s k pivoty.
Sledovat budeme ¢as béhu samotného kernelu, celkovy cas faktorizace véetné
kopirovani dat na grafickou kartu a zpét a odpovidajici cas sekvenc¢ni verze.
Podil ¢asu sekvenc¢niho ku ¢asu na grafické karté véetné kopirovani nazveme
zrychlenim a bude nés zajimat jeho vyvoj pri urcitych zménach parametru.

Vysledky srovnavajici vykon podle riznych velikosti frontalni matice jsou
v tabulce [6.1] Jak je vidét téz z grafu zrychlen{ je tim vétsi, ¢im je veéts
matice. Je to protoze je lépe vyuzito masivniho paralelismu GPU. Je mozné,
ze pro veétsi problémy by zrychleni prestalo rust, nicméné tak velké frontalni
matice jsou vzacné.

Riiznou dobu béhu algoritmu faktorizace pfi zméné jen tvaru matice je
mozné pozorovat v tabulce Sekvencni algoritmus tvar matice prilis ne-
ovliviiuje, pocet operaci je pri stejném poctu hodnot stejny. GPU kernel je
naopak pri vétsim pomeéru stran znatelné zpomalovan, protoze aktualizace pi-
votnich Ffadki a sloupcii neni rovnomérné rozdélena mezi vlakna. Je-li navic
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jedna strana matice mensi nez segment kontribu¢niho bloku C'| pracuje pii
aktualizaci tohoto bloku jen ¢ast vldken. Vyvoj zrychleni je zobrazen v grafu
0.2

Srovnani vykonu pii oznaceni vice nebo méné radku a sloupct jako pivotni
je k vidén{ v tabulce[6.3]a grafu[6.3] Pti vétsim poctu pivot je zrychlenf vétsi,
protoze faktorizace pivotniho bloku a tprava bloku pivotnich fadku a sloupct
vyuzije vice GPU vléken.

V neposledni fadé je mozné sledovat i vyvoj v zavislosti na poc¢tu soubézné
fesenych tikold (poctu pracovnich prvociselnych modulit). Sekvenéni verze tyto
ukoly serializuje, GPU kernel je provadi jakozto bloky vlaken. Vysledky jsou
v tabulce [6.4] a zrychlen{ je zobrazeno v grafu [6.4] Jak je vidét, zrychleni se
prilis neméni. Je to protoze i GPU kernel bloky vldken na svych streaming
multiprocesorech serializuje.

6.4 Vstupni data

Uéelem méfeni celého fefeni soustavy pomoci LU faktorizace je srovnat rych-
lost pri zapojeném GPU kernelu s rychlosti pti zapojeném sekvenénim CPU
kernelu. Jako vstupni data pouzijeme nékolik nahodnych matic rtiznych veli-
kosti, jejichz statistické vlastnosti odpovidaji tém, které byly popsany v kapi-
tole 3] Pro srovndn{ budeme algoritmus méfit i na maticich s rovnomérnym
rozdélenim nenul a vétSimi hodnotami nez jedna.

6.5 Metodika méreni

V prvni fadé nés zajiméa srovnani ¢asu celého feseni soustavy ve dvou nastave-
nich: Za pouziti GPU kernelu a bez pouziti GPU kernelu. Algoritmus obalujici
kernel ale sestava z nékolika fazi a ackoli nema velky vyznam srovnédvat abso-
lutni ¢as béhu algoritmu s plnohodnotnéjsimi implementacemi jako je UMF-
PACK, mizeme alespon zmérit, které ¢asti naseho zjednoduseného algoritmu
trvaji déle nez jiné. Proto pri zapnutém sestavovacim prepinac¢i TIME=true
knihovna vypisuje celou strukturu informaci o ¢asech béhu jednotlivych ¢asti
algoritmu.

Meérime zvlast trvani algoritmu LU faktorizace a zv1ast feseni pomoci fak-
torit L a U. Pti métreni LU faktorizace pozorujeme tii tirovné detailu. Nejprve
nas zajima celkovy c¢as. Poté mame k dispozici rozpad na pét hlavnich ¢asti:
Inicializace, priprava frontalni matice, cyklus konstrukce frontalni matice, fak-
torizace frontalni matice (zde je pouzit GPU kernel nebo jeho sekvenéni ob-
doba) a dokonceni. Pfi jesté detailnéjsim pohledu mizeme méfit jednotlivé faze
konstrukce frontdlni matice. Jedna se o umisténi frontalniho radku a sloupce,
vypocet externich stupna radkia a sloupci, skladani jinych radka a sloupct,
hledani pristiho lokdlniho pivotu a na zavér jeho slozeni. Doby trvani téchto
fazi jsou zobrazeny v souctu pres vsSechny iterace.
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GPU
p| [m |n k |Cas kernelu|Cas v¢. kopirovani|CPU Zrychleni
100(100 |100 [16]5.597 39.260 450.297 |11.469
100(200 |200 [16]13.058 103.911 1936.639 (18.637
100{300 |300 |16|26.562 201.024 4461.810 |22.195
100(400 |400 [16|41.339 349.249 8039.634 |23.019
100(500 |[500 [16|70.189 476.547 12631.585|26.506
100{600 |600 [16]99.663 443.397 18290.026(41.249
100(700 |700 [16{129.540 653.232 25067.779|38.375
100(800 [800 [16|168.718 870.806 32781.827|37.645
100{900 |900 [16|206.283 1175.538 41497.005|35.300
100{1000{1000{16|255.601 1205.873 51336.821(42.572

Tabulka 6.1: Vysledky méfeni samostatného kernelu podle velikosti (ms)

45 T T T T T T T T T

40 | .

35 | + 4

30 B

Zrychleni pomoci GPU

15 | B

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Velikost frontalni matice

Obréazek 6.1: Zrychleni faktorizace frontalni matice pomoci GPU v zavislosti
na jeji velikosti

GPU
|p| |m n |k |Cas kernelu|Cas v¢. kopirovani|CPU Zrychlen{
100/1000 [1000{16|255.601 1205.873 51336.821|42.572
100|2000 |500 |16{269.771 1119.453 51163.924|45.704
100/4000 |250 |16(288.289 1217.387 50521.756|41.500
1008000 |125 |16(319.195 1296.142 49121.223|37.898
100{20000|50 |16]|478.361 1450.470 44878.162|30.940

Tabulka 6.2: Vysledky méfeni samostatného kernelu podle tvaru (ms)
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Obréazek 6.2: Zrychleni faktorizace frontdlni matice pomoci GPU v zavislosti
na jejim tvaru

GPU

|p| |/m |n |k |Cas kernelu|Cas vé. kopirovani|CPU Zrychleni
100{1000{1000|2 [51.237 1118.264 8289.123 |7.412
100{1000{1000|4 |82.224 960.429 14570.782|15.171
100|1000{1000{6 [113.269 1192.173 20773.248|17.424
100({1000{1000|8 |136.662 1021.177 26840.341|26.283
100{1000{1000|10{167.831 1263.619 32938.806(26.067
100/1000{1000|12{196.641 1295.712 39770.211(30.693
100{1000{1000|14|227.304 1332.005 45180.413|33.919
100{1000{1000{16|255.353 1087.431 51308.374]47.183

Tabulka 6.3: Vysledky méreni samostatného kernelu podle poctu pivotnich
radku a sloupci (ms)

GPU
p| lm |n k [Cas kernelu|Cas v¢. kopirovani| CPU Zrychleni
10 |1000{1000(16{36.761 137.928 5152.462 |37.356
20 [1000(1000|16|72.585 275.287 10255.552|37.254
30 [1000(1000|16|73.242 327.051 15403.479(47.098
40 {1000{1000{16(109.669 492.967 20507.219|41.599
50 [1000(1000|16|144.652 757.067 25633.611|33.859
60 [1000(1000|16|146.322 756.245 30761.277|40.676
70 [1000(1000|16|182.508 890.451 36079.022|40.517
80 [1000(1000|16|217.207 1031.091 41233.476|39.990
90 [1000(1000|16|219.643 1119.713 46559.114|41.581
100{1000{1000{16(255.373 1333.405 51921.631|38.939

Tabulka 6.4: Vysledky méreni samostatného kernelu podle poctu soubézné
fesenych tloh (ms)
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Obréazek 6.3: Zrychleni faktorizace frontalni matice pomoci GPU v zavislosti
na poctu pivotnich radki a sloupci
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Obréazek 6.4: Zrychleni faktorizace frontalni matice pomoci GPU v zavislosti
na poctu prvociselnych modul — soubézné resenych tloh
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6. MEREN{

Reseni soustavy pomoci piipravenych faktort L a U méfime jednak celkové
a jednak rozdélené na ¢tyti fize — na permutaci podle fadkové permutace P,
feseni dolni trojihelnikové soustavy s matici L, feseni horni trojihelnikové
soustavy s matici U a permutaci podle sloupcové permutace Q.

6.6 Vysledky

Podivejme se nyni na vysledky vsech provedenych méfeni, nejprve nad sousta-
vami odpovidajicimi vlastnostem popsanym v kapitole |3}, poté nad soustavami
s rovnomérnym rozlozenim hodnot. Rozmérné tabulky zobrazené v této sekci
neposkytuji dost prostoru pro vysvétleni jednotlivych sloupci, proto nejprve
uvedme jejich popis:

n Pracovni téleso GF(2")

|p| Pocet prvodiselnych faktort — pocet soubézné fesenych tloh

h Pocet nenulovych hodnot

r Pocet radku

c Pocet sloupci

GPU faktorizace Cas faktorizaci frontélnich matic pomoci GPU kernelu
GPU celkem Celkovy cCas TeSeni soustavy se zapojenym GPU kernelem

CPU celkem Celkovy cas feseni soustavy se zapojenou sekvencnich CPU
obdobou GPU kernelu

CPU ostatni Detailni doby trvani jednotlivych fazi algoritmu (pfi zapojené
sekvenéni obdobé kernelu)

Jednotlivé faze algoritmu jsou ve sloupcich oznaceny jen ¢isly a pismeny,
zde je legenda:

1 Inicializace

2 Priprava frontaln{ matice

3 Vlozeni pivotniho radku a sloupce

4 Vypocet externich stupnu radku a sloupcu
5 Sestaveni jinych radkt a sloupct

6 Hledani pristiho lokalniho pivotu

7 Sestaveni pristiho lokalniho pivotu
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6.6. Vysledky

8 Faktorizace frontalni matice

9 Dokonceni

a Permutace podle radkové permutace
b Reseni dolni trojihelnikové soustavy
¢ Resenf horni trojihelnikové soustavy

d Permutace podle sloupcové permutace

Tabulka ukazuje vysledky méreni nad soustavami statistickych vlast-
nosti odpovidajicich soustavam vznikajicim v index calculu. V prvnim sloupci
vidime n urcujici téleso GF'(2"), kde by se takovd soustava mohla vyskytnout.
V horni ¢ésti tabulky je zanesen vyvoj podle zvétsujiciho se n. Ve spodni ¢asti
pak muzeme pozorovat vyvoj v zavislosti na poc¢tu prvociselnych moduli,
v kterych je soustava resena.

7 horni c¢asti tabulky je patrné, ze pro vétsi télesa Cas béhu prudce
roste, viz také graf [6.5] Podstatné zjisténi je to, ze je GPU verze pomalejsi.
Az pri n = 96 se GPU verze blizi té sekvenéni. Jak ukazuje graf zrychleni
roste a pravdépodobné by pro vétsi problémy déle rostlo, nicméné jsme da-
leko pod zrychlenim, které jsme pozorovali pri méfeni samostatného kernelu.
Problém je v tom, ze, jak je mozné pozorovat pri zapnutych informativnich
vystupech programu, frontalni matice jsou pomérné malé. Matice soustav jsou
tak ridké, ze po vétsinu algoritmu pracujeme s frontdlnimi maticemi s jednim
pivotnim radkem a sloupcem a jednotkami radki a sloupct nepivotnich. To je
pro pouziti GPU kernelu velice nevyhodné. Pustime-li se do kopirovani dat na
grafickou kartu a chceme-li vyuzit jejtho vykonu, potiebujeme mit dostatek
dat, aby pracovala pokud mozno vsechna vlakna co nejefektivnéji. Jinak je
lepsi pouzit CPU.

Dolni ¢ast tabulky zobrazuje vyvoj podle poctu prvociselnych moduli,
v kterych soubézné pracujeme. Jak je vidét z grafu [6.7] ¢asy obou zpusobu
feSeni se vyvijeji vice méné linedrné, a graf[6.8/ potvrzuje, ze zrychleni (v tomto
pripadé zpomaleni) prilis neroste ani neklesa. Je to proto, ze jak CPU tak GPU
musi tkoly do velké miry serializovat.

Déle je v tabulce [6.5]mozné doéist se detailnich tidajt o prubéhu algoritmu.
Je patrné, ze nejvice casu (pomineme-li numerickou faktorizaci na GPU) al-
goritmus travi ve fazi sestavovani lokdlnich faddku a sloupcu (faze 7). To je
dédno predevsim tim, ze pro kazdy radek ¢i sloupec, ktery sestavujeme, mu-
sime projit vSechny radky ¢i sloupce frontalni matice, abychom zjistili, zda
uz je pritomen. Bylo by mozné zkusit udrzovat radky a sloupce ve frontalni
matici sefazené, aby toto hledéni bylo logaritmické (na druhou stranu by bylo
pomalejsi vkladani novych).

Tabulka obsahuje vysledky méreni nad soustavami se stejnym poctem
sloupcii a podobnym poc¢tem hodnot na radek, ale s hodnotami rozmisténymi
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GPU CPU
LU faktorizace Reseni
Stavba F
n| |p| h T c|Faktorizace Celkem 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Celkem a b c d|Celkem Celkem | Zrychleni
16| 10 70 36 8 5366.597 5366.946| 0.043 0.139| 0.016| 0.007| 0.013]0.006 0.008 0.145]0.004 0.437{0.002(0.005|0.005]0.001 0.016 0.453 0.000
32| 10| 1122 427| 41 4467.379 4476.802| 0.427 2.845| 0.198] 0.108| 0.152]0.039 4.760 1.953]0.021 10.781[0.006[0.020{0.029[0.003| 0.059 10.840 0.002
48| 10| 2242| 812| 71 4571.934| 4601.031| 0.778 6.639| 0.439| 0.206]| 0.323]0.065 18.713| 4.096[0.039 31.789[0.009]|0.033[0.060|0.005] 0.112 31.901 0.007
64| 10[18239| 6209226 5227.153 9189.905| 6.578| 180.740| 3.928| 1.905| 2.905|0.264 3529.572| 36.450(0.254 3764.1920.043|0.138|0.170(0.014| 0.369 3764.561 0.410
80| 10[34454(11378(412 5961.204| 28268.012(12.185| 571.064| 8.411| 5.103| 6.621|0.497| 21659.013| 72.017[0.635| 22338.561|0.089|0.254(0.311|0.023| 0.680| 22339.241 0.790
96| 10[94858]|30709|747 7459.498[305323.823|34.662[4301.262|38.517[17.381[20.867[1.050{292989.193[208.041|1.662]|297618.439]0.267[0.650]/0.561|0.063 1.546]297619.985 0.975
64| 10[18239| 6209226 5227.153 9189.905| 6.349| 180.742| 3.948| 1.945| 2.920|0.275 3529.070| 36.368(0.255 3763.644/0.059(0.139(0.170(0.014| 0.386 3764.030 0.410
64| 20[18239| 6209226 6862.581| 10862.443|10.477| 215.758| 6.800| 1.940| 3.543|0.274 3730.326| 67.895(0.296 4038.947|0.072]0.201|0.337(0.025| 0.639 4039.586 0.372
64| 30[18239| 6209|226 6233.110]| 10359.683[13.890| 252.857[12.306| 2.287| 4.471]0.288 4056.009|104.108[0.333 4448.366[0.189]0.315[0.513[0.041 1.063 4449.429 0.429
64| 40|18239| 6209[226 6669.876| 11050.477[19.933| 290.829|18.576| 2.327| 5.250|0.281| 3998.275[139.335|0.377| 4477.004|0.239[0.594(0.810[0.063| 1.710| 4478.714 0.405
64| 50[18239| 6209226 7126.791| 11787.510(24.615| 327.190(26.113| 2.385| 6.093|0.266 4063.647|172.462(0.440 4624.9120.267(0.6090.944|0.079 1.904 4626.816 0.393
64| 60[18239| 6209|226 8563.732| 13379.429|30.777| 372.015|34.935| 2.692| 7.164|0.287 4286.383|208.894|0.481 4945.414]0.355|1.073|1.318|0.105 2.854 4948.268 0.370
64| 70[18239| 6209|226 8047.444| 13069.722|36.055| 411.547[44.881| 2.686| 8.250|0.294 4606.754|244.272(0.539 5357.125[0.448|1.377[1.609|0.130| 3.568 5360.693 0.410
64| 80[18239( 6209226 8441.194| 13718.988|41.595| 452.177|55.147| 2.749| 9.225[0.272 4635.608|287.252(0.593 5486.303|0.454|1.082|1.668|0.145| 3.353 5489.656 0.400
64| 90[18239( 6209(226| 10019.358| 15513.543|46.627| 494.207(65.759| 2.969|10.569(0.296 4778.788|330.709(0.637 5732.446|0.601|1.865(2.200(0.176| 4.847 5737.293 0.370
64[100[18239| 6209(226| 10442.996| 16176.431[51.935| 537.154[78.034| 2.955[11.525]0.280 5038.540(374.282(0.687 6097.093[0.590|1.384[2.121]0.220| 4.320 6101.413 0.377
Tabulka 6.5: Méfeni nad soustavami patfi¢nych vlastnosti (ms)
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Obrézek 6.5: Cas béhu algoritmu feseni soustavy v zavislosti na velikosti télesa
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Obréazek 6.6: Zrychleni algoritmu feseni soustavy pomoci GPU v zavislosti na
velikosti télesa
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rovnomérné. Vyvoj hodnot je velmi podobny. Casy jsou ale kratsi, rychlost
tedy veétsi.

Jednim z diivodti rychlejsiho feseni soustav s rovnomérnym rozmisténim
jsou mensi frontalni matice v pozdéjsich fazich algoritmu. Husté sloupce u jedné
strany matic soustav vyskytujicich se v index calculu totiz zptisobuji velkou
vypln nenul, i kdyz jsou vybrany co nejpozdéji.

Druhym urychlovac¢em jsou vétsi hodnoty v maticich. Zatimco v mati-
cich prislusicich index calculu jsou vétsinou jednicky, v téchto maticich jsou
libovolna 32 bitova ¢isla. Jsou-li v matici samé jednicky (nebo jakékoli jiné
hodnoty vsechny stejné), dochazi ¢asto k jejich vzédjemnému odecteni béhem
faktorizace frontalni matice a k nutnosti faktorizaci opakovat s mensim poc¢tem
pivoti.

Grafy az zalozené na tabulce odpovidaji formou grafiim
az [6.8] a maji podobny vyvoj s vyjimkou grafu [6.12] ktery na rozdil od grafu
jednoznacné roste. Zd4 se, ze u soustavy s ndhodnym rozmisténim dokaze
GPU lépe vyuzit vykonu napii¢ bloky vlaken. Divodem jsou pravdépodobné
mensi frontaln{ matice.
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GPU CPU
LU faktorizace Reseni
Stavba F'
n| |p| h r| ¢ 8| Celkem 1 2 3 4 5 6 7 8 9| Celkem a b c d|Celkem| Celkem|Zrychleni
16| 10 70 36 8[4316.332| 4316.622|0.039 0.083| 0.015| 0.008 0.024]0.008 | 0.027 0.177|0.006 0.441(0.002| 0.010[ 0.053|0.001 0.069 0.510 0.000
32| 10| 1122 427| 41(4410.640| 4413.051(0.147 0.719| 0.113| 0.082 0.380(0.044| 0.350 2.660(0.029 4.780({0.005| 0.065| 0.311[0.004 0.387 5.167 0.001
48| 10| 2242 812| 71(4504.494| 4509.663|0.264 1.458| 0.218| 0.155 1.188]0.083| 0.679 8.787|0.059 13.295|0.006( 0.139| 0.556|0.004 0.709 14.004 0.003
64| 10[18239| 6209(226|5049.299| 5147.650[0.888| 21.281| 1.996| 1.545 49.575[0.532| 5.985| 229.008(0.487 312.984(0.019| 1.036| 2.456|0.013 3.529 316.513 0.061
80| 10[34454(11378[412|5966.358| 6494.190|1.557|114.568| 6.511| 4.678| 353.809|1.475|15.483|1168.779|1.383| 1671.794|0.037| 2.907| 5.226(0.024 8.199| 1679.993 0.259
96| 10[94858]|30709|747|9751.079]|14785.099|2.756[886.580[40.051[17.925[3572.061[6.288[57.191|6827.343|3.999[11425.261[0.093| 8.081 0.047| 20.267|11445.528 0.774
64| 10[18239| 6209(226|6097.894| 6197.369[0.911| 21.347| 1.981| 1.541 49.647(0.533| 6.009| 230.140(0.493 314.292(0.033| 1.035 0.013 3.537 317.829 0.051
64| 20[18239| 6209|226|5425.952| 5587.606|1.416| 38.819| 4.379| 1.609 84.170(0.494| 9.451| 462.420(0.817 605.179(0.038| 1.982 0.027 6.928 612.107 0.110
64| 30[18239| 6209(226|5806.091| 6064.582[1.814| 58.336| 6.974| 1.742| 128.614[0.534[13.865| 691.604|1.452 906.636|0.098| 3.214 0.044| 10.699 917.335 0.151
64| 40[18239| 6209(226(6139.680| 6483.705(2.477| 81.114| 9.927| 1.827| 175.372|0.500(18.446| 922.999(2.681| 1216.989|0.121| 4.165| 9.920|0.067| 14.276| 1231.265 0.190
64| 50[18239| 6209(226|7578.228| 8018.980(3.025|104.508|13.340| 1.953| 226.052|0.532(23.594|1157.906|3.421| 1536.046|0.255| 6.350|13.346|0.090| 20.045| 1556.091 0.194
64| 60[18239| 6209[226|6883.061| 7440.556|3.530|128.133|16.917| 2.039| 273.924]0.507|28.480[1396.909|3.956| 1856.049]|0.266| 6.847|15.433|0.110| 22.660| 1878.709 0.252
64| 7018239 6209(226|7249.256| 7900.237(4.009|151.760|20.816| 2.122| 327.591|0.517|33.892|1627.467|4.970| 2174.754]|0.320| 8.178|18.282|0.134| 26.918| 2201.672 0.279
64| 80[18239| 6209(226|7631.483| 8343.062(4.499|208.993|29.454| 2.531| 451.537|0.516|44.114|1896.457|7.026| 2646.907(0.510|11.663|21.151(0.159| 33.487| 2680.394 0.321
64| 90[18239| 6209(226(8022.113| 8904.034|5.003]|200.139|29.090| 2.337| 436.302|0.521|45.021|2105.092|6.424| 2831.532|0.454|11.292|23.818|0.198| 35.767| 2867.299 0.322
64[100[18239| 6209(226|8377.467| 9374.602(5.662|225.868|33.844| 2.474| 496.022]0.538[51.027(2335.215(7.222| 3159.684|0.659[16.608(29.319/0.236| 46.825| 3206.509 0.342

Tabulka 6.6: Méfeni nad soustavami s rovnomérné rozlozenymi nenulovymi prvky (ms)
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Zaver

Cilem prace bylo popsat problém diskrétniho logaritmu a algoritmus zvany
index calculus jakozto nejefektivnéjsi znamy zpusob jeho feseni. Dalsim cilem
bylo prozkoumat moznost zrychleni jedné z fazi tohoto algoritmu pomoci gra-
fické karty pocitace, konkrétné kroku, v kterém je tieba resit rozsahlou ridkou
soustavu linedrnich kongruenci.

Existuje nékolik znamych postupu, jak Tesit soustavu linedrnich rovnic.
Vétsina z nich sestdva ze dvou hlavnich fazi: Faze faktorizacni, kterd hleda
rozklad matice soustavy na souc¢in dvou nebo vice matic, a faze resici, kterd
tento rozklad vyuzije k nalezu feseni. Prvni z téchto fazi je vétsinou vyrazné
naroc¢néjsi. V této praci se podarilo nalézt a popsat tii takové postupy zalozeny
na tfech ruznych dekompozicich matice soustavy: Choleského faktorizaci, LU
faktorizaci a QR faktorizaci.

Prace se dale zabyvala specifickymi tpravami, které je tieba do téchto
znamych algoritmu zavést, aby bylo mozné jejich prostiednictvim fesit nejen
linedrni rovnice, ale i linearni kongruence. Jak se ukazalo, QR faktorizaci nelze
pouzit, protoze pro polovinu hodnot, které se v matici soustavy mohou objevit,
neni v modularni aritmetice definovina druhd odmocnina.

Prozkoumény byly i statistické vlastnosti soustav, které jsou v tomto kroku
index calculu tfeba Tesit. Na jejich zdkladé byla vyTazena moznost pouziti Cho-
leského faktorizace, protoze je soustava prilis méalo symetricka. Diky znalosti
statistickych vlastnosti se podarilo vyvinout algoritmus, ktery generuje ukaz-
kové ndhodné soustavy rychleji, nez je generuje index calculus. To je vyhodné
pro testovani.

7 popsanych postupt zbylo jen feseni pomoci LU faktorizace, tj. rozkladu
matice soustavy na soucin dolni a horni trojihelnikové matice (a pripadnych
permutacnich matic). Préace se dale zabyvala existujicimi implementacemi LU
faktorizace a moznostmi jejich prevodu do modularni aritmetiky a na grafickou
kartu. Podafilo se nalézt tfi existujici implementace: CSparse (jednoduchou

vvvvvv
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v MATLABu) a védeckou préci zabyvajici se moznosti pfevodu numerického
jadra knihovny UMFPACK na grafickou kartu.

Na zakladé vyzkumu byl zvolen postup pokusit se implementovat novou
zjednodusenou podobu algoritmu pouzitého v knihovné UMFPACK. Imple-
mentace se podarila a je plné funkéni véetné nékolika potfebnych dprav, pre-
devsim pro modularni aritmetiku, pro praci souc¢asné v nékolika prvociselnych
modulech (to je nutné v pripadé, ze fad grupy je slozeny) a pro obdélnikovou
matici soustavy (protoze se v index calculu muze stét, ze je tfeba vygenerovat
vice kongruenci nez je pocet neznamych).

Pro grafickou kartu byl tspésné implementovan GPU kernel ¢aste¢né fak-
torizujici hustou frontdlni podmatici vstupni matice soustavy, coz je dil¢i krok
multifrontdlni LU faktorizace, do néjz se soustiedi velkd vétSina numerickych
operaci. Spolu s GPU kernelem byla pro srovnani vyvinuta i jeho sekvenéni
podoba urcena pro bézny procesor. Pri sestaveni prilozené zjednodusené im-
plementace multifrontalni LU faktorizace je mozné zvolit, kterd verze vypo-
¢etniho kernelu bude zapojena.

Jak pro samotny GPU kernel, tak pro cely algoritmus multifrontdlni LU
faktorizace byly vyvinuty testovaci programy. Jejich prostrednictvim bylo otes-
tovano reseni ukazkovych soustav kongruenci, jednak takovych, jejichz statis-
tické vlastnosti se blizi vlastnostem soustav, které skutec¢né vznikaji v postupu
index calculu, a jednak takovych, kde je rozlozeni nenulovych prvka vice rov-
nomerné.

Pri testovani bylo odhaleno, ze ackoli je implementovany GPU kernel v béz-
ném piipadé podstatné vykonnéjsi nez jeho sekvenéni podoba (zrychleni je
v fadu desitek), pri zapojeni do konkrétniho problému multifrontélni LU fak-
torizace matic soustav patricné ridkosti predstavuje GPU kernel oproti sek-
vencéni podobé spise drobné zpomaleni. Hlavni pri¢inou je prilis maly pocet
kroku faktorizace uvniti kazdé frontalni matice, coz je dédno extrémni rid-
kosti matic. GPU kernel predstavuje zrychleni tehdy, kdyz se v ném odehrava
vétsi mnozstvi prace, jinak je kopirovani dat do paméti grafické karty a zpét
neadekvatné pomalé.

Cilem prace bylo zjistit, zda je vhodné jeden vybrany krok index calculu
urychlit pomoci grafické karty. Jak se ukazalo, prinejmensim pii tomto zvole-
ném postupu to vhodné neni. D4 se Tici, zZe se jedna o dobrou zpravu, protoze
problém diskrétniho logaritmu zustava i nadale tézkym problémem a bezpec-
nost Sifer, které na néj spoléhaji, neni touto praci snizena.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

GPU Graphical processing unit
CPU Central processing unit

UMFPACK Unsymmetric multifrontal package
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

readme.txt ...t obsah CD a pokyny pro sestaveni knihovny

| _src
1 PP zdrojové kédy implementace
5T o knihovna
RN v 1. = =3 « R generatory matic
thesis ....vvviiiiinnnnnn.. zdrojova forma prace ve formatu KITEX
I = v text prace
tthesis AL text prace ve formatu PDF
thesis.pS..covviiiiiiiiiiiiii i, text prace ve formatu PS
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