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Abstrakt

Cilem prace je implementace Doolitlova algoritmu pro LU rozklad fidkych ma-
tic a seznameni s riznymi heuristikami pro sniZeni tvorby nenulovych prvku,
konkrétné s algoritmy Multiple Minimum Degree, Reverse Cuthill-McKee a
Markowitzova strategie. Dale se prace zabyva implementaci téchto algoritmu
a jejich porovnanim z hlediska casové a paméfové slozitosti.

Klicova slova LU rozklad, fidké matice, Doolittliv algoritmus, Multiple
Minimum Degree, Reverse Cuthill-McKee, Markowitzova strategie, C++

Abstract

The goal of this thesis is to implement Doolittle algorithm for LU decomposi-
tion of sparse matrices and to become acquainted with heuristics for reducing
fill-in, concretely with algorithms Multiple Minimum Degree, Reverse Cuthill-
McKee and Markowitz strategy. The thesis also goes in their implementation
and comparasion of their time and space complexity.

Keywords LU decomposition, sparse matrices, Doolittle algorithm, Mul-
tiple Minimum Degree, Reverse Cuthill-McKee, Markowitz strategy, C+-+
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Uvod

Matice jsou v dnesni dobé nedilnou souc¢asti mnohych oborti. Jsou vyuzivany
napfiklad v informatice, elektrotechnice nebo jaderném inzenyrstvi. Jejich te-
seni, zejména pak matic ridkych, muze byt vSak Casto Casové i pamétoveé velmi
naro¢nou operaci. LU rozklad matic mize znacné zjednodusit vyfeseni matice,
spocitani jejiho determinantu nebo urceni jeji inverze. Prace se proto vénuje
efektivni implementaci LU rozkladu pro ridké matice.

Na implementaci LU rozkladu byl pouzit Doolittliv algoritmus. Jelikoz se
jedné o ridké matice, jejichz vétsina prvka je nulova, jsou v praci popsany vy-
brané formaty ulozeni téchto typt matic. Dale se prace zabyva heuristikami,
které maji omezit vytvareni novych nenulovych prvkta. Na implementaci byly
vybrany nasledujici heuristiky: Multiple Minimum Degree Ordering, Reverse
Cuthill-McKee a Markowitz strategie. Hlavnim cilem této prace je pravé po-
rovnani téchto heuristik z hlediska casové a pamétové slozitosti.

V prvni Casti prace je popsan teoreticky zaklad z linedrni algebry, ktery
je nezbytny pro popsani pouzitych metod. Nésleduje popis Doolittlova algo-
ritmu a vybranych heuristik. Nakonec se prace zabyva existujicimi feSenimi a
popisuje implementaci efektivniho LU rozkladu matic.

Na zaveér jsou vybrané heuristiky testovany na maticich ziskanych z verejné
dostupnych zdroju a vysledky jsou porovnavany z hlediska ¢asové a pamétové
naroc¢nosti pro testované matice.






KAPITOLA 1

Popis problému

Pro popsani problému je potieba znat nékteré z definic z linearni algebry,
které jsou v této kapitole popsany. Déle jsou zde uvedeny rizné forméaty pro
ulozeni fidkych matic a nakonec je rozebran Doolittliv algoritmus.

1.1 Zakladni pojmy

Matice [1] (Readlnd) matice typu (m,n) je schéma

a1 a2 ot Qi

as1 Gz - Q2
A=1 . )

Gm,1 Gm2 **° Qmn

Strucnéji ji budeme zapisovat A = (a;;), kde i =1,2,...,ma j=1,2,..,n.

Nasobeni matic 2] Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) a B = (b;z) je
matice typu (n,p). Pak je definovan soucin matic A -B (v tomto poradi) jako
matice typu (m,p) takto: kazdy prvek ¢; ; matice A - B je dan vzorcem

n
Cik = ai,lbl,k+ai72b2,k+- . ~+ai7nbn,k = Z ai7jbj7k, 1€1,...,m, kel .. p.
Jj=1

Ctvercova matice [1] Pokud mé matice stejny pocet fadku i sloupci, zna-
mend to, ze je typu (n,n), nazyvame ji c¢tvercovou matici radu n. V opacném
pripadé hovorime o obdélnikové matici.

Jednotkova matice [2] Ctvercovou matici E typu (n,n) nazgvame jednotko-
vou matici, pokud pro jeji prvky e;; plati: e;; = 0 pro i # j a e;j; = 1 pro
i=7.



1. POPIS PROBLEMU

Regularni a singularni matice [3] Bud A ¢tvercovd matice. Existuje-li
¢tvercova matice B takova, ze plati

AB =BA =E,

nazyvame matici A reguldrni a B inverzni matici k matici A. Pokud A neni
reguldrni, nazyvame matici A singuldrni.

Transponovana matice [2] Necht A = (a; ;) je matice typu (m,n). Matici
AT = (a;;), kterd je typu (n,m), nazgvame transponovanou matici k matici
A. Matice AT tedy vznikne z matice A prepsanim Ffadkt matice A do sloupcti
matice AT, respektive prepsanim sloupcti matice A do Fadki matice AT,

Symetrickd matice [2] Ctvercovd matice A se nazyva symetrickd, pokud
A=AT,

Diagonala matice [2] Necht A = (a; ; je matice typu (n,n). Diagondla matice
A je skupina jejich prvkd aj1,a292,...,a,,. Prvek pod diagondlou je kazdy
prvek a; j, pro ktery plati i > j. Prvek nad diagonalou je kazdy prvek a; ;, pro
ktery plati ¢ < j.

Horni a dolni trojihelnikova matice [1] Rekneme, Ze matice A typu (m,n)
je horni trojuhelnikovd, jestlize a; ; = 0 pro vsechna i > j. Rekneme, Ze matice
A typu (m,n) je dolni trojihelnikovd, jestlize a; ; = 0 pro vSechna i < j.

LU rozklad [4] LU rozklad je rozklad regularni ¢tvercové matice na soucin
dvou matic A = L - U, kde matice L je dolni trojuhelnikova a U je horni
trojuhelnikova.

1.2 Formaty ulozeni ridkych matic

Tato ¢ast popisuje rizné formaty vnitiniho i vnéjsiho ulozeni uréené pro ridké
matice. V této sekci bylo ¢erpano z [5], [6] a [7].

1.2.1 Definice ridké matice

Ridké matice jsou ty matice, které maji vétsinu prvki nulovych, nicméné tato
hranice neni presné definovana. Orientacné volime takové matice, které maji
maximélné 10 % prvka nenulovych.

Takova definice ovSem neni presnd. Zalezi totiz na tom, co mame v timyslu
s takovou matici délat. Komprimovany forméat ulozeni ridkych matic v pocitaci
zpusobuje pomalejsi pristup k prvkim matice. V nékterych piipadech se ndm
tedy muze vyplatit ukladani ridké matice v hustém formatu, pokud vyuzivame

4



1.2. Formaty ulozeni ridkych matic

rychly algoritmus s ¢astym pristupem k matici, jehoz vlastnosti bychom zhor-
sili pouzitim nékterého formatu ulozeni pro fidké matice. Musime se tedy pred
vybérem formatu ulozeni rozmyslet, zda-li uprednostnime rychlost algoritmu
na ukor vyuzité paméti ¢i naopak.

1.2.2 COO format

Souradnicovy forméat (Coordinate format) se fadi mezi nejintuitivnéjsi kom-
primované formaty. K ulozeni matice potfebuje t¥i jednorozmérna pole row,
col, data o velikosti celkového poc¢tu nenulovych prvkil v matici. V poli data
jsou ulozeny vsechny nenulové prvky v poradi zleva doprava, shora dold, v po-
lich row, resp. col, pak indexy radku, resp. sloupct, danych prvka, tedy datafi/
je hodnota na pozici (rowli], col[i]). Mezi vyhody tohoto formatu patii rychla
konstrukce matice a jednoduchy prevod do jiného formatu ulozeni. Naopak
ale zabira vice paméti oproti ostatnim formatam pro ridké matice.

Priklad uloZeni matice v COO formatu
Predpokladejme néasledujici matici A definovanou:

2 0 00O
0 10 0 5 O
A=[4 0 1 0 0
0 0 070
0 0 3 01

Jeji ulozeni ve formatu COO pfi indexovani od jedné by bylo:

data 2 10 5 4 1 7 3 1
row 1 2
col 1 2 4 1 3 4 3 5

)
W
ot

1.2.3 CSR format

CSR (Compressed Sparse Row) formét je upraveny soufadnicovy format. K ulo-
zeni matice potfebuje také tii jednorozmérna pole row ptr, col ind, data,
na indexy matice vsak slouzi pouze pole col_ind. Stejné jako v souradnico-
vém formatu jsou prvky matice ulozeny v poradi zleva doprava, shora dolu a
v poli col_ind je ulozen index sloupce daného prvku. V poli col ptr je oproti
tomu ulozeno, kolikaté v celkovém poradi je prvni ¢islo na daném radku. Po-
kud bychom tedy chtéli zjistit, kde v matici se nachazi prvek data/i], museli
bychom najit, na jakém indexu pole row_ptr se nachézi hodnota ¢ (poradi
daného nenulového ¢isla v matici), a podle tohoto indexu bychom zjistili in-
dex radku. Index sloupce jednoduse nalezneme v poli col ind. Velikost poli
col_ind a data je tedy stejnd jako u COO formatu, velikost pole row_ pitr
zévisi na poctu radkt matice.
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Priklad uloZeni matice v CSR formatu
Ulozeni matice A ze sekce 1.2.2 ve formatu CSR pri indexovani od jedné by
bylo nasledujici:

2 0 00O
0 10 0 5 0
A=1]4 0 1 0 O

0 0 0170

0 0 3 01
data 2 10 | 5 4 1 7 3 1
col_ind 1 2 4 1 3 4 3
’rowiptrHl‘2‘4‘6‘7‘

1.2.4 CSC format

CSC (Compressed Sparse Column) formét je analogicky k CSR formatu. Pouze
pole pro ukladani index sloupce a radku jsou prohozené, tedy do pole row__ind
ukladame indexy radka a do pole col_ptr ukladame poradi prvku v matici pro
prvni prvek v daném sloupci. Aby toto mohlo fungovat, musi byt prvky v poli
data uloZeny v poradi shora dolt, zleva doprava. Pfi vybirani z CSR/CSC
format hledime na styl pristupu programu k prvkim matice. Pokud algorit-
mus pristupuje k matici po sloupcich, volime format CSC, pokud pristupuje
po fadcich, volime naopak format CSR, nebot takovéto ukladani je efektivni
z hlediska vyuziti cache paméti.

Priklad ulozZeni matice v CSC formatu
Ulozeni matice A ze sekce 1.2.2 ve formatu CSC pri indexovani od jedné by
bylo nésledujici:

2 0 0 00
0 10 0 5 0
A=14 0 1 0 O

0 0 0 70

0 0 3 01
data 2 4 10 1 3 ) 7 1
row ind 1 3 2 3 5 2 4
coLptr [[ 1 [3 ] 4]6] 8]




1.2. Formaty ulozeni ridkych matic

1.2.5 Vnéjsi format ulozeni Matrix Market

MM (Matriz Market) je verejné dostupny zdroj matic uklddanych v souborech
ve stejnojmenném formatu. Existuji dva typy tohoto formatu, a to ,array®,
ktery slouzi pro ulozeni hustych matic, a , coordinate “, ktery slouzi pro ulozeni
matic fidkych. Zamérime se na druhy typ tohoto formatu.

Soubor ve formatu MM ma presné danou strukturu. Na prvnim radku je
vzdy hlavicka, kterd upresnuje povahu celého souboru. Je zde obsazeno, o jaky
objekt se jednd (vétsinou tedy matice - ,matrix“, mize jim byt ale také vektor
- ,vector®), jestli je zvolen formét ,coordinate nebo ,array* jakého typu
jsou prvky v objektu (real, double, complez, integer) a nakonec jaky je typ
symetrie matice. Tento faddek vzdy zacind fetézcem ,,%%MatrixMarket “.

Mohou, ale nemusi, nasledovat komentare, které déle popisuji matici. Tyto
komentaie musi vzdy zac¢inat znakem ,% .

Nésleduje radek, ktery specifikuje pocet radku, sloupci a nenulovych prvki
v matici. Vzdy je ve tvaru m n nonzeros, kde m je pocet radk matice a n je
pocet sloupct v matici.

Nakonec soubor obsahuje samotna data. Pti zvoleném formatu ,,coordinate “
jsou data ve tvaru 7 j value, kde 7 je index radku, j je index sloupce a value je
samotnd hodnota prvku matice. Pokud je navic matice symetrickd, je v datech
obsazena pouze diagonala a prvky bezprostfedné pod ni.

Pro nazornost prevedeme matici A ze sekce 1.2.3 do formatu MM:

2 0 000
0 10 0 5 O
A=[4 0 1 0 0
0 0 070
0 0 3 01

$MatrixMarket matrix coordinate integer general
P

o° oo

iklad matice 5x5 s 8 nenulovymi prvky v MM formatu
8
2
0

O oW w NN B O
g w dH Wk >N OB
P w3 B> o0
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1.3 Doolittliv algoritmus pro nalezeni LU
rozkladu matice

7 definice LU rozkladu vime, Ze lze regularni ¢tvercovou matici rozlozit na
soucin dolni trojuhelnikové a horni trojihelnikové matice. Doolittlova metoda
[8] tento LU rozklad Tesi tak, Ze se navic prvky na diagondle ve vysledné matici
L rovnaji jedné. Problém LU rozkladu pomoci Doolitlovy metody je nejlépe
vidét na prikladu.

1.3.1 Prabéh Doolittlova algoritmu

Algoritmus 1 Doolittlova metoda pro LU rozklad

1: procedure DOOLITTLE

2 for k + 1 tondo

3 [[k][k] + 1

4: for m < k ton do

5: ulk][m] « alk][m]

6 for j«<— 1tok—1do

7 ulk][m] < ulk][m] — (k][] * ulj]im])
8 end for

9 end for
10: for i< k+1tondo
. 1K) = ali)[K])/ulk] K]
12: for j«1tok—1do
13: Uil[k] <= U[a)[k] — (2[d][4] * u[5][k]/u[k][K])
14: end for
15: end for
16: end for

17: end procedure

Necht matice A typu (3,3) je regularni, jeji LU rozklad bude vypadat
nasledovné:

a1l a2 G13 10 0 u11 U2 U3
A=lag1 agp as3|=1|ly 1 Of-| 0O ‘g wg3z|=LU
as1 as2 a3g3 la1 l32 1 0 0 usgs

V tomto algoritmu [9] je velice podstatné poradi vypoéitavanych prvki,
nebof na sobé samotné hodnoty zavisi. Jak mtzeme vidét v pseudokdédu 1 na
radku 7, v prvnim prichodu prvniho vnitfniho for cyklu bychom pro matici

8



1.3. Doolittliiv algoritmus pro nalezeni LU rozkladu matice

A nejprve ziskali prvky w1, ui2 a uq 3:

0
uin = a1 — Y (b ujn) = ay,
j=1
0
uig =ais—» (lij-uj2) = a1z,
j=1
0
U3 = a1,3 — Z(ll,j uj3) = ai 3.
j=1

Druhy vnitini for cyklus ndm vypocita hodnoty pro lo1 a l31:

0
ag1 — Y (laj - uj1)
log = = = 21
’ Uu1,1 U1
0
agn — Y (lsj - uj1)
31 = = = Bl
u1,1 U1

V dal$im prichodu bychom stejnym zptsobem ziskali hodnoty pro prvky us 2,
Uu2,3 a l3722

1
ugs = azs — Y (laj-uj2) = ass — (a1 - u12),

j=1
1
U23 = a2,3 — Z(ZQJ “uj3) = a3 — (lg; - u13),
j=1
1
aza =y (I3 - uj2)
o =1 _azp — (I3 - u1p)
32 = = :
U2,2 U22

A nakonec bychom dostali posledni chybéjici prvek us 3:

2

uz3 =ass— » (ls;j-uj3) =ass— (Is1-u1s+ls2-u3).
=1

V kazdém prichodu také samoziejmé nastavujeme kazdy prvek diagonaly ma-
tice L na hodnotu 1.



1. POPIS PROBLEMU

1.3.2 Casova a pamétova sloZitost

Casové slozitost Doolittlova algoritmu zavisi na rozmérech vstupni matice.
7 pseudokddu 1 na strance 8 muzeme tuto slozitost vycist jako

n n k-1 n k-1
o (> 1+ > > ).
k=1 m=k j=1 i=k+1 j=1
Z toho vyvozujeme slozitost O(n?).

Co se tyce pamétové slozitosti, algoritmus pro vypocty prvku pouziva
jak hodnoty vstupni matice A, tak nové vypocitané hodnoty matic I a U.
Neni tedy mozné algoritmus naimplementovat in-place (s priddnim pouze kon-
stantni paméti O(1)). Pokud bychom zvolili husty format ulozeni, potfebovali
bychom O(2 - n?) paméti navic, kde n je rozmér matice. Toto bychom mohli
optimalizovat na O(n?) piidané paméti, kdybychom matice L i U ukladali do
stejného pole, nebot se jedna o trojuhelnikové matice, kde navic matice L. m4
na diagondle pouze 1, které tedy nemusime nikam ukladat. Nejlepsi vyuziti
paméti (pokud pracujeme s fidkymi maticemi) dosdhneme vyuzitim nékterého
z Fidkych formatu ulozeni. Napriklad pfi pouziti CRS/CCS formétu bychom
pridali pouze O(2:(n+nnzL+nnzU)) paméti, kde n je rozmér matice, nnzL je
pocet nenulovych prvka v matici L a nnzU je pocet nenulovych prvki v matici

vvvvvv

pristupu k prvkim matice.
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KAPITOLA 2

Heuristiky pro snizeni poctu
nové vzniklych nenulovych prvkii

Protoze je LU rozklad matice A zalozen na Gaussové eliminacni metodé, beé-
hem procesu mohou vzniknout nové nenulové prvky nazyvané ,fill-ins“. Vznik
téchto nenulovych prvki z puvodnich nulovych prvka matice A muize zaprici-
nit i to, Ze nové matice I a U nebudou nadéle fidké. Abychom predesli tomuto
disledku, muzeme vyuzit Siroké skaly heuristik, které se snazi minimalizovat
tvorbu novych prvka v matici. NiZe jsou popsany nékteré z nich.

2.1 Zaklady z teorie grafa

Protoze nékteré heuristiky na redukci tvorby fill-ins* vyuzivaji grafy, v této
Césti se sezndmime se zdklady z teorie grafi. Definice jsou ¢erpany z [10].

Neorientovany graf Necht H,U jsou libovolné disjunktni mnoziny a o :
H — U ®U zobrazeni. Neorientovanym grafem nazyvame usporadanou trojici
G = (H,U, p), prvky mnoziny H jsou hranami grafu G, prvky mnoziny U uzly
grafu G a zobrazeni o incidenci grafu G.

Incidence ¢ grafu je zobrazeni z mnoziny vsech hran do mnoziny vsech
neusporadanych dvojic [u,v], u,v € U. Kazdé hrané grafu prifazuje neuspora-
danou dvojici uzll, které tato hrana propojuje. Diky incidenci ¢ tedy mtizeme
zaznamenat i vice riznych hran spojujicich stejné dva uzly.

Smycka Smycka v grafu je zvlastnim pfipadem mezi hranami, kterd vede do
stejného uzlu, ze kterého vychazi, tedy o(h) = [u, u].

Prosty graf Prosty graf je takovy graf, ktery neobsahuje zadné rovnobézné
hrany, tj. zddné dva uzly nejsou spojeny vice nez jednou hranou. V opacéném

11



2. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
PRVKU

pripadeé se jedna o multigraf.

Obycejny graf Obycejny graf je takovy prosty graf, ktery neobsahuje zadné
smycky:.

Uplny graf Uplngm grafem nazjvame obycejny graf K, = ( (g), U); pro n
prirozené bude K, oznacovat uplny graf o n uzlech.

Podgraf grafu Graf G’ = (H',U’, ¢') nazyvame podgrafem grafu G = (H, U, o)
(zapisujeme G’ C ), jestlize plati

(H'CH) & (U CU) & Yhe H'(J(h) = o(h)).

Mnozina sousedi Necht G = (H,U,p) je graf, u € U libovolny uzel a
A C U libovolnd podmnozina uzli. Mnozinou sousedid I'(u) uzlu w nazyvame
podmnozinu uzli definovanou vztahem

I'u)=v €U :3h € H(p(h)) = [u,v].

Mnozinu sousedi I'(A) podmnoziny A definujeme vztahem I'(A) = U,eal'(v).

Stupen uzlu Stupném dg(u) uzlu u v grafu G nazgyvame pocet hran s nim
incidujicich. Symboly §(G) a A(G) oznac¢ujeme minimalni, resp. maximalni
stupen uzlu v grafu G.

Klika grafu Klikou grafu G = (H,U, ) nazyvame kazdy maximalni tplny
podgraf grafu G, tzn. K C G,K = K,, pro ktery neexistuje podgraf K’
takovy, ze K C K/ C G, K = K,, pro n&jaké m > n.

Matice sousednosti Necht G = (H, U, p) je neorientovany graf s mnozinou
uzlat U = {uy,ua,...,u,}. Matici sousednosti grafu G nazyvame ¢tvercovou
matici V' = [v] Faddu n, jejiz prvky jsou celd ¢isla dand vztahem

vik = o~ ([ui, uk))|

(D 010 1
‘Q‘c {1011
Q" V=101 01

1110

Obrazek 2.1: Matice sousednosti neorientovaného grafu

12



2.2. Heuristiky pro symetrické matice

2.2 Heuristiky pro symetrické matice

Nize popsané heuristiky vyuzivaji k preskupeni radku a sloupcti symetrii ma-
tice, jsou tedy urcené pro symetrické matice. Pokud bychom ale chtéli tyto
heuristiky pouzit i na nesymetrické matice, staci vstupni matici upravit tak,
7e k ni pFi¢teme jeji matici transponovanou, tedy A7 + A.

2.2.1 Minimum Degree Ordering

Heuristika Minimum Degree Ordering [11] minimalizuje tvorbu nenulovych
prvkil symetrické matice. Vstupem MD algoritmu je graf matice sousednosti,
z néhoz se postupné odebiraji uzly. Vystupem je permutacni vektor, ktery
obsahuje uzly v poradi, ve kterém byly odebrany z grafu. Podle tohoto vy-
sledného vektoru se zméni poradi nejprve fadkt a potom sloupcti upravované
matice.

Myslenkou MD algoritmu je odstranovat uzly z grafu v poradi podle veli-
kosti stupné. Algoritmus 2 na strance 15 pracuje s grafem matice sousednosti
vstupni matice. Nejprve z grafu vybereme uzel s nejmensim stupném, pojme-
nujme ho uzel X, a ulozime jej do vysledného pole (fddky 4 a 5). Projdeme
vSechny sousedy uzlu X a vytvorime z nich kliku grafu (fadky 6 az 9), tedy
kazdy soused uzlu X se stane sousedem se vSemi jeho dalsimi sousedy. Vy-
tvoreni kliky je v podstaté sjednoceni mnoziny sousedii uzlu X s mmnozinou
sousedi kazdého uzlu, ktery s timto uzlem X sousedi. Je ale potreba pri sjed-
noceni vynechat uzel, ktery by pak odkazoval sdm na sebe, a zaroven smazat
z mnoziny sousedu uzel X. S kazdym noveé pridanym nebo odstranénym sou-
sedem se zmeéni velikost stupné. Nakonec uzel vymazeme z grafu (fadek 15).
Na obrazku 2.2 je znazornén postup MD algoritmu pro matici

1 7 8 9 0 0
10 2 0 0 0 11
A= 12 0 3 0 13 O
14 0 0 4 15 O
0 0 16 17 5 O
0 18 0 0O O 6

(Smycky jsou zde i déle v textu zanedbavany).
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2. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH

PRVKU
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Obrézek 2.2: Pribéh heuristiky Minimum Degree Ordering

Po zméné poradi podle vysledného permutac¢niho vektoru P = (6,2, 1,3,4,5)
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2.2. Heuristiky pro symetrické matice

Algoritmus 2 Minimum Degree
Vstup: Graf matice sousednosti G
Vystup: Permutacni vektor P
1: procedure MINIMUM DEGREE
2 index < 1
3 while P.Size < G.Size do
4: node < min(QG)
5: Plindex + +] < node
6
7
8
9

for ¢ < 1 to node.Neighbors.Size do
union(node.Neighbors, node.Neighbors[i].Neighbors)
delete(node.Value, node.Neighbors|i].Neighbors)

end for
10: end while
11: return P

12: end procedure

2.2.2 Multiple Minimum Degree Ordering

Protoze je v heuristice Minimum Degree 2.2.1 pfepocitavani stupné uzlu (tedy
i vytvareni kliky grafu) velmi naro¢nou operaci, Liu [12] navrhl vylepseni,
které vsechny uzly s nejnizsim uzlem odstrani najednou. Pokud maji totiz
dva uzly X a Y stejny minimalni stupen a uzel X je odstranén, je jasné, ze
v dalsi iteraci bude odstranovan uzel Y. Mohou nastat dva ptipady. Bud uzel
Y sousedil s uzlem X, a jeho stupen se o jedna snizi, v této iteraci bude mit
jisté nejnizsi stupen. Nebo s uzlem X nesousedil, ale i tak bude mit minimalni
stupen, protoze i kdyz se o jedna snizily stupné uzli, které sousedily s uzlem
X, v této iteraci jejich stupen bude vétsi nebo roven stupni uzlu Y. Nikdy
nemuze byt mensi, nebof pred vykonanim predchozi iterace mély stupen vyssi
nez uzel Y.

Algoritmus si nejprve ulozi vSechny uzly, které maji minimélni stupen.
Nasledné oznac¢i vSechny sousedy téchto uzll, které poté prochazi a hleda
v jejich polich sousedl néktery z mnoziny mazanych uzli. Odkaz na tyto uzly
vymaze, a vytvori kliky ze vSech jejich sousedi. Algoritmus kond¢i az tehdy,
kdyz jsou z grafu vSechny uzly smazané.

V pripadé matice A ze sekce 2.2.1 by byl vysledny permutacni vektor
stejny jako pro heuristiku Minimum Degree, protoze v bodé (¢) na obrazku
2.2 bychom odstranili vSechny uzly najednou, nebot maji vSechny stejné velky
stupen. Protoze ale neni definovana jind priorita vybéru uzlu, sefadime je
vzestupné podle hodnoty uzlu.

2.2.3 Cuthill-McKee

Algoritmus Cuthill-McKee [13] byl vytvoren E. Cuthillem a J. McKeem v roce
1969. Stejné jako v 2.2.1 a 2.2.2, vystupem heuristiky je permutac¢ni vektor,
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2. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
PRVKU

podle kterého se nejprve zméni poradi radkt a nasledné poradi sloupct vstupni
matice.

Nejprve z grafu vybereme uzel s nejmensim stupném a ulozime jej do
vysledného pole (fadky 5 a 6 v pseudokédu 3 na strance 16). Jeho mnozinu
sousedlt vlozime do fronty v poradi vzestupné podle velikosti jejich stupné
(fddek 7). Poté vybereme prvni uzel z fronty, vlozime ho na prvni volnou
pozici ve vysledném poli a vSechny jeho sousedni uzly opét vlozime do fronty
(fddky 9 - 11). Tento krok opakujeme, dokud neni fronta prazdna. Pokud je
fronta prazdnd, ale nemame jesté vsechny uzly ulozené ve vysledném poli,
opakujeme cely postup od zacatku.

Algoritmus 3 Cuthill-McKee
Vstup: Graf matice sousednosti G
Vystup: Permutacni vektor P

1: procedure CUTHILL-MCKEE

2 1< 0

3 init(queue)

4: while P.Size < G.Size do

5: node < min(G)

6 Pli4+] + node

7 queue.push(node.Children)

8 while not queue.isEmpty () do
9: node < queue.pop ()

10: Pli++] < node

11: queue.push(node.Children)
12: end while

13: end while

14: return P

15: end procedure

Dale si popiseme, jaky by byl postup algoritmu pro matici A ze sekce 2.2.1,
jejiz graf je zndzornén na obrazku 2.3.

1 7 8 9 0 0
10 2 0 0 0 11
A= 12 0 3 0 13 O
14 0 0 4 15 O
0 0 16 17 5 O

0 18 0 0O O 6

Nejprve musime nalézt uzel s nejnizsim stupném, kterym je v nasem grafu
uzel s ¢islem 6. Do pole P tedy ulozime uzel 6 a do fronty queue jeho mnozinu
sousedu, tedy: P = (6) a queue = (2).

Protoze mame ve frotné queue pouze jeden prvek, automaticky ho vybe-
reme a vlozime do P. Timto ndm vznikd P = (6, 2) a queue = (1).
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2.2. Heuristiky pro symetrické matice

(H—©
o=

Obréazek 2.3: Graf vstupni matice A

Stejné tak pokracujeme s uzlem 1, ziskdvame P = (6, 2, 1) a queue = (3,
4). Protoze ma uzel 1 oba sousedni uzly se stejnym stupném, v tomto kroku se
muze algoritmus rozchazet a davat rtzné vysledky, protoze neni definovano,
ktery z téchto dvou uzlti ma prednost.

Nakonec postupné pridame uzly 3, 4 a 5 v tomto poradi. Vysledny permu-
tacni vektor tedy bude P = (6, 2, 1, 3, 4, 5) a po prohozeni fadku a sloupci
ziskavame matici:

6 18 0 0 0 O
1 2 10 0 0 O
A— o 7 1 8 9 0
0 0 12 3 0 13
0 0 14 0 4 15
0 0 0 16 17 5

2.2.4 Reverse Cuthill-McKee

Heuristika Reverse Cuthill-McKee je upravena verze algoritmu Cuthill-McKee,
ktera byla uvedena Alanem Georgem. Jedinym rozdilem oproti Cuthill-McKee
je, ze poradi prvka v permutacnim vektoru se na konci algoritmu obrati. Vy-
sledny permutaéni vektor matice A ze sekce 2.2.3 a jeji vystupni matice A
vypadaji nasledovné: P = (5,4, 3, 1, 2, 6) a

5 17 16 0 0 O
15 4 0 14 0 O
A— 13 0 3 12 0 O
0 9 8 1 7 O
0 0 0 10 2 11
0 0 0 O 18 6
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2. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
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2.3 Heuristiky pro nesymetrické matice

Nize popsané heuristiky jsou primarné uréené pro nesymetrické matice, ale
daji se samozrejmé pouzit i na matice symetrické.

2.3.1 Markowitzova strategie

Markowitzova strategie [14] Fesi zdménu radku v matici pro snizeni{ vzniku ,fill-
ins“ pomoci pivotizace, je tedy vhodné i pro nesymetrické matice. Algoritmus
funguje tak, Ze v kazdé iteraci vybere pravou dolni ¢ast matice typu (n—i,n—
i), kde i € (0,n—2) je pocet dosud probéhlych iteraci, a pro vSechna nenulova
c¢isla vypocita Markowitzovu cenu, kterd je definovana nasledovné:

Mije = (r(5,4) = 1) - (e(k, 0) = 1),

kde r(j,7) je celkovy pocet nenulovych ¢isel v j-tém fadku ve vyfezu matice
typu (n—i,n—1) a c(k, i) je celkovy pocet nenulovych ¢isel v k-tém sloupci ve
vyTezu matice typu (n —i,n —i). RAadek, ve kterém se nachéazi ¢islo s nejnizsi
Markowitzovou cenou, se vyméni s prvnim radkem, ktery je jesté obsazen
v aktudlnim vyrezu matice. Stejna operace se provede se sloupci, tedy zjistime,
ve kterém sloupci se toto ¢islo s nejnizsi Markowitzovou cenou nachézi, a cely
sloupec prohodime s prvnim sloupcem aktuélniho vytezu.

V pseudokddu 4 na strance 19 je Markowitzova strategie popsana. Funkce
countNNZ na radku 4 vypocita pro kazdy radek, resp. sloupec, pocet nenulo-
vych prvka v daném radku, resp. sloupci, a zaznamena vysledek do poli rows,
resp. cols. Na tadku 5 je nastavena proménnd end na rozmér vstupni matice
- 2, tedy pocet iteraci, které maji probéhnout. Na radku 9 zac¢ind hlavni cyk-
lus, ktery postupné orezava matici, a pro dany vyrez vypocitava pro kazdy
nenulovy prvek Markowitzovu cenu. Na tadcich 25 az 30 se vyméni radky a
sloupce, pokud byla minimalni Markowitzova cena nalezena v jiném nez ak-
tudlnim prvnim rfadku nebo sloupci. Na tadcich 31 - 32 probéhne aktualizace
proménnych a na fadku 34 se zavold funkce updateNNZ, ktera zaktualizuje
pole cols a rows podle nového vyfezu a nové podoby matice.

Stejné jako v predchozich sekcich 2.2.1 a 2.2.3 si ukdZzeme pribéh Mar-
kowitzovy strategie na matici

1 7 8 9 0 0
10 2 0 0 0 11
A— 12 0 3 0 13 0
14 0 0 4 15 0
0 0 16 17 5 O
0 18 0 0O O 6

Nejprve vypocitame Markowitzovu cenu pro vSechna nenulova cisla v celé
matici. Napiiklad pro €islo aj; =1 to tedy bude Mpy;; = (4—1)-(4—1) =9.
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2.3. Heuristiky pro nesymetrické matice

Algoritmus 4 Markowitzova strategie
Vstup: Matice A
1: procedure MARKOWITZ STRATEGY

2: array cols
3: array rows
4: countNNZ(cols, rows)
5: end < A.Size —2
6: actual < 1
7 minRow < 1
8: minCol < 1
9: for i < 1 to end do
10: index < 1
11: minCost < (A.Size*A.Size)
12: for j < itoA.Size do
13: for k <+ itoA.Size do
14: if A[j][k] # 0 then
15: cost + (colslindex] — 1) x (rowlindex] — 1)
16: index < index + 1
17: end if
18: if minCost > cost then
19: minCost < cost
20: minRow + j
21: minCol + k
22: end if
23: end for
24: end for
25: if actual # minRow then
26: swapRows(minRow, actual)
27: end if
28: if actual # minCol then
29: swapCols(minCol, actual)
30: end if
31: actual < acutal + 1
32: minRow < actual
33: minCol < actual
34: updateNNZ(cols, rows)
35: end for

36: end procedure
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Cela matice s vypocitanou cenou bude vypadat:

96 6 6
6 4 2

6 4 4
Mo= 14 4 4
4 4 4
2 1

Z toho vyplyva, ze se posledni radek vymeéni s prvnim, protoze v poslednim
radku je ¢islo, které ma nejnizsi Markowitzovu cenu. Po prohozeni fadku se ze
stejného divodu také vymeéni posledni s prvnim sloupcem. Po téchto krocich
bude matice vypadat nasledovné:

© @ B @ 6 @O

(6) 6 18 0 0 0O O
2) 1 2 0 0 0 10
A= (3) 0 0 3 0 13 12
(4) 0O 0 0 4 15 14
(5) 0 0 16 17 5 O
(1) o 7 8 9 0 1

Dale vypocéitame Markowitzovu cenu pro vsechna nenulova c¢isla, kterd se
nachézeji v dolnim ¢tverci o velikosti 5 x 5 nové vytvorené matice A:

1 3

4 4 6

M; = 4 4 6
4 4 4

3 6 6 9

Protoze je nyni na prvnim fadku a v prvnim sloupci matice M; nejnizsi
Markowitzova cena, druhy radek a druhy sloupec v matici A zlistane na svém
misté. Nyni bychom pomoci matic s vypoétenymi cenami zjistili, ktery radek,
resp. sloupec, bude na tretim az Sestém radku, resp. sloupci, a vysla by ndm
vysledna matice:

© @ B 6 @ @O

(6) 6 18 0 0 0O O
2) 1 2 0 0 0 10
A= (3) 0 0 3 13 0 12
(5) 0 0 16 5 17 O
(4) 0 0 0 15 4 14
(1) o 7 8 0 9 1
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2.4. Prinos heuristik

(] e o o o
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Obréazek 2.4: Doolittle bez vyuziti heuristik

2.4 Prinos heuristik

Heuristiky maji snizovat tvorbu novych nenulovych prvki, podivame se tedy,
jaké vysledky budeme mit pro matici A.

° o o
° o o
°
A= o o °
e o o °
o o o °
(a) Multiple Minimum Degree
° e o o
o o o o o
° ° °
A=
o o
o o )
o o °
(b) Reverse Cuthill-McKee
° o o
o o ° °
° e o °
A =
o o ° °
e o )
o o o o o °

(c) Markowitzova strategie

Obrézek 2.5: Doolittle s vyuzitim heuristik

Pokud bychom zadnou heuristiku nevybrali, vysledné matice L i U maji
obé 18 nenulovych prvkiu, jak muzeme vidét na obrazku 2.4. Novy prvek oproti
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vstupni matici vznikne napriklad na pozici (3,2) v matici L, nebot

azp —la1 - u1p

£ 0.

l32 =
2,2
Pokud vyuzijeme k vypoctu heuristiky, na obrazku 2.5 je vidét, ze heuris-
tiky MMD, RCM i Markowitzova strategie maji vSechny ve vyslednych mati-
cich L a U 13 prvkh namisto 18. I na tak malé matici o velikosti 6 x 6 je rozdil
5 ¢isel. V kapitole 5 porovname heuristiky mezi sebou na vétsich maticich.
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KAPITOLA

Existujici reseni

V této kapitole jsou popsana rizna reseni podobna tématu této prace. Jsou zde
uvedeny jiné bakalarské prace zabyvajici se podobnym problémem a existujici
nastroje pro LU rozklad.

3.1 Akademické prace

Charakteristikou nejpodobnéjsi z praci je stejnojmennd prace kolegy Kusého
[15], ktery porovnava mezi sebou jednotlivé metody LU rozkladu. Naimple-
mentoval Croutovu, Choleskyho a QR metodu, které nasledné mezi sebou
porovnal z hlediska casové a pamétové slozitosti. Déale také v praci méril pa-
métovou narocnost v zavislosti na vyuzitém formatu ulozeni matic. Ve vsech
pripadech bylo nejvyhodnéjsi pouzit CRS/CCS format, proto i v této praci
bylo v implementaci vyuzito toto ulozeni pro matice. Na druhou stranu je ale
z méfeni vidét, ze nejrychlejsi je pouziti hustého formatu ulozeni, CRS/CCS
forméat pro matici o velikosti 2500 pottebuje pro provedeni vic nez dvojnasobek
casu, kolik potrebuje husty formaét.

Dalsi bakalarska prace [16] méla za cil naimplementovat fesi¢ fidkych sou-
stav linedrnich rovnic pomoci LU rozkladu. Vysledny program obsahoval gra-
fické uzivatelské rozhrani, kde si uzivatel mohl vybrat, kterd z metod (LU -
Doolittluv algoritmus, Cholesky a GEM) bude na vyfeSeni matice pouzita a
ktera z heuristik (AMD, COLAMD, RCM nebo zddna) rozklad uleh¢i. Vy-
sledné aplikace je nasledné porovnavana s existujicimi reSenimi.

Préce s nazvem Resice rozsahlych soustav linedrnich rovnic [17] porov-
nava mezi sebou metody primé - LU rozklad a GEM, a metody iteracni -
metoda konjugovanych gradienti a metoda bikonjugovanych gradientt. Vy-
sledkem méreni bylo, ze pro mensi matice jsou vhodnéjsi itera¢ni metody a
pro rozsahlejsi matice naopak metody primé.
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3. Existuiici RESEN{

3.2 Software

Existuje mnoho aplikaci a knihoven, které pro razné operace vyuzivaji LU
rozklad. Nékteré z nich jsou popsany nize.

3.2.1 R

»,R¢ [18] je volné dostupny software pro provadéni statistickych vypoctiu a
z nich vytvareni grafti. LU rozklad je zde pouzit pro funkci det, kterd vypo-
¢ita determinant matice a funkci solve, ktera vyresi danou linearni soustavu
rovnic. Funkce solve vedle LU rozkladu vyuziva Choleskyho metodu a QR
metodu podle predchoziho nastaveni. Déle je v R k dispozici funkce sparselLU,
ktera vypocitd LU rozklad pro ridkou ¢tvercovou matici.

3.2.2 SciPy

»SciPy“ [19] je kolekce matematickych algoritmu v rozsifeni ,NumPy* pro
jazyk Python. Tato kolekce obsahuje mnoho rozkladd matice, mezi nimi napii-
klad Cholesky, QR nebo Schur rozklad. LU rozklad ziskdme zadanim prikazu
linalg.1lu.

3.2.3 MATLAB

+MATLAB* [20] je ndstroj pro préci s maticemi a jejich vizualizaci. ,MATLAB*
vyuziva LU rozklad pro vypocet determinantu (funkce det) a inverze (funkce
inv). Déle je mozné piimo ziskat LU rozklad pomoci funkce 1u.

3.2.4 SuperLU

youperLU* [21] je software pro vyfeseni linedrni soustavy rovnic, ktery pro
vypocet vyuziva LU rozklad. Pro sniZeni tvorby novych nenulovych prvkua
vyuziva heuristiky MMD a COLAMD, umoznuje ale uzivateli vlozit vlastni
permutacni matici.
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KAPITOLA 4

Implementace

Tato kapitola popisuje samotnou realizaci Doolittlova algoritmu a vybranych
heuristik (Multiple Minimum Degree, Reverse Cuthill-McKee a Markowitzovy
strategie) v jazyce C++. Nejprve jsou uvedeny pouzité prostiedky, nasleduje
zvolené ulozeni dat v paméti a popis tiid a jejich funkcionalit. Nakonec jsou
uvedené jednotlivé implementace algoritm.

4.1 Pouzité prostredky

Jak uz bylo vyse uvedeno, program je napsan v jazyce C++. Kromé standard-
nich knihoven byly vyuzity datové struktury z STL, pfesnéji kontejner queue
typu integer pro vkladani sousedit vybraného uzlu do fronty v heuristice RCM
a kontejner set pro reprezentaci sousedd v grafu u heuristiky MMD.

Z fronty jsou vyuzity operace empty, front, pop a push. Prvni t¥i maji
¢asovou slozitost konstantni (1), operace push mé amortizovanou ¢asovou
slozitost také O(1), ale pokud je nutnd realokace, je ¢asova slozitost O(n).

Program u kontejneru set vyuziva operace insert, erase, find, begin,
end a size. Prvni tfi operace maji ¢asovou slozitost logaritmickou O(logn),
ty ostatni maji ¢asovou slozitost konstantni O(1).

Dalsi zajimavou knihovnou pouzitou v programu je knihovna limits, diky
které se da presné urcit, jestli dand hodnota typu double je nulova nebo ne.

Nakonec pro méreni ¢asu potfebného k vykonani heuristik a Doolitlova
algoritmu byla vyuzita knihovna OpenMP.

4.2 Ulozeni dat v paméti

Software ptijiméd data ve formatu MatriztMarket, ktery byl popsan v kapitole
1.2.5. Podporuje dva typy tohoto formatu, a to pro matice symetrické, kde
jsou v souboru zapsany pouze nenulové prvky na a pod diagonalou, a pro
ostatni matice, kde jsou zapsany vSechny nenulové prvky.
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4. IMPLEMENTACE

Protoze program pracuje primarné s ridkymi maticemi, byl zvolen vnitini
formét ulozeni pro ridké matice - CRS/CCS. Vstupni matice A je ulozena ve
formatu CRS, ale vybér formatu pro tuto matici neni tak podstatny. Doo-
littlova metoda k ni pristupuje jak po fadcich (pfi vypoécitdvani hodnot pro
matici U), tak po sloupcich (pfi vypocitavani hodnot pro matici L) a v heu-
formétu pro vysledné matice I a U. Doolittlova metoda pri vypoctu prvku
pristupuje do paméti matice L po radcich, vyplati se tedy vyuzit format CRS.
U matice U je tomu presné naopak, pouzijeme tedy format CCS.

Vystupni matice L a U jsou ulozeny do souboru opét ve formatu Matrix-
Market.

4.3 Tridni rozdéleni

Program je rozdélen do ¢tyt tiid, které jsou v této Casti popsany.

ClInputMatrix Ve tridé ClnputMatriz jsou naimplementovany veskeré ope-
race, které se provadéji se vstupni matici. V konstruktoru se nactou data ze
souboru podle toho, jestli je matice symetrickd nebo ne. Ttrida obsahuje im-
plementace vSech heuristik a Doolittlovy metody.

COutputMatrix Ve tridé COutputMatriz jsou naimplementovany veskeré
operace, které se provadéji s vystupni matici. Jednd se predevsim o hledani
daného prvku v matici a ukladéani hodnot ziskanych z Doolittlovy metody. Na-
konec je napsana metoda pro ulozeni vyslednych matic do souboru ve formatu
MatrizMarket.

CMatrix Protoze vstupni i vystupni matice maji spolecné jak ¢lenské pro-
ménné, tak nékteré metody, jsou tyto ¢lenské proménné a metody definovany
ve tiidé CMatriz. ClnputMatriz a COutputMatriz z této tridy dédi.

CGraph Objekt typu CGraph se vytvaii pouze v heuristikach MMD a RCM.
V konstruktoru je vytvoren graf matice sousednosti, dale jsou zde definovany
metody pro upravu grafu, jako je napriklad vymazéani uzlu z grafu v heuristice
MMD. V této tridé je navic definovana struktura TNode, kterd predstavuje
jednotlivé uzly grafu a obsahuje hodnotu a stupen uzlu, priznaky typu bool a
pole sousedt, které obsahuje hodnoty sousedicich uzlu.

4.4 Doolittlav algoritmus

Doolittliv algoritmus byl naimplementovan podle pseudokédu 1 na strance 8.
Jediny rozdil je ve formétu ulozeni dat, nebot v programu jsou matice A, L. a U
ulozeny v CRS/CCS formatu a ne ve dvourozmérném poli. Kvili tomu musely
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4.5. Implementace heuristik

byt pridany metody, které dokazi najit nebo ulozit spravny prvek v téchto
maticich. Jsou to napiiklad metody getElem, kterd vrati prvek na pozici (i, 7),
nebo saveValue, kterd hodnotu ulozi na spravnou pozici.

Pfi uklddéni hodnot do CRS/CCS formétu nastava problém v tom, kdyz
prvni sloupec (v ptipadé CRS formétu), resp. prvni fadek (v pripadé CCS
formatu), obsahuje nuly. Protoze pracujeme s fidkymi maticemi, tato situace
nastane témér vzdy. Pri postupném vkladani prvki do poli totiz nulové hod-
noty preskoc¢ime a CRS/CCS format takové radky, resp. sloupce, nezaznamend
a dalsi hodnoty mtze ulozit na Spatné misto. Pokud je naptiklad ve vysledné
matici I nenulovy prvek na prvnim radku a dalsi az na tretim radku, po ulo-
zeni do poli v CRS formatu bude mit matice druhy z prvku ulozeny na druhém
radku misto na tretim. Podle toho budou i dalsi prvky v matici Spatné ulo-
zené. V implementaci jsou proto do prvniho fadku, resp. sloupce, uklddany i
nulové hodnoty, abychom této chybé piedesli. Césteéné se tim zvysi pamétova
i casova slozitost, ale je to nejjednodussi zpiisob, jak se této chybé vyhnout.

4.5 Implementace heuristik

4.5.1 Multiple Minimum Degree Ordering

Heuristika MMD byla naimplementovana podle kapitol 2.2.1 a 2.2.2. Nejprve
je hleddn minimalni stupen uzlu, potom jsou vsechny uzly s timto stupném
uloZeny do pomocného pole a jejich sousedi jsou oznaceny priznakem. Nakonec
jsou vSechny uzly obsazené v pomocném poli odstranény z grafu i z poli sou-
sedu a pomoci vkladani do mnoziny set je vytvorena klika grafu vSech sousedi.
Priznak m_ Inserted zajistuje, ze neni zadny uzel do vysledného permutac¢niho
vektoru ulozen dvakrat.

4.5.2 Reverse Cuthill-McKee

Heuristika RCM je naimplementoviana podle pseudokédu 3 na strance 16.
Vkladani sousedu aktualné zpracovavaného uzlu do fronty podle velikosti stupné
je feSené pomoci bindrni haldy. Po vytvoreni haldy se jednoduse pomoci me-

eV

To probiha, dokud neni halda prazdna.

4.5.3 Markowitzova strategie

Markowitzova strategie byla naimplementovana podle pseudokddu 4 na strance
19. Nejslozitéjsi operaci v tomto algoritmu je vyménovani radka a sloupcu.
Sloupce se prohazuji jesté relativné jednoduse, staci v poli indexu sloupcii vy-
meénit ¢isla a nasledné pro kazdy rddek seradit vzestupné tyto hodnoty. Kom-
plikace nastavaji s vyménovanim radkia. Nikdy nemame zajisténo, ze bude
pocet nenulovych prvkil v prohazovanych tadcich stejny. Proto byla defino-

27



4. IMPLEMENTACE

vana metoda swapToSize, kterd nejprve vymeéni pouze tolik prvki, které mé
radek s mensi poctem nenulovych prvki. Podle toho, ktery z radkd ma mensi
pocet prvkil, se potom pomoci posouvani poli vkladaji zbylé prvky na spravné
misto.
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KAPITOLA 5

Testovani

Kapitola testovani popisuje priabéh méreni heuristik z hlediska casové a pa-
meétové slozitosti. Nejprve jsou popsana testovaci data a vypocetni hardware.
Poté jsou uvedeny vysledky testovani nejprve na vygenerovanych datech a
nésledné na datech ziskanych z repozitare ,Matrix Market“.

5.1 Testovaci data

Program byl testovan na datech z repozitare ,Matrix Market“. Byly zde vy-
brany matice ve velikosti v rozmezi od (600,600) do (2000,2000) z kolekci
,2Harwell-Boeing Collection*“ a ,NEP Collection“. Protoze se ale rychlost al-
goritmi i pocet nenulovych prvka vyslednych matic odviji od vice faktori,
byla implementace pro nazornost otestovana i na nahodné vygenerovanych
datech, nejprve s nartstajici hustotou se stejnymi rozméry a nasledné se sta-
lou hustotou a navysujicimi rozméry vstupni matice.

Na testovani byly pouzity tyto symetrické matice z repozitare MM:

1138 BUS: Power system networks

disciplina: Systémova sit

velikost: 1138 x 1138

NNZ: 4054

hustota zaplnéni: 0,3130 %

Obrazek 5.1: Vizualizace 1138 BUS
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5. TESTOVANT

662 BUS: Power system networks

Obréazek 5.2: Vizualizace 662 BUS

BCSSTKO08: TV studio

Obrazek 5.3: Vizualizace BCSSTKO08

BCSSTK11: Ore car — lumped mass

Obréazek 5.4: Vizualizace BCSSTK11
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disciplina: Systémova sit
velikost: 662 x 662
NNZ: 2474

hustota zaplnéni: 0,5645 %

disciplina: Stavebni inzenyrstvi
velikost: 1074 x 1074
NNZ: 12960

hustota zaplnéni: 1,1236 %

disciplina: Stavebni inzenyrstvi
velikost: 1473 x 1473
NNZ: 34241

hustota zaplnéni: 1,5781 %



5.1. Testovaci data

BCSSTK13: Fluid flow generalized eigenvalues

) \\ e ' e disciplina: Stavebni inzenyrstvi
e velikost: 2003 x 2003

o NNZ: 83883

Filag

e hustota zaplnéni: 2,0908 %

Fii [

e

Obréazek 5.5: Vizualizace BCSSTK13

BCSSTK14: Roof of the Omni Coliseum, Atlanta

e disciplina: Stavebni inzenyrstvi
e velikost: 1806 x 1806
e NNZ: 63454

e hustota zaplnéni: 1,9455 %

Obréazek 5.6: Vizualizace BCSSTK14
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BCSSTK19: Part of a suspension bridge

disciplina: Stavebni inzenyrstvi
e velikost: 817 x 817

NNZ: 6853

hustota zaplnéni: 1,0267 %

Obréazek 5.7: Vizualizace BCSSTK19

BFW782B: Bounded Finline Dielectric Waveguide

disciplina: Elektroinzenyrstvi

velikost: 782 x 782

e NNZ: 5982

hustota zaplnéni: 0,9782 %

Obréazek 5.8: Vizualizace BFW782B

5.2 Vypocetni hardware
Program byl otestovan na serveru star.fit.cvut.cz, kde je pomoci planovace

zajisténo, ze je procesor vyuzit pouze na danou tlohu a vysledny cas tak neni
ovlivnén zadnymi dalsimi procesy. Specifikace serveru jsou nasledujici:

e CPU: 2x Intel Xeon E5-2620 v2 (2.1 GHz, 15 MB L3 cache, 6 jader, 12
vléken),

e RAM: 32 GB.
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5.3. Nastaveni kompilatoru

5.3 Nastaveni kompilatoru

Pro kompilaci programu bylo pouzito nasledujici nastaveni kompilatoru:

‘g++ -Ofast —-fopenmp —mavx‘

Ofast Prepina¢ Ofast patii mezi skupinu prepinacu, které spousti pri kompi-
laci optimalizace zlepsujici vykonnost programu. Je to spolecné zapnuti pie-
pina¢t 03, ffast-math, fno-protect-parens a fstack-arrays. Uplna definice pre-
pinace a jeho optimalizaci je dostupna v [22].

fopenmp Prepinac fopenmp aktivuje rozsiteni OpenMP, které se nejcastéji po-
uziva pro paralelizaci programu. V této praci bylo rozsireni pouzito na méreni
doby béhu programu pomoci funkce omp_get_wtime.

mavx Prepina¢ mavz vyuzije misto SSEx instrukci AVX instrukce. Toto nasta-
veni je vhodné pro server star.fit.cvut.cz, jelikoz vyuziva vektorovou instrukéni
sadu AVX.

5.4 Meéreni na vygenerovanych datech

Rychlost algoritmu zavisi na rozmeérech vstupni matice, poc¢tu jejich nenulo-
vych prvkia a nakonec i po¢tu nenulovych prvkia vyslednych matic. Pro po-
rovnani heuristik tedy byla vygenerovana data, kterd maji proménnou pouze
jednu z prvnich dvou hodnot.

Prvni graf 5.9 ukazuje rychlost heuristik na datech, kde je rozmér matice
nastaven na 1000 a hustota zaplnéni nenulovymi prvky se pohybuje mezi 1 az
10 %. Druhy graf 5.10 porovnava rychlost heuristik v zavislosti na rozméru
vstupni matice a hustota se pohybuje okolo 2 % (v intervalu (2,077, 2, 196).

7 obou graft je vidét, ze nejrychlejsi je heuristika MMD a nejpomalejsi
Markowitzova strategie. V grafu 5.9 s neménnym rozmérem matice s poctem
nenulovych prvku 50 852 (tedy 10 % zaplnéni) je rozdil mezi MMD a MS o vic
nez 30 sekund, heuristika MMD trva 263,339 sekund, RCM 272,32 sekund a
MS 293,962 sekund. V druhém grafu 5.10 je rozdil skoro 300 sekund u roz-
méru matice 1400, heuristika MMD bézi 674,546 sekund, RCM 858.335 a MS
933,158 sekund.

Stejné tak jako Casova slozitost, i pamétova slozitost zavisi na vice pa-
rametrech. Pro kazdou heuristiku jsou to nejprve pomocné pole pro ziskani
preskupeni radku a sloupca matice. MMD a RCM potiebuji pro vypocet ulo-
zit graf matice sousednosti. Pocet uzli je neménny a vzdy odpovida rozméru
matice, mame tedy O(n) paméti navic. Pro kazdy uzel je potfeba zazname-
nat jeho sousedici uzly. V pripadé hustych matic bychom mohli potfebovat az
dalsich O(n) paméti navic pro kazdy uzel. I prestoze u fidkych matic k takto
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vysokému poctu sousedi u kazdého uzlu nikdy nedojdeme, musime nyni po-
¢itat s O(n?). Dale je pak potfebné ulozit vysledny permutac¢ni vektor, podle
kterého se radky a sloupce matice preskupi. Ten vzdy obsahuje pocet prvki
rovny poctu uzli v grafu, vysledkem je tedy O(2 - n?) paméti navic.

Co se tyce Markowitzovy strategie, ta pro sviij vypocet potiebuje dvé pole
o velikosti rozméru matice, ve kterych se uchovava pocet nenulovych prvka
v jednotlicych fadcich a sloupcich. Z toho vyplyva pamétova slozitost O(2-n).

Vsechny tfi heuristiky navic pottebuji ulozit vysledné matice pti provadéni
Doolitlovy metody. Jak jiz bylo zminéno v sekci 1.3, s vyuzitim CRS/CCS for-
matu potfebujeme O(2- (n+nnzL +nnzU)), kde n je rozmér matice a nnzL
a nnzU pocet nenulovych prvka prvki ve vyslednych maticich. Dvojice nnzL
a nnzU ale zavisi na tom, jak moc byla heuristika v preskupovani fadka a
sloupcii ispésna. Posledni graf 5.11 tedy znézornuje pocet nenulovych prvku
ve vyslednych maticich (jelikoz bylo testovani provadéno na symetrickych ma-
ticich, pocet nenulovych prvka v matici L je stejny jako pocet nenulovych
prvki v matici U) v zavislosti na po¢tu nenulovych prvki ve vstupni matici.
Stejné jako predtim, i zde vysla heuristika MMD nejlépe. Pro vstupni matici
s 50 852 nenulovymi prvky je ve vyslednych maticich s pouzitim heuristiky
MMD 436 387 nenulovych prvkd, s RCM 470 408 nenulovych prvki, s MS
485 877 nenulovych prvki a bez pouziti heuristiky 486 576 nenulovych prvk.
Je tedy i vidét, ze vysledky jsou lepsi s heuristikami nez bez nich.

I prestoze se vysledky na téchto datech tvari optimisticky, nemusi tomu
tak byt vzdy. Heuristika MMD se tady zda byt casové i paméfové nejméné
naro¢na, ale v néasledujici ¢asti si ukazeme grafy z méreni na datech z repo-
zitafe ,Matrix Market“, jejichz vysledky uz nejsou takto jednoznacné. Je to
pravé i kvuli mnoha faktorim, od kterych se doba béhu algoritmu odviji, ale
hlavné kvili strukture vstupni matice.

5.5 Meéreni na datech z repozitare ,,Matrix
Market

Testovani probéhlo na maticich predstavenych v sekci 5.1. Nejprve se zamé-
fime na rychlost heuristik. Hned na prvni pohled je z grafu 5.12 vidét, ze
vysledky nejsou uz tak jednoznacéné, jako je tomu v predchozi sekci. Protoze
graf zavisi na vice parametrech, velikost bodt urcuje pocet nenulovych prvki
ve vyslednych maticich, tedy ¢im vic ma matice I nebo U NNZ, tim vétsi je
bod.

Na vygenerovanych datech jasné vitézila heuristika MMD, zde je to vice
proménlivé pravé kvuli kone¢nému poc¢tu nenulovych prvku. Na grafu 5.13 jsou
porovnavany praveé tyto hodnoty. Piekvapivé bylo v nékterych piipadech lepsi
spustit Doolittluv algoritmus bez heuristiky. Napiiklad pro matici BCSSTK11,
kterd je na grafu 5.13 zndzornéna Sestym bodem, vytvori samostatnid Doo-
littlova metoda 77 270 nenulovych prvki, se spusténim heuristiky MS 89 125
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Obrazek 5.9: Rychlosti heuristik v zavislosti na hustoté vstupni matice
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Obréazek 5.11: Pocet nenulovych prvka ve vysledné matici I v zavislosti na
poctu nenulovych prvkd vstupni matice

prvku, s heuristikou MMD dokonce 135 348 prvki, coz je skoro dvojnasobek
toho, co provedeni Doolittlovy metody bez heuristiky. Na vizualizaci 5.4 této
matice je vidét, ze jsou nenulové prvky matice prevazné soustiedény k diago-
néle. To je pTresné to, o co heuristiky usiluji, tedy pokud je vstupem matice,
ktera uz sama o sobé bude tvorit malo novych NNZ, heuristika ji uz nemiize
vylepsit, a neni ani vylouceno, zZe ji zhorsi.

Pro tyto matice vychazela nejlépe heuristika Reverse Cuthill-McKee, jejiz
kiivka se prevazné nachéazela pod hodnotami spusténi algoritmu bez heuris-
tiky. Naopak Markowitzova strategie vychazela lépe pouze na matice, které
maji vice rozprostfené nenulové prvky, tedy matice BEFW782B, 622 BUS a
1138 BUS. Pro matice s nenulovymi prvky okolo diagonaly vychézi Markowi-
tzova strategie velmi Spatné (napiiklad pro matici BCSSTK14 maji vysledné
matice po pouziti Markowitzova strategie skoro o 2,5x vic nenulovych prvki,
jak muzeme vidét v tabulce 5.1).

5.6 Porovnani vzniku nenulovych prvki

s existujicim resenim
Na grafu 5.14 muzeme vidét porovnani vzniku nenulovych prvka s QR a Cho-
leského rozklady, které byly naimplementovany kolegou Stanislavem Kusym

v ramci bakalarské prace Efektivni LU rozklad pro 7idké matice. Nyni je na ose
y soucet nenulovych prvkl v maticich . a U, nebot QR a Choleského metody
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5.6. Porovnani vzniku nenulovych prvki s existujicim fesenim
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Obrazek 5.12: Rychlost heuristik na datech z repozitare ,Matrix Market“
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Obréazek 5.13: Pocet nenulovych prvki ve vysledné matici I na datech z re-
pozitare ,Matrix Market “
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5. TESTOVANT

MMD RCM MS Bez heuristiky

[ Matice [Rozmér| NNZ | Cas | NNZ | Cas | NNZ | Cas | NNZ NNZ
662 BUS 662 ] 1568 | 1,599 [ 3252 | 2,795] 7349 ] 2264 5574 8830
BFW782B 782 | 5982 | 19,438 | 47026 | 4,348 [ 9572 | 13,081 | 29604 38312
BCSSTK19 817 | 3835 ] 22,043 | 54499 | 5,105 | 9738 | 21,277 | 50435 39433
BCSSTKO08 1074 | 7017 [ 34,265 | 58372 | 116,861 | 199964 | 72,066 | 117922 117926
1138 BUS 1138 | 2596 [ 6,973 | 3661 | 7,627 | 4842 | 7,816 | 5597 234160
BCSSTKI11 1473 | 17857 | 158,696 | 135348 | 82,276 | 67367 | 108,932 | 89125 77270
BCSSTK14 1806 | 32630 | 288,839 [ 150495 | 397,035 | 243956 | 720,068 | 462009 190791
BCSSTK13 | 2003 [ 42943 | 845,55 | 376855 | 864,804 | 84148 | 1202,57 | 628214 434214

Tabulka 5.1: Vysledky méreni ¢asu a poc¢tu nenulovych prvka

nemaji pti rozkladu symetrickych matic stejny pocet nenulovych prvka ve vy-
slednych maticich, jako je tomu u Doolittlovy metody. Mzeme si vSimnout
srovnatelnych vysledkidi Doolittlovy metody bez pouziti heuristiky a Choles-
kého metody. Pro posledni matice vytvaii dokonce stejny pocet nenulovych
prvki. Vypocet jednotlivych prvkia vyslednych matic je velmi podobny. Vy-
sledkem Choleského rozkladu je matice L a jeji matice transponovana L7, tedy
A=1LT.

T I
. Legenda
2 3000 |{ —— Doolittle + MMD y
; Doolittle + RCM
p Doolittle + MS
- —— Doolittle
g 200 H _ cCholesky 7
© —— QR
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Obréazek 5.14: Porovnani po¢tu nenulovych prvkia ve vyslednych maticich L a
U s metodou QR a Choleského
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5.6. Porovnani vzniku nenulovych prvki s existujicim fesenim

Pro srovnéani jsou nize uvedeny vzorce pro vypocet prvk pro vstupni
matice typu (n,n), vlevo pro Doolittlovu metodu a vpravo pro Choleského

metodu.

Pro kazdé k =1,2,3,...,n:

k—1
Uk,m = Akm — Z(lkJ ' ’U’jam>
j=1
prom=k,k+1,..,n,
ler =1,
1 k—1
Lk = —(aix — D> (lij - ujr))

proi=k+1,k+2,...n.

Pro kazdé k =1,2,3,...,n:

1 k—1
ki = lik Uk,k:( k, le(g,k 5i))

prot=k+1,k+2 ..,n.

Vysledky QR metody jsou naopak o dost horsi. Je to zptsobeno tim, ze
matice Q neni trojuhelnikova, pocet prvki zde tedy narusta.
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Zaver

V této praci jsme se seznamili s Doolittlovym algoritmem LU rozkladu pro
ridké matice a s heuristikami pro snizeni poc¢tu nové vzniklych nenulovych
prvkl. Pro symetrické matice to byly heuristiky Minimum Degree a jeji vy-
lepsena verze Multiple Minimum Degree, Cuthill-McKee a Reverse Cuthill-
McKee. Pro nesymetrické matice byla popsana heuristika Markowitzova stra-
tegie.

V prvni kapitole byly zavedeny zakladni definice z linearni algebry, které
jsou nezbytné pro tuto problematiku. Protoze pracujeme s fidkymi maticemi,
byly v této kapitole ukazany rizné formaty pro efektivni ulozeni ridkych matic
v paméti. Dale byl popsan Doolittliv algoritmus a byla prozkouména jeho
casova a pamétova slozitost.

Poté byly popsany heuristiky pro snizeni poc¢tu nové vzniklych nenulovych
prvki v matici. Protoze nékteré z nich vyuzivaji grafy, byly zde uvedeny také
zakladni pojmy z teorie grafa.

Cilem préce bylo naimplementovat Doolittliv algoritmus a tfi heuristiky,
MMD, RCM a MS, na kterych bylo nésledné provedeno méteni a porovnani
casové a pamétové narocnosti.

Na vygenerovanych datech méla nejlepsi vysledky heuristika Multiple Mi-
nimum Degree. Naopak nejhorsich vysledkt dosahovala heuristika Markowi-
tzova strategie. PTi méfeni na datech z repozitare ,Matrix Market“ jsme ale
ziskali iplné jiné vystupy. Zjistili jsme, ze efektivita heuristik se odviji od
struktury vstupni matice, a ze je pro nékteré matice dokonce lepsi heuris-
tiky vibec nepouzivat. Obecné ale plati, Ze je pouziti heuristik vyhodné, a ze
muzeme dosdhnout rozdili v fadu az stovek tisic nevytvorenych nenulovych
prvka oproti vypoctu LU rozkladu bez heuristik.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

AMD Approximate Minimum Degree
COLAMD Column Approximate Minimum Degree
CM Cuthill-McKee

COO Coordinate format

CSC Compressed Sparse Column format
CSR Compressed Sparse Row format
GEM Gaussova eliminac¢ni metoda

LU Lower-Upper

MD Minimum Degree

MMD Multiple Minimum Degree

MM Matrix Market

MS Markowitzova strategie

NNZ Nonzeros (po¢et nenulovych prvki)
RCM Reverse Cuthill-McKee

STL Standard Template Library
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

readme.tXE. ..ottt e stru¢ny popis obsahu CD

| _src
1 PP zdrojové kédy implementace
o E-X - PPt testovaci data
thesis ..ovviinriiiinnnennn. zdrojova forma préace ve formatu KIEX
Lpictures ........................................ obrazky k praci
I = v text prace
tBP_Turcaj ova_Gabriela_2016.pdf ...... text prace ve formatu PDF
ZZP.pdf ... zadani prace ve formatu PDF
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