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Abstrakt

Tato préce se zabyva efektivnimi algoritmy pro nasobeni polynomi, konkrétné
algoritmy Karatsuba, Toom-Cook a Rychla Fourierova transformace. Mimo
jiné se prace zaméruje na paralelizaci téchto algoritmii v jazyce C++4 za pouziti
knihovny OpenMP. V praci je dale provedeno méreni skutecné efektivity a
numerické stability implementovanych algoritmi.

Klicéova slova Polynom, nasobeni, Karatsuba, Toom-Cook, FFT, paraleli-
zace, numericka stabilita.

Abstract

This thesis deals with efficient algorithms used for polynomial multiplication,
particular with algorithms Karatsuba, Toom-Cook and Fast Fourier trans-
form. Among other things this thesis focuses on parallelization of these algo-
rithms in programming language C++ using OpenMP library. There is also
testing of real effectiveness and numerical stability of implemented algorithms.

Keywords Polynomial, multiplication, Karatsuba, Toom-Cook, FFT, pa-
rallelization, numerical stability.
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Uvod

Polynomy jsou dnes vyuzivany v mnoha odvétvich, pouzivaji se naptiklad
v ekonomice pro analyzu ndkladf, ve fyzice pro popis trajektorii projektil
nebo v podnikani pro modelovani obchodu, tedy naptiklad, jak bude ovliviio-
vat prodej zbozi pii zvysovani jeho ceny. Pfimo nasobeni polynomi se vyuziva
naptiklad v kryptografii pro vypocet sdileného klice v bezdratovych senzoro-
vych sitich.

Cilem této prace je rozbor efektivnich algoritmt pro nasobeni polynom.
Konkrétné se jedné o algoritmy Karatsuba, Toom-Cook a Rychld Fourierova
transformace.

Algoritmy pro nasobeni polynomil jsem implementoval v programovacim
jazyce C++ a nésledné paralelizoval za pouziti knihovny OpenMP.

Tato préace se dale zabyva testovanim casové efektivity implementovanych
algoritml a testovanim vyuziti skryté pameéti na dvou vypocetnich strojich.
Testovani je realizovano srovnanim c¢asu vypoctu jednim i vice vlakny.

Nakonec jsem v préaci prozkoumal numerickou stabilitu implementovanych
algoritmu a diskutoval pouzitelnost algoritmii z tohoto hlediska.






KAPITOLA 1

Zakladni pojmy a algoritmy

1.1 Polynomy
V této kapitole je ¢erpano z [1J.

Polynom Polynom je komplexni funkce komplexni proménné, tedy p : C —
C, kterd ma pro vsechna x € C funkéni hodnotu p(z) danou vzorcem

n
p(z) = ao + a1z + apx® + - + apa™ =Y a;’,
i=0

kde aq, ..., a, jsou néjaka redlnd ¢i komplexni ¢isla, kterd nazyvame koefici-
enty polynomu.

Stupen polynomu Stuperni polynomu s koeficienty ao, ..., a, je nejvétsi in-
dex k € N takovy, ze ar # 0. Pokud jsou vsechny koeficienty nulové (nulovy
polynom), prohldsime, Ze stupen je roven —1.

Soucet dvou polynomu Necht p je polynom stupné m a g je polynom stupné
n. Soucet dvou polynomi p a q je funkce s ddna predpisem s(z) = p(z) + q(z)
pro vSechna z € C. Soucet polynomt p a g zna¢ime p + g. Polymom p + ¢ je
stupné nejvyse max(m,n).

Nasobek polynomu skalarem Necht p je polynom stupné m. Ndsobek po-
lynomu p skaldrem « je funkce ¢t ddna predpisem t(x) = « - p(z) pro vsechna
x € C. Nasobek polynomu p skaldrem « znac¢ime ap. Polynom ap je polynom
stupné m pro a # 0, pro a = 0 je to polynom stupné -1.

Soucin polynomiai Necht p je polynom stupné m a ¢ je polynom stupné
n. Soucin polynomi p a q je funkce u dand predpisem u(z) = p(x)q(x) pro

vsechna z € C. Soucin polynomt p a ¢ zna¢ime pq. Pro nenulové polynomy

3



1. ZAKLADNI POJMY A ALCORITMY

P a q je pq polynom stupné m + n. Je-li p nebo g nulovy, pak pg je polynom
stupné -1.

1.2 Asymptoticka slozitost algoritmii

Tato kapitola ¢erpa z [2].

Asymptotickd horni mez: O-notace Jsou-li dény funkce f(n) a g(n), pak
fekneme, ze f(n) je nejuyse radu g(n), psano f(n) = O(g(n)), jestlize

(Je € R*)(Fng € NT)(¥n > no) (f(n) < ¢ g(n)).

O-notaci pouzivame pro odhady slozitosti algoritmi v nejhorsich pripa-
dech.

Asymptoticka dolni mez: Q-notace Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak
fekneme, ze f(n) je nejméné radu g(n), psano f(n) = Q(g(n)), jestlize

(3c € RY)(3ng € NT)(¥n > ) (- g(n) < f(n)).

Q-notaci pouzivame pro odhady slozitosti algoritmu v nejlepsich pripadech.
Asymptoticka tésnd mez: ©-notace Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak
rekneme, ze f(n) je téhoZ rddu jako g(n), psano f(n) = ©(g(n)), jestlize

(Jer,e2 € RT)(Fng € NT)(vn > n0)<c1 ~g(n) < f(n) <cg- g(n))

©-notaci pouzivame pro co nejpresnéjsi odhady slozitosti algoritmii.

1.3 Mistrovska metoda
V této kapitole je ¢erpano z [3].

Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) funkce jedné proménné. Uvazujme
rekurentni rovnici

n

t(n) = at(g) + f(n).

Pak t(n) mé jedno z nésledujicich asymptotickych feseni:

1. Pokud f(n) = O(n'°8%%) pro néjakou konstantu e > 0, pak t(n) =
@(nlogb a).

2. Pokud f(n) = ©(n'°# ), pak t(n) = O(n'°e*logn).



1.4. Algoritmy pro nasobeni polynomi

3. Pokud f(n) = Q(n'°% %) pro néjakou konstantu e > 0 a pokud af (%)
cf(n) pro néjakou konstantu ¢ < 1 a vSechna n > ng, pak t(n)

O(f(n)).

I IA

1.4 Algoritmy pro nasobeni polynomi

1.4.1 Trivialni algoritmus

Trividlni algoritmus je zakladnim algoritmem pro nésobeni dvou polynomt.
Méjme polynomy A a B. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze oba poly-
nomy jsou stupné n. Potom polynom C = A - B ziskame trividlnim algoritmem
pomoci nésledujiciho vzorce:

n n
C(z) = Z Z abjz'ti.

i=0 j=0
Slozitost trivialniho algoritmu Podle pseudokddu [1| uréime slozitost trivi-
alnfho algoritmu. For cyklus na fadcich 2 az 4 pouze nastavi vsechny koefici-
enty polynomu C na nulu. Stupen polynomu C' je sou¢tem stupnii polynomu
A a B. Predpokladame-li stejny stupen n polynomu A a B, je slozitost tohoto
for cyklu ©(2n) = O(n). Dostavame se ke dvéma for cyklim na fadcich
5 az 9. Zde je zfejma sloZitost téchto cyklt ©(n?). Tim dostdvame celkovou
slozitost trividlnfho algoritmu pro ndsobeni polynomt ©(n + n?) = O(n?).

Algoritmus 1 Pseudokdd trividlniho algoritmu pro nasobeni polynomu
Vstup: Polynomy A, B
Vystup: Polynom C takovy, ze C = A - B
1: C . degree = A . degree + B . degree
2: for i + 0 to C . degree do
3 Cli] <0
4: end for
5. for i < 0 to A . degree do
6
7
8
9

for j < 0 to B . degree do
Cli+j] + Cli+j]+ A [i] - B[j]
end for
: end for
10: return C'

1.4.2 Algoritmus Karatsuba

Algoritmus Karatsuba byl predstaven Anatolym Karatsubou v roce 1962 [4].
Je zaloZen na metodé rozdél a panuj, tedy na rozdéleni problému na podpro-
blémy mensi velikosti. Karatsubuv algoritmus dokaze nasobit dva polynomy

5



1. ZAKLADNI POJMY A ALCORITMY

Alg. Karatsuba Trividlni alg.
n | # nasobeni # s¢itani | # nasobeni # scitani
2! 3 4 4 1
22 9 16 16 4
23 27 52 64 49
24 81 160 256 225
29 243 484 1024 961

Tabulka 1.1: Srovnani poc¢tu nasobeni a s¢itani trividlniho a Karatsubova al-
goritmu

stejného stupné, a tento stupen musi byt ve tvaru 2 —1, kde x € N. Pocet ko-
eficientt tedy musi byt 2*. Pokud na vstupu nejsou polynomy v tomto tvaru,
na misto chybéjicich koeficientt se doplni nuly.

s¢itani, je smyslem algoritmu Karatsuba snizit pocet operaci nasobeni oproti
trividlnimu algoritmu, a tim snizit casovou naroc¢nost béhu vypoctu. Ukazme
si na prikladu, jak Karatsuba nésobi dva polynomy stupné 1. Méjme polynomy
A a B ve tvaru:

A(x) =a9+ a1z, B(x)=by+ bz

a proménné Dy, D1, Dg; obsahujici souciny koeficient ve tvaru:

Dy = apbp, D1 =aibi, Do = (ap+ a1)(bp+ b1),

potom soucin polynomu A a B spoc¢teme nésledujicim zpusobem:

C(z) = A(z) - B(z) = D12 + (Dg1 — Dy — D1)z + Dy.

K tomu, abychom ziskali polynom C|, bylo zapotfebi ¢tyr operaci s¢itani, ale
co je dulezité, pouze tii operaci nasobeni. Kdyz pouzijeme trivialni algoritmus
pro polynomy stejného stupné, potiebujeme k vypoctu ¢tyri operace nasobeni
a jednu operaci sc¢itani. Algoritmus Karatsuba tedy na nédsobeni polynomu
stupné 1 usetti oproti algoritmu trividlnimu jednu operaci nasobeni za cenu
ti{ operaci s¢itani navic. V tabulce[1.T] vidime srovnéni poc¢tu operaci ndsobeni
a scitani Karatsubova a trividlniho algoritmu pro mala n.

Tento algoritmus lze pouzit rekurzivné, jak je vidét na fadcich 8 az 10
v pseudokédu [2 na strance [7} Polynomy A a B jsou rozdéleny na spodni a
horni ¢ast takto:

A(z) = Aj(z) + Au(z)z2,  B(z) = Bi(z) + By(z)z2.

S témito Castmi pak zachézime, jako kdyby to byly koeficienty. Algoritmus
se pak stane rekurzivnim, pokud budeme stejny postup aplikovat na tyto po-
loviéni polynomy. V poslednim kroku uz pouze vynasobime dva koeficienty.

6



1.4. Algoritmy pro nasobeni polynomi

Jelikoz algoritmus vola vzdy sama sebe na polynom s poloviénim poctem ko-
eficienti, algoritmus skonéi pfesné po logy n krocich.

Algoritmus 2 Pseudokdd rekurzivniho algoritmu Karatsuba
Vstup: Polynomy A, B a pocet koeficientu téchto polynomu n.
Vystup: Polynom C takovy, ze C = A - B.

1: procedure KARATSUBA(A, B, n)
2 if n =1 then

3 C=A-B

4 return C

5: end if
6

7
8

9

A < Low(A), A, < Up(4)
B + Low(B), B, + Up(B)
Dy + Karatsuba(4;, By, 5)
: D1 < Karatsuba(A,, By, §)
10: Do < Karatsuba(A4; + Ay, By + By, %)
11:  C 4 Do+ (Dor — Do — Dy)x? + Dya”
12: return C
13: end procedure

Slozitost algoritmu Karatsuba Pro vypocet slozitosti algoritmu Karat-
suba vyuzijeme Mistrovskou metodu. Oznac¢me n jako ptvodni pocet koefici-
enti polynomu A a B. Algoritmus vol4d sama sebe na polynomy s polovi¢nim
poctem koeficientil a toto volani probéhne trikrat v téle algoritmu, mame tedy
funkei t(n) v nésledujicim tvaru:

t(n) = 3t(g) + f(n).

Nyni je potfeba vypocitat slozitost funkce f(n). Rozebereme si jednotlivé
fadky pseudokédu [2l Radky 2 az 5 jsou trividlni. Slozitost téchto operaci je
O(1). O tadcich 6 a 7 plati totéz. Pouzivaji se koeficienty ptivodnich poly-
nomu A a B. Nejdulezitéjsi je radek 11. Zde je potreba prepocitat koeficienty
polynomu Dy;. Zajimé nas tedy pocet koeficientti tohoto polynomu. Polynom
Dy (a polynomy Dgy a D) je sou¢inem polynomii, které maji poloviéni pocet
koeficientii, tedy stupen téchto polynomi je 5 — 1. Jak vime, nadsobenfm poly-
nomu vznikne polynom, jehoz stupen je roven souc¢tu stupnu onéch polynom.
Stupen polynomu Dy je tedy roven 2- (5 —1) = n—2. Pocet koeficienti tohoto
polynomu je n — 1. Nésledné se sestavi polynom C' z polynomt Dg, Do a D;.
Vsechny tyto polynomy maji n — 1 koeficientii. Asymptoticka slozitost radku
11 je tedy ©(n). Toto je zaroven asymptoticka slozitost celého téla algoritmu.
Koneény tvar funkce t(n) je:
n

t(n) = 3t(2) +6(n).



1. ZAKLADNI POJMY A ALCORITMY

Protoze logy 3 = 1,585, dostavame 1. pifpad feseni Mistrovské metody, jelikoz
f(n) = O(n'"857¢) & ¢ = 0,585. Celkova asymptotickd sloZitost algoritmu
Karatsuba je @(nlogz 3) = @(n11585),

1.4.3 Algoritmus Toom-Cook

Algoritmus Karatsuba je zdkladem pro algoritmus znamy pod nazvem Toom-
Cook. Je pojmenovany po svém objeviteli Andrei Toomovi a Stephenu Coo-
kovi, ktery dovedl myslenku algoritmu do zdérného konce. Algoritmus vypo-
¢itava soucin polynomu pomoci metody rozdél a panuj. Algoritmus ma mnoho
podob, spravné se mu rikd Toom-Cook-r, kde r znaci, na kolik ¢asti se rozdéli
pivodni polynomy. Algoritmus Karatsuba je pravé Toom-Cook-2. Cim vyssi r,

tim nizsi asymptotickd slozitost. Obecné ma Toom-Cook-r podle [5] asympto-
log (2r—1) o
tickou slozitost O(n~ e ). Cim vyssi r, tim slozitéjsi je vSak algoritmus

naimplementovat. V této praci se déle budeme zabyvat algoritmem Toom-
Cook-3, tento algoritmus je také nejznaméjsi, budeme jej nadale oznacovat
jen jako Toom-Cook algoritmus.

Stejné jako algoritmus Karatsuba, i algoritmus Toom-Cook néasobi dva
polynomy stejného stupné. Rozdil je v poctu koeficientti. Ten musi byt déli-
telny tfemi. Pokud tomu tak neni, doplni se chybéjici koeficienty nulami. Je
ziejmé, ze v jednom béhu algoritmu se bude doplnovat jeden, maximéalné dva
koeficienty. Jak bylo zminéno vyse, algoritmus Toom-Cook rozdéli puvodni
polynomy A a B s n koeficienty na 6 polynomi s 5 koeficienty, tedy na poly-
nomy Ag, A1, As, By, B1 a Bs, jak je vidét na radcich 6 a 7 v pseudokddu
na strance Polynomy A a B mame ve tvaru:

A(z) = Ao(z) + A1 (2)28 + As(2)2s,

2n

B(z) = Bo(z) + Bi(x)x3 4 By(z)zs .

Necht C' je polynom takovy, ze C = A - B a je ve tvaru:

C(x) = Co(x) + Cr(w)xs + C2($)$27n + C3(x)x" + C’4(1‘);U4?n.

Potrebujeme zjistit koeficienty polynomu Cy, Cy, Co, Cs a Cy. Trividlni mys-
lenkou je provést 9 nasobent:

Co = Ao - Bo,
C1=A1-Bo+ Ao - By,
Cy=Ay-By+ A1 -B1+ Ag - B,
C3 = Ay By + Ay - B,

Cy = Ay - By,
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misto toho vsak podle [6] je vypocet téchto polynomu v algoritmu Toom-
Cook teseny vyhodnocenim polynomu C v 5 bodech, a to konkrétné 0, 1,
-1, 2 a oco. Tato vyhodnoceni polynomu jsou opét polynomy, oznac¢me je
Wo, Wi, W_1, Ws a W4,. Tyto polynomy jsou ziskdny 5 operacemi nasobeni:

Wo = Ap - Bo,

Wi = (Ao + A1 + Az) - (Bo + By + Ba),
W_1 = (Ao — A1+ A2) - (By — By + Bo),

Wy = (Ag + 2A1 +4A3) - (Bo + 2By + 4B3),
Weo = Ag - Bs.

Ziskané polynomy jsou ve skutecnosti linedrni kombinaci hledanych polynomu
Cy, C1, Cy, C3 a Cy, jednd se o soustavu 5 rovnic o 5 nezndmych:

Wo = Co,
Wi =Cop+ C1 + Cy 4 Cs + Cy,
W_1=Cy—C1+ Cy —C3+ Cy,
Wy = Cy + 2C + 4C5 4+ 8C5 + 16Cy,
Weo = Cy.
Tato soustava je vyTesena nékolika elementarnimi operacemi s¢itani, odec¢itani
polynomil a nasobeni, déleni polynomt malym ¢islem. Ozna¢me si pomocné
polynomy T3y a T5. Polynomy Cy, C1, Cs, Cs a C4 ziskdame nésledujicimi rov-
nicemi:

. SWo+2W_1 + Ws

Tl 6 +2WOO7
T, = Wi + W—1’
2
Co = W,
Cy =W -1,
Co=T — Wy — W,
Cs =T, -1,
Cy =Wk

Cely postup je mozné aplikovat rekurzivné, jak vidime na strance[I0]v pseu-
dokddu [3| na Fadcich 8 az 12. Jedné se pravé o ziskdani polynomu Wy, W,
W_1, Wy a Wy Algoritmus zastavi rekurzivni volani v dobé, kdy je pocet
koeficientit vstupnich polynomii roven jedné. Zde dojde k vyndsobeni dvou
C¢isel, a to jedinych koeficienti vstupnich polynomt.
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Slozitost algoritmu Toom-Cook Rozeberme si dopodrobna asymptotickou
slozitost dale zkoumaného algoritmu Toom-Cook-3 = Toom-Cook. Mé&jme po-
lynom A s n koeficienty. Stejné, jako tomu bylo u vypoctu slozitosti algoritmu
Karatsuba, vyuzijeme k vypoctu slozitosti algoritmu Toom-Cook Mistrovskou
metodu. V pseudokédu [3| je slozitost operaci na fadcich 2 az 7 ©(1). Radky
8 az 12 znamenaji rekurzivni volani algoritmu na polynomy s 7 koeficienty.
Funkce t(n) mé tedy tvar:

t(n) = 5t(5) + S (n).

Nyni zbyva dopocitat slozitost operaci na fadcich 13 az 17. Polynomy Wy, W7,

W_1, Wy a Wy, maji %” — 1 koeficient1, nebot se jednd o souciny polynomil
majicich § koeficientti. Na fadcich 13 a 17 dochdzi ke s¢itani a odéitani po-
lynomu s 2?" — 1 koeficienty. Slozitost téchto operaci je tedy ©(n). Vysledny
tvar funkce t(n) je:

n
3)

t(n) = 5t(3 + O(n).

Dostédvame prvni pfipad reseni Mistrovské metody, nebot logs b = 1,465 a
f(n) = O(n'4%-¢) & ¢ = 0,465. Celkova asymptotickd sloZitost algoritmu
Toom-Cook je tedy ©(n'°8s5) = ©(n!465) ¢imz jsme potvrdili tvrzeni v [5]

log 5
5 = nlog3,

o asymptotické slozitosti algoritmu Toom-Cook, protoze n'°gs

Algoritmus 3 Pseudokdd rekurzivniho algoritmu Toom-Cook
Vstup: Polynomy A, B, a pocet koeficientt téchto polynomu n.
Vystup: Polynom C takovy, ze C = A - B.

1: procedure TooMCOOK(A, B, n)
2 if n =1 then

3 C=A-B

4 return C

5: end if
6

7

8

9

Ap < FirstThird(A), A; < SecondThird(A), Az < ThirdThird(A)
By < FirstThird(B), B; < SecondThird(B), By - ThirdThird(B)
Wy < ToomCook (Ao, Bo, %)
: W1 < ToomCook(Ag + Ay + Ag, By + By + B, §)

10: W_1 + TOOHlCOOk(AQ — A1+ Asg, By — By + Bo, %)

11: Wy <+ TOOInCOOk(AO + 2A1 + 4A5, By +2B1 + 4B>, %)

12: Weo = ToomCook(Az, Ba, %)

130 Ty ¢ 2R gpy

14: T5 + 7W1+2W_1

15: Co W, 1 <—n Wl_TlQ;LCQ < TQ—W()—E/OO, C3 + T —1Ts, Cy+— Wy

16: C+—Cy+Cizs +Cox3 +Csx™ + Cyx3

17: return C

18: end procedure

10
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1.4.4 Rychla Fourierova transformace

Rychld Fourierova tranformace (FFT) je dalsi z algoritmt vyuzivajicich strate-
gii rozdeél a panuj. Ma mnoho vyuziti, mimo jiné je urcena pravé pro nasobeni
polynoma.

Pro FFT je nutné mit na vstupu dva polynomy stejného stupné, tento
stupen musi byt roven 2% — 1, x € N, polynomy tedy musi mit 2 koeficient.
Pokud tomu tak neni, doplni se polynomu patiicny pocet nulovych koefici-
entil. Zakladni myslenkou celého algoritmu je fakt, ze polynom lze vyhodnotit
nejen pomoci koeficientt, ale také pomoci funkénich hodnot v nékolika pevné
danych bodech. Takovy vektor funkénich hodnot si mtizeme predstavit jako
graf polynomu.

M¢éjme polynom A s n koeficienty ag, ai,..., a,—1. Na spravné vyhod-
noceni polynomu v n bodech FFT vyuzivad komplexnich ¢isel, konkrétné pri-
mitivni 'gl-té odmocniny z jedné. To je takové ¢islo w, € C, pro které plati
wp = €n. FFT vyhodnocuje polynom v bodech w?, wl ..., w’=! Jinymi
slovy, pro funkéni hodnotu ay, plati a, = A(wk), k € (0, n — 1). [1]

O vypocet funkénich hodnot vstupnich polynomi se stard rekurzivni ¢ast
FFT. Vstupni polynom se rozdéli na dva polynomy A. a A,. Polynom A,
obsahuje pouze sudé koeficienty ptivodniho polynomu, tedy ag, a2, ..., Gn_9
a polynom A, pouze liché koeficienty ptivodniho polynomu ai, as,..., an_1.
Jak vidime na strance [12] v pseudokdédu 4] na fédcich 7 a 8, na tyto polynomy
je pak déle rekurzivné volan stejny algoritmus. Ziskdme tedy polynomy F, a
F,. Z téch se pak pomoci for cyklu na fadcich 9 az 13 poskladd vysledny
polynom F', obsahujici ohodnoceni polynomu A v n bodech.

Poté se v nerekurzivni ¢asti, konkrétné na strance [12] v pseudokédu
na radku 6, vypocitaji funkéni hodnoty vysledného polynomu. Jedna se jed-
noduse o vynasobeni ziskanych funkénich hodnot obou vstupnich polynomi.
Tyto funkéni hodnoty je pak nutné prevést zpét do reprezentace polynomu
pomoci koeficientti. K tomu je opét vyuzita rekurzivni ¢ast FFT, ovsem s tim
rozdilem, Ze misto primitivni n-té odmocniny z jedné w, je pouzito ¢islo kom-
plexné sdruzené k w,, tedy @,. Ziskané koeficienty se pak jesté vydeéli ¢islem
n a ziskdvame vysledné koeficienty vzniklého polynomu.

Slozitost Rychlé Fourierovy transformace K vypoctu slozitosti FFT nam
opét pomize Mistrovskd metoda. Nejprve si rozebereme slozitost rekurzivni

¢asti tohoto algoritmu pomoci pseudokédu Rédky 2 az 6 mayji slozitost ©(1),
fadky 7 az 8 ndm dévaji tvar ¢(n):

tn) = 2t(3 ) + f(n),

slozitost funkce f(n) uréuje for cyklus na fadcich 9 az 11. Ten m4 sloZitost
O(5) = O(n), dostavame tedy:

11
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t(n) = 2t(%> +6(n).

To nam dava druhy pripad feseni Mistrovské metody, nebot log, 2 = 1. Funkce
f(n) = ©(n'°822) = O(n) = t(n) = O(nlogn), tedy celkova slozitost rekur-
zivni ¢asti Rychlé Fourierovy transformace je ©(nlogn).

Co se slozitosti celého algoritmu Rychlé Fourierovy tranformace tyce, v pseu-
dokddu [p| vidime tri volani funkce FFTRec na polynomy s n koeficienty a na
fadcich 5 az 7 for cyklus se slozitosti ©(n), celkem tedy dostédvame slozitost
©(3nlogn +n) = O(nlogn).

Algoritmus 4 Pseudokdd rekurzivni ¢asti Rychlé Fourierovy transformace

Vstup: Polynom A, pocet koeficientd n polynomu A, primitivni n-t4 odmoc-
nina z jednicky wy,.

Vystup: Pole F', obsahujici vyhodnoceni polynomu A v n bodech.

1: procedure FFTREC(A, n, wy,)

2 if n =1 then

3 F[o] = A[0]

4 return F

5: end if

6 A < even(A), A, < odd(A)

7 F. + FFTRec(A., %, w?)

8 F, < FFTRec(A,, 5, w?2)

9: fori<0tog—1do

10: F[i] + F.[i] + Wl - Fy[i]

11: Fli+ 3] « Feli] — w}, - F,[i]
12: end for
13: return F

14: end procedure

Algoritmus 5 Pseudokdd celého algoritmu Rychlé Fourierovy transformace
Vstup: Polynomy A, B, primitivni n-t4 odmocnina z jednicky w,.
Vystup: Polynom C takovy, ze C = A - B.

1. procedure FFT(A, B, wy,)
2: n <+ A . degree + 1

3 F4 < FFTRec(A, n, wy)
4: Fp < FFTRec(B, n, wy)
5: fori+ 0ton—1do
6
7
8
9

Fcoli] + Fali] - Fpli]
end for
C + L. FFTRec(Fc, n, wy)
: return C
10: end procedure

12



KAPITOLA 2

Pouzité prostredky

V této kapitole jsou popsany vsechny prostredky, které jsem v préaci vyuzil.
Najdeme zde napiiklad datové struktury pouzité pii implementaci algoritmi.
V kapitole je ve strucnosti popsana knihovna OpenMP, kterd je dilezitym
stavebnim prvkem mé implementace. Na zavér této kapitoly jsou predstaveny
prostredky urcené k testovani implementovanych algoritmi, jejichz realizace
je popsana v nasledujici kapitole.

2.1 Format vstupnich dat

Implementované algoritmy jsem testoval na ndhodné vygenerované polynomy,
které nejsou kromé hlavni paméti nikde jinde ulozeny. Program je vSak mozné
spoustét i na polynomy ulozené v textovych souborech. Tyto soubory udévaji
na prvnim radku stupen polynomu n a na dalSich maximélné n + 1 fadcich
(nulové koeficienty nejsou v souborech obsazeny) je zadan stupen polynomu
k a koeficient a. Pro zndzornéni zde uvadim priklad formatu souboru obsa-
hujictho polynom p(x) = 10 + 20z + 3023 + 40z* + 502°:

10
20
30
40
50

g W O o

2.2 Pouzité datové struktury

Polynomy ve svém programu ukladam do ¢lenské proménné t¥idy CPolynomial.
Tato ¢lenska proménnd je pole typu double a obsahuje koeficienty polynomu.
Déle je jako ¢lenskd proménnd ulozen integer obsahujici stupen daného po-
lynomu.

13
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Konstruktory obsahuje tiida dva. Jeden je pro nacteni polynomu ze sou-
boru do paméti a druhy je pro vytvoreni polynomu z existujictho pole obsahu-
jictho koeficienty polynomu. Destruktor pouze uvolni z paméti alokované pole
pro ulozeni koeficienti. Mezi metody této tiidy pak patii:

e ExpandDegree: Metoda rozsifuje polynom na polynom daného stupné.
Chybéjici koeficienty jsou doplnény nulami.

e Sum2Pols: Metoda seCte dvé pole obsahujici koeficienty polynomi. Je
vyuzivana v algoritmu Karatsuba.

e Sum3Pols: Metoda secte tfi pole obsahujici koeficienty polynomi. Je
vyuzivana v algoritmu Toom-Cook.

e GetCorrectDegree: Metoda zjisti vétsi z poctu koeficientit dvou poly-
nomi a vrati tomuto ¢islu nejblizs§i mocninu dvojky.

e GetComplex: Metoda vrati pole typu complex<double> obsahujici koefi-
cienty polynomu jako komplexni ¢isla. Imaginarni ¢ast téchto koeficientil
je nastavena na 0i. Metodu vyuziva Rychld Fourierova tranformace.

e Trivial: Trividlni algoritmus urc¢eny pro nasobeni polynomt. Je vyuzi-
van pro otestovani funkénosti ostatnich algoritmi a pro srovnani doby
béhu s ostatnimi algoritmy.

e Karatsuba: Pripravné ¢ast algoritmu Karatsuba.

e KaratsubaRec: Skutecny vypocet souc¢inu dvou polynomi pomoci algo-
ritmu Karatsuba.

e FFT: Nerekurzivni ¢ast algoritmu FFT.
e FFTRec: Rekurzivni ¢ast algoritmu FFT.
e Toom3: Piipravna ¢ast algoritmu Toom-Cook.

e Toom3Rec: Skutecny vypocet souc¢inu dvou polynomt pomoci algoritmu
Toom-Cook.

2.3 Knihovna OpenMP
V kapitole je ¢erpano z [§].

Algoritmy pro nasobeni polynomil jsem po optimalizaci paralelizoval pomoci
knihovny OpenMP. Jednd se o API pro programovani vicevldknovych aplikaci.
Funguje na principu oznaceni bloku kédu programu, po kterém programétor
pozaduje, aby byl provadén paralelné. OpenMP se postara o cely zivotni cyk-
lus vldkna. Pro povoleni vicevldknového béhu programu je nutné kompiladtoru

14
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g++ pridat prepina¢ -fopenmp a ve zdrojovém koédu pridat knihovnu omp.h.
OpenMP umoznuje snadnou paralelizaci sekvenc¢nich aplikaci pomoci predem
definovanych direktiv.

Vlastnosti proménnych Dand vlastnost proménné zptisobi chovani ostat-
nich vldken vuci této proménné. Pokud pouzijeme tyto vlastnosti na ukazatel,
je dilezité si uvédomit, ze dand vlastnost plati pouze pro tento ukazatel, ni-
koliv na data, na kterda ukazuje. Mezi vlastnosti proménnych patii:

e shared: Zpusobi, ze dana proménnd bude sdilena vsemi vldkny, v celém
programu bude tedy existovat jedind instance této proménné.

e private: Zpusobi, ze kazdé vlakno bude mit nezavislou instanci této
proménné. Proménnd vznikne jako neinicializovand, po provedeni para-
lelniho bloku je obsah této proménné dale nedefinovan.

o firstprivate: Zpusobi to samé, co vlastnost private s tim rozdilem,
ze tato proménnd je vytvorena s puvodni hodnotou, kterou obsahovala
stejnojmenna proménnd pied vstupem do paralelniho bloku. Po prove-
deni paralelniho bloku je vSak obsah této proménné dale nedefinovan.

e lastprivate: Zplsobi to samé, co vlastnost firstprivate s tim rozdi-
lem, ze hodnota této proménné z posledni iterace paralelniho cyklu bude
prekopirovana do stejnojmenné proménné hlavniho vlakna procesu.

Funkéni paralelismus Kromé datového paralelismu, na ktery je knihovna
OpenMP primarné zamétrena, umoznuje dale tato knihovna i paralelismus
funkéni. Predevsim nés zajimd mechanismus TASK, ktery spousti direktiva
#pragma omp task. Tento mechanismus umoznuje paralelizaci napiiklad re-
kurzivnich funkci. Funguje tak, ze direktivna #pragma omp task vygeneruje
ulohu ke zpracovani, ulozi ji do tzv. TASK pool a néjaké vldkno za¢né tlohu
vykonavat. Je mozné jesté vyuzit direktivu #pragma omp taskwait, kterd
zpusobi ¢ekani na dokonceni vSech synovskych tloh, pouze vSak piimych po-
tomku. Priklad uziti mechanismu TASK muZeme vidét ve zdrojovém kddu

21

int fib ( int n ) {

int i, j;

if (n < 2 ) return n;

#pragma omp task shared ( i ) firstprivate ( n )
i=fib (n - 1);

#pragma omp task shared ( j ) firstprivate ( n )
j = fib (n - 2 );

#pragma omp taskwait

return i + j;

Zdrojovy kéd 2.1: Pouziti mechanismu TASK

15
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TASK pool mé nevyhodu v tom, Ze se jedné o sdilenou strukturu. Vlozeni
do néj a vybér z néj jsou kritické sekce, a to zptsobuje rezii prace s TASK. Ve
zdrojovém kédu 2.1] vidime neefektivn{ vyuzit{ mechanismu TASK pro vypocet
Fibonacciho ¢isla. Kazdé vétev je totiz provadéna pomoci jiného TASKu, do-
chazi tedy k mnoha ¢tenim a vkladani z/do TASK pool. Pro mald n je mozné
kod vykonavat sekvencéné, neboli nevytvaret dalsi vlakna. K tomu mize po-
slouzit klauzule if. Neni-li podminka klauzule if splnéna, soucasny TASK je
pozastaven a zacne se provadét novy TASK. Rodic¢ovsky TASK se pak obnovi
po dokonceni tohoto TASKu. Nepracuje se tedy zde s TASK pool. Pokud
je podminka splnéna, novy TASK je vlozen do TASK pool a vldkna si jej
z néj mohou vyzvednout. Ve zdrojovém koédu vidime vyuziti klauzule if
na vypocet Fibonacciho ¢isla.
int fib ( n ) {

int i, j;

if (n < 2 ) return n;

#pragma omp task shared ( i ) if ( n > 20 )
i =fib (n -1 );

#pragma omp task shared ( j ) if ( n > 20 )
j = fib (n - 2 )3

#pragma omp taskwait

return i + j;

Zdrojovy koéd 2.2: Efektivnéjsi pouziti mechanismu TASK

Nevyhoda zdrojového kédu spociva v tom, Ze neni pro vypocet vyuzito
i vldkno volajicif TASK. Ve zdrojovém kédu [2.3] vidime optimalizaci, diky které
se snizi pocet ¢teni a vkladani z/do TASK pool.

int fib ( n ) {
int i, j;
if (n < 2 ) return n;
#pragma omp task shared ( i ) if ( n > 20 )
i=fib (n -1 );
j = fib ( n - 2 );
#pragma omp taskwait
return i + j;

Zdrojovy kéd 2.3: Efektivni pouziti mechanismu TASK

Nutno podotknout, ze pro spravné vyuziti mechanismu TASK je nutné
volani rekurzivni funkce, kterd tento mechanismus vyuziva, mit uvnitf para-
lelniho bloku. V opac¢ném pripadé by tato rekurzivni funkce byla provadéna
pouze jednim vldknem. Ve zdrojovém kédu muzeme vidét zavolani rekur-
zivni funkce, kterd vypocita n-té Fibonacciho ¢islo.
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int main () {
int n = 100, result;
#pragma omp parallel num_threads ( 4 )
#pragma omp single
result = fib ( n );
printf ( , n, result );
return 0;

}

Zdrojovy kéd 2.4: Spravné volani rekurizvni funkce vyuzivajici mechanismus
TASK

2.4 Meérici prostredky

Pro testovani implementovanych algoritmu jsem vyuzival dvou serverd. Prv-
nim je svazek STAR (star.fit.cvut.cz), jehoZ konfigurace je nasledujici:

e CPU: 2 ks Intel Xeon E5-2620 v2, 15 MB L3 cache, 6 jader, celkem 12
vlaken, AVX sada instrukci,

« RAM: 32 GB,
e OS: Gentoo 4.1.6,
o verze kompildtoru g++: 4.9.3.
K dispozici jsem mél i server HP ProLiant DL180 G6 s nésledujici konfiguraci:

e CPU: 2 ks Intel Xeon E5620, 12 MB L3 cache, 4 jadra, celkem 8 vlaken,
SSE4.2 sada instrukci,

« RAM: 48 GB,
e OS: Ubuntu Server 14.04.4 LTS,

o verze kompildtoru g++: 4.8.4.

2.5 Nastaveni kompilatoru

Kompilator g++ ma mnoho pfepinact. Své implementace jsem pfi testovani a
meéreni kompiloval s nasledujicimi prepinadi:

e -Ofast: Zapne podporu automatickych kompildtorovych optimalizaci
zdrojového kédu.

e -mavx nebo -msse4.2: Nastavi kompilator pro sadu instrukci, kterou
podporuje dany procesor.
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KAPITOLA

Realizace

Kapitola popisuje realizaci algoritmti nasobeni polynomi. Pro kazdy algorit-
mus je popsana implementace jeho sekvencéni verze, poté pripadné optimali-
zované a paralelizované verze.

3.1 Trivialni algoritmus

Sekvencni ¢ast Trividlni algoritmus jsem puvodné implementoval pouze ze
dvou divodi. Jednim bylo otestovat, zda ostatni algoritmy, na které je tato
prace primarné zamétrena, dosahuji stejnych vysledki jako algoritmus trivi-
alni. Druhym dtivodem bylo zkoumani numerické stability ostatnich algoritmi,
které je dale popsano v kapitole 4] Jak ale v této kapitole zjistime, trividlni
algoritmus je vyuzit i v algoritmu Karatsuba a Toom-Cook.

Algoritmus jsem implementoval podle pseudokddu [I ktery najdeme na
strance[5] Polynom C byl stejné jako polynomy A a B objekt tfidy CPolynomial,
pro ktery jsem alokoval potfebnou pamét pred zahdjenim samotného vypo-
¢tu. Polynom C' mé naalokovanou pamét velikosti o jedna vétsi, nez je soucet
stupna polynomu A a B. Pred zahdjenim vypoctu je nutné vSechny koefici-
enty polynomu C' nastavit na 0. Poté dojde k vypoctu, ktery je implementovan
podle tadki 5 az 9 v pseudokédu

Paralelizace Paralelizaci trividlniho algoritmu jsem vynechal. Jak zjistime
z méfeni obsazeného v kapitole {4} trivialni algoritmus dosahoval tak Spatnych
casovych vysledki, Ze ani teoretické dvanactindsobné zrychleni, které by mél
umoznit vypocet provedeny 12 vlakny, by trividlnimu algoritmu nepomohlo se
vyrovnat s algoritmy ostatnimi. Jak bylo zminéno vyse, trivialni algoritmus
je sice obsazen v algoritmech Karatsuba a Toom-Cook, avsak paralelizace tri-
vidlniho algoritmu by ani zde ni¢emu nepomohla, nebot algoritmy Karatsuba
a Toom-Cook jsou paralelizovany pomoci mechanismu TASK, jak se do¢teme
déle v této kapitole.
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3. REALIZACE
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Tabulka 3.1: Struktura pole obsahujiciho koeficienty polynomt Dg, Do a Dy

Teoreticky by se trivialni algoritmus dal paralelizovat pomoci direktivy
#pragma omp parallel for, kterd umoznuje paralelizaci for cykl. Nicméné
by zde bylo mnoho sdilenych pfistupi do stejného pamétového mista vice
vlakny najednou. Bylo by tedy tifeba trividlni algoritmus upravit tak, aby
kazdé vldkno dostalo na starost urcitou ¢ast vypoctu, aby bylo sdilenych pri-
stupt do paméti co nejméné. To by se dalo udélat tak, ze by se vstupni po-
lynomy rozdélily na c¢asti, ty se mezi sebou vynésobily jednotlivymi vlakny a
nakonec by se z vysledkt poskladal vysledny polynom.

3.2 Algoritmus Karatsuba

Sekvencni cast Metodu Karatsuba jsem rozdélil na nerekurzivni a rekurzivni
cast.

Nerekurzivni ¢ast je pripravnd, u vstupnich polynomi se zde ovéruje, zda
jejich stupen je ve tvaru 2% — 1, pripadné se polynomy patricné rozsiruji. Poté
se zavold rekurzivni Cast KaratsubaRec, kterd ma jako parametry vstupni
polynomy A, B a vysledny polynom C = A - B, kde pamét potfebnd pro
ulozeni koeficientu vysledného polynomu je alokovana v nerekurzivni ¢asti.

V rekurzivni ¢asti je postupovano dle pseudokédu [2[ na strané |7l Pro poly-
nomy A;, A,, B; a B, neni alokovdna zadnéa pamét navic, pfi celém vypoctu
jsou vyuzivana pole, ve kterych jsou ulozeny koeficienty ptvodnich polynomt
A a B, jen dochazi k posunu ukazateli (pro A; a B; neni ukazatel posunut
vitbec, pro Ay a By, dochdzi k posunu ukazatelii o 5, kde n je pocet koeficientii
polynomi A a B). Pouze pro polynomy A; + A, a B; + B, je alokovana pa-
mét navic, nebot nelze prepisovat ptuvodni polynomy A a B a na misto jejich
koeficientu zapisovat koeficienty polynomu A; + A, a B; + B,.

Polynomy Dg, Dy; a D; jsou ukladdny do vysledného pole urcéeného pro
koeficienty vysledného polynomu C, jak je vidét v tabulce

Nésledné se prepocitaji koeficienty polynomu Dg; pomoci nasledujictho vzorce:

do1, = do1, —do, —d1;,, Vie (0,n—2)
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3.3. Algoritmus Toom-Cook
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Tabulka 3.2: Postup konstrukce pole obsahujiciho koeficienty polynomu C

Z polynomu Dy, Doy a D; je nasledné sestaven vysledny polynom C' dle
radku 11 v pseudokddu [2| Postup je také znazornén v tabulce kde vidime
sestaveni vysledného polynomu C', ktery vznikne vynasobenim dvou polynomu
A a B stupné 7. Polynom C m4 stupen 14, polynomy Dy, D1 a D1 jsou stupné
6, nebot jsou souc¢inem polynomu stupné 4 (polynomy A;, By, Ay, By, Aj+ Ay
a Bl + Bu)

Optimalizace Algoritmus Karatsuba je kvuli rezii spojené s rekurzivnim vo-
lanim nevhodny pro polynomy malého stupné. Rozhodl jsem se tedy ve vhodné
fazi vypoctu prepnout na trividlni algoritmus, ktery se postard o zbytek vy-
poc¢tu. Otazkou bylo, pro jaké m prepnuti provést. Méreni sem provedl na
polynomech stupné 100 tisic az 1 milion. Na grafu miizeme vidét testovani
hranice prepnuti algoritmu. Skoky v c¢asech na tomto grafu jsou zpusobeny
nutnym rozsifenim stupné vstupnich polynomu na tvar 2¥ — 1. Na serveru
STAR i HP jsem doséhl stejného vysledku, tedy nejlepsi hranice pfepnuti na
trividlni algoritmus je pro n = 64.

Paralelizace K paralelizaci jsem vyuzil direktivu task knihovny OpenMP.
Jeden task jsem pouzil pro vypocet polynomu Dy a dalsi task pro vypocet
polynomu Dy;. Pro vypocet polynomu D; jsem jiz dalsi task nevytvarel. Tim
jsem docilil toho, ze k vypoctu polynomu D; bude vyuzito i volajici vlakno.
Poté jsem vlozil direktivu taskwait, aby pri sestavovani vysledného polynomu
C bylo zajisténo, ze vypocty polynomt Dy, Dy a D jsou jiz hotové.
Paralelizace si vyzadala alokaci paméti pro pole obsahujici koeficienty po-
lynomit Dy, Doy a D1, nebot pouzitim samotného pole C, jak je znédzornéno
v tabulce by dochézelo k paralelnimu pristupu na stejnd pamétova mista,
coz by znehodnotilo vysledek vypoctu. Kapitola [ vsak ukéze, Ze toto zvyseni
pamétové narocnosti nezabrani vyraznému snizeni naroc¢nosti casové.

3.3 Algoritmus Toom-Cook

Sekvencni ¢ast Jako tomu je u implementace algoritmu Karatsuba, i imple-
mentaci algoritmu Toom-Cook jsem rozdélil na nerekurzivni pripravnou cast
a rekurzivni ¢ast Toom3Rec obsahujici samotny vypocet. V nerekurzivni ¢asti
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Obrazek 3.1: Hranice pfepnuti algoritmu Karatsuba na trividlni algoritmus

se ovéruje, zda je pocet koeficientii pivodnich polynomu délitelny tfemi a zda
obsahuji oba vstupni polynomy stejny pocet polynomi. V opac¢ném pripadé
se polynomy patficné rozsifi (doplni nulami). Poté si naalokuji pamét pro vy-
sledny polynom a pamét pro pomocné pole w obsahujici koeficienty polynomi
Wo Wi, W_1, Ws a W4, z pseudokddu (3] ktery najdeme na strance

Poté se zavola rekurzivni ¢ast. Polynomy Ag, Ay, As, By, By a Bs jsou
ziskdny jednoduchym posunem ukazatelii o 5. V rekurzi dochézi k alokacim
dvou poli, suml a sum?2. Tato pole slouzi ke s¢itani polynomt, které jsou jako
parametry rekurzivnich volani, jak mizeme vidét na fadcich 9 az 11 v pseu-
dokédu [3] Pred provedenim téchto voldni dochézi ke kontrole, zda tfetina
piivodniho poctu koeficientii third = 3 je stéale délitelna tfemi. Pokud tomu
tak neni, navysi se proménnd third o jednicku, ¢i o dvojku, aby délitelna tremi
byla. Tato proménné pak vstupuje jako parametr péti rekurzivnich volani na
radcich 8 az 12, kde se stava cislem n.

Jelikoz pfi tvorbé tietin ptivodnich polynomt nedochazi ke zbytecnym alo-
kacim, je nutné pii oSetfovani, zda je aktudlni tretina third délitelnd tfemi,
zajistit, aby polynom As, pfipadné B, obsahoval na pozici posledniho jed-
noho, ¢i dvou koeficientti nulu. K tomu slouz{ pomocnéd proménnd zero. Pti
scitani, které zajistuje metoda Sum3Pols, vstupuje jako parametr, a misto ko-
eficientl, které polynomy As a Bs skuteéné obsahuji, dopliuje na spravnou
pozici nulu.

Po provedeni péti rekurzivnich volani vyuzivam jiz naalokovand pole suml
a sum?2 jako pomocné polynomy 717 a Ts, které provadi vypocet na radcich 13
a 14 v pseudokodu
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3.3. Algoritmus Toom-Cook

I
Legenda
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Obrazek 3.2: Hranice prepnuti algoritmu Toom-Cook na trividlni algoritmus

Optimalizace I algoritmus Toom-Cook je vhodné pfepnout na trividlni algo-
ritmus pro mald n. Graf [3.2] ukazuje dobu béhu algoritmu Toom-Cook, ktery
je pri riznych hodnotach n prepnut na trividlni algoritmus. Zde neni tak jed-
noduché urcit presnou hranici prepnuti, nebot algoritmus béhem svého béhu
dynamicky zjistuje, zda je dané n délitelné ttemi. Oproti algoritmu Karatsuba
tedy algoritmus Toom-Cook nedojde k presné dané hranici n. Graf ukazuje
nejlepsi vysledek pro n < 120. Tato hodnota vysla pfi méreni na obou serve-
rech. Pro znazornéni jsem pridal hranici prepnuti pro n < 300, aby bylo vidét,
ze dalsi zvyseni hranice uz neni vhodné.

Paralelizace K paralelizaci algoritmu Toom-Cook jsem rovnéz vyuzil direk-
tivu task knihovny OpenMP. Direktivu jsem pouzil celkem ¢tytikrat, a to pro
vypocet polynomt Wy, Wi, W_1; a Ws. Pro polynom W, jiz neni vytvoren
dalsi task, aby bylo pro jeho vypocet pouzito i volajici vlakno. Poté jsem po-
uzil direktivu taskwait, aby mohl vypocet polynomu C pokracovat s jistotou,
ze polynomy Wy, Wi, W_1, Wy a W, jsou jiz ziskany.

Paralelizace si vyzadala dalsi alokace paméti, konkrétné pro polynomy
Wo, Wi, W_1, Wy a W4 a pro pomocna pole, uchovavajici koeficienty poly-
nomd, které vstupuji jako parametry dalSich rekurzivnich volani, dle fadka
9 az 12 pseudokédu [3] na stréance [I0} Ani toto pfiddni paméti navic nezabra-
nilo vyraznému snizeni casové slozitosti algoritmu Toom-Cook, jak je vidét
v kapitole
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3. REALIZACE

3.4 Rychla Fourierova transformace

Sekvencni cast Implementace Rychlé Fourierovy transformace je podle pseu-
dokédu [ a [}, které najdeme na strance [12] rozdélena na rekurzivni a nereku-
rizvni ¢ast. V nerekurzivni ¢asti se zjistuje, zda pocet koeficienti vstupnich
polynomt n je ve tvaru n = 2%, x € N, pripadné dojde k doplnéni chybéjicich
koeficientti nulami. Nasledné je potreba ziskat koeficienty vstupnich polynomu
jako komplexni ¢isla. K tomu slouzi knihovna complex. Alokuji si nova pole
typu complex<double> a do nich vkladam koeficienty pivodnich polynom?.

Jesté zbyva ziskat primitivni n-tou odmocninu z jedné w,. Knihovna
complex obsahuje funkci polar, kterd nam po zadani spravnych parametrii
primitivni n-tou odmocninu z jedné vrati.

Poté dojde k zavolani rekurzivni ¢asti FFT na vstupni polynomy A a
B, jejichz koeficienty uz jsou ulozeny jako komplexni ¢isla. Volani ulozi do
poli F, a Fy typu complex<double> ohodnoceni polynomu A a B v n bodech.
Rekurzivni ¢ast FFT pracuje podle pseudokédu[d]s tim, ze k ziskdni polynomu
A, a A, neni alokovana Zadnd pamét navic, pouziva se puvodni pamét, ve které
jsou ulozeny koeficienty polynomu A. K tomuto tcelu mam jako parametr
rekurzivniho volani funkce FFTRec navic proménnou urcujici velikost skoku,
abychom docilili ziskani spravnych, tedy lichych ¢i sudych, koeficienti.

Po ziskéni poli F, a Fj dojde k jejich vynésobeni, vznikne nam pole F. a
na toto pole je pak podle radku 8 pseudokddu 5| zavoldna opét rekurzivni ¢ast
FFT. Cislo komplexné sdruzené @, k ¢islu w, ziskdme pomoci funkce conj
obsazené v knihovné complex. Vysledek tohoto rekurzivniho volani je obsazen
v predem naalokovaném poli C.

Nasledné dojde k vydéleni realnych slozek tohoto pole ¢islem n a ulozeni
téchto ¢isel do vysledného polynomu.

Paralelizace K paralelizaci Rychlé Fourierovy transformace jsem opét vyuzil
direktivy task, kterou jsem aplikoval v rekurzivni ¢asti FFTRec. V nerekur-
zivni ¢asti FFT bylo potfeba volani ¢asti rekurzivnich vlozit dovniti paralelniho
bloku. Takto jsem zparalelizoval tadky 3, 4 a 8 pseudokédu

Oproti algoritmtim Karatsuba a Toom-Cook, které se pro mald n prepnou
na algoritmus trividlni, bylo u Rychlé Fourierovy tranformace nutné direk-
tivu task omezit podminkou, aby se pro mald n zbytecné nevytvarely dalsi
TASKy. Otestoval jsem na serverech STAR a HP, pro jaka n je nejlepsi pokra-
covat sekvencné, tedy jednim vldknem. Testovani jsem provedl na polynomech
s po¢tem koeficientti 220 az 227. Grafy a ukazuji vysledky tohoto meé-
feni. Na serveru STAR bylo nejlepsi pokracovat v sekvenénim vypoctu pro
n < 256 a na serveru HP pro n < 128. Duvodi, proc jsou vysledky odlisné,
muze byt nékolik. Jednd se napiiklad o ruzné procesory, s rozdilnou sadou
instrukei. V kapitole (4] jsem tedy méfeni ptizplsobil témto hodnotam na obou
architekturach.
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Obréazek 3.3: Omezeni direktivy task pro mald n u FFT na serveru STAR
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Obrazek 3.4: Omezeni direktivy task pro mald n u FFT na serveru HP
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KAPITOLA 4

Testovani a diskuse

4.1 Testovani implementovanych algoritmi

4.1.1 Sekvencni verze

Sekvencni verzi implementovanych algoritmi jsem testoval na polynomech
o poctu koeficientit 100 tisic az 1 400 000. Na grafu 4.1 mtzeme vidét vysledky
tohoto testovani. Trividlni algoritmus a algoritmus Karatsuba nebylo treba
meérit pro vyssi stupné, nebof dosahovaly jiz tak vysokych c¢ast. Nejlepsich
vysledkt zjevné dosahuje Rychla Fourierova transformace, ktera soucin poly-
noml stupné 1 milion vypocte za zhruba 2 vteriny. Algoritmus Toom-Cook
polynomy stejného stupné spocte za priblzné 80 vterin. Nutno podotknout, ze
vysledky algoritmi Toom-Cook a Karatsuba jsou zde bez prepinani na algo-
ritmus trividlni, proto tyto algoritmy nedosahuji vysledka, které bychom od
nich ocekavali.

4.1.2 Optimalizovana verze

Optimalizace spocivala v prepnuti algoritmil Karatsuba a Toom-Cook na sek-
venc¢ni verzi. Grafy a nam ukézaly nevhodnéjsi n, pro kterd prepnout
algoritmy na trividlni algoritmus, ktery provede zbytek vypoctu. Na grafu
vidime rozdil v ¢asové slozitosti sekvencéni a optimalizované verze algoritmu
Karatsuba a Toom-Cook. Rozdil je znatelny - algoritmus Karatsuba bez opti-
malizace spocetl soucin polynomii stupné 700 tisic za 264 vterin, s pfepnutim
na trivialni algoritmus stejny vypocet provedl za 14 vterin. Algoritmus Toom-
Cook provedl bez optimalizace souc¢in polynomi stupné 1 milion za 86 vterin,
s prepnutim na trividlni algoritmus tak provedl za necelych 5 vtefin. Rychlou
Fourierovu transformaci jsem dale neoptimalizoval, protoze vypocet sekvencéni
verze byl uz tak velice rychly a také FF'T nelze pfepnout na trividlni algorit-
mus. Na grafu vidime vysledky vsSech algoritmt po optimalizaci algoritmu
Karatsuba a Toom-Cook.
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Obréazek 4.2: Rozdil sekvencni a optimalizované verze algoritmii
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Obrazek 4.3: Optimalizovana verze algoritmu

4.1.3 Paralelizovana verze

P1i méteni paralelizované verze jsem se u algoritmt Karatsuba a Toom-Cook
setkal s tim, ze nejlepsich vysledki jsem dosahoval pti béhu se 4 vlakny, naopak
spusténi programu s 8 (a na serveru STAR s 12) vlakny vykazovalo znatelné
horsi vysledky. Problémem bylo nevhodné prepnuti algoritmt na algoritmus
trivialni, nebot pro vicevlaknovy vypocet se vytvarela vlakna i pro mald n
a rezie spojend s vytvarenim vlaken vyrazné znehodnotila ¢asovou efektivitu
algoritmu.

Provedl jsem tedy novd méreni prepnuti algoritmi Karatsuba a Toom-
Cook na algoritmus trividlni, tentokrat s tim rozdilem, ze vysledky ze serveru
STAR, které znazornuji grafy (algoritmus Karatsuba) a (algoritmus
Toom-Cook), jsou ziskdny spusténim algoritmu 12 vlakny, a vysledky ze ser-
veru HP, znézornény na grafech (algoritmus Karatsuba) a (algoritmus
Toom-Cook), jsou ziskdny spusténim algoritmi 8 vldkny. Sekvenéni optimali-
zovanou verzi algoritmu Karatsuba bylo vhodné prepnout na algoritmus tri-
vialni pro n < 64, paralelni verze si vyzadala prepnuti az pro n < 256 na
serveru STAR a pro n < 128 na serveru HP. Algoritmus Toom-Cook bylo
vhodné v jeho sekven¢ni optimalizované verzi prepnout na trividlni algorit-
mus pro n < 120, jeho paralelni verzi je vhodné pfepnout pro n < 480 na
serveru STAR a pro n < 240 na serveru HP. Nutno podotknout, ze v pripadé
algoritmu Toom-Cook nemusi jit o presné hodnoty, jde o nejlepsi vysledky
z mnoziny hodnot, kterou jsem si predem definoval. Oproti algoritmu Karat-
suba totiz nelze definovat presnou mez pro prepnuti na algoritmus trivialni,
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Obréazek 4.4: Pfepnuti algoritmu Karatsuba na algoritmus trivialni pti vice-
vlaknovém vypoctu na serveru STAR

nebot dochézi k dynamickému rozdélovani ¢isla n na tretiny.

Se spravnymi hodnotami prepnuti algoritmu Karatsuba na algoritmus tri-
vialni jsem provedl méreni casové efektivity algoritmu pro 1, 2, 4, 8 a na
serveru STAR i pro 12 vldken. Vysledky méfeni mizeme vidét na grafech
a[d.9] Méfeni jsem provedl na polynomech stupné 100 tisic az 2 a ptl milionu.
Algoritmus Karatsuba nasobil polynomy stupné 2 a pul milionu zhruba 158
vtefin jednim vldknem, 12 vldkny mu stejny vypocet trval okolo 20 vtefin.
Zrychleni je tedy vyrazné.

Skutecné zrychleni algoritmu Karatsuba pro vice vlaken jsem také testoval,
vysledky tohoto méfeni najdeme na grafech [£.10] a [£:11] Nutno podotknout,
ze hodnoty vysledku, které jsou na grafech zrychleni uvedené pro 1 vlakno,
jsou hodnoty optimalizované verze algoritmu, nikoliv hodnoty paralelizované
verze s nastavenym poctem vlaken na jedno. Je tomu tak z divodu znazornéni
skutecného zrychleni algoritmu vice vldkny oproti skutecné sekvenéni optima-
lizované verzi. Knihovna OpenMP ma nemalou rezii spojenou s vytvafenim
vldken, tudiz vysledky paralelizované verze s jednim vldkem jsou znatelné
horsi nez vysledky sekvenc¢ni optimalizované verze. Algoritmus Karatsuba tak
dosahuje skutecného Sestindsobného zrychleni paralelni verze oproti verzi op-
timalizované na serveru STAR. Na serveru HP je zrychleni paralelni verze
zhruba Ctyrnasobné.

Algoritmus Toom-Cook jsem po nastaveni spravné meze pro pirepnuti na
trividlni algoritmus také testoval pii jeho spusténi 1, 2, 4, 8 a na serveru

STAR i 12 vlakny. Vysledky méreni jsou vidét na grafech a Méreni
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Obréazek 4.7: Pfepnuti algoritmu Toom-Cook na algoritmus trivialni pti vice-
vlaknovém vypoctu na serveru HP
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Obrézek 4.8: Algoritmus Karatsuba vice vlakny na serveru STAR
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Obrézek 4.9: Algoritmus Karatsuba vice vlakny na serveru HP
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Obrazek 4.11: Zrychleni algoritmu Karatsuba na serveru HP

jsem provedl na polynomech stupné 100 tisic az 4 miliony. Grafy obsahuji na
prvni pohled ponékud zarazejici skoky v ¢asech pro vyssi stupné polynom.
Je tomu tak proto, ze ovérovani, zda je pocet koeficient vstupniho polynomi
délitelny tfemi, probiha dynamicky, tedy pri kazdém prabéhu algoritmu. Miize
tak snadno nastat, ze pro vyssi stupen polynomu dojde k mensimu poctu tako-
vychto déleni oproti polynomu s nizsim stupném polynomu. Grafy potvrzuji
efektivitu vicevldknového vypoctu. Zatimco jednovldknovy vypocet soucinu
polynomii stupné 4 miliony trval na serveru STAR necelych 50 vtefin, vypo-
cet 12 vldkny trval necelych 10 vtefin. Na serveru HP stejny vypocet jednim
vlaknem zabral zhruba 70 vtefin, vypocet 8 vlakny trval necelych 20 vtefin.
Zrychleni paralelizované verze algoritmu Toom-Cook oproti verzi optima-
lizované znézornuji grafy a Na serveru STAR je zrychleni pii béhu
programu 12 vldkny zhruba pétindsobné, na serveru HP dosahuje 8 vlaknovy
vypocet zhruba tiindsobného zrychleni. Divodi, proc¢ se nejednd o dvanacti-
nasobné zrychleni na serveru STAR a osmindsobné zrychleni na serveru HP,
je nékolik. Tim hlavnim je rezie spojend s vytvarenim a udrzovanim vldken
knihovnou OpenMP. Stejné jako grafy zrychleni algoritmu Karatsuba, i grafy
zrychleni algoritmu Toom-Cook zndzornuji zrychleni oproti optimalizované
sekvencni verzi. Dalsim divodem mensiho zrychleni muzou byt nutné alokace
paméti navic oproti verzi sekvencni, se kterymi je jistd ¢asova rezie navic také
spojena. Zrychleni je to nicméné porad velmi dobré, algoritmus se mi podarilo
pomoci knihovny OpenMP vyrazné zrychlit oproti jeho sekvencni verzi.
Poslednim testovanym algoritmem je Rychla Fourierova transformace. Vy-
sledky méreni doby vypoctu algoritmu FF'T spusténym 1, 2, 4, 8 a na serveru
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Obrazek 4.13: Algoritmus Toom-Cook vice vldkny na serveru HP
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Obrazek 4.16: Rychld Fourierova tranformace vice vldkny na serveru STAR

STAR i 12 vldkny jsou zndzornény na grafech [£.16] a Grafy opét obsa-
huji neptimérené skoky v casech. Rychld Fourierova transformace (tak jako
algoritmus Karatsuba) pozaduje, aby pocet koeficientti vstupnich polynomu
byl mocnina dvojky. Pokud tomu tak neni, jsou chybé&jici koeficienty doplnény
nulami. Méfeni probihalo na polynomech stupné 100 tisic az 10 milionti. Na
serveru STAR jednovldknovy vypocet soucdinu polynomu stupné 10 milionu
trval necelych 24 vtefrin, dvanactivlaknova verze zabrala pouhych 5 vterin.
Server HP vypocital stejny soucin jednim vldknem za 20 vtefin, osmivlaknovy
vypocet trval zhruba 8 vterin. Opét mizeme vidét vyrazny narist ¢asové efek-
tivity pouzitim vicevlaknového programovani.

Zrychleni paralelizované Rychlé Fourierovy transformace, které je znazor-
néné na grafech a [4.I9 je na serveru STAR i HP zhruba tfindsobné.
Zrychleni neni tak vyrazné, jako tomu bylo u algoritm Karatsuba a Toom-
Cook, protoze samotna sekvencéni verze algoritmu FFT uz je ¢asové velmi
efektivni, presto vicevldknovy vypocet casovou efektivitu jesté navysil.

Na zavér této podkapitoly jsem prilozil grafy [£.20]a [£.21] zndzornujic{ srov-
nani paralelizované verze algoritmt Karatsuba, Toom-Cook a Rychlé Fourie-
rovy transformace. Méfeni jsem provedl na polynomech stupné 100 tisic az 10
miliont. Dle ocekavani nejlepsich vysledkti dosahla Rychla Fourierova trans-
formace, ktera na serveru STAR vypocita soucin dvou polynomu stupné 10
milionti za zhruba 5 vtefin, na serveru HP za 8 vtefin. Algoritmus Toom-Cook
spocCita stejny soucin na serveru STAR za 26 vtefin, na serveru HP za 63 vte-
fin. Nakonec algoritmus Karatsuba vypocita tento soucin za 183 vtefin na
serveru STAR, na serveru HP za necelych 500 vtefin.
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Obrazek 4.17: Rychla Fourierova tranformace vice vlakny na serveru HP
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Obrazek 4.18: Zrychleni Rychlé Fourierovy tranformace na serveru STAR
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Obrazek 4.19: Zrychleni Rychlé Fourierovy tranformace na serveru HP
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Obrazek 4.21: Srovnani paralelizované verze algoritmt na serveru HP

4.2 Vyuziti skryté paméti

Pro ziskani informaci o vyuziti skryté (cache) pameéti jsem pouzil néstroj Ca-
chegrind. Program zobrazi informace o poétech pristupt do L1 a LL (last
level) cache paméti. V nasem pripadé je LL cache paméti L3 cache pamét.
Kromé poctu ptistupt do L1 a L3 cache paméti Cachegrind zobrazuje pocet
vypadki dané cache paméti a miss rate, coz je pomér poctu vypadku cache
paméti ku poctu vSech pristupi do dané cache paméti. A praveé tyto informace
jsem z méfeni svych algoritmt ziskaval a zanesl do grafti. Kazdy algoritmus
jsem méril zvlast pro 1 vlakno a pro 12 vldken, abych znazornil rozdil vice-
vldknového vypoctu v pristupu do cache paméti oproti vypoctu sekvenénimu.
Meéreni jsem provadél na polynomech stupné 50 tisic az 300 tisic. Hranici 300
tisic jsem nastavil z divodu Casové narocnosti programu Cachegrind, kterému
spusténi programi a vyhodnoceni vysledki trvd mnohonasobné delsi dobu,
nez by trval samotny vypocet programu.

4.2.1 Algoritmus Karatsuba

Pocet vypadkt cache paméti algoritmu Karatsuba je znazornén na grafu
7 grafu je vidét mirny nartst poctu vypadki jak v L1, tak v L3 cache paméti
paralelizované verze oproti verzi sekvencni.

Nejlépe vSak zndzorni efektivitu vyuziti skryté paméti miss rate. Graf[d.23|
znazornuje miss rate L1 a L3 cache paméti. Miss rate L1 cache paméti do-
sahuje zhruba 1,3 %. Paralelizace algoritmu zvysi miss rate na 1,5 %, coz je
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Obrazek 4.22: Pocet vypadkl skryté paméti algoritmu Karatsuba

stdle dobry vysledek. Miss rate L3 cache paméti sekvencéni verze algoritmu
Karatsuba je 0 %. Paralelizovand verze navysi miss rate na 0,1 %.

4.2.2 Algoritmus Toom-Cook

Graf ukazuje pocty vypadki L1 a L3 cache paméti pro testovana data.
Opét mizeme vidét nepatrny nariist poctu vypadkh paralelizované verze oproti
verzi sekvenc¢ni. Narust je vSak miniméalni, coz potvrzuje, Ze paralelizace (nijak
vyrazné) nesnizi efektivitu vyuziti skryté pameéti verze sekvenéni.

Miss rate L1 a L3 cache paméti znézornuje graf[1.25] Paralelizace algoritmu
navysi miss rate L1 cache paméti z puvodnich zhruba 1,4 % na 1,5 %, miss
rate L3 paméti zustava po paralelizaci na puvodnich zhruba 0,5 %.

4.2.3 Rychla Fourierova transformace

Na grafu [£.26] muzeme vidét pocet vypadki skryté paméti Rychlé Fourierovy
transformace. Ani zde paralelizace nezpusobila vyrazny narust poctu vypadki,
navysila pouze pocet vypadki L1 cache paméti, pocet vypadka L3 cache pa-
meéti zustal priblizné stejny.

Jak muzeme vidét na grafu miss rate L1 cache paméti paméti po
paralelizaci algoritmu FFT naroste z puvodnich 1,4 % na 1,6 %. Co se miss

rate L3 cache paméti tyce, i po paralelizaci algoritmu se stale drzi na piivodnich
zhruba 0,5 %.
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Obrazek 4.24: Pocet vypadku skryté paméti algoritmu Toom-Cook
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Obrézek 4.26: Pocet vypadki skryté paméti algoritmu FFT
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Obrazek 4.27: Miss rate skryté paméti algoritmu FFT

4.2.4 Shrnuti

Efektivita vyuziti skryté paméti se ani po paralelizaci vSech implementovanych
algoritmu nijak vyrazné nesnizila. Pocty vypadkt skryté paméti v milionech
se muzou zdat jako vysoké Cislo, miss rate nam vsak ukazuje, o jak malé ¢islo
se ve skutecnosti jedna. Miss rate L1 cache paméti u mnou implementovnaych
algoritmu neptekrocil hodnotu 1,6 % a miss rate L3 cache paméti neprekrocil
hodnotu 1 %, coz je velice dobry vysledek, vzhledem k tomu, Ze podle [9] slajd
5] je typickd hodnota miss rate pro L1 cache mezi 3 az 10 procenty, pro L1
cache to byva okolo 1 % v zéavislosti na velikosti L3 cache. Cache pamét je
tedy spravné vyuzivana. Je tomu tak i z davodu spravného ulozeni koeficientu
polynomu v paméti. Nemalou roli v tak dobrych vysledcich hraje samoziejmé
kapacita skryté paméti. L3 cache pamét na serveru STAR méa 15 MB, na
serveru HP je to 12 MB.

4.3 Numericka stabilita algoritmt

Pri testovani numerické stability algoritmii pro nasobeni polynomi jsem se
zaméril na tfi hlediska. Zajimalo mne, jak numerickou stabilitu implemento-
vanych algoritmu ovlivni stupen vstupnich polynomi, pokud budou vSechny
koeficienty vstupnich polynomi nastaveny na konstantni hodnotu. Druhym
hlediskem byl rozsah vstupnich hodnot (hodnot koeficientu vstupnich poly-
nomi). V posledni fadé mé zajimalo, jak ovlivni chyba okoli koeficientu vy-
stupniho polynomu, pokud je jeden koeficient vstupnich polynomt nastaven
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na podstatné vyssi hodnotu oproti ostatnim koeficientiim.

Vysledky algoritmti Karatsuba, Toom-Cook a FFT jsem odecetl od vy-
sledk trividlniho algoritmu a ziskal jsem tak chybu ve vysledcich oproti vy-
sledkim spravnym (rozdily jsem si uchovéaval v absolutni hodnoté). Pro tyto
hodnoty jsem dale spocet]l primérnou a maximalni chybu a tyto hodnoty za-
nesl do grafu nebo do tabulky.

4.3.1 Stabilita v zavislosti na stupni vstupnich polynomiu

7 duvodu vysoké ¢asové narocnosti trivialniho algoritmu jsem nemohl otesto-
vat numerickou stabilitu na velké stupné vstupnich polynomu. Otestoval jsem
ji tedy na polynomech A a B stupné 100 tisic az 1 milion. VSechny koefi-
cienty vstupnich polynomu byly nastaveny na pevné danou hodnotu (¢islo
1234,567890123456789). Po vyndsobeni takovych polynomu dostaneme poly-
nom C, ktery ma nejvyssi hodnotu koeficientu priblizné 150 miliard.

Znazornéni primeérné chyby ve vysledku algoritmt Karatsuba, Toom-Cook
a FFT najdeme na grafu Algoritmus Karatsuba dosahoval chyby v hod-
notéch koeficientti okolo 3 az 5 oproti hodnotdm ziskanym trividlnim algo-
ritmem. Algoritmus Toom-Cook dosahoval chyby aZ okolo 20. Naproti tomu
Rychla Fourierova transformace uz dosahla pri ndsobeni polynomi stupné 1
milion primérné chyby priblizné 120.

Maximdlni chybu zndzornuje graf Algoritmus Karatsuba dosahuje
maximalni chyby okolo 30, Rychla Fourierova transformace chyby okolo 300.
Algoritmus Toom-Cook zde necekané dosahl vétsi maximalni chyby nez Rychla
Fourierova tranformace, a to dokonce az 800 v pripadé nésobeni polynomi
stupné 1 milion. Nicméné priamérnou chybu méa algoritmus Toom-Cook vy-
razné nizsi oproti FFT, jedné se tedy spise o ojedinélou odchylku.

4.3.2 Stabilita v zavislosti na rozsahu vstupnich hodnot

Pro testovani numerické stability algoritmt v zavislosti na rozsahu vstupnich
hodnot jsem vygeneroval vstupni polynomy s ndhodnymi koeficienty, avsak
s pevné danou nejvyssi hodnotou, jaké mohou koeficienty nabyvat. Konkrétné
jsem stabilitu testoval na hodnotéch 10! az 10°. Zméfil jsem primérnou a ma-
ximalni chybu algoritmti ve vysledcich oproti vysledkiim ziskanym trivialnim
algoritmem. Ziskané chyby jsou zaneseny do tabulky[4.1] Tyto vysledky nejsou
zndzornény v grafu z divodu velkého nartistu chyby pfi navysujici se nejvyssi
mozné hodnoté koeficientu. Graf by v tomto piipadé nebyl moc vypovidajici.

7 tabulky muzeme vidét, jak rychle narusta chyba pri nartstajici nejvyssi
mozné hodnoté vstupnich koeficientti. U vSech algoritmii s kazdou dalsi nej-
vyssi hodnotou nartsta chyba piiblizné stondsobné, coz je o¢ekavany vysledek
vzhledem k tomu, Ze rozsah hodnot vstupnich koeficientl nartstd desetina-
sobné. Nejvyssi chyby opét dosahuje Rychld Fourierova transformace. Toom-
Cook je na tom s prumérnou chybou o 3 rady lépe, maximalni chybu ma o rad
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Obrazek 4.28: Prumérna chyba ve vysledka v zavislosti na stupni polynomu
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Obrazek 4.29: Maximalni chyba ve vysledkt v zavislosti na stupni polynomi

46



4.3. Numericka stabilita algoritmt

Primeérna chyba Maximalni chyba
Nejvysst
hodnota Karatsuba | Toom-Cook FFT Karatsuba | Toom-Cook FFT
koeficientu
10* 5-10°8 1076 3.1077 2.107° 9.107° 7.1077
107 4.1076 9.10° 2.1072 1073 7-1073 61072
103 4.107* 9.107% 2 0,2 0,66 6,22
104 4.1072 0,9 234 13 75 616
10° 4 86 23491 1212 5052 62118
108 389 8600 2106 10° 6-10° 6-10°
107 38300 8.10° 2108 107 6-107 6-108
108 4-10° 8107 2.10%0 10° 8107 61010
109 3.108 8107 210 101 5- 101 61012

Tabulka 4.1: Chyba v zavislosti na rozsahu vstupnich hodnot

nizsi. Algoritmus Karatsuba je v pripadé prumeérné chyby o rad lepsi oproti
algoritmu Toom-Cook, maximélni chybu maji pfiblizné stejnou.

4.3.3 Stabilita v zavislosti na konkrétni vysoké hodnoté

Numerickou stabilitu algoritmt v zavislosti na konkrétni vysoké hodnoté jsem
otestoval na soucin polynomt A a B stupné 100 tisic, pficemz kromé koefi-
cientt aigoo & biooo jsem vSechny ostatni koeficienty nastavil na hodnotu 1.
Koeficienty a1g00 @ bigoo jsem nastavil na hodnotu 108. Tak vysokou hodnotu
jsem nastavil z divodu dobrého znézornéni chyby a okoli (ostatni koeficienty),
které chyba ovliviiuje. Vysledky tohoto méreni jsou vidét na grafu pro al-
goritmus Karatsuba, pro algoritmus Toom-Cook a nakonec na grafu
pro Rychlou Fourierovu transformaci. Aby byly grafy prehlednéjsi, zndzornuji
chybu pouze do 20000. koeficientu. Dle ocekavani je nejvétsi chyba vysledného
polynomu C'= A - B na vSech grafech u koeficientu cogpg, nebot je vysledkem
soucinu aiggp - bigoo, tedy koeficientti uchovavajicich hodnotu 108.

U algoritmu Karatsuba nedojde k vyraznému ovlivnéni okoli chybou ve
vypoctu. Do koeficientu cggg nedojde k zadné chybé, poté az do posledniho
koeficientu dostavame chybu na nékterych pozicich priblizné 20. Chyba koefi-
cientu coggg je priblizné 980.

Algoritmus Toom-Cook uz mé chybu na nékterych mistech vétsi (misty
az okolo 600), avsak nedosahuje tak castych chyb jako algoritmus Karatsuba.
Chyba koeficientu coggg je priblizné 820.

Nejhure opét dopadla Rychla Fourierova transformace. Chyba koeficientu
c2000 je pres 600 tisic. Déle se na ostatnich koeficientech stiidaji chyby okolo
100 az 1000. Oproti algoritmim Karatsuba a Toom-Cook bezchybného vy-
sledku Rychld Fourierova transformace nedosdhne u zadného vysledného ko-
eficientu.
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Obrazek 4.30: Znazornéni okoli ovlivnéného chybou - algoritmus Karatsuba
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Obrazek 4.31: Znazornéni okoli ovlivnéného chybou - algoritmus Toom-Cook
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Obrazek 4.32: Znazornéni okoli ovlivnéného chybou - algoritmus FFT

4.3.4 Pouzitelnost algoritmi z hlediska numerické stability

Pfedchozi méfeni odhalila slabinu efektivnich algoritmi pro nésobeni poly-
nomu. Tim je numerickd stabilita. Pro zaruceny presny vysledek soucinu dvou
polynomi je nutné nésobit tyto polynomy trivialnim algoritmem.

Algoritmus Karatsuba je schopny vynasobit dva polynomy presné za pod-
minek nizkych hodnot vstupnich koeficienti, avSak s rostoucim stupném vstup-
nich polynomu se chyby mizou dostavit i u nizkych hodnot koeficientu (v fadu
tisict). Ze vSech t¥{ zkoumanych algoritmu je vSak algoritmus nejpresnéjsi, za-
roven ale také nejpomalejsi.

Algoritmus Toom-Cook je méné piesny oproti algoritmu Karatsuba, ob-
zvlasté je nachylny na vysoké maximalni chyby. Pramérné chyby si vSak drzi
blizko primérnym chybam algoritmu Karatsuba. S rostoucim stupném vstup-
nich polynomu vsSak prumérna chyba roste vyrazné rychleji, nez je tomu tak
u algoritmu Karatsuba.

Nakonec se Rychla Fourierova transformace ukazala jako nejchybovéjsi al-
goritmus. Za cenu velice rychlého vypoctu dostaneme ne Uplné presny vy-
sledek. Zejména s rostoucim stupném vstupnich polynomi vyrazné nartustd
chybovost vypoctu.
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4.4 Existujici reseni

Algoritmy Karatsuba a FFT se zabyval v bakalarské préci [10] kolega Léhér.
Kolega se zabyval taktéz optimalizaci a paralelizaci téchto algoritmu. Své im-
plementace testoval také na serveru STAR, nicméné na starsi architekture.
Neni tedy relevantni srovnavat c¢asovou efektivitu jeho implementace s mou
implementaci. Kolega se déle zabyval existujicimi knihovnami pro jazyk C++,
konkrétné knihovnami Armadillo a Blitz++. Tyto knihovny jsem také chtél
vyuzit pro srovnani s mnou implementovanymi algoritmy. V praci kolegy Le-
hara vsak bylo zjisténo, ze tyto knihovny vyuzivaji k nasobeni polynomu tri-
vialniho algoritmu, ¢asové by se tedy algoritmiim Karatsuba, Toom-Cook ani
FFT nemohly rovnat.

Algoritmim Karatsuba a Rychlé Fourierové transformaci se také vénoval
kolega Brozek ve své bakalarské préci [I1], ve které se zabyval implementaci
knihovny pro nasobeni polynomt. Kolega vsSak reprezentoval koeficienty poly-
nomi pouze jako celd ¢sla. Casové porovnani kolegovy implementace s moji
by tedy nebyla na misté, protoze nasobeni celych ¢isel je pro procesor méné
naroc¢né nez nasobeni ¢isel v plovouci fadové ¢arce.

Aritmetické operace na polynomech v jazyce C++ umoznuje knihovna
NTL [12]. Knihovna rozhodne na zakladé stupné vstupnich polynomu a roz-
sahu hodnot vstupnich koeficienti, ktery algoritmus vyuzije pro nasobeni dvou
polynomiti. NTL pouziva pro nasobeni polynomu algoritmus trivialni, Karat-
suba, Schonhage-Strassentuv a FFT [13] strdanka 13]. Knihovna ovSsem také
pozaduje pro reprezentaci koeficientl cela cisla, ani zde tedy neni casové po-
rovnani s mou implementaci na misté.
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Zaver

Cilem prace bylo prozkoumani algoritmt pro nasobeni polynomi, konkrétné
algoritmti Karatsuba, Toom-Cook a Rychlé Fourierovy transformace.

V prvni kapitole jsou algoritmy predstaveny spolecné se zakladnimi pojmy
nezbytnymi k pochopeni této problematiky. Déale je zjisténa asymptoticka slo-
zitost a jsou uvedeny pseudokddy téchto algoritmii.

Druhé kapitola se vénuje prostiedkim pouzitym v této praci. Kromé po-
uzitych datovych struktur je predstavena knihovna OpenMP, dilezita slozka
pouzitda k paralelizaci algoritmii pro nasobeni polynomu. Déle jsou predsta-
veny mérici prosttedky a nastaveni kompilatoru.

V treti kapitole je popsana implementace zkoumanych algoritmii. Je zde
popsana sekvencni verze téchto algoritmi, piipadné jejich optimalizace a pa-
ralelizace.

V posledni kapitole je provedeno méreni skutecné casové slozitosti algo-
ritmi na zakladé ndhodné vygenerovanych vstupnich dat. V této kapitole
je ovéreno, ze algoritmy dosahuji predpokladané casové slozitosti na zakladé
asymptotické slozitosti zjisténé v prvni kapitole. Dale je v této kapitole prove-
deno méreni vyuziti skryté paméti, kde se ukazalo, ze skrytd pamét je spravné
vyuzivana. Na zavér je prozkoumana numericka stabilita algoritmi pro naso-
beni polynomu a nésledna diskuse nad pouzitelnosti algoritmu z tohoto hle-
diska.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

FFT Fast Fourier Transformation (Rychld Fourierova transformace)

API Application Programming Interface (Aplikacni programovaci rozhrani)
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