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Abstrakt

Omezujici podminka je relace mezi proménnymi omezujici mnoziny hodnot,
kterych mohou proménné nabyvat. Problém splnitelnosti omezujicich podmi-
nek (CSP) je problém, jehoz Feseni spo¢ivéa v nalezeni hodnot proménnych tak,
aby byly splnény vSechny zadané omezujici podminky. Hlavnim cilem préce je
otestovani vlivu heuristik na efektivitu reseni numerickych CSP pomoci pro-
pagaci intervali. Soucasti prace byl napsan feSi¢ v jazyce F# implementujici
algoritmy HC3 a branch-and-prune s podporou pro podminky s operacemi
s¢éitani, odcitani a nasobeni. Byly nalezeny podstatné parametry algoritmu
ovliviiujici jeho tc¢innost a nésledné byly s tfinacti heuristikami provedeny vy-
pocetni experimenty a jejich vysledky porovnany. Vystup prace bude mozno
vyuzit pri rozvazovani, kterou heuristiku pouzit pri feSeni soustav omezujicich
podminek preveditelnych na podminky s vySe uvedenymi operacemi.

Klicova slova propagace intervalt, algoritmus HC3, branch and prune,
problém splnitelnosti, omezujici podminky, heuristiky, konzistenc¢ni techniky,
funkciondlni programovani, FSharp

ix



Abstract

A constraint is a relation between variables which reduces the set of values
that can be assigned to a variable. A constraint safisfaction problem (CSP) is
the problem of finding values for the variables in a given constraint that satisfy
the constraint. The main goal of this thesis is to test the influence of various
heuristics on the efficiency of solving numerical CSP problems by interval pro-
pagation. A solver written in the F# language utilizing the HC3 algorithm
and a branch-and-prune algorithm was created, important aspects of the HC3
algorithm influencing its efficiency were found and then experiments with thir-
teen different heuristics were performed. The results found in the thesis can be
used when deciding which heuristic to use for solving constraint satisfaction
problems.

Keywords interval propagation, HC3 algorithm, branch and prune, constra-
int satisfaction problem, constraints, heuristics, consistency, functional progra-
mming, FSharp
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Uvod

V mnoha oblastech lidské ¢innosti, at uz je to véda, podnikani, ¢i sport, exis-
tuji problémy, které kladou na sva feseni néjaka omezeni. Takovym problémim
se obecné k4 problémy splnitelnosti omezujicich podminek (constraint satis-
faction problems). Omezujici podminky zde zuzuji mnoziny hodnot, kterych
mohou nabyvat proménné vyskytujici se v problému.

Tato bakalarska prace se zabyva specidlnim typem CSP problémi, nazy-
vanych numerické CSP problémy. Numerické CSP jsou takové problémy, které
se daji popsat soustavou rovnic a nerovnic a jejichz proménné nabyvaji hod-
not z redlnych intervald. Jedna z moznosti, jak tyto problémy fesit, se nazyva
propagace intervald. Tyto metody postupné zmensuji intervaly jednotlivych
proménnych, az je dosazeno dostatecné presnosti reseni. K rozhodnuti, v ja-
kém poradi zmensovat intervaly a zpracovavat omezujici podminky, pomahaji
heuristiky.

Hlavnim cilem této préace je otestovat vliv ruznych heuristik na efekti-
vitu hledani feseni numerickych CSP problémt, pricemz jednotlivé heuristiky
budou porovnany na zakladé nékolika indikatort naméfenych v pribéhu ex-
periment.

Prace je rozdélena do ¢tyr hlavnich kapitol - v prvni kapitole je vysvétlena
teorie nutna k implementaci fesice, jenz byl vytvoren v radmci této prace. Druhéa
kapitola prehledné shrnuje cile prace, kterych je dosazeno v poslednich dvou
kapitolach. Navrh resice, ktery dostal jméno HullSolver, je vcetné pouzitych
algoritmt popsan ve treti kapitole. Posledni ¢asti textu je popis experimenti
provedenych s programem a shrnuti vysledki.

Soucasti dokumentu jsou také tii ptilohy. V priloze A jsou vysvétleny
zkratky pouzité v bakalarské praci. V priloze B je uveden manudl k programu
HullSolver a na zavér priloha C shrnuje obsah prilozeného CD.






KAPITOLA 1

Popis problematiky

Prvni ¢ast prace predstavuje ivod do teorie Teseni problému s omezujicimi
podminkami. Nejprve jsou zde popsany zakladni typy téchto problému a zpt-
soby, jak je Tesit. Poté nasleduje popis nékolika algoritmt a na zavér kapitoly
jsou uvedeny heuristiky, které mohou pomoci zvysit efektivitu reseni.

1.1 Constraint programming

Constraint programming (¢i programovani s omezujicimi podminkams) je jed-
nim z odvétvi umélé inteligence pro reseni optimaliza¢nich tloh, konkrétné
problém splnitelnosti omezujicich podminek (CSP problémy). Asociace ACM
v ¢lanku [I] oznadila toto téma jako jedno z klicovych oblasti pro budouci
vyzkum, nebot se problémy s omezujicimi podminkami ptirozené vyskytuji
v kazdodennim zivoté. Pfednosti constraint programming je navic to, ze uzi-
vatel popise problém k vyTreseni pouze deklarativné - neda tedy pocitaci zadny
postup k feseni, jen zada aktudlni stav problému a specializovany program (fe-
si¢) najde TeSeni (pokud existuje).

Typickym piikladem problému s omezujicimi podminkami jsou rizné hry,
napiiklad sudoku. Jak ukazuje definice[l], CSP se skldda z proménnych, domén
a omezujicich podminek. V sudoku jsou proménnymi volnad policka na hracim
poli, z nichz kazdd ma svoji doménu (mnozinu hodnot, kterych muze teoreticky
nabyvat, v tomto pripadé ¢isla 1 az 9). Omezujicimi podminkami jsou samotnd
pravidla hry - pozadavek na unikatnost ¢islice v radku, sloupci, resp. ve ¢tverci.
Pojmy doména a omezujici podminka presnéji vysvétluji definice ¢. 2] a |3| nize.

Definice 1 ([2, s. 14]). CSP (problém splnitelnosti omezujicich podminek) je
trojice (V, D, ('), kde

e V je usporadand posloupnost proménnych,

e D je usporddand posloupnost domén (viz definice ¢.[2)) nélezejicich k pro-
ménnym,
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e (' je mnozina omezujicich podminek (viz definice ¢. [3)).

Znamy SAT problémﬂ se také da formulovat jako problém s omezujicimi
podminkami.

1.1.1 Doména

Definice 2 ([3, s. 10]). Doména (nebo také definicni obor) proménné je mno-
zina vSech hodnot, kterych maze proménna nabyvat.

Doménou, jak ukazuje definice 2] mize byt jakakoliv mnozina. Nejjedno-
dussi jsou diskrétni koneéné domény (podmnoziny prirozenych cisel,
{red, green, blue} pti obarvovani grafu, {true, false} u SAT problém, apod.).
Diskrétni domény mohou byt také nekonecné - v takovém pripadé se miize
stat, ze Teseni nelze popsat jednoduse vyc¢tem hodnot z domén a je nutné jej
popsat vztahem mezi proménnymi [4, s. 139].

V redlném svété se casto vyskytuji problémy se spojitymi doménami, které
mohou byt reprezentovany pomoci intervali (linedrni programovani je prikla-
dem takového problému).

1.1.2 Omezujici podminka

Definice 3 ([3} s. 11]). Omezujici podminka ¢ na koneéné posloupnosti pro-
ménnych (z1,...,2,) s doménami (Dy,...,Dy), n € N, je podmnozina kar-
tézského soucinu Dy X - -+ x D,,.

Omezujici podminka dle definice [3]je tedy relace mezi proménnymi a lze ji
zapsat jako c(x1,...,x,). Vzhledem k tomu, Ze se jedné o relaci, 1ze omezujici
podminky rozdélit podle arity na relace unarni (x < 1), bindrni (z = y)
a vice-arni (z +y > z) [4, s. 139].

V praktické ¢asti této prace budou omezujici podminky reprezentovany
rovnicemi (jednoduchd rovnice z = 0,z € IN zjevné omezuje mozné hodnoty
proménné z, jednd se tedy o omezujici podminku).

Omezujici podminka je redundantni (nadbytecnd) [3 s. 20], nema-li jeji
odebréani z CSP vliv na feSeni problému (v problému
P = (V,D,C), kde C = ¢1:2>y,co:2x>y,c3:y <z jsou libovolné dvé
podminky redundantni).
mitivnd a komplexni podminky (vice viz [5]). Omezujici podminka reprezen-
tovand rovnici v primitivnim tvaru obsahuje maximalné jednu aritmetickou
operaci (maximélni arita podminky je tedy rovna tfem). Prikladem mohou
byt podminky z = 32 & a = sinb). Toto rozdéleni je diilezité, protoze algorit-
mus vyuzity v praktické ¢asti umi pracovat pouze s primitivnimi podminkami

'Boolean satisfiability problem



1.2. Numerical constraint satisfaction problem

a program je ocekava na vstupu. Pred spusténim programu je tedy nutné pro-
vést manudlni rozklad podminek a oznacit, které z proménnych se vyskytovaly
v puvodnich podminkach. Takovym proménnym se rikd dominanini, ostatni
jsou nedominantni, nebo také pomocné proménné.

Rozdil mezi ekvivalentnimi jednoduchymi a komplexnimi podminkami uka-
zuji priklady ¢. a V tomto prikladu jsou dominantnimi proménnymi
T,y az.

r+2y+z=1 (1.1)

=2y AN wvy=z—1 AN wv3=z+4+vy A wv3+wva=0 (1.2)

1.2 Numerical constraint satisfaction problem

Tato prace se zabyva feSenim numerickych CSP (NCSP, numerical CSP), coz
je podmnozina CSP problémi, jejichz domény jsou spojité (nejéastéji jsou to
intervaly) a které se daji reprezentovat soustavami rovnic ¢i nerovnic. Rovnice
nebo nerovnice vlastné kladou na proménné néjaka omezeni a zmensuji tak
mnoziny hodnot, kterych mohou nabyvat [6].

Domény proménnych v NCSP problémech jsou redlné intervaly, a cilem
fesice je co nejvice tyto intervaly zizit (ztzeni domény podle omezujici pod-
minky se Tika propagace omezujici podminky, v pripadé NCSP se tento pro-
ces nékdy nazyva propagace intervali), pri zachovani vSech Teseni soustavy
rovnic tvorené omezujicimi podminkami. To ukazuje nasledujici jednoduchy

pitklad

=1 =zeR (1.3)

Necht rovnice predstavuje omezujici podminku a pro doménu D, pro-
meénné z plati D, = (—5;5). VSechna TeSeni této rovnice urcité lezi v inter-
valu D,, ale také napriklad v (—1;2), nikoliv vSak v (0;2) (tento interval
obsahuje jen jedno ze dvou feSeni). Metody feSeni numerickych CSP dokazi
problém vyTesit nalezenim minimélniho intervalu obsahujiciho vsechna resSeni,
tj. D), = (—1;1). Nalezeny interval vlastné tvoif jakési jednodimenzionaln{
ohranic¢eni vSech moznych feseni. V pripadé vice nez jedné proménné je toto
ohraniceni tvoreno kartézskych souc¢inem intervali a anglicky se nazyva bozx.

Vyhodou téchto problému je fakt, ze se daji (alespont do poctu tfech do-
minantnich proménnych) snadno graficky vizualizovat. Domény proménnych
predstavuji jednotlivé osy, omezujicimi podminkami jsou funkce a boxy oba-
lujici feseni jsou skute¢nymi 2D ¢i 3D ,krabicemi® okolo feseni.

Nebude-li feceno jinak, bude se zbyvajici text pravé vénovat predevsim
problematice numerickych CSP.
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1.3 Intervalova aritmetika
Intervalova aritmetika je rozsifenim aritmetiky realnych cisel na intervaly.

Nésledujici definice jsou prevzaty [7], s vyjimkou, Ze pro znaceni otevienych
a uzavrenych intervall je vyuzita notace pouzivand v ceské literature:

o (a;b) ={z € Rla <z < b} - uzavrieny interval
e (a;b) ={z € Rla < x < b} - otevfeny interval
Pro séitani, odcitani, nasobeni a déleni intervalti plati nasledujici vztahy

(x = (a;b) ay = (c;d) jsou intervaly a odpovidajici vztahy plati i pro oteviené
intervaly):

r+y=(a+cb+d) (1.4a)
r—y={(a—cb—d) (1.4b)
x -y = (min(ab, ad, be, bd); (1.4c)
maz(ab, ad, be, bd)) e
T 1 1 11
—=x-—pokud 0 ¢ y, kde — = (—; — 1.4d
S oo £ ke - = (i) (1.40)
Odcitani lze prevést na s¢itani pomoci tohoto vztahu:
—x = —(a;b) = (—=b; —a) (1.5a)
Dalsimi potfebnymi operacemi jsou prunik a sjednoceni:
zxNy={i€RliczNiecy} (1.6a)
x Uy = (min(a, c); max(b,d)) (1.6b)

Jako intervalovy obal (interval hull, znac¢eno H) se oznac¢uje nejmensi inter-
val ,obalujici* podmnozinu redlnych ¢éisel. Napriklad plati, ze H({2,5,8}) =
(2;8), H((1;3) U (5;7)) = (1;7).

V souvislosti s intervaly je tfeba zminit jesté tzv. dependency problem
(problém zavislosti). To je situace, kdy se jeden interval vyskytuje na vice
mistech vyrazu a vysledny interval muze byt zbytecné Siroky. Dependency
problem se projevi i na velmi jednoduché rovnici z — x = 0,z € (0;10).
Na prvni pohled je spravnym fesenim interval (0;0), podle pravidel pro soucet
v intervalové aritmetice bude ale vysledek (0;10) — (0;10) = (—10; 10).
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1.4 ResSeni a splnitelnost CSP

Prirazeni konkrétni hodnoty z domény proménné se nazyva ohodnoceni (label).
Prirazuje-li ohodnoceni hodnotu vsem proménnym problému, jedna se o dpiné
ohodnoceni (compound label). Tyto pojmy stac¢i k definici feSeni a splnitelnosti
problému s omezujicimi podminkami (definice 4} resp. .

Definice 4 (]2, s. 14]). Reseni (solution) CSP je takové tiplné ohodnocent,
pro které plati vSechny omezujici podminky.

Definice 5 (]2, s. 14]). CSP problém je splnitelny (satisfiable), existuje-li pro
néj resendi.

Podle charakteru problému nékdy staci nalézt jen jedno feSeni, jindy je
treba nalézt vsechna Teseni, jindy je nutné najit optimalni reseni.

Jak ale viibec feseni problému probihd? Nejprve je nutné zavést pojmy
ekvivalence problémd a redukce problému. Dva CSP problémy jsou ekviva-
lentni, jsou-li nadefinované nad stejnou posloupnosti proménnych a stejnou
mnozinou omezujicich podminek a maji stejné mnoziny feseni [3| s. 18]. Na-
priklad problémy

P = (($,y), ({*1’0’ 17273}7 {172’3})7 {fL‘ —Yy= O})
P, = ((xa y)v ({1’ 273}7 {17 2, 3})7 {‘T —Yy= 0})

jsou ekvivalentni a splnitelné. Na stejném prikladu lze demonstrovat i re-
dukci problému. Redukce problému je transformace na ekvivalentni a jedno-
dussi CSP [3, s. 23]. Problém P, tak mohl vzniknout z problému P; redukei
domény proménné x, pricemz byly z domény dané proménné odebrany tzv. ne-
konzistentni hodnoty (hodnoty, pro které neexistuje feseni). Jak redukce muze
probihat vysvétluje kapitola V tuto chvili ji sta¢i povazovat za ¢ernou
skiinku, kterd na vstupu prijme CSP a vrati ekvivalentni zredukovany pro-
blém.

1.4.1 Branch-and-prune algoritmus

Obecny postup pro feseni CSP, ktery je popsan algoritmem |1| (prevzaty z [3|
s. 22]) vyuziva k nalezeni feseni pravé redukovani problému.

Algoritmus Solve ma tii dilezité ¢asti - volani Happy funkce, ovéfeni ato-
micity a rozdéleni zredukovaného problému (splitting). Spusténi algoritmu na-
vic ¢asto predchazi predzpracovani zadaného problému, jako napriklad detekce
a odstranéni redundantnich podminek, nebo rozklad komplexnich podminek
na primitivni.

1. Funkce Happy ovéruje, jestli je program ,spokojeny“ s aktudlnim vy-
sledkem a jestli muze skoncit. To mize znamenat naptiklad to, jestli
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Algoritmus 1 Algoritmus Solve

In: CSP problém P = (V, D, C) k vyfeseni.
Out: Zredukovany problém P.

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

procedure SOLVE(P)

continue <— true
while continue do
Zredukuj problém P
if not Happy then
if atomic then
continue < false
else
P, P> <-Split - rozdél problém a opakuj pro jednotlivé casti
Solve(P)
SO].VG(PQ)
end if
else
return P
end if
end while
return P

18: end procedure

byl nalezen dostatecny pocet feseni, nebo jestli bylo dokazano, ze zadné
feSeni neexistuje, apod.

. Ovéreni atomicity je kontrola, zda je zredukovany problém jiz dostatecné

maly, aby byl prijat jako feseni. Pro urceni velikosti problému lze vyuzit
nékolik metrik, v pripadé NCSP se nejcastéji pouziva meéreni velikosti
domén dominantnich proménnych a to budto absolutni, nebo relativni
vzhledem k puvodni velikosti (naptiklad pozadavek na zmenseni domény
na tisicinu puvodni velikosti).

. Nebyl-li problém dostatecné zmensen, dojde k jeho rozdéleni na vice

¢asti (resp. na nékolik mensich CSP). To v praxi nejéastéji znamend, ze
dojde k rozdéleni domén podle néjakého pravidla, kterych lze vymys-
let pomérné velké mnozstvi: u CSP s diskrétnimi doménami je jedno
z moznych rozdéleni takové, kdy se z domény néjaké proménné vyjme
jedna hodnota a ta se pouzije u problému P; a zbytek hodnot z do-
mény se pouzije u problému P». U problému P; pak lze velmi rychle
rozhodnout, zda patii do feseni, nebo ne. U numerickych CSP problémt
je nejjednodussi néjakym zpusobem rozdélit jeden ¢i vice intervala (do-
mén). V programu vytvoreném pro tuto praci je pri kazdém rozdéleni
rozptlena doména jedné proménné, kterd je vybrana metodou round-
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N ZA
A

i
>

Obréazek 1.1: Pribéh algoritmu Solve s rozdélovanim na mensi problémy

robin. To znamen4, Ze jsou voleny jedna po druhé, tak jak jdou za sebou
v definici problému zadaného uzivatelem.

Ohledné rozdéleni problému na mensi ¢asti se moznd nabizi otdazka, proc¢
je to vibec potieba, kdyz redukce problému (fadek ¢. 4| v pseudokédu) by
méla byt schopna odstranit nekonzistentni hodnoty z domén. V nékterych
typech problému (a je to pfipad i NCSP problému fesenych zde) a v zavislosti
na pouzitém algoritmu se muze stat, ze se algoritmus zastavi na krajnich
hodnotach domény. Obrazek ¢. znazornuje prubéh reseni NCSP problému
s vyuzitim splittingu.

Cervens a modra kiivka jsou omezujici podminky (soustava dvou rovnic)
a zeleny ramecek okolo nich v bodu 1 je box tvoreny doménami proménnych.
Reseni problému se pochopitelné naléza v priseéicich obou kiivek, algoritmus
ale pfi prvnim prichodu dokéze box zmensit maximalné tak, jak je ukazano
v bodu 2. Néasledné dojde k rozptleni jedné z domén a algoritmus se znovu
spusti pro obé poloviny, které se jiz podaii maximalné zredukovat.

Algoritmum tohoto typu se Fika branch-and-prune algoritmy, coz je volné
prelozitelné jako ,vétveni a odiezévani vétvi“ - feseni se pri zavolani Split

9
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Pocatecni domény | z € (0;2) | y € (153) | z € (4;6)
z=x+y (1;5)
y=z-u (2;6)

T=z-y (1;5)

Nové domény x€e(1;2) | ye(2;3) | z € (4;5)

Tabulka 1.1: Piiklad redukce domén proménnych v podmince z =z + y

rozdéli na nékolik vétvi, z nichz ty, které nevedou k reSeni, budou odfezany.
Jak bude vidét v implementacni ¢asti, Tesi¢ vytvoreni v této praci pouziva
podobny algoritmus, viz algoritmus [p| na strané

1.4.2 Propagace omezujicich podminek se séitanim a
nasobenim

Teoreticky zaklad pro propagaci omezujicich podminek se s¢itanim, nasobe-
nim a nékolika dalsimi operaci polozil John G. Cleary v roce 1987 ve svém
¢lanku Logical Arithmetic [§]. Tabulka ukazuje priklad (prevzaty z [§])
redukce domény pro omezujici podminku ve tvaru z = x + y. Pro ztazeni do-
mény jedné proménné staci proménnou vyjadrit z rovnice a provést prinik jeji
domény s intervalem vzniklym z vyrazu na druhé strané rovnice. Napiiklad
pro zredukovanou doménu D/, proménné z plati D), = D, N (Dy + D).

Propagace podminek s nasobenim lze provést podobné, s jednou kompli-
kaci, kterou odhali nasledujici priklad. Omezujici podminku y = z - x;x €
(=2;3);y € (—o0;00);2 € (1;1) 1ze chépat jako rovnici y = 1 a je vidét, Ze
zadny z intervalii neni mozné piimo zmenSit a to i presto, ze doména pro-
ménné y obsahuje podmnoZinu hodnot, kterych nemiize nabyvat ({(—3;3)).
Tento problém lze vytesit pomoci funkce Split z algoritmu [I} O operacich,
které trpi stejnym problém se tika intervalove konvexni, zatimco operace jako
s¢itani jsou intervalové konkdvni [8].

Samotny algoritmus pro propagaci omezujici podminky s nasobenim je
pomérné dlouhy, a proto zde nebude uveden. Jeho délka je zptisobena tim, ze
se rozvétvuje podle toho, které meze intervali jsou vétsi ¢i mensi nez nula.
Rozvétveni je uvedeno v tabulce v ¢lanku [9].

V nékolika jednoduchych krocich (a to pouze s vyuzitim pravidel interva-
lové aritmetiky) se tak povedlo zizit domény vSech proménnych a vztahy mezi
proménnymi piitom stale plati. Existuje dikaz (viz []]), Ze je zbytecéné snazit
se volat zuzovaci funkci na omezujici podminku vicekrat okamzité po sobé,
proménnd vyskytuje ve vice nez jedné omezujici podmince ale muize nastat si-
tuace, kdy nasledkem zizeni domény podle jedné podminky dojde k rozsiteni
domény vzhledem k jiné podmince a tak muze byt potreba znovu zuzit tuto
doménu podle jiz pouzité podminky.
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1.5 Konzistencéni techniky a algoritmy

Konzistenéni techniky slouzi k rychlému odebréni nekonzistentnich (neplat-
nych) hodnot z domén proménnych a jejich cilem je dostat CSP do konzis-
tentniho stavu, kdy domény neobsahuji zadné nekonzistentni hodnoty. V této
kapitole je popsano nékolik zdkladnich technik vyuzitelnych predevsim pro
nenumerické CSP a je ukdzan ptfechod od nich na techniku zvanou hull con-
sistency, pouzivanou pro NCSP, kterd je pro tuto praci nejdulezitéjsi, protoze
praveé ona je vyuzita v praktické ¢asti.

1.5.1 Node consistency

Definice 6 (]2, s. 16]). Proménna je node konzistentni, je-li kazdd hodnota
z jeji domény konzistentni pro vSechny unarni omezujici podminky.

Nejjednodussi konzisten¢ni technikou je node consistency [10] (viz algorit-
mus ¢. [2]), pomoci které se dd velmi snadno (alespori u diskrétnich domén)
dosahnout konzistence tim, ze program prochazi hodnoty z domény jednu
po druhé a pro kazdou hodnotu ovéruje, zda mé pro vsechny unarni omezujici
podminky smysl. Pokud nem4, je odebréana.

Algoritmus 2 Algoritmus NC

In: CSP problém P = (V, D,C) k vyteseni.

Out: CSP bez nekonzistentnich hodnot (podle node consistency) v doménéch.
1: procedure NC3(V, D, ()
2 for kazdou proménnou v € V do

3 for kazdou hodnotu =z v doméné proménné v do

4 for kazdou omezujici podminku ¢ € C do

5: if z nesplnuje podminku ¢ then

6

7

8

9

Odstran z z domény.
end if
end for
end for
10: end for
11: end procedure

1.5.2 Arc consistency

Definice 7 (|2 s. 16]). Proménné z a y jsou arc konzistentni, existuje-li pro
kazdou hodnotu z domény proménné x hodnota z domény proménné y tak, ze
vSechny omezujici podminky mezi témito dvéma proménnymi plati.

Diskrétni CSP problém se da predstavit jako orientovany graf (omezujici
podminka je relace mezi proménnymi). Nézev této konzistencni techniky po-
chazi z jednoho anglickych nazviu pro hranu (arc“).

11
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Pro dosazeni tohoto typu konzistence existuje nékolik algoritmil, z nichz
pomérné jednoduchy a zéroven efektivni je algoritmus AC3 [10]. AC3 postu-
puje tak, ze pro kazdou dvojici proménnych (x, y) odstrani z domény proménné
x vSechny hodnoty nekonzistentni s hodnotami z domény proménné y. Algo-
ritmus si udrzuje seznam hran ke zkontrolovani a pfi odebrani alespon jedné
hodnoty z domény proménné x jsou do zminéného seznamu pridany vsSechny
hrany smérujici do uzlu reprezentujiciho proménnou x.

1.5.3 Hull consistency

Jak node consistency, tak i arc consistency, se hodi spise pro CSP s diskrétnimi
doménami, protoze vzdy pracuji s konkrétnimi hodnotami. V ptripadé spojitych
domén je vyhodnéjsi nalézt obal, ktery zarucené pokryva vsechny konzistentni
hodnoty, i za cenu toho, ze nékteré hodnoty v ném budou nadbyte¢né. Takto
funguje pravé hull consistency.

Definice 8 ([2, s. 572]). Omezujici podminka je hull konzistentni, pokud
kartézsky soucin domény proménnych z dané podminky tvori intervalovy obal
vsech Teseni splnujici danou podminku. CSP problém P je hull konzistentni,
jsou-li vSechny jeho omezujici podminky hull konzistentni.

Jsou znamy dva zakladni algoritmy k dosazeni hull consistency - HCS3
a HCJ.

Tyto algoritmy jsou vhodné predevsim v pripadé, kdy se jedna proménnd
nevyskytuje v mnoha podminkach najednou. Pokud tomu tak je, mize nastat
situace podobna dependency problemu popsanému v kapitole Existuji
jiné konzisten¢ni techniky (napf. box consistency), které si s timto problémem
poradi [6].

Tyto techniky se daji dale kombinovat napriklad s branch-and-prune algo-
ritmy, které umoznuji rekurzivné rozpilit nalezeny box a tyto polovi¢ni boxy
dale zmensovat pomoci HC algoritmt. Je tak mozné ziskat nékolik mensich
boxt, které budou zahrnovat méné nadbytecnych hodnot.

1.5.3.1 HC3

Algoritmus HC3 byl navrzen jako prvni z algoritmi pro propagaci intervalu
v roce 1997 v ¢lanku [I1], autofi ho tehdy nazvali jednoduse jako ,,A narrowing
algorithm“. Nazev HC3 byl vytvoren pozdéji v ¢lanku [12] (tento nézev byl
vybran pro podobnost s algoritmem AC3 pouzivanym pro dosazeni arc consi-
stency), kde byl uveden i pokro¢ilejsi algoritmus HC4, ktery na rozdil od HC3
nevyzaduje vstupni podminky rozlozené do primitivniho tvaru.

Puvodni algoritmus HC3 navrzeny v ¢lanku [I1] je uveden v pseudokédu
¢. 3l tvar algoritmu redlné pouzity v této praci je uveden v implementacni
casti.
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Algoritmus 3 Algoritmus HC3
In: CSP problém P = (V, D, C) k vyfeseni.
Out: Informace o hull nekonzistenci, nebo zmenseny problém P.
procedure HC3(V, D, ()
Q<+ C
while Q #0 do
Vyber podminku ¢ z Q.

1:
2
3
4:
5: Q<+ Q\{c}
6:
7
8
9

{z1, ...,z } < proménné z V vyskytujici se v c.

for kazdé z; € {z1,...,2,} do
D! + zredukuj doménu D; proménné z; podle podminky c.
if D! = () then

10: return CSP je nekonzistentni.

11: end if

12: if D) # D; then

13: D; <+ D;

14: Pridej do @) podminku c a vSechny dalsi podminky z C, které
obsahuji proménnou z;.

15: end if

16: end for

17: end while

18: return P

19: end procedure

1.5.3.2 HC4

Vyhoda algoritmu HC4 oproti HC3 spociva ve faktu, ze umi pfimo pracovat
s komplexnimi podminkami a neni tak potieba jejich rozklad, coz ve vysledku
zkracuje i dobu béhu algoritmu [I2]. Nevyhodou je ovSéem mnohem slozitéjsi
implementace, kterd se skladé ze dvou fazi: doptedného pruchodu (ForwardE-
valuation) a zpétného pruchodu (BackwardEvaluation).

Cely algoritmus funguje tak, ze prochazi syntakticky strom vyrazu a pfi
dopredném pruchodu od listu ke koreni odhaduje domény rodi¢ovskych uzlu
podle domén synu (s pomoci intervalové aritmetiky). Pribéh pro omezujici
podminku 2z = z—y? s doménami D, = (0;20), D, = (—10;10) a D, = (0; 16)
ukazuje obrazek ¢.

Pii zpétném prichodu (obrézek ¢. od korene k listim se pak zpresnuje
vysledna doména - podle rodicovského uzlu se ztzi domény synti. Algoritmus
u kofene provede stromu z predchoziho prikladu provede prunik (kvili rovnosti
v korfeni stromu) domén obou syni ((0;40) N (—100; 16)), které byly vypoc-
teny pri dopfedném prichodu. Timto je kofen zpracovan a zpétny pruchod se
muze spustit rekurzivné pro oba podstromy. V pfipadé levého podstromu je
novym kofenem uzel s operaci nasobeni a doménou (0; 16). Nyni je jiz snadné
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(-10;10) (2:2)

Obrézek 1.2: Dopredny priichod u algoritmu HC4

Obrazek 1.3: Zpétny prichod u algoritmu HC4

z0zit doménu proménné x na jeji findlni hodnotu, (0;8). Stejnym postupem
se podafi zuzit i domény proménnych y a z na (—4;4), resp. (0;16).

1.6 Heuristiky

Heuristiky pfi feseni problému s omezujicimi podminkami pomahaji rozhod-
nout, podle jaké omezujici podminky zuzovat domény a v jakém poradi je
zuzovat. Jsou stale pfedmétem vyzkumu a neexistuje zadny dikaz, ktery by
prokazoval néjakou heuristiku lepsi, nez vSechny ostatni.
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1.6.1 Typy heuristik
Heuristiky pro feseni NCSP se daji rozdélit do nasledujicich dvou skupin [13]:

e Heuristiky rozhodujici podle statickych (neménnych) vlastnosti promén-
nych, napiiklad poctu jejich vyskytl, nebo aritmetickych operaci, kte-
rych se ucastni.

e Heuristiky rozhodujici podle domén proménnych - zizit Sirokou doménu
muze byt vyhodnéjsi nez déle zuzovat malou doménu. Tyto vlastnosti
jsou dynamické, tj. méni se béhem priabéhu algoritmu.

Jednim z cili této prace je otestovat vliv heuristik na efektivitu reseni
raznych problémt a v nasledujicich podkapitoldch je uvedeno nékolik napadu
na mozné heuristiky (¢ast jich je prevzata z [13]), z nichz nékteré jsou vyuzity
v praktické Casti. Seznam neni vycerpdavajici, jisté jich lze vymyslet o mnoho
vice. Konkrétni heuristiky vyuzité v této praci jsou uvedeny v praktické casti
v kapitole VsSechny heuristiky uvedené v této préci se vztahuji k algoritmu
HC3.

1.6.1.1 Statické parametry

Heuristiky rozhodujici podle statickych parametr se mohou fidit podle:

e dominance ¢i nedominance proménné,

e vstupni mnoziny podminek:
poctu podminek, ve kterych se proménné vyskytuje,
poc¢tu dominantnich proménnych v podmince,

operace pouzité v omezujici podmince (sé¢itdni/nasobeni).

1.6.1.2 Dynamické parametry
Heuristiky vyuzivajici dynamické parametry mohou brat ohled na:
e intervaly:
jejich velikost,

zda pokryvaji kladné i zaporné hodnoty,

e zda se omezujici podminka jiz pouzila ke zredukovani domény.

U dynamickych parametri se muze vyplatit ukladat posloupnost zmén
hodnot tak, jak se ménily béhem béhu programu. V praxi se ale pti rozhodo-
vani nepouzivé cela posloupnost, jen jeji ¢ast. Nasledujici parametry pracuji
s historii zmén:
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e pomér velikosti domény ¢i problému k ptivodni velikosti,
e pomér aktudlni velikosti k velikosti v minulém pribéhu smycky,

e Cislo prubéhu smycky, kdy se naposledy pouzivala podminka ke zredu-
kovani domény.

1.7 Charakteristiky problémovych instanci pro

algoritmus HC3

Problémy k reseni maji nékteré vlastnosti, které prispivaji k nizsi efektivitée
pri feseni. Mohou jimi byt napriklad:

16

e vyskyt jedné proménné ve vice omezujicich podminkach,
e pocatecni velikosti domén,
e pocet proménnych,

e pocet omezujicich podminek.



KAPITOLA 2

Cil prace

V prvni ¢asti byla vysvétlena veskerd potiebna terminologie a je tedy nyni
mozné presnéji popsat cile prace. Hlavnim cilem prace je vytvoreni jednodu-
chého tesice pro numerické CSP problémy ve funkcionalnim jazyce F#. Pro-
gram komunikuje s uzivatelem pres piikazovou radku a problémy fesi s vyu-
zitim branch-and-prune algoritmu a algoritmu HC3.

Dalsim cilem prace je nalezeni parametrti algoritmu HC3, které ovliviuji
jeho Ucinnost a rychlost. V fesi¢i jsou implementovany heuristiky (nalezené
v literatufe ¢i vymyslené), které maji za tcel pomoci rozhodnout, v jakém
poradi je nejlepsi domény zuzovat, atp. Poslednim cilem prace je experimen-
talné porovnat uc¢innost jednotlivych heuristik na sadé benchmarkovych iloh
a zjisténé vysledky vyhodnotit.
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KAPITOLA 3

Implementace

Jako soucést bakalairské prace byl vytvoren fesi¢ numerickych CSP s nazvem
HullSolver, ktery jako jediny volné dostupny fesi¢ umoznuje porovnavat efekti-
vitu pouzitych heuristik. Zdrojové kody jsou dostupné pod licenci GNU GPL
na serveru GitHubEL pripadné jsou k nalezeni i na prilozeném CD. Manudl
popisujici kompilaci, spusténi a pouziti programu je uveden na konci prace
v priloze

Tato ¢ast prace nejprve popisuje pouzité technologie a algoritmy v pro-
gramu HullSolver, nésledné se vénuje popisu architektury programu a na zavér
uvadi nékolik existujicich feSeni, které fesi podobné problémy.

3.1 Pouzité technologie

Jako jazyk pro implementaci byl zvolen funkciondlni jazyk F# (¢teno jako
F Sharp) bézici na platformé .NET, ktery se v poslednich letech stal velmi
populdrni pro védecké vyuziti. Tento jazyk byl poprvé uveden v roce 2005
spole¢nosti Microsoft, v roce 2013 byla ale zaloZena neziskova spolecnost F#
Software Foundation, kterda ma na starosti jeho dalsi vyvoj. Od té doby se
z jazyka stal open-source a diky projektu Mono je mozné aplikace napsané
v F# spoustét i na jinych platforméch, nez pouze na Microsoft Windows.

3.2 Algoritmy

S vedoucim préace bylo dohodnuto, Ze fesSi¢ bude podporovat omezujici pod-
minky s operacemi s¢itani, od¢itani a nasobeni.

Resen{ vstupnich problémi probihd s vyuzitim algoritmu HC3 s malou
Upravou pro pestiejsi moznosti vyuziti heuristik. Zatimco originalni algoritmus
vzdy vybere z mnoziny podminek jednu ndhodnou a zredukuje domény vsech
proménnych v ni obsazenych, upraveny algoritmus na vstupu pfijima mnozinu

*https://github.com/jakubkottnauer/hull-solver
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vsech dvojic (¢, z) (kde ¢ je omezujici podminka definovand nad proménnou x)
a z této mnoziny heuristicky vybira jednu dvojici. Nasledné podle podminky
¢ z0zi doménu proménné x. Omezujici podminka c se tedy na vstupu objevi
tolikrat, nad kolika proménnymi je nadefinovana - v pripadé programu Hull-
Solver vzdy praveé trikrat, nebot program podporuje pouze ternarni omezujici
podminky. Algoritmus [4| uvadi pseudokdd takto upraveného algoritmu HC3.
Oba algoritmy nalézajici se v této kapitole pfijimaji seznam dvojic omezu-
jicich podminek a proménnych z CSP, a mnozinu domén proménnych z CSP.
Tyto parametry spojené dohromady odpovidaji CSP problému, jen je u téchto

vvvvvv

Algoritmus 4 Upraveny algoritmus HC3

In: Seznam P dvojic (¢, x), kde ¢ je omezujici podminka definovana nad pro-
ménnou x, a mnozina domén D z CSP.

Out: Informace o nekonzistenci, nebo zmenseny problém P.

1: procedure HC3(P, D)

2 Q<+ P

3 while Q # 0 do

4: Pomoci heuristiky vyber z Q par p = (¢, x).

5 Qe Q\ ()

6: D! + Zredukuj doménu D, € D proménné x € p podle c.

7 if D/, =0 then

8 return CSP je nekonzistentni.

9

: end if
10: if D, # D/, then
11: D, + D,
12: Ptidej do @ par p a vSechny dalsi dvojice z P, které obsahuji x.
13: end if
14: end while
15: return P

16: end procedure

Na radku ¢. v algoritmu [4] jsou pro rovnost porovnavany dvé domény.
Vzhledem k tomu, Ze jsou zde domény tvoreny redlnymi intervaly, nemusi byt
jejich meze celd ¢isla a v pocitaci tak nebudou uloZena presné (v programu je
pro reprezentaci mezi vyuzit 64-bitovy typ double). Rovnost je v programu
ovéfovana nepresné, jak ukazuje nasledujici kéd (jako ZERO_EPSILON je pou-
zita hodnota 10739):

member this.EqualTo y =
abs(this.a - y.a) < ZERO_EPSILON
&& abs(this.b - y.b) < ZERO_EPSILON
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3.2. Algoritmy

Nad algoritmem HC3 je postaven jednoduchy branch-and-prune algorit-
mus (viz Algoritmus [5)), ktery zdroven tvorf hlavni funkei fesice. Tento algo-
ritmus pfiblizné kopiruje strukturu algoritmu [1| (str. . Pri spusténi je mu
predana mnozina dvojic omezujicich podminek a proménnych v nich obsaze-
nych.

Algoritmus 5 Upraveny algoritmus Solve

In: Seznam P dvojic (¢, x), kde ¢ je omezujici podminka definované nad pro-
ménnou x, a mnozina domén D z CSP.
Out: Seznam nalezenych boxii obsahujici vSechna feSeni.
1. procedure SOLVE(P, D)

2: if Problém neni dostatecné maly then

3: P+ HC3(P)

4: (P1, Py) < rozdél box tvoreny doménami dominantnich promén-
nych z D na poloviny.

5: Solve(P)

6: Solve(P2)

7: else

8: Vypis/uloz box tvofeny proménnymi z P jako jeden z vysledki.

9: end if
10: end procedure

V pouzité varianté algoritmu Solve je kontrolovano, zda je problém jiz do-
state¢né zmensen (fadek ¢. . V programu se konkrétné kontroluje, jestli se
jiz podarilo domény vsech dominantnich proménnych dostatecné zuzit vzhle-
dem k puvodni velikosti. Jako koeficient pro porovnani se vyuziva parametr
eps, ktery je specifikovin uzivatelem pfi spusténi fesi¢e prepinacem -p (viz
manuél).

member this.AllFraction eps =
dominantVariables
> List.forall(fun v ->
(v.Domain.Length / v.OriginalDomain.Length) < eps)

Druhym prvkem algoritmu Solve, jehoz implementace je potfeba upfesnit,
je rozpuleni boxu na radku ¢. 4l Box, jak je popsano v kapitole ohranicuje
feseni a je tvoren doménami proménnych z CSP. Algoritmus box rozpili tim,
ze rozpuli doménu jedné dominantni proménné. Ve vstupnim souboru uzivatel
oznaci dominantni proménné a algoritmus je puli metodou round-robin ve stej-
ném poradi, jako jsou zapsédny ve vstupnim souboru (pfi rozpuleni posledni
dominantni proménné presko¢i opét na prvni).
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3.2.1 Efektivita algoritmi

Nejslabsim mistem pouzité varianty algoritmu HC3 je tadek ¢. 4] protoze vy-
pocet slozité heuristiky muze algoritmus velmi zpomalit. Druhym potencidlné
rizikovym mistem je fadek ¢. [0 protoze zavisi na konkrétni implementaci zu-
zovaci funkce. V aktualni verzi programu HullSolver by ale nemélo dochézet
k problémum diky tomu, ze podporuje pouze s¢itani a nasobeni v omezuji-
cich podminkéach, a ty se daji zuzovat podle jednoduchych pravidel (navic je
pritomna optimalizace pro zuzovani podle druhé mocniny).

U branch-and-prune algoritmu Solve jsou rovnéz dvé potencialné rizikova
mista, a to fadky ¢.[2]a[dl Konkétni implementace popsana vyse by ale neméla
zpusobovat zadné vykonnostni problémy.

3.3 Architektura

Cely program se sklada ze ¢tyf soubort - DomainTypes.fs, Heuristics.fs,
Solver.fs, Program.fs. Pfi kompilovani programu napsaného v F# zilezi
na poradi souboru a v tomto pripadé jsou soubory zpracoviavany v tomto po-
fadi. Branim ohledu na poradi soubort kompilator zabranuje tvorbé kruho-
vych zavislosti mezi ¢astmi programu, protoze soubor pozdéji ve fronté muze
vyuzivat pouze typy z jiz zpracovaného souboru. Kéd se tak stdvad modularnéjsi
a prehlednéjsi, protoze prirozené dochdazi ke striktnimu oddéleni ,high-level ¢
¢asti programi od ,low-level“ Casti.

Dalsim dtsledkem je odlisna organizace kédu v podobnych jazycich jako
F# od klasickych procedurdlnich ¢i objektové orientovanych jazyki. V F#
se typicky nevytvaii samostatny soubor pro kazdy typ (typ pfibliZné od-
povida t¥idé z objektové orientovaného programovéni), ale vSechny typy se
shlukuji do jednoho modulu ¢asto nazyvaného DomainTypes. V ptipadé Hull-
Solveru jsou doménovymi typy Interval, Variable, Constraint, Problem
a Heuristic, z nichz posledni se pro prehlednost nachizi v samostatném sou-
boru Heuristics.fs.

Zatimco prvni dva soubory obsahuji predevsim deklarace typu a definuji
jejich funkce, soubor Solver.fs tvori hlavni vypocetni jadro programu - zde
jsou implementace branch-and-prune algoritmu a algoritmu HC3. Poslednim
souborem je Program.fs, ktery se uz stara jen o osetfeni a zpracovani vstupu
a spousti Tesici algoritmy.

3.4 Pouzité heuristiky

Nize jsou uvedeny heuristiky, které jsou vyuzité v programu HullSolver v al-
goritmu ¢. [4 na fadce [l Kazdd heuristika md svij kratky nazev, kterym je
identifikovana ve vysledcich experimentt. Heuristiky prevzaté z literatury jsou
oznaceny odkazem na pouzity zdroj.
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3.5. Vystup programu a indikatory

Vsechny heuristiky se chovaji stejné v tom, ze v pripadé existence vice
nez jedné dvojice spliujici jejich kritéria vzdy vyberou dvojici nachazejici se
v seznamu @ jako prvni (prohledavani seznamu probih4 zleva doprava).

e rand je ,heuristika“ vybirajici pseudondhodnou dvojici,

e fifo simuluje FIFO frontu - vybira dvojici, ktera je ve fronté nejdéle,

e dom/nondom-first [13] se snazi nejprve redukovat domény dominantnich,
resp. nedominantnich, proménnych - proménné vyskytujici se v puvod-
nich nerozlozenych podminkéach,

.....

e shrunk-most/least-first [13] vybird nejprve proménné, jejichz domény
byly nejvice, resp. nejméné, od zacatku béhu algoritmu zmenseny (vy-
pocitava se kvocient z puvodni a aktudlni velikosti domény),

e maz-right-cand [13] vybird proménnou s nejvyssi pravou mezi domény.
Napt. proménnd s doménou (1;6) muze byt vybrana diive nez proménna
s doménou (1;3), protoze ma vyssi pravou mez,

e min-right-cand [13] vybird proménnou s nejmensi pravou mezi domény,

e fail-first vybird proménnou, kterd je pritomna v nejvétsim poctu ome-
zujicich podminek,

e prefer-add/mult vybird omezujici podminku s operaci s¢iténi, resp. né-

sobeni.

3.5 Vystup programu a indikatory

V prubéhu reseni problému je sledovano nékolik tzv. indikatori. To jsou rtizné
zajimavé metriky, pomoci kterych se da nasledné porovnat efektivita heuristik.
Sledovany jsou nasledujici indikatory:

e doba béhu,
e pocet rozpuleni reseni,

e pocet zuzeni intervala (kolikrat byla zavolana funkce pro ztzeni domény
podle podminky),

e pomeér objemu feseni k objemu vstupniho CSP.

Doba béhu je zavisld na konkrétnim hardware a muze se ménit béhem
jednotlivymi spusténimi programu, pro hrubé porovnani heuristik ale poslouzi

dobre.
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3.6 Mozna vylepseni programu

Program v této dobé neumi sdm dekomponovat omezujici podminky v kom-
plexnim tvaru a je proto nutné je zadavat v primitivnhim tvaru. HullSolver
rovnéz neprovadi detekci redundantnich podminek.

Dalsim vylepsenim by mohlo byt pfidani grafického rozhrani (vykreslovani
grafu s Fesenim).

3.7 Existujici reseni

Vzhledem k obecnosti terminu CSP existuje velké mnozstvi aplikaci fesicich
problémy s omezujicimi podminkami - lze nalézt nespocet fesici sudoku i
resict SAT problému. Vzniklo také nékolik obecnych fesic¢a, napriklad Gecode{ﬂ
a Microsoft Solver Foundation'}

Reseni NCSP problémii pomoci propagace intervalii je jiz pomérné spe-
cifickd oblast a tak téchto resici neni mnoho. Na sluzbé GitHub patii mezi
nejzndmeéjsi resice projekt JaCoPE], déle existuji naptiklad IASOlvevﬂ RSol-
067{3 a Reachwmﬁ Prvni dva projekty jsou napsany v Javé, tfeti v jazyce
OCaml a étvrty v C. Zadny z nich ale neni dale vyvijen.

3http://www.gecode.org
“https://msdn.microsoft.com /en-us/library /ff524509 (v=vs.93).aspx
Shttps://github.com/radsz/jacop
Shttp://www.cs.brandeis.edu/~tim/Applets/IAsolver.html
"http://rsolver.sourceforge.net
®https://github.com/lcgutierrez/Realpaver-0_4-Windows
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KAPITOLA 4

Vypocetni experimenty

V této Casti prace jsou provedeny samotné vypocetni experimenty pomoci pro-
gramu HullSolver. Experimenty byly provedeny na sadé ruzné komplikovanych
benchmarkovych problémi, z nichz ¢ast byla vymyslena pro potieby otesto-
vani implementace a ¢ast byla prevzata z databdze polynomidlnich problému
dostupné na adrese http://homepages.math.uic.edu/~jan/demo.htmll

Experimenty byly provedeny tak, ze pro kazdou heuristiku uvedenou v
byl spustén test se vSemi dostupnymi testovacimi soubory a vysledky byly
zaznamenany do tabulky. Pouzita hodnota parametru eps z kapitoly byla
0,001.

4.1 Testovaci prostredi

Veskeré experimenty s programem HullSolver byly provedeny na pocitaci s ope-
ra¢nim systémem MS Windows 10 Pro 64-bit v béhovém prostredi .NET 4.6.1
v nasledujici hardwarové konfiguraci:

e Intel Core 15-4570 3,2 GHz (4 jadra)
e 8 GB RAM DDR3 1600 MHz

e nVidia GeForce GTX970

4.2 Testovaci ulohy
Nasleduje seznam testovacich tloh s kratkym popisem a tdajem o poctu pri-
mitivnich podminek. Ulohy prevzaté z databaze zminéné vyse jsou oznaceny

hvézdickou (*):

e conform1* - soustava t¥{ polynomidlnich rovnic stupné 3 o tfech nezna-
mych (24 podminek),
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mickey™ - soustava dvou polynomidlnich rovnic stupné 2 o dvou nezna-
mych (6 podminek),

minus - testovaci rovnice pro ovéfeni spravnosti algoritmu 10(x — x +
x—x+x—x+x) =100 (7 podminek),

polynl - rovnice 2* — 2022 + 64 = 0 (4 podminky),
polyn2 - rovnice 23 — 2z = 0 (4 podminky),

quadfor2* - soustava ¢tyf rovnic stupné 3 o ¢tyfech neznamych (14 pod-
minek),

solotarev™® - soustava ¢ty rovnic stupné 2 o ¢tyfech nezndmych (16 pod-
minek),

wright™ - soustava péti rovnic stupné 2 o péti neznamych (26 podminek).

Tabulky s vysledky jsou uvedeny v kapitole V téchto tabulkéach jsou

uvedeny namétrené hodnoty pro indikatory z kapitoly pricemz jsou kvuli
omezené sifce stranky néasledovné zkraceny nazvy nékterych sloupct:

e £ piileni - pocet rozpiileni reseni,
e # zuzeni - celkovy pocet zuzeni vsech domén dohromady,

e pomér objemu - pomér objemu nejmensiho nalezeného boxu ku objemu

puvodniho CSP.

O kapitolu déle (4.4) jsou k nalezeni grafy vykreslené na zékladé dat z ta-

bulek. Tyto grafy jsou vyuzity pro snazsi porovnani heuristik.

4.3 Tabulky
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problém  # puleni # ziZzeni pomér objemu cas (s)

conform1 16 12441 6.777e-10 0.5688
mickey 30 227 5.722e-11  0.0462
minus 42 816 0.0009277 0.0554
polynl 35 645 0.0007813 0.0458
polyn2 15 146 2.278e-38  0.0417
quadfor2 89 3772 6.248e-17  0.1432
solotarev 99 15162 1.489¢e-15 0.6056
wright 2286 96850 3.458e-19 4.8842

Tabulka 4.1: Vysledky pro heuristiku rand



4.3. Tabulky

problém  # puleni # ziZeni pomér objemu cas (s)
conform1 16 8185 6.777e-10  0.3547
mickey 30 224 5.722e-11  0.0443
minus 42 760 0.0009277  0.0483
polynl 35 608 0.0007813  0.0463
polyn2 15 131 0.0007813  0.0382
quadfor2 89 3495 6.248e-17 0.1377
solotarev 95 11728 1.489e-15 0.5022
wright 2286 93533 3.458e-19  4.2201
Tabulka 4.2: Vysledky pro heuristiku fifo
problém  # puleni # ziZeni pomér objemu cas (s)
conform1 16 7995 6.777e-10  0.6239
mickey 30 240 5.722e-11  0.0433
minus 42 767 0.0009277  0.0538
polynl 35 608 0.0007813  0.0467
polyn2 15 125 0.0007813  0.0390
quadfor2 89 3126 6.248e-17 0.1771
solotarev 95 9493 1.489e-15  0.6660
wright 2286 88059 3.458e-19  8.4097

Tabulka 4.3: Vysledky pro heuristiku dom-first

problém  # puleni # ziZzeni pomér objemu  cas (s)
conform1 16 10194 6.777e-10  0.7317
mickey 30 225 5.722e-11  0.0435
minus 42 800 0.0009277  0.0529
polynl 35 606 0.0007813  0.0506
polyn2 15 128 0.0007813  0.0465
quadfor2 89 3552 6.248e-17  0.2243
solotarev 95 20800 1.489%-15  1.2040
wright 2286 108977 3.458¢-19 10.4618

Tabulka 4.4: Vysledky pro heuristiku nondom-first
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problém  # pileni # zuzeni pomér objemu  cas (s)

conform1 16 23673 6.777e-10  1.5826
mickey 30 255 5.722e-11  0.0513
minus 42 826 0.0009277  0.0639
polynl 35 646 0.0007813  0.0541
polyn2 15 127 0.0007813  0.0433
quadfor2 89 6672 6.248e-17  0.3859
solotarev 95 162967 1.489e-15 11.7988
wright 2286 98378 3.458e-19  11.3865

Tabulka 4.5: Vysledky pro heuristiku max-right-cand

problém  # pileni # zizeni pomér objemu cas (s)

conform1 16 23306 6.777e-10  1.4782
mickey 30 217 5.722e-11  0.0481
minus 42 769 0.0009277  0.0668
polynl 35 638 0.0007813  0.0525
polyn2 15 478 9.243e-35  0.0479
quadfor2 169 66938 6.248e-17  3.6092
solotarev 116 540970 3.669e-16  34.8202
wright 2286 96594 3.458e-19  9.6712

Tabulka 4.6: Vysledky pro heuristiku min-right-cand

problém  # puleni # ziZeni pomér objemu cas (s)

conform1 16 15528 6.777e-10  1.3386
mickey 30 260 5.722e-11  0.0758
minus 42 809 0.0009277  0.0838
polynl 35 647 0.0007813  0.0563
polyn2 15 130 0.0007813  0.0488
quadfor2 169 7682 6.248e-17  0.5212
solotarev 95 136896 1.489e-15  9.3976
wright 2286 119420 3.458e-19 13.4664

Tabulka 4.7: Vysledky pro heuristiku large-int-first
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problém  # puleni # ziZeni pomér objemu cas (s)

conforml1 16 36655 6.777e-10  2.2830
mickey 30 215 5.722e-11  0.0435
minus 42 708 0.0009277  0.0559
polynl 35 643 0.0007813  0.0486
polyn2 15 477 9.243e-35 0.0451
quadfor2 169 159 6.248e-17  0.0458
solotarev 116 118221 3.669e-16  8.2039
wright 2286 86619 3.458e-19  9.3518

Tabulka 4.8: Vysledky pro heuristiku small-int-first

problém  # puleni # zizeni pomér objemu  cas (s)

conform1 16 15528 6.777e-10  1.0341
mickey 30 253 5.722e-11  0.0457
minus 42 809 0.0009277  0.0560
polynl 35 644 0.0007813  0.0495
polyn2 15 137 0.0007813  0.0399
quadfor2 169 7696 6.248e-17  0.4336
solotarev 95 95883 1.489e-15  6.5600
wright 2286 127848 3.458e-19 15.9222

Tabulka 4.9: Vysledky pro heuristiku shrunk-most-first

problém  # puleni # ziZzeni pomér objemu  cas (s)

conform1 16 36041 6.777e-10  3.0409
mickey 30 221 5.722e-11  0.0445
minus 42 708 0.0009277  0.0585
polynl 35 630 0.0007813  0.0500
polyn2 15 167 2.278e-38  0.0406
quadfor2 89 33264 6.248e-17  1.6815
solotarev 116 361640 3.669e-16  23.1700
wright 2286 79055 3.458e-19  10.0826

Tabulka 4.10: Vysledky pro heuristiku shrunk-least-first
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problém  # pileni # zuzeni pomér objemu  cas (s)
conform1 16 8376 6.777e-10  3.1547
mickey 30 236 5.722e-11 0.0526
minus 42 767 0.0009277  0.0766
polynl 35 611 0.0007813  0.0523
polyn2 15 125 0.0007813  0.0415
quadfor?2 89 3065 6.248e-17  0.5714
solotarev 95 8208 1.489e-15  2.2684
wright 2286 89847 3.458e-19 51.7957

Tabulka 4.11: Vysledky pro heuristiku fail-first

problém  # puleni # ziZeni pomér objemu cas (s)
conform1 16 11787 6.777e-10  0.6058
mickey 30 252 5.722e-11  0.0426
minus 42 760 0.0009277  0.0507
polynl 35 639 0.0007813 0.0465
polyn2 15 130 0.0007813 0.0411
quadfor2 89 3502 6.248e-17  0.1508
solotarev 95 10434 1.489e-15 0.5193
wright 2286 141514 3.458e-19  6.9660

Tabulka 4.12: Vysledky pro heuristiku prefer-add

problém  # puleni # ziZzeni pomér objemu cas (s)
conform1 16 6777 6.777e-10 0.3781
mickey 30 242 5.722e-11  0.0438
minus 42 760 0.0009277 0.0519
polynl 35 605 0.0007813 0.0452
polyn2 15 127 0.0007813 0.0391
quadfor2 89 3519 6.248e-17 0.1817
solotarev 95 8526 1.489e-15 0.4209
wright 2286 86273 3.458e-19 3.9737

Tabulka 4.13: Vysledky pro heuristiku prefer-mult
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4.5. Vyhodnoceni vysledkii

4.5 Vyhodnoceni vysledki

Nasledujici odstavce porovnavaji heuristiky z pohledu hodnot namérenych pro
ruzné indikatory. Plati, ze ,lepsi“ ¢i ,,dobrda“ heuristika ma tyto hodnoty nizsi
nez ,horsi“ ¢i ,Spatnd“ heuristika.

V tabulkach vyse je vidét, ze se u jednotlivych heuristik v rdmci jedné
testovaci tlohy prilis neménily hodnoty ve sloupcich ,,# ptleni“ a ,pomér ob-
jemu*“. Bylo mozné oc¢ekavat, ze obé hodnoty budou ve vétsiné pripadu stejné
- v pripadé poc¢tu puleni bude pravdépodobné na viné fakt, ze pri pileni je
proménna, jejiz doména se bude pulit, vybirina metodou round-robin a po-
radi proménné je pri kazdém spusténi algoritmu stejné. Dojde tedy k tomu,
ze algoritmus HC3 vzdy zmensi problém, jak nejvice dokaze (dulezité je, ze
tohoto dosdhne nehledé na pouzitou heuristiku), poté se box rozpuli podle
proménné (opét podle stejné proménné nehledé na pouzitou heuristiku) a
toto se rekurzivné opakuje. Rozdilné hodnoty u nékolika mélo vstupu mo-
hou byt zpusobeny nepresnym porovnavanim cisel s plovouci radovou ¢arkou.
Hodnoty ve sloupci ,,pomér objemu“ se pro jeden problém vétsinou neméndi,
protoze je pri startu algoritmu pevné dano, kolikrat se ma objem pocatecniho
boxu zmensit (hodnota eps).

Dalsi indikator, cas, je zobrazen v grafech z predchozi kapitoly. Heuristika
fifo (simuluje FIFO frontu a pouze v ¢ase O(1) vrati prvni prvek ze seznamu)
dosahuje ve srovnani s ostatnimi heuristikami velmi dobrych vysledk, co se
casu tyce, v péti z osmi pripadi. To poukazuje na skutecnost, ze vypocet ostat-
nich heuristik, které dvojici pro dalsi zpracovani vyhledavaji v celém seznamu
v ¢ase O(n), zpomaluje béh programu.

Heuristikou nejvice zpomalujici béh programu se ukazala byt heuristika
large-int-first (vyrazné pomalejsi nez ostatni byla v poloviné pripadu), kterd
lem algoritmu je zizit domény dominantnich proménnych pod urcitou mez
a pri vybéru vzdy té nejsirsi domény se program muze zdrzovat se zuzovanim
domén, které nemusi byt nutné potieba zizit.

I vysledky pro posledni indikator, pocet zizeni, jsou zobrazeny v grafech.
Zde jiz vysledky nejsou tak jasné, jako v pripadé casu. Lze Tict, ze nejlepsich
vysledkt dosahla heuristika prefer-mult, ktera byla ve dvou pripadech zna-
telné lepsi nez ostatni a ve dvou ptipadech priblizné stejné dobra jako ostatni.
Tato heuristika vybira prvni dvojici, jejiz omezujici podminka obsahuje ope-
raci nédsobeni. Pti blizSim prozkoumani testovacich tloh si lze vSimnout, Ze
omezujici podminky problému, u kterych tato heuristika zafungovala dobre,
jsou z vice nez poloviny tvoreny podminkami s operaci nasobeni. Opacény jev,
tedy ze by heuristika prefer-add byla lepsi nez ostatni u problémii s majoritnim
zastoupenim podminek se s¢itdnim/ndsobenim, nebyl pozorovan.

Nejhorsich vysledkii z pohledu poctu ztazeni dosdhla u slozitéjsich tloh
(quadfor2, solotarev) heuristika min-right-cand, v jednom pripadé byla nej-
horsi i maz-right-cand. Velikost pravé meze domény tedy ziejmé neposkytuje
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zadnou uzite¢nou informaci, ktera by zefektivnila pritbéh feseni. Spatnych vy-
sledkii dosahla také heuristika large-int-first, ze stejného divodu jako u casu.

Algoritmus vyuzivajici heuristiku prefer-mult, ktery by ukladal dvojice do
seznamu jiz optimalné sefazené tak, aby je stacilo ze zaCatku seznamu v Case
O(1) odebirat, by mohl u nékterého typu tloh dosahovat velmi dobrych vy-
sledkt. Naopak jisté se nevyplati pouzivat heuristiky, které se rozhoduji podle
velikosti jedné z mezi, nebo takové, které preferuji nejvétsi domény. Otesto-
vani algoritmu na nékolika desitkach tloh by ale mohlo prinést jiné vysledky.
Je také mozné, zZe existuji i o mnoho lepsi heuristiky, které ale nebyly v této
praci otestovany.
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Zaver

Hlavnim cilem bakalaiské prace byla implementace tesice numerickych CSP
problému a otestovani vlivu heuristik na efektivitu fesen{ numerickych CSP
pomoci propagace intervali. Tento cil byl splnén - v jazyce F# byl vytvoren
volné dostupny program HullSolver, ktery je schopen pomoci algoritmu HC3
resit problémy ve tvaru soustav polynomialnich rovnic s operacemi scitani,
odéitani a nasobeni. Pomoci této aplikace byl otestovan vliv celkem tfinacti
heuristik na osmi benchmarkovych tlohach a vysledky byly zpracovany. Né-
kolik heuristik se podatilo oznacit za Spatné, zatimco nékteré se ukézaly byt
oproti ostatnim velmi dobré.

V samotném programu je velky prostor pro dalsi vyvoj a byla by skoda
v ném nepokracovat, protoze neexistuje jiny program, ktery by se specializoval
na testovani heuristik pri feseni NCSP problémi. Prvnim krokem by mohlo
byt pridani podpory pro vice aritmetickych operaci a pridani automatického
rozkladu komplexnich podminek do primitivniho tvaru. V ramci dalsiho vy-
voje by bylo také mozné pridat nékteré dalsi algoritmy, které by si mohly lépe
poradit s nalezenymi problémovymi instancemi, a pridat graficky vystup pro-
gramu, nebot aktudlni verze komunikuje s uzivatelem pouze prostiednictvim
prikazové radky.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

CSP Constraint Satisfaction Problem

NCSP Numerical Constraint Satisfaction Problem
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PRILOHA B

Manual k programu HullSolver

B.1 Kompilace

Pro zkompilovani zdrojovych k6édu na Windows lze pouzit kompildtor fsc.exe
(fsc HullSolver.sln) doddvany spolecné s Microsoft Visual Studio. Pro
spusténi je potfeba mit nainstalovany .NET framework ve verzi minimélné 4.5.0.
Na Linuxu a OS X je potieba nejprve nainstalovat Mon(ﬂ které umoz-
nuje kompilovat a spoustét .NET aplikace i na ostatnich platforméach, nez jen
Windows. Na Linuxu, resp. OS X jej lze nainstalovat prikazem
apt-get install mono-complete fsharp, resp. brew install mono. Poté
jiz ptjde zdrojové kbédy zkompilovat prikazem xbuild HullSolver.sln. Oba
kompilatory ulozi zkompilovanou aplikaci do adresaie bin/Debug.

B.2 Spusténi
Zkompilovany program se spousti z piikazové fadky na Windows jednoduse

jako bin\Debug\HullSolver.exe, v termindlu na Linuxu a OS X jako
mono bin/Debug/HullSolver.exe. Program podporuje ¢tyrfi prepinace:

e —-f <path> - cesta k souboru s problémem k vyteseni

e -p <precision> - kolikrat se musi velikost domény dominantni pro-
ménné snizit, aby byla povazovana za feseni

e -h <heuristic> - pouzitd heuristika (seznam pouzitelnych nézva je
nize)

e -1 - vystupem programu budou tabulky ve formatu I TEX

%http://www.mono-project.com
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V pripadé spusténi bez prepinace -h bude vyuzita heuristika rand (pseu-
dondhodny vybér), pokud bude program spustén bez prepinace -p, bude vyu-
zita vychozi hodnota 1.0. Pokud uzivatel spusti program bez zadani vstupniho
souboru, bude vybidnut k jeho zad&ni.

V repozitatfi se déle nachazi dva davkové soubory pro Windows, které
umoznuji pohodlnéjsi opakované spousténi programu - spusti jej postupné se
vSemi heuristikami pro vSechny vstupni problémy a nameérené hodnoty ulozi
do adresare ./out.

B.3 Vstup

Vstupem programu HullSolver jsou textové soubory, které deklarativné po-
pisuji NCSP problém, ktery chce uzivatel vyfesit. V souboru jsou nejprve
uvedeny dominantni proménné nasledované seznamem omezujicich podminek
v primitivnim tvaru a nakonec jsou uvedeny domény jednotlivych promén-
nych. Podporovany jsou komentare uvozené znaky //.

Priklad vstupniho souboru:

// Dominantni promé&nné
xyab

// Omezujici podminky
X * X =a
x+y=b

// Domény promé&nnjch
x in [1,10]
y in [0,100]
a in [16,16]
b in [10,10]

Pro intervaly je vyuzita anglosaské notace, [1, 10] odpovida intervalu (1; 10).

Program umi zpracovat pouze terndrni omezujici podminky se séitanim,
odc¢itanim a ndsobenim ve formatu naznaceném v prikladu. Jinymi slovy musi
byt na levé strané rovnice pravé jedna aritmetickd operace mezi dvéma pro-
ménnymi a na pravé strané pravé jedna proménnd. Napiiklad podminku

r=y— 1,2z € (0;10),y € (0;10)
je mozné zadat jako:
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B.3. Vstup

Xy
y-a=x
x in [0,10]

y in [0,10]
a in [1,1]
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