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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá modelem indukčńıho ohřevu rotorových obruč́ı, což je proces
realizovaný při jejich demontáži z rotoru předevš́ım synchronńıch turbogenerátor̊u. Indukčńı
ohřev je preferovaný postup předevš́ım proto, že při něm nedocháźı k chemickému ovlivněńı
materiálu obruče.
Náplńı práce je numerická implementace tohoto procesu jako takzvané sdružené úlohy, při
ńıž docháźı ke vzájemné interakci elektromagnetického, teplotńıho a pole termoelastických
deformaćı. V úvodu práce se proto věnuji popisu spojitého modelu jednotlivých poĺı, a dále
uvád́ım základńı principy metody konečných prvk̊u, použité při numerickém řešeńı.
V závěru práce popisuji realizaci modelu v prostřed́ı Agros2D, uvád́ım źıskané výsledky a
diskutuji možná zlepšeńı modelu směřuj́ıćı k jeho dostatečné přesnosti pro praktické nasazeńı.

Kĺıčová slova: Agros2D, indukčńı ohřev, sdružená úloha, metoda konečných prvk̊u, rotorová
obruč
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Abstract

This thesis deals with modeling of induction heating of rotor rings, which is a process taking place
during their disassembly primarily from synchronous turbogenerators rotors. Induction heating
is nowadays a favourized procedure mainly because it does not affect the chemical properties of
the rings.
Numerical implementation of this process is treated as a so called coupled problem, during which
the interaction between electromagnetic, thermal and field of thermoelastic displacements is
realized. At the begining I describe some basic relations and aspects of their continuuos models,
after which some general principles of the finite element method are presented. This method
is also used in the numerical part. In the end the model is put into practice in the Agros2D
environment and its results are discussed, as well as some possible improvements of the model
heading towards its better accuracy needed for practical applications.

Keywords: Agros2D, induction heating, coupled problem, finite element method, rotor ring
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2.1 Parciálńı diferenciálńı rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem této práce je vytvořit matematický modelu indukčńıho ohřevu rotorových obruč́ı, a
tento model dále využ́ıt při predikci vývoje jednotlivých parametr̊u pro konkrétńı konfiguraci,
respektive k návrhu takového uspořádáńı, aby byl ohřev v̊ubec realizovatelný. Tato úloha vzešla
ze spolupráce s firmou BRUSH-SEM s.r.o., je tedy motivovaná konkrétńımi př́ıpady ohřev̊u,
které je potřeba realizovat.

Rotorové obruče jsou d̊uležitou součást́ı rotor̊u synchronńıch turbostroj̊u, nacházej́ıćı se v
prostoru čel vinut́ı, jejichž hlavńı úloha je zajistit jejich mechanickou odolnost při provozu.
Samotná obruč se na rotor obvykle nasazuje za tepla, a jej́ı upevněńı zajǐst’uj́ı nejen vzniklé
termoelastické śıly, ale předevš́ım několikamilimetrový výstupek na rotoru. Př́ıklad konstrukce
takové obruče uvád́ım ńıže na obrázku.

Obrázek 1.1: Př́ıklad konstrukce rotorové obruče

Během servisu turbogenerátor̊u je potřeba tuto obruč sejmout, a poté opět nasadit. Aby bylo
možné překonat výstupek na rotoru, zahř́ıvá se obruč na teplotu, při ńıž se jej́ı vnitřńı pr̊uměr
zvětš́ı právě o tento rozd́ıl, což odpov́ıdá zhruba 400-500 ◦C.

Ohřev je možné realizovat několika zp̊usoby, z nichž nejjednodušš́ı je ohřát́ı propan-butanovým
plamenem. To má ovšem za následek změnu v chemické struktuře obruče, proto se jeho použ́ıváńı
nedoporučuje, a jako optimálńı postup se voĺı ohřev indukćı. Zde ovšem vstupuje do hry několik
parametr̊u (rozměry rotoru, rozměry induktoru, napájećı frekvence, čas, ...), jejichž nastaveńı
určuje pr̊uběh ohřevu, respektive jeho realizovatelnost. Ćılem práce je proto vytvořit model řeš́ıćı
proces ohř́ıváńı jako sdruženou úlohu všech tř́ı fyzikálńıch poĺı (elektromagnetického, teplotńıho
a termoelastických deformaćı), který by proces s dostatečnou přesnost́ı namodeloval, a na jehož
základě by bylo možné formulovat některé závěry, př́ıpadně doporučeńı pro možnou optimalizaci
procesu.
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V následuj́ıćıch kapitolách uvedu nejdř́ıve základńı pojmy a vztahy pro spojité modely
jednotlivých poĺı, dále budu diskutovat výběr vhodné metody pro jejich numerické řešeńı, na
což naváži popisem principu metody konečných prvk̊u, což je v současné době převládaj́ıćı
metoda pro řešeńı sdružených úloh. V závěru práce se potom budu věnovat výběru vhodného
softwarového prostřed́ı a vlastńı realizaci modelu, spolu s diskuźı źıskaných výsledk̊u a možnost́ı
jak tento model vylepšit pro jeho co nejlepš́ı fungováńı v ostrém provozu.
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Kapitola 2

Spojitý matematický model

2.1 Parciálńı diferenciálńı rovnice

Základńı vztahy pro formulováńı většiny př́ırodńıch zákon̊u jsou dané rovnicemi, v nichž se
vyskytuj́ı derivace nějaké funkce, obecně nazývané diferenciálńı rovnice. Ty děĺıme na dvě
základńı skupiny - obyčejné, charakteristické t́ım, že obsahuj́ı pouze derivace podle jedné
proměnné a parciálńı, ve kterých má neznámá funkce v́ıce proměnných a ve kterých se vyskytuj́ı
parciálńı derivace této funkce. Zat́ımco obyčejné diferenciálńı rovnice se obvykle řeš́ı obecně,
a následně upřesńı zadanými počátečńımi podmı́nkami, v př́ıpadě parciálńıch neńı většinou
možné obecné řešeńı nalézt1, a problém se formuluje ve tvaru takzvané okrajové úlohy. Vztahy
pro popis elektromagnetického a teplotńıho pole, stejně jako pole termoelastických posuv̊u, jsou
formulovány právě ve tvaru obsahuj́ıćım parciálńı diferenciálńı rovnice. Vzhledem k náročnosti
a rozsahu (který má nav́ıc v́ıceméně jen teoretický charakter) se omeźım pouze na definici
základńıch pojmů, nutných pro formulováńı řešené úlohy.

Obdobně jako u obyčejných diferenciálńıch rovnic, i v př́ıpadě parciálńıch mluv́ıme o
řádu rovnice, který určuje nejvyšš́ı derivace neznámé funkce. Obecně můžeme parciálńı
diferenciálńı rovnici řádu k ∈ N zapsat ve tvaru:

F

(
x, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x2
1

, ...,
∂ku

∂xkn

)
Zde se ovšem omeźım pouze na parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu, které maj́ı v
praktických aplikaćıch největš́ı zastoupeńı. Pokud se na parciálńı derivaci d́ıváme jako na
operátor, můžeme rovnici druhého řádu v Rn zapsat následovně

n∑
i=1

aii
∂2u

∂x2
i

+ 2
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ 2

n∑
i=1

ai0
∂u

∂xi
+ a00u = f (2.1)

2.1.1 Klasifikace parciálńıch diferenciálńıch rovnic

V př́ıpadě, že se omeźıme na funkci dvou proměnných, dostaneme rovnici (1) ve tvaru

a11
∂2u

∂x2
+ a22

∂2u

∂y2
+ 2a12

∂2u

∂x∂y
+ 2a10

∂u

∂x
+ 2a20

∂u

∂y
+ a00u = f (2.2)

(Pro úplnost dodejme, že alespoň jeden z koeficient̊u a11, a22, a12 muśı být nenulový.) Tato
rovnice potom může být vhodnou transformaćı souřadnic ξ = ξ (x, y) , η = η (x, y) převedená
na jeden ze tř́ı takzvaných kanonických tvar̊u

1jediným př́ıpadem je d’Alembertovo řešeńı vlnové rovnice v R2
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∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
+ a

∂u

∂ξ
+ b

∂u

∂η
+ cu = f (2.3)

∂2u

∂η2
+ a

∂u

∂ξ
+ b

∂u

∂η
+ cu = f (2.4)

∂2u

∂ξ2
− ∂2u

∂η2
+ a

∂u

∂ξ
+ b

∂u

∂η
+ cu = f (2.5)

Protože tyto tvary maj́ı stejnou strukturu jako rovnice kuželoseček, bývaj́ı rovnice, které takto
lze převést, označované jako eliptické, parabolické, respektive hyperbolické. O typu rovnice
rozhoduje hodnota výrazu a2

12 − a11a12 takto

pokud a2
12 − a11a12 < 0, je rovnice eliptická (2.6)

pokud a2
12 − a11a12 = 0, je rovnice parabolická (2.7)

pokud a2
12 − a11a12 > 0, je rovnice hyperbolická (2.8)

2.1.2 Okrajové podmı́nky

Abychom mohli formulovat okrajový problém a nalézt jednoznačný popis nějakého pole, je
potřeba kromě oblasti Ω , která muśı být omezená a jednoduše, nebo v́ıcenásobně souvislá,
formulovat podmı́nky na jej́ı hranici Γ, jejichž význam spoč́ıvá v interakci pole a prostřed́ı v
okoĺı hranice. Pro lepš́ı představivost uvád́ım jako př́ıklad jednoduchou oblast Ω ⊂ R3 a jej́ı
hranice Γ = Γ1∪Γ2 (kde zároveň Γ1∩Γ2 = ∅), na ńıž rozlǐsujeme dva typy okrajových podmı́nek.

Okrajová podmı́nka I. druhu neboli Dirichletova okrajová podmı́nka na Γ1 ⊂ Γ zadává na této
části hranice potenciál

u = g1, respektive u = g1

x

y

b

0 a

φ = 0 φ = 0

φ = f(x)

φ = 0

Obrázek 2.1: Jednoduchá oblast a jej́ı hranice

Pokud řeš́ıme pole na neomezené oblasti Ω∞, pro kterou v př́ıpadě Ω ⊂ R3 je potřeba nahradit
skalárńı respektive vektorový potenciál, pro který plat́ı u(∞) = 0, respektive u(∞) = 0
aproximativně omezenou oblast́ı, na jej́ıž hranici má pole specifické vlastnosti. V praxi se
většinou vyskytuj́ı dva př́ıpady. V prvńı př́ıpadě přidáme nulovou Dirichletovu podmı́nku do
takové vzdálenosti, kde neuvažováńım vlivu pole vznikne zanedbatelně malá chyba, v druhém
př́ıpadě řeš́ıme úlohu s nějakým typem symetrie, d́ıky které můžeme Neumannovu okrajovou
podmı́nku položit rovnou nule

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı řešitelnost jednotlivých typ̊u rovnic v závislosti na typu oblasti
a okrajových podmı́nkách.
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Typ parciálńı diferenciálńı rovnice
Eliptická Parabolická Hyperbolická

Dirichletova nebo
Neumannova

Otevřená
množina

Podurčená
Unikátńı a stabilńı

řešeńı pouze
v jednom směru

Podurčená

Uzavřená
množina

Unikátńı a
stabilńı řešeńı

Přeurčená Přeurčená

Cauchyova
Otevřená
množina

Nemá
fyzikálńı
význam

Přeurčená
Unikátńı a

stabilńı řešeńı

Uzavřená
množina

Přeurčená Přeurčená Přeurčená

Tabulka 2.1: Řešitelnost p.d.r. v závislosti na typu a okrajové podmı́nce

Obecně je analytické řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic možné jen pro ty nejjednodušš́ı
př́ıpady, a proto je pro modelováńı reálných aplikaćı prakticky nepoužitelné. Z toho d̊uvodu byly
rozv́ıjeny daľśı techniky, jejichž přehled uvád́ım v následuj́ıćım schématu. V daľśıch kapitolách
se pak zaměř́ım na popis metody konečných prvk̊u.

Obrázek 2.2: Přehled základńıch metod pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic
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2.2 Vztahy popisuj́ıćı elektromagnetické pole

Prvńı pole, které je třeba při indukčńım ohřevu analyzovat, je pole elektromagnetické. Abychom
źıskali základńı představu o jeho chováńı, a zároveň hrubou kontrolu numerického modelu, uvedu
nejdř́ıve odvozeńı vlnové rovnice, č́ımž dostanu k významu hloubky vniku pro indukčńı ohř́ıváńı,
dále se zmı́ńım o Poyntingově vektoru, ukáži analytický výpočet hlavńıch veličin ve vodivé
vsázce, a jako posledńı odvod́ım rovnici, použitou při řešeńı numerického modelu.

z

x

y

E

B

Obrázek 2.3: Znázoněńı elektromagnetické vlny - vektory E a B jsou na sebe navzájem kolmé
(ve skutečnosti se ovšem B o mnoho řád̊u menš́ı)

2.2.1 Odvozeńı vlnové rovnice

Aplikujme operátor rotace na prvńı Maxwellovu rovnici

rot(rot H) = rot γE + rot ε0εr
∂E

∂t
= γ rot E + ε0εr

∂rot E

∂t

a dosad’me za E z druhé rovnice

rot(rot H) = −γµ0µr
∂H

∂t
− ε0εrµ0µr

∂2H

∂t2

využit́ım identity

rot(rot H) = grad(div H)−∇2H

dostaneme

grad(div H)−∇2H = −γµ0µr
∂H

∂t
− ε0εrµ0µr

∂2H

∂t2

Protože muśı platit (ze 4. rovnice)

div H = 0

dostaneme po úpravě rovnici pro magnetickou složku

∇2H = γµ0µr
∂H

∂t
+ ε0εrµ0µr

∂2H

∂t2

Pro odvozeńı elektrické složky opět aplikujeme operátor rotace, tentokrát na druhou Maxwellovu
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rovnici

rot(rot E) = −µ0µr
∂(rotH)

∂t

a z prvńı rovnice dosad́ıme za rot H

rot(rot E) = γµ0µr
∂E

∂t
− ε0εrµ0µr

∂2E

∂t2

respektive

grad(div E)−∇2E = γµ0µr
∂E

∂t
− ε0εrµ0µr

∂2E

∂t2

Protože podle třet́ı rovnice plat́ı

div E =
ρ

ε0εr

můžeme psát

∇2E = γµ0µr
∂E

∂t
− ε0εrµ0µr

∂2E

∂t2
+ grad

ρ

ε0εr

T́ım dostáváme dvě rovnice, které jsou obecnými rovnicemi popisuj́ıćımi š́ı̌reńı
elektromagnetického vlněńı v prostřed́ı, kde εr, µr a γ jsou konstanty. V praxi ovšem,
vzhledem k tomu, že konduktivita izolant̊u a vodič̊u se od sebe lǐśı až o 24 řád̊u (!),
můžeme zanedbat bud’ hodnoty γ (nevodivé prostřed́ı), nebo εr (vodivé prostřed́ı). Stejně tak
neuvažujeme volné náboje (rho = 0), č́ımž se obě rovnice zjednoduš́ı. Pro nevodivé prostřed́ı
budou ve tvaru

∇2H = ε0εrµ0µr
∂2H

∂t2
(2.9)

∇2E = ε0εrµ0µr
∂2E

∂t2
(2.10)

A pro vodivé prostřed́ı

∇2H = γµ0µr
∂H

∂t
(2.11)

∇2E = γµ0µr
∂E

∂t
(2.12)

Vzhledem k tomu, že pro indukčńı ohřev se obvykle použ́ıvaj́ı zdroje s harmonickým pr̊uběhem
proudu, budou se i jednotlivé intenzity měnit harmonicky. Můžeme tedy psát

E = Eme
jωt

H = Hme
jωt

Časové derivace potom můžeme vyjádřit ve tvaru

∂E

∂t
= jωEme

jωt = jωE

∂2E

∂t2
= −ω2Eme

jωt = −ω2E
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a analogicky i pro H. Pokud se omeźıme na vodivé prostřed́ı, a budeme pro zjednodušeńı
uvažovat vlnu pouze jako jednorozměrnou, dostaneme

∂2H

∂x2
= jωγµ0µrH (2.13)

∂2E

∂x2
= jωγµ0µrE (2.14)

Řešeńı rovnice bude ve tvaru H = Aeλ2x + Beλ1x, kde A,B jsou integračńı konstanty a λ2 =
jωγµ0µr, proto bude

λ1,2 = ±
√
j
√
ωγµ0µr

Odmocninu z komplexńı jednotky můžeme dále vyjádřit r̊uznými zp̊usoby

√
j = ejπ/4 = cos

/pi

4
+ j sin

π

4
=

1√
2sqrt

+ j
1√
2

=
1 + j√

2

Po dosazeńı dostaneme

λ1,2 = ±(1 + j)

√
ωγµ0µr

2
= ±1 + j√

2

a =

√
2

ωγµ0µr

kde a je takzvaná hloubka vniku, což je také vzdálenost, v ńıž se amplituda veličin pole utlumı́
e-krát. Tento parametr hraje d̊uležitou roli při návrhu indukčńıho ohřevu. Pokud totiž sńıž́ıme
hloubku vniku, bude se dodávaná energie soustředit bĺıže k povrchu ohř́ıvaného předmětu. T́ım
sice na jednu stranu zvětš́ıme ztráty tepla zp̊usobené výměnou s okoĺım, na druhou stranu ale
minimalizujeme prohř́ıváńı ostatńıch část́ı. V př́ıpadě, kdy chceme indukčńım ohřevem upravit
pouze povrchovou vrstvu materiálu se potom bez použit́ı vyšš́ıch frekvenćı neobejdeme.

2.2.2 Poynting̊uv vektor

Nyńı uvedu odvozeńı takzvaného Poyntingova vektoru, což je často použ́ıvaný koncept při
výpočtu indukčńıch zař́ızeńı, a zároveň d̊uležité odvozeńı pro správné pochopeńı přenosu
elektromagnetické energie. Vyjděme z energie elektromagnetického pole v objemu V:

W =
1

2

∫
V

D ·E dV +
1

2

∫
V

B ·H dV =
1

2
ε0εr

∫
V

E ·E dV +
1

2
µ0µr

∫
V

H ·H dV

Předpokládejme, že v tomto objemu docháźı v čase k ubýváńı energie W, což vyjádř́ıme derivaćı

P = −∂W
∂t

= −ε0εr

∫
V

E · ∂E

∂t
dV − µ0µr

∫
V

H · ∂H

∂t
dV

Do této rovnice dosad́ıme z Maxwellových rovnic

rotH = γE + ε0εr
∂E

∂t
=⇒ ∂E

∂t
=

1

ε0εr
(rotH− γE)

rotE = −µ0µr
∂H

∂t
=⇒ ∂H

∂t
= − 1

µ0µr
rotE

a dostaneme

P = −∂W
∂t

=

∫
V

E · (γE−rotH)dV +

∫
V

H ·rotEdV =

∫
V
γE2dV +

∫
V

(H ·rotE−E ·rotH)dV
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využit́ım identity H · rotE−E · rotH = div(E×H) můžeme psát

P =

∫
V
γE2dV +

∫
V

div(E×H)dV

Tento výraz udává dva základńı zp̊usoby přeměny energie v objemovém elementu. Člen∫
V γE2dV určuje teplo, které se v objemovém elementu za jednotku času vyvinulo. Druhý člen

představuje výkon vycházej́ıćı z objemu a připadaj́ıćı na jednotku plochy. S využit́ım Gaussovy
ho můžeme upravit na tvar∫

V
div(E×H)dV =

∫
A

(E×H) · dA =

∫
A

S · dA

kde S = E×H je Poynting̊uv vektor. Ten má kromě praktického využit́ı i sv̊uj teoretický př́ınos
- ukazuje, že nosičem elektromagnetické energie je pole, nikoliv náboje nebo proud.

2.2.3 Rovnice pro popis elektromagnetického pole v numerickém modelu

I zde vyjdu z Maxwellových rovnic. S t́ım rozd́ılem, že do prvńı z rovnic zahrnu nav́ıc koercivńı
śılu permanentńıho magnetu:

rot(H−Hc) = J +
∂D

∂t

K nim je ovšem potřeba dodat ještě materiálové vztahy

B = µH, D = εE, J = γ(E + Ev)

Začneme rozepsáńım prvńı rovnice, do ńıž dosad́ıme s využit́ım posledńıch dvou jmenovaných
člen̊u. Budeme také rovnou předpokládat harmonický pr̊uběh veličin, č́ımž dostaneme

rotH = γEv + γE + jωεE

Vzhledem k tomu, že vodivost kov̊u se pohybuje v řádu 106 až 107, zat́ımco permitivita epsilon
má hodnoty okolo 10-11, můžeme i pro frekvence okolo 1 MHz zanedbat posledńı člen na pravé
straně. V daľśı odvozováńı proto vyjdeme z upravených rovnic

rot(H−Hc) = J

rotE = −∂B

∂t

a ze vztahu J = γ(E + Ev) mezi vektory E a J v systému, jehož část nebo části se pohybuj́ı
rychlost́ı v v magnetickém poli B. Zde je doplňková intenzita Ev daná vztahem

Ev = v ×B

V daľśıch rovnićıch budeme pracovat s takzvaným magnetickým potenciálem, definovaným
rovnićı

B = rot A

a zužuj́ıćı podmı́nkou
divA = 0

Hlavńı motivaćı pro jeho zavedeńı je fakt, že práce s vektory znamená práci s jejich složkami,
jejichž počet odpov́ıdá dimenzi úlohy, což řešeńı úlohy komplikuje. Druhou nepř́ıjemnou
vlastnost́ı vektor̊u je skutečnost, že mohou být nespojité. Oba tyto d̊uvody proto vedly k zavedeńı
několika r̊uzných potenciál̊u.
Nyńı tedy můžeme dosadit a psát

rot

(
1

µ
rotA−Hc

)
= γ(E + v ×B) = γ(E + v × rot A) (2.15)
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Magnetický vektorový potenciál nyńı zavedem i do druhé rovnice, č́ımž dostaneme

rot E = −∂A

∂t
= −rot

(
∂A

∂t

)
Tato rovnice má obecné řešeńı ve tvaru

E = −∂A

∂t
− gradϕ− f(t) (2.16)

kde ϕ je obecná skalárńı funkce souřadnic a f(t) je obecná funkce času. Po dosazeńı 2.16 do 2.15
bude

rot

(
1

µ
rot A−Hc

)
= γ

(
−∂A

∂t
− gradϕ− f(t) + v × rotA

)
Člen −γf(t) reprezentuje proudové hustoty závislé pouze na čase, a nikoliv na souřadnićıch.
Takové proudové hustoty se v př́ıpadě výkonových indukčńıch ohřev̊u v žádném systému
nevyskytuj́ı, a proto je nebudeme dále uvažovat. Dále přeznač́ıme člen −γgradϕ, který
představuje hustotu proud̊u dodávaných do systému zvněǰsku, na Jext, č́ımž dostaneme výsledný
tvar rovnice popisuj́ıćı elektromagnetické pole

rot

(
1

µ
rotA−Hc

)
+ γ

(
∂A

∂t
− v × rot A

)
= Jext (2.17)

Zbývaj́ıćı členy rovnice maj́ı následuj́ıćı význam:

- Člen −γ ∂A∂t představuje hustotu proud̊u indukovaných v elektricky vodivých částech systému
systému časovými změnami magnetického pole

- Člen γv× rot A představuje hustoty proud̊u indukovaných pohybem elektricky vodivých část́ı
v magnetickém poli.
Vzhledem k tomu, že žádná část systému se při indukčńım ohřevu nepohybuje, redukuje se
rovnice 2.17 na tvar

rot

(
1

µ
rotA

)
+ γ

∂A

∂t
= Jext (2.18)
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2.3 Zákony a rovnice popisuj́ıćı termoelastické pole

Teplotńı pole se od ostatńıch dvou odlǐsuje t́ım, že v jeho př́ıpadě je třeba definovat celkem
čtyři okrajové podmı́nky. Kromě obvyklých dvou - v př́ıpadě teplotńıho pole jde o předepsanou
teplotu na rozhrańı, respektive o předepsaný teplotńı tok - je potřeba určit parametry přenosu
tepla konvekćı a radiaćı. Spolu s kondukćı představuj́ı tyto mechanismy tři základńı zp̊usoby
š́ı̌reńı tepla. Pro lepš́ı přehlednost jsem se ovšem rozhodl jimi nezač́ınat, ale začlenit jejich
popis do sekce o Fourier-Kirchhoffově rovnici, což je i rovnice s ńıž poč́ıtá numerický model,
a následné diskuzi jej́ıch okrajových podmı́nek. (Vzájemný vztah jednotlivých pojmů ještě
ilustruji na obrázku ńıže).

2.3.1 Fourier-Kirchhoffova rovnice

Odvozeńı Fourier-Kirchhoffovy rovnice začnu popisem kondukce, což je zp̊usob š́ı̌reńı tepla v
pevných tělesech, jejichž r̊uzné části maj́ı r̊uzné teploty. Teplo se sice kondukćı š́ı̌ŕı i v kapalinách
a plynech, zde se ovšem v mnohem větš́ı mı́̌re uplatňuje konvekce, o které budu hovořit
dále. Protože při výpočtech jednodušš́ıch úloh plat́ı velmi výrazná analogie mezi teplotńım a
elektrickým polem (stejný tvar, jaký má řešeńı modelové úlohy v kapitole o konečných prvćıch
tak zároveň popisuje i rozložeńı teploty mezi čtyřmi stěnami o dané teplotě), rozhodl jsem se
pro jeho popis pomoćı následuj́ıćı tabulky:

Tabulka 2.2: Analogie mezi teplotńım a elektrickým polem
Potenciál
V (V) (nulový potenciál v nekonečnu)

Termodynamická teplota
(K) (nulová teplota je -273.15 C)

Napět́ı = potenciálńı rozd́ıl
U = V1 − V2 (V)

Teplotńı rozd́ıl
∆Θ = Θ1 −Θ2 (K nebo C)

Konduktivita

γ
(
S
m = 1

Ω·m
) Součinitel tepelné vodivosti

λ
(
W
m·K

)
Rezistivita
ρ = 1

γ (Ω ·m)
Tepelný měrný odpor
1
λ

(
m·K
W

)
Elektrický odpor

R = délka
γ·pr̊uřez

= ρ·délka
pr̊uřez

(
m

1
Ω·m ·m2 = Ω

) Tepelný odpor

R = délka
λ·pr̊uřez

()

Hustota proudu
J = γE = γ(−grad V ) = −γ grad V(

1
Ω·m ·

V
m = V

Ω·m2 = A
m2

)
Vektor, jehož směr je určený
normálou na ekvipotenciálńı plochu

Hustota tepelného toku
q = −λ gradΘ(
W
m·K ·

K
m = W

m2

)
Vektor, jehož směr je určen
normálou na izotermálńı plochu

Elektrický proud
I =

∫
S J · dS =

∫
S γE · dS =

=
∫
S −γ grad V · dS

Tepelný tok
P =

∫
S q · dS =

∫
S −λ gradΘ · dS

Tyto analogie využijeme při popisu pr̊uchodu tepla jednoduchou válcovou stěnou v ustáleném
stavu, což je př́ıpad, který nejv́ıce odpov́ıdá děj̊um prob́ıhaj́ıćım při ohřevu rotorové obruče.
Mějme tedy válcovou stěnu o vněǰśım poloměru r2, vnitřńım poloměru r1 a délky l, jak je
znázorněno na obrázku. Teploty v jednotlivých poloměrech necht’ jsou popsány hodnotami θ2 a
θ1. Potom můžeme určit tepelný odpor proužku radiálńı š́ı̌rky dr jako:

dR =
dr

λ · 2πrl
=

délka

λ · pr̊uřez

takže celkový odpor stěny bude

R =

∫ r2

r1

dr

λ · 2πrl
=

1

2πλl
[ln r]r2r1
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Tepelný už potom lehce vyjádř́ıme jako

P =
∆ϑ

R
=
ϑ1 − ϑ2

R

Obecné vedeńı tepla ve třech dimenźıch lze potom zapsat jako

q(r, t) = −λ gradT (r, t)

Dále vyjdeme z úvahy, že tepelný výkon v dané oblasti se rovná součtu výkonu vzniklého v
daném objemu z jiné energie a tepelného výkonu dodaného do objemu přes jeho hranici.

U(t) =

∫
V
ρcp(T (r, t)− T1)dV

takže

dU(t)

dt
=

d

dt

[∫
V
ρcp (T (r, t)− T1(r)) dV

]
=

∫
V

d

dt
[ρcp (T (r, t)− T1(r))] dV

vzhledem k tomu, že veličiny ρ, cp ani T1 nejsou funkćı času, můžeme rovnici zjednodušit

dU(t)

dt
=

∫
V
ρcp

dT (r, t)

dt
dV

Druhý člen pak můžeme vyjádřit jako

Q(t) =

∮
S
q(r, t) dS =

∮
S
q(r, t) · ndS =

∫
V

div q(r, t) dV

Dosazeńım za [?] dostaneme∫
V
p(r, t) dV =

∫
V
ρcp

dT (r, t)

dt
dV +

∫
V

div q(r, t) dV

Protože rovnice muśı platit pro libovolný objem, můžeme integrály na obou strany ”vykrátit”

p(r, t) = ρcp
dT (dT (r, t))

dt
+ div q(r, t)

což po dosazeńı za q bude

p(r, t) = ρcp
dT (r, t)

dt
− div(λ gradT (r, t))

respektive

div(λ gradT (r, t)) = ρcp
dT (r, t)

dt
− p(r, t)

Jako posledńı rozeṕı̌seme a uprav́ıme derivaci dT (r, t)/dt

dT

dt
=
∂T

∂t
+
∂T

∂x

dx

dt
+
∂T

∂y

dy

dt
+
∂T

∂z

dz

dt
=
∂T

∂t
+
∂T

∂x
vx +

∂T

∂y
vy +

∂T

∂z
vz =

∂T

∂t
+ v · gradT
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č́ımž dostaneme výsledný tvar takzvané Fourier-Kirchhoffovy rovnice

div (λ gradT )− ρcp
(
∂T

∂t
+ v · gradT

)
= −p (2.19)

Jednotlivé členy maj́ı následuj́ıćı fyzikálńı význam:
- člen div (λ gradT ), z něhož jsme vyšli, reprezentuje stacionárńı stav
- teplotńı pole měńıćı se s časem popisuje člen ρcp

∂T
∂t

- člen ρcp v · gradT popisuje pohybuj́ıćı se části systému. Pro indukčńı ohřev, při němž jsou
všechny části systému v klidu, se tak rovnice 2.19 zjednoduš́ı:

div (λ gradT )− ρcp
∂T

∂t
= −p (2.20)

2.3.2 Okrajové podmı́nky

Nyńı se podrobněji pod́ıvejme na jednotlivé okrajové podmı́nky, které, jak bylo předznamenáno
v úvodu, budou celkem čtyři:

� Prvńı okrajová podmı́nka je určená klasickou Dirichletovou podmı́nkou

TΓ1 = konst.

Kde Γ1 představuje část hranice s pevně danou teplotou.

� Druhá okrajová podmı́nka je určená klasickou Neumannovou podmı́nkou

∂TΓ2

∂n
= konst.

Kde Γ2 je část hranice se známou derivaćı teploty ve směru vněǰśı normály, respektive
teplotńıho toku. (Typické použit́ı této podmı́nky je v ose symetrie zkoumaného systému,
na ńıž muśı platit

∂TΓ2

∂n
= 0

)

� Třet́ı okrajová podmı́nka určuje přenos tepla pomoćı konvekce, což je zp̊usob
charakteristický předevš́ım pro plynné a kapalné skupenstv́ı, v nichž docháźı ke
konvektivńımu promı́cháváńı částic. Z fyzikálńıho hlediska existuj́ı dva základńı druhy
konvekce: -přirozená konvekce, k ńıž docháźı vlivem r̊uzné hustoty tepleǰśıch a studeněǰśıch
částic, které těleso obklopuj́ı -nucená konvekce, k ńıž docháźı vlivem vněǰśıch sil, což bývá
bud’ v́ıtr nebo ventilátor, respektive čerpadlo Intenzita konvektivńıho přenosu tepla mezi
pevným tělesem (1) a tekutinou (2) zálež́ı na materiálových parametrech a tloušt’ce mezńı
vrstvy (3), jak je ukázáno na obrázku. Přenos tepla qc,1→2 v této oblasti je daný, podobně
jako u pevných těles, Fourierovým zákonem
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Obrázek 2.4: Pr̊uběh hustoty ztrát v jednotlivých hloubkách

qc,1→2 = −λ1
∂T1

∂n1,2
=
λ3

δ3
∆T3 (2.21)

kde λ je tepelná vodivost pevného tělesa (1) a λ3 př́ıčná tepelná vodivost mezńı vrstvy
(3) o tloušt’ce δ3. Prakticky ale tento vztah aplikovat nelze, vzhledem k tomu, že neznáme
přesné hodnoty parametr̊u λ3, δ3 a ∆T3, které záviśı jak na teplotě, tak na charakteru
prouděńı (laminárńıho, přechodového nebo turbulentńıho) zkoumané tekutiny. Z toho
d̊uvodu nahrazujeme rovnici 2.21 výrazem

qc,1→2 = αc 1,2(T1 − T2)

kde αc 1,2 je koeficient konvektivńıho přestupu tepla mezi pevným tělesem (1) a tekutinou
(2), T1 teplota na povrchu pevného tělesa, jež je v kontaktu s tekutinou (2), a T2 teplota
tekutiny (2) v dostatečné vzdálenosti od tělesa (1). Tento koeficient je pak potřeba
určit experimentálně, k čemuž se často využ́ıvaj́ı závěry teorie podobnosti, předevš́ım
podobnostńı č́ısla Reynoldsovo, Nusseltovo a Biotovo, a upravit v závislosti na teplotě.

� Posledńı z okrajových podmı́nek je přestup tepla radiaćı, odehrávaj́ıćı se, pokud těleso
vyzařuje (nejen) na vlnových délkách od cca 0.1 µm do cca 1 mm. Situaci opět ilustruji
na obrázku, kde docháźı k vyzařováńı z tělesa (1) s teplotou Tem = T1 a součinitelem
emisivity (také stupněm černosti) Cem na absorbuj́ıćı médium o teplotě Tab = T2 a
součinitelem absorpce Cab, pro jehož praktický popis jsou d̊uležité tři zákony:

Obrázek 2.5: Pr̊uběh hustoty ztrát v jednotlivých hloubkách

� Kirchhoff̊uv zákon, který ř́ıká, že sálavost tělesa je t́ım větš́ı, č́ım větš́ı je jeho
pohltivost, což matematicky vyjádř́ıme jako Cem = Cab = Cr, kde Cr je obecný
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koeficient charakterizuj́ıćı povrch pevného tělesa z hlediska tepelného vyzařováńı.

� Stefan-Boltzmann̊uv zákon, který uvedu pro tři základńı př́ıpady

– Pro pevná tělesa - specifický přestup tepla z pevného tělesa (1) o teplotě T1 (za
předpokladu, že se jedná o černé nebo šedé těleso) udává vztah

qr,1 = Cr1σT
4
1

kde je takzvaná Stefan-Boltzmannova konstanta a Cr1 ∈ (0, 1) součinitel
emisivity pevného tělesa (1). Pro Cr1 → 1 se chováńı tělesa přibližuje absolutně
černému, zat́ımco Cr1 → 1 znamená, že těleso se svým chováńı přibližuje
absolutně b́ılému tělesu, respektive zrcadlu. (Např́ıklad pro eloxovaný hlińık se
udává Cr1 = 0.9, zat́ımco pro alobalovou folii pouze Cr1 = 0.03.)

– Plyny - většina plyn̊u emituje, a v některých př́ıpadech také absorbuje radiaci
podobně jako pevná tělesa, pouze s několika odlǐsnostmi:

· monoatomické nebo diatomické plyny (vod́ık, kysĺık, duśık, a t́ım pádem také
vzduch), které jsou z hlediska radiace téměř transparentńı a prakticky žádnou
energii neabsorbuj́ı

· plyny emituj́ı, př́ıpadně i absorbuj́ı, zářeńı pouze na specifických intervalech
jeho vlnových délek

Z hlediska praktické aplikace můžeme i energii vyzářenou z plynu (2) vyjádřit
ve tvaru Stefan-Boltzmannova zákona

qr,2 = Cr2σT
4
2

kde Cr2 ∈ (0, 1) je součinitel emisivity pro daný plyn, který však obvykle nebývá
snadné dohledat, mimo jiné proto, že jeho hodnota záviśı na teplotě i tlaku.
Např́ıklad pro oxid uhličitý se jeho hodnota pohybuje v intervalu (0.003, 0.25).

– Pevné těleso obklopené plynným médiem - i v př́ıpadě přestupu tepla radiaćı mezi
pevným tělesem (1) a plynným médiem (2) můžeme tepelný tok aproximovat
Stefan-Boltzmannovým zákonem

qr,1→2 = qr,1 − qr,2 = Cr1Cr2σ(T 4
1 − T 4

2 ) = C̄r12σ(T 4
1 − T 4

2 )

kde C̄r12 ∈ (0, 1) znač́ı ”efektivńı”součinitel emisivity rozhrańı mezi tělesem a
plynem.

� Planck̊uv zákon, vyjadřuj́ıćı závislost intenzity zářeńı I absolutně černého tělesa na
vlnové délce, př́ıpadné jiné proměnné charakterizuj́ıćı vyzářené spektrum, uvedu bez
odvozováńı:

Bλ(λ, T ) =
2hc2

λ5

1

e
hc

λkBT − 1

kde h je Planckova konstanta, c rychlost světla, kB Boltzmannova konstanta, T
teplota a λ vlnová délka.

Pokud bychom dosadili do Stefan-Boltzmannova zákona, zjistili bychom, že při indukčńım
ohřevu, kde teplota ohř́ıvané obruče dosáhne maximálně 400-500 ◦C, je pod́ıl přestupu
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tepla radiaćı zanedbatelně malý. Vzhledem ke snadné implementaci nicméně neńı d̊uvod
jeho vliv do řešených rovnic nezahrnout.
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2.4 Rovnice popisuj́ıćı termoelastické pole

Pro źıskáńı rovnic popisuj́ıćıch mechanické chováńı obruče (respektive modelu) vyjdu ze
základńıch vztah̊u mechaniky kontinua. Nejdř́ıve uvedu jednotlivé typy deformaćı, které mohou
p̊usobit na těleso, a dále uvedu Hook̊uv zákon, který ve svém obecném tvaru vede v kombinaci
s rovnicemi popisuj́ıćımi rovnováhu sil p̊usob́ıćıch na těleso k takzvané Lamého rovnici, použité
v numerickém modelu.
V daľśıch úvahách budeme pracovat s konceptem kontinua, což je imaginárńı médium, spojité
v prostoru a libovolně dělitelné. Uvažujme v tomto kontinuu plochu vytvořenou pomyslným
řezem, a charakterizovanou jej́ı normálou. Dále uvažujme śılu F p̊usob́ıćı na plochu pod úhlem

Obrázek 2.6: Śıly p̊usob́ıćı na prostorové kontinuum

ϕ vzhledem k normále, která p̊usob́ı na celou plochu řezu. V tomto řezu si můžeme vybrat
elementárńı plošku dS, na ńıž p̊usob́ı śıla dF. Velikost śıly bude zřejmě nějakým zp̊usobem
souviset s velikost́ı plochy dS. Označme tuto konstantu úměrnosti η, č́ımž pádem budem platit

dF = ηdS =⇒ η =
dF

dS

Tuto konstantu nazveme napět́ım. Vektory F , dF , a η maj́ı stejný směr, který ale v obecném
př́ıpadě nebude stejný jako směr normály n. V tom př́ıpadě bývá výhodné vyjádřeńı vektoru
η jako součet napět́ı paralelńıho s normálou, označovaného σ, a tangenciálńıho napět́ı τ ,
rovnoběžného s plochou S. Ke stejnému výsledku můžeme doj́ıt také pomoćı rozkladu sil.

2.4.1 Posuvy a deformace

Śıly p̊usob́ıćı na kontinuum zp̊usobuj́ı vychýleńı jeho atomů z rovnovážných poloh, což se v
makroskopickém měř́ıtku projev́ı jako jeho prodloužeńı. V př́ıpadě použit́ı kartézské soustavy
xyz označujeme tato prodloužeńı u, v, w Výhoda popisu materiálu pomoćı prodloužeńı je
daná jeho snadným experimentálńım stanoveńım. Pro popis stavu, v němž se nějaký materiál
nacháźı, ale potřebujeme veličinu, která by byla na tvaru a rozměrech tělesa nezávislá. Z toho
d̊uvodu zavád́ıme prodloužeńı vztažené k rozměr̊um tělesa, jinými slovy relativńı prodloužeńı.
Nejjednodušš́ım př́ıpadem prodloužeńı je natahováńı tyče v jej́ım podélném směru, kdy se vlivem
p̊usobeńı śıly F prodlouž́ı jej́ı délka o ∆u. Relativńı prodloužeńı ε je definované poměrem

ε =
∆u

x
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Obrázek 2.7: Natahováńı tyče v podélném směru

Bude-li mı́t śıla F tangenciálńı směr, a p̊usobit na krychli o výšce y, dojde u horńıho okraje k
posuvu, který opět označ́ıme ∆u. Výsledkem bude skloněńı krychle o úhel γyx, pro který plat́ı

tgγyx =
∆u

y

Protože tato hodnota je obvykle dosti malá, můžeme s přijatelnou chybou zanedbat tangentu
úhlu γyx a psát

tgγyx ≈ γyx =
∆u

y

Obrázek 2.8: Smykové namáháńı krychle

Třet́ım typem deformace je relativńı změna objemu. Uvažujme kontinuálńı krychli o rozměrech
x, y, z, která se vlivem p̊usob́ıćıho napět́ı transformuje do rozměr̊u x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z.

Obrázek 2.9: Relativńı změna objemu

Relativńı změna objemu je daná vztahem

ω =
V ′ − V
V

=
V ′

V
− 1 =

(x+ ∆x)(y + ∆y)(z + ∆z)

xyz
− 1 =(

1 +
∆x

x

)(
1 +

∆y

y

)(
1 +

∆z

z

)
− 1 = (1 + εx)(1 + εy)(1 + εz)− 1 ≈
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≈ 1 + εx + εy + εz − 1 = εx + εy + εz

Přičemž jsme za cenu zanedbatelné nepřesnosti vynechali všechny členy druhého a třet́ıho řádu,
tedy εxεy, εxεz, εyεz a εxεyεz.

2.4.2 Hook̊uv zákon

Zat́ım jsme hovořili pouze o r̊uzných typech deformaćı, pro popis chováńı a typu materiálu
je ale rozhoduj́ıćı takzvaný pracovńı diagram, dávaj́ıćı do souvislosti relativńı prodloužeńı s
mechanický napět́ım. Jeho typický pr̊uběh, spolu s diagramem pro měděný vodič, změřený
autorem v rámci předměty ”Materiály pro elektrotechniku”, je na následuj́ıćım obrázku. V
diagramu jsou zvýrazněny také následuj́ıćı body:
-σP - mez úměrnosti, neboli oblast do ńıž má závislost lineárńı pr̊uběh
-σE - mez, do ńıž je deformace materiálu elastická (po uvolněńı napět́ı se materiál vrát́ı do
svého p̊uvodńıho stavu)
-σY - mez kluzu, po jej́ımž překročeńı se prodloužeńı zvětšuje, aniž by se přitom zvyšovala
hodnota napět́ı; po jeho uvolněńı už se ovšem materiál do p̊uvodńıho stavu nevrát́ı -σU - mez
pevnosti - překročeńım meze docháźı k přetržeńı materiálu

σP

σE

σY

σU

0.1 0.2 0.3 0.4
ε []

5.0× 107

1.0× 108

1.5× 108

2.0× 108

2.5× 108

3.0× 108

σ [Nm^-2]

Obrázek 2.10: Typický pr̊uběh pracovńıho diagramu

2.4.3 Zobecněný Hook̊uv zákon

Uvažujme krychlový element, na něž p̊usob́ı tři normálová napět́ı σx, σy a σz. Celkové relativńı
prodloužeńı ve směru osy x je potom dané vztahem

εcx = εx− νεy − νεz =
1

E
(σx − ν(σy + σz)) (2.22)

a analogicky i pro osy y a z

εcy = εy − νεz − νεx =
1

E
(σy − ν(σz + σx)) (2.23)

εcz = εz − νεx − νεy =
1

E
(σz − ν(σx + σy)) (2.24)

kde parametr ν je takzvané Poissonovo č́ıslo popisuj́ıćı př́ıčnou kontrakci tělesa. To je jev, který
nastává ve směru osy x, jak je ilustrováno na obrázku.
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Obrázek 2.11: Znázorněńı př́ıčné kontrakce tělesa

Tato kontrakce má pro izotropńı materiály ve všech směrech stejnou velikost, danou vztahem

εy = εz = −νεx = −ν σx
E

Hodnota Poissonova č́ısla se pro všechny materiály nacháźı mezi nulou a jednou polovinou, a
jeho velikost je pro každý materiál nutné stanovit experimentálně. Rovnice 2.22, 2.23 a 2.24 se
pak označuj́ı jako zobecněný Hook̊uv zákon.

2.4.4 Lamého rovnice

Uvažujme elementárńı krychli zobrazenou ve dvoudimenzionálńı projekci na čtyřúhelńık ABCD,
který p̊usobeńım exterńıch sil přecháźı na tvar A’B’C’D’. Tato posunut́ı se odehrávaj́ı ve směru u,
v a w, kde u = u(x, y, z), v(x, y, z) a w = w(x, y, z). Posunut́ı bodu A do bodu A’ popisuj́ı rovnice

uA = u; vA = v; wA = w

. Pro rovnice popisuj́ıćı transformaci bodu B budeme uvažovat pouze prvńı členy Taylova
rozvoje, č́ımž pádem plat́ı

uB = u+
∂u

∂x
dx; vB = v +

∂v

∂x
dx; wB = w +

∂w

∂x
dx

a analogicky pro transfromaci bodu C na C’

uC = u+
∂u

∂x
dx; vC = v +

∂v

∂x
dy; wC = w +

∂w

∂x
dz

Obrázek 2.12: Elementárńı krychle a jej́ı deformace vlivem exterńıch sil
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Pro deformaci εcx ve směru osy x plat́ı

εcx =
u+ ∂u

∂xdx− u
dx

=
∂u

∂x

a analogicky pro osy y a z:

εcy =
∂v

∂y
; εcz =

∂wv

∂z

Zkoseńı v rovině xy je dané součtem zkoseńı hrany A’B’ a A’C’

γxy = γxy1 + γxy2

kde

γxy1 ≈ tg γxy1 =
u+ ∂u

∂ydy − u
dy + v + ∂v

∂ydy − v
=

∂u
∂ydy

dy + ∂v
∂ydy

=

∂u
∂y

1 + ∂v
∂y

=

∂u
∂y

1 + εcy

a

γxy2 ≈ tg γxy2 =
v + ∂v

∂xdx− v
dy + u+ ∂u

∂xdx− u
=

∂v
∂xdx

dx+ ∂u
∂ydx

=
∂v
∂x

1 + ∂u
∂x

=
∂v
∂x

1 + εcx

Vzhledem k tomu, že εcx, εcy << 1, můžeme jejich vliv zanedbat a oba zlomky zjednodušit

γxy1 ≈
∂u

∂y
, γxy2 ≈

∂v

∂x
=⇒ γxy ≈

∂u

∂y
+
∂v

∂x

Stejným zp̊usobem odvod́ıme i zkoseńı v rovinách xz a yz

γxz ≈
∂u

∂z
+
∂w

∂x
; γyz ≈

∂v

∂z
+
∂w

∂y

Vrát́ıme-li se k rovnićım popisuj́ıćı tangenciálńı napět́ı, dostaneme

τxy = Gγxy = G

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, τyz = Gγyz = G

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
, τxz = Gγxz = G

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
(2.25)

Pro jednotlivá normálová napět́ı plat́ı zobecněný Hook̊uv zákon

εcx =
1

E
(σx − ν(σy + σz)) ; εcy =

1

E
(σy − ν(σz + σx)); εcz =

1

E
(σz − ν(σx + σy)) (2.26)

Řešeńım této soustavy rovnic dostaneme napět́ı pro jednotlivé složky

σx =
E

1 + ν

(
εcx+

ων

1− 2ν

)
;σy =

E

1 + ν

(
εcy +

ων

1− 2ν

)
;σz =

E

1 + ν

(
εcz +

ων

1− 2ν

)
kde ω = εcx+εcy+εcz. Protože se v této soustavě rovnice vyskytuje celkem devět proměnných,
potřebujeme k jejich vyřešeńı potřeba dodat ještě daľśı tři rovnice. Ty budou odvozené v daľśı
sekci z podmı́nky rovnováhy sil p̊usob́ıćıch na těleso
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2.4.5 Rovnice popisuj́ıćı rovnováhu sil p̊usob́ıćıch na těleso

Obrázek 2.13: K odvozeńı rovnic popisuj́ıćıch rovnováhu sil p̊usob́ıćıch na objemový element

Zde opět vyjdeme z objemového elementu představuj́ıćıho kontinuum, jak je naznačeno na
obrázku. Pro rovnováhu sil ve směru osy x muśı platit vztah(

σx +
∂σx
∂x

dx

)
dydz − σx dydz +

(
τxz +

∂τxy
∂y

dy

)
dxdz − τyx dxdz+(

τzx +
∂τzx
∂z

dz

)
dxdy − τzx dxdy + fx dxdydz = 0

kde fx znač́ı složku elektromagnetické, termoelastické, gravitačńı nebo jiné śıly p̊usob́ıćı ve
směru osy x. Tento výraz je možné zjednodušit

∂σx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ fx = 0 (2.27)

a stejný tvar budou mı́t i rovnice ve dvou ostatńıch směrech

∂σy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τzy
∂z

+ fy = 0;
∂σz
∂z

+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+ fx = 0

Do rovnice 2.27 dosad́ıme za σx, τxy a τxz z 2.25 a 2.26

∂

∂x

(
E

1 + ν

(
εcx +

ων

1− 2ν

))
+

∂

∂y

(
G

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))
+

∂

∂z

(
G

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

))
+ fx = 0

A pokud dosad́ıme za G = E
2(1+ν) dostaneme

E

2(1 + ν)

∂

∂x

(
2

(
∂u

∂x
+

ν

(1− 2ν)

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)))
+
∂

∂y

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+
∂

∂z

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+fx = 0

což můžeme dále využ́ıt, pokud jednotlivá posunut́ı sjednot́ıme do funkce p = (u, v, w). T́ım
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rovnice přejde na tvar.

νE

(1 + ν)(1− 2ν)

∂(div p))

∂x
+

E

2(1 + ν)

(
∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
+
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ fx = 0

Členy ∂u
∂x + ∂v

∂y + ∂w
∂z respektive ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 + ∂2u

∂z2 můžeme nahradit operátorem div respektive ∆
a rovnici zapsat v kompaktněǰśım tvaru(

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
+

E

2(1 + ν)

)
∂(div p)

∂x
+

E

2(1 + ν)
∆u+ fx = 0

přičemž pro oba zbývaj́ıćı směry dostaneme analogické rovnice(
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
+

E

2(1 + ν)

)
∂(div p)

∂y
+

E

2(1 + ν)
∆v + fy = 0(

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
+

E

2(1 + ν)

)
∂(div p)

∂z
+

E

2(1 + ν)
∆w + fz = 0

A konečně sloučeńım těchto složek do vektor̊u p a f dostaneme finálńı rovnici popisuj́ıćı
termoelastické pole, takzvanou Lamého rovnici(

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
+

E

2(1 + ν)

)
grad (div p) +

E

2(1 + ν)
∆p+ f = 0

Na rozd́ıl od elektromagnetického nebo teplotńıho pole zde ale jednotlivé členy nemaj́ı přesně
daný fyzikálńı význam, a proto je rovnici možné interpretovat pouze tak, že
- prvńı dva členy popisuj́ı posuv v termoelastickém poli
-člen f představuje śılu, jej́ıž p̊uvod může být z elektromagnetického (Lorentzova), gravitačńıho,
termoelastického, př́ıpadně daľśıho pole.
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Kapitola 3

Volba metody pro numerický model

3.1 Demonstrativńı př́ıklad a jeho analytické řešeńı

Přestože se tato práce elektrostatickým polem nezabývá, rozhodl jsem se využ́ıt jeho vlastnost́ı
pro výklad princip̊u metody konečných prvk̊u, např́ıklad proto, že pro některé jednodušš́ı
geometrie je možné ověřit správnost metody konečných prvk̊u srovnáńım s analytickým
řešeńım, ale také např́ıklad kv̊uli popisu variačńı formulace v literatuře, o ńıž se zmı́ńım dále v
souvislosti s takzvanou slabou formulaćı.

Vezměme si tedy jednoduchý problém - chceme znát rozložeńı potenciálu stacionárńıho
elektrického pole v dutině dlouhé uzemněné elektrody, izolované od ”podstavy”(viz obrázek),
na které je potenciál zadaný spojitou funkćı φ = f(x) souřadnice x. To popisuje Laplaceova
rovnice

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0 pro 0 < x < a; 0 < y < b

pro kterou jsme zadali okrajové podmı́nky

ϕ(0, y) = 0; ϕ(x, b) = 0; ϕ(a, y) = 0

ϕ(x, 0) = f(x), tak, aby f(0) = 0 a f(a) = 0

x

y

b

0 a

φ = 0 φ = 0

φ = f(x)

φ = 0

3.1.1 Metoda separace proměnných

Řešeńı hledáme ve tvaru

u(x, y) = X(x)Y (y)

Toto řešeńı dosad́ıme do Laplaceovy rovnice a zderivujeme

Y
d2X

dx2
+X

d2Y

dy2
= 0
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Přenásobeńım dostaneme rovnici se separovanými proměnnými

− 1

X

d2X

dx2
=

1

Y

d2Y

dy2

Protože levá strana obsahuje pouze proměnné x, a pravá strana pouze y, může rovnice platit
jen pokud budou obě strany rovné stejné reálné konstantě λ. T́ım se problém převede na dvě
obyčejné diferenciálńı rovnice pro funkce X a Y

d2X

dx2
+ λX = 0;

d2Y

dy2
+ λY = 0

což jsou lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty a charakteristickými polynomy
p2 + λ = 0 a p2 − λ = 0.

V závislosti na parametru λ plat́ı

– je-li λ > 0, budou p1,2 = ±jk a p1,2 = ±k, kde k =
√
λ kořeny charakteristického polynomu

a rovnice * maj́ı řešeńı

X = A cos kx+B sin kx; Y = C eky +De−ky

– je-li λ < 0 a označ́ıme-li k =
√
|λ|, dostaneme obdobným zp̊usobem řešeńı

X = Aekx +B e−kx; Y = C cos ky +D sin ky

– je-li λ = 0, maj́ı rovnice () řešeńı

X = Ax+B; Y = Cy +D

A, B, C, D jsou ve všech třech př́ıpadech konstanty.

3.1.2 Fourierova metoda

Často ale nelze všechny okrajové podmı́nky splnit jediným partikulárńım řešeńım. V takovém
př́ıpadě lze použ́ıt Fourierovu metodu, která hledá řešeńı ve tvaru

ϕ =
∞∑
n=1

ϕn

kde ϕn jsou partikulárńı řešeńı určená metodou separace proměnných. S využit́ım předchoźıch
vztah̊u a rovnosti Y = C eky + De−ky = E cosh ky + F sinh ky, kde E a F jsou konstanty,
očekáváme partikulárńı řešeńı ve tvaru

ϕn = XnYn = (An cos kx+Bn sin kx)(En cosh ky + Fn sinh ky) (3.1)

kde k > 0, n = 1, 2, 3, .... Integračńı konstanty An, Bn, Cn, a Dn urč́ıme ze zadaných okrajových
podmı́nek. Prvńı z nich vyžaduje, aby bylo Xn(0) = 0, což je možné splnit jen pokud

An = 0 čili Xn = Bn sin kx

Třet́ı z okrajových podmı́nek požaduje rovnost

Xn(a) = Bn sin ka = 0

z čehož vyplývá, že muśı platit

k =
nπ

a
; pro n = 1, 2, 3, ...
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Aplikováńım okrajové podmı́nky 3.1 na tvar řešeńı 3.1 źıskáme

ϕn = (Kn cosh ky + Ln sinh kx)sin kx

kde jsme použili substituci Kn = BnEn a Ln = BnFn, a řešeńı přejde na tvar

ϕ =

∞∑
n=1

ϕn =

∞∑
n=1

(Kn cosh ky + Ln sinh kx)sin kx

Abychom splnili druhou okrajovou podmı́nku, muśı pro každé x ∈< 0, a > platit

ϕ(x, b) =
∞∑
n=1

ϕn =
∞∑
n=1

(Kn cosh ky + Ln sinh kx)sin kx = 0

což lze splnit, jen když

Kn cosh kb+ Ln sinh kb = 0 ⇒ Ln = −Kn
cosh kb

sinh kb
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Obrázek 3.1: analytické řešeńı modelového př́ıkladu

Podle posledńı okrajové podmı́nky má být

ϕ(x, 0) =
∞∑
n=1

Kn sin kx = f(x)

což je ovšem formálně stejný tvar jaký má Fourierova řada vzhledem k systému funkćı kx:

f(x) =

∞∑
n=1

an sin
nπ

a
x⇒ f(x) =

∞∑
n=1

an sin kx jelikož k =
nπ

a

kde

an =
2

a

∫ a

0
f(x) sin

nπ

a
x dx

T́ım jsme určili posledńı konstantu

Kn = a

a také hledané řešeńı

ϕ =
∞∑
n=1

an

[
cosh ky − cosh kb

sinh kb
sinh ky

]
sin ky =

∞∑
n=1

an
sinh k(b− y)

sinh kb
sin kx
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Ve speciálńı př́ıpadě, je-li , je pro lichá n a pro sudá n, takže se řešeńı zredukuje na tvar

ϕ =
4ϕ0

π

∞∑
n=1

1

n

sinh k(b− y)

sinh kb
sin kx pro n = 1, 3, 5, ...

T́ım jsme se zároveň mohli přesvědčit, že i takto ”triviálńı”př́ıklad má velmi komplikované
analytické řešeńı, a jen o něco složitěǰśı uspořádáńı nemuśı být řešitelné v̊ubec.

3.1.3 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u patř́ı v současné době k jedné z nejpouž́ıvaněǰśıch metod pro
řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic, a to nejen pro úlohy z oblasti elektromagnetismu,
ale také, nebo předevš́ım k simulaci problémů strukturálńı analýzy, přestupu tepla, prouděńı
tekutin, akustického pole a daľśıch. Přestože se za jej́ı počátky považuj́ı 40. léta 20. stolet́ı,
respektive článek německého matematika Richarda Couranta ”Variational methods for the
solution of problems of equilibrium and vibrations”z roku 1943, a dále pak práce Waltera
Ritze a Borise Galerkina, souviśı jej́ı vývoj s výsledky řady daľśıch vědc̊u, jak je ukázáno v
obrázku ńıže. Zájemce o hlubš́ı pochopeńı odkazuji na zaj́ımavý článek [10], který se věnuje
nejen historickému přehledu, ale vzhledem k ilustraci řady př́ıklad̊u ukazuje i řadu zaj́ımavých
souvislost́ı provázej́ıćıch vznik metody konečných prvk̊u.

PRESENT-DAY FINITE ELEMENT METHOD 

Piecewise 
continuous trial 

functions 

Courant 1943 
Prager-Synge 1947 
Argyris 1955 
Zienkiewicz 1964 

Direct 
continuum 
elements 

Turner et al. 1956 

Variational 
finite 

differences 

Varga 1962 
Wilkins 1964 

Structural 
analogue 

substitution 

Hrenikoff 1941 
McHenry 1943 
Newmark 1949 

Variational 
methods 

Rayleigh 1870 
Ritz 1908 

ENGINEERING MATHEMATICS 

Trial 
functions 

Rayleigh 1870 
Ritz 1908 

Weighted 
residuals 

Gauss 1795 
Galerkin 1915 
Biezeno-Koch 1923 

Finite 
differences 

Richardson 1910 
Leibman 1918 
Southwell 1946 

Obrázek 3.2: Historie aproximačńıch metod

Jak bylo zmı́něno v kapitole o parciálńıch diferenciálńıch rovnićıch, existuj́ı i alternativńı metody
jejich řešeńı, např́ıklad metoda konečných diferenćı, která bývá uváděna v řadě publikaćı
věnuj́ıćıch se řešeńı elektromagnetický poĺı. Oproti ńı se metoda konečných prvk̊u může zdát
jako zbytečně komplikovaná, na druhou stranu ale umožňuje řešeńı velkého spektra úloh, lépe
aproximuje zadanou oblast a nab́ıźı daľśı možnosti modifikace. Vzhledem k tomu dnes existuje
řada komerčńıch i otevřených programů, respektive knihoven, umožňuj́ıćıch řešit i poměrně
náročné problémy.
Pro prvńı přibĺıžeńı můžeme metodu konečných prvk̊u rozdělit do několika krok̊u
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1. diskretizace definičńı oblasti

2. určeńı rozložeńı potenciálu uvnitř konečných prvk̊u

3. stanoveńı energetického funkcionálu, respektive tzv. slabé formulace úlohy

4. minimalizace energetického funkcionálu

5. sestaveńı takzvané matice tuhosti

6. vyřešeńı dané soustavy rovnic

3.1.4 Diskretizace definičńı oblasti

Daľśım poměrně zásadńım krokem je aproximace definičńı oblasti Ω trojúhelńıkovou śıt́ı, neboli
takzvaná triangulace. Triangulace muśı být provedena tak, aby libovolné dva trojúhelńıky bud’:
(a) byly disjunktńı (to znamená neměly žádný společný bod), (b) měly společnou celou jednu
stranu, nebo (c) měly společný jeden vrchol. Žádný z konečných prvk̊u také nesmı́ prot́ınat
jednotlivá rozhrańı. Rigorózněǰśı matematický zápis zńı:

Triangulace oblasti. Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená polygonálńı oblast a necht’ τh je triangulace
oblasti Ω s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1. Triangulace τh je tvořena konečným počtem uzavřených trojúhelńık̊u K..

2. Ω̄h =
⋃
K∈τh K

3. Pro Ki,Kj ∈ τh,Ki 6= Kj, je bud’ Ki ∩Kj = ∅ nebo je pr̊unik Ki ∩Kj tvořen společným
vrcholem nebo Ki ∩Kj je tvořen společnou stranou Ki a Kj.

Splněńı těchto podmı́nek je sice nutné, ale samo o sobě ještě neńı postačuj́ıćı pro źıskáńı
dostatečně kvalitńı śıtě. Na obrázku ńıže vid́ıme tři korektńı triangulace jedné oblasti, nicméně
prvńı z nich by nebyla pro praktické výpočty vhodná - jej́ı śıt’ nejen, že neńı př́ılǐs hustá,
ale také je vytvořená tak, že dlouhé strany trojúhelńık̊u maj́ı aproximovat funkci ve směru,
v němž očekáváme velké změny jej́ıho pr̊uběhu, a takto bychom se zcela zbytečně dopouštěli
nepřesnost́ı. Třet́ı śıt’ uvád́ım sṕı̌se jako ukázku adaptivity, což je schopnost výpočetńıho
programu pracovat s nestejně hustou śıt́ı, definovanou uživatelem nebo automaticky, na r̊uzných
částech vyšetřované oblasti. Obecně je nutné śıt’ zjemňovat předevš́ım v oblasti ostrých hran
a nespojitost́ı, proto bychom pravděpodobně jej́ım použit́ım uprostřed kruhové oblasti naše
výpočty př́ılǐs nezpřesnili. Jako nejrozumněǰśı kompromis se proto obecně zdá být volba
prostředńı śıtě.

Obrázek 3.3: Aproximace kruhu r̊uzně jemnými diskretizačńımi śıtěmi
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a) b) c)

Obrázek 3.4: Nutné podmı́nky pro korektńı triangulaci ještě nezajǐst’uj́ı dostatečně kvalitńı śıt’

Přestože je problematika traingulace zaj́ımavá, s jej́ı tvorbou už řadu let nepřicháźı běžný
uživatel metody konečných prvk̊u do styku, respektive je tato funkce integrovaná ve většině v
současnosti použ́ıvaných programů, předevš́ım komerčńıch. V př́ıpadě použ́ıváńı nekomerčńıch
řešič̊u bývá občas nutnost dodat śıt’ z exterńıho zdroje. Mezi nejčastěji použ́ıvané programy pro
tvorbu diskretizačńı śıtě patř́ı Gmsh, Netgen nebo Tetgen.

3.1.5 Aproximace potenciálu uvnitř konečných prvk̊u

Daľśım krokem při realizaci metody konečných prvk̊u je volba takzvané funkce tvaru. Tento
myšlenkový koncept vysvětĺım nejdř́ıve na jednodimenzionálńım př́ıkladu - řekněme, že
řeš́ıme obyčejnou diferenciálńı rovnici na zadaném intervalu x ∈ 〈0; t〉 tak, aby byly splněny
okrajové podmı́nky x(0) = x0, x(t) = xt a dále hledáme takovou funkci, která by toto řešeńı
aproximovala. K tomu je možné použ́ıt tři alternativńı postupy - metodu bodových kolokaćı,
metodu vážených reziduál̊u a metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, ty se ale neobejdou bez znalosti
exaktńıho řešeńı, nebo př́ıslušného funkcionálu, které ale obecně znát nemuśıme. Ani poté
nebudeme schopni aproximovat skutečný pr̊uběh v́ıce než orientačně. Jedńım z řešeńı je zvýšeńı
řádu aproximačńıho polynomu, ještě efektivněǰśı ale je rezignovat na hledáńı jednoho funkčńıho
předpisu, a funkci rozdělit na v́ıce část́ı, na kterých mnohdy stač́ı hledat aproximaci v lineárńım
tvaru.

●
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Obrázek 3.5: Lineárńı elementy v jedné dimenzi

...
Vyjdeme ze známého tvaru pro rovnici př́ımky

y − y1

x− x1
=
y2 − y1

x2 − x1

který uprav́ıme tak, abychom osamostatnili y1 a y2:
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y

x− x1
− y1

x− x1
=

y2

x2 − x1
− y1

x2 − x1

Po převedeńı na společného jmenovatele dostaneme:

y

x− x1
=

y1(x2 − x)

(x− x1)(x2 − x1)
+

y2

x2 − x1

Po přenásobeńı

y = y1
x2 − x
x2 − x1

+ y2
x− x1

x2 − x1

Kde funkce

ξ1(x) =
x2 − x
x2 − x1

a ξ2(x) =
x− x1

x2 − x1

jsou takzvané funkce tvaru.

1

0

ξ1(x) ξ2(x)

x1 x2

Obrázek 3.6: Funkce tvaru jednodimenzionálńıho konečného prvku

Pro funkce tvaru jsou charakteristické tyto vlastnosti:

ξi (xj) = δij (δij znač́ı Kroneckerovo delta)

2∑
i=1

ξi = 1 pro každé x ∈< x1, x2 >

Funkci y nyńı můžeme zapsat jako

y = y1ξ1(x) + y2ξ2(x)

a stejný předpis budou mı́t tvarové funkce i na daľśıch intervalech. Tento koncept aplikujeme i ve
dvoudimenzionálńı oblasti, kde si jako referenčńı tvar zvoĺıme obecný trojúhelńık o souřadnicćıh
1,2,3.
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Obrázek 3.7: Obecný trojúhelńık

Dále budeme předpokládat, že na dané oblasti je definovaná nějaká funkce z = z(x, y), kterou
budeme pro jednoduchost opět aproximovat lineárńı polynomem. (Zde se již budu držet označeńı
φ mı́sto neznámé funkce z.)

φp(x, y) = a+ bx+ cy (3.2)

kde a,b,c jsou zat́ım neznámé konstanty, pro které plat́ı rovnost φ1

φ2

φ3

 =

 1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

 a
b
c


kde φ1(x1, y1), φ2(x2, y2), φ3(x3, y3) jsou potenciály ve vrcholech trojúhelńıka. Přenásobeńım
dostaneme  a

b
c

 =

 1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

−1 φ1

φ2

φ3


Výsledný tvar inverzńı matice, která se v rovnici vyskytuje, je ovšem značně nepřehledný.
Abychom mohli rozumně provádět daľśı úpravy, pomůže si následuj́ıćım označeńım α1

α2

α3

 =
1

2∆

 x2y3 − x3y2 (y2 − y3)x (x3 − x2)y
x3y1 − x1y3 (y3 − y1)x (x1 − x3)y
x1y2 − x2y1 (y1 − y2)x (x2 − x1)y

 (3.3)

kde ∆ je obsah trojúhelńıka

∆ =
1

2

∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣ =
1

2
x3 (y1 − y2) + x1 (y2 − y3) + x2 (y3 − y1)

Dı́ky tomu můžeme vypočtené konstanty dosadit do rovnice 3.2 a zapsat jako

φp = α1(x, y)φ1 + α2(x, y)φ2 + α3(x, y)φ3 (3.4)

Z rovnice nyńı můžeme určit potenciál kteréhokoliv bodu uvnitř trojúhelńıka, což je hlavńı
rozd́ıl oproti diferenčńım metodám, které poč́ıtaj́ı pouze s hodnotami v jednotlivých uzlech.
Dále bychom se dosazeńım mohli přesvědčit, že pro funkce α1, α2, α3 plat́ı:

– v uzlu i je α1 = 1 a ve zbývaj́ıćıch dvou uzlech α1 = 0

– v uzlu i je α2 = 1 a ve zbývaj́ıćıch dvou uzlech α2 = 0
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– v uzlu i je α3 = 1 a ve zbývaj́ıćıch dvou uzlech α3 = 0

Dále plat́ı, že v kterémkoliv bodu uvnitř trojúhelńıku, respektive na jeho hranici bude:

α1 + α2 + α3 = 1

Při řešeńı tř́ıdimenzionálńıch úloh se pak nejběžněji poč́ıtá s konečnými prvky ve tvaru čtyřstěn̊u.
V této práci jsem nicméně nucený omezit se pouze na dvě dimenze, proto se již jejich popisem
nezabývám.

3.1.6 Rovnice pro popis pole

b) Pomoćı slabé formulace

Použ́ıváńı funkcionál̊u s sebou ovšem přináš́ı některé problémy. Předně, jejich odvozeńı nebývá
jednoduché, respektive v některých př́ıpadech ani nemuśı být známé. Daľśı problém představuj́ı
přechody mezi rozhrańımi zp̊usobuj́ıćı nespojitost derivaćı, a neméně podstatným faktorem je
také snadná algoritmizace jednotlivých úloh. Např́ıklad obecný tvar rovnice pro popis skalárńıho
potenciálu

−div (p gradu) = f

se nevyskytuje pouze v elektrostatice, ale formálně stejný tvar má i rovnice stacionárńıho
teplotńıho pole nebo napjaté membrány. Pro odvozeńı pojmu slabé formulace si nejdř́ıve
vezměme ten nejjednodušš́ı problém - jednodimenzionálńı okrajovou úlohu, např́ıklad na
intervalu 〈0, 1〉, se zadanými hodnotami ϕ(0) a ϕ(1). Ten popisuj́ı rovnice

E(x) = −dϕ(x)

dx

dE(x)

dx
= 0

ze kterých po dosazeńı dostaneme

1

dx

(
−dϕ(x)

dx

)
= 0

Základńı motivace pro zavedeńı slabého řešeńı bylo převedeńı diferenciálńı rovnice na rovnici
integrálńı, d́ıky čemuž bychom se zbavili problémů s jejich vyhodnocováńım. Nejjednodušš́ı
cestou se zdá být integrováńı rovnice na celém intervalu∫ 1

0

dE(x)

dx
dx = 0

T́ım, že požadujeme pouze pr̊uměrnou hodnotu na celém intervalu, nikoliv v každém bodě
jako v př́ıpadě derivace, ovšem snižujeme své požadavky na funkci E(x)dx, což muśıme
nějak vykompenzovat. Jedna z možnost́ı je využ́ıt součtové pravidlo a integrovat na menš́ıch
intervalech, např́ıklad∫ 0.01

0

dE(x)

dx
dx = 0,

∫ 0.02

0.01

dE(x)

dx
dx = 0, ... ,

∫ 1

0.99

dE(x)

dx
dx = 0

Pracovat s mnoha integrály neńı př́ılǐs výhodné, stejný krok však můžeme udělat alternativńı
metodou - budeme násobit rovnici takzvanými váhovými funkcemi v, což jsou funkce zvolené
tak, aby jejich nenulové hodnoty ležely pouze v úzkém intervalu, č́ımž postupně źıskáme všechny
části hledané funkce, jak je ukázáno na obrázku.
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Obrázek 3.8: Plná čára - hledaný pr̊uběh funkce, tečkovaná čára - váhová funkce, přerušovaná
čára - výsledný pr̊uběh

Tak jsme vlastně jinou cestou došli k stejnému požadavku, jaký jsme formulovali v části o
funkćıch tvaru. Nyńı touto testovaćı funkćı přenásob́ıme rovnici pole a zintegrujeme na oblasti
Ω. Pro náš okrajový problém to bude∫

Ω
div (p gradu) · v d|Ω| =

∫
Ω
f · v d|Ω|

Dále využijeme takzvanou Gaussovu větu, která dává do souvislosti tok vektorového pole skrze
uzavřenou plochu s jeho vlastnostmi uvnitř této plochy.

Gaussova věta. Necht’ Ω je spojitá oblast v R3 a Γ jej́ı po částech spojitá hranice. Je-li vektorové
pole p spojitě diferencovatelné na Ω ∪ Γ, pak plat́ı∫

Ω
div p dΩ =

∮
Γ
p · n0 dS

kde n0 označuje vněǰśı normálový vektor hranice Γ

V našem př́ıpadě bude∫
Ω

div(v gradu) d |Ω| =
∮

Γ
v gradu · n0d |Γ| =

∮
Γ
v
∂u

∂n
d |Γ| (3.5)

Na vektorovou funkci potom F = gradu aplikujeme identitu div(v), č́ımž dostaneme

div(v gradu) = v4u+ gradu grad v

respektive ∫
Ω

div(v gradu) d |Ω| =
∫

Ω
(v4u+ gradu grad v) d |Ω| (3.6)

Po dosazeni 3.6 do 3.5 dostáváme takzvanou I. Greenovu formuli pro Laplace̊uv operátor 4∫
Ω

(v4u+ gradu grad v) d |Ω| =
∮

Γ
v
∂u

∂n
d |Γ|

Analogicky můžeme aplikovat identitu div (vF) = v div F + F grad v na vektorovou funkci F =
p gradu. Po integraci přes Ω s použit́ım Gaussovy věty dostaneme I. Greenovu formuli pro
operátor div (p grad): ∫

Ω
Aud |Ω| = a(u, v)−

∮
Γ
p
∂u

∂n
v d |Γ|

kde jsme pro zjednodušeńı zavedli substituci Au = −div(p gradu), respektive A jako diferenciálńı
operátor A = −div(p gradu) a a(u, v) =

∫
Ω p gradu · grad v d |Ω| je takzvaná bilineárńı forma.

Protože v = 0 na Γ1, je ∫
Γ
p
∂u

∂n
v d|Γ| =

∫
ΓII

p
∂u

∂n
v d|Γ|.
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Dosazeńım se dostáváme ke konečnému tvaru

a(u, v)−
∮

ΓII

p
∂u

∂n
v d |Γ| =

∫
Ω
fv d|Ω|

čili

a(u, v) =

∫
Ω
fv d|Ω|+

∮
ΓII

p
∂u

∂n
v d |Γ|

a) Pomoćı energetického funkcionálu

Řešeńı našeho problému je také možné provést na základě takzvaného variačńıho principu: ze
všech funkćı ϕ(x, y), splňuj́ıćıh okrajové podmı́nky na hranici Γ oblasti Ω, existuje právě jedna
funkce, pro kterou výraz

Fp =
ε

2

∫
Ωp

(gradϕp)
2 dxdy (3.7)

v př́ıpadě elektrostatického pole, nabývá svého minima. Zat́ımco každá funkce přǐrazuje každému
č́ıslu z jej́ıho definičńıho oboru právě jednu hodnotu, funkcionál přǐrazuje hodnotu každé funkci
- je tedy zobecněńım pojmu funkce. Výraz 3.7 jsme přitom źıskali ze vztahu pro energii
elektrostatického pole

Wp =
1

2

∫
Ωp

εE2 dxdy

což je i funkcionál p-tého trojúhelńıka

Fp{ϕ(x, y)} = Wp

Pro lineárńı dielektrikum bude ε = konst., takže použit́ım vztahu E = −gradφ dostaneme
funkcionál ve tvaru, v němž ho budeme dále minimalizovat.

Fp =
ε

2

∫
Ωp

E2 dxdy =
ε

2

∫
Ωp

(gradφp)
2 dxdy =

ε

2

∫
Ωp

[(
∂ϕp
∂x

)2

+

(
∂ϕp
∂y

)2
]

dxdy

Spoč́ıtáme derivaci potenciál̊u pro funkci 3.4

∂ϕp(x, y)

∂x
=
∂αi
∂x

ϕpi +
∂αj
∂x

ϕpj +
∂αk
∂x

ϕpk

∂ϕp(x, y)

∂y
=
∂αi
∂y

ϕpi +
∂αj
∂y

ϕpj +
∂αk
∂y

ϕpk

kde jednotlivé členy α1,2,3 jsou dané rovnićı 3.3, a jejich derivace budou

∂α1

∂x
=

1

2∆
(y2 − y3);

∂α2

∂x
=

1

2∆
(y3 − y1);

∂α3

∂x
=

1

2∆
(y1 − y2)

∂α1

∂y
=

1

2∆
(y3 − y2);

∂α2

∂y
=

1

2∆
(y1 − y3);

∂α3

∂y
=

1

2∆
(y2 − y1)

Pro daľśı odvozováńı zavedeme ještě toto označeńı:

β1 = x2y3 − x3y2; β2 = x3y1 − x1y3; β3 = x1y2 − x2y1

γ1 = y2 − y3; γ2 = y3 − y1; γ3 = y1 − y3

δ1 = x3 − x2; δ2 = x1 − x3; δ3 = x2 − x1
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Po jehož dosazeńı źıskaj́ı rovnice 3.2 a 3.4 kompaktněǰśı tvar

ϕp(x, y) =
1

2∆
=
∑

i=1,2,3

(βi − γix− δiy)

∂ϕp(x, y)

∂x
=

1

2∆

∑
i=1,2,3

γ1ϕ1;
∂ϕp(x, y)

∂y
=

1

2∆

∑
i=1,2,3

δ1ϕ1

Nyńı zbývá zminimalizovat energetický funkcionál. Jak vyplývá z podstaty metody konečných
prvk̊u, bude se celkový funkcionál rovnat součtu funkcionál̊u v jednotlivých prvćıch
(trojúhelńıćıch), jejichž celkový počet je M.

F{ϕ(x, y)} =

M∑
p=1

Fp

Funkcionál Fp vyjádř́ıme vzhledem k předešlým úpravám jako

Fp =
ε

2

∫
Ωp

 ∑
i=1,2,3

1

2∆
γiϕi

2

+

 ∑
i=1,2,3

1

2∆
δiϕi

2 dxdy =

=
ε

8∆

[
(γ1ϕ1 + γ2ϕ2 + γ3ϕ3)2 + (δ1ϕ1 + δ2ϕ2 + δ3ϕ3)2

]
Minimalizujeme ho derivováńım podle jednotlivých potenciál̊u, a tyto derivace polož́ıme rovné
nule. V maticovém vyjádřeńı to bude

ε

4∆

γ1γ1 + δ1δ1 γ1γ2 + δ1δ2 γ1γ3 + δ1δ3

γ2γ1 + δ2δ1 γ2γ2 + δ2δ2 γ2γ3 + δ2δ3

γ3γ1 + δ3δ1 γ3γ2 + δ3δ2 γ3γ3 + δ3δ3

ϕ1

ϕ2

ϕ3

 =


∂Fp
∂ϕ1
∂Fp
∂ϕ2
∂Fp
∂ϕ3

 =

0
0
0


nebo zkráceně

Gpϕ = 0

Tyto rovnice pro jednotlivé prvky nakonec seskuṕıme, a sestav́ıme matice ve tvaru

Gϕ = 0

kde ϕ = [ϕ1ϕ2...ϕn]T jsou potenciály v jednotlivých uzlech śıtě, a G je symetrická matice o
rozměru n× n odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým uzl̊um.
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3.2 Techniky numerické integrace

Dále je potřeba vyč́ıslit integrály, které se objevily v dř́ıve odvozených výrazech. Protože úlohu
algoritmizujeme pro co neǰsirš́ı spektrum př́ıpad̊u, je potřeba vypořádat se jednak se situaćı, ve
které analytické řešeńı teoreticky nemuśı existovat, a vzhledem k množstv́ı poč́ıtaných integrál̊u
tento proces dostatečně zoptimalizovat. Řešeńı je v obou př́ıpadech použit́ı vhodné metody
numerické integrace.
Máme tedy nějaký obecný integrál

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx,

který je třeba spoč́ıtat. Ćılem je aproximovat tento určitý integrál funkce f(x) na intervalu
(a,b) spočteńım f(x) v konečně mnoha bodech. Základńı úvaha, ze které můžeme vyj́ıt, je
velmi podobná Riemannově definici určitého integrálu, v ńıž se určuje horńı a dolńı odhad
pomoćı aproximace funkce obdélńıky, respektive, pokud bychom vzali jen jeho dolńı odhad,
mohli bychom řešeńı zapsat ve tvaru∫ b

a
f(x) dx = Q(f) + E(f)

0 1
2

1 3
2

2
0

4

0 1
2

1 3
2

2
0

4

0 1
2

1 3
2

2
0

4

Obrázek 3.9: Geometrická interpretace Riemannova integrálu

kde Q(f) je aproximuj́ıćı výraz a E(f) vzniklá chyba. To je skutečně jedna z možnost́ı numerické
kvadratury, otázka, kterou se budu dále zabývat ovšem zńı, jestli neńı možné zvolit nějaký
”chytřeǰśı”postup, např́ıklad vzhledem k předpokládanému pr̊uběhu integrované funkce. Protože
se vzniklou chybou zat́ım bĺıže zabývat nebudu (přesněji budu ji pouze považovat za dostatečně
malou), omeźım se pouze na vlastnosti Q(f) jako aproximace integrálu. Ta bude mı́t, ve shodě
s předešlou úvahu, následuj́ıćı tvar∫ b

a
g(y) dy ≈

n∑
k=0

An,k g(yn,k = A1g(y1,k) +A2g(y2,k) + ...+Ang(yn,k) (3.8)

kde symboly An,k, yn,k k = 0, 1, ..., n znač́ı kvadraturńı koeficienty, respektive jednotlivé,
navzájem od sebe odlǐsné uzly. Pro daľśı postup necht’ je

y = cx+ d, c =
b− a

2
, d =

b+ a

2
Po této transformaci budou integračńı meze od -1 do 1, což zpřehledńı daľśı postup. Rovnice
3.8 bude: ∫ b

a
g(y) dy =

∫ 1

−1
f(x) dx ≈

n∑
k=0

wn,k f(xn,k) (3.9)
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kde f(x) = g(cx + d) a wn,k = An,k/c jsou takzvané váhové koeficienty. Pro stanoveńı vhodné
váhové funkce a uzl̊u existuje celá řada možnost́ı, z nichž konkrétńı variantu vybereme tak,
abychom pro určitou funkci dostali přesné výsledky. Zde zmı́ńım pouze takzvanou Gaussovu
kvadraturu, protože ta se v praxi ukázala pro podobné úlohy jako velmi výhodná. Před popisem
jednotlivých algoritmů uvedu definici pojmu stupně přesnosti, s ńımž budu dále pracovat

Definice. Stupněm přesnosti kvadraturńıho vzorce označujeme kladné č́ıslo n, pro něž plat́ı
E(Pi) = 0 pro všechny polynomy Pi(x) stupně i ≤ n a zároveň E(Pn+1 6= 0) pro některé
polynomy Pn+1(x) stupně n+ 1

Prvńı zp̊usob jak nalézt jednotlivé váhy a body bychom mohli nazvat hrubou silou, a jeho
podstata je řešeńı soustavy rovnic, obecně nelineárńı. Jednotlivé kroky uvedu pro př́ıpad n=2,
pro který bude platit ∫ 1

−1
f(x) dx = w1f(x1) + w2f(x2)

Máme tedy čtyři neznámé, pro jejichž źıskáńı t́ım pádem muśıme definovat soustavu čtyř rovnic.
V př́ıpadě Gaussovy kvadratury voĺıme váhy i souřadnice tak, aby kvadratura dávala dobré
výsledky pro polynomiálńı funkce. Budeme proto volit f(x) tak, aby přesný výpočet platil pro
f(x) = x0, x1, x2, x3. To vede na soustavu rovnic.

f(x) = 1 =⇒
∫ 1

−1
1 dx = 2 = w1 + w2

f(x) = x =⇒
∫ 1

−1
xdx = 0 = w1x1 + w2x2

f(x) = x2 =⇒
∫ 1

−1
x2 dx =

2

3
= w1x

2
1 + w2x

2
2

f(x) = x3 =⇒
∫ 1

−1
x3 dx = 0 = w1x

3
1 + w2x

3
2

Po jej́ım zadáńı do některého z matematických programů źıskáme dvě ekvivalentńı řešeńı:{{
w1 → 1, w2 → 1, x1 →

1√
3
, x2 → −

1√
3

}
,

{
w1 → 1, w2 → 1, x1 → −

1√
3
, x2 →

1√
3

}}
Pro hledaný integrál tedy bude platit

I =

∫ 1

−1
f(x) dx = f

(
− 1√

3

)
+ f

(
− 1√

3

)
Pro vyšš́ı stupně už bychom dostali př́ılǐs komplikované soustavy rovnic, takže je výhodněǰśı
použ́ıt alternativńı postup, a sice dosazeńı do vzorce, který vzhledem k náročnému a pouze
teoretickému odvozeńı uvedu př́ımo.

wn,k =
2

(1− x2
n,k)[L

′
n(xn,k)]2

Kde L
′
n(xn,k) jsou takzvané Legendrovy polynomy. Pro ilustraci uvedu předpis a pr̊uběh prvńıch

pěti stupň̊u.

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)
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P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) =
1

16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

0. řád

1. řád

2. řád

3. řád

4. řád

5. řád

Obrázek 3.10: Prvńı pět řád̊u Legendreových polynomů

Hodnoty daľśıch je opět nejsnažš́ı źıskat z některého matematického programu, př́ıpadně z
následuj́ıćıho integrálu.

Pn(z) =
1

2π

∮
(1− 2tz + t2)−1/2t−n−1 dt

Nyńı se ještě pod́ıvejme na přesnost Gaussovy kvadratury, kterou otestujeme např́ıklad na funkci
te2t a intervalu 〈0, 4〉. Abychom měli srovnáńı, vypoč́ıtáme integrál, respektive jeho hodnotu,
nejdř́ıve analyticky

>> Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]

>> 1
4

(
1 + 7e8

)
>> Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]//NIntegrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]//NIntegrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]//N

>> 5216.93

Nyńı provedeme transformaci integračńıch meźı tak, že vyjádř́ıme t a dt pomoćı nové proměnné
x:

t = cx+ d =
b− a

2
x+

b+ a

2
= 2x+ 2

t′ =
dt

dx
=⇒ dt = 2 dx

a dosad́ıme do integrálu

I =

∫ 4

0
te2t dt =

∫ 1

−1
(4x+ 4) e4x+4 dx =

∫ 1

−1
f(x) dx

Můžeme se ještě přesvědčit, že i po provedené transformaci se oba integrály rovnaj́ı

>> Integrate[(4x+ 4)E∧(4x+ 4), {x,−1, 1}]==Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]Integrate[(4x+ 4)E∧(4x+ 4), {x,−1, 1}]==Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]Integrate[(4x+ 4)E∧(4x+ 4), {x,−1, 1}]==Integrate[t ∗ E∧(2t), {t, 0, 4}]
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>> True

Dále postupujeme podle p̊uvodńı rovnice 3.9, do které dosad́ıme podle tabulek 3.1, 3.2 a 3.3,
takže dostaneme

I2 =

∫ 1

−1
f(x) dx = f

(
−1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
=

(
4− 4√

3

)
e

4− 4√
3 +

(
4 +

4√
3

)
e

4+ 4√
3

= 9.168 + 3468.376 = 3477.544 =⇒ ε = 33.34%

I3 =

∫ 1

−1
f(x) dx =

5

9
f(−
√

15

5
) +

8

9
f(0) +

5

9
f(

√
15

5
)

=
5

9
(4− 4

√
15

5
)e4−

√
15
5 +

8

9
(4)e4 +

5

9
(4 + 4

√
15

5
)e4+

√
15
5

5

9
(2.221) +

8

9
(218.392) +

5

9
(8589.143) = 4967.107 =⇒ ε = 4.79%

I4 =

∫ 1

−1
f(x) dx =

18−
√

30

36

[
f(−

√
525 + 70

√
30

35
) + f(

√
525 + 70

√
30

35
)

]

+
18 +

√
30

36

[
f(−

√
525− 70

√
30

35
) + f(

√
525− 70

√
30

35
)

]
= 5197.544 =⇒ ε = 0.37%

Pro dva, tři a čtyři body respektive. Vid́ıme tedy, že vzniklá relativńı chyba rychle klesá, a již
použit́ı čtyř bod̊u dává výsledky, s nimiž se v praxi můžeme spokojit.

Tabulka 3.1: Parametry Gaussovy kvadratury, n=2

bod č́ıslo souřadnice x váha

1 − 1√
3

1

2 1√
3

1

Tabulka 3.2: Parametry Gaussovy kvadratury, n=3

bod č́ıslo souřadnice x váha

1 −
√

15
5

5
9

2 0 8
9

3
√

15
5

5
9

3.2.1 Numerická integrace na trojúhelńıku

Pro většinu úloh ovšem muśıme integrovat ve dvou dimenźıch. Zde uděláme stejnou úvahu,
nicméně postup bude o něco složitěǰśı. Uvažujme trojúhelńık Ω v rovině u,v a funkci
f(u,v) definovanou na tomto trojúhelńıku, od ńıž předpokládáme spojitost na Ω1. Pro
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Tabulka 3.3: Parametry Gaussovy kvadratury, n=4

bod č́ıslo souřadnice x váha

1 − 1
35

√
525 + 70

√
30 1

36

(
18−

√
30
)

2 − 1
35

√
525− 70

√
30 1

36

(
18 +

√
30
)

3 1
35

√
525− 70

√
30 1

36

(
18 +

√
30
)

4 1
35

√
525 + 70

√
30 1

36

(
18−

√
30
)

algoritmizovatelné vyč́ısleńı integrálu

I =

∫
Ω1

f(u, v) dS

Využijeme transformaci Jej́ı matematické vyjádřeńı je

Ω2

1

3

2

[0,0]

[-1,-1] [1,-1]

[-1,1]

x

y

Ω11

2

3

[u1, v1]

[u2, v2]

[u3, v3]

Obrázek 3.11: Transformace obecného trojúhelńıku v rovině na referenčńı trojúhelńık

u = a1x+ b1y + c1, v = a2x+ b2y + c2

Tato transformace nám zjednoduš́ı systém rovnic

u1 = −a1 − b1 + c1,

u2 = a1 − b1 + c1,

u3 = −a1 + b1 + c1,

v1 = −a2 − b2 + c2,

v2 = a2 − b2 + c2,

v3 = −a2 + b2 + c2

jejichž řešeńı je

a1 =
u2 − u1

2
, b1 =

u3 − u1

2
, c1 =

u3 + u2

2
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a2 =
v2 − v1

2
, b2 =

v3 − v1

2
, c2 =

v3 + v2

2

Jakobián tohoto zobrazeńı je

J =

∣∣∣∣∣
(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)∣∣∣∣∣ = a1b2−a2b1 =
1

4
[(u2−u1)(v3−v1)−(u3−u1)(v2−v1)]] =

1

4

∣∣∣∣∣∣
 1 1 1
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ =
S

2

Kde S je obsah p̊uvodńıho trojúhelńıka. Nyńı můžeme psát

IΩ1 =

∫
Ω1

f(u, v) dS =

∫
Ω2

g(x, y)J̇ dS = J

∫
Ω2

g(x, y) · dS =
S

2

∫
Ω2

g(x, y) · dS

=
S

2

∫ 1

x=−1

∫ −x
y=−1

g(x, y) dxdy

kde
g(x, y) = f(a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2)

Aproximaci Gaussovou kvadraturou budeme hledat ve stejném tvaru jako pro
jednodimenzionálńı př́ıpad ∫ 1

x=−1

∫ −x
y=−1

g(x, y) ≈
m∑
i=1

g(xi, yi)wi (3.10)

zde ovšem m je počet integračńıch bod̊u, který už ovšem neodpov́ıdá řádu polynomu, jako v
předchoźım př́ıpadě. Odvozeńı opět předvedu pro lineárńı polynom tvaru

g(x, y) = a+ bx+ cy

pro který dostaneme na levé straně rovnice 3.10∫ 1

x=−1

∫ −x
y=−1

g(x, y) =
2

3
(3a− b− c)

a na pravé straně bude pouze jediný clen

m∑
i=1

g(xi, yi)wi = w1(a+ bx1 + cy1)

proto můžeme z výsledné rovnice rovnou určit váhový koeficient a souřadnice bod̊u

2

3
(3a− b− c) = w1(a+ bx1 + cy1) =⇒ w1 = 2, x1 = −1

3
, y1 = −1

3
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3.3 Newton-Raphsonova metoda

Jako posledńı krok je potřeba vyřešit danou soustavu rovnic. Ta ale bývá obecně nelineárńı,
a jej́ı analytické řešeńı nemuśı být možné. Jednou z řady numerických metod, s nimiž lze
řešit soustavy rovnic, je Newton-Raphsonova metoda, označovaná také jako metoda tečen. Jej́ı
základńı myšlenku ilustruje následuj́ıćı obrázek:
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Obrázek 3.12: Aproximace funkce jej́ı tečnou v daném bodě

Předpokládejme, že hledáme kořen funkce, která je na celém intervalu spojitě diferencovatelná.
Vyjdeme z nějakého počátečńıho bodu, který si sami urč́ıme, a v tomto bodě aproximujeme
funkci jej́ı tečnou, která je daná rovnićı

y = f ′(x)

Kořen této rovnice najdeme poměrně jednoduše tak, že polož́ıme y = 0

0 = f ′(xn)(xn+1)− f ′(xn)(xn) (3.11)

V této rovnici osamostatńıme člen xn+1

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(3.12)

Daľśı iteraci provedeme tak, že z této rovnice dosad́ıme do 3.13, přičemž index xn+1 nahrad́ıme
indexemem xn a hledáme nové xn + 1. Prvńı dvě iterace jsou znázorněny na obrázku.
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Obrázek 3.13: Ukázka prvńıch dvou iteraćı Newton-Raphsonovy metody

Cyklus opakujeme tak dlouho, dokud nenalezneme kořen s přesnost́ı větš́ı než požadovaná
tolerance, respektive dokud nedosáhneme maximálńıho počtu iteraćı. Nevýhodou
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Newton-Raphsonovy metody je totiž fakt, že můžeme jej́ı konvergenci znemožnit nevýhodným
výběrem počátečńıho bodu. Dobrý algoritmus by proto měl v takovém př́ıpadě řešeńı přerušit,
a zvolit jiný počátečńı odhad.
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Obrázek 3.14: Následek nevhodně zvoleného počátečńıho bodu

Pro soustavu dvou rovnic dvou proměnných

f

([
x
y

])
=

[
f1(x, y))
f2(x, y))

]
se rovnice 3.12 rozš́ı̌ŕı na tvar[

xn+1

yn+1

]
=

[
xn
yn

]
−

[
∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

]−1

(xn,yn)

∗ f
([
xn
yn

])

který je snadné rozš́ı̌rit pro libovolný počet proměnných x1, x2, ..., xn
x1(n+1)

x2(n+1)
...

xn(n+1)

 =


x1(n)

x2(n)
...

xn(n)

− J−1 ∗ f



x1(n)

x2(n)
...

xn(n)




J přitom označuje takzvanou Jakobiho matici.

Nyńı se můžeme vrátit k modelové úloze řešené analyticky, a srovnat ji s výsledky metody
konečných prvk̊u v závislosti na r̊uzné jemnosti diskretizačńı śıtě:
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Kapitola 4

Realizace numerického modelu

Nyńı se již konečně dostáváme k praktické části této práce. Zde bude jako prvńı diskutovaná
volba vhodného softwarového prostřed́ı. Ještě předt́ım uved’me, že řešeńı multifyzikálńıch úloh
se v zásadě skládá ze tř́ı část́ı:

� Preprocessing, který spoč́ıvá v definici geometrického uspořádáńı, materiálových vlastnost́ı
a okrajových podmı́nek. Do části preprocessingu se řad́ı také vytvořeńı diskretizačńı śıtě.

� Processing, což je vlastńı řešeńı úlohy, tedy de facto sestaveńı př́ıslušných matic a vyřešeńı
soustavy rovnic

� Postprocessing, neboli interpretace źıskaných výsledk̊u. Obvyklé bývá zobrazeńı veličin
bud’ ve třech rozměrech, nebo v jednotlivých řezech, dále sledováńı pr̊uběhu jednotlivých
veličin v daných bodech, křivkách nebo oblastech

Tyto tři části mohou, ale také nemuśı být součást́ı jednoho celistvého programu. Pro uživatele
bývá nicméně lepš́ı prvńı možnost.
V současné době existuje celá řada programů pro řešeńı multifyzikálńıch úloh, v nichž nemuśı
být jednoduché se na prvńı pohled orientovat. Stručný přehled nejpouž́ıvaněǰśıch z nich proto
uvád́ım v př́ıloze. Pro účely této práce jsem si při výběru softwaru stanovil následuj́ıćı kritéria:

� Přestože komerčně použ́ıvané programy obecně přináš́ı vyšš́ı komfort, měl by být použitý
software nekomerčńı, ideálně s otevřeným kódem, č́ımž odpadnou veškeré problémy
s licencemi a jeho použ́ıváńı; druhý d̊uvod pro volbu nekomerčńıho softwaru je jeho
potenciálńı přizp̊usobeńı na mı́ru dané aplikaci, což sice značně překračuje rámec diplomové
práce, nicméně může být využitelné do budoucna

� Program muśı být schopný řešit sdružené úlohy, pokud možno v silném sdružeńı

� Program by měl pokrýt všechny tři etapy řešeńı, tedy preprocessing, processing a
postprocessing

� Program by měl mı́t vlastńı grafické rozhrańı, ideálně s možnost́ı využit́ı skriptováńı

� Program by ideálně měl řešit tř́ıdimenzionálńı úlohy

� Program by měl nab́ızet co neǰsirš́ı možnosti exportu výsledk̊u pro jejich daľśı zpracováńı
a publikaci

� Program by měl být co nejlépe zdokumentovaný a s dostatečnou základnou jeho uživatel̊u

Po zvážeńı všech těchto kritéríı jsem se rozhodl pro program Agros2D, použ́ıvaný a vyv́ıjený
skupinou docenta Pavla Karbana na Zápočeské univerzitě v Plzni. Jak napov́ıdá jeho název,
program sice neńı schopný řešit tř́ıdimenzionálńı úlohy 1, a jeho daľśı nevýhodou je pouze

1toto rozš́ı̌reńı se nicméně v dohledné době plánuje
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slabé sdružeńı jednotlivých poĺı. Při tomto typu sdružeńı nejsou rovnice pro jednotlivá pole
řešeny současně, ale k ovlivněńı docháźı pouze nepř́ımo, viz jeho grafické znázorněńı, což vede
k určitému zkresleńı výsledk̊u. V ostatńıch parametrech ale dosahuje velmi dobrých výsledk̊u.
Předně obsahuje velmi intuitivńı editor pro tvorbu geometrie a zadáváńı ostatńıch parametr̊u,
v oblasti processingu pak d́ıky využit́ı knihovny Deal.II a adaptivńıch metod dosahuje v
některých př́ıpadech dokonce výsledk̊u, než řada komerčně použ́ıvaných programů. V oblasti
postprocessingu pak nab́ıźı možnost vizualizace výsledk̊u ve dvou i tř́ıdimenzionálńım zobrazeńı,
a kromě toho také zobrazeńı a export hodnot proměnných podle zadané křivky, či výpočet
plošných nebo objemových integrál̊u.

Teplotńı pole

Termoelastické pole

Elektromagnetické
pole

λ, ρ, cp λs, ρs, cps

µ µs γ

α, v, E

Obrázek 4.1: Grafické schéma řešeńı slabě sdružených poĺı

4.0.1 Geometrické uspořádáńı

Celkové spořádáńı je asi nejlépe patrné z jeho tř́ıdimenzionálńı vizualizace, viz obrázek. Zde je
rotor, o celkové pr̊uměru 88 cm, zjednodušený na masivńı válec, předevš́ım modré barvy, na němž
je nasazená 3 cm tlustá obruč, znázorněná červeno-žlutě. Okolo ńı je devět vodič̊u o pr̊uměru
2 cm tvoř́ıćıch induktor, na obrázku reprezentovaný drátovým modelem. Celkové rozměry i
tvar obruče byly oproti skutečně realizovanému ohřevu, z něhož mám k dispozici naměřená
data, randomizované, nicméně jejich hodnoty jsem ponechal řádově stejné. Rozměry rotoru v
podélném směru neodpov́ıdaj́ı skutečnosti, ale jsou výsledkem kompromisu mezi dostatečnou
homogenitou pole a maximálńı úspornost́ı modelu.

4.0.2 Vstupńı data a okrajové podmı́nky

Nyńı uvedu okrajové podmı́nky a materiálové vztahy pro jednotlivá pole tak jak byla zadaná
do modelu. Nevypisuji přitom všechny parametry, které je možno zadat, ale pouze ty, u nichž

52



Obrázek 4.2: Prostorové znázorněńı celkového uspořádáńı

Obrázek 4.3: Celkový pohled na dvoudimenzionálńı uspořádáńı

byla změněna přednastavená hodnota, respektive ty, které uvažujeme.

Elektromagnetické pole

Pro magnetické pole vystač́ıme pouze s jednou okrajovou podmı́nkou, přepisuj́ıćı A=0 v
dostatečné vzdálenosti od induktoru. Za tuto oblast voĺım vněǰśı hranici podle obrázku 4.3.
V oblasti materiálových vztah̊u hraje největš́ı roli nelineárńı chováńı relativńı permeability.
Vzhledem k obecně neznámému složeńı rotoru a rotorové obruče, a také relativńımu nedostatku
dat vycháźım z pr̊uběhu naměřeného pro ocel 12040 podle ČSN, s t́ım, že skutečný pr̊uběh se
mu bude v́ıce či méně přibližovat.
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Obrázek 4.4: Pohled na detail obruče

Rotor
Předpokládáme, že rotor je tvořený oceĺı 12040 podle ČSN. Kromě toho zadáme elektrickou
vodivost γ = 106 S ·m−1.
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Obrázek 4.5: Závislost relativńı permeability rotorové oceli na magnetické indukci

Obruč
Pro obruč předpokládáme stejný pr̊uběh relativńı permeability jako v př́ıpadě rotoru. Elektrická
vodivost γ by měla mı́t hodnotu okolo 5 · 106 S ·m−1

Ćıvka
U ćıvky induktoru pouze předepisuji celkový proud I, který j́ı bude protékat, a který bude mı́t
velikost 2500 A a frekvenci 100 Hz po celou dobu, kterou vzhledem k předchoźım zkušenostem
stanov́ıme na 18 minut. Dále zadáme µr = 1. T́ım pádem se nestarám o ztráty, které by ve
skutečném vodiči vznikly, a neuvažuji ani takzvaný skinefekt, jehož vlivem by proudová hustota
byla o něco vyšš́ı bĺıže povrchu, než v jeho středu. Nutno ř́ıci, že se t́ım nedopoušt́ım žádné
chyby - teplota vodiče totiž bývá udržovaná na v́ıceméně konstantńı hodnotě pomoćı vodńıho
chlazeńı, a výsledné magnetické pole bude stejné bez ohledu na rozložeńı proudové hustoty ve
vodiči. Uvedená zjednodušeńı maj́ı tedy vliv předevš́ım na ušetřeńı části výpočetńıho času.
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Vzduch
Okolńı prostřed́ı nemá na rozložeńı magnetického pole prakticky žádný vliv, je tedy pouze
potřeba zadat relativńı permeabilitu vzduchu µr = 1

Teplotńı pole

Pro teplotńı pole zadáme následuj́ıćı okrajové podmı́nky - ve středu osy symetrie (viz obrázek
4.3) bude teplotńı tok q nulový, a na hranici vyšetřované oblasti stanov́ıme pevnou teplotu
okoĺı T = 293 K. Na okraji rotoru a obruče bude docházet k přestupu tepla do okoĺı vlivem
konvekce a radiace, které charakterizujeme následuj́ıćımi parametry: koeficient přestupu tepla
α = 10W ·m−2 ·K−1 a emisivitu ε = 0.2. Jak se zmiňuji v části o teplotńım poli, je teoretické
stanoveńı těchto parametr̊u prakticky nemožné. Jejich hodnoty proto vycháźı z praktických
zkušenost́ı. Naopak parametry jednotlivých materiál̊u, at’ se jedná konstanty či funkčńı závislosti,
lze źıskat poměrně snadno, např́ıklad z Jahm databáze, proto je uvád́ım pouze přehledově:
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Obrázek 4.6: Závislost tepelné vodivosti rotoru na teplotě

Obruč Závislost hustoty a tepelné kapacity je stejná jako u rotoru, v př́ıpadě teplotńı vodivost
poč́ıtám s konstantńı hodnotou λ = 15W ·m−1 ·K−1

Ćıvka

Tabulka 4.1: Materiálové parametry pro vodič
Tepelná vodivost λ = 400 W ·m−1 ·K−1

Hustota ρ = 7500 kg ·m−3

Tepelná kapacita cp = 385 J · kg−1 ·K−1

Vzduch

Termoelastické pole

Pro termoelastické pole stanov́ıme následuj́ıćı okrajové podmı́nky - vzhledem k tomu, střed
symetrie (opět viz obrázek 4.3) muśı z̊ustat nehybný, zvoĺıme zde podmı́nku typu fixace-fixace,
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Obrázek 4.7: Závislost tepelné kapacity rotoru na teplotě
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Obrázek 4.8: Závislost hustoty rotoru na teplotě

Tabulka 4.2: Materiálové parametry pro vzduch
Tepelná vodivost λ = 0.02587 W ·m−1 ·K−1

Hustota ρ = 1.275 kg ·m−3

Tepelná kapacita cp = 1.005 J · kg−1 ·K−1

tedy pevné umı́stěńı vzhledem k oběma osám. Naopak na obvodu obruče a rotoru očekáváme
dilataci, zvoĺıme proto podmı́nku typu volná-volná (můžeme také zvolit typ volná-fixace a
neuvažovat prodloužeńı, k němuž by mohlo doj́ıt v podélném směru). Materiálové vlastnosti
rotoru a obruče opět nalezneme např́ıklad v Jahm databázi.
Rotor
Obruč
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Tabulka 4.3: Materiálové parametry těleso rotoru
Young̊uv modul E = 210 GPa

Poissonovo č́ıslo ν = 0.3

Koeficient teplotńı roztažnosti α = 1 · 10−5K−1

Referenčńı teplota Tref = 293K

Tabulka 4.4: Materiálové parametry rotorové obruče
Young̊uv modul E = 210 GPa

Poissonovo č́ıslo ν = 0.3

Koeficient teplotńı roztažnosti α = 1.95 · 10−5K−1

Referenčńı teplota Tref = 293K

4.0.3 Źıskané výsledky

Nyńı se pod́ıvejme na źıskané výsledky. Hlavńı parametr, podle kterého můžeme ověřit
věrohodnost modelu je rozložeńı teploty v obruči v závislosti na čase. Ta bude podle očekáváńı
postupně nar̊ustat, až dosáhne teploty okolo 800 K, při ńıž se obruč dostatečně roztáhne.

t=90 s t=180 s

t=270 s t=360 s
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t=450 s t=540 s

t=630 s t=720 s
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t=810 s t=900 s

t=990 s t=1080 s

Pro posledńı krok ohřevu se ještě pod́ıvejme na pr̊uběh teploty podél povrchu obruče, respektive
1 a 2 mm pod povrchem, znázorněné na obrázku 4.10. Osa x na př́ıslušném grafu proto
představuje tyto úsečky, pro něž jsme nechali pr̊uběhy vykreslit, a sice ve směru stejný s osou z
zdola nahoru.

59



Okraj obruce (m)

0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

T
ep

lo
ta

(K
)

780

785

790

795

800

805

810

Obrázek 4.9: Pr̊uběh teplotńıho profilu v jednotlivých hloubkách

V oblasti elektromagnetického pole nás bude zaj́ımat pr̊uběh magnetické indukce a měrných
ztrát. Jejich pr̊uběhy byly spoč́ıtány pro začátek ohřevu v upraveném modelu, z něhož
bylo odstraněné teplotńı a termoelastické pole, a oblast obruče maximálně zjemněná. Ani
tak se bohužel nepodařilo źıskat dostatečně jemný pr̊uběh, jelikož řešeńı pro vyšš́ı stupně
nekonvergovalo. Výsledky, které se podařilo źıskat nicméně odpov́ıdaj́ı očekáváńı. V př́ıpadě
měrných ztrát ještě uvád́ım jejich pr̊uběh na povrchu obruče, respektive v hloubce 1 a 2 mm
pod ńım, ve stejném smyslu jako byly uvedeny pr̊uběhy teplot.

”Pr̊uběh magnetické indukce” ”Pr̊uběh hustoty ztrát”
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Obrázek 4.10: Pr̊uběh hustoty ztrát v jednotlivých hloubkách

Jako posledńı nás budou zaj́ımat pr̊uběhy veličin termoelastického pole. Ten nejlépe ilustruje
obrázek 4.12, zobrazuj́ıćı intenzitu a celkový směr posuvu. Výsledný tvar rotoru a obruče
nicméně neńı ve správném měř́ıtku, proto je nutné brát toto zobrazeńı jen jako ilustračńı.

Obrázek 4.11: Schematické znázorněńı dilatované obruče

Přesné hodnoty roztažeńı obruče vzhledem k rotoru źıskáme vykresleńım pr̊uběhu posuvu v
malé vzdálenosti kolmo od kritického mı́sta (což je oblast obruče, která muśı po svém roztažeńı
překonat výstupek) nejdř́ıve ve směru od, a poté do středu symetrie. Jejich odečteńım źıskáme
hledaný pr̊uběh, který uvád́ım na obrázku. Vid́ıme, že hodnoty se pohybuj́ı v oblasti vyšš́ı než 2
mm, lze tedy na závěr prohlásit, že bychom měli být schopńı obruč i s určitou rezervou sundat.
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Obrázek 4.12: Vypoč́ıtaný pr̊uběh roztažeńı obruče v kritickém mı́stě
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Kapitola 5

Závěr

Předkládaná práce se zabývala modelováńım indukčńıho ohřevu pro manipulaci s rotorovými
obručemi. V úvodu práce byla uvedena motivace vedoućı k výběru této konkrétńı úlohy a ćıl,
kterým bylo vytvořeńı numerického modelu tohoto procesu, využitelného k predikci pr̊uběhu
ohř́ıváńı konkrétńıch obruč́ı. Ve druhé kapitole byly odvozeny základńı vztahy pro spojité
modely elektromagnetického, teplotńıho a termoelastického pole. Dále jsem se stručně zmı́nil
o možných metodách řešeńı těchto rovnic, a o některých výhodách použit́ı metody konečných
prvk̊u. Jej́ı základńı principy, spolu s přidruženými tématy jako numerická integrace nebo řešeńı
nelineárńı soustavy rovnic jsem popsal v následuj́ıćı kapitole. V posledńı části jsem potom nast́ınil
základńı princip slabého sdružeńı, a diskutoval volbu vhodného softwarového prostřed́ı. V závěru
práce jsem popsal geometrické uspořádáńı úlohy, materiálové vlastnosti a okrajové podmı́nky, a
prezentoval vybrané výsledky řešeńı pro jednotlivá pole.

V praktické části bylo ověřeno, že se rotorová obruč při napájeńı induktoru proudem o velikosti
2500 A a frekvenci 100 Hz po dobu 18 minut ohřeje až na teplotu okolo 800 K, což s určitou
rezervou zp̊usob́ı jej́ı dilataci o požadovanou délku.

V pr̊uběhu psańı práce také postupně vyvstala řada problémů, v jejichž řešeńı by bylo dobré dále
pokračovat. Předevš́ım jde o daľśı verifikaci modelu, kterou bude možné provést po dodáńı co
nejpřesněǰśıch parametr̊u u již realizovaných ohřev̊u a následné porovnáńı teoretických výsledk̊u
s praktickými. Daľśı poměrně rozsáhlou oblast́ı by mohlo být vytvořeńı určitého rozhrańı,
pomoćı něhož by bylo možné snadno měnit geometrické uspořádáńı, spolu s automatizovaným
zpracováńım některých výsledk̊u, aby mohli výpočet provádět i uživatelé zvykĺı pracovat s jinými
výpočetńımi programy. V neposledńı řadě se pak nab́ıźı pokusit se o optimalizaci celého procesu.
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[1] POLÁK, Josef. Variačńı principy a metody teorie elektromagnetického pole. Praha:
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[6] RADA, Josef. Elektrotepelná technika. 1. vyd. Praha: SNTL, 1985, 344 s. ISBN
80-707-8874-7

[7] ZIENKIEWICZ, O. C., Robert L. TAYLOR a J. Z. ZHU. The finite element method:
its basis and fundamentals. 6th ed. Oxford: Elsevier Butterworth-Heinemann, 2005.
ISBN 0-7506-6320-0.
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.1 Přehled nejpouž́ıvaněǰśıch programů pro řešeńı
multifyzikálńıch úloh

Tabulka 1: Přehled nejpouž́ıvaněǰśıch programů pro řešeńı multifyzikálńıch úloh; Zdroj: Pavel
Karban

Produkt Geo-
metrie

Sdružeńı Podpora
platformy

Popis

ANSYS 2D/3D silné,
slabé

Windows,
Linux (č),
MacOSX (č)

Univerzálńı program pro řešeńı
fyzikálńıch poĺı, optimalizačńı modul

Maxwell 2D/3D - Windows,
Linux

Řešeńı elektromagnetických a
elektromechanických systémů

COMSOL
Multiphysics

2D/3D silné,
slabé

Windows,
Linux,
MacOSX

Univerzálńı program pro řešeńı
fyzikálńıch poĺı, optimalizačńı modul

Opera 2D/3D slabé Windows,
Linux

Multifyzikálńı program zaměřený na
elektromagnetické pole

Flux 2D/3D silné Windows Elektromagnetické a tepelné výpočty

MagNet,
ElecNet,
ThermNet,
OptiNet

2D/3D - Windows Multifyzikálńı program, optimalizačńı
modul

CST Studio
Suite

2D/3D slabé Windows Multifyzikálńı program zaměřený na nf
a vf elektromagnetické pole

Mafia 4 2D/3D - Unix (HP-UX,
Solaris,
DEC OSF1),
Windows

Multifyzikálńı program zaměřený
na elektromagnetické pole, lineárńı
problémy, optimalizace

GetFem++ 2D/3D slabé (?) Unix,
Windows,
MacOSX

Nekomerčńı multifyzikálńı program,
nelineárńı problémy, ovládáńı přes
Python, Matlab nebo Scilab

Onelab 2D/3D slabé (?) Windows,
Linux,
MacOSX,
Android, iOS

Nadstavba řešiče GetDP a programu
Gmsh; ukázkové př́ıklady z oblasti
indukčńıho ohřevu

Quickfield 2D slabé Windows Multifyzikálńı program pro řešeńı
fyzikálńıch poĺı, lineárńı i nelineárńı
problémy, optimalizace

Agros2D 2D slabé Windows,
Linux,
MacOSX

Řešeńı fyzikálńıch poĺı založená na
knihovně Hermes2D pro hp-FEM, resp.
Deal.II
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