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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva modelem indukéniho ohfevu rotorovych obruéi, coz je proces
realizovany pii jejich demontdzi z rotoru predevsim synchronnich turbogeneratoru. Indukéni
ohrev je preferovany postup piedev8im proto, ze pfi ném nedochéazi k chemickému ovlivnéni
materialu obruce.

Néplni prace je numerickd implementace tohoto procesu jako takzvané sdruzené tulohy, pfti
niz dochéazi ke vzajemné interakci elektromagnetického, teplotniho a pole termoelastickych
deformaci. V tvodu prace se proto vénuji popisu spojitého modelu jednotlivych poli, a déle
uvadim zakladni principy metody koneénych prvku, pouzité pii numerickém feSeni.

V zavéru prace popisuji realizaci modelu v prostiedi Agros2D, uvadim ziskané vysledky a
diskutuji moznd zlepseni modelu sméfujici k jeho dostateéné presnosti pro praktické nasazeni.

Kliéova slova: Agros2D, indukéni ohfev, sdruzend tloha, metoda koneénych prvka, rotorova
obruc



Abstract

This thesis deals with modeling of induction heating of rotor rings, which is a process taking place
during their disassembly primarily from synchronous turbogenerators rotors. Induction heating
is nowadays a favourized procedure mainly because it does not affect the chemical properties of
the rings.

Numerical implementation of this process is treated as a so called coupled problem, during which
the interaction between electromagnetic, thermal and field of thermoelastic displacements is
realized. At the begining I describe some basic relations and aspects of their continuuos models,
after which some general principles of the finite element method are presented. This method
is also used in the numerical part. In the end the model is put into practice in the Agros2D
environment and its results are discussed, as well as some possible improvements of the model
heading towards its better accuracy needed for practical applications.

Keywords: Agros2D, induction heating, coupled problem, finite element method, rotor ring
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Kapitola 1

Uvod

Cilem této prace je vytvorit matematicky modelu indukéniho ohfevu rotorovych obrudi, a
tento model dale vyuzit pii predikci vyvoje jednotlivych parametri pro konkrétni konfiguraci,
respektive k navrhu takového uspotadani, aby byl ohfev viibec realizovatelny. Tato tloha vzesla
ze spolupréce s firmou BRUSH-SEM s.r.o., je tedy motivovand konkrétnimi pfipady ohfev,
které je potfeba realizovat.

Rotorové obruce jsou dulezitou soucasti rotoru synchronnich turbostroju, nachazejici se v
prostoru ¢el vinuti, jejichz hlavni tloha je zajistit jejich mechanickou odolnost pii provozu.
Samotnd obru¢ se na rotor obvykle nasazuje za tepla, a jeji upevnéni zajistuji nejen vzniklé
termoelastické sily, ale predev§im nékolikamilimetrovy vystupek na rotoru. Piiklad konstrukce
takové obruce uvadim nize na obrazku.

Obréazek 1.1: Priklad konstrukce rotorové obruce

Béhem servisu turbogeneratoru je potieba tuto obru¢ sejmout, a poté opét nasadit. Aby bylo
mozné piekonat vystupek na rotoru, zahtiva se obru¢ na teplotu, pfi niz se jeji vnitini pramér
zvetsi pravé o tento rozdil, coz odpovidd zhruba 400-500 °C.

Ohftev je mozné realizovat nékolika zptusoby, z nichz nejjednodussi je ohfati propan-butanovym
plamenem. To m& ovSem za néasledek zménu v chemické struktufe obruce, proto se jeho pouzivani
nedoporucuje, a jako optimélni postup se voli ohfev indukci. Zde ovSem vstupuje do hry nékolik
parametru (rozméry rotoru, rozméry induktoru, napdjeci frekvence, ¢as, ...), jejichz nastaveni
urcuje prubéh ohfevu, respektive jeho realizovatelnost. Cilem prace je proto vytvorit model Fesici
proces ohiivéni jako sdruzenou tlohu vsech ti{ fyzikalnich poli (elektromagnetického, teplotniho
a termoelastickych deformaci), ktery by proces s dostatecnou presnosti namodeloval, a na jehoz
zakladé by bylo mozné formulovat nékteré zaveéry, piipadné doporuceni pro moznou optimalizaci
procesu.



V naésledujicich kapitolach uvedu nejdiive zdkladni pojmy a vztahy pro spojité modely
jednotlivych poli, déle budu diskutovat vybér vhodné metody pro jejich numerické feSeni, na
coz navazi popisem principu metody koneénych prvkua, coz je v soucasné dobé pirevladajici
metoda pro feSeni sdruzenych iloh. V zavéru prace se potom budu vénovat vybéru vhodného
softwarového prostiedi a vlastni realizaci modelu, spolu s diskuzi ziskanych vysledka a moznosti
jak tento model vylepsit pro jeho co nejlepsi fungovani v ostrém provozu.



Kapitola

Spojity matematicky model

2.1 Parcialni diferencialni rovnice

Zékladni vztahy pro formulovdni vétSiny ptirodnich zdkonu jsou dané rovnicemi, v nichz se
vyskytuji derivace néjaké funkce, obecné nazyvané diferencialni rovnice. Ty délime na dvé
zakladni skupiny - obycCejné, charakteristické tim, ze obsahuji pouze derivace podle jedné
proménné a parcidlni, ve kterych ma neznama funkce vice proménnych a ve kterych se vyskytuji
parcidlni derivace této funkce. Zatimco obycejné diferencialni rovnice se obvykle fesi obecné,
a nasledné upfesni zadanymi pocateénimi podminkami, v piipadé parcidlnich neni vétsinou
mozné obecné Feseni nalézt!, a problém se formuluje ve tvaru takzvané okrajové tilohy. Vztahy
pro popis elektromagnetického a teplotniho pole, stejné jako pole termoelastickych posuvi, jsou
formulovany pravé ve tvaru obsahujicim parcidlni diferencidlni rovnice. Vzhledem k naro¢nosti
a rozsahu (ktery ma navic viceméné jen teoreticky charakter) se omezim pouze na definici
zékladnich pojmu, nutnych pro formulovani feSené 1lohy.

Obdobné jako u obycejnych diferencialnich rovnic, i v piipadé parcidlnich mluvime o
fadu rovnice, ktery urcéuje nejvyssi derivace nezndmé funkce. Obecné muzeme parcidlni
diferencidlni rovnici fadu k € N zapsat ve tvaru:

Fxun 0w Ou O
’u’8371""’83:”’830%""’83:51

Zde se ovSsem omezim pouze na parcialni diferencidlni rovnice druhého Fadu, které maji v
praktickych aplikacich nejvétsi zastoupeni. Pokud se na parcidlni derivaci divdme jako na
operator, muzeme rovnici druhého radu v R™ zapsat nasledovneé

Zaii —|—22 Z awax ax +2Zai0§;+aoou—f (2.1)
i=1 ! i=1 !

=1 j=i+1

2.1.1 Klasifikace parcialnich diferencialnich rovnic

V piipadé, ze se omezime na funkci dvou proménnych, dostaneme rovnici (1) ve tvaru

0%u 9%u 0%u ou ou
2a 2a 2000 —~— = 2.2
1182+a2282+ 1288 + 10a + azoay+aoou f (2.2)

(Pro tplnost dodejme, ze alespon jeden z koeficienti aii,ass, a2 musi byt nenulovy.) Tato
rovnice potom muze byt vhodnou transformaci souradnic § = £ (z,y),n = n(x,y) prevedend
na jeden ze tii takzvanych kanonickych tvaru

Yjedinym pifpadem je d’Alembertovo feseni vinové rovnice v R?



0%u 02 8 6
0%u ou ou
82+ f8€+b—+cu—f (2.4)

%u  0%u ou ou

5 a5, taqgs+ b— +cu = 2.5
Protoze tyto tvary maji stejnou strukturu jako rovnice kuzelosecek, byvaji rovnice, které takto
lze prevést, oznacované jako eliptické, parabolické, respektive hyperbolické. O typu rovnice

rozhoduje hodnota vyrazu a%Q — ajjaqs takto

pokud a3y — ajjaiz < 0, je rovnice eliptickd (2.6)
pokud a2y — ajja12 = 0, je rovnice parabolicks (2.7)
pokud  a?y — ajjaia > 0, je rovnice hyperbolicka (2.8)

2.1.2 Okrajové podminky

Abychom mohli formulovat okrajovy problém a nalézt jednozna¢ny popis néjakého pole, je
potieba kromé oblasti €2 , kterd musi byt omezend a jednoduse, nebo vicendsobné souvisl4,
formulovat podminky na jeji hranici I', jejichz vyznam spociva v interakci pole a prostiedi v
okolf hranice. Pro lepsi predstavivost uvadim jako pifklad jednoduchou oblast Q@ C R? a jejf
hranice I' = T'; Uy (kde zdroven I'y Ty = (), na niz rozlisujeme dva typy okrajovych podminek.

Okrajova podminka I. druhu neboli Dirichletova okrajova podminka na I'y C I' zadava na této
¢asti hranice potencial
u = g1, respektive u =g,

1
y ¢:0
b

¢=0 ¢=0
0 o=fl@) *FT

Obrazek 2.1: Jednoduchéa oblast a jeji hranice

Pokud Fe§fme pole na neomezené oblasti Qu,, pro kterou v pifpadé © C R? je potieba nahradit
skaldrni respektive vektorovy potencidl, pro ktery plati u(co) = 0, respektive u(co) = 0
aproximativné omezenou oblasti, na jejiz hranici ma pole specifické vlastnosti. V praxi se
vétsinou vyskytuji dva pripady. V prvni piipadé priddme nulovou Dirichletovu podminku do
takové vzdalenosti, kde neuvazovanim vlivu pole vznikne zanedbatelné mala chyba, v druhém
piipadé fesime tlohu s néjakym typem symetrie, diky které muzeme Neumannovu okrajovou
podminku polozit rovnou nule

Nésledujici tabulka uvadi feSitelnost jednotlivych typu rovnic v zavislosti na typu oblasti
a okrajovych podminkach.
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Typ parcialni diferencidlni rovnice

Elipticka Parabolicka Hyperbolicka
e Unikatni a stabilni
.. Oteviena ., - - .
Dirichletova nebo -, Podurcena reSeni pouze Poduréena
mnozina . -
Neumannova v jednom sméru
Uzaviena Unikatni a ., .,
.. s e o~ . Preurcend Preurcéena
mnozina | stabilni reSeni
; Nema el .
Oteviena o, L, Unikatni a
Cauchyova .. fyzikalni Preurcena e .
mnozina , stabilni FfeSeni
vyznam
Uzaviena oL, L, oL,
.. Preurcena Preurcena Preurcena
mnozina

Tabulka 2.1: Resitelnost p.d.r. v zévislosti na typu a okrajové podmince

Obecné je analytické feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic mozné jen pro ty nejjednodussi
piipady, a proto je pro modelovani redlnych aplikaci prakticky nepouzitelné. Z toho duvodu byly
rozvijeny dalsi techniky, jejichz pfehled uvadim v nésledujicim schématu. V dalsich kapitolach
se pak zaméiim na popis metody koneénych prvki.

PARCIALNI
DIFERENCIALNI ROVNICE

Analytické Numerické Hybridni Stochastické
. o I S Py
Diferencialni . ntegr'o/ , Integralni Monte Carlo
diferencialni
Diferencni] |Variacni] |[Momentove] [Rovnice Vyrazy

Fredholmovy
rovnice I. druhu

Metoda Ritzovy Fredholmovy

Metoda siti v . o :
konecénych prvku metody rovnice II. druhu

Obrazek 2.2: Prehled zakladnich metod pro feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic

11



2.2 Vztahy popisujici elektromagnetické pole

Prvni pole, které je tieba pii indukénim ohfevu analyzovat, je pole elektromagnetické. Abychom
ziskali zékladni pfedstavu o jeho chovani, a zaroven hrubou kontrolu numerického modelu, uvedu
nejdrive odvozeni vlnové rovnice, ¢imz dostanu k vyznamu hloubky vniku pro indukéni ohfivani,
déle se zminim o Poyntingové vektoru, ukazi analyticky vypocet hlavnich veli¢in ve vodivé
vsazce, a jako posledni odvodim rovnici, pouzitou pii feseni numerického modelu.

T

Obréazek 2.3: Znazonéni elektromagnetické viny - vektory E a B jsou na sebe navzajem kolmé
(ve skutecénosti se oviem B o mnoho fadu mensi)

2.2.1 Odvozeni vlnové rovnice
Aplikujme operator rotace na prvni Maxwellovu rovnici

orot E

OE
rot(rot H) = rot yE + rot ege, — = yrot E + &?OETT

ot

a dosadme za E z druhé rovnice

oOH 0’H
rot(rot H) = —’yuourﬁ — 505T,u0,urw

vyuzitim identity

rot(rot H) = grad(divH) — V*H

dostaneme

0*H

. OH
grad(divH) — V’H = —v,uo,urﬁ - EQETM()MTW

Protoze musi platit (ze 4. rovnice)

divH=0

dostaneme po upravé rovnici pro magnetickou slozku

0*H

OH
VEH = Yltofin - + E0Eriior 5

ot

Pro odvozeni elektrické slozky opét aplikujeme operédtor rotace, tentokrat na druhou Maxwellovu

12



rovnici

d(rot H)

rot(rot E) = —popr o

a z prvni rovnice dosadime za rot H

OE O0’E
rot(rot E) = 'y,uo,ura — EOE’!’IU’OILLTW

respektive

, OE O’E

grad(divE) — V’E = VHokr 5, — E0ErHOMr
Protoze podle tieti rovnice plati
divE = 2
E0Er
muzeme psat
V’E o8 E | rad 2
= — —&0€ — ra
YO o ot 0Er O oy o2 g 08,

Tim dostavdme dvé rovnice, které jsou obecnymi rovnicemi popisujicimi Sifeni
elektromagnetického vlnéni v prostiedi, kde €., pu, a v jsou konstanty. V praxi ovsem,
vzhledem k tomu, Ze konduktivita izolanti a vodicu se od sebe lisi az o 24 tadu (!),
muzeme zanedbat bud hodnoty v (nevodivé prosttedi), nebo e, (vodivé prostiedi). Stejné tak
neuvazujeme volné naboje (rho = 0), ¢imz se obé rovnice zjednodusi. Pro nevodivé prostiedi
budou ve tvaru

0*H
V2H = EoeTMU/LT‘W (29)
¢
O*E
V2E = 5(]57«/1[),[/@@ (210)
A pro vodivé prostiedi
OH
V?H = VHoLr 5 (2.11)
OE
V’E = Vot (2.12)

Vzhledem k tomu, Ze pro indukéni ohfev se obvykle pouzivaji zdroje s harmonickym pribéhem
proudu, budou se i jednotlivé intenzity ménit harmonicky. Muzeme tedy psat

E = Ee/*t
H = Hye*!

Casové derivace potom muzeme vyjadiit ve tvaru

E _
%t = jwEne’t = juE
2
E A
—%tg = —w’E,e¥ = —W’E

13



a analogicky i pro H. Pokud se omezime na vodivé prostiedi, a budeme pro zjednoduseni
uvazovat vlnu pouze jako jednorozmeérnou, dostaneme

0’H
o) = jwypoprH (2.13)
’E
a5z = JwvhonE (2.14)

Reseni rovnice bude ve tvaru H = Ae*?* + BeM* kde A,B jsou integraéni konstanty a A% =
Jwypolr, proto bude

A2 = /Gy o
Odmocninu z komplexni jednotky muzeme déle vyjadiit riznymi zpusoby

. ; 2 1 1 1+7
="/t = cos@ +jsins = +j—==—F
\/‘; 4 4 \2sqrt J\/§ V2

Po dosazeni dostaneme

WYMoy i1 +7

2 T2
2
a =
V wypops

kde a je takzvand hloubka vniku, coz je také vzdalenost, v niz se amplituda veli¢in pole utlumi
e-krat. Tento parametr hraje dulezitou roli pfi navrhu indukéniho ohievu. Pokud totiz snizime
hloubku vniku, bude se dodavand energie soustiedit blize k povrchu ohfivaného pfedmétu. Tim
sice na jednu stranu zvétSime ztraty tepla zpusobené vyménou s okolim, na druhou stranu ale
minimalizujeme prohfivani ostatnich ¢asti. V ptipadé, kdy chceme indukénim ohievem upravit
pouze povrchovou vrstvu materidlu se potom bez pouziti vyssich frekvenci neobejdeme.

A2 = £(1+7)

2.2.2 Poyntingtv vektor

Nyni uvedu odvozeni takzvaného Poyntingova vektoru, coz je ¢asto pouzivany koncept pii
vypoctu indukénich zafizeni, a zaroven dulezité odvozeni pro spravné pochopeni prenosu
elektromagnetické energie. Vyjdéme z energie elektromagnetického pole v objemu V:

1 1 1 1
W:/D-EdV+/B-HdV:aoar/E~EdV+uouT/H-HdV
2 Jv 2 Jv 2 v 2 v

Ptedpokladejme, ze v tomto objemu dochéazi v ¢ase k ubyvani energie W, coz vyjadiime derivaci

ow OE OH
P——at——gogr/‘\/Eath—Mour/‘/H6th

Do této rovnice dosadime z Maxwellovych rovnic

OE OE 1
rotH =~vE + S v - (rotH — vE)
0H 0H 1
tE=— —_— = ——=- tE
70 Hotr 5 o
a dostaneme
ow 9
P:fﬁz E-(WE—rotH)dV+ | H-rotEdV = | YE*dV + [ (H-rotE—E-rot H)dV
\% \% \% %

14



vyuzitim identity H - rotE — E - rotH = div(E x H) muzeme psét

P :/ 7E2dV+/ div(E x H)dV
14 14

Tento vyraz udavé dva zdkladni zpiisoby premény energie v objemovém elementu. Clen
fv vE2dV urcuje teplo, které se v objemovém elementu za jednotku ¢asu vyvinulo. Druhy élen
predstavuje vykon vychézejici z objemu a pripadajici na jednotku plochy. S vyuzitim Gaussovy
ho muzeme upravit na tvar

/Vdiv(ExH)dV:/A(ExH)-dA:/AS-dA

kde S = E x H je Poyntinguv vektor. Ten ma kromé praktického vyuziti i svij teoreticky piinos
- ukazuje, ze nosi¢em elektromagnetické energie je pole, nikoliv ndboje nebo proud.

2.2.3 Rovnice pro popis elektromagnetického pole v numerickém modelu

I zde vyjdu z Maxwellovych rovnic. S tim rozdilem, Zze do prvni z rovnic zahrnu navic koercivni
silu permanentniho magnetu:

rot(H — He) :J—i—%]?

K nim je ovSem potieba dodat jesté materidlové vztahy
B=uH, D=c¢E, J=~E+E,)

Zatneme rozepsanim prvni rovnice, do niz dosadime s vyuzitim poslednich dvou jmenovanych
¢lenti. Budeme také rovnou predpokladat harmonicky prubéh veli¢in, ¢imz dostaneme

rotH = 7Ey +17E + jweE

Vzhledem k tomu, ze vodivost kovu se pohybuje v fadu 106 az 107, zatimco permitivita epsilon
mé& hodnoty okolo 10-11, muzeme i pro frekvence okolo 1 MHz zanedbat posledni ¢len na pravé
strané. V dalsi odvozovani proto vyjdeme z upravenych rovnic

rot(H—H¢) =J

OB
tE = ——
Iro 8t

a ze vztahu J = v(E 4+ E) mezi vektory E a J v systému, jehoz ¢dst nebo ¢asti se pohybuji
rychlosti v v magnetickém poli B. Zde je doplikova intenzita Ev dand vztahem

E,=vxB

V dalsich rovnicich budeme pracovat s takzvanym magnetickym potencidlem, definovanym
rovnici

B =10t A

a zuzujici podminkou
divA =0

Hlavni motivaci pro jeho zavedeni je fakt, ze prace s vektory znamena préci s jejich slozkami,
jejichz pocet odpovida dimenzi tlohy, coz feSeni ulohy komplikuje. Druhou nepi{jemnou
vlastnosti vektoru je skute¢nost, ze mohou byt nespojité. Oba tyto duvody proto vedly k zavedeni
nékolika riznych potencidlu.

Nyni tedy muzeme dosadit a psat

1
rot (rotA - HC) =v(E+vxB)=9E+v xrotA) (2.15)
i
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Magneticky vektorovy potencial nyni zavedem i do druhé rovnice, ¢imz dostaneme

E= OA (A
Tro = ot = —TIO ot

Tato rovnice mé obecné feSeni ve tvaru

A
E= —%—t — gradp — f(¢) (2.16)

kde ¢ je obecnd skaldrni funkce souradnic a f(t) je obecna funkce ¢asu. Po dosazeni 2.16 do 2.15
bude

1 A
rot (rotA - Hc) = <_88t —gradyp — f(t) + v x rotA)
w

Clen —~f(t) reprezentuje proudové hustoty zavislé pouze na Case, a nikoliv na soufadnicich.
Takové proudové hustoty se v piipadé vykonovych indukénich ohfevu v zaddném systému
nevyskytuji, a proto je nebudeme déle uvazovat. Dale pfeznaéime clen —vygradp, ktery
predstavuje hustotu proudit doddvanych do systému zvnéjsku, na J.xt, ¢imz dostaneme vysledny
tvar rovnice popisujici elektromagnetické pole

1 A
rot ( rotA — Hc> + <88t — v X rot A> = Joxt (2.17)
i

Zbyvajici ¢leny rovnice maji nasledujici vyznam:

- Clen —va—A predstavuje hustotu proudu indukovanych v elektricky vodivych ¢astech systému
ot
systému ¢asovymi zménami magnetického pole

- Clen v x rot A predstavuje hustoty proudi indukovanych pohybem elektricky vodivych éésti
v magnetickém poli.
Vzhledem k tomu, ze zadna ¢ast systému se pfi indukénim ohfevu nepohybuje, redukuje se
rovnice 2.17 na tvar

1 A
rot (H rotA> + ’yaat = Jeoxt (2.18)
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2.3 Zakony a rovnice popisujici termoelastické pole

Teplotni pole se od ostatnich dvou odlisuje tim, Ze v jeho pfripadé je tieba definovat celkem
¢tyti okrajové podminky. Kromé obvyklych dvou - v ptipadé teplotniho pole jde o predepsanou
teplotu na rozhrani, respektive o predepsany teplotni tok - je potfeba urcit parametry prenosu
tepla konvekeci a radiaci. Spolu s kondukci predstavuji tyto mechanismy tii zdkladni zptsoby
§iteni tepla. Pro lepsi prehlednost jsem se ovSem rozhodl jimi nezacinat, ale zaclenit jejich
popis do sekce o Fourier-Kirchhoffové rovnici, coz je i rovnice s niz po¢itd numericky model,
a nasledné diskuzi jejich okrajovych podminek. (Vzdjemny vztah jednotlivych pojmu jesté
ilustruji na obrazku nize).

2.3.1 Fourier-Kirchhoffova rovnice

Odvozeni Fourier-Kirchhoffovy rovnice za¢nu popisem kondukce, coz je zpusob §ifeni tepla v
pevnych télesech, jejichz ruzné ¢asti maji ruzné teploty. Teplo se sice kondukei §iFi i v kapalindch
a plynech, zde se ovSem v mnohem vétsi mife uplatiuje konvekce, o které budu hovotit
déle. Protoze pri vypoctech jednodussich tloh plati velmi vyraznd analogie mezi teplotnim a
elektrickym polem (stejny tvar, jaky mé feSeni modelové tilohy v kapitole o koneénych prvcich
tak zdroven popisuje i rozlozeni teploty mezi ¢tyfmi sténami o dané teploté), rozhodl jsem se
pro jeho popis pomoci nasledujici tabulky:

Tabulka 2.2: Analogie mezi teplotnim a elektrickym polem

Potencial Termodynamickd teplota

V (V) (nulovy potencial v nekone¢nu) | (K) (nulova teplota je -273.15 C)
Napéti = potencidlni rozdil Teplotni rozdil

U:Vl—VQ (V) A@Z@l—GQ (Knebo C)
Konduktivita Soucinitel tepelné vodivosti

v (2= aa) A ()

Rezistivita Tepelny mérny odpor
p=1@m 1 (4

Elektricky odpor Tepelny odpor

délka _ p-délka m_ _ _délka
— déila__ pddla (_m__g) | p- ddla_
y-prutez — prufez \ g—m \-prufez
Hustota proudu Hustota tepelného toku
J=~E =~(—gradV) = —vygradV q=—Agrad®
_ v _ A

(L v 7) (ﬂ LK E)

Qm m ~ Qm2 = m?2 mK m = m?2

Vektor, jehoz smér je urceny Vektor, jehoz smér je urcen
normaéalou na ekvipotencidlni plochu normaélou na izotermalni plochu

Elektricky proud
I=[gJ-dS= [¢vE-dS =
= [¢—ygradV -dS

Tepelny tok
P:qu-dS’:fS—Agrad@-dS

Tyto analogie vyuzijeme pfi popisu prichodu tepla jednoduchou valcovou sténou v ustdleném
stavu, coz je piipad, ktery nejvice odpovidd déjum probihajicim pii ohfevu rotorové obruce.
Megjme tedy vélcovou sténu o vnéjsim poloméru ro, vnitinim poloméru ry a délky I, jak je
znézornéno na obrazku. Teploty v jednotlivych polomérech necht jsou popsany hodnotami 05 a
0. Potom muzeme urcit tepelny odpor prouzku radialni $itky dr jako:

dr  délka
\-2rrl - prifez

dR =

takze celkovy odpor stény bude

"2 dr 1
R= - In ]2
/m No2mrl 2w T
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Tepelny uz potom lehce vyjadiime jako

A9 91—
Pziz
R R

Obecné vedeni tepla ve tfech dimenzich lze potom zapsat jako

q(r,t) = —Agrad T'(r,t)

Daéle vyjdeme z tvahy, ze tepelny vykon v dané oblasti se rovna sou¢tu vykonu vzniklého v
daném objemu z jiné energie a tepelného vykonu dodaného do objemu pfes jeho hranici.

U) = [ poT.t) = Tiav
takze

d(flf) :% [/V pep (T(r,t) = Ta(r)) dV] = /V % [pcp (T(r,t) — T1(r))] dV

vzhledem k tomu, zZe veli¢iny p, ¢, ani 717 nejsou funkei ¢asu, muzeme rovnici zjednodusit

dU(#) AT (r, 1)
A dv
dt /Vp P at

Druhy ¢len pak muzeme vyjadiit jako
Q(t) = 7{ q(r,t)dS = 7{ q(r,t)-ndS—/ divgq(r,t) dV
S S 14

Dosazenim za [?] dostaneme

T
/p(r,t) dV:/ pcpd (r,t) dV—I—/ div g(r,t) dV
v v dt v

Protoze rovnice musi platit pro libovolny objem, muzeme integraly na obou strany ”vykratit”

dT(dT(r,t))

7 + divg(r,t)

p(?“, t) = pcp

coz po dosazeni za q bude

dl'(r,t
p(r,t) = pcp c(i? ) _ div(Agrad T'(r, t))

respektive

div(AgradT'(r, t)) = pcp dTC(l:’ ) —p(r,t)

Jako posledni rozepiSeme a upravime derivaci dT'(r,t)/dt

dz_al+a£d£+a£d£+8£%_a£+al +8£ +a£ _a£+ dT
dt Ot ordt " oydt  dzdt ot ot ey e e
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¢imz dostaneme vysledny tvar takzvané Fourier-Kirchhoffovy rovnice

T
div (AgradT') — pc, <86t + v - grad T> =—p (2.19)

Jednotlivé ¢leny maji nasledujici fyzikdlni vyznam:

- ¢len div (A grad T'), z néhoz jsme vysli, reprezentuje stacionarni stav
- teplotni pole ménici se s Casem popisuje Clen pcp%—{

- ¢len pc,v - grad T' popisuje pohybujici se casti systému. Pro indukéni ohfev, pfi némz jsou

vSechny ¢asti systému v klidu, se tak rovnice 2.19 zjednodusi:

T
div (A grad T') — pcpaat =-p (2.20)

2.3.2 Okrajové podminky

Nyni se podrobnéji podivejme na jednotlivé okrajové podminky, které, jak bylo pfedznamenano
v ivodu, budou celkem Ctyfi:

O Prvni okrajovd podminka je urc¢end klasickou Dirichletovou podminkou

1Tr, = konst.

Kde I'1 predstavuje ¢ast hranice s pevné danou teplotou.

[0 Druh& okrajova podminka je uréend klasickou Neumannovou podminkou

oTr,
—— = konst.

on
Kde T’y je ¢ast hranice se znamou derivaci teploty ve sméru vnéjsi normadly, respektive
teplotniho toku. (Typické pouziti této podminky je v ose symetrie zkoumaného systému,
na niz musi platit

oTr,

on =0

)

[0 Tieti okrajovd podminka urcuje prenos tepla pomoci konvekce, coz je zpusob
charakteristicky predevsim pro plynné a kapalné skupenstvi, v nichz dochazi ke
konvektivnimu promichdvani ¢astic. Z fyzikdlniho hlediska existuji dva zakladni druhy
konvekce: -pfirozend konvekce, k niz dochédzi vlivem ruzné hustoty teplejsich a studenéjsich
Céstic, které téleso obklopuji -nucend konvekce, k niz dochézi vlivem vnéjsich sil, coz byva
bud’ vitr nebo ventildtor, respektive ¢erpadlo Intenzita konvektivniho pfenosu tepla mezi
pevnym télesem (1) a tekutinou (2) zdlezi na materidlovych parametrech a tloustce mezni
vrstvy (3), jak je ukdzadno na obrazku. Pfenos tepla g. 12 v této oblasti je dany, podobné
jako u pevnych téles, Fourierovym zakonem
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Obréazek 2.4: Prubéh hustoty ztrat v jednotlivych hloubkach

o1y A3
12 = —A = Z2AT: 2.21
qc,1—2 1 8n1,2 53 3 ( )

kde A je tepelna vodivost pevného télesa (1) a A3 pficnd tepelnd vodivost mezni vrstvy
(3) o tloustce d3. Prakticky ale tento vztah aplikovat nelze, vzhledem k tomu, Ze nezndme
presné hodnoty parametri Az, d3 a ATj, které zavisi jak na teploté, tak na charakteru
proudéni (lamindrniho, pfechodového nebo turbulentniho) zkoumané tekutiny. Z toho
diivodu nahrazujeme rovnici 2.21 vyrazem

Qe1—2 = ae12(T1 — T3)

kde a1,2 je koeficient konvektivniho piestupu tepla mezi pevnym télesem (1) a tekutinou
(2), T1 teplota na povrchu pevného télesa, jez je v kontaktu s tekutinou (2), a T2 teplota
tekutiny (2) v dostateéné vzdalenosti od télesa (1). Tento koeficient je pak potieba
urcit experimentdlné, k ¢emuz se Casto vyuzivaji zavéry teorie podobnosti, predevsim
podobnostni ¢isla Reynoldsovo, Nusseltovo a Biotovo, a upravit v zavislosti na teploté.

Posledni z okrajovych podminek je pfestup tepla radiaci, odehravajici se, pokud téleso
vyzafuje (nejen) na vlnovych délkach od cca 0.1 um do cca 1 mm. Situaci opét ilustruji
na obrazku, kde dochdzi k vyzarovéni z télesa (1) s teplotou Tem = T) a soucinitelem
emisivity (také stupném c¢ernosti) Cem na absorbujici médium o teploté T,b = T, a
soucinitelem absorpce C,b, pro jehoz prakticky popis jsou dulezité t¥i zakony:

Obrézek 2.5: Prubéh hustoty ztrat v jednotlivych hloubkéch

B Kirchhoffiv zdkon, ktery iikd, ze sdlavost télesa je tim vétsi, ¢im vétsi je jeho
pohltivost, coz matematicky vyjadiime jako Cem = Cyb = C,, kde C, je obecny
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koeficient charakterizujici povrch pevného télesa z hlediska tepelného vyzafovani.
B Stefan-Boltzmanntv zdkon, ktery uvedu pro tii zékladni piipady

— Pro pevné télesa - specificky prestup tepla z pevného télesa (1) o teploté T; (za
predpokladu, Ze se jednd o ¢erné nebo sedé téleso) udava vztah

qr,1 = Crlo-T14

kde je takzvand Stefan-Boltzmannova konstanta a C,; € (0,1) soucinitel
emisivity pevného télesa (1). Pro C;; — 1 se chovani télesa priblizuje absolutné
Cernému, zatimco C,; — 1 znamend, ze téleso se svym chovani pfiblizuje
absolutné bilému télesu, respektive zrcadlu. (Napiiklad pro eloxovany hlinik se
udava Cy; = 0.9, zatimco pro alobalovou folii pouze Cy1 = 0.03.)

— Plyny - vétsina plynu emituje, a v nékterych piipadech také absorbuje radiaci
podobné jako pevna télesa, pouze s nékolika odliSnostmi:

- monoatomické nebo diatomické plyny (vodik, kyslik, dusik, a tim padem také
vzduch), které jsou z hlediska radiace témér transparentni a prakticky zédnou
energii neabsorbuji

- plyny emituji, pfipadné i absorbuji, zdfeni pouze na specifickych intervalech
jeho vlnovych délek

Z hlediska praktické aplikace muzeme i energii vyzafenou z plynu (2) vyjadfit
ve tvaru Stefan-Boltzmannova zdkona

qr,2 = 617“20'1—‘24

kde Cyo € (0, 1) je soucinitel emisivity pro dany plyn, ktery vSak obvykle nebyva
snadné dohledat, mimo jiné proto, ze jeho hodnota zavisi na teploté i tlaku.
Naptiklad pro oxid uhli¢ity se jeho hodnota pohybuje v intervalu (0.003, 0.25).

— Pevné téleso obklopené plynnym médiem - i v ptipadé prestupu tepla radiaci mezi
pevnym télesem (1) a plynnym médiem (2) muzeme tepelny tok aproximovat
Stefan-Boltzmannovym zakonem

Gris2 = Gr1 — Gr2 = Cr1Crao (T} = Ty) = Crigo (T} — Ty)

kde Cr12 € (0,1) znaéf ”efektivn{’soucinitel emisivity rozhrani mezi télesem a
plynem.

B Planckuv zdkon, vyjadiujici zavislost intenzity zafeni I absolutné ¢erného télesa na
vlnové délce, piipadné jiné proménné charakterizujici vyzafené spektrum, uvedu bez
odvozovani:

2hc? 1

i

A e)\kLJ;T -1

B\(\,T) =

kde h je Planckova konstanta, c¢ rychlost svétla, kg Boltzmannova konstanta, T
teplota a A vlnova délka.

Pokud bychom dosadili do Stefan-Boltzmannova zakona, zjistili bychom, ze pii indukénim
ohtevu, kde teplota ohiivané obruc¢e dosdhne maximaéalné 400-500 °C, je podil pfestupu
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tepla radiaci zanedbatelné maly. Vzhledem ke snadné implementaci nicméné neni duvod
jeho vliv do feSenych rovnic nezahrnout.
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2.4 Rovnice popisujici termoelastické pole

Pro ziskdni rovnic popisujicich mechanické chovani obruce (respektive modelu) vyjdu ze
zékladnich vztaht mechaniky kontinua. Nejdiive uvedu jednotlivé typy deformaci, které mohou
pusobit na téleso, a ddle uvedu Hookuv zakon, ktery ve svém obecném tvaru vede v kombinaci
s rovnicemi popisujicimi rovnovahu sil pusobicich na téleso k takzvané Lamého rovnici, pouzité
v numerickém modelu.

V dalsich dvahach budeme pracovat s konceptem kontinua, coz je imaginarni médium, spojité
v prostoru a libovolné délitelné. Uvazujme v tomto kontinuu plochu vytvofenou pomyslnym
fezem, a charakterizovanou jeji normélou. Déale uvazujme silu F pusobici na plochu pod uhlem

F

Obrazek 2.6: Sily pusobici na prostorové kontinuum

i vzhledem k normadle, ktera ptsobi na celou plochu fezu. V tomto fezu si muzeme vybrat
elementarni plosku dS, na niz pusobi sila dF. Velikost sily bude zfejmé né&jakym zptusobem
souviset s velikosti plochy dS. Oznacme tuto konstantu imérnosti 7, ¢imz padem budem platit

dr
dF:ndS:nzﬁ

Tuto konstantu nazveme napétim. Vektory F, dF', a n maji stejny smér, ktery ale v obecném
ptipadé nebude stejny jako smér normdaly n. V tom piipadé byva vyhodné vyjadieni vektoru
n jako soucet napéti paralelntho s normaélou, oznacovaného o, a tangencidlniho napéti 7,
rovnobézného s plochou S. Ke stejnému vysledku mtuzeme dojit také pomoci rozkladu sil.

2.4.1 Posuvy a deformace

Sily pusobici na kontinuum zpusobuji vychyleni jeho atomu z rovnovéznych poloh, coz se v
makroskopickém méiitku projevi jako jeho prodlouzeni. V pfipadé pouziti kartézské soustavy
xyz oznacujeme tato prodlouzeni w,v,w Vyhoda popisu materidlu pomoci prodlouzeni je
dand jeho snadnym experimentalnim stanovenim. Pro popis stavu, v némz se néjaky materidl
nachazi, ale potfebujeme veli¢inu, ktera by byla na tvaru a rozmérech télesa nezavisla. Z toho
duvodu zavadime prodlouzeni vztazené k rozmértim télesa, jinymi slovy relativni prodlouzeni.
Nejjednodussim pripadem prodlouzeni je natahovani tyce v jejim podélném sméru, kdy se vlivem
pusobeni sily F' prodlouzi jeji délka o Au. Relativni prodlouzeni € je definované pomérem

_ Au

x

3
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Obrazek 2.7: Natahovani tyce v podélném sméru

Bude-li mit sila F tangencidlni smér, a ptisobit na krychli o vysce y, dojde u horniho okraje k
posuvu, ktery opét oznacime Au. Vysledkem bude sklonéni krychle o thel yyz, pro ktery plati

Au
t8Yye = —
Y

Protoze tato hodnota je obvykle dosti mald, muzeme s pfijatelnou chybou zanedbat tangentu
thlu 7y, a psét

Au
t8Vye = Yyo = —

Obrézek 2.8: Smykové namahani krychle

Tretim typem deformace je relativni zména objemu. Uvazujme kontinudlni krychli o rozmérech
x,vy, z, kterd se vlivem pusobiciho napéti transformuje do rozméru z + Az, y + Ay, z + Az.

¥

A

Obrézek 2.9: Relativni zména objemu

Relativni zména objemu je dand vztahem

vi-v Vv (x + Az)(y + Ay) (2 + Az)
w = = —_— — = —1:
\% %4 TYz
A A A
(1-1—%) (1-|—7y) (1+7Z) —1=010+e)1+ey)(l+e,)-1=
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~Rlterteyte,—1=e+ey+e;

Piicemz jsme za cenu zanedbatelné nepiesnosti vynechali vSechny ¢leny druhého a tietiho fadu,
tedy €46y, €z, EyEs B ExEyEs.

2.4.2 Hookuv zakon

Zatim jsme hovoiili pouze o ruznych typech deformaci, pro popis chovani a typu materialu
je ale rozhodujici takzvany pracovni diagram, davajici do souvislosti relativni prodlouzeni s
mechanicky napétim. Jeho typicky prubéh, spolu s diagramem pro médény vodi¢, zméfeny
autorem v ramci predméty ”Materialy pro elektrotechniku”, je na nésledujicim obrazku. V
diagramu jsou zvyraznény také nasledujici body:

-op - mez tmeérnosti, neboli oblast do niz ma zavislost linearni prubéh

-op - mez, do niz je deformace materidlu elastickd (po uvolnéni napéti se materidl vrati do
svého puvodniho stavu)

-oy - mez kluzu, po jejimz piekroceni se prodlouzeni zvétsuje, aniz by se pfitom zvySovala
hodnota napéti; po jeho uvolnéni uz se ovéem materidl do puvodniho stavu nevréti -oy - mez
pevnosti - prekrocenim meze dochazi k pretrzeni materialu

o [Nm™-2]
3.0x10°%F

2.5x10%
2.0x 108}

1.5x 108}

1.0x 105

5.0% 107

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | e []
0.1 0.2 0.3 0.4

Obrazek 2.10: Typicky prubéh pracovniho diagramu

2.4.3 Zobecnény Hookuv zakon

Uvazujme krychlovy element, na néz ptisobi tfi normalova napéti o, 0y a 0,. Celkové relativni
prodlouzeni ve sméru osy x je potom dané vztahem

Ecg = ET — VEy — VE, = %(ax —v(oy +02)) (2.22)
a analogicky i pro osy y a z
Ecy = €Y — VE, — VEy = %(ay —v(o, + 03)) (2.23)
1
Ecy = €2 — VEy — VEy = E<UZ —v(oy + 0y)) (2.24)

kde parametr v je takzvané Poissonovo ¢islo popisujici pri¢nou kontrakci télesa. To je jev, ktery
nastava ve sméru osy x, jak je ilustrovano na obrazku.
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Obréazek 2.11: Znazornéni ptricné kontrakce télesa

Tato kontrakce mé pro izotropni materidly ve vSech smérech stejnou velikost, danou vztahem

Oz

ey =€ = V&g =-—vp
Hodnota Poissonova ¢isla se pro vSechny materidly nachdzi mezi nulou a jednou polovinou, a
jeho velikost je pro kazdy materidl nutné stanovit experimentalné. Rovnice 2.22, 2.23 a 2.24 se

pak oznacuji jako zobecnény Hookuv zdkon.

2.4.4 Lamého rovnice

Uvazujme elementarni krychli zobrazenou ve dvoudimenzionalni projekci na ¢tyithelnik ABCD,
ktery pusobenim externich sil prechézi na tvar A’B’C’D’. Tato posunuti se odehravaji ve sméru u,
vaw, kdeu = u(x,y, 2),v(z,y,2) aw = w(z,y, z). Posunuti bodu A do bodu A’ popisuji rovnice

Up =U; V4 =0V, WA=W

. Pro rovnice popisujici transformaci bodu B budeme uvazovat pouze prvni ¢leny Taylova
rozvoje, ¢imz padem plati

0
uB:u+—udm; vB:v+—vd:L‘; wB:uH——wd:c

ox ox Ox
a analogicky pro transfromaci bodu C na C’
U ov ow
uc =u+ —dzr; ve=v+ —dy; wc=w+ —dz
oz ox Ox
Ou
+24
u o ly
R I
r > -————"" 0,
‘ I'e /
v+—dy | / //
! A A 7
)V C D

| Farl /
i / /
‘ / / +—dx
N / &
| | | By
1 A.._ — -— 7’-*)3
! v 4 v B

Obrézek 2.12: Elementérni krychle a jeji deformace vlivem externich sil
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Pro deformaci €., ve sméru osy x plati

u—i—%dm—u:@
dx ox

Eex =

a analogicky pro osy y a z:

v owv
Eey = @; Ecz = E

Zkoseni v roviné xy je dané souctem zkoseni hrany A’B’ a A’C’

Yoy = Yoyl T Vay2

kde
0 0 0 0
Yoyl R 68 Yoyl = A i A .
w Y dy—i—v—i—g—Zdy—v dy—i—%dy 1—1—2—; 1+eqy
a
Je) Je) 0 0
v+ Godr — v gedx B 5 B pors

2 Xt 2 = = = -
Ty &%ey dy+u+g—f,éda:—u d$+(%‘da: 1+% 1+ e

Vzhledem k tomu, Ze €., ey << 1, muzeme jejich vliv zanedbat a oba zlomky zjednodusit

Yoyl ~ By’ VYzy2 ~ o Yoy ~ dy | oz

Stejnym zpusobem odvodime i zkoseni v rovinach xz a yz

ou Ow ov  Ow

oz "o T T oy

Yoz =

Vratime-li se k rovnicim popisujici tangencialni napéti, dostaneme

ou  Ov Jv  Ow ou  Ow
=G =0 (G g ). == (GG ). m=c=c(5 )
(2.25)
Pro jednotliva normalova napéti plati zobecnény Hookuv zakon

1 1
fer = 5 5 E(O'z —v(oz + 0y)) (2.26)

Resenim této soustavy rovnic dostaneme napéti pro jednotlivé slozky

F n wr E n wr F n wr
op=— |24+ ——|j0,=— (¢ — )0, = —— | ez
A BV S I W I S SR DTV EEE i DR S

kde w = e.x + €.y +e.2. Protoze se v této soustavé rovnice vyskytuje celkem devét proménnych,
potiebujeme k jejich vyreSeni potieba dodat jesté dalsi t¥i rovnice. Ty budou odvozené v dalsi
sekci z podminky rovnovahy sil pusobicich na téleso

(O’x—l/(O'y'FO'z));Ecy: (Uy_V(Uz+Ux));5cz:
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2.4.5 Rovnice popisujici rovnovahu sil pasobicich na téleso

Ty 5 dy
Y .
O, ! .
< ° | ar ° > O+ dx
I X X
‘T&,{-I-—a dz
dy 1 z
4 o> > X
Pt f.
e X
dz
dx

Y

.
.
.
.
.
/’ ~
,;/Z

Obrézek 2.13: K odvozeni rovnic popisujicich rovnovéhu sil ptisobicich na objemovy element

Zde opét vyjdeme z objemového elementu predstavujicitho kontinuum, jak je naznaceno na
obrazku. Pro rovnovahu sil ve sméru osy x musi platit vztah

o) 0Ty
<am + ;; dx> dydz — 0, dydz + (Tzz + gyy dy) dzdz — 7yx drdz+

<7‘Z$ + 8(;? dz) daxdy — 7, dady + fp dedydz =0

kde f, znad¢i slozku elektromagnetické, termoelastické, gravitacni nebo jiné sily pusobici ve
smeéru osy x. Tento vyraz je mozné zjednodusit

0oy OTyr  OTug B
o By + 5. +fx=0 (2.27)

a stejny tvar budou mit i rovnice ve dvou ostatnich smérech

Ooy  OTuy
Dy + ox 0z

OTzy 0o,  OTy,  OTy
Iy =0 8z+8fn+3y

Do rovnice 2.27 dosadime za 0., 7,y a T,z z 2.25 a 2.26

O (B (o V) O (g uy 00Ny, 0 (g(0u, 0w, by
Oor \1+v few T o, oy oy Oz 0z 0z Oz T

A pokud dosadime za G = ﬁ dostaneme

Lﬂ 2 al_## @_{_@_’_8& _|_2 @_{_@ _|_Q %_Faiw +f =0
2(1+4v) 0x or (1—-2v)\0x OJy Oz Oy \0y Ox/) 0z \0z Ox T

coz muzeme dale vyuzit, pokud jednotlivd posunuti sjednotime do funkce p = (u,v,w). Tim
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rovnice pfejde na tvar.

vE d(div p)) E 0 (Ou Ov Ow 0*u  0*u  O*u
—+ e+
or 0Oy 0z

(1+v)(1-2v) Oz 2(1+v) oz 3$2+8y2+8z?>+f$:0

. . 2 2 2 oo . , . .
Cleny % + g—; + %—f respektive % + g—;rj + % muzeme nahradit operatorem div respektive A
a rovnici zapsat v kompaktnéjsim tvaru

vE E O(divp)
<(1 -2 21 —|—1/)> oz T a(l+v)

Au+ f, =0

pri¢emz pro oba zbyvajici sméry dostaneme analogické rovnice

vE L d(div p) E -
<(1+”)(1_2V)+2(1+V)> Ay +2(1+V)Av+fy_0
vE E_\ d(divp) E -

A konectné sloucenim téchto slozek do vektori p a f dostaneme findlni rovnici popisujici
termoelastické pole, takzvanou Lamého rovnici

vE E . E
(<1+u><1—2u> ! 2(1+y)> grad(divp) + 5=y Ap+ f =0

Na rozdil od elektromagnetického nebo teplotniho pole zde ale jednotlivé ¢leny nemaji presné
dany fyzikalni vyznam, a proto je rovnici mozné interpretovat pouze tak, ze

- prvni dva ¢leny popisuji posuv v termoelastickém poli

-¢len f predstavuje silu, jejiz puvod muze byt z elektromagnetického (Lorentzova), gravitaéniho,
termoelastického, pfipadné dalsiho pole.
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Kapitola 3

Volba metody pro numericky model

3.1 Demonstrativni priklad a jeho analytické reseni

Prestoze se tato prace elektrostatickym polem nezabyva, rozhodl jsem se vyuzit jeho vlastnosti
pro vyklad principu metody konetnych prvku, napiiklad proto, Zze pro nékteré jednodussi
geometrie je mozné ovérit spravnost metody koneénych prvka srovnidnim s analytickym
feSenim, ale také napiiklad kvuli popisu variacni formulace v literatufe, o niz se zminim déale v
souvislosti s takzvanou slabou formulaci.

Vezméme si tedy jednoduchy problém - chceme znat rozlozeni potencidlu stacionarniho
elektrického pole v dutiné dlouhé uzemnéné elektrody, izolované od ”podstavy” (viz obrézek),
na které je potencidl zadany spojitou funkei ¢ = f(z) soufadnice x. To popisuje Laplaceova
rovnice

%0  0%p

922 a—yQ:O pro O0<zx<a; 0<y<bd

pro kterou jsme zadali okrajové podminky

©(0,9) =0;  o(x,b)=0;  p(a,y) =0
@(%,0) :f(x)v tak, aby f(o) =0 a f(a):()

i
y 6=0
b
¢ =0 ¢ =0
0 o=fla) TFT

3.1.1 Metoda separace proménnych
Reseni hleddme ve tvaru

u(z,y) = X(2)Y (y)

Toto teseni dosadime do Laplaceovy rovnice a zderivujeme

d2x d?y

yL 2 ar
da? + dy?

=0
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Prendsobenim dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

1d2X  1d%

X dz?2 Y dy?
Protoze leva strana obsahuje pouze proménné x, a prava strana pouze y, muze rovnice platit
jen pokud budou obé strany rovné stejné redlné konstanté A. Tim se problém pievede na dvé
oby¢ejné diferencialni rovnice pro funkce X a Y

D' A2y
A =0 — 4+ )\Y =
T2 + 0; i + 0

coz jsou linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty a charakteristickymi polynomy
pPP+A=0ap’—A=0.

V zavislosti na parametru A\ plati

— je-liA>0,budoupio =+jkapi2 ==Lk, kdek = v/ kofeny charakteristického polynomu
a rovnice * maji Fesen{

X = Acoskz + Bsinkz; Y =Ce +De ™
— je-li A < 0 a oznac¢ime-li k = /|A|, dostaneme obdobnym zptsobem Feseni

X =A™+ Be ™™, Y =Ccosky+ Dsinky

— je-li A =0, majf rovnice () feseni
X=Az+B; Y=Cy+D

A, B, C, D jsou ve v8ech tiech ptipadech konstanty.

3.1.2 Fourierova metoda

Casto ale nelze viechny okrajové podminky splnit jedinym partikuldrnim fesenim. V takovém
ptipadé 1ze pouzit Fourierovu metodu, ktera hledd feseni ve tvaru

oo
Y= Z@n
n=1

kde @, jsou partikularni FeSeni uré¢end metodou separace proménnych. S vyuzitim piedchozich
vztahtl a rovnosti Y = C e + De ™ = Ecoshky 4+ Fsinhky, kde E a F jsou konstanty,
ocekavame partikuldrni feseni ve tvaru

on = XnY, = (A, coskx + By, sinkz)(E,, cosh ky + F), sinh ky) (3.1)

kde k > 0,n = 1,2, 3, .... Integraéni konstanty A,, By, Cy,, a D,, uréime ze zadanych okrajovych
podminek. Prvni z nich vyzaduje, aby bylo X,,(0) = 0, coz je mozné splnit jen pokud

A,=0 ¢li X, = B,sinkz
Treti z okrajovych podminek pozaduje rovnost
Xn(a) = Bysinka =0
z ¢ehoz vyplyva, ze musi platit

k‘:ni; pro n=1,23, ..
a
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Aplikovanim okrajové podminky 3.1 na tvar feseni 3.1 ziskdme

on = (K coshky + L, sinh kz)sin kz

kde jsme pouzili substituci K,, = B,E, a L, = B, F),, a feSeni prejde na tvar

w= Z On = Z K, coshky + L, sinh kx)sinkz

n=1

Abychom splnili druhou okrajovou podminku, musi pro kazdé x €< 0, a > platit

Z On = Z (K, coshky + L, sinhkx)sinkz = 0

n=1

coz lze splnit, jen kdyz

h kb
K, coshkb+ L,sinhkb =0 = L, =K,
sinh kb

0.04

0.04 ¢
400

= L

0.05 0.10 0.15

0.02

0.10 - 0.10 T ) i

0.08 0.08% \ , 1/
E 0.06 600 £ 0.06 //
> > / /

N

200

0.05 0.10 0.15

x [m] x [m]

Obrazek 3.1: analytické feseni modelového piikladu

Podle posledni okrajové podminky méa byt

0) = iKnsinkx = f(x)
n=1

coz je ovSem formalné stejny tvar jaky méa Fourierova fada vzhledem k systému funkei kx:

Zansm—x = f(x Zansmkx jelikoz k= nn
n=1 a
kde 5 o
= —/ f(zx) sin "z dz
a Jo a
Tim jsme urcili posledni konstantu
K,=a
a také hledané feSeni
> coshkb . ) 2. sinhk(b—y) .
= n hky — hk ky = n———————sink
® 2 a [cos Y anip S y] sin ky nzz:l a bk Snkz
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Ve specidlni piipadé, je-li , je pro lichd n a pro suda n, takze se feSeni zredukuje na tvar

sinkx pro n=13,5,...

_@ilsinhk(b—y)
77 n Zn sinhkb

Tim jsme se zaroven mohli presvédcit, ze i takto ”trividlni”pfiklad ma velmi komplikované

analytické TeSeni, a jen o néco slozitéjsi uspoirdadani nemusi byt resitelné vabec.

3.1.3 Metoda koneénych prvki

Metoda kone¢nych prvka patii v soucasné dobé k jedné z nejpouzivanéjsich metod pro
feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic, a to nejen pro tulohy z oblasti elektromagnetismu,
ale také, nebo predev8im k simulaci problému strukturdlni analyzy, pfestupu tepla, proudéni
tekutin, akustického pole a dalSich. Prestoze se za jeji pocatky povazuji 40. 1éta 20. stoleti,
respektive c¢lanek némeckého matematika Richarda Couranta ”Variational methods for the
solution of problems of equilibrium and vibrations”z roku 1943, a dale pak priace Waltera
Ritze a Borise Galerkina, souvisi jeji vyvoj s vysledky fady dalsich védct, jak je ukdzano v
obrazku nize. Zajemce o hlubsi pochopeni odkazuji na zajimavy ¢lanek [10], ktery se vénuje
nejen historickému piehledu, ale vzhledem k ilustraci fady priklada ukazuje i fadu zajimavych
souvislosti provazejicich vznik metody koneénych prvku.

ENGINEERING MATHEMATICS
Trial Variational Weighted Finite
functions methods residuals differences
Rayleigh 1870 Rayleigh 1870 Gauss 1795 Richardson 1910

Ritz 1908 Ritz 1908 Galerkin 1915 Leibman 1918
Biezeno-Koch 1923 Southwell 1946

Structural Piecewise

analogue continuous trial
substitution functions
Hrenikoff 1941 Courant 1943
McHenry 1943 Prager-Synge 1947
Newmark 1949 Argyris 1955

Zienkiewicz 1964

Direct Variational
continuum finite
elements differences

Turner et al. 1956 Varga 1962
Wilkins 1964

[ PRESENT-DAY FINITE ELEMENT METHOD ]

Obréazek 3.2: Historie aproximaénich metod

Jak bylo zminéno v kapitole o parcidlnich diferencidlnich rovnicich, existuji i alternativni metody
jejich teSeni, napiiklad metoda konecénych diferenci, kterd byva uvadéna v fadé publikaci
vénujicich se feSeni elektromagneticky poli. Oproti ni se metoda koneénych prvka muze zdat
jako zbytectné komplikovand, na druhou stranu ale umoziiuje fesSeni velkého spektra loh, lépe
aproximuje zadanou oblast a nabizi dalsi moznosti modifikace. Vzhledem k tomu dnes existuje
fada komerénich i otevienych programu, respektive knihoven, umoznujicich fesit i pomérné
naro¢né problémy.

Pro prvni ptiblizeni muzeme metodu koneénych prvkua rozdélit do nékolika kroku
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1. diskretizace defini¢ni oblasti

2. urceni rozlozeni potencialu uvniti koneé¢nych prvku

3. stanoveni energetického funkciondlu, respektive tzv. slabé formulace tlohy
4. minimalizace energetického funkcionédlu

5. sestaveni takzvané matice tuhosti

6. vyfeseni dané soustavy rovnic

3.1.4 Diskretizace definiéni oblasti

Dalsim pomérné zasadnim krokem je aproximace definiéni oblasti €2 trojuhelnikovou siti, neboli
takzvana triangulace. Triangulace musi byt provedena tak, aby libovolné dva trojihelniky bud’:
(a) byly disjunktni (to znamend nemély zddny spoleény bod), (b) mély spoleénou celou jednu
stranu, nebo (c) mély spoleény jeden vrchol. Zadny z koneénych prvki také nesmi protinat
jednotliva rozhrani. Rigor6znéjsi matematicky zapis zni:

Triangulace oblasti. Necht Q C R? je omezend polygondlni oblast a necht 1, je triangulace
oblasti 2 s ndsledujicimi vlastnostmi:

1. Triangulace 13, je tvotena koneéngm pocétem uzavienych trojuhelniki K..

2. U =Uger, K

3. Pro K;,K; € 7, K; # Kj, je bud K; N K; =0 nebo je prinik K; N K; tvoren spoleénym
vrcholem nebo K; N K je tvoren spolecnou stranou K; a Kj.

Splnéni téchto podminek je sice nutné, ale samo o sobé jeSté neni postacujici pro ziskani
dostatecné kvalitni sité. Na obrazku nize vidime tfi korektni triangulace jedné oblasti, nicméné
prvni z nich by nebyla pro praktické vypocty vhodna - jeji sit nejen, Ze neni piili hust4,
ale také je vytvofend tak, ze dlouhé strany trojuhelniki maji aproximovat funkci ve sméru,
v némz ocekavame velké zmény jejiho prubéhu, a takto bychom se zcela zbyteéné dopoustéli
nepfesnosti. Treti sif uvddim spiSe jako ukédzku adaptivity, coz je schopnost vypoécetniho
programu pracovat s nestejné hustou siti, definovanou uzivatelem nebo automaticky, na ruznych
¢astech vySetiované oblasti. Obecné je nutné sif zjemnovat pfedeviim v oblasti ostrych hran
a nespojitosti, proto bychom pravdépodobné jejim pouzitim uprostied kruhové oblasti nase
vypocty piiliS§ nezpfesnili. Jako nejrozumnéjsi kompromis se proto obecné zda byt volba
prostiedni sité.

Obrézek 3.3: Aproximace kruhu rizné jemnymi diskretiza¢nimi sitémi
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b) c)

a)
Obrazek 3.4: Nutné podminky pro korektni triangulaci jesté nezajistuji dostatecné kvalitni sit

Piestoze je problematika traingulace zajimavd, s jeji tvorbou uz fadu let nepfichazi bézny

uzivatel metody koneénych prvku do styku, respektive je tato funkce integrovand ve vét§iné v
soucasnosti pouzivanych programt, predevsim komerénich. V piipadé pouzivani nekomerénich
fegi¢tt byva obéas nutnost dodat sit z externiho zdroje. Mezi nejéastéji pouzivané programy pro

tvorbu diskretizacni sité patii Gmsh, Netgen nebo Tetgen.

3.1.5 Aproximace potencialu uvniti kone¢nych prvki
Dalsim krokem pii realizaci metody koneénych prvka je volba takzvané funkce tvaru. Tento
mySlenkovy koncept vysvétlim nejdiive na jednodimenziondlnim piikladu - feknéme, ze

fesime obycejnou diferencidlni rovnici na zadaném intervalu = € (0;t) tak, aby byly splnény
okrajové podminky x(0) = zo,z(t) = z; a dale hleddme takovou funkci, kterd by toto Feseni

aproximovala. K tomu je mozné pouzit tfi alternativni postupy - metodu bodovych kolokaci,

metodu véazenych rezidudli a metodu nejmensich ¢tvercd, ty se ale neobejdou bez znalosti
exaktniho feSeni, nebo piislusného funkcionalu, které ale obecné zndt nemusime. Ani poté
nebudeme schopni aproximovat skuteény prubéh vice nez orienta¢né. Jednim z feSeni je zvyseni

rfadu aproximaéniho polynomu, jesté efektivnéjsi ale je rezignovat na hledani jednoho funkéniho
predpisu, a funkci rozdélit na vice ¢asti, na kterych mnohdy staci hledat aproximaci v linearnim

tvaru.

\
\
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\
\
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\
\
\
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Obrazek 3.5: Linearni elementy v jedné dimenzi

Vyjdeme ze zndmého tvaru pro rovnici piimky
Y-y _ 22—y
T2 — X1

r — I

ktery upravime tak, abychom osamostatnili y; a yo:
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Y Y1 Y2 Y1

r — I xr — I Tro9 — T o2 — X1

Po pievedeni na spole¢ného jmenovatele dostaneme:

y y1(x2 — ) + Y2

x—x1 (z—x1)(v2—21) T2—171

Po pfendsobeni

_ Tr9g — T r — T
y= To — X1 To — T
Kde funkce
Tro9 — T r — X
§i(x) = a &(z)=
To — I T2 — 1

jsou takzvané funkce tvaru.

|
! T Z2

Obrazek 3.6: Funkce tvaru jednodimenzionédlniho kone¢ného prvku

Pro funkce tvaru jsou charakteristické tyto vlastnosti:

& (z5) = dij  (0i znaci Kroneckerovo delta)

2
Zfl =1 prokazdé ze<xi,r90>
i=1

Funkci y nyni muzeme zapsat jako

y = y1&1(x) + y282(x)

a stejny predpis budou mit tvarové funkce i na dalsich intervalech. Tento koncept aplikujeme i ve
dvoudimenzionélni oblasti, kde si jako referenéni tvar zvolime obecny trojihelnik o soufadniccih
1,2,3.
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T (23, 3]

[21, y1]

[0’0] [x27 y2]

Obrazek 3.7: Obecny trojihelnik

Daéle budeme ptedpoklddat, ze na dané oblasti je definovana néjaka funkce z = z(z,y), kterou
budeme pro jednoduchost opét aproximovat linedrni polynomem. (Zde se jiz budu drzet oznaceni
¢ misto neznamé funkce z.)

op(z,y) =a+bx+cy (3.2)

kde a,b,c jsou zatim neznamé konstanty, pro které plati rovnost

o1 1 1 w»n a
$2 | =11 z2 b
®3 1 z3 ys3 c

kde ¢1(x1,91), p2(x2,y2), #3(x3,y3) jsou potencidly ve vrcholech trojihelnika. Prendsobenim
dostaneme

a 1 1w 01
=1 22 o o2
1 z3 ys3 ®3

Vysledny tvar inverzni matice, ktera se v rovnici vyskytuje, je ovSem znacné nepiehledny.
Abychom mohli rozumné provadét dalsi ipravy, pomuze si ndsledujicim oznac¢enim

ai 1 [ weys—asy2 (y2—ys)r (23— T2)y
az | = 5| Ty —anys (y3 —y1)z (1 —3)y (3.3)
o3 T1Y2 — X2Y1 (yl - ?/2)50 (952 - $1)y

kde A je obsah trojuhelnika

1 1 1 Y1 1
A:§ T =§$3(y1—y2)+961(y2—y3)+$2(y3—y1)
1 z3 ys3

Diky tomu muzeme vypoctené konstanty dosadit do rovnice 3.2 a zapsat jako

bp = 1 (x,y)p1 + a2(z,y) P2 + as(z,y)Ps (3.4)

7 rovnice nyni muzeme ur¢it potencidl kteréhokoliv bodu uvniti trojihelnika, coz je hlavni
rozdil oproti diferenénim metodam, které pocitaji pouze s hodnotami v jednotlivych uzlech.
Déle bychom se dosazenim mohli pfesvédcit, ze pro funkce aq, ag, ag plati:

— v uzluije a; =1 a ve zbyvajicich dvou uzlech a; =0

— vuzluije as =1 a ve zbyvajicich dvou uzlech as =0
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— v uzluije ag =1 a ve zbyvajicich dvou uzlech ag =0
Dale plati, ze v kterémkoliv bodu uvniti trojuhelniku, respektive na jeho hranici bude:
artazt+az=1

Pii feSeni tiidimenziondlnich dloh se pak nejbéznéji pocita s koneénymi prvky ve tvaru ¢tytsténu.
V této préci jsem nicméné nuceny omezit se pouze na dvé dimenze, proto se jiz jejich popisem
nezabyvam.

3.1.6 Rovnice pro popis pole
b) Pomoci slabé formulace

Pouzivani funkcionala s sebou ovsem pfindsi nékteré problémy. Piedné, jejich odvozeni nebyva
jednoduché, respektive v nékterych piipadech ani nemusi byt zndmé. Dalsi problém predstavuji
prechody mezi rozhranimi zpusobujici nespojitost derivaci, a neméné podstatnym faktorem je
také snadnd algoritmizace jednotlivych tloh. Napiiklad obecny tvar rovnice pro popis skaldrniho
potencialu

—div (pgradu) = f

se nevyskytuje pouze v elektrostatice, ale formalné stejny tvar ma i rovnice stacionarniho
teplotniho pole nebo napjaté membrany. Pro odvozeni pojmu slabé formulace si nejdiive
vezméme ten nejjednodussi problém - jednodimenzionalni okrajovou tlohu, napiiklad na
intervalu (0, 1), se zadanymi hodnotami ¢(0) a ¢(1). Ten popisuji rovnice

E(z) = —d('g(;)
dE(z) _
de 0

ze kterych po dosazeni dostaneme

(45 -

Zakladni motivace pro zavedeni slabého feseni bylo prevedeni diferencidlni rovnice na rovnici
integralni, diky ¢emuz bychom se zbavili problému s jejich vyhodnocovdnim. Nejjednodussi
cestou se zd4 byt integrovani rovnice na celém intervalu

/1 dE(x) dr =0
0

dx

Tim, ze pozadujeme pouze prumérnou hodnotu na celém intervalu, nikoliv v kazdém bodé
jako v piipadé derivace, ovSem snizujeme své pozadavky na funkci E(x)d,, coz musime
néjak vykompenzovat. Jedna z moznosti je vyuzit souctové pravidlo a integrovat na mensich
intervalech, napiiklad

0.01 0.02 1
/ dE(z) dz =0, / dE(z) dez =0, ... ,/ dE(z) dz =0
0 dx 0.01 dx 0.99 dz

Pracovat s mnoha integraly neni pfilis vyhodné, stejny krok vSak muzeme udélat alternativni
metodou - budeme néasobit rovnici takzvanymi vahovymi funkcemi v, coz jsou funkce zvolené
tak, aby jejich nenulové hodnoty lezely pouze v izkém intervalu, ¢imz postupné ziskame vSechny
casti hledané funkce, jak je ukazano na obrazku.
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Obrazek 3.8: Plna ¢ara - hledany prubéh funkce, teckovana ¢ara - vahova funkce, prerusovand
¢ara - vysledny prubéh

Tak jsme vlastné jinou cestou dosli k stejnému pozadavku, jaky jsme formulovali v ¢ésti o
funkcich tvaru. Nyni touto testovaci funkci pfendsobime rovnici pole a zintegrujeme na oblasti
). Pro nés okrajovy problém to bude

/ div (pgradu) - vd|Q2| = / f-vd|Q|
Q Q
Dale vyuzijeme takzvanou Gaussovu vétu, kterda dava do souvislosti tok vektorového pole skrze

uzavienou plochu s jeho vlastnostmi uvniti této plochy.

Gaussova véta. Necht ) je spojitd oblast v R3 a T jeji po ¢dstech spojitd hranice. Je-li vektorové
pole p spojité diferencovatelné na QUT, pak plati

/divde:fp-nodS
Q r

kde ng oznacuje vnéjsi normdalovy vektor hranice I'
V naSem pfipadé bude

/div(v grad u)d |Q] :%vgradu -n% | = 7{ v@d|f‘| (3.5)
Q r r on

Na vektorovou funkci potom F = grad u aplikujeme identitu div(v), ¢imz dostaneme

div(vgradu) = v Au + grad u grad v

respektive
/ div(vgradu) d|Q] = / (v Au + gradu gradv) d|Q] (3.6)
Q Q
Po dosazeni 3.6 do 3.5 dostavame takzvanou I. Greenovu formuli pro Laplaceuv operator A
ou
(vAu+gradugradv) d|Q] = ¢ v—d|I|
QO T 8n

Analogicky muzeme aplikovat identitu div (vF) = vdivF + F grad v na vektorovou funkci F =
pgradu. Po integraci pres €2 s pouzitim Gaussovy véty dostaneme I. Greenovu formuli pro
operator div (p grad):

ou
Aud|Q] = — ¢ pZhualr
/Q ud|Q] = a(u,v) ﬁpanvd] ]

kde jsme pro zjednoduseni zavedli substituci Au = —div(p grad u), respektive A jako diferencialni
operator A = —div(pgradu) a a(u,v) = [,pgradu - gradvd|Q| je takzvand bilinedrni forma.

Protoze v =0 na I'y, je
ou ou
pvdF:/ p—uod|l|.
Jrgurdri= [ p5ivar
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Dosazenim se dostavame ke koneé¢nému tvaru

a(u,u)—jén potud(r] = /fde|

0
a(u,v) :/vad\m—l—fi‘ pa—ZUd|F|
17

a) Pomoci energetického funkcionilu

¢ili

Reseni naseho problému je také mozné provést na zdkladé takzvaného variacniho principu: ze
v8ech funkei p(z,y), spliujicth okrajové podminky na hranici I" oblasti €2, existuje pravé jedna
funkce, pro kterou vyraz

F, = ;/Q (grad ¢,)? dazdy (3.7)
P

v pripadé elektrostatického pole, nabyva svého minima. Zatimco kazd4 funkce prifazuje kazdému

¢islu z jejiho definiéniho oboru pravé jednu hodnotu, funkciondl pfifazuje hodnotu kazdé funkci

- je tedy zobecnénim pojmu funkce. Vyraz 3.7 jsme pfitom ziskali ze vztahu pro energii

elektrostatického pole

1
W, =~ / cE? dady
2 Jo,

coz je i funkciondl p-tého trojuhelnika

Fple(z,y)} =W,

Pro linedrni dielektrikum bude ¢ = konst., takze pouzitim vztahu E = —grad ¢ dostaneme
funkciondl ve tvaru, v némz ho budeme déale minimalizovat.

2 2
Fp==< [ Eldxdy=- 2 dxdy = © Opp 9p
p—2/QpE dXdy—2/Qp(grad¢p) dxdy—Q/Qp [<8x> +<8y) ] dxdy

Spocitame derivaci potenciala pro funkci 3.4

Opp(x,y)  Ooy Oaj Oy,

ox N 6$<sz+ 833<pm+ Ox@pk
Opp(x,y)  Ooy Oaj Oay,

ay ~ oy Ppi + ay Ypj + dy Ppk

kde jednotlivé ¢leny o 23 jsou dané rovnici 3.3, a jejich derivace budou

8@1 1 8042 1 8043 1

%:ﬁ(w—yz&); %:ﬁ(?ﬁ%_yl)? %Zﬁ(w—yz)
Oor _ Ly, 22 Ly L)

Pro dalsi odvozovani zavedeme jesté toto oznaceni:

B1 = T2y3 — T3Y2; B2 = T3Yy1 — T1Y3; B3 = x1Yy2 — T2y1
Y1 = Y2 — Ys; Y2 = Y3 — Y1, Y3 =Y1 — Y3
01 = x3 — T2; 0 = x1 — x3; 03 = x2 — 71
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Po jehoz dosazeni ziskaji rovnice 3.2 a 3.4 kompaktnéjsi tvar

ool = 55 = S (5=~ biy)

i=1,2,3

&ppacy 1 8g0pwy 1
- X e - X e

Nyni zbyva zminimalizovat energeticky funkciondl. Jak vyplyva z podstaty metody konecnych
prvki, bude se celkovy funkciondl rovnat souc¢tu funkciondli v jednotlivych prveich
(trojuhelnicich), jejichz celkovy pocet je M.

M
Flol@ )} => F
p=1

Funkciondl Fp vyjadiime vzhledem k predeslym upravam jako

2 2
€ 1 1
Fp= Q/Q > oA Vi%i |+ > oA Vi dxdy =

p | \i=1,2,3 i=1,2,3
=~ 3A [(71@1 + Yapa + Y303)° + (0101 + Oa2 + d3¢3)°

Minimalizujeme ho derivovanim podle jednotlivych potencidli, a tyto derivace polozime rovné
nule. V maticovém vyjadreni to bude

OF,
Y171 + 0101 y1y2 + 0102 Y173 + 0193 1 gié 0
— | 7271 + 0201 yey2 + 0202 yay3+ 0203 | | g2 | = 3—%’; =10
Y371 + 0301 Y372 + 0302 y3y3 + 9303 3 ‘27? 0

nebo zkricené
Gpp =0

Tyto rovnice pro jednotlivé prvky nakonec seskupime, a sestavime matice ve tvaru
Gp=0

kde ¢ = [golgog...gon]T jsou potencidly v jednotlivych uzlech sité, a G je symetrickd matice o
rozméru n x n odpovidajici jednotlivym uzlim.
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3.2 Techniky numerické integrace

Dale je potieba vycislit integraly, které se objevily v diive odvozenych vyrazech. Protoze ilohu
které analytické feSeni teoreticky nemusi existovat, a vzhledem k mnozstvi po¢itanych integralu
tento proces dostatecné zoptimalizovat. ReSeni je v obou piipadech pouziti vhodné metody
numerické integrace.

Mame tedy néjaky obecny integral

b
Hﬁz/ﬂ@m

ktery je tfeba spocitat. Cilem je aproximovat tento urcity integral funkce f(x) na intervalu
(a,b) spoctenim f(x) v kone¢né mnoha bodech. Zékladni tvaha, ze které muzeme vyjit, je
velmi podobnd Riemannové definici urcitého integralu, v niz se urcuje horni a dolni odhad
pomoci aproximace funkce obdélniky, respektive, pokud bychom vzali jen jeho dolni odhad,
mohli bychom feSeni zapsat ve tvaru

b
/fmmx:mn+Eu>

o
N|—
—_
N
[\
o
—
Nl
[\
o
N|—
—_
N
[\

N

Obrazek 3.9: Geometricka interpretace Riemannova integralu

kde Q(f) je aproximujici vyraz a E(f) vznikla chyba. To je skuteéné jedna z moznosti numerické
kvadratury, otazka, kterou se budu dale zabyvat ovSem zni, jestli neni mozné zvolit néjaky
” chytiejsi” postup, napiiklad vzhledem k predpokladanému prubéhu integrované funkce. Protoze
se vzniklou chybou zatim blize zabyvat nebudu (pfesnéji budu ji pouze povazovat za dostatecné
malou), omezim se pouze na vlastnosti Q(f) jako aproximace integralu. Ta bude mit, ve shodé
s predeslou uvahu, nasledujici tvar

b n
/ 9W)dy ~ > Ank 9Wns = Arg(yis) + A2g(yak) + - + Ang(yn) (3.8)
a k=0

kde symboly A, i, ynr k = 0,1,...,n znacéi kvadraturni koeficienty, respektive jednotlivé,
navzdjem od sebe odligné uzly. Pro dalsi postup necht je
b—a b

ca=2T0
2 2
Po této transformaci budou integra¢ni meze od -1 do 1, coz zpiehledni dalsi postup. Rovnice
3.8 bude:

y=cx+d, c=

b 1 n
[ swas= [ sdem Y wn s (3.9)
a -1 k=0
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kde f(xz) = g(cx +d) a wp, = A, /c jsou takzvané vahové koeficienty. Pro stanoveni vhodné
vahové funkce a uzlu existuje celd fada moznosti, z nichz konkrétni variantu vybereme tak,
abychom pro urcitou funkci dostali presné vysledky. Zde zminim pouze takzvanou Gaussovu
kvadraturu, protoze ta se v praxi ukazala pro podobné tlohy jako velmi vyhodné. Pfed popisem
jednotlivych algoritmu uvedu definici pojmu stupné piesnosti, s nimz budu déale pracovat

Definice. Stupném presnosti kvadraturniho vzorce oznacujeme kladné éislo n, pro néZ plati
E(P;)) = 0 pro vSechny polynomy P;(x) stupné i < n a zdrovenn E(P,y1 # 0) pro nékteré
polynomy Py1(x) stupné n + 1

Prvni zpusob jak nalézt jednotlivé vahy a body bychom mohli nazvat hrubou silou, a jeho
podstata je feSeni soustavy rovnic, obecné nelinearni. Jednotlivé kroky uvedu pro piipad n=2,
pro ktery bude platit

1
/_1 f(z)dz = wi f(z1) + waf(2)

Mame tedy ¢tyfi neznamé, pro jejichz ziskani tim padem musime definovat soustavu ¢tyf rovnic.
V piipadé Gaussovy kvadratury volime vahy i souradnice tak, aby kvadratura davala dobré
vysledky pro polynomidlni funkce. Budeme proto volit f(x) tak, aby pfesny vypocet platil pro
f(x) = 2% 2!, 22 23. To vede na soustavu rovnic.

1
flz)y=1 = / lder =2 =w; +ws
-1

1

flay)=2 = /zdx:():wlxl—{—ngg
-1
! 2

flz) =2 = /1x2dx:3:w1x%+w2x§

1
flz)=2> = /dex:0:w1x§+wza:§’
-1

Po jejim zadani do nékterého z matematickych programu ziskdme dvé ekvivalentni feSeni:

1 1 1 1
{{wl — 1,w2 — 1,1‘1 — ﬁ,.iUQ — —\/g} y {’LUl — 1,’LUQ — 1,$1 — _ﬁ7$2 — \/g}}
Pro hledany integral tedy bude platit

= fros=s () ()

Pro vySsi stupné uz bychom dostali ptili§ komplikované soustavy rovnic, takze je vyhodnéjsi
pouzit alternativni postup, a sice dosazeni do vzorce, ktery vzhledem k naroénému a pouze
teoretickému odvozeni uvedu pfimo.

2
1= a3 )L (np)]?

Kde L;L(l‘nk) jsou takzvané Legendrovy polynomy. Pro ilustraci uvedu pfedpis a prubéh prvnich
péti stupnu.

wn,k = (

Po(x) =1
Pi(x)==x
Pol) = %(3952 )
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1
Py(z) = §(35x4 — 302” + 3)

1
Ps(z) = g(633;5 — 702° 4 152)

1
Ps(x) = 1f6(231m6 — 315z% 4+ 10522 — 5)

. Tad
rad
. fad

rad

O =

. fad

. Tad

wt

Obrézek 3.10: Prvni pét fadu Legendreovych polynomi

Hodnoty dalsich je opét nejsnazsi ziskat z nékterého matematického programu, piipadné z
nasledujiciho integralu.

1

P(z) = —
n(2) 21y
Nyni se jesté podivejme na piesnost Gaussovy kvadratury, kterou otestujeme napiiklad na funkeci
te® a intervalu (0,4). Abychom méli srovnéni, vypoéitdme integral, respektive jeho hodnotu,

nejdiive analyticky

7{(1 — 2z 4 t2) V2 gt

>> Integrate[t x E"(2t), {t,0,4}]
>> 1 (14 768)
>> Integrate[t x E"(2t), {t,0,4}]//N

>> 5216.93

Nyni provedeme transformaci integra¢nich mezi tak, ze vyjadiime ¢ a dt pomoci nové proménné
x:

b—a b+a

t= d= — =2 2
cx + 5 x + 5 x 4+

dt

a dosadime do integralu

4 1 1
I:/ tthdt:/ (4x+4)e4x+4dx=/ f(z)dz
0 -1

-1

Muzeme se jesté presvédcit, ze i po provedené transformaci se oba integraly rovnaji

>> Integrate[(4z + 4) E"(4z + 4), {z, —1, 1}|==Integrate[t x E"(2t), {t,0,4}]
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>> True

Daéle postupujeme podle puvodni rovnice 3.9, do které dosadime podle tabulek 3.1, 3.2 a 3.3,
takze dostaneme

i s () () - ()4 (o )

= 9.168 + 3468.376 = 3477.544 — &= 33.34%

1
h= [ s@a= Y0 o )
=2~ 4*/5175)64—“?5 Pt 4@+

3(2.221) + 2(218.392) + 3(8589.143) = 4967.107 = &=4.79%

V525 +70v/30 + 70/30 V525 + 704/30
I4—/ f(z 6 (T)

36

18+ V30 [ﬂ_W) . f(%’%;f)w)] SSI9T5M = == 0.37%

Pro dva, tii a ¢tyfi body respektive. Vidime tedy, ze vznikla relativni chyba rychle klesa, a jiz
pouziti ¢tyt bodu dava vysledky, s nimiz se v praxi muzeme spokojit.

Tabulka 3.1: Parametry Gaussovy kvadratury, n=2

bod éislo souradnice x vaha
1
1 v 1
1
2 7 1

Tabulka 3.2: Parametry Gaussovy kvadratury, n=3

bod ¢cislo souradnice x vaha
1 — V15 5
2 0 5
; =

3.2.1 Numericka integrace na trojahelniku

Pro vétsinu tloh ovSem musime integrovat ve dvou dimenzich. Zde udélame stejnou tvahu,
nicméné postup bude o néco slozitéjsi. Uvazujme trojuhelnik € v roviné u,v a funkci
f(u,v) definovanou na tomto trojuhelniku, od niz predpokldddme spojitost na €;. Pro
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Tabulka 3.3: Parametry Gaussovy kvadratury, n=4

bod é&islo soufadnice x vaha

2 — /525 — 70v/30 & (18 + /30)
( )
( )

1 1
3 21/525 — 701/30 &

1 1
4 2=1/525 + 70v/30 &

algoritmizovatelné vycisleni integralu

I= f(u,v)dS
Q1

Vyuzijeme transformaci Jeji matematické vyjadieni je

T [us, vs]
y
['1’1]
[u1, v1]
3 e
[0,0] [u2, 2]
Q T
1 2
[-1,-1] [1,-1]

Obréazek 3.11: Transformace obecného trojihelniku v roviné na referenéni trojihelnik

u=a1r+by+ec, v=agr+by+ce

Tato transformace ndam zjednodusi systém rovnic
up = —ay — by +cy,

uz = a; — by +cq,
uz = —ay + by + ¢y,
v1 = —ag — by + ¢,
vy = ag — by + c2,
vg = —ag + by + o
jejichz teseni je
uz — Uy u3 + ug

b: =
92 3 1 2 ) C1 9
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a vy — V1 b V3 — V] V3 + V9
2 = 5 2T T4 a= 5

Jakobian tohoto zobrazeni je

. Ou 1 1 1 1 1
J = ii % = a1b2—a2b1 = Z[(uz—ul)(vg—vl)—(U3—u1)(v2—U1)]] = Z Uy u2 U3z =

ox Oy U1 V2 U3
Kde S je obsah puvodniho trojihelnika. Nyni muzeme psat

. S
Io,= | fluv)dS= [ glxy)JdS=J | glz,y)-dS=7 [ g(z,y)-dS
Ql Qz QQ QQ

S 1 —x
=3 / / g(z,y) dxdy
r=—1Jy=-1

g(x,y) = flarz + by + c1, ax + bay + c2)

kde

Aproximaci Gaussovou kvadraturou budeme hledat ve stejném tvaru jako pro
jednodimenzionalni piipad

1 — m
/x /y g(z,y) = gg(iﬂz’,yi)wi (3.10)

=—1 =—1

zde ovSem m je pocet integraCnich bodu, ktery uz ovSsem neodpovidd fadu polynomu, jako v
predchozim piipadé. Odvozeni opét pfedvedu pro linedrni polynom tvaru

g(z,y) =a+br+cy

pro ktery dostaneme na levé strané rovnice 3.10

/1_1/_19(”3’74) = ;(?M— b—c)

a na pravé strané bude pouze jediny clen

m

Zg(fﬂi, yi)w; = wi(a + bxry + cyr)
=1

proto muzeme z vysledné rovnice rovnou ur¢it vahovy koeficient a soutadnice bodu
2 ( 1 1

3 3a—b—c)=wi(a+br1+cy1) = w1:27x1:—§7y1:_§
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3.3 Newton-Raphsonova metoda

Jako posledni krok je potfeba vyfesit danou soustavu rovnic. Ta ale byva obecné nelinearni,
a jeji analytické feSeni nemusi byt mozné. Jednou z fady numerickych metod, s nimiz lze
feSit soustavy rovnic, je Newton-Raphsonova metoda, oznacovand také jako metoda tecen. Jeji
zékladni myslenku ilustruje néasledujici obrazek:

5000 F

4000 |

3000 |

2000 |

1000 |

O : n n n n 1 n n n 1 n n n n 1 n n n n ]
— 15 90 2.5 3.0

Obrézek 3.12: Aproximace funkce jeji teénou v daném bodé

Predpokladejme, ze hledame koren funkce, ktera je na celém intervalu spojité diferencovatelna.
Vyjdeme z néjakého pocateéniho bodu, ktery si sami ur¢ime, a v tomto bodé aproximujeme
funkci jeji tecnou, ktera je dand rovnici

y = f'(z)

Kofen této rovnice najdeme pomérné jednoduse tak, ze polozime y = 0

0= f'(zn)(zn+1) = f'(zn)(@n) (3.11)

V této rovnici osamostatnime ¢len 41

Tn+l = Tp — f’(ﬂ? )
n

Dalsi iteraci provedeme tak, ze z této rovnice dosadime do 3.13, pfi¢emz index x,1 nahradime
indexemem x,, a hledame nové x,, + 1. Prvni dvé iterace jsou znazornény na obrazku.

5000 F
4000
3000

2000 f

1000

1
1
I " R EPR |

— 15 2.0 2.5 3.0

Obrézek 3.13: Ukazka prvnich dvou iteraci Newton-Raphsonovy metody

Cyklus opakujeme tak dlouho, dokud nenalezneme kofen s piesnosti vétsi nez pozadovana
tolerance, respektive dokud nedosdhneme maximéalnitho poctu iteraci. Nevyhodou

48



Newton-Raphsonovy metody je totiz fakt, ze muzeme jeji konvergenci znemoznit nevyhodnym
vybérem pocatecniho bodu. Dobry algoritmus by proto mél v takovém piipadé fesSeni pferusit,
a zvolit jiny pocateéni odhad.

1000
500 F
0 1 1 1 1 J
05 10 A5 20 25 30
_500——0
~1000"

Obrazek 3.14: Nasledek nevhodné zvoleného pocateéniho bodu

Pro soustavu dvou rovnic dvou proménnych

se rOVnice 312 I‘OZSﬁ‘f na tvar

o op7 !
|:xn+1:| _ |:517n:| | oz 8}/ % f <|:xn:|>
Yn+1 Yn % %; Yn

(Tnsyn)

ktery je snadné rozsitit pro libovolny pocet proménnych z1, zs, ..., T,

L1(n+1) L1(n) T1(n)
L2(n41) _ L2(n) _ gl . f T2(n)
Ln(n+1) Tn(n) Tn(n)

J pritom oznacuje takzvanou Jakobiho matici.

Nyni se muzeme vratit k modelové tloze fesené analyticky, a srovnat ji s vysledky metody
koneénych prvku v zavislosti na ruzné jemnosti diskretizaéni sité:
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v
1.0000e+03

9.0000e+02
8.0000e+02
7.0000e+02
6.0000e+02
5.0000e+02
4.0000e+02
3.0000e+02
2.0000e+02
1.0000e+02
0.0000e+00

v (V)

1.0000e+03

9.0000e+02
8.0000e+02
7.0000e+02
6.0000e+02
5.0000e+02
4.0000e+02
3.0000e+02
2.0000e+02
1.0000e+02
0.0000e+00

V (V)

.0000e+03

.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+02
.0000e+00
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Kapitola 4

Realizace numerického modelu

Nyni se jiz koneéné dostdvame k praktické ¢éasti této prace. Zde bude jako prvni diskutovana
volba vhodného softwarového prostiedi. Jesté predtim uvedme, Ze feSeni multifyzikdlnich tiloh
se v zasadé sklada ze ti{ ¢asti:

[J Preprocessing, ktery spociva v definici geometrického usporadani, materidlovych vlastnosti
a okrajovych podminek. Do ¢asti preprocessingu se fadi také vytvoreni diskretiza¢ni sité.

[0 Processing, coz je vlastni feSeni ulohy, tedy de facto sestaveni prislusnych matic a vyreSeni
soustavy rovnic

[0 Postprocessing, neboli interpretace ziskanych vysledki. Obvyklé byva zobrazeni veli¢in
bud’ ve tfech rozmeérech, nebo v jednotlivych fezech, dale sledovani pritbéhu jednotlivych
veli¢in v danych bodech, kiivkach nebo oblastech

Tyto tii ¢asti mohou, ale také nemusi byt soucasti jednoho celistvého programu. Pro uzivatele
byva nicméné lepsi prvni moznost.

V soucasné dobé existuje celd fada programu pro feSeni multifyzikalnich tloh, v nichz nemusi
byt jednoduché se na prvni pohled orientovat. Struény prehled nejpouzivanéjsich z nich proto
uvadim v priloze. Pro ucely této prace jsem si pii vybéru softwaru stanovil néasledujici kritéria:

[0 Prestoze komeréné pouzivané programy obecné prindsi vyssi komfort, mél by byt pouzity
software nekomercni, idedlné s otevienym kdédem, ¢imz odpadnou veskeré problémy
s licencemi a jeho pouzivani; druhy diuvod pro volbu nekomeréniho softwaru je jeho
potencialni ptizpusobeni na miru dané aplikaci, coz sice znacné piekracuje ramec diplomové
prace, nicméné muze byt vyuzitelné do budoucna

[0 Program musi byt schopny fesit sdruzené tlohy, pokud mozno v silném sdruzeni

] Program by mél pokryt vSechny tii etapy feSeni, tedy preprocessing, processing a
postprocessing

[J Program by mél mit vlastni grafické rozhrani, idedlné s moznosti vyuziti skriptovani
[J Program by idedlné mél fesit tfidimenzionalni dlohy

VVVVV

O Program by mél nabizet co nejsirsi moznosti exportu vysledku pro jejich dalsi zpracovani
a publikaci

0 Program by mél byt co nejlépe zdokumentovany a s dostatecnou zakladnou jeho uzivatelu

Po zvazeni v8ech téchto kritérii jsem se rozhodl pro program Agros2D, pouzivany a vyvijeny
skupinou docenta Pavla Karbana na Zipoceské univerzité v Plzni. Jak napovida jeho nazev,
program sice neni schopny fesit tifdimenzionalni tlohy !, a jeho dalsi nevyhodou je pouze

1 ~ v ’ . s~ s <~ s .
toto rozsiteni se nicméné v dohledné dobé planuje
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slabé sdruzeni jednotlivych poli. Pfi tomto typu sdruzeni nejsou rovnice pro jednotliva pole
feSeny soucasné, ale k ovlivnéni dochézi pouze nepiimo, viz jeho grafické zndzornéni, coz vede
k urc¢itému zkresleni vysledku. V ostatnich parametrech ale dosahuje velmi dobrych vysledku.
Ptedné obsahuje velmi intuitivni editor pro tvorbu geometrie a zadavani ostatnich parametru,
v oblasti processingu pak diky vyuziti knihovny Deal.Il a adaptivnich metod dosahuje v
nékterych piipadech dokonce vysledku, nez fada komeréné pouzivanych programu. V oblasti
postprocessingu pak nabizi moznost vizualizace vysledku ve dvou i tf¥idimenzionalnim zobrazent,
a kromé toho také zobrazeni a export hodnot proménnych podle zadané kiivky, ¢ vypocet
plosnych nebo objemovych integralu.

Elektromagnetické Py 1 7
pole
—> Teplotni pole J— A, Py Cp Asy Ps» Cps
—> | Termoelastické pole J— a,v, B

Obrazek 4.1: Grafické schéma teSeni slabé sdruzenych poli

4.0.1 Geometrické usporadani

Celkové spotadani je asi nejlépe patrné z jeho t¥idimenzionalni vizualizace, viz obrazek. Zde je
rotor, o celkové pruméru 88 cm, zjednoduSeny na masivni valec, predevsim modré barvy, na némz
je nasazend 3 cm tlustd obru¢, znézornénd cerveno-zluté. Okolo ni je devét vodi¢u o pruméru
2 cm tvoficich induktor, na obrazku reprezentovany dratovym modelem. Celkové rozméry i
tvar obruce byly oproti skuteéné realizovanému ohfevu, z néhoz mam k dispozici naméfena
data, randomizované, nicméné jejich hodnoty jsem ponechal fddové stejné. Rozméry rotoru v
podélném sméru neodpovidaji skutecnosti, ale jsou vysledkem kompromisu mezi dostatecnou
homogenitou pole a maximalni ispornosti modelu.

4.0.2 Vstupni data a okrajové podminky

Nyni uvedu okrajové podminky a materidlové vztahy pro jednotliva pole tak jak byla zadand
do modelu. Nevypisuji pfitom vSechny parametry, které je mozno zadat, ale pouze ty, u nichz
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Obrazek 4.2: Prostorové znazornéni celkového uspotfadani
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Obrazek 4.3: Celkovy pohled na dvoudimenzionalni usporadani

byla zménéna prednastavend hodnota, respektive ty, které uvazujeme.

Elektromagnetické pole

Pro magnetické pole vysta¢ime pouze s jednou okrajovou podminkou, pfepisujici A=0 v
dostatecné vzdalenosti od induktoru. Za tuto oblast volim vnéjsi hranici podle obrazku 4.3.
V oblasti materidlovych vztahti hraje nejvétsi roli nelinedrni chovani relativni permeability.
Vzhledem k obecné neznamému slozeni rotoru a rotorové obruce, a také relativnimu nedostatku
dat vychdzim z prubéhu naméfeného pro ocel 12040 podle CSN, s tim, ze skuteény priubéh se
mu bude vice ¢i méné ptiblizovat.
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Obrazek 4.4: Pohled na detail obruce

Rotor
Piedpokldddme, Ze rotor je tvoieny oceli 12040 podle CSN. Kromé toho zaddme elektrickou
vodivost v = 105 - m™!.

Relativni permeabilita (—)

2000
1500
1000

500

I 1 I I I I 1 I I I I 1 I I I A
B (T)
0.5 1.0 1.5 \-/2.0

Obrézek 4.5: Zavislost relativni permeability rotorové oceli na magnetické indukei

Obruc
Pro obrué¢ predpokladdme stejny prubéh relativni permeability jako v pfipadé rotoru. Elektricka
vodivost v by méla mit hodnotu okolo 5-105S - m™!

Civka

U civky induktoru pouze predepisuji celkovy proud I, ktery ji bude protékat, a ktery bude mit
velikost 2500 A a frekvenci 100 Hz po celou dobu, kterou vzhledem k predchozim zkuSenostem
stanovime na 18 minut. Dale zaddme p, = 1. Tim padem se nestardm o ztraty, které by ve
skuteé¢ném vodici vznikly, a neuvazuji ani takzvany skinefekt, jehoz vlivem by proudova hustota
byla o néco vyssi blize povrchu, nez v jeho stfedu. Nutno fici, ze se tim nedopoustim zadné
chyby - teplota vodice totiz byva udrzovana na viceméné konstantni hodnoté pomoci vodniho
chlazeni, a vysledné magnetické pole bude stejné bez ohledu na rozlozeni proudové hustoty ve
vodié¢i. Uvedend zjednoduseni maji tedy vliv pfedev§im na uSetieni ¢asti vypocetniho ¢asu.
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Vzduch
Okolni prostiedi nemé na rozlozeni magnetického pole prakticky zadny vliv, je tedy pouze
potieba zadat relativni permeabilitu vzduchu p, =1

Teplotni pole

Pro teplotni pole zaddme nésledujici okrajové podminky - ve stfedu osy symetrie (viz obrazek
4.3) bude teplotni tok q nulovy, a na hranici vySetfované oblasti stanovime pevnou teplotu
okoli T = 293 K. Na okraji rotoru a obruce bude dochazet k prestupu tepla do okoli vlivem
konvekce a radiace, které charakterizujeme nésledujicimi parametry: koeficient prestupu tepla
a=10W -m™2.-K~! a emisivitu ¢ = 0.2. Jak se zminuji v ¢asti o teplotnim poli, je teoretické
stanoveni téchto parametru prakticky nemozné. Jejich hodnoty proto vychézi z praktickych
zkuSenosti. Naopak parametry jednotlivych materidli, at se jedna konstanty ¢i funkéni zdvislosti,
lze ziskat pomérné snadno, napiiklad z Jahm databéze, proto je uvadim pouze piehledoveé:

Rotor
— 80 |
e
g
~
E 70 - |
Z
>
Z
o
> 60 [ |
Nav]
=
[}
oy
= 50l .
| | | | |

200 300 400 500 600 700 800
Teplota [K]

Obrazek 4.6: Zavislost tepelné vodivosti rotoru na teploté

Obruc Zavislost hustoty a tepelné kapacity je stejna jako u rotoru, v piipadé teplotni vodivost
poéitdm s konstantni hodnotou A = 15W - m~1 . K1

Civka
Tabulka 4.1: Materidlové parametry pro vodic¢
Tepelnd vodivost | A =400 W -m—1 . K1
Hustota p="T7500kg - m~3
Tepelnd kapacita | ¢, = 385J - kg~ ! - K~}
Vzduch

Termoelastické pole

Pro termoelastické pole stanovime nésledujici okrajové podminky - vzhledem k tomu, stied
symetrie (opét viz obrézek 4.3) musi zustat nehybny, zvolime zde podminku typu fixace-fixace,
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Obrazek 4.7: Zavislost tepelné kapacity rotoru na teploté
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Obrazek 4.8: Zavislost hustoty rotoru na teploté

Tabulka 4.2: Materidlové parametry pro vzduch

Tepelné vodivost

A=0.02587W  -m~!. K1

Hustota

p=1275kg-m3

Tepelna kapacita

cp=1.005] - kg1 .- Kt

800

tedy pevné umisténi vzhledem k obéma osdm. Naopak na obvodu obruce a rotoru ocekavame
dilataci, zvolime proto podminku typu volna-volnd (muzeme také zvolit typ volné-fixace a
neuvazovat prodlouzeni, k némuz by mohlo dojit v podélném sméru). Materidlové vlastnosti
rotoru a obruce opét nalezneme napiiklad v Jahm databazi.

Rotor
Obrué
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Tabulka 4.3: Materidlové parametry téleso rotoru

Younguv modul E =210GPa
Poissonovo ¢islo v=0.3
Koeficient teplotni roztaznosti | o = 1-107° K1
Referenéni teplota Trep =293 K

Tabulka 4.4: Materidlové parametry rotorové obruce

Younguv modul E =210GPa
Poissonovo ¢islo v=0.3

Koeficient teplotni roztaznosti | a = 1.95- 107° K1
Referenéni teplota Trep =293 K

4.0.3 Ziskané vysledky

Nyni se podivejme na ziskané vysledky. Hlavni parametr, podle kterého muzeme ovérit
vérohodnost modelu je rozlozeni teploty v obruci v zavislosti na ¢ase. Ta bude podle ocekdvani
postupné narustat, az dosdhne teploty okolo 800 K, pfi niz se obru¢ dostateéné roztahne.

‘m 8.0500e+02] ‘m 8.0500e+02
.5400e+02 7.5400e+02,
.0300e+02] 7.0300e+02
.5200e+02 6.5200e+02
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.4800e+02] 4.4800e+02
.9700e+02] 3.9700e+02]
.4600e+02] 3.4600e+02,

t=90 s t=180 s

' 8.0500e+62 ' 8.0500e+62
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t=270 s t=360 s
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.0500e+02]

t=450 s
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m 8.0500e+02 m 8.0500e+02
.5400e+02] 7.5400e+02
.0300e+02] 7.0300e+02
.5200e+02 6.5200e+02,
.0100e+02 6.0100e+02,
.5000e+02] 5.5000e+02]
.9900e+02] 4.9900e+02
.4800e+02] 4.4800e+02
.9700e+02] 3.9700e+02
.4600e+02] 3.4600e+02

t=810 s t=900 s

' 8.0500e+02 m 8.0500e+02
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.4800e+02] 4.4800e+02
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.4600e+02] 3.4600e+02,

t=990 s t=1080 s

Pro posledni krok ohfevu se jesté podivejme na prubéh teploty podél povrchu obruce, respektive
1 a 2 mm pod povrchem, znazornéné na obrazku 4.10. Osa x na piislusném grafu proto
predstavuje tyto usec¢ky, pro néz jsme nechali prubéhy vykreslit, a sice ve sméru stejny s osou z
zdola nahoru.
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Obrézek 4.9: Prubéh teplotniho profilu v jednotlivych hloubkéch

V oblasti elektromagnetického pole nds bude zajimat prubéh magnetické indukce a mérnych
ztrat. Jejich prubéhy byly spocitany pro zacatek ohfevu v upraveném modelu, z néhoz
bylo odstranéné teplotni a termoelastické pole, a oblast obru¢e maximdalné zjemnénd. Ani
tak se bohuzel nepodafilo ziskat dostatec¢né jemny prubéh, jelikoz feSeni pro vyssi stupné
nekonvergovalo. Vysledky, které se podafilo ziskat nicméné odpovidaji ocekavani. V piipadé
mérnych ztrat jesté uvadim jejich prubéh na povrchu obruce, respektive v hloubce 1 a 2 mm
pod nim, ve stejném smyslu jako byly uvedeny prubéhy teplot.
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Obréazek 4.10: Prubéh hustoty ztrdt v jednotlivych hloubkéch

Jako posledni nas budou zajimat prubéhy veli¢in termoelastického pole. Ten nejlépe ilustruje
obrazek 4.12, zobrazujici intenzitu a celkovy smér posuvu. Vysledny tvar rotoru a obruce
nicméné neni ve spravném meéritku, proto je nutné brat toto zobrazeni jen jako ilustracni.
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Obrazek 4.11: Schematické znazornéni dilatované obruce

Ptesné hodnoty roztazeni obruce vzhledem k rotoru ziskdme vykreslenim prubéhu posuvu v
malé vzdalenosti kolmo od kritického mista (coz je oblast obruce, kterd musi po svém roztazeni
prekonat vystupek) nejdiive ve sméru od, a poté do stfedu symetrie. Jejich odectenim ziskdme
hledany prubéh, ktery uvadim na obrazku. Vidime, ze hodnoty se pohybuji v oblasti vyssi nez 2
mm, lze tedy na zaveér prohlasit, ze bychom méli byt schopni obru¢ i s ur¢itou rezervou sundat.

61



-3
9.13 X0

— 2125t

posuv (m

212 ¢

2.115

0 0.05 0.1 0.15 0.2
okraj obruce (m)

Obrézek 4.12: Vypocitany prubéh roztazeni obruce v kritickém misté
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Kapitola 5
Zaveér

Predklddana prace se zabyvala modelovanim indukéniho ohievu pro manipulaci s rotorovymi
obruc¢emi. V tvodu préace byla uvedena motivace vedouci k vybéru této konkrétni tlohy a cil,
kterym bylo vytvofeni numerického modelu tohoto procesu, vyuzitelného k predikci pribéhu
ohfivani konkrétnich obruc¢i. Ve druhé kapitole byly odvozeny zdkladni vztahy pro spojité
modely elektromagnetického, teplotniho a termoelastického pole. Déle jsem se stru¢né zminil
o moznych metodach feSeni téchto rovnic, a o nékterych vyhodéch pouziti metody koneénych
prvki. Jeji zdkladni principy, spolu s pfidruzenymi tématy jako numericks integrace nebo feseni
nelinearni soustavy rovnic jsem popsal v nasledujici kapitole. V posledni ¢asti jsem potom nastinil
zakladni princip slabého sdruzeni, a diskutoval volbu vhodného softwarového prostiedi. V zavéru
prace jsem popsal geometrické usporadani tlohy, materidlové vlastnosti a okrajové podminky, a
prezentoval vybrané vysledky feSeni pro jednotliva pole.

V praktické ¢asti bylo ovéfeno, ze se rotorova obru¢ pii napéjeni induktoru proudem o velikosti
2500 A a frekvenci 100 Hz po dobu 18 minut ohfeje az na teplotu okolo 800 K, coz s urcitou
rezervou zpusobi jeji dilataci o pozadovanou délku.

V prubéhu psani préace také postupné vyvstala fada problémt, v jejichz feseni by bylo dobré dale
pokracovat. Predevsim jde o dalsi verifikaci modelu, kterou bude mozné provést po dodani co
nejpresnéjsich parametru u jiz realizovanych ohfevu a nasledné porovnani teoretickych vysledku
s praktickymi. Dalsi pomérné rozsahlou oblasti by mohlo byt vytvofeni urcitého rozhrani,
pomoci néhoz by bylo mozné snadno ménit geometrické usporadani, spolu s automatizovanym
zpracovanim nékterych vysledku, aby mohli vypocet provadét i uzivatelé zvykli pracovat s jinymi
vypocetnimi programy. V neposledni fadé se pak nabizi pokusit se o optimalizaci celého procesu.
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.1 Prehled

nejpouzivanéjsich
multifyzikalnich tdloh

programu pro reseni

Tabulka 1: Prehled nejpouzivanéjsich programu pro feSeni multifyzikalnich 1loh; Zdroj: Pavel

Karban
Produkt Geo- Sdruzeni | Podpora Popis
metrie platformy
ANSYS 2D/3D | silné, Windows, Univerzalni  program pro  feSeni
slabé Linux (¢), | fyzikdlnich poli, optimalizaéni modul
MacOSX (¢)
Maxwell 2D/3D | - Windows, Reseni elektromagnetickych a
Linux elektromechanickych systému
COMSOL 2D/3D | silné, Windows, Univerzalni  program pro feSeni
Multiphysics slabé Linux, fyzikalnich poli, optimaliza¢ni modul
MacOSX
Opera 2D/3D | slabé Windows, Multifyzikalni program zaméfeny na
Linux elektromagnetické pole
Flux 2D/3D | silné Windows Elektromagnetické a tepelné vypocty
MagNet, 2D/3D | - Windows Multifyzikalni program, optimalizacni
FElecNet, modul
ThermNet,
OptiNet
CST Studio | 2D/3D | slabé Windows Multifyzikalni program zaméfeny na nf
Suite a vf elektromagnetické pole
Mafia 4 2D/3D | - Unix (HP-UX, | Multifyzikdlni  program  zaméfeny
Solaris, na elektromagnetické pole, linedrni
DEC OSF1), | problémy, optimalizace
Windows
GetFem++ | 2D/3D | slabé (?) | Unix, Nekomeréni multifyzikdlni program,
Windows, nelinedrni problémy, ovlddani pies
MacOSX Python, Matlab nebo Scilab
Onelab 2D/3D | slabé (?) | Windows, Nadstavba fesice GetDP a programu
Linux, Gmsh; ukézkové piiklady z oblasti
MacOSX, indukéniho ohfevu
Android, i0OS
Quickfield 2D slabé Windows Multifyzikalni program pro feSeni
fyzikalnich poli, linedrni i nelinedrni
problémy, optimalizace
Agros2D 2D slabé Windows, Reseni fyzikalnich poli zaloZzena na
Linux, knihovné Hermes2D pro hp-FEM, resp.
MacOSX Deal.Il
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