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Abstrakt

Bakalářská práce se zabývá identifikaćı teplotńıho modelu reálné mı́stnosti a vytápěńım

dané mı́stnosti ř́ızené prediktivńı regulaćı založené na modelu. Rozeb́ırá odhad parametr̊u

modelu s využit́ım metody nejmenš́ıch čtverc̊u z naměřených a upravených dat. Práce

se věnuje také možnosti odhadu parametr̊u s omezeńım pomoćı funkce quadprog pro-

gramu Matlab. Po převodu odhadnutého modelu do stavového popisu je systém ř́ızen

prediktivńı regulaćı s ćılem optimalizovat energetický výdej na vytápěńı dle zadaných

požadavk̊u a referenćı. Součást́ı je porovnáńı regulace s tvrdými a měkkými omezeńımi.

K optimalizaci se využ́ıvá krátkodobá předpověd’ venkovńı teploty. Jako daľśı možnost

se uvažuje využit́ı známých predikćı teplot okolńıch mı́stnost́ı. Závěr práce se věnuje pre-

diktivńımu ř́ızeńı na základě nelineárńıho modelu systému s využit́ım funkce fmincon

programu Matlab. Funkčnost navržených prediktivńıch regulátor̊u založených na modelu

mı́stnosti je ověřena simulaćı s pomoćı naměřených dat.

Kĺıčová slova

Identifikace, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, vytápěńı, ř́ızeńı na základě modelu, MPC, NMPC,

quadprog, fmincon
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Abstract

The bachelor thesis deals with identification of the thermal model of the real room

and heating control by a model predictive control of this room. It analyzes the model

parameter estimation using the least squares method from the measured and adjusted

data. The thesis also deals with the possibilities of model estimation with constraints

by quadprog function of Matlab. After transformation estimated model into state space,

the system is controlled by model predictive control to optimize and minimize energy

consumption for heating according to the given requirements and references. It includes

comparison of results using hard and soft constrained model predictive control. The con-

troller uses short-term outside temperature forecast and also prediction of surrounding

rooms temperature. The final part is devoted to non-linear model predictive control uti-

lizing fmincon function of Matlab. Functionality of the above formed model predictive

controllers of the room heating is verified by simulation with measured data.

Keywords

Identification, least square method, heating, model predictive control, MPC, NMPC,

quadprog, fmincon

v



Obsah

Seznam obrázk̊u viii
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2.2.1.1 Výsledek filtrace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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3.3.4 Výsledek identifikace s omezeńım . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.1 Představa jednotlivých mı́stnost́ı. Převzato a upraveno z [1]. . . . . . . . 4
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Kapitola 1

Úvod

S určitou formou vytápěńı se dnes poč́ıtá téměř u každé stavby. Ne vždy je ale př́ıtomna

optimálńı forma regulace. Přitom správně zvolená regulace může v konečném d̊usledku

významně ušetřit náklady na vytápěńı.

V této práci se budeme věnovat prediktivńımu ř́ızeńı vytápěńı reálné mı́stnosti. Jelikož

se jedná o ř́ızeńı na základě modelu, budeme se zabývat také identifikaćı parametr̊u

dynamického systému, který představuje právě námi vytápěná mı́stnost. V dnešńı době

výstavby úsporných ńızkoenergetických budov a snižováńı náklad̊u na vytápěńı je toto

téma velmi aktuálńı.

Počátky prediktivńıho ř́ızeńı sahaj́ı do 70. let 20. stolet́ı [3] a s rozvojem výpočetńı

techniky se oblast uplatněńı dále rozšǐruje [4]. Regulátor plánuje (optimalizuje) budoućı

kroky regulace až do výše predikčńıho horizontu, na základě chováńı modelu systému.

Matematický model ř́ızeného systému můžeme źıskat modelováńım s využit́ım fyzikálńıch

znalost́ı nebo identifikaćı z naměřených dat.

1.1 Struktura textu

Popis zadáńı V této kapitole je upřesněna úloha, kterou se práce zabývá. Jedná se

o popis vytápěné mı́stnosti a jej́ıho okoĺı včetně rozmı́stěńı jednotlivých senzor̊u, ze

kterých jsou źıskána data. Následuje zpracováńı naměřených dat, které obnáš́ı filtraci

a převzorkováńı.

1



KAPITOLA 1. ÚVOD 2

Identifikace Tato kapitola je věnovaná metodě nejmenš́ıch čtverc̊u a jej́ımu použit́ı

pro identifikaci teplotńıho modelu mı́stnosti. Dále se zabývá identifikaćı parametr̊u mo-

delu s požadovanými reálnými fyzikálńımi vlastnostmi modelu.

Řı́zeńı V této části se práce zabývá formulaci prediktivńıho regulátoru pro vytápěńı

dané mı́stnosti, a to na základě zjednodušeného lineárńıho, a následně i nelineárńıho

modelu. Je zde diskutován regulátor s tvrdě nastaveným omezeńım, ale také varianta

v podobě měkkých omezeńı. Funkčnost regulace je ověřena simulaćı.

Veškeré výpočty a práce je prováděna v programu Matlab. Nejsou zde uváděny žádné

zdrojové kódy nebo skripty. Ty se nacházej́ı na přiloženém CD formou př́ılohy.



Kapitola 2

Popis zadáńı

Ćılem práce je odhad parametr̊u modelu dynamického systému, v tomto př́ıpadě jej

představuje termodynamický model mı́stnosti, a následná implementace pokročilého ř́ızeńı

vytápěńı na základě tohoto modelu. K dosažeńı ćıle je nutné se seznámit s metodami od-

hadováńı parametr̊u model̊u dynamických systémů a s principy pokročilé regulace.

Kvalita regulátor̊u založených na modelu velmi záviśı na přesnosti modelu regulo-

vaného systému. Proto je nutné věnovat velkou pozornost právě modelu systému. Sa-

motný termodynamický model mı́stnosti přesně odpov́ıdaj́ıćı reálnému chováńı je ve sku-

tečnosti velice složitý. Důvodem je, že na vývoj teploty v mı́stnosti maj́ı vliv i fak-

tory, které nejsou součást́ı naměřených dat nebo je nelze jednoduše měřit. Jedná se

např́ıklad o měńıćı se parametry budovy, intenzitu slunečńıho zářeńı nebo vliv vněǰśıch

povětrnostńıch podmı́nek (vlhkost vzduchu, rychlost větru). Následné přesněǰśı ř́ızeńı je

potom zt́ıženo nelineárńı dynamikou budovy, resp. mı́stnosti.

Pro celou implementaci a simulaci odhadu parametr̊u i následného ř́ızeńı jsou použita

reálná naměřená data z mı́stnosti.

3



KAPITOLA 2. POPIS ZADÁNÍ 4

2.1 Popis mı́stnosti

Mı́stnost se nacháźı v Lakeshore Center Michigan Technological University [1]. Celá bu-

dova je vybavena systémem HVAC1, který má udržovat stanovené klimatické podmı́nky

v budově. Z hlediska vytápěńı umožňuje vytápět individuálně každou zónu, resp. mı́stnost

[1]. Vzduchotechnika slouž́ı nejen na udržováńı teploty, ale také kvality vzduchu.

Naměřená data, která byla dodána, pocháźı z několika teplotńıch senzor̊u, které jsou

součást́ı BMS2 systému budovy. Teplota v mı́stnosti, které se věnujeme, je nav́ıc za-

znamenána teplotńım dataloggerem. Naměřená data z mı́stnosti tedy obsahuj́ı hodnoty

ze dvou r̊uzných senzor̊u označených3 TZa
a TZb

. Modelovanou mı́stnost obklopuj́ı daľśı

dvě mı́stnosti a chodba. V západńı mı́stnosti je umı́stěn senzor s označeńım TW , ve

východńı TE a na chodbě Tcor. Senzor venkovńı teploty má označeńı TO. Mı́stnost je

vytápěna př́ıvodem vzduchu z ventilačńı jednotky HVAC, jehož teplota je označena TS a

hmotnostńı pr̊utok ṁ. Rozlǐsovaćı schopnost senzor̊u v rámci systému BMS je ±0.2 ◦C a

rozlǐseńı dataloggeru ±0.8 ◦C [1].

Obrázek 2.1: Představa jednotlivých mı́stnost́ı. Převzato a upraveno z [1].

1HVAC (Heating, Ventilation, and Air Conditioning), jedná se o označeńı klimatických systémů

zajǐstuj́ıćı vytápěńı, větráńı a klimatizaci v budovách [5].
2BMS (Building Management System), jedná se o soubor technických prostředk̊u pro správu, ř́ızeńı

a monitoring zař́ızeńı budovy [6].
3TZ, W, E, Cor, O, S jsou zkratky z výraz̊u

”
Zone, West, East, Corridor, Outdoor, Supply“



KAPITOLA 2. POPIS ZADÁNÍ 5

2.2 Př́ıprava dat

Naměřená data jsou vzorkovaná s periodou 1 minuty. K dispozici je 20160 vzork̊u, které

odpov́ıdaj́ı délce měřeńı 14 dn̊u v obdob́ı od 11. 1. 2013 0:00 do 24. 1. 2013 23:59. Před

daľśım použit́ım je třeba data dále zpracovat.

Tabulka 2.1: Vstupńı veličiny

Veličina Označeńı Jednotka

Teplota východńı mı́stnosti TE
◦C

Teplota chodby Tcor
◦C

Teplota západńı mı́stnosti TW
◦C

Teplota venkovńı TO
◦C

Teplota přiváděného vzduchu TS
◦C

Hmotnostńı pr̊utok vzduchu ṁ kg s−1

Tabulka 2.2: Výstupńı veličina

Veličina Označeńı Jednotka

Teplota mı́stnosti, měřená senzorem a TZa

◦C

Teplota mı́stnosti, měřená senzorem b TZb

◦C

2.2.1 Filtrace dat

Naměřená data musela být zkontrolována a vyloučeny chyby vznikaj́ıćı omezenou cit-

livost́ı, př́ıpadně rušivé vlivy. To je provedeno přefiltrováńım. Pro všechny naměřené

pr̊uběhy, které budou filtrovány (TE , Tcor, TW , TO a TZ), byl použit IIR (Infinite Im-

pulse Response) dolnopropustńı Butterworth̊uv filtr [7] 2. řádu s normovanou dolńı mezńı

frekvenćı ωn ∈ (0, 1), kde 1 odpov́ıdá polovině vzorkovaćı frekvence, tedy horńı hranici

přenášeného pásma [8], která je známá také jako Nyquistova frekvence.

Zbývaj́ıćı pr̊uběhy nebylo třeba filtrovat. Jedná se o teplotu přiváděného vzduchu

TS, jej́ıž hodnoty se velice rychle měńı s velkým rozd́ılem teplot. Správcem budovy bylo

potvrzeno, že pr̊uběh odpov́ıdá realitě. Dále hmotnostńı pr̊utok přiváděného vzduchu ṁ

nabývá jen dvou konstantńıch hodnot, a to nulové v př́ıpadě vypnutého stavu a maximálńı

hodnotě pr̊utoku 0.52 kg s−1.



KAPITOLA 2. POPIS ZADÁNÍ 6

2.2.1.1 Výsledek filtrace

Výsledek filtrace naměřeného pr̊uběhu teploty TE je vidět na obrázku 2.2. Obdobně

proběhla filtrace u pr̊uběh̊u Tcor, TW , TO. S ohledem na rychlost změny teploty byl

po vizuálńım porovnáńı s p̊uvodńım pr̊uběhem zvolen mezńı kmitočet ωn = 0.008.
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Obrázek 2.2: Teplota ve východńı mı́stnosti - filtrace dat

Teplota mı́stnosti TZ

TZa
Tento pr̊uběh byl naměřen prvńım senzorem. Naměřené hodnoty byly korigovány

pouze v mı́stech, kde d́ıky malé citlivosti senzoru se naměřená hodnota pohybovala mezi

dvěma polohami, danými rozlǐseńım senzoru. V těchto oblastech byl pr̊uběh nahrazen

fixńı pr̊uměrnou hodnotou.
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Obrázek 2.3: Teplota mı́stnosti, měřeno senzorem a - filtrace dat

TZb
Pro filtraci pr̊uběhu teploty v mı́stnosti naměřeném druhým senzorem byl opět

použit Butterworth filtr. Výsledek je vidět na následuj́ıćım obrázku 2.4.
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Obrázek 2.4: Teplota mı́stnosti, měřeno senzorem b - filtrace dat

Zpr̊uměrováńı signálu Je vidět, že senzory maj́ı r̊uznou charakteristiku, protože jsou

umı́stěné na r̊uzných mı́stech. Pro zpřesněńı skutečného pr̊uběhu je užitečné použ́ıt data

z obou senzor̊u, např́ıklad aritmetickým pr̊uměrem dvojice vzork̊u, který označ́ıme TZavg
.

Porovnáńı s p̊uvodńımi pr̊uběhy je zobrazeno na obrázku 2.5.
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Obrázek 2.5: Teplota mı́stnosti, pr̊uměr z obou senzor̊u - filtrace dat

Tento signál Tavg budeme použ́ıvat pro daľśı práci.

2.3 Převzorkováńı dat

Vzhledem k pomalým teplotńım změnám jsou data vzorkována s malou periodou. Nav́ıc

výpočetńı náročnost roste s objemem dat, která zpracováváme. Je tedy výhodné data

převzorkovat. Zcela postačuj́ıćı je vzorkovaćı perioda 5 minut mı́sto p̊uvodńı 1 minuty.

Jednoduché převzorkováńı je provedeno uložeńım každého pátého vzorku a vypuštěńım

zbývaj́ıćıch. T́ım je dosaženo v tomto př́ıpadě kvalitněǰśıho převzorkováńı než-li pomoćı

funkce resample v Matlabu. Nevznikaj́ı tak přechodové jevy u ostrých hran, např́ıklad

u konstantńıho hmotnostńıho pr̊utoku.



Kapitola 3

Identifikace

Identifikace modelu je jedna z d̊uležitých část́ı prediktivńı regulace. Existuje mnoho me-

tod, jak identifikovat parametry modelu [9]. V této práci se d́ıky struktuře modelu nab́ıźı

identifikace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u [10].

3.1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u1 se použ́ıvá pro aproximaci funkćı [10], tedy lze ji použ́ıt

pro stanoveńı nebo odhadu neznámých parametr̊u matematického modelu, např́ıklad

nějakého funkčńıho předpisu, za pomoćı známých funkčńıch hodnot a argument̊u funkce.

Tyto hodnoty jsou nejčastěji źıskané měřeńım. Při tomto odhadu parametr̊u se minima-

lizuje součet kvadrát̊u chyb rozd́ıl̊u hodnoty skutečné (změřené) a odhadnuté.

Pro př́ıklad poslouž́ı diskrétńı matematický model vyjádřený rovnićı [11]:

y(k) = x1(k)θ1 + x2(k)θ2 + · · ·+ xn(k)θn, k = 1 · · ·N. (3.1)

Kde k je diskrétńı čas, ve kterém jsme prováděli měřeńı funkčńıch hodnot y(k) a argu-

ment̊u x1(k), x2(k), · · · , xn(k) s počtem vzork̊u N . Neznámými parametry jsou θ1, · · · , θn.

Zápis 3.1 lze pro N naměřených vzork̊u přepsat do maticové rovnosti:

y = Φθ, (3.2)

1Někdy se také nazývá lineárńı regrese.

9
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kde:

y =















y(1)

y(2)
...

y(N)















, Φ =















x1(1) x2(1) · · · xn(1)

x1(2) x2(2) · · · xn(2)
...

...
. . .

...

x1(N) x2(N) · · · xn(N)















, θ =















θ1

θ2
...

θn















. (3.3)

Označ́ıme-li ŷ odhad y, jenž představuje známé (naměřené) hodnoty, můžeme zavést

chybu odhadu ε. Ta představuje nepřesnost, které jsme se při odhadováńı dopustili:

ε =















ε(1)

ε(2)
...

ε(N)















= y − ŷ = y −Φθ̂. (3.4)

Pro dosažeńı nejlepš́ıho výsledku odhadu parametr̊u θ̂ je třeba tuto chybu minima-

lizovat. Proto je třeba zavést ztrátovou funkci. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u minimalizuje

ztrátovou funkci, která představuje sumu kvadrát̊u této chyby, neboli residuálńı sumu

čtverc̊u [12]:

fLS =
∑N

k=1 ε(k)
2 = εTε = (y −Φθ̂)T (y −Φθ̂) = yTy − θ̂

T
ΦTy − yTΦθ̂ + θ̂

T
ΦTΦθ̂ (3.5)

Pro nalezeńı minima ztrátové funkce fLS na množině parametr̊u θ je třeba provést

parciálńı derivaci podle θ a položit ji rovno nule.

∂fLS

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=θ̂
= −2ΦTy + 2ΦTΦθ̂ = 0

ΦTΦθ̂ = ΦTy

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTy (3.6)

Výraz 3.6 dává odhad parametr̊u θ̂.

3.1.1 Použit́ı metody nejmenš́ı čtverc̊u pro identifikaci

Metodu nejmenš́ıch čtverc̊u lze použ́ıt pro odhad parametr̊u modelu lineárńıho dyna-

mického systému [11] s vhodnou strukturou z naměřených dat. Velmi často se použ́ıvá

pro ARX (AutoRegresive model with eXternal input) [13] strukturu, kterou lze popsat
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diskrétńı systém. Je specifická t́ım, že jej́ı výstup záviśı lineárně na předchoźıch hodnotách

výstupu a vstup̊u. Př́ıklad ARX SISO (Single-Input Single-Output) struktury:

y(k) =

na
∑

i=1

aiy(k − i) +

nb
∑

i=0

biu(k − i) + e(k) (3.7)

Často však neznáme apriori na, nb (skutečnou strukturu), a proto je tento počet

také předmětem odhadu. V př́ıpadě odhadu z dat se šumem, který může být zp̊usobený

např́ıklad nedokonalostmi senzor̊u, je u takovýchto dat třeba vhodně volit počet para-

metr̊u, nebot’ jejich vysoký počet může mı́t za následek snahu modelovat i nežádoućı šum.

Proto je nutné data nejdř́ıve upravit vhodným filtrem. Jednou z možnost́ı, jak odhadnout

nejlepš́ı počet parametr̊u, je sestavit metriku pro hodnoceńı kvality odhadu a postupně

zkoušet kombinace počtu těchto parametr̊u. Počet, pro který vyjde odhad nejlépe, bude

poté brán jako nejpravděpodobněǰśı.

3.2 Model mı́stnosti

Identifikace modelu mı́stnosti je založená na diskrétńı struktuře 3.8, která odpov́ıdá ter-

modynamice budovy a byla pro modelováńı podobné budovy použita např́ıklad v [14].

TZ(k) =
na
∑

i=1

aiTZ(k − i) +

nb
∑

i=1

bi(TE(k − i)− TZ(k − i))

+

nc
∑

i=1

ci(Tcor(k − i)− TZ(k − i)) +

nd
∑

i=1

di(TW (k − i)− TZ(k − i))

+
ne
∑

i=1

ei(TO(k − i)− TZ(k − i)) + fṁ(k − 1)(TS(k − 1)− TZ(k − 1))

(3.8)

3.2.1 Identifikace pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

Strukturu 3.8 lze přepsat do následuj́ıćıho maticového zápisu, který plat́ı pro

k > max(na, nb, nc, nd, ne):

TZ(k) = ϕ(k)θ, (3.9)
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kde :

θ =
[

a1 · · · ana
b1 · · · bnb

c1 · · · cnc
d1 · · · dnd

e1 · · · ene
f

]T

, (3.10)

ϕ(k) = [TZ(k − 1), · · · TZ(k − na), TE(k − 1)− TZ(k − 1), · · · TE(k − nb)− TZ(k − nb),

Tcor(k − 1)− TZ(k − 1), · · · Tcor(k − nc)− TZ(k − nc),

TW (k − 1)− TZ(k − 1), · · · TW (k − nd)− TZ(k − nd),

TO(k − 1)− TZ(k − 1), · · · TO(k − ne)− TZ(k − ne),

ṁ(k − 1)(TS(k − 1)− TZ(k − 1))].

(3.11)

Neznámé parametry stanov́ıme následuj́ıćım vztahem 3.12.

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTTZ (3.12)

Maticová forma zápisu obsahuje již zpracovaná data, ze kterých se provád́ı identifikace

parametr̊u. Matice Φ a TZ jsou sestaveny následovně:

Φ =















ϕ(k)

ϕ(k + 1)
...

ϕ(N)















=















TZ(k − 1), · · · TZ(k − na), TE(k − 1)− TZ(k − 1), · · · ṁ(k − 1)(TS(k − 1)− TZ(k − 1))

TZ(k), · · · TZ(k + 1− na), TE(k)− TZ(k), · · · ṁ(k)(TS(k)− TZ(k))
...

...
...

...
. . .

...

TZ(N − 1), · · · TZ(N − na), TE(N − 1)− TZ(N − 1), · · · ṁ(N − 1)(TS(N − 1)− TZ(N − 1))















,

TZ =















TZ(k)

TZ(k + 1)
...

TZ(N)















.

3.2.1.1 Kritérium kvality odhadu

Jelikož počet parametr̊u na, nb, nc, nd, ne neńı apriori známý, vyzkouš́ıme identifikaci

parametr̊u θ pro všechny možné kombinace jejich počtu v rozmeźı 1 ≤ nx ≤ 5. Aby bylo

možné vyhodnotit, který konkrétńı počet parametr̊u je nejlepš́ı možný, je třeba sestavit

hodnot́ıćı kritérium odhadu. Pro tento účel slouž́ı suma absolutńıch hodnot váhovaných

odchylek signál̊u naměřeného a vygenerovaného z odhadnuté struktury.

Q =

∑N

k=1

∣

∣

∣

y(k)−ŷ(k)
y(k)

∣

∣

∣

N
(3.13)

Tato suma je nav́ıc váhována celkovým počtem vzork̊u. T́ım jsme eliminovali závislost

výsledku na úrovni signálu a celkovém počtu vzork̊u. Č́ım je Q menš́ı, t́ım je odhad

kvalitněǰśı.
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3.2.1.2 Výsledek identifikace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Za pomoćı připravených dat jsme realizovali identifikačńı algoritmus. Ten procháźı pole

všech možných kombinaćı počtu parametr̊u nx. Pro každou kombinaci je proveden odhad

parametr̊u θ a výsledek je hodnocen dle zavedeného kritéria 3.13. Nejlepš́ı výsledek byl

vyhodnocen pro počet parametr̊u na = nb = nc = nd = 2, ne = 3:

θ =
[

a1 a2 b1 b2 c1 c2 d1 d2 e1 e2 e3 f

]T

θ =
[

1.9588 −0.9585 0.1223 −0.1201 0.5014 −0.5043 0.1838 −0.1778 0.0478 −0.0947 0.0470 0.0053
]T

(3.14)

Na následuj́ıćım grafu lze vidět porovnáńı vygenerovaného pr̊uběhu teploty v mı́stnosti

T̂Z pomoćı odhadnuté struktury z naměřených dat a skutečný naměřený vývoj teploty

v mı́stnosti TZ .
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Obrázek 3.1: Výsledek identifikace

Na druhém grafu je vykreslena skoková odezva odhadnutého systému pro konstantńı

vstupńı hodnoty TE = 20 ◦C, Tcor = 20 ◦C, TW = 20 ◦C, TO = 21 ◦C, TS = 20 ◦C,

ṁ = 0.5 kg s−1, TZ(0) = 0 ◦C. Z této odezvy je možné pozorovat chováńı systému.
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Např́ıklad je logické aby při těchto vstupńıch hodnotách teplota v mı́stnosti nevzrostla

přes 21 ◦C, pokud je výsledek opačný, je zřejmé, že odhad neńı správný.

3.3 Identifikace s omezeńım

Při identifikaci reálných systémů je d̊uležitá nejen přesnost v porovnáńı odhadnutých

a naměřených výstup̊u systému, ale také je třeba ošetřit vlastnosti výsledného modelu

systému. Tato podkapitola je věnovaná odhadu parametr̊u modelu mı́stnosti při určitých

omezeńıch. Je požadováno, aby výsledný model splňoval reálné fyzikálńı vlastnosti. Záruk-

ou toho je, aby vnitřńı teplota mı́stnosti neklesala pod úroveň teploty venkovńı a tep-

lot okolńıch mı́stnost́ı, nemá-li k tomu d̊uvod. A zároveň také bez př́ıslušných hodnot

na vstupech by teplota neměla r̊ust nad mez, která neodpov́ıdá fyzikálńım zákon̊um. To

lze např́ıklad zaručit omezeńım statického ześıleńı systému.

3.3.1 Přenosová funkce modelu

Statické ześıleńı neboli DCgain je možné určit z přenosové funkce, kterou si vyjádř́ıme

ze struktury 3.8. Pro zjednodušeńı budeme uvažovat posledńı člen struktury ṁ(TS − TZ)

jako vstup. Celou strukturu přeṕı̌seme pomoćı Z-transformace Z{f(k − i)} = z−iF (z),

kde z ∈ C je komplexńı proměnná.

TZ(z) =
1

h





















∑nb

i=1 biz
−i

∑nc

i=1 ciz
−i

∑nd

i=1 diz
−i

∑ne

i=1 eiz
−i

fz−1





















T 



















TE

Tcor

TW

TO

ṁ(TS − TZ)





















, (3.15)

kde:

h = 1−

na
∑

i=1

aiz
−i +

nb
∑

i=1

biz
−i +

nc
∑

i=1

ciz
−i +

nd
∑

i=1

diz
−i +

ne
∑

i=1

eiz
−i.

Jelikož se jedná o MISO (Multiple-Input Single-Output) systém, bude přenosová funkce

tvořena d́ılč́ımi přenosovými funkcemi pro jednotlivé vstupy.
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Výsledná přenosová funkce vstupu na výstup je tedy:

H(z) = 1
h





















∑nb

i=1 biz
−i

∑nc

i=1 ciz
−i

∑nd

i=1 diz
−i

∑ne

i=1 eiz
−i

fz−1





















T

. (3.16)

Statické ześıleńı źıskáme z přenosové funkce dosazeńım z = 1. Je to tedy hodnota

přenosu na nulové frekvenci.

DCgain = H(z = 1) = 1
1−

∑na
i=1

ai+
∑nb

i=1
bi+

∑nc
i=1

ci+
∑nd

i=1
di+

∑ne
i=1

ei





















∑nb

i=1 bi
∑nc

i=1 ci
∑nd

i=1 di
∑ne

i=1 ei

f





















T

(3.17)

Výraz použijeme pro pozděǰśı formulaci omezeńı identifikace.

3.3.2 Funkce quadprog

Funkce quadprog v Matlabu řeš́ı optimalizačńı úlohu s omezeńım [15], přesněji optima-

lizačńı úlohu, ve které je účelová funkce kvadratická a omezuj́ıćı podmı́nky jsou lineárńı.

Tato úloha se nazývá kvadratické programovańı [16]. Funkce nab́ıźı několik možnost́ı, jak

definovat omezeńı. Pro naši úlohu postač́ı následuj́ıćı zadáńı optimalizačńıho problému:

min
x

1

2
xTHx+ fTx, za podmı́nek Ax ≤ b, lb ≤ x ≤ ub (3.18)

kde H ,A jsou matice a f , b, x jsou vektory.

Funkce nab́ıźı pro řešeńı úloh kvadratického programováńı 3 možné algoritmy. Stan-

dardně funkce využ́ıvá algoritmus interior-point-convex. Tato iteračńı metoda využ́ıvá

lineárńı algebry a řeš́ı pouze konvexńı problém. Je vhodná pro složité optimalizačńı

problémy, nebot’ je rychleǰśı. Dává však méně přesný výsledek než např́ıklad algoritmus

active-set, který řeš́ı i nekonvexńı optimalizačńı problémy [15]. Posledńım algoritmem je

trust-region-reflective, který nelze použ́ıt na náš optimalizačńı problém, jelikož akceptuje
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pouze nerovnostńı podmı́nky nebo pouze meze výstupńıch hodnot. Dále je možné na-

stavit maximálńı počet iteraćı, které algoritmus provád́ı. Po překročeńı limitńı hodnoty

algoritmus vrát́ı dosud nejlepš́ı možné řešeńı, avšak neńı zaručeno, že je také optimálńı.

V pr̊uběhu celé práce budeme využ́ıvat algoritmus active-set se standardně nastaveným

počtem maximálńıch iteraćı.

3.3.3 Formulace problému

Abychom mohli využ́ıt funkce quadprog pro identifikaci parametr̊u, je nejprve třeba

převést problém identifikace do odpov́ıdaj́ıćıho tvaru 3.18 pro funkci quadprog. Budeme

vycházet z metody nejmenš́ıch čtverc̊u 3.5. Opět budeme minimalizovat residuálńı sumu

čtverc̊u na množině parametr̊u θ̂.

min
θ̂

(TZ −Φθ̂)T (TZ −Φθ̂) (3.19a)

min
θ̂

TZ
TTZ − θ̂

T
ΦTTZ − TZ

TΦθ̂ + θTΦTΦθ̂

min
θ̂

θ̂
T
ΦTΦθ̂ − 2TZ

TΦθ̂

min
θ̂

1

2
θ̂
T
ΦTΦθ̂ − TZ

TΦθ̂ (3.19b)

Porovnáńım s 3.18 źıskáme potřebné parametry, tedy x = θ̂, H = ΦTΦ, f = −TZ
TΦ.

3.3.3.1 Formulace omezeńı

Pro omezeńı statického ześıleńı přenosové funkce bude stačit nadefinovat Ax ≤ b.

Nezáporné statické ześıleńı Jelikož v př́ıpadě předchoźı identifikace vyšly některé

parametry d́ılč́ıch přenos̊u od okolńıch teplot záporně (což je nežádoućı), je třeba odhad

provést tak, aby jednotlivé přenosy měly kladné statické ześıleńı. Posledńı d́ılč́ı přenosovou

funkci nebudeme omezovat. Chceme tedy, aby platila rovnice 3.20:

1

1−
∑an

i=1
ai+

∑bn
i=1

bi+
∑cn

i=1
ci+

∑dn
i=1

di+
∑en

i=1
ei















∑bn
i=1 bi

∑cn
i=1 ci

∑dn
i=1 di

∑en
i=1 ei















T

≥
[

0 0 0 0
]

(3.20)
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Tuto rovnici je třeba převést na Aθ ≤ b:














−
∑bn

i=1 bi

−
∑cn

i=1 ci

−
∑dn

i=1 di

−
∑en

i=1 ei















≤















0

0

0

0















,















0 · · ·0 −1 · · · − 1 0 · · ·0 0 · · ·0 0 · · ·0 0 · · ·0

0 · · ·0 0 · · ·0 −1 · · · − 1 0 · · ·0 0 · · ·0 0 · · ·0

0 · · ·0 0 · · ·0 0 · · ·0 −1 · · · − 1 0 · · ·0 0 · · ·0

0 · · ·0 0 · · ·0 0 · · ·0 0 · · ·0 −1 · · · − 1 0 · · ·0















θ ≤















0

0

0

0















.

3.3.4 Výsledek identifikace s omezeńım

Stejným algoritmem, jako v př́ıpadě použit́ı metody nejmenš́ıch čtverc̊u, jsme dle 3.13

źıskali nejlepš́ı výsledek s počtem parametr̊u na = 3, nb = 2, nc = 3, nd = 2, ne = 1:

θ =
[

a1 a2 a3 b1 b2 c1 c2 c3 d1 d2 e1 f

]T

θ =
[

3.3178 −3.7187 1.4010 0.1066 −0.1049 1.9736 −3.5148 1.5412 0.1486 −0.1451 0.0001 0.0049
]T

(3.21)

Na následuj́ıćıch grafech můžeme vidět stejnou demonstraci výsledku jako v př́ıpadě

předchoźı metody, tedy vývoj odhadnuté a změřené teploty v mı́stnosti a také skoko-

vou odezvu na konstantńı vstupńı hodnoty. Nár̊ust teploty by i v tomto př́ıpadě neměl

překročit mezńıch 21 ◦C.

50 100 150 200 250 300
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T
Z
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C
]
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T
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Obrázek 3.2: Výsledek identifikace s omezeńım DCgain(i) ≥ 0
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Statické ześıleńı systému, dle jednotlivých přenosových funkćı určených vstupy v pořad́ı
[

TE Tcor TW TO ṁ(TS − TZ)
]

je:

DCgain =
[

0.3277 0 0.6718 0.0143 0.9433
]

Daľśı omezuj́ıćı požadavky na statické ześıleńı přenosu již nejsou třeba, nebot’ tento odhad

parametr̊u neodporuje fyzikálńım zákon̊um.

Tento výsledek odhad̊u parametr̊u struktury modelu budeme použ́ıvat po zbytek práce

věnované prediktivńımu ř́ızeńı založeného na modelu.

3.4 Stavový popis systému

Návrh prediktivńıho regulátoru založeného na modelu je daleko jednodušš́ı pro systém

vyjádřený ve formě stavového popisu. Proto ARX strukturu 3.8 s identifikovanými para-

metry 3.21 převedeme do stavového popisu.

Vstupně-výstupńı zápis odhadnuté struktury je:

TZ(k + 1) = z1(k)TZ(k) + z2TZ(k − 1) + z3TZ(k − 2) + b1TE(k) + b2TE(k − 1) + c1Tcor(k)

+c2Tcor(k − 1) + c3Tcor(k − 2) + d1TW (k) + d2TW (k − 1) + e1TO(k) + fṁ(k)TS(k)
(3.22)

kde:

z1(k) = a1 − b1 − c1 − d1 − e1 − fṁ(k)

z2 = a2 − b2 − c2 − d2

z3 = a3 − c3

Ve stavovém popisu bude za vstup považována teplota přiváděného vzduchu TS a jeho

hmotnostńı pr̊utok ṁ, výstup pak představuje teplota v dané mı́stnosti TZ . Teploty

okolńıch mı́stnost́ı TE , Tcor, TW a venkovńı teplota TO budou brány jako poruchové

veličiny.

Stavový popis definujeme následovně:

x(k + 1) = f (x(k),u(k)) +Bdd(k) (3.23a)

TZ(k) = Cx(k) (3.23b)

kde u(k) je vstup systému a x(k) stavový vektor:

u(k) =





TS(k)

ṁ(k)



 (3.24a) x(k) =









TZ(k)

TZ(k − 1)

TZ(k − 2)









(3.24b)
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Takto zavedené zpožděné stavy nám umožńı jednoduchý převod struktury do stavového

popisu, přičemž vektor poruchových veličin definujeme:

d(k) =
[

TE(k) TE(k − 1) Tcor(k) Tcor(k − 1) Tcor(k − 2) TW (k) TW (k − 1) TO(k)
]T

. (3.25)

Bilineárńı člen stavového zápisu funkce f(x(k),u(k)) vypadá následovně:

f(x(k),u(k)) = F (k)x(k) +G(k)TS(k), (3.26)

kde:

F (k) =









z1(k) z2 z3

1 0 0

0 1 0









, G(k) =









fṁ(k)

0

0









. (3.27)

Dle výše definovaného stavového a poruchového vektoru, lze odvodit podobu matic C a

Bd:

C =
[

1 0 0
]

, Bd =









b1 b2 c1 c2 c3 d1 d2 e1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0









. (3.28)

Proměnný hmotnostńı pr̊utok ṁ přiváděného vzduchu TS, který zp̊usobuje nelinearitu

struktury 3.22 a zavád́ı do stavového popisu bilineárńı člen 3.26, budeme pro regulátor

pracuj́ıćı s lineárńım modelem považovat za konstantńı s hodnotou ṁ = 0.52kg s−1. Tato

hodnota je převzata z naměřených dat a odpov́ıdá maximálńı hodnotě pr̊utoku. T́ım se

nám zjednoduš́ı stavový zápis do klasické lineárńı podoby 3.29.

x(k + 1) = Ax(k)+BTS(k)+Bdd(k) (3.29a)

TZ(k) = Cx(k) (3.29b)

kde:

A =









z1 z2 z3

1 0 0

0 1 0









, z1 = a1 − b1 − c1 − d1 − e1 − fṁ, B =









fṁ

0

0









. (3.30)

Ostatńı proměnné a matice z̊ustávaj́ı stejné.



Kapitola 4

Ř́ızeńı na základě modelu

Rozš́ı̌reńım č́ıslicové techniky v oblasti ř́ızeńı a popisem proces̊u v diskrétńı podobě se

začala rozv́ıjet oblast ř́ızeńı na základě modelu [4]. Regulátor pracuje s matematickým

modelem ř́ızeného systému. Dı́ky tomu může regulátor předv́ıdat budoućı chováńı regulo-

vaného systému a optimalizovat akčńı zásahy do systému. Tuto oblast nazýváme predik-

tivńım ř́ızeńım [4]. Jedná se tedy o pokročilou regulačńı metodu, v porovnáńı např́ıklad

s klasickým PID ř́ızeńım, jenž bere v úvahu jen současné a minulé hodnoty vstup̊u,

výstup̊u. Regulace na základě modelu reaguje nav́ıc na predikovanou budoućı hodnotu

regulačńıch odchylek, které źıská z modelu. Dnes již s r̊ustem výpočetńıho výkonu lze

využ́ıvat naplno těchto možnost́ı pro ř́ızeńı v reálném čase. V př́ıpadě vytápěńı budov

může takovýto regulátor představovat významnou úsporu energie až v rozsahu několika

deśıtek procent [17].

Prediktivńı regulátory mohou pracovat s lineárńım i nelineárńım modelem ř́ızeného

systému. Zat́ımco v př́ıpadě lineárńıho modelu řeš́ı regulátor konvexńı optimalizačńı

problém, u nelineárńı varianty modelu již konvexńı neńı a muśıme se spoléhat na nu-

merické metody výpočtu, které jsou výpočetně náročné a nestabilńı [3].

4.1 MPC

Výrazem MPC1 se označuj́ı jakékoliv metody ř́ızeńı, které pracuj́ı s matematickým mo-

delem ř́ızené soustavy a na jehož základě se snaž́ı nalézt optimálńı regulačńı zásahy [17].

Výpočet optimálńıch zásah̊u do systému se provád́ı na základě účelové funkce, jej́ıž hod-

1MPC (Model Predictive Control), v překladu
”
Prediktivńı ř́ızeńı na základě modelu“.

20
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nota se optimalizuje s ohledem na jakékoliv omezeńı, která lze definovat (např́ıklad ome-

zeńı na veličiny vstupńı, výstupńı, stavové, ale také fyzikálńı vlastnosti systému) a která

jsou již při hledáńı optimálńı hodnoty účelové funkce respektována. V každém kroku re-

gulace je vyřešen optimalizačńı problém v konečném horizontu až do výše predikčńıho ho-

rizontu, který budeme značit P . Výsledkem je posloupnost akčńıch zásah̊u, které jsou pak

následně aplikovány na systém. MPC je od začátku koncipováno jako mnoharozměrové,

je schopné pracovat s větš́ım počtem akčńıch a regulovaných veličin [4].

Co se však stane v př́ıpadě, kdy neńı model zcela přesný, nebo když se objev́ı neočekáv-

ané události, které nelze předv́ıdat, neńı stanoveno. Tato strategie klade d̊uraz na velmi

přesný model ř́ızeného systému a nemůže brát v potaz jevy, jenž se mohou objevit až

po vypočteńı optimálńı posloupnosti akčńıch zásah̊u. Z tohoto d̊uvodu je vhodné zavést

zpětnou vazbu v podobě MPC s posuvným predikčńım horizontem [18].

4.1.1 Posuvný predikčńı horizont

Algoritmus MPC s posuvným predikčńım horizontem opět řeš́ı v každém kroku optima-

lizačńı problém v konečném horizontu, avšak z vypočtené posloupnosti akčńıch zásah̊u

na systém aplikuje vždy jen prvńı. Zbytek sekvence se nijak neuplatńı. V daľśım re-

gulačńım kroku následuje změřeńı aktuálńıch stav̊u a výstup̊u systému a provede se

nová optimalizace ř́ıd́ıćıch zásah̊u. Výhoda je zjevná, po jednotlivém aplikovaném zásahu

můžeme změřit skutečnou reakci systému (jeho skutečný výstup a stav) a tu potom za-

hrnout do daľśı optimalizace posloupnosti ř́ıdićıch zásah̊u. T́ım źıskáme zpětnou vazbu,

d́ıky které můžeme reagovat na poruchové události a korigovat nepřesnosti v použitém

modelu. Regulátor s t́ımto chováńım znač́ıme RHC (Receding Horizon Control). Pr̊uběh

algoritmu je znázorněn na následuj́ıćım obrázku 4.1:
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Obrázek 4.1: Pr̊uběh MPC s RHC. Převzato a upraveno z [2]

Použ́ıvaný zápis x(k+ i|k) představuje predikovaný stav v čase k+ i vytvořený v čase

k. Obdobně pro akčńı zásah u.

4.1.2 Optimalizace

Matematický výpočet optimálńıch akčńıch zásah̊u u je realizován minimalizaćı ztrátové

funkce 4.1 na množině u přes konečný predikčńı horizont P . Tuto funkci je třeba nadefi-

novat tak, aby charakterizovala naše požadavky na regulaci. Např́ıklad dle toho, chceme-li

sledovat zadanou referenci nebo jakkoli regulovat systém.

LS =
P−1
∑

i=0

ls(x(k + i|k),u(k + i|k)) (4.1a)

min
u

LS (4.1b)
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4.2 Vytápěńı v mı́stnosti

MPC regulátor budeme demonstrovat na dynamickém systému v podobě teplotńıho mo-

delu mı́stnosti, který jsme si vytvořili v Kapitole 3. Mı́stnost je vytápěná př́ıvodem teplého

vzduchu TS s hmotnostńım pr̊utokem ṁ.

4.2.1 Požadavky na regulaci

Je energeticky výhodněǰśı udržovat teplotu v mı́stnosti TZ v daném rozmeźı, než-li sle-

dovat přesně zadanou referenci. Člověk velmi malé rozd́ıly teplot nevńımá [19]. V určité

době, kdy se nepředpokládá př́ıtomnost osob, můžeme změnit (zmı́rnit) teplotńı nároky.

Tyto omezuj́ıćı podmı́nky je nutné zahrnout do MPC regulace. Konkrétńı podoba

omezuj́ıćıch podmı́nek, které použijeme při regulaci jsou následuj́ıćı:

TZmin1 ≤ TZ ≤ TZmax1 v době od 800 do 1800 (4.2a)

TZmin2 ≤ TZ ≤ TZmax2 v jiný čas (4.2b)

TSmin
≤ TS ≤ TSmax

(4.2c)

Dané hodnoty meźı, v době kdy se předpokládá př́ıtomnost osob v mı́stnosti, jsme pro

regulaci zvolili tak, aby teplota odpov́ıdala komfortńımu prostřed́ı pro většinu osob [19]:

TZmin1 = 20 ◦C, TZmax1 = 24 ◦C. Druhé teplotńı rozmeźı rozš́ı̌ŕıme: TZmin2 = 18 ◦C,

TZmax2 = 26 ◦C. Teplota př́ıvodńıho vzduchu TS může nabývat pouze omezených hod-

not TSmin
= 15 ◦C, TSmax

= 40 ◦C.

4.2.2 Optimalizace

Budeme předpokládat, že vzduchotechnika staraj́ıćı se o větráńı a vytápěńı mı́stnosti

cirkuluje a ohř́ıvá primárně vzduch zevnitř mı́stnosti. Při poklesu kvality vzduchu je

přiváděn vzduch venkovńı. T́ım se sńıž́ı energetický výdej na topeńı, který bude úměrný

rozd́ılu teploty přiváděného vzduchu TS a teploty uvnitř mı́stnosti TZ , násobeným hmot-

nostńım pr̊utokem ṁ. To také znamená, že nechceme, aby teplota dodávaného vzduchu

byla nižš́ı než v mı́stnosti. Tuto hodnotu budeme při regulaci optimalizovat:

min
ṁ, TS

ṁ(TS − TZ). (4.3)

A zároveň budeme cht́ıt udržovat teplotu v daném rozmeźı 4.2. Tento vztah 4.3 je

výhodněǰśı než minimalizovat rozd́ıl teploty v mı́stnosti a teploty venkovńı TZ − TO,
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nebot’ např́ıklad pro př́ıpad TZ > TO a TZmin1 > TZmin2 budeme při širš́ım rozsahu teplot

chladit, tzn. při omezeńı v podobě TZmin2, a následně při přechodu na TZmin1 zbytečně

ochlazený vzduch ohř́ıvat.

Pro př́ıpad práce s lineárńım modelem, kde ṁ je konstantńı. Budeme optimalizovat

pouze rozd́ıl teplot:

min
TS

TS − TZ . (4.4)

4.3 Ř́ızeńı vytápěńı pomoćı lineárńıho MPC

Regulátor bude pracovat s lineárńım modelem ř́ızeného systému 3.29.

4.3.1 Formulace MPC

Vývoj modelu systému ve stavovém prostoru v rámci predikčńıho horizontu P můžeme

vektorizovat [18]:

X = Āx(k|k) + B̄TS + B̄dd̄, (4.5a)

TZ = C̄X, (4.5b)

kde:
X =

[

x(k|k)T x(k + 1|k)T · · · x(k + P − 1|k)T
]T

,

TS =
[

TS(k|k) TS(k + 1|k) · · · TS(k + P − 1|k)
]T

,

TZ =
[

TZ(k|k) TZ(k + 1|k) · · · TZ(k + P − 1|k)
]T

,

(4.6)

Ā =





















I

A

A2

...

AP−1





















, B̄ =





















0 0 0 · · · 0

B 0 0 · · · 0

AB B 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

AP−2B · · · AB B 0





















,

B̄d =





















0 0 0 · · · 0

Bd 0 0 · · · 0

ABd Bd 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

AP−2Bd · · · ABd Bd 0





















, C̄ = diag
(

C · · · C

)

.

(4.7)

Podobu matice d̄ můžeme pojmout několika zp̊usoby podle toho, jak budeme nahĺıžet

na možné známe predikce poruchových veličin, které představuj́ı teploty okolńıch mı́stnost́ı

a venkovńı teplota.
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Nejednoduš́ı interpretace předpokládá, že tyto veličiny nelze v rámci predikčńıho hori-

zontu nikterak ovlivnit a neumı́me je predikovat. V tomto př́ıpadě je považujeme po celou

dobu predikčńıho horizontu za konstantńı:

d̄konst. =
[

d(k)T d(k)T · · · d(k)T
]T

. (4.8)

Na druhou stranu vývoj venkovńı teploty lze v krátkodobém horizontu źıskat me-

teorologickou předpověd́ı, proto můžeme tuto skutečnost zahrnout do formulace MPC:

d̄pred. =
[

d(k|k)T d(k + 1|k)T · · · d(k + P − 1|k)T
]T

, (4.9)

kde pro i = 0 · · ·P − 1:

d(k + i|k) =
[

TE(k) TE(k − 1) Tcor(k) · · · TW (k − 1) TO(k + i|k)
]T

. (4.10)

Naskýtá se také možnost implementovat stejné algoritmy ř́ızeńı i pro okolńı mı́stnosti.

V rámci spolupráce bychom potom mohli využ́ıt i predikce teplot okolńıch mı́stnost́ı.

V tomto př́ıpadě by měl vektor poruchových veličin tvar:

d(k + i|k) =
[

TE(k + i|k) TE(k + i− 1|k) Tcor(k + i|k) · · · TW (k + i− 1|k) TO(k + i|k)
]T

. (4.11)

Téměř vždy můžeme źıskat krátkodobou předpověd’ vývoje venkovńı teploty, a proto

se budeme věnovat pouze posledńım dvěma př́ıpad̊um.

4.3.2 MPC regulace s tvrdým omezeńım

Na začátku 4.2.2 jsme si zd̊uvodnili, proč budeme v rámci regulace optimalizovat rozd́ıl

teplot TS a TZ . Nyńı si nadefinujeme ztrátovou funkci pomoćı vektorizovaných veličin

4.6, kterou budeme optimalizovat v rámci predikčńıho horizontu P :

min
TS

(TS − TZ)
TQ(TS − TZ) (4.12)

kde Q = QT , Q > 0 je váhová diagonálńı matice. Tento výraz budeme řešit za podmı́nek

4.2 pomoćı funkce quadprog 3.18. Vyjádřeńım teploty v mı́stnosti TZ :

TZ = C̄X

TZ = C̄(Āx(k|k) + B̄TS + B̄dd̄)
(4.13)
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a dosazeńım do 4.12 odvod́ıme tvar optimalizačńıho problému pro funkci quadprog :

1

2
TS

THTS + fTTS , (4.14)

kde:

H = Q− B̄
T
C̄

T
Q−QC̄B̄ + B̄

T
C̄

T
QC̄B̄,

fT = x(k|k)TĀ
T
C̄

T
QC̄B̄ − x(k|k)T Ā

T
C̄

T
Q+ d̄

T
B̄d

T
C̄

T
QC̄B̄ − d̄

T
B̄d

T
C̄

T
Q.

(4.15)

Omezuj́ıćı podmı́nky regulace zadáme funkci quadprog pevně formou vstupńıch para-

metr̊u c a b. TZmin
≤ TZ ≤ TZmax

převedeme dle 4.13 do tvaru c TS ≤ b:

c =





C̄B̄

−C̄B̄



 , b =





TZmax
− C̄Āx(k|k)− C̄B̄dd̄

−TZmin
+ C̄Āx(k|k) + C̄B̄dd̄



 . (4.16)

Podmı́nky TSmin
≤ TS ≤ TSmax

zadáme funkci quadprog jako meze optimalizovaných

parametr̊u TS : lb = TSmin
a ub = TSmax

.

4.3.2.1 Výsledek simulace regulace

Funkčnost výše definovaného MPC regulátoru s posuvným predikčńım horizontem od-

pov́ıdaj́ıćım 4 hodinám jsme ověřili simulaćı. Využili jsme zde znalost předpovědi ven-

kovńı teploty TO v rámci predikčńıho horizontu P. Predikci venkovńı teploty jsme źıskali

z naměřených dat. Stejně tak pr̊uběh poruchových veličin byl źıskán z již dř́ıve použitých

naměřených dat. Simulace prob́ıhala v délce 13 dn̊u. Výsledek lze vidět na obrázku 4.2.

Na prvńım grafu lze vidět vývoj vstupńı teploty dodávaného vzduchu TS a na druhém

grafu vývoj teploty v mı́stnosti TZ . Červená oblast znač́ı zadané omezeńı a ohraničuje

oblast, ve které by se teplota měla pohybovat.
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Obrázek 4.2: MPC s RHC tvrdé omezeńı

Takto definované MPC s pevně daným omezeńım může být numericky nestabilńı. Což

vede k nepředv́ıdatelným událostem v závislosti na použitém algoritmu funkce quadprog.

Neńı totiž stanoveno, jak se má optimalizačńı algoritmus zachovat v př́ıpadě, kdy je

problém neřešitelný za daných omezeńı a může doj́ıt k jejich porušeńı. Proto se použ́ıvá

varianta MPC s měkkým omezeńım [20].

4.3.3 MPC regulace s měkkým omezeńım

Vlivem poruchových vstup̊u, které nelze předpov́ıdat nebo použit́ım velmi př́ısných re-

gulačńıch omezeńı, pro stavové, vstupńı a výstupńı veličiny, se může stát problém pro op-

timalizačńı algoritmus neproveditelný. V těchto př́ıpadech se některé ze zadaných omezeńı

poruš́ı, což vede k nepředv́ıdatelným událostem.

Tomu lze zabránit změkčeńım omezeńı s použit́ım tzv. volné proměnné2, která charak-

2Slack variable
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terizuje velikost porušeńı našich požadavk̊u. Tato proměnná se zahrne do ztrátové funkce

tedy i do optimalizačńıho problému. Dı́ky tomu se algoritmus bude tuto proměnnou snažit

optimalizovat neboli minimalizovat a za normálńıch podmı́nek bude rovná nule. Výsledek

poté bude stejný jako v př́ıpadě tvrdého omezeńı. Avšak dostane-li se systém do stavu,

kdy je nevyhnutelné porušit zadané omezeńı, bude proměnná a také jej́ı př́ıspěvek do

ztrátové funkce adekvátně nar̊ustat. To nám zaruč́ı řešitelnost i v př́ıpadech kdy se stav

systému dostane do, pro optimalizačńı algoritmus, neřešitelných hodnot [20].

4.3.3.1 Optimalizace s měkkým omezeńım

Regulace bude opět založená na optimalizaci 4.12, avšak nav́ıc budeme minimalizovat ve-

likost volné proměnné, kterou označ́ıme ε. Optimalizačńı problém v pr̊uběhu predikčńıho

horizontu P má následuj́ıćı maticový tvar:

min
TS ,ε

(TS − TZ)
TQ(TS − TZ) + εTRε, (4.17)

kde Q = QT , R = RT , Q > 0, R > 0 jsou diagonálńı váhové matice a

ε =
[

ε(k|k)T ε(k + 1|k)T · · · ε(k + P − 1|k)T
]T

je pr̊uběh volné proměnné ε v rámci predikčńıho horizontu P .

Rozd́ılným nastaveńım váhových matic můžeme volit s jakou váhou budou omezeńı re-

spektována, na úkor energetické spotřeby. Aby regulace s měkkými omezeńımi dostatečně

respektovala zadané omezeńı, je nutné volit váhové matice řádově R >> Q. Je možné

nalézt i přesné hodnotyR, při kterých se výsledky regulace s tvrdým a měkkým omezeńım

shoduj́ı v př́ıpadě, že je optimalizačńı problém proveditelný viz [20].

Omezeńı 4.2 přeṕı̌seme s pomoćı ε, tak aby představovala velikost porušeńı těchto

podmı́nek. Měkké omezeńı budeme zavádět pouze na požadovanou teplotu v mı́stnosti

TZ , jelikož meze teploty přiváděného vzduchu TS 4.2c jsou většinou pevně dané konstrukćı

vytápěćı soustavy. Měkké omezuj́ıćı podmı́nky tedy definujeme následovně3:

TZmin
− ε ≤ TZ ≤ TZmax

+ ε (4.18)

Takto pojaté volné proměnné muśı splňovat podmı́nku ε ≥ 0.

3Horńı mez výstupńı teploty bychom mohli zadat jako tvrdé omezeńı, použité v předchoźım př́ıpadě.

Jelikož se nepředpokládá, při vytápěńı a minimalizaci energetické spotřeby, problém s horńı teplotńı

meźı.
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Optimalizačńı úloha v př́ıpadě minimalizace TS a ε je následuj́ıćı:

min
U

1

2
UTH̄U + f̄

T
U , (4.19)

za podmı́nek:

c̄U ≤ b̄, (4.20)

kde:

U =





TS

ε



 , H̄ =





H 0

0 R



 , f̄ =





f

0



 . (4.21)

MaticeH a f jsou stejné jako v 4.15. Matice c̄ a b̄ odvod́ıme z podmı́nek 4.18 s dosazeńım

4.13:

−C̄B̄TS − ε = C̄Āxk|k + C̄B̄dd̄ − TZmin
, (4.22a)

C̄B̄TS − ε = −C̄Āxk|k − C̄B̄dd̄ + TZmax
, (4.22b)

c̄ =





−C̄B̄ −I

C̄B̄ −I



 , b̄ =





C̄Āxk|k + C̄B̄dd̄ − TZmin

−C̄Āxk|k − C̄B̄dd̄ + TZmax



 . (4.23)

Omezeńı TSmin
≤ TS ≤ TSmax

a 0 ≤ ε ≤ εmax zadáme funkci quadprog př́ımo jako

vstupńı parametry lb a ub:

lb ≤ U ≤ ub, (4.24)

kde:

lb =





TSmin

0



 , ub =





TSmax

εmax



 . (4.25)

Proměnnou ε nemuśıme omezovat, formálně jej́ı omezeńı znamená maximálńı možné

porušeńı zadaných podmı́nek. Pro úplnost omeźıme ε hodnotou εmax.

4.3.3.2 Výsledek simulace regulace

Opět jsme provedli simulaci výše definovaného MPC regulátoru s posuvným predikčńım

horizontem. Nyńı nav́ıc se zavedeným měkkým omezeńım.
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S předpověd́ı venkovńı teploty Výsledek simulace s použit́ım měkkých omezeńı

a známé meteorologické predikce venkovńı teploty TO lze vidět na následuj́ıćım obrázku

4.3, který obsahuje vývoj vstupńı teploty TS a výstupńı TZ . Regulátor byl simulován

pro porovnáńı s predikčńım horizontem 4 a 8 hodin. Deľśı predikčńı horizont při regulaci

dává jednoznačně lepš́ı výsledky, nebot’ regulátor zná deľśı budoućı pr̊uběhy omezeńı,

predikovaných stav̊u modelu a deľśı horizont předpovědi venkovńı teploty. Zač́ıná tedy

topit daleko dř́ıve. S deľśım predikčńım horizontem však roste velikost výše definovaných

matic a s t́ım výpočetńı náročnost.
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Čas [dny]

T
ep
lo
ta

[◦
C
]

 

 

0 2 4 6 8 10 12

18

19

20

21

22

23
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Obrázek 4.3: MPC s RHC, měkké omezeńı, známé predikce teploty TO
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Pr̊uběh proměnné ε během regulace je znázorněn na grafu 4.4.
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Obrázek 4.4: Pr̊uběh proměnné ε u MPC s RHC a měkkým omezeńım

Je vidět, že velikost ε nar̊ustá v časech, kdy se měńı omezuj́ıćı podmı́nky. Vliv na ve-

likost má mimo jiné také vývoj poruchových veličin, které nelze predikovat. T́ım dělaj́ı

optimalizaci složitěǰśı, což se také projev́ı nár̊ustem ε při jejich nečekané změně.

S předpověd́ı venkovńı teploty a predikćı teplot okolńıch mı́stnost́ı Zvýšeńı

predikčńıho horizontu źıskáme o něco lepš́ı výsledky, ale stále regulátor nemůže předv́ıdat

vývoj poruchových veličin. Daleko lepš́ıch výsledk̊u doćıĺıme, źıskáme-li predikci tep-

lotńıho vývoje v okolńıch mı́stnostech. Abychom mohli nasimulovat tento př́ıpad, využili

jsme naměřených dat, která budeme pokládat za predikovaná. Výsledek simulace s využit-

ı́m známých predikćı teplot okolńıch mı́stnost́ı a teploty venkovńı, je vidět na obrázku

4.5. Opět je simulace vypočtena pro dva predikčńı horizonty 4h a 8h.

Vývoj teploty TS je hladký, bez výrazných špiček, které by eventuálně mohly být

pro uživatele, který se nacháźı v mı́stnosti, nepř́ıjemné.
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Výstup

 

 

TS , P=4h
TS , P=8h

TZ , P=4h
TZ , P=8h

Obrázek 4.5: MPC s RHC, měkké omezeńı, známé predikce teplot

Orientačńı časová náročnost jednotlivých regulačńıch krok̊u posledńıho uvažovaného

př́ıkladu, pro predikčńı horizont 8 hodin, je zobrazena na obrázku 4.6.
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Obrázek 4.6: Časová náročnost MPC s RHC, měkké omezeńı, známé pre-

dikce teplot
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Z grafu lze vidět, že výpočetńı náročnost vzroste ve chv́ıli, kdy regulátor predikčńım

horizontem obsáhne oblast př́ısněǰśıho omezeńı 4.2a, které zužuje rozmeźı, ve kterém se

může teplota v mı́stnosti pohybovat.

V př́ıpadě použit́ı MPC, které pracuje s lineárńım modelem, můžeme bez problému

uvažovat predikčńı horizont v řádu několika hodin, až jednoho dne. Zálež́ı na výpočetńım

výkonu, jenž je k dispozici pro regulaci.

4.4 Ř́ızeńı vytápěńı pomoćı nelineárńıho MPC

Nelineárńı MPC budeme značit NMPC. Při použit́ı nelineárńıho modelu se již nejedná

o optimalizačńı úlohu kvadratického programováńı. Samotný optimalizačńı algoritmus je

založený na numerické metodě, jej́ıž výpočetńı náročnost je závislá na složitosti modelu

a velikosti predikčńıho horizontu.

4.4.1 Formulace NMPC

Budeme vycházet z nelineárńıho stavového zápisu modelu 3.23, který vektorizujeme. K již

zavedeným veličinám X, TS , TZ 4.6 přidáme hmotnostńı pr̊utok ṁ v rámci predikčńıho

horizontu P :

ṁ =
[

ṁ(k|k) ṁ(k + 1|k) · · · ṁ(k + P − 1|k)
]T

. (4.26)

Vektorizovaný stavový zápis v pr̊uběhu predikčńım horizontu P má následuj́ıćı tvar:

X = f̄ (x(k|k), TS , ṁ, B̄d, d̄) (4.27a)

TZ = C̄X. (4.27b)

Funkce f̄ je definována následovně:

f̄ (x(k|k), TS , ṁ, B̄d, d̄) = F̄ x(k|k) + ḠTS + B̄dd̄, (4.28)

kde:

F̄ =





















I

F (k|k)

F (k + 1|k)F (k|k)
...

F (k + P − 1|k) · · ·F (k + 1|k)F (k|k)





















,
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Ḡ =





















0 0 0 · · · 0

B(k|k) 0 0 · · · 0

F (k + 1|k)B(k|k) B(k + 1|k) 0 · · · 0
... F (k + 2|k)B(k + 1|k)

. . .
. . .

...

F (k + P − 2|k) · · ·F (k + 1|k)B(k|k) · · · F (k + P − 2|k)B(k + P − 3|k) B(k + P − 2|k) 0





















,

B̄d =





















0 0 0 · · · 0

Bd 0 0 · · · 0

F (k + 1|k)Bd B(k + 1|k) 0 · · · 0
... F (k + 2|k)Bd

. . .
. . .

...

F (k + P − 2|k) · · ·F (k + 1|k)Bd · · · F (k + P − 2|k)Bd Bd 0





















.

Matice d̄, Bd jsou stejné jako v př́ıpadě lineárńıho MPC. Matici d̄ voĺıme dle predikćı,

které uvažujeme. Např́ıklad poč́ıtáme-li pouze s předpověd́ı venkovńı teploty nebo nav́ıc se

známým pr̊uběhem teplot okolńıch mı́stnost́ı (viz část 4.3.1). Proměnné matice F (k+i|k),

G(k + i|k) pro i = 0 ... P − 2 jsou:

F (k + i|k) =









z1(k + i|k) z2 z3

1 0 0

0 1 0









, z1(k + i|k) = a1 − b1 − c1 − d1 − e1 − fṁ(k + i|k),

G(k + i|k) =









fṁ(k + i|k)

0

0









.

4.4.2 Optimalizace

V nelineárńım modelu systému máme dvě vstupńı veličiny. Jedná se o teplotu přiváděného

vzduchu TS a jeho hmotnostńı pr̊utok ṁ. Tyto dvě veličiny budeme cht́ıt při ř́ızeńı op-

timalizovat. Budeme vycházet ze ztrátové funkce 4.3, kterou jsme použ́ıvali při práci

s lineárńım modelem.

Mohli bychom optimalizovat př́ımo zmı́něnou funkci, avšak optimalizace v tomto tvaru

by byla výpočetně náročná. Ztrátovou funkci si proto uprav́ıme do tvaru 4.29, který

je pro následnou optimalizaci jednodušš́ı a zároveň je také korektńı [18]. Budeme cht́ıt

zachovat zavedené měkké omezuj́ıćı podmı́nky 4.18, proto budeme optimalizovat také

volnou proměnnou ε.

min
TS ,ṁ,ε

(TS − TZ)
TQ(TS − TZ) + ṁTLṁ+ εTRε (4.29)

Kde Q = QT , L = LT , R = RT , Q > 0, L ≥ 0, R > 0 jsou diagonálńı váhové

matice. Rozd́ılným nastaveńım váhových matic volit můžeme váhu, s jakou budou ome-
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zeńı respektována, na úkor energetické spotřeby. A nav́ıc hodnotami matic Q a L máme

možnost nastavit preferenci minimalizace rozd́ılu teplot TS − TZ nebo velikosti hmot-

nostńıho pr̊utoku ṁ. Aby regulace s měkkými omezeńımi respektovala dostatečně zadané

omezeńı, je nutné volit hodnotu váhové matice R řádově vyšš́ı: R >> Q, L.

Pro optimalizačńı výpočet budeme použ́ıvat funkci fmincon, která je součást́ı optima-

lizačńıho toolboxu Matlabu.

4.4.3 Funkce fmincon

Funkce fmincon v Matlabu hledá minimum nelineárně omezené nelineárńı funkce v́ıce

proměnných [21]. Stejně jako v př́ıpadě funkce quadprog budeme použ́ıvat algoritmus

active-set, který využ́ıvá sekvenčńı kvadratické programováńı SQP (Sequential Quadra-

tic Programming). Což znamená, že v každé iteraci řeš́ı podúlohu kvadratického pro-

gramováńı, č́ımž se snaž́ı postupně přibĺıžit našemu řešeńı. Optimalizačńı problém je

definován:

min
U

f(U) za podmı́nek c(U)≤ 0, lb ≤ U ≤ ub, (4.30)

kde U , lb, ub jsou vektory a f(U), c(U) jsou nelineárńı funkce.

4.4.4 NMPC regulace s měkkým omezeńım

Jak už bylo řečeno, pro optimalizačńı jádro NMPC regulace použijeme funkci fmincon.

Formulace optimalizačńı úlohy ve formě parametru pro funkci 4.30 je následuj́ıćı:

f(U) = (TS − TZ)
TQ(TS − TZ) + ṁTLṁ+ εTRε, (4.31)

kde:

U =









TS

ṁ

ε









, TZ = C̄X = C̄(f̄ (x(k|k), TS , ṁ, B̄d, d̄)). (4.32)

Omezeńı optimalizovaných veličin TS , ṁ a ε zadáme funkci fmincon př́ımo jako vstupńı

parametry lb a ub ve tvaru:

lb ≤ U ≤ ub, (4.33)

kde:

lb =









TSmin

0

0









, ub =









TSmax

ṁmax

εmax









. (4.34)
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Omezeńı hmotnostńıho pr̊utoku vzduchu nastav́ıme na maximálńı hodnotu, kterou je

systém schopný poskytnout. Ta odpov́ıdá hodnotě ṁmax = 0.52 kg s−1. Ostatńı meze

ponecháme stejné jako v př́ıpadě lineárńı MPC regulace.

Vzhledem k výpočetńı náročnosti při práci s nelineárńım modelem, budeme omezovat

pouze dolńı teplotńı mez TZ , jelikož se nepředpokládá chlazeńı. Omezeńı TZmin
− ε ≤ TZ

zadáme formou nelineárńı funkce c(U):

c(U) = −C̄F̄ x(k|k)− C̄ḠTS − C̄B̄dd̄+ TZmin
− ε ≤ 0. (4.35)

4.4.4.1 Výsledek simulace regulace

Obrázek 4.7 zobrazuje simulaci regulace s 3 hodinovým predikčńım horizontem. Opět

můžeme pozorovat porovnáńı regulace se známou predikćı venkovńı teploty TO a také

variantu, kdy uvažujeme známý vývoj teplot v okolńıch mı́stnostech.

Výsledek velmi záviśı na naš́ı volbě preference při optimalizaci nastaveńım váhových

matic. Uvedený výsledek je vypočten s nastaveńım váhových matic Q < L << R. Zvo-

leńım L = 0 bychom dostali téměř shodný výsledek jako v př́ıpadě lineárńıho MPC. Lze

vidět, že teplota dodávaného vzduchu se pohybuje ve vyšš́ıch hodnotách, než-li v př́ıpadě

lineárńıho MPC, jelikož optimalizujeme také hmotnostńı pr̊utok. Mı́ra predikce poru-

chových veličin se zde ukázala jako zanedbatelná.

Při práci s nelineárńım modelem je výpočetńı náročnost v tomto př́ıpadě tak vysoká,

že je možné poč́ıtat s predikčńım horizontem pouze v jednotkách hodin.
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Obrázek 4.7: Nelineárńı MPC s RHC, měkké omezeńı
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Závěr

Práce se zabývá identifikaćı parametr̊u teplotńıho modelu reálné mı́stnosti a následnou

implementaćı regulace vytápěńı na základě identifikovaného modelu.

Na začátku práce proběhlo seznámeńı s mı́stnost́ı, pro kterou jsme navrhovali re-

gulátor. Dodaná naměřená data bylo nutné zpracovat, přefiltrováńım a převzorkováńım.

Takto jsme odstranili nedokonalosti vzniklé měřeńım a sńıžili objem zpracovávaných dat.

Teplota v mı́stnosti byla měřena dvěma odlǐsnými senzory s viditelně rozd́ılnými charak-

teristikami, byla uvažována pr̊uměrná hodnota z dat obou senzor̊u. Zpracovaná data byla

použita v pr̊uběhu celé práce.

Dále jsme se seznámili s metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a jej́ım použit́ı pro identifikaci

parametr̊u struktur dynamických systémů z naměřených dat. Po sestaveńı identifikačńıho

algoritmu a hodnot́ıćıho kritéria, které sloužilo pro správnou identifikaci parametr̊u a je-

jich počtu, jsme identifikovali model ř́ızené mı́stnosti. Simulovaný výstup modelu s od-

hadnutými parametry se velice dobře shodoval s naměřenými daty, dle definovaného hod-

not́ıćıho kritéria. Avšak neodpov́ıdal fyzikálńım zákon̊um. Bylo třeba zavést omezeńı

na podobu výsledného modelu. K tomuto účelu jsme využili funkci quadprog, která řeš́ı

zadanou optimalizačńı úlohu s danými omezeńımi. Dı́ky tomu jsme dostali identifiko-

vaný model ř́ızené mı́stnosti, který již neodporuje fyzikálńım zákon̊um. Výsledný model

jsme převedli do nelineárńıho stavového popisu, který jsme následně zjednodušili. T́ım

jsme dostali systém v lineárńım stavovém popisu, který je pro implementaci prediktivńı

regulace sch̊udněǰśı.

Po nastudováńı problematiky regulace založené na modelu, jsme se věnovali regulaci,

která pracuje s lineárńım a nelineárńım modelem. Řı́zená veličina byla teplota dodávaného

vzduchu do mı́stnosti a jeho hmotnostńı pr̊utok. Při implementaci a následné simulaci re-

gulátoru s pevně zadanými omezeńımi na regulaci, jsme si ověřili nepředv́ıdatelné chováńı

38
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a numerickou nestabilitu optimalizačńıho algoritmu funkce quadprog. Nestabilita nastává

v př́ıpadě, kdy je problém pro optimalizačńı algoritmus neproveditelný. Proto jsme za-

vedli variantu s měkkými omezeńımi, která nám dává za normálńıch okolnost́ı stejný

výsledek, jako v př́ıpadě tvrdě omezeného regulátoru. Při regulaci jsme brali v úvahu

možnost známé teplotńı předpovědi venkovńı teploty a také př́ıpad, kdy nav́ıc známe

predikce teplot okolńıch mı́stnost́ı. Výsledek je doložen grafickým výstupem pro r̊uzné

hodnoty predikčńıch horizont̊u a mı́ru predikce. S r̊ustem predikčńıho horizontu a mı́rou

uvažované predikce teplot lze pozorovat jemněǰśı regulačńı zásahy v podobě změny teploty

dodávaného vzduchu.

Dále jsme vyzkoušeli implementovat regulátor, který pracuje s nelineárńım modelem

ř́ızeného systému. Pro optimalizaci byla použita funkce fmincon. Optimalizovali jsme re-

gulačńı zásahy, které představuj́ı teplota přiváděného vzduchu a jeho hmotnostńı pr̊utok.

Zde se již projevila obrovská výpočetńı náročnost, d́ıky které lze poč́ıtat s predikčńım

horizontem pouze v řádu několika hodin.

Navržené prediktivńı regulátory, které použ́ıvaj́ı námi identifikovaný model mı́stnosti,

lze dle simulaćı pokládat za funkčńı a realizovatelné. Pro skutečné ověřeńı funkčnosti by

bylo vhodné regulátory vyzkoušet v praktickém nasazeńı.
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