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Abstrakt: 'V této praci uvazujeme pravdépodobnostni model nefizené krizovatky typu T
a pracujeme s pojmy svétlost a kriticka svétlost. Kritické svétlosti jsou hlavnim predmeétem
Teorie akceptovani mezer, jez je zdkladem pro analytické odvozeni fesici teoreticky problém
odhadovani kapacity nerizenych kiizovatek. Aplikovana statistickd metoda je zaloZena na
obecné prijmaném pristupu Wernera Sieglocha, ktery predstavil pojem Sieglochovy funkce.
Za predpokladu GIG-rozdélenych svétlosti a kritickych svétlosti je odvozena aproximace
Sieglochovy funkce a je navrzena vhodna alternativa této teoretické aproximace. Navic je
ukazano, ze tradicné pouzivané regresni techniky pii odhadu Sieglochovy funkce selhavaji
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Abstract: This paper deals with probabilistic model of an unsignalized T-intersection and
works with the concept of clearances and critical clearances. Critical clearances are the
main subject of the Gap Acceptance theory, which is the basis for analytical derivation
solving theoretically a problem of vehicular capacity estimations for unsignalized inter-
sections. The applied statistical method is based on the generally accepted practice for-
mulated by Werner Siegloch, who introduced the concept of the Siegloch function. With
the premise of GIG-distributed clearances and critical clearances the approximation of the
Siegloch function is derived and a suitable alternative of this theoretical approximation
is proposed. In addition to that, it is shown that the traditionally used regression tech-
nique fails and the methodology based on an application of classical regression methods
is discussed.
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Uvod

Nerizené krizovatky jsou nejcastéjsim typem kiizovatek a hraji dilezitou roli v dopravnich
cita. Prikopnikem teorie kapacity kfizovatek je némecky inzenyr Werner Siegloch, ktery
vyvinul celosvétové pouzivanou metodu pro jeji vypocet.

Tato metoda pracuje s pojmem Sieglochovy funkce s(t), tj. stfedni hodnotou poctu
vozidel z vedlejsi komunikace, kterd akceptuji svétlost velikosti ¢. Metoda je zalozena
na vyskytu ¢asovych svétlosti mezi vozidly na hlavni komunikaci a kritickych ¢asovych
svetlosti ridic¢a cekajicich na vedlejsi komunikaci, kteri hledaji vhodny okamzik k provedeni
manévru, tj. vjezdu do krizovatky, odboceni a zafazeni se do pruhu na hlavni silnici.
Oba pripady svétlosti se v uvazovaném modelu povazuji za ndhodné veli¢iny a snahou je
statistickymi metodami najit vhodné pravdépodobnostni rozdéleni.

Jednim z cili této bakalarské prace bylo podrobné zavedni matematického modelu
nerizené krizovatky typu T, sloZzené z hlavniho proudu s prednosti v jizdé a jedné vedlejsi
silnice, na které ridi¢i davaji prednost ridi¢im vozidel jedoucich po hlavni komunikaci. Toto
zjednodusené schéma kiizovatky predstavuje zaklad vétsiny védeckych praci zabyvajicich
se vypoctem kapacity na matematické irovni.

Dalsim cilem bylo odvozeni Sieglochovy funkce pro kritické casové svétlosti se Zo-
becnénym inverznim Gaussovym rozdélenim (zkracené GIG), nebot v literature se dosud
pracovalo pouze s exponencidlné, pripadné Gamma rozdélenymi kritickymi ¢asovymi svét-
lostmi a hypotéza byla takova, ze vysledky dosazené predpokladem GIG rozdéleni by mély
nejlépe odpovidat realité.

Posledni ¢ast je vénovana diskuzi nad moznymi aproximacemi Sieglochovy funkce
a vlivem téchto aproximaci pravé na vypocet kapacity kiizovatky.



Kapitola 1

Specifikace modelu a teorie
akceptovani mezer

Naplni celého textu bude statistické modelovani nerizenych kiizovatek typu T za tcelem
odhadu jejich kapacity. Pro jednoduchost se budeme soustifedit na nejjednodussi pripad
takové krizovatky. Situace je schematicky zobrazena na Obr. 1.1. Kviili pfehlednosti zkou-
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Obrazek 1.1: Ilustrace nefizené kiizovatky typu T. Ridi¢ na vedlejsi komunikaci ¢ekd na
dostatecnou casovou svétlost mezi vozidly jedoucimi na hlavni komunikaci, aby se mohl
zafadit mezi dvé vozidla jedoucimi po sobé. Autorem ilustrace je doc. Mgr. Milan Krbalek
Ph.D.

many problém zjednodusime na pripady, kdy vozidla na hlavni komunikaci projizdéjici
ktizovatkou nejsou nijak ovliviiovana vozidly jedoucimi v protisméru, zaroven jejich pohyb
je nezavisly na pohybu vozidel na vedlejsi komunikaci, nebot vozidla na hlavni komunikaci



maji prednost v jizdé a nepfipousime ani moznosti dalsich poruch, jako je napt. blizkost
prechodu pro chodce, dalsich ktizovatek, atd.

Ridi¢i na vedlejsi komunikaci se musf sami rozhodnout, zda je, ¢ neni, bezpeéné viet
do krizovatky a odbocit, aniz by ohrozili nebo omezili fidice na nadrazené komunikaci.
Kazdy ridi¢ prochézi procesem rozhodovani, zda mezera mezi vozidly na hlavni silnici, tzv.
gap, je dostatecné velkd, aby se mohl bezpecné zaradit do pruhu na hlavni komunikaci.
Timto procesem se zabyvi teorie akceptovani mezer, tzv. Gap acceptance', jejiz aplikace
je vyznamné predevsim v analyzach nerizenych krizovatek. Statistické modely zalozené na
GA byly rozvijeny v 70. letech 20. stoleti a jsou celosvétové vyuzivany pro optimalizaci
designu krizovatek a kruhovych objezdd. V této praci se budeme soustiedit na slavnou
metodu predstavenou Wernerem Sieglochem, ktera pracuje s pojmem Sieglochovy funkce,
jez bude predstavena v sekci 1.2.

1.1 Teorie akceptovani mezer

Pro kazdého fidice na vedlejsi komunikaci existuje moment, ve kterém zacne vyhledavat
dostatecnou mezeru mezi vozidly na hlavni komunikaci vhodnou pro odboceni. Vozidla
na hlavni silnici postupné projizdi krizovatkou zleva doprava. Oznacme ¢as vstupu i-tého
vozidla do pomyslné linie? kiizovatky, tedy protnuti této linie pfednim néaraznikem, jako
tin a ¢as opustén{ této linie, tedy protnut{ této linie zadnim ndraznikem, jako to"t, kde
1 € N, potom c¢asové rozestupy mezi i-tym a ¢ + 1-nim fidicem t?}rl — 9" pro vSechna
i € N, nazveme ¢asovymi svétlostmi® vozidel na hlavni komunikaci. Kazdy fidi¢ na vedlejsi
komunikaci hledd individualni, pro néj prijatelnou, svétlost na hlavni komunikaci, kterou
by mohl vyuzit k odboceni a zafazeni do pruhu na hlavni komunikaci. Nékteré svétlosti
tedy ziistanou nevyuzité, jiné jsou naopak vyuzity vice vozidly. Nejmensi svétlost, kterou
je Fidi¢ daného vozidla ochoten vyuzit, se v literatufe nazyva (individudlni) kriticka ¢asova
svetlost. Pokud fidi¢ na vedlejsi komunikaci vyuzije ¢asovou svétlost k vjezdu do ktizovatky
a zatazeni se do hlavniho pruhu, pak rikdme, ze dané svétlost byla akceptovana, nebo jinak,
ze Tidi¢ akceptoval danou svétlost.

Je ziejmé, ze kriticka casova svétlost je pro kazdého fidice jind. Mtze byt ovlivnéna
napf. schopnostmi Fidi¢e, znalosti nebo neznalosti kiizovatky, atd. Ridi¢ovo chovani miize
byt ovlivnéno také napr. vlivem pocasi, takze jeden ridi¢ muze mit za rtuznych podmi-
nek ruznou kritickou svétlost. Kritickou svétlost i-tého ridice na vedlejsi komunikaci tedy
povazujeme za nahodou veli¢inu Y; s hustotou pravdépodobnosti fy,. Konkrétni realizace
nahodné veliciny Y; ~ fy,, tedy individudlni kritickou svétlost, ozna¢me malym pisme-
nem y;. Veli¢iny Y; povazujeme v souladu s literaturou za nezavislé a stejné rozdélené?
s hustotou pravdépodobnosti, kterou muzeme nyni oznacit fy a to pro vsechna i € N.

Podobné také casové svétlosti mezi vozidly na hlavni komunikaci jsou bezesporu
stejné rozdélené nahodné velic¢iny X; s hustotou pravdépodobnosti fx a nezavislymi rea-
lizacemi x;. Na vedlejsi komunikaci jsou ¢ekajici vozidla pripravena k odboceni a zarazeni
se mezi dvé, po sobé jedouci, vozidla na nadfazené komunikaci. Tento manévr provede
ridi¢ pravé tehdy, kdyz dostupné casovéd svétlost na nadirazené komunikaci je vétsi nebo
rovna jeho individualni kritické ¢asové svétlosti. Jakmile dojde k odboceni prvniho ¢ekaji-
citho vozidla, jehoz tidi¢ akceptoval svétlost 1 > 1, je na odbocéeni pripraven druhy fidic,
ktery porovnava zbylou ¢asovou svétlost na hlavni komunikaci se svou kritickou svétlosti
12. Bud tuto zbylou svétlost akceptuje, nebo ¢ekd na dalsi vytvorenou svétlost.

Ld4le pouze GA

2tato pomysln4 linie je vyznadena v Obr. 1.1

3d4le jen svétlost

“nezévislost a stejné rozdéleni ndhodnych veli¢in dale znadime i. i. d.



Definujme déle pomocnou ndhodnou veli¢inu Z ~ f; jako

Z:=)>Y, (1.1)

jejiz konkrétni realizace budeme znacit malym pismenem z. Jeji rozdéleni je diky neza-
vislosti a stejnému rozdéleni veli¢in Y;, i € {1,...,k}, ddno konvoluci k£ hustot fy, tedy

k
Z =) Yi~*iifr().
i=1
Ddlezitym vseobecné uzniavanym predpokladem naseho modelu je konzistence a homoge-
nita fidi¢a. Konzistentni 1idi¢ se svou individualni kritickou svétlosti y nikdy nevyuzije
k manévru svétlost x < y, naopak vzdy vyuzije svétlost £ > y. Homogenita fidi¢ti zna-
mend, ze kazdd skupina (mnozina) Fidi¢t m4 stejné rozdéleni kritickych svétlosti. Pro
analytické odvozovani je tento predpoklad krucidlni, navic je velice blizky realité.

Dale predpokladame, ze krizovatka je v tzv. saturovanam stavu, coz je pripad, kdy je
na vedlejsi silnici vytvorena rada vozidel ¢ekajicich na odboéeni. Pojem saturovaného stavu
predstavil pravée W. Siegloch a je uvazovan témér v kazdém praktickém méteni kritickych
svetlosti.

1.2 Sieglochova funkce a rovnice kapacity krizovatky

Hlavni motivaci k rozboru a studiu kritickych svétlosti je vypocet kapacity kiizovatek.
Siegloch zformuloval v roce 1973 vzorec pro vypocet kapacity kiizovatky (1.3). Tato rov-
nice predstavuje zéklad celé teorie GA. Jak je zminéno v [9], téméf vSechny v literatufe
analyticky odvozené formule pro odhady kapacit krizovatek jsou zalozeny pravé na tomto
konceptu a to dokonce i pokud si autofi nejsou védomi Sieglochovy metody.

Klicovou nahodnou velicnou této bakalarské prace bude pocet vozidel na vedlejsi
komunikaci akceptujicich svétlost, vytvorenou na hlavni komunikaci, o velikosti ¢. Tuto
nahodnou veli¢inu oznacme jako NV, realizaci této ndhodné veli¢iny potom miize byt ja-
kékoliv prirozené ¢islo, véetné nuly. Stiedni hodnota N,

“+o00

s(t) =Y kP [N; = k], (1.2)

k=0

je v literatufe oznacovana jako Sieglochova funkce. Vyraz P [N; = k| predstavuje pravde-
podobnost akceptovani svétlosti délky ¢ pravé k vozidly. Dle W. Sieglocha [8] je kapacita
nefizené ktizovatky C rovna

C = 1/0+°° Fx(8)s(t) dt, (1.3)

kde konstantna I predstavuje intenzitu provozu na hlavni silnici v jednotkéich vozidlo za
hodinu, fx je hustota pravdépodobnosti svétlosti na hlavni komunikaci a s(t) predstavuje
Sieglochovu funkci.

Jak je vidét, Sieglochova funkce je zasadni pro vypocet kapacity kiizovatky. Obecné
odvozeni Sieglochovy funkce s(t) v uvazovaném pravdépodobnostnim modelu budeme pro-
vadét obdobné jako v [1] nebo v [2]. Mame tedy k dispozici defini¢ni vztah (1.2). Upravujme
nejprve vyraz P [V, = k. S vyuzitim ndhodné veli¢iny Z zavedené v (1.1) plati pro k € N

PINt=k|=P[Z <t <Z+ Y], (1.4)
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kde veli¢ina Yy, predstavuje kritickou svétlost (k+1)-niho fidice. Vyraz (1.4) predstavuje
pravdépodobnost jevu, kdy prvnich k fidi¢a akceptovalo svétlost ¢, nebot Z < ¢, ale (k+1)-
ni Fidi¢ jiz tuto svétlost o délce ¢ neakceptoval, nebot Z+Yy1 > t. Pro zjednoduseni zapisu
zavedme regularni transformaci ¢ : Ri — Ri zadanou predpisem

(i) (8)-(250)

Jakobian této transformace je roven jedné, coz plati i pro inverzni transformaci =", proto
sdruzenou hustotu pravdépodobnosti nahodnych veli¢in @ a R pro ¢ > 0ar—q > 0
ziskame jako

1

fQ7R(Q7r) = fZ,Yk.H (Q7 r—= q) - fZ(q)fYk+1(r - Q)a

kde jsme vyuzili nezdvislost veli¢in Z a Yj,1. Pravdépodobnost P [V, = k| pak vyjadiime
jako

PN, =k]=P[Q<t< R =P[(Q,R) € 4] = /fQRq, (g,7),

kde jsme oznacili mnozinu A; = {(q,7) € R%? : ¢ < t < r}. Z Fubiniho véty nakonec

dostavame . oo
PN =K = [ 1@ ([ fnlr-aar) ao (1.5)

Vyraz P [Ny = k], a tedy i samotna Sieglochova funkce, zdvisi na pravdépodobnost-
nfm rozdéleni kritickych svétlosti. Casto uvazovanou volbou je exponencidlni rozdélent,
s parametrem A > 0, resp. posunuté exponencidlni rozdéleni, s parametry A > 0 a u € R,
jejichz hustoty jsou tvaru

Fy) =0(Ae™,  resp. guly) = Oy — p)Are W),

kde ©(x — ) predstavuje Heavisideovu skokovou funkci

e
pro z < .

Exponencidlni rozdéleni je pfi vypoctu Sieglochovy funkce s(t) uvazovano napit. v [1].
Tato volba je ale prilis trividlni. Distribuce sice nabyvaji pouze kladnych hodnot, coz je
zadouci, nicméné musi platit, ze pravdépodobnost, Ze ridi¢ méa libovolné malou kritickou
svétlost, musi byt nenulova, ale velice mala, coz toto rozdéleni nepostihuje. Autofi proto
tuto volbu zobecnuji a to napf. volbou rozdéleni Gamma, s parametry « € N a A > 0,
jehoz hustota pravdépodobnosti je

)\O[
I'«)

h(y) = Oy)y™ e M, (1.6)

kde I'(«) je gamma funkce. Odvozeni Sieglochovy funkce pro Gamma rozdéleni je ukézano
napf. v [2]. Jednoduché analytické vyjadieni Sieglochovy funkce, ke kterému autori [1] a [2]
piimocare dospéli, je vhodné pro praktické vypocty. Pro rozdéleni Gamma s parametry
a € Na A >0 plati

)\oz 1400 )ka—i—l
e M , t > 0. 1.7
2 2k ) (1)

11



Specidlné pro a = 1, pri kterém hustota Gamma rozdéleni odpovida rozdéleni exponenci-
alnimu s parametrem A, je Sieglochova funkce s(t) linedrni funkci, jejiz smérnice je préavé
parametr A\, nebot

400 k +o00 k—1
ey (M) 3 (A" iy
S(t) =e kZOkT =e At Z W = e Ate == )\t, Vt > 0. (18)

Jednim z cilii této bakalarské prace je zobecnéni tvaru hustot pro kritické c¢asové svét-
losti tak, aby rozdéleni 1épe odpovidalo realité. Proto budeme uvazovat, ze kritické svétlosti
maji GIG rozdéleni® s parametry a € R, 8 > 0 a A > 0, které definujeme a podrobné ana-
lyzujeme v nésledujici kapitole 2, v sekci 2.1. Z analyzy redlnych dat se totiz ukazuje, ze
toto rozdéleni se pro modelovani dopravniho proudéni hodi nejvice. Rozdéleni GIG, jak je
patrné z defini¢niho vztahu (2.1), méd velmi komplikovany predpis, proto analytické odvo-
zeni Sieglochovy funkce s(t) tak, jako tomu bylo v piipadé Gamma, resp. exponencialniho
rozdéleni, nebude mozné. Pro praktické ucely bychom chtéli urcit jeji hodnoty alespon
numericky, vykreslit jeji tvar pro razné nastaveni parametri «, 8, A a zkoumat jeji cho-
vani v zavislosti na zméné téchto parametri. Navic z hustoty pravdépodobnosti definované
v nésledujici kapitole 2 predpisem (2.1) je patrné, Ze exponencidlni i Gamma rozdéleni jsou
specidlnimi ptripady rodiny GIG distribuci, piijde nam tedy skutecné o zobecnéni postupu
predstaveného v [1] a v [2].

5z0becnéné inverzni Gaussovo rozdéleni
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Kapitola 2

Konvoluce k identickych hustot
GIG rozdéléni

V této kapitole definujeme jiz zminované rozdéleni GIG, které je vhodné pro modelovani
dopravy zejména z toho divodu, ze hustota GIG rozdéleni ma na okoli bodu = = 0 tzv.
plato, které je definovano nésledovné.

Definice 2.1: Funkce f(z) ma na okoli bodu z = 0 platd, pravé tehdy, kdyz

Vn € Np : lim f(x)

z—0 "

=0.

Platé odpovida tomu, Ze existuje néjaka minimélni hodnota svétlosti, kterou ne-
akceptuje zadny ridi¢, a tedy pravdépodobnosti hodnot mensich musi byt malé (témér
nulové). Tuto vlastnost exponencidlni, ani Gamma rozdéleni nemaji. V kapitole 1 v sekci
1.2 jsme dosli k zavéru, ze vyraz P [N, = k], a tedy i samotnd Sieglochova funkce, zévisi
dle (1.5) na rozdéleni kritickych svétlosti. Od této chvile budeme uvazovat, dle znaceni
zavedeného v kapitole 1, ze veli¢iny Y; maji GIG rozdéleni. Rozdéleni ndhodné veli¢iny Z
definované v (1.1) je tedy popsano konvoluci k£ GIG hustot. Pro Gamma rozdéleni plati
v teorii pravdépodobnosti vieobecné zndmé reprodukéni vlastnost!, ktera znacéné zjedno-
dusi analytické odvozeni Sieglochovy funkce, avsak pro GIG rozdéleni tato vlastnost nelze
dokazat.

Nejsme sice schopni nalézt presné vyjadieni pozadovaného vzorce pro konvoluci GIG
hustot, kvuli slozitosti definice hustoty GIG rozdéleni, nicméné predstavime 2 pristupy,
kterymi nalezneme aproximativni vyjadieni konvoluce k identickych GIG hustot. Tyto
pristupy v zapéti porovname a zvolime ten presnéjsi.

2.1 GIG rozdéleni

Definice 2.2: Nahodné veli¢ina X ma tiiparametrické Zobecnéné inverzni Gaussovo roz-
déleni (zkracené GIG z anglického Generalized Inverse Gaussian distribution), zna¢ime
X ~ GIG(a, 8, ), jestlize pro jeji hustotu pravdépodobnosti plati vztah

A a+1 1 o0 B
Fx(z) = O(x) (5) Towniv R (2.1)

'pro nghodnou veli¢inu ¥ ~ T'(a, A) by platilo Z ~ T'(ka, \)
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kde « € R, 8 > 0, A > 0. Symbol K;, £ € R, reprezentuje MacDonaldovu funkci radu /¢
(tj. modifikovanou Besselovu funkei druhého druhu ddu /), kterd je definovéana jako

2@—1 o0 :02
Ke(z) == —5 yle ™ eV ay. (2.2)
€T 0
Poznamenejme, ze takto definovana hustota (2.1) je jiz spravné normovana. MacDo-
naldova funkce (2.2) spliuje rekurentni vztah
—2(a+2
Keir(@) — Keps(@) = 22D ke, o), (2.3

jehoz dikaz je k nahlédnuti v [7]. Stfedni hodnota E(X) je dle [4] ddna vztahem

 [B Kayal2v/BX
B(X) = ﬁ [OREN 24

Pokud budeme pozadovat, aby E(X) = 1, musi byt splnéna tzv. skalovaci rovnice

/B ICa-i—ZD\/ﬁ] i
ﬁ KoY - 29

Hledejme zévislost A na a, 3 tak, aby rovnice (2.5) platila. Podle [6] je hledana
zavislost tvaru
3—9(B)

Mo, B) =a+ [+ 5 (2.6)

_. /A8
kde g(3) reprezentuje korekéni funkei aproximativné odhadnutou na g(3) ~ e V °**, kde

a > 1. Rozptyl ndhodné veli¢iny X je roven

VAR(Y) = § BV - (B0,

jeho odvozeni je uvedeno napf. v [7]. Pokud uvazujeme speciélni pfipad, kdy E(X) = 1,
tj. je splnéna skalovaci rovnice (2.5), vztah pro rozptyl se dosazenim K3 z rekurentniho
vztahu (2.3) znacéné zjednodusi na

at+pf+2

VAR(X) = S ==~ 1.

Hustoty GIG rozdéleni pro rizné parametry jsou pro ilustraci vykresleny na Obr. 2.1, kde
muzeme vidét jiz zminéné platd na okoli bodu z = 0.

2.2 Odvozeni vzorce pro konvoluci £ identickych hustot me-
todou hrubého odhadu

Po seznameni s hustotou GIG rozdéleni odvodime v této sekci aproximaci formule pro
konvoluci k identickych hustot GIG(a,3,)\). Inspirujeme se postupem z diplomové préace [4],
kde byla odvozena piibliznd vyjadieni konvoluce dvou identickych, resp. dvou rozdilnych
GIG hustot a to pomoci metody hrubého odhadu. Téchto vysledkii vyuzijeme a nalezneme
aproximativni vyjadfeni konvoluce k£ identickych hustot a nasledné ovérime kvalitu této
aproximace.

7 duvodu prehlednosti textu se nejprve zamérme na integraly Laplaceova typu

H(t) = / " ()@ g 2.7)
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hustota GIG rozdéleni
02 03

0.1

0.0
|

Casova svétlost t

Obrazek 2.1: Hustoty pravdépodobnosti pro GIG rozdéleni s riiznymi parametry.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze existuje pravé jedno xg € R takové, ze

h(zg) =95 = stlpb) h(z).
z€(a,

Necht je navic funkce h analytickd na néjakém okoli bodu xg a funkce r je integrovatelna.
Potom h(z) je na tomto okoli bodu zy rovno své Taylorové radé

) = 32 0 (ot o) 0+ PO (o g 3 D0 (e
k=0 ’ k=3 ' (2 8)

kde jsme polozili '(z¢) = 0, nebot zp je bodem suprema (maxima) funkce h(x). Jelikoz
funkce h(z) ma v bodé z supremum (maximum), mizeme predpoklddat, ze h(? (zg) < 0.
Nahradme funkci h(x) v integrdalu (2.7) prvnimi tfemi ¢leny Taylorovy fady. Ziskdvame

aproximaci
b e B2 @l (2
H(t) ~ / r(x)e{(mo) ]
a

Nyni se inspirujeme v praci [4] a zanedbame v (2.8) i ¢len s druhou derivaci. Nahradime
funkei h(z) v integralu (2.7) pouze hodnotou h(zg) a dostaneme hrubou aproximaci

H(t) ~ o) / () az. (2.9)

a

Je ziejmé, Ze pro rostouci ¢ bude mit hlavni vahu ¢len et (o)

ze hruba aproximace (2.9) se zpresnuje s rostoucim ¢.

. Proto tedy mizeme uzavrit,
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2.2.1 Konvoluce dvou identickych GIG hustot

Vyjdeme z triparametrického GIG rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti danou vztahem
(2.1), kde pro zjednoduseni zapisu oznac¢ime normaliza¢ni konstantu

4= (2>QHM‘

Tento vyraz nezavisi na proménné x a pro dand «, 3, A je konstantou. Potom konvoluce
dvou identickych hustot je rovna

B

(1)) = O() A% [0 — )" &7F 775 as

0

Oznaéime-li r(s) = s*(z—s)*, t = 3, h(s) = -1 —-L (a,b) = (0,x), ziskame

integral tvaru (2.7) a muzeme pouzit odpovidajici hrubou aproximaci

/ r(s) ) as ~ eBS/ r(s) ds,
0 0

kde S = sup,¢ (g 4) I (8). Body, v nichz funkce h(s) ma extrém, najdeme pomoci jeji prvni
derivace. Pro stacionarni bod musi platit

dh(s) 1 1 _(:ﬁ—s)z—sQiO
ds  s2 (r—s)2 s2(x—s)2
kde s # = a soucasné s # 0. Toto je splnéno, pravé kdyz
[z —s| =s].
Staciondrnim bodem je tedy so = 5 a jelikoZ funkce h(s) je spojitd na kompaktnim

intervalu (0, z) a plati
lim A(s) = lim h(s) = —o0,

s—0t s—x~

je zfejmé, ze v bodé sg ma funkce h maximum, které je zaroven rovno supremu

S = sup h(s):h<x> :—é.

s€(0,x) 2 x

Z (2.9) dostavdme aproximaci

(F+ 1) @) ~O@) A e & [g(s) as =

— A2 e e PL @ (aj)/ s%(x — )" ds =
0

— A2 e Mg AT @(w)/ox ( ) (1—)

= A2 e Mo FL @ (z) w2+l / “(1—-2)%d

kde v posledm rovnosti byla zavedena nova proménnd z substituci s = zz. Hodnotu
integralu fo (1 —2)® dz vyjadiime v jeho obecné verzi pomoci zndmé beta funkce jako

T(a+1)T (b+1)
I'(a+b+2)

1
/ 2%(1—-2)%dz=B(a+1,b+1) = , (2.10)
0
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L(a)T'(b)
T'(a+b)
identickych hustot GIG rozdéleni, ozna¢me ji symbolem k(x), pak ziskdvame vztah

. Pro konvoluci dvou

kde jsme vyuzili znAmy vzorec pro beta funkci B(a,b) =

(a+1) T'(a+1)

e 2a+1 7% 7)\1'
T 20 19) (x) x e e

w(x) = (f % f) (@) ~ 425

Funkce k(z) mé zjevné tvar hustoty pravdépodobnosti GIG(2a.+ 1, 48, \), pficemz vyraz

A2% nezavisi na proménné x a vyjadiuje jistou normaliza¢ni konstantu. Z te-

orie pravdépodobnosti vyplyva, ze konvoluci dvou hustot pravdépodobnosti vznikne opét

hustota pravdépodobnosti, a tedy je také spravné normovana. V tomto pripadé jsme vsak
v . . « 2T (a+1) P'(a+1) . s ,

pouzili aproximaci, takze konstanta A ~T@at2 ¢ nevyhovujici a je nutné vyslednou

funkci k(z) normalizovat znovu. NapiSeme ji proto ve tvaru

k(z) = B O(z) z?*? e~ F e

a budeme hledat normalizacni konstantu B. Z defini¢niho vztahu (2.1) vime, Ze normali-
za¢ni konstanta funkce fx(z) s parametry v, 6, p je rovna

4 L y+1 1
B (5) 2 Kyt1[2/0p)
odkud pfi volbé v =2a + 1, § =48, p = A ziskdme

A a+1 1
5=(35) v

Vysledny vztah pro aproximaci konvoluce dvou identickych hustot pravdépodobnosti tii-
parametrického GIG rozdéleni je tedy

Y R N (21)

* f)(z)~ | — ————0O(x) x e @ e . .
43 2K20+42[4v/BA]

Pripomindme, ze z odvozeni hrubého odhadu (2.9) plyne, ze pro § rostouci nade vSechny

meze se tato aproximace zpresnuje.

2.2.2 Konvoluce dvou odlisnych GIG hustot

Predpokladejme nyni dvé hustoty GIG rozdéleni f(z) a g(z) s parametry ai, f1, A
a ag, P2, A. Odvozeni konvoluce (f % g)(x) provedeme analogicky jako pro identické hus-
toty GIG rozdéleni. Oznacime-li normaliza¢ni konstanty hustot prislusné prvni, resp. druhé
trojici parametra A, resp. B, lze upravit konvoluci na tvar

(f*g) (x) =0 (x) ABei)\x /Qc s ($ — 8)a2 e_%_% ds.
0

Oznaéime r (s) = s (x —8)*, t =1, h(s) = —% - % Stacionarni bod sg ur¢ime
z prvni derivace h (s) majici tvar

dh(s) p1 B2 Bi(x— 5)% — 526y

ds 52 (z—s) s2(z — 5)°

)

kde s # x a soucasné s # 0. Aby d};f) = 0, musi byt splnéna rovnost

VBilz = sl = VB2 s|.
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Funkce h (s) je na (0,x) spojitd a

lim h(s) = lim h(s) = —o0,

s—0t s—x~

zy/B1 . . ( 9
5 je bodem maxima a zaroven suprema
2

Ve

proto stacionarni bod sg =

2
= sup h(s):h(so):—m.

s€(0,z) €z
S vyuzitim (2.10) dostaneme aproximaci

(fxg)(z) ~ 9(CL‘)I‘lefA"’“nffM /:C s (z — 5)*? ds =
0

2
(mi/@ Lertazt1 D(a+ Dl (a + 1)

_ AT —
= O(x)ABe e Tlor + o+ 2)

V aproximaci opét rozpoznavame tvar hustoty GIG, a proto musime analogicky pred-
chozimu modifikovat konstantu AB % na vhodnou konstantu C' tak, aby kon-
voluce byla spravné normovana, nebot se jedné o hustotu pravdépodobnosti. Pro konvoluci

tak dostavame vysledny vztah

( )
(f * g)(x) ~ @(x)cxaﬁaﬁlefw e M, (2.12)

kde

\/ A aitazs+2 1
€= ((\/’8»1 + \/E)Q) 2,C0z1+oc2+2 [2\5(\/% + \/E)} ‘

2.2.3 Konvoluce k identickych GIG hustot

Méjme nyni k hustot rozdéleni GIG s parametry «, S, A. Dle vzorce (2.11) vidime,
ze konvoluce 2 identickych GIG hustot s parametry v, d, A je opét hustota, konkrétné
GIG(2v + 1,44, \). Pro konvoluci dvou hustot s parametry 1, d1, A a 2, 2, A ziskdme
dle vzorce (2.12) hustotu GIG(y1 + 72 + 1, (v/&1 + v/32)%, ). Z toho jiz snadno odvodime
konvoluci 3 identickych hustot GIG(«, 5, ). Totiz za prvni sadu parametri vezmeme

71:204—1—1, (51222,3, A=A

a za druhou sadu potom
Y2 = Q, 62:Ba )‘2:)\7

7 (2.12) dostéavame, ze ((f  f) * f) je hustota GIG(3a + 2,323, ). Nyni opét polozime
it :30é+2, 51 :32187 )\1 =A

a nasledné
2=, f2 =5, Ao = A

a z (2.12) analogicky predchozimu odvodime, ze konvoluce (((f* f* f))* f) odpovida
hustoté GIG (4a + 3,423, \). Opakovanym uzitim (2.12) dostaneme vzorec pro aproximaci
konvoluce k identickych hustot GIG(a, 8, A),

18



N\eatk 1

e
(k2B)" T 2K ko i [2k/BA]

(*f:lf)(m) ~

Tedy aproximativni hustota pravdépodobnosti konvoluce k identickych hustot odpovida
rozdéleni GIG (ka + k — 1,k25, )).

Na Obr. 2.2 jsou pro ilustraci zobrazeny konvoluce ruznych poc¢ta hustot rozdéleni
GIG, a to pro 3 sady parametri «, 3, A. Z tohoto obrazku je patrné, Ze s rostoucim poctem
konvoluci se zvétSuje stfedni hodnota, ale také rozptyl. Tyto vlastnosti jsou prirozenym
disledkem zdkladni vlastnosti stfedni hodnoty a toho, ze uvazujeme-li i. i. d. ndhodné
veliciny Y;, pak

k k
E(Y.Yi) = Y E(Y) = k- E(Y),
=1 =1

a pro rozptyl i. i. d. ndhodnych veli¢in plati

VAR(Zk: Y;) = Xk: VAR(Y;) = k- VAR(Y).
=1

1=1

Nyni bychom chtéli ovérit presnost odvozené aproximace (2.13). Pro tyto ucely
v programovacim jazyce ‘R nagenerujeme’ nezdvisle k nahodnych realizaci v, ...,y
nahodné veliciny Y ~ GIG(«, 5, ), tyto secteme a ziskdme realizaci z ndhodné velic¢iny
Z ~ %k GIG(a, B, ). Tento postup opakujeme 10 000-krét a ziskdme tak 10000 nadhod-
nych cisel, jejichz rozdéleni pravdépodobnosti odpovidd konvoluci k£ identickych hustot
rozdéleni GIG(«, 8, \). Z téchto vytvorime histogram a do stejného obrazku vykreslime
funkci popsanou vzorcem (2.13). Na Obr. 12, 13, 14 a 15 vidime, Ze aproximace hrubym
odhadem (2.13) se ve vétsiné pripadi mirné zhorSuje s rostoucim k, avsak ¢im vétsi je
parametr 3, tim je tato aproximace kvalitnéjsi.

2.2.4 Analyza strednich hodnot

V minulé sekci jsme pomoci simulaci zjistili, Ze s rostoucim k se aproximace konvoluce
mirné zhorsuje. Podivejme se proto, jak spolu souvisi

o vybérové priiméry realizaci ndhodné veliciny Z ~ %% GIG(«, 3, \), které jsme pro
k € N nagenerovali ndhodné funkci rgig z knihovny GIGrvg,

o stfedni hodnoty aproximaci, tj. stfedni hodnoty vypoc¢tené pomoci (2.4), kde spravné
parametry pro prislusny pocet konvoluci jsou modifikovany dle (2.13),

o teoretické stfedni hodnoty, které spoc¢teme pomoci zdkladni vlastnosti stfedni hod-
noty jako

k
E) V) =k-E(Y) VEeN, (2.14)
i=1
nebot uvazujeme i. i. d. ndhodné veli¢iny Y;.
Uvazujme pro nazornost stejné parametry jako na Obr. 12, 13, 14 a 15. V Obr. 2.3

vididime, Ze vybérové pruméry skutecné lezi (s nepatrnou chybou, kterd je zpusobend
nahodnost{ &sel a jisté i zaokrouhlovanim) na teoretické pifmce®, coz bylo o¢ekavano.
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Obrazek 2.2: Konvoluce dvou az deseti identickych hustot pravdépodobnosti rozdéleni
GIG v z&vislosti na t, kde t predstavuje Casovou svétlost, v prvnim obrazku jsou zvo-
leny parametry («,,A) = (1,5,3), v druhém obrézku (a,8,\) = (2,12,3) a ve tietim
(o, B, A) = (5,10, 3).

Stredni hodnoty aproximaci se ale s rostoucim k ¢im dal vice odchyluji od teoretické
predikce. Nicméné, pro velky parametr S je odchylka vyrazné mensi.

Zkoumejme tedy blize jadro tohoto problému. Uvazujme pro nasledujici uvahy, ze
parametry GIG rozdéleni vyhovuji zavislosti (2.6), a tedy stfedni hodnota ndhodné veli-
¢iny Y ~ GIG(«, 8, \) pro nésledujici ptipady bude vzdy pfiblizné rovna jedné. Je obtizné
nastavit parametry tak, aby se stfedni hodnota rovnala presné 1, ale my si pro nazornost
vysta¢ime pouze s pribliznou hodnotou. Pokud totiz takto nastavime rizné sady parame-
tri, budeme moct tato rozdéleni mezi sebou dobfe porovnat. Proto ponechme parametry

2funkcf rgig z knihovny GIGrvg
3yzorec (2.14) piedstavuje pro k € R pifmku se smérnici E(X)
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Obréazek 2.3: Modré body predstavuji vybérové stredni hodnoty ndhodnych ¢isel generova-
nych funkci rgig, zelené body jsou vypoctené ze vzorce pro stfedni hodnotu (2.4) a ¢ervena
primka v bodech 1,2, ...,7 pfedstavuje teoretické hodnoty dle (2.14).

« a 3 tak, jako napi. v Obr. 2.3 a dopocitejme parametr A tak, aby vyhovoval vztahu
(2.6). Déle tedy budeme pracovat s rozdélenimi z Tab. 2.1.
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al| B A
GIG, | 1| 5 | 7,408
GIGy | 2 | 10 | 13,447
GIGs | 3 | 15 | 19,462
GIG4 | 8 | 20 | 29,454

Tabulka 2.1: Tabulka skdlovanych GIG rozdéleni. Parametry «, [ jsou zvoleny dle Obr.
2.3, parametry \ jsou dopocitany tak, aby ptiblizné vyhovovaly vztahu (2.6).

Tabulka 2.2 zobrazuje stfedni hodnoty nahodné veli¢iny Y z rozdéleni GIG, ktera
najdeme v Tab. 2.1 a souc¢tu rizného poctu ndhodnych veli¢in Y s odpovidajicimi husto-
tami GIG(ka + k — 1,k%8,\)%, vypoctené ze vzorce (2.4). V Tab. 2.3 vidime teoretické

GIG; | GIG2 | GIG3 | GIGy
Ei(X) | 0,9999 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9990
E;(2X) | 1,9677 | 1,9804 | 1,9860 | 1,9899
Ei1(3X) | 2,9353 | 2,9615 | 2,9727 | 2,9808
E1(4X) | 3,9029 | 3,9426 | 3,9593 | 3,9716
Ei1(5X) | 4,8705 | 4,9237 | 4,9460 | 4,9625
Ei1(6X) | 5,8381 | 5,9048 | 5,9327 | 5,9533
Ei(7X) | 6,8057 | 6,8859 | 6,9194 | 6,9442

Tabulka 2.2: Stfedni hodnoty vypoctené dle formule (2.4), prvni fddek hodnot je stfedni
hodnota pro samotnou hustotu, dalsi faddek jsou po radé 2, 3, 4, 5, 6 a 7 hustot v konvoluci
(se stejnymi parametry).

stiedni hodnoty® vypoctené dle (2.14). Ciselné hodnoty v prvnim fddku tabulek 2.2 a 2.3
se rovnaji, coz je spravné. Ostatni hodnoty se jiz ale lisi. Rozdily® teoretickych (Tab. 2.3)

GIG; | GIG, | GIG; | GIGq
E2(X) | 0,9999 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9990
Eo(2X) | 1,0997 | 1,9984 | 1,9985 | 1,9981
E2(3X) | 2,0996 | 2,9976 | 2,9978 | 2,9971
Eo(4X) | 3,9995 | 3,9968 | 3,9970 | 3,9961
E2(5X) | 4,9994 | 4,9960 | 4,9963 | 4,9951
E2(6X) | 5,9992 | 5,9952 | 5,0956 | 5,9942
E2(7X) | 6,9991 | 6,9944 | 6,9948 | 6,9932

Tabulka 2.3: Stfedni hodnoty vypoctené z (2.14). Prvni fddek hodnot je stredni hodnota
pro samotnou hustotu, dalsi fadek jsou po tadé 2, 3, 4, 5, 6 a 7 hustot v konvoluci (se
stejnymi parametry).

a analytickych stfednich hodnot (Tab. 2.2) jsou zaznamenany v Tab. 2.4. Odtud vidime,
Ze s rostoucim poctem funkci v konvoluci ndm nartsta chyba, a to linedrné. Linearni rust
chyb dobfte zachycuje také Tab. 2.5. Z této tabulky je opét vidét, Ze nase aproximace pro
velkd 8 funguje lépe.

4tyto predstavuji pravé stfedni hodnoty aproximaci, ozna¢me ja pro predhlednost jako E;
Steoretické stiedni hodnoty oznaéme jako Eq
Soznacme tyto rozdily jako R(jX) = E2(5X) — E1(jX), pro j € {1,...,7}
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GIG; | GIG, | GIG; | GIGy
R(X) 0 0 0 0
R(2X) | 0,0321 | 0,0180 | 0,0126 | 0,0082
R(3X) | 0,0643 | 0,0361 | 0,0251 | 0,0163
R(4X) | 0,0966 | 0,0542 | 0,0377 | 0,0245
R(5X) | 0,1288 | 0,0723 | 0,0503 | 0,0327
R(6X) | 0,1611 | 0,0904 | 0,0629 | 0,0408
R(7X) | 0,1934 | 0,1085 | 0,0755 | 0,0490

Tabulka 2.4: Rozdily mezi analytickymi stfednimi hodnotami (Tab. 2.2) a teoretickymi
stfednimi hodnotami (Tab. 2.3).

GIG; | GIG, | GIG3 | GIGy
R(2X) — R(X) | 0,0321 | 0,0180 | 0,0126 | 0,0082
R(3X) — R(2X) | 0,0322 | 0,0181 | 0,0126 | 0,0082
R(4X) — R(3X) | 0,0323 | 0,0181 | 0,0126 | 0,0082
R(5X) — R(4X) | 0,0323 | 0,0181 | 0,0126 | 0,0082
R(6X) — R(5X) | 0,0323 | 0,0181 | 0,0126 | 0,0082
R(7X) — R(6X) | 0,0323 | 0,0181 | 0,0126 | 0,0082

Tabulka 2.5: Tabulka demonstruje linedrni nartst chyb s pribyvajicim poc¢tem funkei v kon-
voluci.

2.3 Odvozeni vzorce pro konvoluci k identickych hustot La-
placeovou metodou

V sekei 2.2 se nam podafilo nalézt aproximativni vyjadieni konvoluce k identickych hustot
GIG(a, 8, A), dle (2.13), a ukdzali jsme, ze se zpfesnuje s rostoucim (. AvSak v praxi se
casto pouzivaji malé hodnoty [, proto bychom v této sekci radi nasli alternativni priblizné
vyjadreni konvoluce, které bude dostate¢né kvalitni i pro mald 5. V sekci 2.2 jsme pii vy-
poctu konvoluce dvou hustot GIG rozdéleni narazili na problematicky integral Laplaceova
typu

H(t) = / ()t 4z (2.15)

ktery jsme hrubé odhadli jako

H(t) ~ o) / b

a

r(z) dz, (2.16)
kde xo byl bod maxima funkce h na (a,b). Nyni pro pfiblizné vyjadieni tohoto proble-
matického integralu nevyuzijeme hrubého odhadu, ale tzv. Laplaceovy metody. Cilem je
ziskat asymptotické vyjadieni integralu (2.15) pro ¢ rostouci nade vSechny meze, diky kte-
rému ziskdme kvalitnéjsi aproximaci konvoluce k identickych hustot GIG rozdéleni, nez
jsme ziskali metodou hrubého odhadu.

Vezméme si nyni opét tento problematicky integrél (2.15) a postupujme analogicky,
jako v sekci 2.2. Predpokladejme, Zze funkce h mé na (a,b) pouze jeden bod maxima xg.
7 Taylorova rozvoje okolo bodu zy potom

(@) ~ hwo) = 51" (o)l (@ — 20 )%,
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kde jsme vyuzili skutecnost, ze v bodé maxima plati 2/ (xg) = 0 a h”(z¢) < 0. Nyni mizeme
psat

) ~ glh(a0) / — 5" (@0)|(z—70)? 4.

V sekci 2.2 jsme v této fazi zanedbali ¢ast s druhou derivaci a dospéli jsme k hrubému
odhadu (2.16). Nyni ale odhadneme

r(z) ~ r(xg)
a zavedeme substituci y = \/t|h"(zo)|(z — x0), diky niz pak dostaneme

tlh” xo b xo)

_2 dy =
\/t‘h// .’L'() /\/t|h“—x0 [(zo—a)
_1 27 ViK, y
_ h// 3 th (zo0) . / e 2 dy,
T(xo) (‘ (370)‘) \/ t m Y

kde jsme oznacili K, = \/|h"(x0)|(xo — a) a K = /|h"(20)](b — x0). Tyto konstanty jsou
jisté kladné, K, > 0, K; > 0. Nasli jsme tedy aproximativni vyjadreni

127 e VK, ot
(8) % (o) (" (o)) 2T = [ ey,

které bychom mohli vy¢islit numericky, avsak abychom urcili obecnou formuli pro konvo-
luci k hustot, pouzijeme nasledujici zjednoduseni. Vsimneme si, ze

H(t) ~ r(w0)e™®0) —————

lim —/ e 2d =1,
t——400 /27 ,\/EK(L Y

nebot funkce ¢(y) := \/%e*%

a tedy spliiuje vlastnost normalizace

je hustota pravdépodobnosti normélniho rozdéleni N(0,1),

/::O p(y)dy = 1.

Tim obrzime kyzeny Laplacetiv odhad

(1)~ o) 27Te”l(“”‘)). (2.17)

/ h” «750

2.3.1 Konvoluce dvou identickych GIG hustot

Konecéné aplikujeme Laplacetv odhad (2.17) pfi vypocétu konvoluce. Postup bude analo-
gicky jako v sekci 2.2 pfi pouziti hrubého odhadu. Vychézime z definice t¥iparametrické
GIG hustoty (2.1), kde normaliza¢ni konstantu oznac¢ime stejné jako v predchozim textu

A a+1 1
2=(3) womaw 218
Muzeme psat
(f*f)(z) =0(x) A2 /I s% (x — ) efgfﬁds = 0O(x) A? e_mH(ﬁ),
0
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kde jsme oznagcili
HE) = [ r(s)e " as,
0

pricemz
1 1
— g@ _ @ h = —— — .
r(s) =s%(x —s) a (s) T,

Maximum funkce h uz jsme nasli v sekci 2.2. Bodem maxima je tedy sop = § s hodnotou

h(so) = _%.

Pro odhad Laplaceovou metodou najdeme navic hodnoty h”(sg) a r(sg):

e

a po dosazeni bodu sy mame h”(sg) = —i—%, tato hodnota je zaporna pro vsechna z > 0.

Déle N
T

plati tedy r(so) # 0 a z (2.17) obrzime aproximaci

2a 3 2 2(1—&—§
B~ [ [Tet J 22 [Tt
4o 32 B qo+1 5

ze které vyplyva aproximativni vyjadieni

20+3 4
(% P)(a) ~ O@) A2 2 \/ge_f7

coz odpovida rozdéleni GIG(2a + %,46,)\). Jak bylo jiz diskutovano v kapitole 2, kon-
stantu AQM%\/g je nyni potreba vhodné modifikovat, aby nase aproximace byla spravné

normovana. Proto vyslednd priblizna formule pro konvoluci 2 identickych hustot pravdeé-
podobnosti odpovidajicich rozdéleni GIG(a, 8, A) nabyva tvaru

5 A 20+ 341 1 dobd e 2
(+ 1)) ~ 0y (13) e e

2.3.2 Konvoluce dvou odlisnych GIG hustot

Predpoklddejme nyni dvé hustoty GIG rozdéleni f(x) a g(x) s parametry ai, [1, A
a ag, (B2, A. Postup bude analogie predchoziho. Opét oznacime pro prehlednost textu
normaliza¢ni konstanty hustot prislusné prvni, resp. druhé, trojici parametri A, resp. B,
konvoluci pak upravime do tvaru

(f*9)(@) = O A Be™ [ s (a— ) ™55 as =
0

T — 1 B2
=0(z)A Be_m/ s (2 —5)*e . (S+ﬁ1(“‘s)) ds =
0

= O(x)A Be ™ H(f)
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kde ) 5
L1 a2 _ 2
r(s) = s (z — s) a h(s) P P

Vytykat staci bez ijmy na obecnosti pouze (31, protoze pokud bychom chtéli analo-
gicky vytykat B, vyménime poradi funkci v konvoluci, ktera je komutativni, a preznacim
B2 na B1. V podsekci 2.2.2 jsme jiz nasli maximum funkce 1k, proto nyni ihned vime, ze
stacionarnim bodem je opét

VB

0= VB + VB2

a maximum funkce A mé hodnotu

o) = - (LBLE V)

prx
Druhou derivaci funkce h vyjadiime jako
2 2(33
3 B (z— 3)3’
dosadime bod sy a dostaneme
2(VBiVB) 28 (VBL+ VB
(vBiz)” b (VBex)®
:_MW%+WM3<1%_1):
Bra? VB VB2
_ 2R+ VR
Brad3\/Bivpa

coz pro vSechna z > 0 predstavuje zdporny vyraz. Dale
(50) Bz \"( VB \”
r(sg) = | ——=——= —_— )
Vb1 + VB2 VB + VB2

a tedy predpoklad r(sp) # 0 je také naplnén. Odtud obrzime aproximaci

VBi)™ (V)™ [ b VBiVR [or (m)?
(\/E_}_ \/E)Oq-i-(m 2

h//(SO) —

H ~
(61) (\/E+ \/5)4 ﬁl

(\/E)OAJF% (\/E)a2+% —anl—i-ag—&-%.

= T

(\/E+\/E)al+a2+2

Potom

1 1 2
ﬁ (\/E)QH_Q (V ﬁQ)a2+2 xa1+a2+%67Me—)\z
(\/E + /*62)041+a2+2 )
coz odpovidd rozdéleni GIG (o —i—ag—i—%, (VB1 + \/E)2 , A). Po zvoleni vhodné normalizac¢ni

konstanty dostaneme pribliznou formuli pro konvoluci 2 riznych hustot pravdépodobnosti
odpovidajicich rozdélenim GIG(a1, 81, A) a GIG(ag, 52, ) tvaru

VE+HVB)?
(f % g)(z) ~ @(g;)cxaﬁaﬁ%e—%e—m, (2.20)

(f*g)(x) =~ O(x)AB

kde

A\ a1+a2+% 1
c—- ||~ .
<(JBT+ x/E)Z> 2Ky a2 [2\/(\//71+ VB2)" A
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2.3.3 Konvoluce k identickych GIG hustot

Méjme nyni k hustot rozdéleni GIG s parametry «, [, A. Dle vzorce (2.19) vidime,
ze konvoluce 2 identickych GIG hustot s parametry v, 4, A je opét hustota, konkrétné
GIG(2y+ %, 40, A). Pro konvoluci dvou hustot s parametry 71, 01, A a 2, da, A ziskdme dle
vzorce (2.20) hustotu GIG(v1 +72 + 2, (V&1 +v32)%, A). Uvaha nyni bude analogicks jako
v podsekei 2.2.3. Opakované uzijeme (2.20) a obrzime vzorec pro aproximaci konvoluce
k identickych hustot GIG(«, S, A),

(KK, f)(2) = C O(z) kot =3 =5 o7, (2.21)

Akt (k—1)3+1 1
oo .
(k2ﬁ>ka+(k—1)%+1 2]Cka+(kfl)%+1 [2k+/BA]

Ukéazali jsme, ze hustota pravdépodobnosti konvoluce k identickych hustot GIG(a, 3, \)
piiblizné odpovidé rozdéleni GIG(ka + (k — 1) 3, k23, A).

Nyni bychom chtéli porovnat obé uvazované aproximace. Nejprvne jsme pomoci
hrubého odhadu (2.9) dosli k zavéru, ze konvoluce k identickych GIG(«, 5, A) hustot odpo-
vid4 hustoté piislusejici rozdéleni GIG (ka+k — 1, k23, \), poté jsme ale ten samy integral
odhadli pomoci Laplaceovy metody (2.17) a hledana hustota pro konvoluci &k identickych
GIG(a, 8, A) hustot odpovida rozdéleni GIG(ka+ (k — 1) %, k%3, )). Visledna formule vy-
chazejici z Laplaceovy aproximace je tedy nasobena navic vyrazem 2®*=D3. 7 Obr. 12-15
vidime, Ze s rostoucim k se Laplaceova aproximace opét mirné zhorsuje, ale pozorujeme
mensi chybu, nez pro hruby odhad, coz se projevi hlavné u nizsich hodnot parametru .

kde

2.3.4 Analyza stfednich hodnot

Po vzoru sekce 2.2.4 analyzujme pro odhad Laplaceovou metodou
e vybérové prumeéry,
e stredni hodnoty aproximaci,
o teoretické stfedni hodnoty,

jejichz vyznam byl podrobné vysvétlen v podsekci 2.2.4. Z Obr. 2.4 lze usoudit, ze chyba
roste s rostoucim poctem konvoluci k opét linearné, ale je zde patrnd vyrazné mensi
odchylka, nez ta, kterd byla pozorovana v Obr. 2.3 pro aproximace hrubym odhadem.
Uvazujme opét pro porovnani, ze parametry GIG rozdéleni vyhovuji zavislosti (2.6),
a tedy stfedni hodnota pro nasledujici pripady bude vzdy priblizné rovna jedné. Ta-
bulka 2.6 zobrazuje stiedni hodnoty ndhodné veli¢iny Y z rozdéleni GIG, ktera najdeme
v Tab. 2.1 a souc¢tu rtizného poctu nahodnych velic¢in Y s odpovidajicimi hustotami prav-
dépodobnosti GIG(ka+(k—1)3, k23, \)7, vypoétené ze vzorce (2.4). Tabulka teoretickych
stiednich hodnot® 2.7 je kopii Tab. 2.3, nebot je poc¢itame z (2.14) a tedy nepouziviame od-
lisné aproximace vzorctl pro konvoluce. Ciselné hodnoty v prvnim fadku tabulek 2.6 a 2.7
se rovnaji, coz je spravné. Ostatni hodnoty se jiz ale lisi. Rozdily® teoretickych (Tab. 2.7)
a analytickych stfednich hodnot (Tab. 2.6) jsou zaznamendny v Tab. 2.8. Odtud je pa-
trné, ze s rostoucim poc¢tem funkci v konvoluci naristéd chyba. Linedrni nartst téchto chyb

Ttyto predstavuji pravé stfedni hodnoty aproximaci, oznaéme ja pro piedhlednost jako E;
8teoretické stfedni hodnoty oznaéime jako Es
Yoznaéme tyto rozdily jako R(jX) = E2(jX) — E1(jX), proj € {1,...,7}
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Obréazek 2.4: Modré body predstavuji vybérové stredni hodnoty ndhodnych ¢isel generova-
nych funkci rgig, zelené body jsou vypoctené ze vzorce pro stfedni hodnotu (2.4) a ¢ervena
primka v bodech 1,2, ...,7 pfedstavuje teoretické hodnoty dle (2.14).

dobte zachycuje Tab. 2.9. Zaporna znaménka zde maji vyznam toho, ze stiedni hodnoty
aproximaci jsou na realné ose vice vpravo, nez stfedni hodnoty vybérové. To se projevuje
v Obr. 12-15 tim, zZe graf aproximované hustoty pravdépodobnosti dle Laplaceovy metody
(2.21) se posouva doprava po realné ose rychleji, nez odpovidajici histogram. Pro hustotu
odvozenou hrubym odhadem (2.13) dochazi k opa¢nému efektu.

V Tab. 2.9 si poprvé muzeme v§imnout, ze pro sadu parametri (8; 20; 29,494), tedy
GIGy, vychézi chyba nepatrné vétsi (o jednu desetitisicinu) nez pro sadu (3; 15; 19,489),
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GIG; | GIG; | GIGs | GIGy
E(X) | 0,9999 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9991
E;(2X) | 2,0070 | 2,0014 | 2,0003 | 1,9999
E;(3X) | 3,0144 | 3,0036 | 3,0014 | 3,0009
E,(4X) | 4,0218 | 4,0059 | 4,0025 | 4,0018
E;(5X) | 5,0292 | 5,0082 | 5,0036 | 5,0027
E.(6X) | 6,0366 | 6,0104 | 6,0047 | 6,0036
E,(7X) | 7,0440 | 7,0127 | 7,0058 | 7,0046

Tabulka 2.6: Stfedni hodnoty vypoctené dle formule (2.4), prvni fddek hodnot je stfedni
hodnota pro samotnou hustotu, dalsi fadek jsou po radé 2, 3, 4, 5, 6 a 7 hustot v konvoluci
(se stejnymi parametry).

GIG; | GIG, | GIG; | GIGq
E2(X) | 0,9999 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9990
E2(2X) | 1,0997 | 1,9984 | 1,9985 | 1,9981
E2(3X) | 2,0996 | 2,9976 | 2,9978 | 2,9971
Eo(4X) | 3,9995 | 3,9968 | 3,9970 | 3,9961
Eo(5X) | 4,9994 | 4,9960 | 4,9963 | 4,9951
E2(6X) | 5,9992 | 5,9952 | 5,0956 | 5,9942
Es(7X) | 6,9991 | 6,9944 | 6,0948 | 6,9932

Tabulka 2.7: Stfedni hodnoty vypoctené z (2.14). Prvni fddek hodnot je stfedni hodnota
pro samotnou hustotu, dalsi fadek jsou po radé 2, 3, 4, 5, 6 a 7 hustot v konvoluci (se
stejnymi parametry).

GIG, | GIG; | GIGs | GIG,
R(X) 0 0 0 0
R(2X) | -0,0073 | -0,0030 | -0,0018 | -0,0019
R(3X) | -0,0147 | -0,0060 | -0,0037 | -0,0038
R(4X) | -0,0223 | -0,0091 | -0,0055 | -0,0057
R(5X) | -0,0298 | -0,0121 | -0,0073 | -0,0076
R(6X) | -0,0373 | -0,0152 | -0,0092 | -0,0095
R(7X) | -0,0449 | -0,0182 | -0,0110 | -0,0114

Tabulka 2.8: Rozdily mezi analytickymi stfednimi hodnotami (Tab. 2.2) a teoretickymi
stfednimi hodnotami (Tab. 2.3).

tedy GIGs, bez ohledu na to, ze parametr (3 je v prvni sadé vétsi (51 = 20) nez v sadé druhé
(zde P2 = 15). Muzeme tedy vyslovit hypotézu, ze zde hraje roli také velikost parametru
a, ktery je v prvni sadé vétsi (o = 8) nez v druhé (o = 3).

Ackoliv se zda, ze aproximace pomoci Laplaceovy metody je pro pripady zvolené
v Obr. 12-15 mnohem kvalitnéjsi, neni tomu tak vzdy. Pokud totiz zvolime parametr 3
velmi maly a k nému vyrazné vétsi «, my jsme vzali pro ilustraci a« = 12 a § = 1, dojdeme
presné k opacnému efektu, viz. Obr. 2.5. Z realnych dopravnich dat se ale ukazuje, zZe
hodnoty parametru « se pohybuji nékde v okoli nuly, tedy opravdu muzeme konstatovat,
Ze pro nase ucely je aproximace Laplaceovou metodou kvalitnéjsi. Do konce tohoto textu
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Tabulka 2.9: Tabulka demonstruje linedrni nartist chyb s pribyvajicim poc¢tem funkei v kon-

voluci.

tedy budeme uvazovat vyhradné vysledky ziskané pravé Laplaceovou metodou.

GIG; | GIG, | GIG; | GIGq
R(2X) — R(X) | -0,0073 | -0,0030 | -0,0018 | -0,0019
~0,0075 | -0,0030 | -0,0018 | -0,0019
~0,0075 | -0,0030 | -0,0018 | -0,0019
~0,0075 | -0,0031 | -0,0018 | -0,0019
~0,0075 | -0,0031 | -0,0018 | -0,0019
~0,0075 | -0,0031 | -0,0018 | -0,0019
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Konvoluce 4 GIG(12,1,5) hustot

o
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Konvoluce 6 GIG(12,1,5) hustot
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Obrazek 2.5: Histogramy pro rizny pocet konvoluci a odpovidajicimi hustotami pravde-
podobmnosti ziskanymi Hrubym odhadem a Laplacovou metodou se zvolenymi parametry
a=12, =1, A=5.
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Kapitola 3

Sieglochova funkce pro GIG
rozdeéleni

V této kapitole odvodime predpis Sieglochovy funkce, numericky ji vykreslime, definujeme
tzv. empirickou Sieglochovu funkci a nasledné budeme studovat jeji chovani v zavislosti na
zméné jednoho z parametri. Dale se podivame, jaké aproximacni techniky pro priblizna
vyjadreni Sieglochovy funkce se pouzivaji v praxi, okomentujeme kvalitu téchto aproximaci
a prozkoumame jejich vliv na vypocet kapacity kiizovatky v uvazovaném modelu.

3.1 Tvar Sieglochovy funkce a jeji chovani

Pripomenme pro prehlednost definici. Sieglochova funkce s(t) vyjadiuje stfedni hodnotu
poctu vozidel na vedlejsi komunikaci, ktera akceptuji svétlost velikosti t. Mame tedy k dis-

pozici defini¢ni vztah
+oo

s(t) =Y kP [N; = k], (3.1)

k=0
kde P [IV; = k] je pravdépodobnost akceptovani svétlosti o délce t pravé k vozidly. V sekei
1.2 jsme tento vyraz upravili do tvaru

PNy =k] = /Ot fz(q) (/:OO fYi (1 =) dr) dg,

kde veli¢ina Yy 41 ~ GIG(a, 8, D) predstavuje kritickou svétlost (k + 1)-niho ridice, ktery
svétlost X uz neakceptoval a rozdéleni veli¢iny Z, definované vztahem (1.1) jako

se ndm diky konkrétni volbé rozdéleni veli¢in Y; podatilo v sekci 2.3 aproximovat Lapla-
ceovou metodou jako Z ~ GIG(ka + (k — 1)%, k23,)). Odtud tedy dostdvame vyjadieni
Sieglochovy funkce

s(t) = :f:;k . /Ot () (/;OO Fron(r — ) dr) dg =

+o0 t K25 +00 5 (3.2)
= Z k - Ck/ qk‘”(k*l)%e*T (/ (r—q)*e Tae dr) dq,
s 0 t
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kde jsme oznagcili

A (k+1)a+(k—1)2+2 1 1
Cy = () .
k 3 kot (k=1)3+1 Aot (h-1)2 41 [2kv/BA] Kat1 [2¢/BA

Formule (3.2) je natolik komplikovand, ze neni mozné vyjadrit analyticky tvar Sieglochovy
funkce s(t) jako funkci ¢asu, proto jeji vlastnosti prozkoumédme pomoci numerickych vy-
poctu a simulacnich studii v prostfedi ‘R .

3.1.1 Tvar matematicky odvozené aproximace Sieglochovy funkce

Jak bylo jiz diskutovano v sekci 1.2, pro exponencidlni, resp. Gamma rozdéleni, se autortim
podarilo dospét k analytickému vyjadieni Sieglochovy funkce a jeji predpis je tvaru (1.8),
resp. (1.7). V piipadé exponencidlniho rozdéleni s parametrem A jde primo o linedrni
funkci, jejiz smérnice je pravé parametr A\. Pro Gamma rozdéleni je predpis Sieglochovy
funkce komplikovanéjsi, nicméné pokud ji zobrazime pro rtizné nastaveni parametri, pak
muzeme zretelné identifikovat linedrni asymptoty, které jsou dobie viditelné na Obr. 3.1.
Pro tplnost uvadime, ze parametry zvolené v tomto obrazku jsou ¢isté pro nazornost
a nejsou ni¢im vyznamné.
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Obrazek 3.1: Sieglochova funkce pro nékolik zvolenych hustot kritickych svétlosti z rozde-
leni Gamma.

V praxi se Sieglochova funkce aproximuje pravé linedrni funkci a proto bychom chtéli
linearni asymptoty identifikovat i pro rozdéleni GIG. V Obr. 3.2 mizeme vidét praubéh
Sieglochovy funkce definované vztahem (3.2), kterému predchézelo korektni, ale aproxi-
mativni matematické odvozeni, a i zde tyto linedarni asymptoty rozpoznavame. Zvolené
parametry v tomto obrazku opét nejsou ni¢im vyznamné. Nicméné, pokud porovnidme
Obr. 3.1 a Obr. 3.2, mtzeme si vS§imnout, ze zelené kiivky, prestoze odpovidaji priblizné
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Obrazek 3.2: Sieglochova funkce pro nékolik zvolenych hustot kritickych svétlosti z rozde-
leni GIG.

stejnému rozdéleni!, se s rostoucim ¢ éfm dal vice odchyluji. V Obr. 3.3 jsou obé tyto
kiivky zobrazeny spolecné a je zde zietelné vidét, ze ze zacatku jsou témeér identické,
ovsem Sieglochova funkce pro rozdéleni GIG se po urcité dobé lehce skloni a jeji smérnice
je nakonec nizsi. To je dusledek faktu, ze s rostoucim ¢ se vice projevuje efekt konvoluce
GIG hustot. Jak bylo diskutovano v kapitole 2, s rostoucim poctem GIG hustot v konvo-
luci se chyba aproximace (2.21) zvySuje linedrné, coz zpusobi linearni narast chyby i pfi
vypoctu Sieglochovy funkce. Muzeme tedy vyslovit hypotézu, ze prestoze se nam v ka-
pitole 2 podarilo zpTesnit aproximaci konvoluce k identickych hustot pomoci Laplaceovy
metody, nepfesnost téchto aproximaci Sieglochovu funkei ovliviiuje natolik, ze vzorec (3.2)
neni vhodné pouzivat pro praktické vypocty, nebot vysledky dosazené timto vyjadrenim
by nemusely byt spravné.

3.1.2 Empiricka Sieglochova funkce

Dalsi mozny piistup nalezeni Sieglochovy funkce z definice (3.1) je empiricky odhad vyrazu
P [Ny = k]. To provedeme pomoci nésledujici simulace. Uvazujme fixni hodnotu ¢asové
svetlosti t. Podle ndmi zavedeného modelu mezeru odpovidajici této svétlosti ¢ akceptuje
praveé k € Ny vozidel, pokud

k k+1
Swi<t A D uit, (3.3)
i=1 i=1
kde y1, ..., yrs+1 jsou kritické svétlosti prvnich k41 fidi¢d. Hodnota k se v literatute ozna-

Cuje jako akceptacni rad casové svétlosti t. Pro tuto svétlost ¢ nagenerujeme dostatecény

LGIG rozdéleni, definové vztahem (2.1), pfechézi pro 3 blizké 0 v rozdéleni Gamma, definované vztahem
(1.6)
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Obrazek 3.3: Sieglochova funkce pro rozdéleni Gamma(4,2) a GIG(3;0,1,2).
pocet realizaci kritické skvétlosti y1,y2,... z rozdéleni GIG s danymi parametry. Dale

postupujeme dle nasledujiciho algoritmu. Startujeme s hodnotou k£ = 0. Pokud ¢ > y,
hodnota akcepta¢niho fadu k vzroste o jednicku, tedy k = 1, a zbylou svétlost ¢t —y; porov-
navame s dalsi realizaci yo. Pokud znovu plati t —y; > y2, zvySime hodnotu akceptacniho
radu k opét o jednicku, tedy k = 2, a dalsi realizaci y3 porovnavame se svétlosti ¢t —y1 — y2,
atd. Tento postup opakujeme do doby, kdy

t=y1—...—Y—1>Yy; N =y —... =y <Yj+1

a hodnota akceptacniho radu casové svétlosti ¢ pro tento pripad bude rovna k = j.

Tento experiment provedeme n-krat, a tedy pro jedno fixni ¢ dostaneme n hodnot
akceptanc¢niho radu ki, ..., k, a spocéitdme odpovidajici ¢etnosti kazdé dostupné hodnoty
k, které pro potreby nasledujiciho textu oznacime jako ng, tj.

nk:#{ki,i6n|ki:k‘}.
Déle definujme symbol kpyax = max{ki, ..., k,}. Plati tedy
kmax
SV =,
k=0

Ze Zakona velkych cisel poté plyne, ze

% Py PN, = K], (3.4)

tj. vyrazy "t konverguji podle pravdépodobnosti pravé k vyrazu P [N; = k.
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Za ucelem nalezeni alternativy vzorce (3.2), a pfi dodrzeni znaceni zavedeného v této
sekci, nyni definujeme tzv. empirickou Sieglochovu funkci jako

kmax

ROEDY k% (3.5)
k=0

Takto definujeme empirickou Sieglochovu funkci pro jednu konkrétni svétlost ¢, pro ji-
nou svétlost je celou popsanou simulaci nutno zopakovat. Tato funkce bude s rostoucim
n zpresnujici se aproximaci teoretické Sieglochovy funkce, coz je dusledek pravé Zékona
velkych cisel.

V nasledujicim textu budeme tedy pracovat pouze s empirickou Sieglochovou funkci
a studovat praveé jeji vlastnosti. V Obr. 3.4 je ukdzéno, Ze aproximaci vyrazu P [N; = k|
pomoci Zikona velkych ¢isel a zavedenim empirické Sieglochovy funkce dostdvame mno-
hem presnéjsi aproximaci teoretické Sieglochovy funkce, nez byla aproximace zavedena
vzorcem (3.2).

Poznamenejme navic, ze pokud bychom zvolili § = 0, 01, tedy rozdéleni GIG(3;0,01; 2)
bude bliZe rozdéleni Gamma(4;2), nez rozdéleni GIG(3;0,1;2) z Obr. 3.4, obé kiivky se
budou presné prekryvat.
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Obrézek 3.4: Sieglochova funkce pro rozdéleni Gamma(4, 2) a empirickéd Sieglochova funkce
pro rozdéleni GIG(3;0,1,2).

3.1.3 Odhad GIG rozdéleni kritickych svétlosti

V ¢lanku [1] autofi pracovali s redlnymi daty a pouzitim pravdépodobnostniho modelu
krizovatky se jim podafilo nalézt jako vhodné rozdéleni kritickych svétlosti rozdéleni
Gamma(4; 1,3). Pro rozdéleni GIG dosud nemame k dispozici potfebnou teorii, diky které
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by se podarilo odhalit parametry odpovidajici realité. Proto budeme vychazet ze zminé-
ného Gamma(4; 1,3) rozdéleni a nalezneme rozdéleni GIG, které tomuto Gamma rozdéleni
co nejlépe odpovida. Toto rozdéleni budeme brat za vychozi v nésledujicich uvahach.

Za tcelem nalezeni vhodného rozdéleni GIG provedeme nasledujici experiment. Nage-
nerujeme 10000 ndhodnych ¢isel z rozdéleni Gamma(4; 1,3) a budeme predpokladat, ze
tato ndhodné ¢isla pochdzi z rozdéleni GIG(«, 5, ), kde o € R, 8 > 0, A > 0 jsou neznamé
parametry. Jelikoz bychom chtéli, aby se nalezené rozdéleni odliSovalo od Gamma rozdé-
leni, které by mélo 5 = 0, zafixujeme parametr 5 na hodnoté § = 2. Nasledné metodou
maximalni vérohodnosti? s podminkou 3 = 2 nalezneme odhady neznamych parametri

a=12 a A=1

a vykreslime obé distribuce, abychom videéli, Ze jsou si dostatecné blizké. Obé tyto distri-
buce jsou ilustrovany v Obr. 3.5.

— GIG(1,2;2;1)
—— Gamma(4;1,3)

hustota pravdépodobnosti
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
l

Casova svétlost t

Obrazek 3.5: Hustota pravdépodobnosti Gamma(4;1,3), kterd vychazi piimo z redlnych
dat dle ¢lanku [1] a odpovidajici hustota pravdépodobnosti GIG(1,2;2;1), jejiz parametry
byly odhadnuty metodou MLE za podminky 8 = 2.

3.1.4 Chovani empirické Sieglochovy funkce

V nésledujicich uvahich berme jako vychozi predpoklad, ze Y; ~ GIG(1,2; 2; 1) a to pro
vSechna ¢ € N. Podivejme se, jak se zméni empirickd Sieglochova funkce v zavislosti na
zménéch jednotlivych parametri.

Dva z prametria vzdy zafixujeme a budeme studovat pouze vliv tfetiho z nich na
chovani empirické Sieglochovy funkce. Z Obr. 3.6 je patrné, zZe s rostoucim parametrem «
se sklon Sieglochovy funkce snizuje. Podobné chovani plati i pro parametr /3, coz odpovida
tomu, Ze s rostoucimi parametry a a [ roste stiedni hodnota prislusnych GIG rozdéleni
kritickych svétlosti, tj. méné ridi¢i bude akceptovat svétlost délky ¢t. V1iv zmény parametru
B je ilustrovan v Obr. 3.7. Naopak rostouci A zpusobi pokles stredni hodnoty prislusnych

2d4le jen MLE
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Obrazek 3.6: Sieglochova funkce, s parametry § = 2 a A = 1, v zavislosti na zméné

parametru «.
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Obrazek 3.7: Sieglochova funkce, s parametry o = 1,2 a A = 1, v zavislosti na zméné
parametru f3.

GIG rozdéleni kritickych svétlosti, tj. vice fidi¢h bude akceptovat svétlost délky t. Du-
sledkem je zvysovani smérnice Sieglochovy funkce. Tento efekt je k nahlédnuti v Obr. 3.8.
Poznamenejme navic, ze hodnota n z definice empirické Sieglochovy funkce (3.5) je zde
volena jako n = 100 000, nebot napt. pro n = 10 000 ktivky stéle nebyly dostatecné hladké.

Zminéné zmény stiednich hodnot ptislusnych hustot GIG rozdéleni z Obr. 3.6-3.8,
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Obrazek 3.8: Sieglochova funkce, s parametry o = 1,2 a § = 2, v zavislosti na zméné
parametru A.

jsou pro ilustraci znazornény v Tab. 3.1-3.3.

« -0,1 | 0,2 | 1,2 4 6
stfedni hodnota | 2,15 | 2,34 | 3,05 | 5,44 | 7,31

Tabulka 3.1: Stfedni hodnoty pro rozdéleni GIG(«,2,1) s proménnym parametrem «, ktery
je volen stejné jako v Obr. 3.6.

154 0,5 | 1,5 2 3 7
stfedni hodnota | 2,50 | 2,89 | 3,05 | 3,33 | 4,18

Tabulka 3.2: Stfedni hodnoty pro rozdéleni GIG(1,2; ;1) s proménnym parametrem [3,
ktery je volen stejné jako v Obr. 3.7.

A 0,3 | 0,5 1 2 2,2
stfedni hodnota | 8,48 | 5,43 | 3,05 | 1,79 | 1,67

Tabulka 3.3: Stfedni hodnoty pro rozdéleni GIG(1,2;2;A) s proménnym parametrem A,
ktery je volen stejné jako v Obr. 3.8.

3.2 Sieglochova funkce v praxi

Uvazovany pravdépodobnostni model byl poprvé prezentovan v [1], muzeme ho tedy pro-
hlésit za novy. V praxi se ale Sieglochova funkce odhaduje po c¢astech linearni funkci,
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kterou mizeme vyjadrit jako

0 pro t < tg, (3.6)

5(t) = { at+b prot > ty,
kde a > 0, b € R jsou vhodné konstanty a ty = —b/a je prahova hodnota, jejiz existence
je ospravedlnéna predpokladem, ze c¢asova svétlost mensi nez ty nebude akceptovina zad-
nym vozidlem cekajicim na vedléjsi komunikaci. Parametry této aproximace jsou tradi¢né
odhadovany nésledujicim zptisobem. Podle ndmi zavedeného modelu mezeru odpovidajici
této svétlosti x akceptuje pravé k € Ny vozidel, pokud

k k+1
i<z A D yi>u, (3.7)
i=1 i=1
kde y1,...,ygr1 jsou kritické svétlosti prvnich k£ + 1 fidi¢t. Pro kazdou pozorovanou svét-

lost > 0 se zaznamen3 jeji akceptacni Fad svétlosti k € Ny, tj. kazdé svétlosti lze pomoci
pravidla (3.7) prifadit ¢islo k& € Ny, které odpovida poctu akceptujicich vozidel a nazveme
ho akceptacni ad svétlosti. Pro kazdou pozorovanou svétlost > 0 se zaznamend jeji
akceptacni Tad svétlosti k € Ny, tj. kazdé svétlosti 1ze pomoci pravidla (3.7) pritadit ¢islo
k € Ny, které odpovida poctu akceptujicich vozidel. Poté se urci aritmetické praméry svét-
losti, kterym byla pfifazena stejnd hodnota akceptacniho fadu k € Ny, ozna¢me je jako
T, a nasledné je mnozina vsech takovych usporddanych dvojic (Zg, k) metodou linedrni
regrese prolozena piimkou 3(¢), kterd odpovidd aproximaci Sieglochovy funkce s(t). Tento
pristup je Casto vyuzivany pro jednoduchost price s daty, nicméné jednim z cili této baka-
larské prace je demonstrovat, ze pravé vytvarenim praméru z; dostavame vysledky, které
neodpovidaji teoretické predpovédi, tedy tato regresni kiivka 5(¢) neni dobrou aproximaci
Sieglochovy funkce.

Pro pravé zminény aproximacni proces snadno sestrojime simula¢ni experiment, ktery
muze byt popsan nasledujicicm zptsobem. Nagenerujeme 400 nezavislych realizaci na-
hodné veliciny X ~ GIG(0,01; 3,6; 0,3)3, tj. 400 ¢asovych svétlosti na hlavni komunikaci
T1,...,T400- Podobné nagerenujeme dostatecny pocet kritickych svétlosti y1, o, ..., které
odpovidaji realizacim ndhodné veli¢iny Y ~ GIG(1,2; 2; 1). Kazdé svétlosti z; pritadime
akceptacni Tad svétlosti k; dle pravidla (3.7). Body (x;, k;) jsou zobrazeny v Obr. 3.9 jako
Sedé krizky.

Nasledné spocitame vybérové pruméry xj svétlosti, které byly akceptovany prave
k vozidly a regresni pfimkou prolozime body (Z, k). Ziskané vysledky véetné teoretické
Sieglochovy funkce jsou ilustrovany v Obr. 3.9. V tomto obrazku vidime, ze je zde velky
rozdil mezi aproximaci §(t), zndzornénou modnou prerusovanou piimkou, a empirickou
Sieglochovou funkei s*(t), coz muze dramaticky ovlivnit vypocet kapacity krizovatky. Ne-
presnost aproximace § muze byt oduvodnéna ndasledujicim zpusobem. Z definice Sieglo-
chovy funkce (3.1) pro fixni ¢, jakozto stfedni hodnoty veli¢iny N; pres vSechna k, jsou
vypocitavany ocekdvané hodnoty ve sméru osy y, kdezto v popsaném tradi¢nim aproxi-
mativnim pristupu jsou pocitany vybérové pruméry ve sméru osy .

Autori ¢lanku [3] ukdzali (pfi préci s rozdélenim Gamma), ze pokud misto mnoziny
usporadanych dvojic (Zy, k) prolozime regresni ptimkou mnozinu bodu (z;, k;), dostaneme
znacné kvalitnéjsi aproximaci teoretické Sieglochovy funkce. Timto se inspirujeme a apli-
kujeme metodu linedrni regrese primo na mnozinu bodu (z;, k;), kterou jsme ziskali si-
mulac¢nim experimentem predstavenym praveé v této sekci. V Obr. 3.10 vidime, Ze tento
aproximativni pristup kopiruje tvar teoretické Sieglochovy funkce vyrazné lépe.

3parametry tohoto rozdéleni jsme zvolili podle &lanku 1]
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Obrézek 3.9: Empirickd Sieglochova funkce s*(t) (zelené) a jeji tradiéni, po ¢astech li-
nearni, aproximace 5(t) (modfe) pro GIG(0,01;3,6;0,3) rozdéleni na hlavni komunikaci
a GIG(1,2;2;1) na vedlgjsi komunikaci. Kruhy reprezentuji vybérové pruméry svétlosti
T, které byly akceptovany pravé k vozidly.

Je nutné podotknout, ze obrazek prezentuje vysledky ziskané pouze pro jednu rea-
lizaci nagenerovanych dat a pro jinou realizaci by se obrazek mohl lisit. Proto simulac¢ni
experiment, kterym jsme ziskali body (z;, k;), opakujeme 1000 krat, v kazdém kroku gene-
rujeme 400 svétlosti na hlavni komunikaci a metodou linearni regrese odhadneme intercept
b a smérnici a (z predpisu (3.6)) prislusné regresni kiivky. Intercept a smérnici odhadu-
jeme dvéma zpusoby: tradiénim postupem kdy regresni primkou prokladdme mnozinu
bodu (Zg, k) a poté klasickou regresni primkou skrz mnozinu bodu (z;, k;). Stfedni hod-
noty a rozptyly téchto odhadt najdeme v Tab. 3.4 a regresni kiivky zalozené na stfednich
hodnotach odhadovanych parametri spolu s empirickou Sieglochovou funkei s*(t) jsou
k nahlédnuti v Obr. 3.11. Z této tabulky i obrazku vidime, ze klasicky linedrni regresni
model aproximuje teoretickou Sieglochovu funkci velice dobfe, narozdil od linedrni regrese
aplikované na body (7, k).

Regrese pomoci vybérovych pruméri: | Klasicka linearni regrese:
stfedni hodnota rozptyl stredni hodnota rozptyl
intercept -0,787 0,396 -0,367 0,078
smérnice 0,411 0,047 0,327 0,014

Tabulka 3.4: Stfedni hodnoty a rozptyly 1000 odhadi parametri regresnich piimek pro 2

uvazované metody.
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Obrézek 3.10: Empirickd Sieglochova funkce s*(¢) (zelené) a jeji aproximace ruznymi
metodami pro simulovand data s rozdélenim GIG(0,01;3,6;0,3) na hlavni komunikaci
a GIG(1,2;2;1) na vedlejsi komunikaci.

3.3 Vliv aproximaci Sieglochovy funkce na vypocet kapacity
krizovatek

Podivejme se nyni, jaky efekt ma pouziti aproximaci Sieglochovy funkce na odhad kapa-
city kiizovatky, kterd je definovdna vztahem (1.3). Za timto ucelem pocitejme numericky
integraly

7= [ rctsoar,

kde fx(t) je hustota pravdépodobnosti svétlosti na hlavni komunikaci a s(t) je Sieglochova
funkce. Tyto integrély se vyskytuji v definici (1.3), kde jsou ale navic vyndsobeny konstan-
tou, ktera ale neovlivni nasi vyslednou analyzu, nebof by byla ve vSech dédle uvazovanych
pripadech stejnd, proto ji nebudeme uvazovat.

Budeme porovnévat 3 pripady. Za s(t) nejprve dosadime empirickou Sieglochovu
funkeci s*(¢) a vysledny integral ozna¢ime symbolem Jipye. Pravé Jiue by méla nejlépe
odpovidat realité. Jako druhy piipad budeme uvazovat linearni aproximaci 5(t), kde in-
tercept a smérnice byly vypoctené tradicnim regresnim piistupem pomoci vybérovych
pruméru. Hodnotu integralu ziskanou timto zpusobem oznaCnime jako Jiaq. Jako treti
budeme uvazovat opét linedrni aproximaci §(¢), avsak s interceptem a smérnici ziskanymi
z klasické regresni analyzy. Vysledek tohoto integralu oznacime jako Jyas. Na hlavni komu-
nikaci budeme vzdy uvazovat svétlosti z rozdéleni GIG(0,01; 3,6;0,3), které nalezli autori
¢lanku [1]. Za rozdéleni kritickych svétlosti zvolime ndmi nalezené rozdéleni GIG(1,2;2;1)
a pro ilustraci zvolime také dalsi dvé rozdéleni GIG(4;8;0,3) a GIG(6;1;0,5), které vsak
nejsou ni¢im vyznamna. Ziskané vysledky jsou pro tyto volby rozdéleni kritickych svétlosti
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Obrézek 3.11: Empirickd Sieglochova funkce s*(¢) (zelené) a jeji aproximace ruznymi
metodami pro simulovand data s rozdélenim GIG(0,01;3,6;0,3) na hlavni komunikaci
a GIG(1,2;2;1) na vedlejsi komunikaci. Smérnice a intercept téchto aproximaci jsou vy-
pocteny jako pruméry z 1000 opakovanych simulaci.

k nahlédnuti v Tab. 3.5.

« B A J, true J) klas J, trad
1,22 1 [ 1,660 1,659 | 1,769
4 [ 810,3]0,055] 0,069 | 0,218
6 |1]0,5]0,102 | 0,121 | 0,260

Tabulka 3.5: Hodnoty integrala J spoctené s empirickou Sieglochovou funkei s*(¢) (Jirue),
s tradiéni linedrni aproximaci (Jiaq) @ s linedrni aproximaci pomoci klasické regrese
(Jxlas). Uvazujeme svétlosti s rozdélenim GIG(0,01;3,6;0,3) a kritické svétlosti z rozdé-
leni GIG(1,2;2;1), GIG(4;8;0,3) a GIG(6;1;0,5).

7 této tabulky vidime, Ze hodnota Ji;aq je pro vsechny sady vyssi nez obé hodnoty
Jilas @ Jirue- Navic pro rozdéleni GIG(4;8;0,3) je hodnota Jiaq dokonce témér 4-krét
vyssi, nez skute¢na hodnota Jiue. Méli bychom tedy zvazit ndhradu tradiéni aproximace
zalozené na vybérovych primérech pomoci nami navrzené aproximace zalozené na klasické
linedrni regresi, nebot pri pouziti tradi¢ni aproximace by kapacity kfizovatek mohly byt
znacné nadhodnocené.
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Z.aver

V prvni ¢asti bakalarské prace jsme v souladu s terminologii teorie Gap Acceptance za-
definovali zédkladni matematicky model nefizené ktizovatky typu T. Déle jsme vysvétlili
dilezitost analyzy kritickych svétlosti ve spojitosti s pojmem Sieglochovy funkce a s odha-
dem kapacity kfizovatek. Néasledné jsme obecny model kiizovatky specifikovali pridanim
predpokladu GIG-rozdélenych svétlosti a kritickych svétlosti.

Pro potfeby analytického odvozeni Sieglochovy funkce jsme v druhé c¢ésti dvéma
zpusoby nalezli aproximativni formuli pro k& konvoluci identickych GIG(«, 3, \) hustot,
porovnali jsme pfesnost obou aproximaci pomoci histogrami a analyzy stfednich hodnot
a zvolili tu presnéjsi. Konvoluce k identickych hustot dle presnéjsi Laplaceovy metody je
(piiblizné) také hustota pravdépodobnosti a to z rozdéleni GIG (ko + (k — 1)3, k23, \).

Ve treti ¢asti jsme odvodili vzorec pro aproximaci Sieglochovy funkce (3.2). Jeji pru-
béh jsme pro rizné hodnoty parametrt zobrazili do grafu, ze kterého byla zfejma linedrni
asymptota, kterou se Sieglochova funkce v praxi ¢asto aproximuje. Nicméné jsme ukézali,
Ze tento vzorec neni vhodnou aproximaci, nebot jeji chyba se pfi porovnani pro blizka
rozdéleni GIG a Gamma linerarné zvysovala s rostoucim ¢. Nase hypotéza byla takova, ze
na Sieglochovu funkci maji velky vliv chyby v aproximativnim vyjadieni konvoluce k iden-
tickych GIG hustot, které rostly linedrné s rostoucim pocétem funkci v konvoluci. Proto
jsme zadefinovali empirickou Sieglochovu funkci vztahem

kmax

sty =Y ko,
k=0 n

kde sc¢itaci index k predstavuje akceptacni rad svétlosti délky ¢, k& € Ny, symbolem k.
rozumime nejvyssi hodnotu akceptacniho fadu k, n, predstavuje odpovidajici ¢etnost ak-
ceptacniho fadu k a n je pocet pozorovani. Jeji definice byla zalozena na Zakoné velkych
¢isel, proto jsme méli jistotu, ze pro velkd n bude skutecné dobrou aproximaci teoretické
Sieglochovy funkce.

Nésledné jsme nalezli GIG rozdéleni kritickych svétlosti, blizké rozdéleni Gamma
uvazovaného v préci [1], a to GIG(1,2;2;1). Toto rozdéleni jsme brali jako vychozi ve
zbytku nasi prace. Pro analyzu chovani empirické Sieglochovy funkce, jsme vzdy zafixovali
2 z parametru tohoto rozdéleni a sledovali jsme vliv zmény tretiho z nich. Vysledek pro
zménu parametri « a [ byl stejny. S rostoucim parametrem se zvysovala stfedni hodnota
prislusnych GIG rozdéleni, coz odpovida tomu, ze méné Fidict akceptuje svétlost délky
t, a tedy asymptotickd smérnice Sieglochovy funkce se zmensuje. Pro parametr A pla-
til opacny efekt. Rostouci A zpusobilo pokles stredni hodnoty prislusnych GIG rozdéleni
a asymptotickd smérnice se zvétsovala.

Déle jsme diskutovali mozné aproximativni techniky. Ukazali jsme, ze tradiéni re-
gresni techniky selhdvaji a navrhli jsme zpusob zaloZeny na klasické regresni analyze, ktery
lépe aproximuje empirickou Sieglochovu funkci. Divod selhani tradi¢nich aproximativnich
technik je s velkou pravdépodobnosti ten, Zze v popsaném tradié¢nim aproximativnim piri-
stupu jsou pocitany vybérové primeéry ve sméru osy x, kdezto v definici Sieglochovy funkce
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(3.1) pro fixni t jsou vypocitdvany ocekavané hodnoty ve sméru osy y, coz bylo ukazéno
pro exponencidlni a Gamma rozdéleni v ¢lanku [3].

Nakonec jsme se podivali na efekt pouziti uvazovanych aproximaci Sieglochovy funkce
na odhad kapacity nefizené kiizovatky. Z tohoto rozboru vyplyva, ze kapacita krizovatky je
pri pouziti tradiéniho aproximacniho pristupu vyssi, nez pri pouziti empirické Sieglochovy
funkce, ktera ale odpovida realité. Naopak pokud pouzijeme klasické regresni techniky
pri odhadovani Sieglochovy funkce, dostavame vysledky uspokojivé blizké realité. Proto
bychom méli zvazit pouziti tradiéniho aproximac¢niho pristupu v praxi, nebot kapacita
krizovatek by v tomto pripadé mohla byt nadhodnocena.
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Prilohy

V priloze najdeme obrazky ke kapitole 2, ve kterych porovnidvame presnost obou aproxi-
maci (2.9) a (2.17).
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Obrazek 12: Histogramy pro rizny pocet konvoluci a odpovidajicimi hustotami pravde-
podobnosti ziskanymi Hrubym odhadem a Laplacovou metodou se zvolenymi parametry
a=1,8=5A=2
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Konvoluce 4 GIG(2,10,3) hustot
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Obrazek 13: Histogramy pro rizny pocet konvoluci a odpovidajicimi hustotami pravdeé-
podobnosti ziskanymi Hrubym odhadem a Laplacovou metodou se zvolenymi parametry
a=2,8=10, A=3.
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Konvoluce 4 GIG(3,15,3) hustot
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Obrazek 14: Histogramy pro rizny pocet konvoluci a odpovidajicimi hustotami pravdeé-
podobnosti ziskanymi Hrubym odhadem a Laplacovou metodou se zvolenymi parametry
a=3,8=15 A=3.
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Konvoluce 4 GIG(8,20,5) hustot
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Obrazek 15: Histogramy pro rizny pocet konvoluci a odpovidajicimi hustotami pravdeé-
podobnosti ziskanymi Hrubym odhadem a Laplacovou metodou se zvolenymi parametry
a=38,3=20,\=5.
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