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Značení

symbol význam
⟨.|.⟩ skalární součin na Hilbertově prostoru
𝐴* sdružení operátoru
C komplexní čísla
R reálná čísla
Z celá čísla

𝐴𝐶𝑘(𝐽) prostor funkcí, jejichž derivace do 𝑘-tého řádu jsou absolutně spojité na J
𝐶∞

0 (𝐽) prostor testovacích funkcí
𝐶

′∞
0 (𝐽) prostor zobecněných distribucí na testovacích funkcích
𝐿𝑘(𝐽) normovaný prostor funkcí integrabilních v 𝑘-té mocnině
𝐿𝑘𝑙𝑜𝑐(𝐽) prostor lokálně integrabilních funkcí v 𝑘-té mocnině

‖.‖𝑘 𝑘 norma
𝐾𝑒𝑟(.) jádro operátoru
𝜌(.) resolventní množina operátoru
𝜎(.) spektrum operátoru

Re(.) reálná část komplexního čísla
Im(.) imaginární část komplexního čísla
𝑊𝑥(., .) Wronskián v bodě 𝑥
𝑆𝑝𝑎𝑛(.) lineární obal
𝑅𝑎𝑛(.) obor hodnot operátoru
𝑧 komplexní sdružení
≃ asymptotické přiblížení⨁︀ direktní tenzorový součet⨂︀ direktní tenzorový součin
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Úvod

Díky enormnímu pokroku minulých dekád v oblasti nano-technologií se aktuálně
nacházíme téměř na hranici jejich možností. Klasickým příkladem jsou křemíkové
destičky počítačových čipů, na kterých jsou v dnešní době obvody huštěny tak blízko
k sobě, že dochází ke kvantovému tunelování a to ničí užitečnost těchto součástek.
Proto pro další pokrok je potřeba prohloubit naše znalosti v kvantové mechanice.
Kvantová mechanika je fyzikální teorie zabývající se jevy vyskytujícími se hlavně
na atomární a subatomární úrovni. I přes to, že základy kvantové mechaniky byly
položeny Maxem Planckem již před více než sto lety, konečné pochopení zdá se býti
pořád v nedohlednu. Ba dokonce při každém dalším jednom kroku vpřed, odkrývá
se deset dalších otázek. Jedním z důvodů je neintuitivnost. „Svět“ velmi malých
objektů se chová úplně jinak, než na co jsme při běžném pozorování reality zvyklí.
(Pravda je taková, že kvantová mechanika ovlivňuje veškerou hmotu vesmíru. Je to
omezenost našich vjemů, která nám brání vnímat svět „kvantově“.)

Jeden rozdíl kterým se liší klasická a kvantová mechanika je, že kvantová mecha-
nika není deterministická. Místo jasné predikce, co bude kvantová částice za daných
podmínek dělat, můžeme pouze předpovědět co se může dít a s jakou pravděpo-
dobností se to stane. Mohlo by se zdát, že tak kvantová fyzika není dobrá teorie a
existuje lepší popis, ale proběhlo již mnoho experimentů, které ukazují,že tento fakt
není důsledkem naší neznalosti, ale je fundamentální vlastností vesmíru. Odlišnost
těchto teorií implikuje i potřebu různých matematických aparátů.

V klasické mechanice je stav částice dán polohou a hybností. Ty jsou matema-
ticky reprezentovány vektory (𝑥⃗, 𝑝) ∈ R6. Pozorovatelné jsou poté reprezentovány
reálnými funkcemi (𝑥⃗, 𝑝) → 𝑃 (𝑥⃗, 𝑝) a měřitelné hodnoty jsou funkce vyčísleny v
určitém stavu. Ve kvantové mechanice je stav prvkem takzvaného Hilbertova pro-
storu, jehož přesná definice se zavádí například v [1]. V našem případě budeme
jako Hilbertův prostor brát prostor kvadraticky integrabilních funkcí 𝐿2(𝑀), kde
𝑀 ⊂ R𝑛. V takovémto případě je pozorovatelná 𝐴 dána samosdruženým operátorem
𝐴 : D(𝐴) ⊂ 𝐿2(𝑀) → 𝐿2(𝑀), tento pojem upřesníme později v textu. Měřitelné
hodnoty jsou poté dány body spektra těchto operátorů, ty jsou pro samosdružené
operátory reálná čísla [1].

Je-li M varieta, operátor polohy se postuluje

𝑄̂𝑗 = 𝑥𝑗,

jakožto násobení funkcí 𝑥𝑗 a operátory hybnosti

𝑃𝑗 = −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥𝑗

,

kde ℏ je takzvaná redukovaná Planckova konstanta ℏ ≈ 1, 05 × 1034𝐽 × 𝑠. V ope-
rátoru hybnosti budeme ignorovat násobení ℏ, to fyzikálně odpovídá změně jedno-
tek. Ostatní operátory se konstruují podle principu korespondence. To znamená,
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2 Úvod

je-li v klasické mechanice pozorovatelná 𝐴 = 𝐹 (𝑥⃗, 𝑝), bereme kvantový ekvivalent
𝐴 = 𝐹 (𝑄̂, 𝑃 ). Problém je, že takto definované operátory nemusejí být samosdru-
žené. Proto v tomto textu uvedeme jak tento problém řešit pomocí takzvaných
samosdružených rozšíření. Ty poté budeme konstruovat pro vybrané Hamiltoniany,
které bereme z principu korespondence takto:

𝐻̂ = 1
2𝑚𝑃𝑗𝑃𝑗 + 𝑉 = − 1

2𝑚
∑︀ 𝑑2

𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑄̂),

kde 𝑚 je hmotnost částice. Opět můžeme změnit fyzikální jednotky a 1
2𝑚 ignorovat.

Jak uvidíme ne vždy musí být M varieta, pokud je M alespoň složením několika pod-
variet můžeme jako Hilbertův prostor přiřadit direktní součet Hilbertových prostorů
jednotlivých pod-variet. Tak tomu i bude v kapitole „Volná částice na ploše spojené
s kolmicí“.



Kapitola 1

Základní definice a věty

Pro kompaktní značení se nám bude hodit pojem Wronskiánu.

Definice 1.0.1. Nechť 𝑓, 𝑔 : R𝑛 → C jsou diferencovatelné v bodě 𝑥 ∈ R𝑛. Poté
definujeme Wronskián v bodě 𝑥 jako determinant

𝑊𝑥(𝑓, 𝑔) =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)
𝑓

′(𝑥) 𝑔
′(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒

Věta 1 (Lagrangeova formule). Nechť 𝐽 = (𝑎, 𝑏) je interval na R a 𝐿̂ je diferenciální
výraz ve tvaru

𝐿̂ = − 𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑉 (𝑥), kde 𝑉 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐, 𝑉 (𝑥) ∈ R.

Bod 𝑎 (𝑏) nazýváme regulární konec právě tehdy, když 𝑎 > −∞ (𝑏 < ∞) a 𝑉
je integrabilní na nějakém pravém (levém) okolí 𝑎, (𝑏). 𝐽𝑙 značí sjednocení 𝐽 a
množiny regulárních konců. Poté pro libovolný uzavřený interval [𝑐, 𝑑] ∈ 𝐽𝑙 a funkce
𝑓, 𝑔 ⊂ 𝐴𝐶1(𝐽𝑙) máme rovnost

∫︁ 𝑑

𝑐
(𝐿̂(𝑓)𝑔 − 𝑓𝐿̂(𝑔))𝑑𝑥 = 𝑊𝑑(𝑓, 𝑔) −𝑊𝑐(𝑓, 𝑔). (1.1)

Vzorec (1.1) nazýváme Lagrangeova formule.

Důkaz. Pro 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴𝐶1(𝐽𝑙) je funkce 𝑥 → 𝑊𝑥(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐴𝐶(𝐽𝑙) a platí

𝑊
′
𝑥(𝑓, 𝑔) = 𝑓(𝑥)𝑔′′(𝑥) − 𝑓

′′(𝑥)𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)(𝑔′′(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑔(𝑥)) − 𝑔(𝑥)(𝑓 ′′(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑓(𝑥)).

Integrací obou stran od 𝑐 do 𝑑 získáme rovnost (1.1).

Tvrzení 1. Nechť 𝑓, 𝑉 ∈ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(𝐽) a 𝑔 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(𝐽). Pokud 𝑓 ′′ + 𝑉 𝑓 = 𝑔 v 𝐶 ′∞
0 (𝐽), poté

𝑓 ∈ 𝐴𝐶1(𝐽).

Důkaz. K nalezení v [7] jako Corollary A.4.

1.1 Sdružený operátor
V této kapitole budeme všude uvažovat hustě definované operátory.

3



4 Kapitola 1. Základní definice a věty

Definice 1.1.1 (Sdružený operátor). Nechť 𝐴 je lineární operátor na Hilbertově
prostoru H působící na svém definičním oboru D(𝐴). Poté k 𝐴 definujeme sdružený
operátor 𝐴* s definičním oborem

D(𝐴*) = {𝜓 ∈ H |∃𝜌 ∈ H ,
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴𝜑
⟩

= ⟨𝜌|𝜑⟩ ∀𝜑 ∈ D(𝐴)}

působící následovně:

𝐴*𝜓 = 𝜌.

Definice 1.1.2 (Omezený operátor). Lineární operátor𝐴 nazveme omezeným právě,
když existuje 𝛼 ∈ R takové, že:

sup𝜓∈D(𝐴),‖𝜓‖=1

⃦⃦⃦
𝐴𝜓

⃦⃦⃦
< 𝛼.

Poznámka. Každý omezený hustě definovaný operátor lze jednoznačně rozšířit na
celý prostor. Běžně se pak pracuje s tímto tzv. spojitým rozšířením, které se značí
stejným písmenem.

Značení Máme-li lineární operátory 𝐴 a 𝐵̂, takové, že D(𝐴) ⊂ D(𝐵̂) a 𝐴 = 𝐵̂
na D(𝐵̂). Poté značíme

𝐴 ⊂ 𝐵̂.

Definice 1.1.3 (Symetrický operátor). Lineární operátor nazveme symetrický
právě, když

𝐴 ⊂ 𝐴*.

Definice 1.1.4 (Samosdružený operátor). Lineární operátor 𝐴 nazveme samosdru-
žený právě, když

𝐴 = 𝐴*.

Definice 1.1.5 (V podstatě samosdružený). Operátor nazveme v podstatě samo-
sdružený, je-li symetrický a jeho uzávěr je samosdružený.

Věta 2. Každý omezený operátor je samosdružený právě, když platí:⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴𝜑
⟩

=
⟨
𝐴𝜓

⃒⃒⃒
𝜑
⟩
,

pro všechna 𝜓,𝜑 ∈ H .

Důkaz. Stačí zvolit 𝜌 = 𝐴𝜓, ∀𝜓 ∈ H .

Příklad 1. Mějme operátor (𝑄̂𝜓)(𝑥) = 𝑥𝜓(𝑥) s definičním oborem: D(𝑄̂) = {𝜓 ∈
𝐿2(R)|𝑥𝜓 ∈ 𝐿2(R)}. Bude nás zajímat, zda je samosdružený.
Nejdříve ukážeme, že D(𝑄̂) ⊂ D(𝑄*): Vezmeme tedy 𝜓 ∈ D(𝑄̂). Poté pro každý
𝜑 ∈ D(𝑄̂) platí:

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝑄̂𝜑

⟩
=
∫︀
R 𝜓 𝑥𝜑𝑑𝑥 =

∫︀
R 𝑥𝜓 𝜑𝑑𝑥 = ⟨𝑥𝜓|𝜑⟩ .

To znamená že, za naše 𝜌 z definice D(𝑄*) můžeme brát 𝜌 = 𝑥𝜓. Nyní nám
chybí opačná inkluze. Vezměme 𝜓 ∈ D(𝑄*). Ten pro všechna 𝜑 ∈ D(𝑄̂) splňuje:
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⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝑄̂𝜑

⟩
= ⟨𝜌|𝜑⟩ .

To můžeme přepsat na: ∫︀
R 𝜓 𝑥𝜑𝑑𝑥 =

∫︀
R 𝜌 𝜑𝑑𝑥.

A převést vše na jednu stranu.∫︀
R (𝜓𝑥− 𝜌)𝜑𝑑𝑥 = 0.

Nabízí se tuto podmínku přepsat opět na skalární součin. To ale naneštěstí nemů-
žeme udělat, protože nevíme zda 𝑥𝜓 ∈ 𝐿2. Namísto toho berme 𝜑 = 𝜒(−𝑛,𝑛)

̃︀𝜑 pro
všechna přirozená 𝑛. Kde: 𝜑 ∈ D(𝑄̂) a 𝜒(−𝑛,𝑛) je charakteristická funkce intervalu
(−𝑛, 𝑛). To nám upraví podmínku na:∫︀ 𝑛

−𝑛 (𝜓𝑥− 𝜌) ̃︀𝜑 = 0 (∀𝑛 ∈ N , ∀ ̃︀𝜑 ∈ D(𝑄̂)).

To už můžeme přepsat pomocí skalárního součinu na:⟨
𝑥𝜓 − 𝜌

⃒⃒⃒ ̃︀𝜑⟩ = 0 , ∀ ̃︀𝜑 ∈ D(𝑄̂)).

Na prostorech 𝐿2(−𝑛, 𝑛). Protože množina D(𝑄̂) je hustá, splňuje zde tuto rovnost
jedině nulový vektor 0 = 𝑥𝜑 − 𝜌 všude na (−𝑛, 𝑛). Navíc R = ⋃︀∞

𝑛=1(−𝑛, 𝑛) a 𝜌 ∈
𝐿2(R) podle předpokladu. Získáváme tak:

𝑥𝜓 = 𝜌 ∈ 𝐿2(R),

což jsme chtěli ukázat. Závěrem tedy můžeme říct, že 𝑄̂ = 𝑄*. Operátor 𝑄̂ je tedy
samosdružený.

Věta 3 (Vlastnosti sdružených operátorů). Nechť 𝐴 , 𝐵̂ jsou lineární operátory na
Hilbertově prostoru H , 𝐴* a 𝐵̂* jsou k nim příslušná sdružení. Poté platí

1. 𝛼 ∈ C poté: 𝛼𝐴* je sdružený k 𝛼𝐴. Zapisujeme: (𝛼𝐴)* = 𝛼𝐴*

2. 𝐴 ⊂ 𝐵̂ ⇒ 𝐵* ⊂ 𝐴*

3. 𝐴 ⊂ 𝐴**

4. 𝐴* +𝐵* ⊂ (𝐴+ 𝐵̂)*

Důkaz. 1. Pro 𝛼 = 0 je tvrzení triviální. Vezmeme proto 𝛼 ̸= 0 𝜓 ∈ D(𝛼𝐴*) a
𝜑 ∈ D(𝐴). Pro ně můžeme napsat a upravit:⟨

𝜓
⃒⃒⃒
𝛼𝐴𝜑

⟩
= 𝛼

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴𝜑
⟩

= 𝛼
⟨
𝐴*𝜓

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

=
⟨
𝛼𝐴*𝜓

⃒⃒⃒
𝜑
⟩
.

Tím jsme ukázali, že D(𝛼𝐴*) ⊂ D((𝛼𝐴)*) a že na D(𝛼𝐴*) mají stejnou akci.
Ještě potřebujme opačnou inkluzi.

D((𝛼𝐴)*) = D( 1
𝛼
(𝛼𝐴)*) ⊂ D((𝛼

𝛼
𝐴)*) = D(𝛼𝐴*).

2. D(𝐵*) = {𝜓 ∈ H |∃𝜌 ∈ H ,
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐵̂𝜑

⟩
= ⟨𝜌|𝜑⟩ ∀𝜑 ∈ D(𝐵̂)} ⊂ {𝜓 ∈ H |∃𝜌 ∈

H ,
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐵̂𝜑

⟩
= ⟨𝜌|𝜑⟩ ∀𝜑 ∈ D(𝐴)} = {𝜓 ∈ H |∃𝜌 ∈ H ,

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴𝜑
⟩

= ⟨𝜌|𝜑⟩ ∀𝜑 ∈
D(𝐴)} = D(𝐴*). Kde jsme využili faktu ,že na D(𝐴) působí 𝐴 a 𝐵̂ stejně.
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3. Vezmeme 𝜓 ∈ D(𝐴) a 𝜑 ∈ D(𝐴*)

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴*𝜑

⟩
=
⟨
𝐴*𝜑

⃒⃒⃒
𝜓
⟩

=
⟨
𝜑
⃒⃒⃒
𝐴𝜓

⟩
=
⟨
𝐴𝜓

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

𝜌 = 𝐴𝜓.

4. Vezmeme 𝜓 ∈ D(𝐴* +𝐵*) = D(𝐴*)∩D(𝐵*) a 𝜑 ∈ D(𝐴+𝐵̂) = D(𝐴)∩D(𝐵̂),
to ale z definice znamená, že existují 𝜌1, 𝜌2 ∈ H takové, že :

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴𝜑
⟩

= ⟨𝜌1|𝜑⟩
a
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐵̂𝜑

⟩
= ⟨𝜌2|𝜑⟩. Proto

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
(𝐴+ 𝐵̂)𝜑

⟩
=
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐴𝜑
⟩

+
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐵̂𝜑

⟩
= ⟨𝜌1|𝜑⟩ + ⟨𝜌2|𝜑⟩ = ⟨𝜌1 + 𝜌2|𝜑⟩ =⟨

(𝐴* + 𝐵̂*)𝜓
⃒⃒⃒
𝜑
⟩
.

Na D(𝐴* + 𝐵̂*) tedy působí (𝐴+ 𝐵̂)* a 𝐴* + 𝐵̂* stejně.
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1.2 Samosdružená rozšíření
Ne každý operátor získaný principem korespondence je automaticky samosdru-

žený. Naštěstí existuje řešení v podobě samosdruženého rozšíření. Pro hledání samo-
sdruženého rozšíření budeme používat takzvanou druhou Von Neumanovu formuli,
kterou abychom mohli vyslovit, budeme muset definovat ještě několik pojmů a vy-
slovit několik vět, jejichž důkazy se dají dohledat například v [1].

Definice 1.2.1 (Cayleyova transformace). Zobrazení 𝑉 : 𝑅𝑎𝑛(𝐴+ 𝑖) → 𝑅𝑎𝑛(𝐴− 𝑖)
působící jako:

𝑉 = (𝐴− 𝑖)(𝐴+ 𝑖)−1

nazýváme Cayleyova transformace.

Věta 4. 𝐴 je ,samosdružený právě když Cayleyova transformace 𝑉 je unitární.

Definice 1.2.2 (indexy defektu). Nechť 𝐴 je uzavřený symetrický operátor. Poté

𝑑± = 𝐷𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝐴* ∓ 𝑖))

nazýváme indexy defektu a 𝐾𝑒𝑟(𝐴* ∓ 𝑖) := K± defektní prostory.

Věta 5. (První Von-Neumanova formule) Nechť A je uzavřený, symetrický operátor.
Poté pro každé 𝑥 ∈ D(𝐴*) existuje jednoznačný rozklad

𝑥 = 𝑥0 + 𝑥+ + 𝑥−,

kde 𝑥0 ∈ D(𝐴), 𝑥± ∈ K±.

Nyní můžeme vyslovit větu, která nám bude dávat návod, jak hledat samosdru-
žené rozšíření, pokud budeme mít pouze symetrický operátor.

Věta 6 (Druhá Von-Neumanova formule). Nechť 𝐴 je symetrický, uzavřený operá-
tor. Samosdružené rozšíření pro 𝐴 existuje, právě tehdy když:

𝑑+ = 𝑑−.

Nechť nadále 𝐴1 je samosdružené rozšíření pro 𝐴 a 𝑉 1 : K+ → K− unitární zobrazí.
Poté:

D(𝐴1) = {𝜓 + 𝜑+ − 𝑉 1𝜑+|𝜓 ∈ D(𝐴), 𝜑+ ∈ K+}

𝐴1(𝜓 + 𝜑+ − 𝑉 1𝜑+) = 𝐴𝜓 + 𝑖𝜑+ + 𝑖𝑉 1𝜑+.
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1.3 Hraniční trojice
V této sekci zavedeme objekt, který se v anglické literatuře vyskytuje pod ná-

zvem „boundary triples“. Pro jednotnost jazyka textu budeme používat pojmenování
„Hraniční trojice“. Tento matematický aparát nám umožní přepsat definiční obory
samosdružených rozšíření do takzvaných hraničních podmínek, které mnohdy bývají
praktičtější pro další výpočty.

Definice 1.3.1 (Hraniční trojice). Nechť 𝐴 je uzavřený lineární operátor na Hilber-
tově prostoru H s definičním oborem D(𝐴) , G je Hilbertův prostor. Trojici G a
dvě lineárná zobrazení: Γ0,Γ1 : D(𝐴) → G splňující:⟨

𝑓
⃒⃒⃒
𝐴𝑔
⟩

−
⟨
𝐴𝑓

⃒⃒⃒
𝑔
⟩

= ⟨Γ0𝑓 |Γ1𝑔⟩ − ⟨Γ1𝑓 |Γ0𝑔⟩ ,

pro všechna 𝑓, 𝑔 ∈ D(𝐴), zobrazení (Γ1,Γ2) : D(𝐴) → G
⨁︀

G je surjektivní a
množina 𝑘𝑒𝑟(Γ0,Γ1) je hustá v H , nazýváme Hraniční trojici pro A. Γ0, Γ1 nazýváme
hraničními operátory.

Věta 7. Nechť𝐴 je uzavřený, hustě definovaný symetrický operátor. Pokud (G ,Γ0,Γ1)
je hraniční trojice pro 𝐴*, poté existuje jedna ku jedné korespondence mezi všemi
samosdruženými lineárními relacemi Λ v G a všemi samosdruženými rozšířeními A,
dané Λ ↔ 𝐴Λ, kde 𝐴Λ je zúžení 𝐴* na vektory 𝑓 ∈ D(𝐴) splňující (Γ0𝑓,Γ1𝑓) ∈ Λ.

Důkaz. K nalezení v [3].

Věta 8. Lineární relace Λ v G je samosdružená právě, když existuje unitární ope-
rátor U v G , zvaný Cayleyova transformace Λ takový, že:

Λ = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ G
⨁︀

G : 𝑖(𝐼 + 𝑈)𝑥1 = (𝐼 − 𝑈)𝑥2}.

Důkaz. K nalezení v [3].



Kapitola 2

Vybrané kvantové modely

2.1 Volná částice na polopřímce
Podívejme se nyní na operátor 𝐻̂ = − 𝑑2

𝑑𝑥2 s definičním oborem D(𝐻̂) = 𝐶∞
0 (R+).

Takto definovaný operátor není samosdružený. Je ale symetrický. Opravdu pro 𝜓, 𝜑 ∈
D(𝐻̂): ⟨

𝜓
⃒⃒⃒
𝐻̂𝜑

⟩
=
∫︀∞

0 −𝜓𝜑′′𝑑𝑥. = −[𝜑𝜓′]∞0 + [𝜑′𝜓]∞0 +
∫︀∞

0 −𝜓′′𝜑𝑑𝑥.

Protože testovací funkce v nule a nekonečnu vymizí, platí:⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐻̂𝜑

⟩
=
⟨
𝐻̂𝜓

⃒⃒⃒
𝜑
⟩
.

Naneštěstí není uzavřený, proto abychom mohli najít samosdružené rozšíření pomocí
Von Neumanovi formule, budeme nejdříve potřebovat uzávěr. Víme, že 𝐻̂ = 𝐻**.
Podle definice sdruženého operátoru máme:

D(𝐻*) = {𝜓 ∈ 𝐿2(𝑅+)|∃𝜌 ∈ 𝐿2(𝑅+),
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐻̂𝜑

⟩
= ⟨𝜌|𝜑⟩ ,∀𝜑 ∈ D(𝐻̂)}.

Ten přepíšeme do tvaru:

D(𝐻̂*) = {𝜓 ∈ 𝐿2(𝑅+)|𝜓′′ ∈ 𝐿2(𝑅+) jako slabá derivace}.

Skutečně podle definice slabé derivace je 𝜌 druhá slabá derivace 𝜓 právě když:⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝜑

′′
⟩

= ⟨𝜌|𝜑⟩ ,

pro všechna testovací 𝜑. Máme tedy akci 𝐻* = − 𝑑2

𝑑𝑥2 .

Tvrzení 2. Má - li 𝜓 ∈ 𝐿2(R+) druhou slabou derivaci 𝜓′′ ∈ 𝐿2(𝑅+), poté i 𝜓′ ∈
𝐿2(𝑅+).

Důkaz. Dodefinujme 𝜓(𝑥) = 0, pro 𝑥 ≤ 0 a vezměme standardní vyhlazovací funkci
𝜂𝜖 ∈ 𝐶∞

0 (R+), 𝜖 > 0. Potom plati 𝜂𝜖 * 𝜓′ → 𝜓
′ na 𝐿2(R).

(∀𝛿 > 0)(∃𝜖0 > 0)(∀𝜖 < 𝜖0)(
⃒⃒⃒⃦⃦⃦
𝜓

′ * 𝜂𝜖
⃦⃦⃦

2
−
⃦⃦⃦
𝜓

′
⃦⃦⃦⃒⃒⃒

2
< 𝛿).

Protože F (𝜂𝜖) je omezená, existuje 𝐶 > 0 takové že |F (𝜂𝜖)| ≤ 𝐶⃦⃦⃦
𝜂𝜖 * 𝜓′

⃦⃦⃦
2

=
⃦⃦⃦
F (𝜂𝜖 * 𝜓′)

⃦⃦⃦
2

=
⃦⃦⃦
F (𝜂𝜖)F (𝜓′)

⃦⃦⃦
≤ 𝐶

⃦⃦⃦
F (𝜓′)

⃦⃦⃦
2
.

Také platí

9
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⃦⃦⃦
F (𝜓′)

⃦⃦⃦
2

= ‖𝜉F (𝜓)‖2 =
∫︀∞

−∞ 𝜉2|F (𝜓)|2𝑑𝜉.

a dále můžeme odhadnout
0 ≤ (𝜉2 − 1)2 = 𝜉4 − 2𝜉2 + 1 ⇒ 𝜉2 ≤ 1+𝜉4

2 .
Proto ⃦⃦⃦

F (𝜓′)
⃦⃦⃦

2
≤ 𝐶

∫︀∞
−∞(1 + 𝜉4)|F (𝜓)|2𝑑𝜉 = 𝐶(‖F (𝜓)‖2 + ‖𝜉2F (𝜓)‖2) =

𝐶(‖𝜓‖2 +
⃦⃦⃦
𝜓

′′
⃦⃦⃦

2
) < ∞.

Zvolíme-li například 𝛿 = 1 poté máme nějaké 𝜖0, pro které platí
⃒⃒⃒⃦⃦⃦
𝜓

′ * 𝜂𝜖0
⃦⃦⃦

2
−
⃦⃦⃦
𝜓

′
⃦⃦⃦⃒⃒⃒

2
<

1. Z toho můžeme říct
⃦⃦⃦
𝜓

′
⃦⃦⃦

2
< 1 +

⃦⃦⃦
𝜓

′ * 𝜂𝜖0
⃦⃦⃦

2
< ∞.

Tvrzení 3. Nechť V je omezené na (𝑎,∞) pro nějaké 𝑎 ∈ R+, 𝑓 ∈ 𝐿2(R+) ∩
𝐴𝐶1(R+), (𝑓 ′′ + 𝑉 𝑓) ∈ 𝐿2(R+). Poté

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→∞

𝑓
′(𝑥) = 0. (2.1)

Důkaz. K nalezení v [7]

Dále pokračujeme na:

D(𝐻**) = {𝜓 ∈ 𝐿2(𝑅+)|∃𝜌 ∈ 𝐿2(𝑅+),
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐻̂*𝜑

⟩
= ⟨𝜌|𝜑⟩ ,∀𝜑 ∈ D(𝐻*)}.

Jak jsme již ukázali, 𝐻̂ je symetrický, platí tak

𝐻̂** ⊂ 𝐻̂*.

Z čehož víme, že akce 𝐻̂** je − 𝑑2

𝑑𝑥2 . Tudíž se můžeme při hledání omezit na 𝜓 ∈
D(𝐻̂*). Pošleme-li 𝑑 v (1.1) limitně do nekonečna dostaneme rovnost⟨

𝜓
⃒⃒⃒
−𝜑′′

⟩
− ⟨−𝜓′′|𝜑⟩ = 𝑊0(𝜓, 𝜑) −𝑊∞(𝜓, 𝜑), ∀𝜑 ∈ D(𝐻*).

Navíc z (1) a (2.1) plyne 𝑊∞(𝜓, 𝜑) = 0, proto konečně dostáváme

D(𝐻̂**) = {𝜓 ∈ 𝐿2(R2)|∃𝜓′′ ∈ 𝐿2(R)+ jako slabá derivace, 𝜓(0) = 𝜓
′(0) = 0}.

Nyní můžeme najít indexy defektu. K tomu potřebujeme defektní prostory:

𝜓 ∈ 𝐾𝑒𝑟[𝐻̂* ± 𝑖] ⇐⇒ 𝐻*𝜓 = ∓𝑖𝜓.

Pro 𝜓 ∈ D(𝐻*). To nám dává diferenciální rovnici:

𝜓
′′ = ∓𝑖𝜓.

Řešení hledáme ve tvaru 𝜓 = e𝜆𝑥.
Nejprve uvažujme kladné znaménko v rovnici a dosaďme.

𝜆2e𝜆𝑥 = 𝑖e𝜆𝑥.

Vyřešením pro 𝜆 dostaneme funkce:

𝐴e
√
𝑖𝑥 +𝐵e−

√
𝑖𝑥,
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kde komplexní větev volíme tak aby
√
𝑖 = e𝑖𝜋

4 . Navíc požadujeme, aby funkce byly
z 𝐿2(𝑅+) (podmínka existence druhých slabých derivací je určitě splněna již z je-
jich konstrukce). e

√
𝑖𝑥 není v 𝐿2(R+) zato e−

√
𝑖𝑥 je. Proto 𝜓 ∈ 𝐿2(R+) ⇔ 𝐴 = 0.

Dostáváme tak

𝐾𝑒𝑟[𝐻̂* − 𝑖] = 𝑆𝑝𝑎𝑛[e−
√
𝑖𝑥].

Ekvivalentním způsobem se dá odvodit:

𝐾𝑒𝑟[𝐻̂* + 𝑖] = 𝑆𝑝𝑎𝑛[e𝑖
√
𝑖𝑥].

Indexy defektu jsou stejné, a proto můžeme pomocí druhé Von Neumanovi formule
konstruovat samosdružená rozšíření, které budeme značit 𝐻𝑠.

Začneme nalezením unitárního zobrazení 𝑉1. Báze našich prostorů, mezi kte-
rými zobrazuje 𝑉1, jsou tvořeny navzájem komplexně sdruženými vektory, mají tak
stejnou normu. Z tohoto faktu a z toho že 𝑉1 má být unitární plyne, že ∃𝜃 ∈ R
takové

𝑉1(e−
√
𝑖𝑥) = e𝑖𝜃e𝑖

√
𝑖𝑥.

Použijeme nyní vzorec pro definiční obor 𝐻𝑠, z (6), který nám definiční obor třídy
samosdružených rozšíření takto

D(𝐻̂𝑠,𝜃) = {𝜓(𝑥) + 𝐴(e−
√
𝑖𝑥 − e𝑖𝜃e𝑖

√
𝑖𝑥)|𝜓 ∈ D(𝐻̂)}.

Využijme faktu, že pro tyto funkce platí:

𝜓
′ (0)
𝜓(0) = e𝑖𝜃𝑖

√
𝑖+

√
𝑖

e𝑖𝜃−1 = e𝑖𝜃𝑖
√
𝑖+

√
𝑖

e𝑖𝜃−1
e−𝑖𝜃−1
e−𝑖𝜃−1 =

√
2(𝑐𝑜𝑠(𝜃)+𝑠𝑖𝑛(𝜃)−1)

2(1−𝑐𝑜𝑠(𝜃)) .

Označme nyní tuto funkci Θ a zkoumejme její obor hodnot. Upravíme tuto funkci
na tvar Θ = (−1 + 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

1−cos(𝜃))
1√
2 . S využitím rozvoje do mocninné řady dostaneme

sin(𝜃)
1 − cos(𝜃) = 𝜃 +𝑂(𝜃3)

𝜃2

2 +𝑂(𝜃4)
,

z čehož plyne

lim
𝜃→0+

Θ = ∞

lim
𝜃→0−

Θ = −∞.

Protože Θ(𝜋2 ) = Θ(−3𝜋
2 ) = 0 a na intervalu (−−3𝜋

2 , 𝜋2 ) má pouze jednu nespojitost,
je její obor hodnot celé R.
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Obrázek 2.1: Graf funkce Θ

Tím jsme ukázali že platí

D(𝐻̂𝑠,𝜃) ⊂ {𝜓 ∈ 𝐿2(𝑅+)|∃𝜓′′jako slabá derivace, 𝜓(0)′ = 𝛼𝜓(0)} := D(𝐻̂𝑠,𝛼),

kde 𝛼 ∈ R. Naopak platí D(𝐻̂𝑠,𝛼) ⊂ D(𝐻̂*). Můžeme tak libovolnou 𝜓 ∈ D(𝐻̂𝑠,𝛼)
napsat jako

𝜓 = 𝑓 + e−
√
𝑖𝑟 + 𝛽e𝑖

√
𝑖𝑟,

až násobení konstantou, kde 𝑓 ∈ D(𝐻̂). Musí platit

𝜓
′ (0)
𝜓(0) = 𝑖

√
𝑖−

√
𝑖𝛽

1+𝛽 = 𝛼.

Dosadíme za 𝛼 = e𝑖𝜃𝑖
√
𝑖+

√
𝑖

𝑒𝜃−1 a vyjádříme 𝛽 dostaneme tak

𝜓 = 𝑓 + e−
√
𝑖𝑟 − e𝑖𝜃e𝑖

√
𝑖𝑟.

Z toho již plyne, že definiční obory třídy samosdružených rozšíření jsou

D(𝐻𝑠,𝛼) = {𝜓 ∈ 𝐿2(𝑅+)|∃𝜓′′jako slabá derivace, 𝜓(0)′ = 𝛼𝜓(0)}.

Příklad 2. Vezměme samosdružený operátor, který jsme našli v předchozím pří-
kladě a zkoumejme jeho spektrum. Začneme nalezením rezolventní množiny:

𝜌(𝐻̂𝑠,𝛼) = {𝜆 ∈ C|(∀𝑓 ∈ 𝐿2(R+))(∃1𝜓 ∈ D(𝐻̂𝑠,𝛼))((𝐻̂𝑠,𝛼 − 𝜆)𝜓 = 𝑓)}.

Protože je daný operátor samosdružený, a tím pádem je spektrum podmnožina re-
álných čísel, omezíme se na reálná čísla. Problém resolventy vede na vyřešení dife-
renciální rovnice:

−𝜓′′ − 𝜆𝜓 = 𝑓. (2.2)
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Rozdělíme postup na tři části: 𝜆 > 0, 𝜆 < 0, 𝜆 = 0 a vyřešíme pomocí variace
konstant.

Uvažujme nejprve kladná 𝜆 a označme búno. 𝜆 = 𝑘2 , 𝑘 ∈ R+. Fundamentální
systém této rovnice je: {sin(𝑘𝑥), cos(𝑘𝑥)}. Snadno se dá přesvědčit, že obecné řešení
s nenulovou pravou stranou má tvar:

𝜓(𝑥) = (𝐴− 1
𝑘

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡) sin (𝑘𝑡)𝑑𝑡) cos(𝑘𝑥) + (𝐵 + 1

𝑘

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡) cos (𝑘𝑡)𝑑𝑡) sin(𝑘𝑥).

Z podmínky 𝜓 ∈ D(𝐻̂𝑠,𝛼) plyne: 𝜓
′ (0)
𝜓(0) = 𝑘𝐵

𝐴
= 𝛼. Zvolíme-li nyní 𝑓 ∈ 𝐿2(R+)

takovou, aby 𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥) ∈ 𝐿1(R+) i 𝑓(𝑥) cos(𝑥) ∈ 𝐿1(R+). Vidíme, že pro 𝑥 → ∞
platí:

𝜓(𝑥) ≃ (𝐴− 1
𝑘

∫︀∞
0 𝑓(𝑡) sin (𝑘𝑡)𝑑𝑡) cos(𝑘𝑥) + (𝛼

𝑘
𝐴+ 1

𝑘

∫︀∞
0 𝑓(𝑡) cos (𝑘𝑡)𝑑𝑡) sin(𝑘𝑥).

A protože funkce 𝐾1 sin(𝑥) + 𝐾2 cos(𝑥) ∈ 𝐿2(R+) ⇔ 𝐾1 = 𝐾2 = 0, zvolíme tak
𝐴 = 1

𝑘

∫︀∞
0 𝑓(𝑡) sin (𝑘𝑡)𝑑𝑡. Nadále musí platit:

1
𝑘2

∫︀∞
0 𝑓(𝑡)(𝛼 sin (𝑘𝑡) + 𝑘 cos(𝑘𝑡))𝑑𝑡 = 0.

Konkrétně pro funkci 𝑓(𝑥) = 𝜒( 3𝜋
2𝑘
, 5𝜋

2𝑘
) získáme spor:

1
𝑘2

∫︀∞
0 𝑓(𝑡)(𝛼 sin (𝑘𝑡) + 𝑘 cos(𝑘𝑡))𝑑𝑡 = 1

𝑘2

∫︀ 5𝜋
2𝑘

3𝜋
2𝑘

(𝛼 sin (𝑘𝑡) + 𝑘 cos(𝑘𝑡))𝑑𝑡 = 2
𝑘2 > 0.

Proto není v rezolventní množině žádné kladné 𝜆.
Nyní se podívejme na 𝜆 < 0. Označme 𝜆 = −𝑘2, 𝑘 ∈ R+. V takovém případě

vezmeme za fundamentální systém: {e𝑘𝑡, e−𝑘𝑡}. Obecné řešení má tvar:

𝜓(𝑥) = (𝐴+ 1
𝑘

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡)e−𝑘𝑡𝑑𝑡)e𝑘𝑥 + (𝐵 − 1

𝑘

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡)e𝑘𝑡𝑑𝑡)e−𝑘𝑥.

Opět hledáme pro danou funkci 𝑓(𝑥) řešení 𝜓 ∈ 𝐿2(R+). Aby toho vůbec mohlo být
dosaženo, musíme položit 𝐴 = − 1

𝑘

∫︀∞
0 𝑓(𝑡)e−𝑘𝑡𝑑𝑡, jinak by měla funkce v nekonečnu

exponenciální chování. Dosazením získáme:

𝜓(𝑥) = (− 1
𝑘

∫︀∞
𝑥 𝑓(𝑡)e−𝑘𝑡𝑑𝑡)e𝑘𝑥 + (𝐵 − 1

𝑘

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡)e𝑘𝑡𝑑𝑡)e−𝑘𝑥.

Také máme znovu podmínku 𝜓
′ (0)
𝜓(0) = −𝐵+𝐴

𝐵+𝐴 𝑘 = 𝛼, která nám určuje konstantu 𝐵.
Ta má po vyjádření tvar:

𝐵 = 𝑘−𝛼
𝑘+𝛼𝐴.

Pro 𝑘 ̸= −𝛼. V tomto případě máme jednoznačné řešení a to je, jak teď ukážeme, v
𝐿2(R+). Roznásobením převedeme funkci do tvaru:

𝜓(𝑥) = − 1
𝑘
(
∫︀∞
𝑥 𝑓(𝑡)e−𝑘𝑡𝑑𝑡)e𝑘𝑥 +

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡)e𝑘𝑡𝑑𝑡)e−𝑘𝑥) +𝐵e−𝑘𝑥.

e−𝑘𝑥 je zajisté v 𝐿2(R+) a zbytek můžeme upravit následujícím způsobem:

1
𝑘
(
∫︀∞
𝑥 𝑓(𝑡)e−𝑘𝑡𝑑𝑡)e𝑘𝑥 + 1

𝑘
(
∫︀ 𝑥

0 𝑓(𝑡)e𝑘𝑡𝑑𝑡)e−𝑘𝑥 = 1
𝑘

∫︀∞
𝑥 𝑓(𝑡)e−𝑘𝑡+𝑘𝑥𝑑𝑡+ 1

𝑘

∫︀ 𝑥
0 𝑓(𝑡)e𝑘𝑡−𝑘𝑥𝑑𝑡 =

1
𝑘

∫︀∞
0 𝑓(𝑡)e−𝑘|𝑥−𝑡|𝑑𝑡.

Dodefinujeme-li 𝑓(𝑡) na záporné ose nulou, poté tento výraz odpovídá definici kon-
voluce. ∫︀∞

0 𝑓(𝑡)e−𝑘|𝑥−𝑡|𝑑𝑡 = 𝑓 * e−𝑘|𝑥|.
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Pro tu máme k dispozici Youngovu nerovnost:

(
∫︀∞

0 |𝑓 * 𝑔|2) 1
2 ⩽ ‖𝑓‖2‖𝑔‖1.

[5] 𝑓 je z 𝐿2(R) z předpokladu a 𝑔 = e−𝑘|𝑥| je v 𝐿1(R), takže i 𝑓 * 𝑔 je v 𝐿2(R).
Navíc součet kvadraticky integrabilních funkcí je opět kvadraticky integrabilní, proto
𝜓 ∈ 𝐿2(R), až na výjimku 𝑘 = −𝛼, pro 𝛼 < 0. 𝜓′′ ∈ 𝐿2(R+) plyne z konstrukce
funkce pomocí rovnice(2.2) a 𝜓′ ∈ 𝐿2(R+) z tvrzení (2). Pro 𝑘 = −𝛼, 𝛼 < 0 musí
být 𝐴 = 0 a 𝜓 má v nekonečnu exponenciální chování.

Už nám zbývá pouze případ 𝜆 = 0. Fundamentální systém je {1, 𝑥} a obecné
řešeni tak:

𝜓(𝑥) = 𝐴𝑥+𝐵 + 𝑥
∫︀ 𝑥

0 𝑓(𝑡)𝑑𝑡−
∫︀ 𝑥

0 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Pro volbu 𝑓 𝐿2(R+) takovou, že i 𝑥𝑓 ∈ 𝐿2(R+) má asymptotické chování v neko-
nečnu:

𝜓(𝑥) ≃ 𝐴𝑥+𝐵 + 𝑥
∫︀∞

0 𝑓(𝑡)𝑑𝑡−
∫︀∞

0 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Dosadíme-li konkrétně : 𝑓(𝑡) = 𝜒(0,1), dostaneme asymptotické chování:

𝜓(𝑥) ≃ (𝐴+ 1)𝑥+ (𝐵 + 1
2),

které není kvadraticky integrabilní.
Souhrně můžeme říct, že operátor 𝐻̂𝑠,𝛼 má rezolventní množinu:

𝜌(𝐻̂𝑠,𝛼) = C∖([0,∞) ∪ {−𝛼2}),

pro 𝛼 < 0.

𝜌(𝐻̂𝑠,𝛼) = C∖([0,∞),

pro 0 ≤ 𝛼.
Následné tak i spektrum:

𝜎(𝐻̂𝑠,𝛼) = [0,∞) ∪ {−𝛼2},

pro 𝛼 < 0

𝜎(𝐻̂𝑠,𝛼) = [0,∞),

pro 0 ≤ 𝛼.
Pro záporné 𝛼 odpovídá −𝛼2 vlastnímu číslu. Z definice vlastního čísla, −𝛼2 ∈

𝜎𝑝(𝐻̂𝑠,𝛼) ⇔ 𝐾𝑒𝑟(𝐻̂ + 𝛼2𝐼) ̸= {0}, plyne, že budeme řešit diferenciální rovnici

𝜓
′′ = 𝛼2𝜓,

s okrajovou podmínkou 𝜓
′(0) = 𝛼𝜓(0) a 𝜓 ∈ 𝐿2(R+). Obecné řešení vypadá takto:

𝜓(𝑥) = 𝐴e𝛼𝑥 +𝐵𝑒−𝛼𝑥.

Z podmínky 𝜓
′(0) = 𝛼𝜓(0) dostaneme 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 + 𝐵 ⇒ 𝐵 = 0. Výsledné řešení

je tak 𝜓(𝑥) = 𝐴e𝛼, které je pro 𝛼 < 0 v 𝐿2(R+). To znamená, že

𝐾𝑒𝑟(𝐻̂𝑠,𝛼 + 𝛼2𝐼) = 𝑆𝑝𝑎𝑛(e𝛼𝑥).
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2.2 Volná částice na ploše s bodovou interakcí
Uvažujme volnou kvantovou částici vázanou na plochu R2. Hilbertův prostor

stavů této částice vezmeme

H = 𝐿2(R2).

Začneme s Hamiltonianem

𝐻̂ = − 𝜕2

𝜕𝑦2 − 𝜕2

𝜕𝑧2 ,

s definičním oborem D(𝐻̂) = 𝐶∞
0 (R2∖{0}). Ten, jak uvidíme později, není samo-

sdružený a tak budeme konstruovat samosdružené rozšíření. Přejděme do polárních
souřadnic

𝑦 = 𝑟 cos(𝜑)

𝑧 = 𝑟 sin(𝜑).

𝐿2(R2∖{0}) rozložíme následujícím způsobem:

𝐿2(R2, 𝑑𝑥𝑑𝑦) = 𝐿2(R+, 𝑟𝑑𝑟)⨂︀𝐿2((0, 2𝜋), 𝑑𝜑).

Pro 𝐿2((0, 2𝜋), 𝑑𝜑) máme ortonormální bázi { 1√
2𝜋e𝑖𝑚𝜑|𝑚 ∈ Z}, to nám dohromady

dává rozklad:

𝐿2(R2, 𝑑𝑥𝑑𝑦) = ⨁︀∞
−∞ 𝐿2(R+, 𝑟𝑑𝑟)⨂︀{ 1√

2𝜋e𝑖𝑚𝜑}.

Převedením operátoru 𝐻̂ do polárních souřadnic dostaneme:

𝐻̂ = 𝜕2

𝜕𝑟2 + 1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟

+ 1
𝑟2

𝜕2

𝜕𝜑2 .

Jelikož 𝜕2

𝜕𝜑
e𝑖𝑚𝜑 = −𝑚2e𝑖𝑚𝜑. Působí na našem rozloženém prostoru operátor 𝐻̂ takto:

𝐻̂ = ⨁︀∞
−∞ − 𝜕2

𝜕𝑟2 − 1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟

+ 𝑚2

𝑟2

D(𝐻̂) = ⨁︀∞
−∞ 𝐶∞

0 (R+).

Označíme ℎ𝑚 = − 𝜕2

𝜕𝑟2 − 1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟

+ 𝑚2

𝑟2
⨂︀
𝐼, D(ℎ𝑚) = 𝐶∞

0 (R+) a transformujeme tento
operátor pomocí unitární transformace 𝑉 : 𝐿2(R+, 𝑟𝑑𝑟) → 𝐿2(R+, 𝑑𝑟), 𝑉 𝑓(𝑟) =√
𝑟𝑓(𝑟) takto:

ℎ̃𝑚 = 𝑉 ℎ𝑚𝑉
−1 = − 𝜕2

𝜕𝑟2 + −1/4+𝑚2

𝑟2 .

Indexy defektu pro ℎ𝑚 a ℎ̃𝑚 jsou stejné viz (2.7) . Zkoumejme tedy jaké jsou. Pro
𝑚 ̸= 0 má tento operátor tvar Hamiltoniánu s kladným, spojitým potenciálem 3

4𝑟2 ≤
𝑉𝑚(𝑟), pro ten z [6] víme, že je v podstatě samosdružený. Otázkou tedy zůstává
ℎ̃0 = − 𝜕2

𝜕𝑟2 − 1
4𝑟2 . Hledejme tedy jeho indexy defektu.

Tvrzení 4. Sdružení ℎ̃0 má tvar ℎ̃*
0 = − 𝜕2

𝜕𝑟2 + −1/4+𝑚2

𝑟2 . s definičním oborem

D(ℎ̃*
0) = {𝜓 ∈ 𝐿2(R+)|𝜓 ∈ 𝐴𝐶1(R)+, (−𝜓′′ − 1

4𝑟2𝜓) ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝑟)}.

Důkaz. Ukažme tedy že tomu tak opravdu je. Z definice:
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ℎ̃*
0 = {𝜓 ∈ 𝐿2(R+)|(∃𝜌 ∈ 𝐿2(R+))(∀𝜑 ∈ 𝐶∞

0 (R+))(
⟨
ℎ̃0𝜓

⃒⃒⃒
𝜑
⟩

= ⟨𝜌|𝜑⟩)}.

Z toho můžeme vyjádřit
𝜓 ∈ ℎ̃*

0 ⇔ (∃𝜌 ∈2 (R+))(∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (R+))(

⟨
−𝜓′′ − 1

4𝑟𝜓
⃒⃒⃒
𝜑
⟩

= ⟨𝜌|𝜑⟩)
⇔ (∃𝜌 ∈ 𝐿2(R+))((−𝜓′′ − 1

4𝑟2𝜓) = 𝑔 v 𝐶 ′∞
0 (R+)).

Z (1) plyne že
𝜓 ∈ ℎ̃*

0 ⇒ {𝜓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝑟)|𝜓 ∈ 𝐴𝐶1(R)+, (−𝜓′′ − 1
4𝑟2𝜓) ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝑟)} = 𝑀 .

Naopak, vezmeme li 𝜓 ∈ 𝑀 , poté z (1.1) ∀𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (R+)⟨

𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃0𝜑

⟩
−
⟨
−𝜓′′ − 1

4𝑟2𝜓
⃒⃒⃒
𝜑
⟩

= 𝑊0(𝜓, 𝜑) −𝑊∞(𝜓, 𝜑) = 0 − 0.

Tím pádem D(ℎ̃*
0) = 𝑀 = {𝜓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝑟)|𝜓 ∈ 𝐴𝐶1(R)+, (−𝜓′′ − 1

4𝑟2𝜓) ∈ 𝐿2(R+)}.

Tvrzení 5. Uzávěr operátoru ℎ̃0 je dán

ℎ̃0 = − 𝑑2

𝑑𝑟2 − 1
4𝑟2

D(ℎ̃0) = {𝑓 ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝑟)|𝑓 ∈ 𝐴𝐶1(R+), (−𝑓 ′′ − 1
4𝑟2 ) ∈ 𝐿2(R+, 𝑑𝑟),𝑊0(𝑔, 𝑓) =

𝑊0(𝑔, 𝑓) = 0}, kde 𝑔, 𝑔 jsou nenulová řešení rovnice (2.3).

Důkaz. Jelikož je ℎ̃0 symetrický

𝜓 ∈ D(ℎ̃0) = D(ℎ̃**
0 ) ⇔ 𝜓 ∈ 𝐿2(R+) ∧ (∀𝜑 ∈ D(ℎ̃0

*)(
⟨
𝜓
⃒⃒⃒

˜ℎ*
0𝜑
⟩
) =

⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝜑
⟩
.

Z (5) můžeme napsat 𝜑 = 𝑓 + 𝑎𝑔 + 𝑏𝑔, kde 𝑓 ∈ D(ℎ̃0). Následně tak

𝜓 ∈ D(ℎ̃0) ⇔
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0(𝑓 + 𝑎𝑔 + 𝑏𝑔)
⟩

−
⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝑓 + 𝑎𝑔 + 𝑏𝑔

⟩
= 0

⇔ (
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝑓
⟩

−
⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝑓
⟩
) + 𝑎(

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝑔
⟩

−
⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝑔
⟩
) + 𝑏(

⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝑔
⟩

−
⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝑔
⟩
) = 0.

∀𝑎, 𝑏 ∈ R. První závorka je rovna nule a pro zbytek použijeme (1.1).⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝑔
⟩

−
⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝑔
⟩

= 𝑊0(𝜓, 𝑔)⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝑔
⟩

−
⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝑔
⟩

= 𝑊0(𝜓, 𝑔).

Celkem tedy 𝜓 ∈ D(ℎ̃0) ⇔ 𝜓 ∈ D(ℎ̃0) ∩ {𝜓|0 = 𝑊0(𝜓, 𝑔) = 𝑊0(𝜓, 𝑔)}.

V dalším kroku Von Neumanovy formule potřebujeme najít řešení rovnice:

ℎ̃*
0𝑔 = −𝑔′′ − 1

4𝑟2 𝑔 = ±𝑖𝑔. (2.3)

Pro 𝑔 ∈ D(ℎ̃*
0).

Nejdříve pro kladné znaménko zavedeme substituci 𝑔(𝑟) =
√
𝑟𝑓(𝑟), aby nám

přešel výraz na :

𝑖𝑟𝑓(𝑟) + 𝑓
′(𝑟) + 𝑟𝑓

′′(𝑟) = 0. Další substitucí 𝑟 = 𝜔√
𝑖

dostaneme rovnici:

𝜔2𝐹 ′′(𝜔) + 𝜔𝐹 ′(𝜔) + 𝜔2𝐹 (𝜔) = 0,

která vede na takzvané Hankelovi funkce {𝐻1
0 (𝜔), 𝐻2

0 (𝜔)}. Řešení původní rovnice
je tedy:
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𝑔(𝑟) = 𝐴
√
𝑟𝐻1

0 (
√
𝑖𝑟) +𝐵

√
𝑟𝐻2

0 (
√
𝑖𝑟). (2.4)

Navíc 𝑔(𝑟) musí být kvadraticky integrabilní. Asymptotický rozvoj pro 𝑧 → ∞ pro
tyto funkce vypadá podle [4] takto :

𝐻1
0 (𝑧) = e−𝑖𝜋/4e𝑖𝑧(

√︁
2
𝜋𝑧

) +𝑂(𝑧− 3
2 ) ⇒

√
𝑟𝐻1

0 (
√
𝑖𝑟) = 𝐾e−𝑥/

√
2+𝑖𝑥/

√
2 +𝑂(1/𝑟)

𝐻2
0 (𝑧) = e𝑖𝜋/4e−𝑖𝑧(

√︁
2
𝜋𝑧

) +𝑂(𝑧− 3
2 ) ⇒

√
𝑟𝐻2

0 (
√
𝑖𝑟) = 𝐾e𝑥/

√
2−𝑖𝑥/

√
2 +𝑂(1/𝑟).

Z toho zatím můžeme usoudit, že 𝐵 = 0. Ještě musíme zkontrolovat kvadratickou
integrabilitu na okolí nuly. Protože 𝐻̂1

0 je definovaná takto

𝐻1
0 = 𝐽0 + 𝑖𝑌0

a asymptotické rozvoje pro tyto funkce kolem okolí nuly jsou

𝑌0(𝑧) = 2
𝜋
(𝑙𝑛(𝑧/2) + 𝛾𝑐) +𝑂(𝑧2) + O
𝐽0 = 1 +𝑂(𝑧2),

kde 𝛾𝑐 je Eulerova konstanta. Dohromady máme aproximaci 𝐻1
0

𝐻1
0 (

√
𝑖𝑟) = (1

2 + 2𝑖𝛾𝑐
𝜋

− 2𝑖
𝜋

ln(2)) + 2𝑖
𝜋

ln(𝑟) +𝑂(𝑟 5
2 ). (2.5)

Dosadíme-li do 𝑔 a přeznačíme-li 𝛿 = 1
2 + 2𝑖𝛾𝑐

𝜋
− 2𝑖

𝜋
ln(2), 𝛾 = 2𝑖

𝜋
, dostaneme

𝑔(𝑟) = 𝛾
√
𝑟 ln (𝑟) + 𝛿

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2 ). (2.6)

Ta se dokonce dá dodefinovat spojitě nulou a je tak na okolí počátku lokálně kvad-
raticky integrabilní. Dohromady můžeme říct , že 𝑔(𝑟) ∈ 𝐿2(R+), právě když 𝐵 = 0.

Obrázek 2.2: porovnání reálné části 𝑔 s jejím asymptotickým rozvojem
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Obrázek 2.3: porovnání imaginární části 𝑔 s jejím asymptotickým rozvojem

Nyní vyřešíme rovnici s záporným znaménkem. S uvědoměním si, že náš ope-
rátor ℎ̃*

0 je čistě reálný, můžeme obě strany rovnosti komplexně sdružit a získat tak
rovnost:

ℎ̃*
0𝑔 = −𝑖𝑔.

Ta nám dává řešení 𝑔(𝑟) =
√
𝑟𝐻1

0 (
√
𝑖𝑟). Vzhledem k tomu, že −𝑔′′ − 1

4𝑟2 𝑔 = ±𝑖𝑔 ∈
𝐿2(R+, 𝑑𝑟) a (1), je 𝑔 ∈ D(ℎ̃*

0) a jsou tedy dimenze vektorových prostorů řešení
rovnice (2.3) (1,1). Indexy defektu jsou tak opravdu 𝑑±(𝐻̂) = ∑︀+∞

−∞ 𝑑±(ℎ𝑚) = (1, 1).
Poznámka. Pro funkce z K±(ℎ̃0) je nutné si uvědomit, že pokud platí 𝑈ℎ𝑚𝑈−1𝜓 =
±𝑖𝜓, platí i

ℎ𝑚𝑈
−1𝜓 = ±𝑖𝑈−1𝜓. (2.7)

Závěrem s nahlédnutím do (2.7) dosadíme do Von Neumanovy formule a získáme
tak samosdružené rozšíření

D(ℎ𝑠0) = {𝑓 + 𝑎(𝐻1
0 (

√
𝑖𝑟) − e𝑖𝜃𝐻1

0(
√
𝑖𝑟))|𝑓 ∈ D(ℎ0)}, kde 𝜃 ∈ R

ℎ𝑠0(𝑓 + 𝑎(𝐻1
0 (

√
𝑖𝑟) − e𝑖𝜃𝐻1

0(
√
𝑖𝑟))) = −𝑓 ′′ − 1

4𝑟2 + 𝑖𝑎(𝐻̂1
0 (

√
𝑖𝑟) + e𝑖𝜃𝐻1

0(
√
𝑖𝑟)).

Poskládáním zpět dohromady máme konečný výsledek:

𝐻̂𝑠,𝛼 = ℎ𝑠0
⨁︀

𝑚∈Z∖0 ℎ𝑚
⨂︀
𝐼.

2.3 Volná částice na ploše spojené s kolmicí
V této kapitole budeme zkoumat chování kvantové částice vázané na varietu

složenou ze dvou částí. Dvoudimenzionální plochy a polopřímky, která vede kolmo
z počátku. Hilbertův prostor takového modelu je dán následujícím způsobem:

H = 𝐿2(R2)⨁︀𝐿2(R+).

Nyní zkonstruujme Hamiltonián volné částice jako:

𝐻̂0 = 𝐻̂0,2
⨁︀
𝐻̂0,1,

kde:
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𝐻̂0,1 = − 𝑑2

𝑑𝑥2

𝐻̂0,2 = − 𝑑2

𝑑𝑦2 − 𝑑2

𝑑𝑧2 .

S definičními obory:

D(𝐻̂0,1) = 𝐶∞
0 (R+∖{0})

D(𝐻̂0,2) = 𝐶∞
0 (𝑅2∖{0}).

Obrázek 2.4: plocha spojená s kolmicí

Nahlédneme-li nyní do předchozích sekcí (2.1) a (2.2), zjistíme, že většinu práce již
máme za sebou. Známe totiž defektní prostory pro jednotlivé podsystémy a následně
i tak jejich indexy defektu.

Samosdružené rozšíření 𝐻̂𝑆 celkového operátoru 𝐻̂0 má tedy tvar:

𝐻̂𝑠 = 𝐾𝑠
⨁︀
ℎ,

kde𝐾𝑠 je samosdružené rozšíření operátoru𝐾0 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
⨁︀
ℎ0
⨂︀
𝐼 a ℎ = ⨁︀

𝑚∈Z∖{0} ℎ𝑚
⨂︀
𝐼.

Dohromady s předchozími výsledky máme defektní prostory:
K+(𝐾0) = 𝑆𝑝𝑎𝑛{

√
2(e−

√
𝑖𝑥, 0), 2

√
𝜋(0, 𝐻̂1

0 (
√
𝑖𝑟))}

K−(𝐾0) = 𝑆𝑝𝑎𝑛{
√

2(e𝑖
√
𝑖𝑥, 0), 2

√
𝜋(0, 𝐻1

0(
√
𝑖𝑟))},

kde jsme bazické funkce zvolili tak, aby měly stejnou normu. Všechna unitární zob-
razení M : K+ → K− jsou reprezentovány unitárními maticemi 2 × 2. Označíme-li
tuto třídu:

M =
(︃
𝑚11 𝑚12
𝑚21 𝑚22

)︃
.

Poté podle Von Neumanovi formule je 𝐾(𝑠,𝑀) dáno následovně:

D(𝐾(𝑠,𝑀)) = {𝜓 = 𝑓 + (𝑎
√

2e−
√
𝑖𝑟, 𝑏2

√
𝜋𝐻1

0 (
√
𝑖𝑟)) − (𝑚11𝑎

√
2e𝑖

√
𝑖𝑟 +

𝑏𝑚122
√
𝜋𝐻

1
0(

√
𝑖𝑟),𝑚21𝑎

√
2e𝑖

√
𝑖𝑟 + 𝑏𝑚222

√
𝜋𝐻

1
0(

√
𝑖𝑟))|𝑓 ∈ D(𝐾0)}

𝐾(𝑠,𝑀)𝜓 = 𝐾0𝑓 + 𝑖(𝑎
√

2e−
√
𝑖𝑥, 𝑏2

√
𝜋𝐻1

0 (
√
𝑖𝑟)) + 𝑖(𝑚11𝑎

√
2e𝑖

√
𝑖𝑥 +

𝑏𝑚122
√
𝜋𝐻

1
0(

√
𝑖𝑟),𝑚21𝑎

√
2e𝑖

√
𝑖𝑥 + 𝑏𝑚222

√
𝜋𝐻

1
0(

√
𝑖𝑟)).

To je ale nepraktické pro další výpočty. Podívejme se proto, zda nedosáhneme lepších
výsledků pomocí hraniční trojice.
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2.3.1 Hraniční trojice pro 𝐾*
0

Pro 𝐻̂*
0,1 vezmeme funkce 𝜓, 𝜑 ∈ D(𝐻̂*

0,1) velmi jednoduše získáme⟨
𝐻̂*

0,1𝜓
⃒⃒⃒
𝜑
⟩

−
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
𝐻̂*

0,1𝜑
⟩

=
∫︀∞

0 𝜓
′′
𝜑− 𝜓𝜑

′′
𝑑𝑟 = 𝜓(0)𝜑′(0) − 𝜓′(0)𝜑(0).

Hraniční operátory můžeme proto v definici (1.3.1) zvolit takto: Γ0 ≡ Γ1
0(𝑓) = 𝑓(0),

Γ1 ≡ Γ1
1(𝑓) = 𝑓

′(0), G = C se standardním skalárním součinem.
Pro funkce 𝜓, 𝜑 ∈ D(ℎ̃*

0) obdobně z (1.1) a (2.1) získáme⟨
ℎ̃*

0𝜓
⃒⃒⃒
𝜑
⟩

−
⟨
𝜓
⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝜑
⟩

= 𝑊0(𝜓, 𝜑).

Z první Von Neumanovy formule dostaneme:

𝜓 = 𝑓 + 𝑎𝑔 + 𝑏𝑔
𝜑 = 𝑓 + 𝑎̃𝑔 + 𝑏̃𝑔.

Kde 𝑓 ∈ D(ℎ̃0).Dosazením do Wronskianu a upravením pomocí linearity a vlastností
𝑓, 𝑓 , 𝑔 dostaneme:

𝑊0(𝑓 + 𝑎𝑔+ 𝑏𝑔, 𝑓 + 𝑎̃𝑔+ 𝑏̃𝑔) = 𝑊0(𝑓, 𝑓) +𝑊0(𝑏𝑔+ 𝑎𝑔, 𝑎̃𝑔+ 𝑏̃𝑔) = (𝑎𝑎̃− 𝑏𝑏̃)𝑊0(𝑔, 𝑔).

Ukažme, že opravdu 𝑊0(𝑓, 𝑓) = 0. Z rovnosti 𝑊0(𝑓, 𝑔) = 𝑊0(𝑓, 𝑔) = 0 plyne

lim
𝑟→0+

𝑅𝑒(𝑔′)𝑓 −𝑅𝑒(𝑔)𝑓 ′ = 0

lim
𝑟→0+

𝐼𝑚(𝑔′)𝑓 − 𝐼𝑚(𝑔)𝑓 ′ = 0.

Dosazením za 𝑔 z (2.6), 𝑔′ = 𝛾
2

ln(𝑟)√
𝑟

+𝑂( 1√
𝑟
) a upravením získáme rovnosti

lim
𝑟→0+

𝑓(𝑟)( 1√
𝑟

+𝑂(
√
𝑟)) = 0

lim
𝑟→0+

𝑓
′(𝑟)(

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2
√
𝑟)) = 0.

Z těchto dále plyne

lim
𝑟→0+

𝑓√
𝑟

= lim
𝑟→0+

√
𝑟𝑓

′ = 0.

A konečně i
𝑊0(𝑓, 𝑓) = lim

𝑟→0+

𝑓√
𝑟

√
𝑟𝑓

′ − 𝑓√
𝑟

(
√
𝑟)𝑓

′
= 0.

Navíc 𝑊0(𝑔, 𝑔) = 𝑔(0)𝑔′(0) − 𝑔
′(0)𝑔(0) = 2𝐼𝑚𝑔(𝑔(0)𝑔′(0)). Dosadíme do 𝜓, 𝜑 za 𝑔

asymptotický rozvoj.

𝜓(𝑟) = 𝑓 + (𝑎𝛾 + 𝑏𝛾)
√
𝑟 ln (𝑟) + (𝑎𝛾 + 𝑏𝛾)

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2 )
𝜑(𝑟) = 𝑓 + (𝑎̃𝛾 + 𝑏̃𝛾)

√
𝑟 ln (𝑟) + (𝑎̃𝛾 + 𝑏̃𝛾)

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2 ).

Označme:

𝛼 = 𝑎𝛾 + 𝑏𝛾
𝛽 = 𝑎𝛿 + 𝑏𝛿.
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Obdobně:

𝛼̃ = 𝑎̃𝛾 + 𝑏̃𝛾
𝛽 = 𝑎̃𝛿 + 𝑏̃𝛿.

Inverze nám dá tyto rovnosti:(︃
𝑎
𝑏

)︃
= 1

𝛾𝛿−𝛾𝛿

(︃
𝛿 −𝛾

−𝛿 𝛾

)︃(︃
𝛼
𝛽

)︃
(︃
𝑎̃

𝑏̃

)︃
= 1

𝛾𝛿−𝛾𝛿

(︃
𝛿 −𝛾

−𝛿 𝛾

)︃(︃
𝛼̃

𝛽

)︃
.

Protože:

𝑎𝑎̃− 𝑏𝑏̃ =
(︁
𝑎 𝑏

)︁(︃1 0
0 −1

)︃(︃
𝛼̃

𝛽

)︃
.

Dosadíme a roznásobíme matice

𝑎𝑎̃− 𝑏𝑏̃ = 1
|𝛾𝛿−𝛾𝛿|2

(︁
𝛼 𝛽

)︁(︃ 0 −𝛾𝛿 + 𝛾𝛿
−𝛾𝛿 + 𝛾𝛿 0

)︃(︃
𝛼̃

𝛽

)︃
.

Nakonec:

𝑎𝑎̃− 𝑏𝑏̃ = 1
2𝐼𝑚𝑔(𝛿𝛾)(𝛼𝛽 − 𝛽𝛼̃).

Můžeme proto zvolit Γ̃1,2
0 : D(ℎ̃0

*) → C takto:

Γ̃2
0(𝑓 + 𝛼

√
𝑟 ln(𝑟) + 𝛽

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2 )) = 𝛼
2𝐼𝑚𝑔(𝛿𝛾)

Γ̃2
1(𝑓 + 𝛼

√
𝑟 ln(𝑟) + 𝛽

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2 )) = 𝛽

2𝐼𝑚𝑔(𝛿𝛾) .

Kde 𝑓 ∈ D(ℎ̃0). Vrátíme se k původnímu netransformovanému ℎ*
0 pomocí 𝜓 →

√
𝑟𝜓.

Tedy
√
𝑟𝜓 =

√
𝑟𝑓 + 𝛼

√
𝑟 ln(𝑟) + 𝛽

√
𝑟 +𝑂(𝑟 5

2 )), 𝑓 ∈ D(ℎ0).

Můžeme vyjádřit

lim
𝑟→0

𝜓(𝑟)
ln(𝑟) = 𝛼 + lim

𝑟→0

𝑓 + 𝛽 +𝑂(𝑟 3
2 )

ln(𝑟)

lim
𝑟→0

𝜓(𝑟) − 𝛼 ln(𝑟) = 𝛽 + lim
𝑟→0

𝑓(𝑟) +𝑂(𝑟 3
2 ).

Protože navíc platí lim𝑟→0 𝑓(𝑟) = 0, dostaneme hledané hraniční operátory Γ2
0,1 :

D(ℎ*
0) → C

Γ1
0(𝜓) = 1

2𝐼𝑚𝑔(𝛿𝛾)
lim
𝑟→0

𝜓(𝑟)
ln(𝑟)

Γ2
1(𝜓) = 1

2𝐼𝑚𝑔(𝛿𝛾)
lim
𝑟→0

𝜓(𝑟) − 𝛼 ln(𝑟).
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Dohromady pro 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2) , 𝜑 = (𝜑1, 𝜑2) ∈ D(𝐾*
0) platí:

⟨𝐾*
0𝜓|𝜑⟩ − ⟨𝜓|𝐾*

0𝜑⟩ =
⟨
ℎ̃*

0𝜓1

⃒⃒⃒
𝜑1
⟩

−
⟨
𝜓1

⃒⃒⃒
ℎ̃*

0𝜑1
⟩

+
⟨
𝐻*

0,1𝜓2

⃒⃒⃒
𝜑2
⟩

−
⟨
𝜓2

⃒⃒⃒
𝐻*

0,1𝜑2
⟩

=
Γ1

0(𝜓1)Γ1
1(𝜑1) + Γ2

0(𝜓2)Γ2
1(𝜑2) − Γ1

0(𝜑1)Γ
1
1(𝜓1) − Γ2

0(𝜑2)Γ
2
1(𝜓2) =(︁

Γ1
0(𝜓1) Γ2

0(𝜓2)
)︁(︃Γ1

1(𝜑1)
Γ2

1(𝜑2)

)︃
−
(︁
Γ1

1(𝜓1) Γ2
1(𝜓2)

)︁(︃Γ1
0(𝜑1)

Γ2
0(𝜑2)

)︃
.

Volíme proto celkové hraniční operátory (Γ0,Γ1,G ) takto:
Γ0(𝜓) = (Γ1

0(𝜓1),Γ2
0(𝜓2)), Γ1(𝜓) = (Γ1

1(𝜓1),Γ2
1(𝜓2)). Prostor G = C2 se stan-

dardním skalárním součinem. Věta (8) nám říká, že definiční obor 𝐾𝑠 je takového
tvaru

D(𝐾𝑠) = {𝑓 ∈ 𝐿2(R+)⨁︀𝐿2(R+)|𝑖(𝐼 + 𝑈)
(︃

Γ1
0(𝑓)

Γ2
0(𝑓)

)︃
= (𝐼 − 𝑈)

(︃
Γ1

1(𝑓)
Γ2

1(𝑓)

)︃
}.

Kde 𝑈 je unitární matice 2 × 2. Pro velkou skupinu matic 𝑈 jsou tyto hraniční
podmínky tvořené promícháním hraničních podmínek pro jednotlivé podsystémy.
Vzniklý operátor tak nelze napsat jako direktní součet.



Závěr

Tato práce se zaměřila na problematiku samosdružených rozšíření pro symet-
rické, neomezené operátory v kvantové mechanice. Nejdříve jsou zavedeny základní
pojmy týkající se sdružených a symetrických operátorů, které jsou potřebné k Von
Neumanovo postupu konstrukce samosdružených rozšíření.

Nadále se hledaly třídy samosdružených rozšíření Hamiltoniánů konkrétních
systémů. Nejprve se jednalo o jednoduchý systém kvantové částice vázané na po-
lopřímku. Zde je určeno i spektrum, které pro všechna rozšíření obsahuje všechna
kladná čísla a pro některá rozšíření obsahuje právě jedno vlastní číslo. Dále byla
uvažována volná částice na ploše s bodovou interakcí v počátku. Zde postup spočí-
val v převedení problému do sférických souřadnic a rozložení vzniklého systému do
jednorozměrných podsystémů. Dále pak nalezení jejich samosdružených rozšíření a
poskládání všeho dohromady.

Třetí a nejdůležitější model byl složením předchozích systémů dohromady. Von
Neumanova formule dala třídu samosdružených rozšíření generovanou unitárními
maticemi 2 × 2. Navíc novým přínosem této práce bylo využití hraniční trojice k
zjednodušenému popisu této třídy rozšíření. Také vyšlo, že popis definičního oboru
vzniklého samosdruženého rozšíření je určen mícháním hraničních podmínek jednot-
livých podsystémů a nejde tak zapsat jako direktní součin.

V této práci se podařilo dosáhnout stejných výsledků jako ve článku „Quantum
motion on a halfline connected to a plane“ publikovaném P. Exnerem a P. Šebou [2]
a doplnit je o popis pomocí hraničních podmínek.

Pro praktické využití výsledků k popisu skutečných jevů je potřeba určit, která
konkrétní matice generuje vhodný Hamiltonián (např. vhodným experimentem.) Pro
další zkoumaní tohoto tématu se nabízí modifikace plochy ve třetí kapitole na kruh,
který je na rozdíl od nekonečné plochy, k nalezení ve skutečném světě. Další možnost
je nahradit polopřímku úsečkou.
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