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symbol vyznam
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Uvod

Diky enormnimu pokroku minulych dekad v oblasti nano-technologii se aktualné
nachdzime témér na hranici jejich moznosti. Klasickym prikladem jsou kremikové
desticky pocitacovych ¢ipti, na kterych jsou v dnesni dobé obvody hustény tak blizko
k sobé, ze dochazi ke kvantovému tunelovani a to nic¢i uzitecnost téchto soucastek.
Proto pro dalsi pokrok je potifeba prohloubit nase znalosti v kvantové mechanice.
Kvantova mechanika je fyzikdlni teorie zabyvajici se jevy vyskytujicimi se hlavné
na atomarni a subatoméarni drovni. I pres to, ze zaklady kvantové mechaniky byly
polozeny Maxem Planckem jiz pred vice nez sto lety, konecné pochopeni zda se byti
porad v nedohlednu. Ba dokonce pii kazdém dalsim jednom kroku vpred, odkryva
se deset dalsich otazek. Jednim z divodl je neintuitivnost. ,Svét® velmi malych
objektu se chova tplné jinak, nez na co jsme pri bézném pozorovani reality zvykli.
(Pravda je takova, ze kvantova mechanika ovliviiuje veskerou hmotu vesmiru. Je to
omezenost nasich vjemi, kterd ndm brani vnimat svét , kvantove*.)

Jeden rozdil kterym se lisi klasickd a kvantova mechanika je, zZe kvantova mecha-
nika neni deterministicka. Misto jasné predikce, co bude kvantova castice za danych
podminek délat, mizeme pouze predpovédét co se miuze dit a s jakou pravdépo-
dobnosti se to stane. Mohlo by se zdat, ze tak kvantova fyzika neni dobra teorie a
existuje lepsi popis, ale probéhlo jiz mnoho experimentii, které ukazuji,ze tento fakt
neni disledkem nasi neznalosti, ale je fundamentalni vlastnosti vesmiru. Odlisnost
téchto teorii implikuje i potfebu riiznych matematickych aparati.

V klasické mechanice je stav ¢astice dan polohou a hybnosti. Ty jsou matema-
ticky reprezentovany vektory (Z,p) € RS. Pozorovatelné jsou poté reprezentovany
redlnymi funkcemi (Z,p) — P(&,p) a méfitelné hodnoty jsou funkce vycisleny v
uré¢itém stavu. Ve kvantové mechanice je stav prvkem takzvaného Hilbertova pro-
storu, jehoZ presna definice se zavadi napiiklad v [1]. V nasem piipadé budeme
jako Hilberttiv prostor brat prostor kvadraticky integrabilnich funkci L?(M), kde
M C R™. V takovémto pripadeé je pozorovatelna A déna samosdruzenym operatorem
A 92(A) c LA(M) — L*(M), tento pojem upfesnime pozd&ji v textu. Méfitelné
hodnoty jsou poté dany body spektra téchto operatori, ty jsou pro samosdruzené
operatory realnd ¢isla [1].

Je-li M varieta, operator polohy se postuluje

Qj = zj,
jakozto nasobeni funkci z; a operatory hybnosti

5 g
Pj = —Zh%j,

kde h je takzvani redukovans Planckova konstanta A ~ 1,05 x 1034J x s. V ope-

ratoru hybnosti budeme ignorovat nasobeni h, to fyzikalné odpovida zméné jedno-

tek. Ostatni operatory se konstruuji podle principu korespondence. To znamen4,



2 Uvod

je-li v klasické mechanice pozorovatelnd A = F(Z,p), bereme kvantovy ekvivalent
A=F (Q,p) Problém je, ze takto definované operdtory nemuseji byt samosdru-
zené. Proto v tomto textu uvedeme jak tento problém fesSit pomoci takzvanych
samosdruzenych rozsiteni. Ty poté budeme konstruovat pro vybrané Hamiltoniany;,
které bereme z principu korespondence takto:

H= g PP+V=-LYL1V(Q),

kde m je hmotnost c¢astice. Opét mizeme zménit fyzikalni jednotky a i ignorovat.
Jak uvidime ne vzdy musi byt M varieta, pokud je M alespon slozenim nékolika pod-
variet muzeme jako Hilberttuv prostor priradit direktni soucet Hilbertovych prostort
jednotlivych pod-variet. Tak tomu i bude v kapitole ,Volna c¢astice na plose spojené
s kolmici®.



Kapitola 1

Zakladni definice a véty

Pro kompaktni znaceni se nam bude hodit pojem Wronskidnu.

Definice 1.0.1. Necht f,g : R® — C jsou diferencovatelné v bodé¢ x € R". Poté
definujeme Wronskian v bodé x jako determinant

f(@) g(z)

Wl 9 =15 w) gt

Véta 1 (Lagrangeova formule). Necht J = (a,b) je interval na R a L je diferencidln
vyraz ve tvaru

L=-—2 1V(z),kde V € LL,, V(z) € R.

dz2? locy

Bod a (b) nazyvame regularni konec pravé tehdy, kdyz a > —oo (b < o0) a V
je integrabilni na néjakém pravém (levém) okoli a, (b). J; znadi sjednoceni J a
mnoziny reguldrnich konct. Poté pro libovolny uzavieny interval [c, d] € J; a funkce
f,g9 C AC*(J;) méme rovnost

[ (L)~ FLla)dr = Walf.g) ~ Welf, ) an

Vzorec (1.1) nazyvame Lagrangeova formule.
Diikaz. Pro f,g € ACY(J;) je funkce x — W,(f,g) € AC(J;) a plati

W5.9) = £l @) o) =
f(@)(g (2) + V(x)g(x)) — g(x)(f (z) + V(x)f(x)).

Integraci obou stran od ¢ do d ziskdme rovnost (1.1).
[

Tvrzeni 1. Necht f,V € L} (J) a g € L} (J). Pokud f* +Vf =g v C>(J), poté
feACH()).

Diikaz. K nalezeni v [7] jako Corollary A.4. O

1.1 Sdruzeny operator

V této kapitole budeme vSude uvazovat husté definované operétory.

3



4 Kapitola 1. Zakladni definice a véty

Definice 1.1.1 (SdruZeny operator). Necht A je linedrn{ operator na Hilbertové
prostoru ¢ pusobici na svém definié¢nim oboru (A ) Poté k A definujeme sdruzeny
operator A* s definicnim oborem

P(A) = {¢ € #3p € A, (V|Ad) = (pl¢) Vo € D(A)}

pusobici nasledovneé:
A*p = p.

Definice 1.1.2 (Omezeny operdtor). Linedrni operdtor A nazveme omezenym prave,
kdyz existuje a € R takové, Ze:

SUPye i ol || 4| <

Pozndmka. Kazdy omezeny husté definovany operator lze jednoznacéné rozsitit na
cely prostor. Bézné se pak pracuje s timto tzv. spojitym rozsitenim, které se znaci
stejnym pismenem.
Znaéeni Mame-li linearn{ operatory A a B, takové, 7e Z(A) ¢ 2(B)a A = B

na Z(B). Poté zna¢ime

Ac B.
Definice 1.1.3 (Symetricky operator). Linedrni operdtor nazveme symetricky
pravée, kdyz

A c A,

Definice 1.1.4 (Samosdruzeny operator). Linearni operdtor A nazveme samosdru-
zeny prave, kdyz

A=A

Definice 1.1.5 (V podstaté samosdruzeny). Operator nazveme v podstaté samo-
sdruzeny, je-li symetricky a jeho uzavér je samosdruzeny.

Véta 2. Kazdy omezeny operator je samosdruzeny prave, kdyz plati:
(v]de) = (Av]o).

pro vSechna v, € J2.

Diikaz. Stadi zvolit p = Ay, Vip € .

Piiklad 1. M&jme operator (Qu)(z) = xip(z) s definiénim oborem: 2(Q) = {1 €
L*(R)|z¢ € L*(R)}. Bude nas zajimat, zda je samosdruzeny.

Nejdifve ukézeme, ze 2(Q) C 2(Q*): Vezmeme tedy ¢ € 2(Q). Poté pro kazdy
¢ € 2(Q) plati:

(¥|Q9) = o ¥ wode = fywv) g = (xibl@).

To znamena zZe, za nase p z definice @(Q*) muzeme brat p = x. Nyni ndm
chybi opa¢na inkluze. Vezméme 1) € Z(Q)*). Ten pro vsechna ¢ € 2((Q) spliuje:
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(v|Qe) = (ple) -
To miizeme prepsat na:
Je ¥ xpdr = [ p pda.

A prevést vse na jednu stranu.

Ju (Wx — p)gdz = 0.

Nabizi se tuto podminku piepsat opét na skalarni soucin. To ale nanestésti nem-
zeme udélat, protoze nevime zda ¢ € L?. Namisto toho berme ¢ = x(_nn)¢ pro

vSechna pfirozend n. Kde: ¢ € 9(@) a X(-nm) je charakteristicka funkce intervalu
(—n,n). To ndm upravi podminku na:

J7 (W = p)é =0 (Vn €N, Y6 € 2(Q)).
To uz mizeme prepsat pomoci skalarniho sou¢inu na:
(zv = p|) =0, Vo € 2(Q)).

Na prostorech L?(—n,n). ProtoZe mnoZina @(Q) je husta, splnuje zde tuto rovnost
jediné nulovy vektor 0 = z¢ — p vSude na (—n,n). Navic R = U2, (—n,n) a p €
L*(R) podle pfedpokladu. Ziskavame tak:

) = p € L*(R),

coz jsme chtéli ukazat. Zavérem tedy muzeme Tict, ze Q) = Q*. Operator Q je tedy
samosdruzeny.

Véta 3 (Vlastnosti sdruzenych operéatorii). Necht A,B jsou linedrni operatory na
Hilbertové prostoru ¢, A* a B* jsou k nim prislusna sdruzeni. Poté plati

1. a € C poté: aA* je sdruzeny k aA. Zapisujeme: (ozfl)* = A
2. Ac B= B*C A*

3. Ac A

4. A+ B C (A+ B)

Ditkaz. 1. Pro a = 0 je tvrzeni trividlni. Vezmeme proto a # 0 ¢ € Z(aA*) a
¢ € Z(A). Pro né miuzeme napsat a upravit:

(Y|ado) = a(v|ds) = a (A 0|o) = (@Avjo).

Tim jsme ukézali, 7e Z(aA*) C Z((aA)*) a ze na Z(aA*) maji stejnou akci.
Jesté potrebujme opacnou inkluzi.

7((aA)) = 7(2(ad)) C 2(2A)) = 2(@A).

9(B) = {v € #13p € (] Bo) = (plo) Yo € 2(B)} C {v € #|3p €
A, (0|Bo) = (plo) Wb € D(A)} = {v € HPp € . (b]|As) = (plo) Vo €
2(A)} = 2(A*). Kde jsme vyuzili faktu 7e na 2(A) ptisobi A a B stejné.



Kapitola 1. Zakladni definice a véty

. Vezmeme ¢ € 2(A) a ¢ € D(A*)

(0|dro) = (Arofv) = (¢]Av) = (Av|o)

p= Arp.
. Vezmeme o) € Z(A*+ B*) = 2(A)N2(B*) a ¢ € 2(A+B) = 9(21)(19( ),

to ale z definice znamen4, Ze existuji p;, pos € F takové, Ze : < = (p1]9)

a (4|Bo) = (pa]g). Proto

A

(A+ B)s) = (v]Ag) + (v[Bo) = (n|6) + (palo) = (pr + pal) =
(A" + B)y|o).

(v

Na Z(A* + B*) tedy pisobi (A + B)* a A* + B* stejné.
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1.2 SamosdruzZena rozsireni

Ne kazdy operator ziskany principem korespondence je automaticky samosdru-
zeny. Nastésti existuje Teseni v podobé samosdruzeného rozsireni. Pro hledani samo-
sdruzeného rozsiteni budeme pouzivat takzvanou druhou Von Neumanovu formuli,
kterou abychom mohli vyslovit, budeme muset definovat jesté nékolik pojmt a vy-
slovit nékolik vét, jejichz dukazy se daji dohledat napiiklad v [1].

Definice 1.2.1 (Cayleyova transformace). Zobrazeni V : Ran(A+1i) — Ran(A—1)
ptsobici jako:

V=(A-i)(A+i)"
nazyvame Cayleyova transformace.

Véta 4. A je samosdruzeny pravé kdyz Cayleyova transformace V je unitdrni.
Definice 1.2.2 (indexy defektu). Necht A je uzavieny symetricky operdtor. Poté
dy = Dim(Ker(A* F1))

nazyvame indexy defektu a Ker(A* F1i) := . defektni prostory.

Véta 5. (Prvni Von-Neumanova formule) Necht A je uzavieny, symetricky operator.
Poté pro kazdé z € P(A*) existuje jednozna¢ny rozklad

T=To+ 2y +2T_,
kde xg € Z(A), x+ € H..

Nyni mizeme vyslovit vétu, kterd nam bude davat navod, jak hledat samosdru-
zené rozsiteni, pokud budeme mit pouze symetricky operator.

Véta 6 (Druhé Von-Neumanova formule). Necht A je symetricky, uzavieny operé-
tor. Samosdruzené rozsiteni pro A existuje, pravé tehdy kdyz:

d+ - d,.

Necht naddle A! je samosdruzené rozsiteni pro A a V! : ¢, — ¢ unitarni zobrazi.
Poté:

DAY = {y + ¢ — Vo |0 € D(A), 6, € A}

AN+ ¢r — Vigy) = Ay iy +iV16,.
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1.3 Hranic¢ni trojice

V této sekci zavedeme objekt, ktery se v anglické literature vyskytuje pod na-
zvem ,boundary triples“. Pro jednotnost jazyka textu budeme pouzivat pojmenovani
,Hrani¢ni trojice“. Tento matematicky aparat nam umozni prepsat defini¢ni obory
samosdruzenych rozsifeni do takzvanych hrani¢nich podminek, které mnohdy byvaji

vvvvvv

Definice 1.3.1 (Hrani¢ni trojice). Necht A je uzavieny linedrni operator na Hilber-

A

tové prostoru . s definiénim oborem Z(A) , ¢ je Hilbertuv prostor. Trojici 4 a

A

dvé linedrnd zobrazeni: 'y, I'; : Z(A) — ¢ spliujici:

<f‘/219> - <121f’9> = (Tofl1g) — (F'1f[Tog)

A

pro viechna f,g € 2(A), zobrazeni (I';,I3) : 2(A) — 4 @Y je surjektivni a
mnozina ker(I'g,I'1) je hustd v 5, nazyvame Hrani¢ni trojici pro A. Iy, ['; nazyvame
hrani¢nimi operatory.

Véta 7. Necht A je uzavieny, husté definovany symetricky operator. Pokud (¢, Ty, I'y)
je hranic¢ni trojice pro A*, poté existuje jedna ku jedné korespondence mezi vSemi
samosdruzenymi linearnimi relacemi A v ¢ a vSemi samosdruzenymi rozsirenimi A,
dané A <+ Ay, kde Ay je ztzeni A* na vektory f € 2(A) spliwjici (Tof,T1f) € A.

Diikaz. K nalezeni v [3]. O

Véta 8. Linearni relace A v ¢ je samosdruzena prave, kdyz existuje unitarni ope-
rator U v ¢, zvany Cayleyova transformace A takovy, ze:

A= {(.Z'l,l'Q) S g@g : Z([+ U)l’l = (I — U)l'g}
Diikaz. K nalezeni v [3]. O



Kapitola 2

Vybrané kvantové modely

2.1 Volna castice na poloprimce

Podivejme se nyn{ na operétor H = —% s definiénim oborem 2(H) = C5°(RY).
Takto definovany operator neni samosdruzeny. Je ale symetricky. Opravdu pro ¢, ¢ €

7(H):
(V|H3) = [5° —0¢"dw. = —[p0)F + [$'PIF + J5° — 0 pda.
Protoze testovaci funkce v nule a nekonec¢nu vymizi, plati:
(vlio) = (Av]o).

Nanestésti neni uzavieny, proto abychom mohli najit samosdruzené rozsireni pomoci

Von Neumanovi formule, budeme nejdiive potfebovat uzdvér. Vime, ze H = H**.
Podle definice sdruzeného operatoru mame:

P(H*) = {y € L*(R*)Fp € L*(RY), (¢|Ho) = (plo) Vo € 2(H)}.
Ten prepiseme do tvaru:
D(H") = {4 € LX(RY)|¢" € L*(R*) jako slabé derivace}.
Skutecné podle definice slabé derivace je p druha slaba derivace i pravé kdyz:

(0|67 = (pl)

pro vSechna testovaci ¢. Mame tedy akci H* = —%.

Tvrzeni 2. M4 - li ¢» € L*(R*) druhou slabou derivaci ¢” € L?(R"), poté iy’ €
[2(RY),

Diikaz. Dodefinujme ¢ (x) = 0, pro z < 0 a vezméme standardni vyhlazovaci funkci
n. € CF(RY), € > 0. Potom plati 1. *¢" — 9" na L*(R).

(V8 > 0)(Jeo > 0)(Ve < 60)<W w1, - H¢
Protoze .Z (1) je omezend, existuje C' > 0 takové ze |.# (n.)| < C
x|, = | Z x|, = | Z0Z @) < | Z @],
Také plati

2<5).
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|7 @)||, = I1€F @), = /% 217 () de.

a dale miZzeme odhadnout

0< (212 =¢—22 1= ¢ <1

2

Proto
|7 @")||, < € [0+ ENFW)[Pds = CULF @), + 127 ($)],) =
el + [0]) < oc.
Zvolime-li naptiklad § = 1 poté mame néjaké €q, pro které plati ’H@D/ * e ||, — ’ @bl’ , <
1. Z toho miizeme tict H?,b/HQ <1+ H@Z/ * e ||, < 0O .

Tvrzeni 3. Nechf V je omezené na (a,c0) pro néjaké a € RT, fe L*(R") N
ACYRT), (f" + V) € L*(RT). Poté

lim f(z) = lim f (z)=0. (2.1)

2=500 T30
Diikaz. K nalezeni v [7] O
Dale pokracujeme na:
P(H*) = {y € L*(R*)|3p € LA(RY), (Y| H*¢) = (plo) , Yo € 2(H")}.
Jak jsme jiz ukazali, H je symetricky, plati tak
o c 1.
o _d>

dz?"
P(H*). Posleme-li d v (1.1) limitné do nekone¢na dostaneme rovnost

(V|=8") = (=0"[6) = Wo(, ) — Wes (¥, 0), Vo € D(H").

Navic z (1) a (2.1) plyne W (¢, ¢) = 0, proto kone¢né dostdvdme

7 ¢ehoz vime, ze akce H** j Tudiz se muzeme pri hledani omezit na 1 €

P(H*) = {¢ € L*(R?)| " € L2(R)* jako slaba derivace, 1(0) = ' (0) = 0}.
Nyni miizeme najit indexy defektu. K tomu pottebujeme defektni prostory:
Ve Ker[H* +1i] < H*ip = Ti.
Pro ¢ € 2(H*). To nam dévé diferencialni rovnici:
Y = Fiy.

Resen{ hleddme ve tvaru 1) = e,
Nejprve uvazujme kladné znaménko v rovnici a dosadme.

A2eMT = jel,
Vytesenim pro A dostaneme funkce:

AeVie 4 Be*ﬁ"”,
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kde komplexni vétev volime tak aby v/i = e'i. Navic pozadujeme, aby funkce byly
z L?(R") (podminka existence druhych slabych derivaci je urcité splnéna jiz z je-
jich konstrukce). ¢V nenf v L2(R") zato e~V je. Proto 1 € L2(RT) < A = 0.
Dostavame tak

Ker[H* —i] = Span[e~V%].
Ekvivalentnim zptisobem se da odvodit:
Ker|H* +i] = Span[e’V].

Indexy defektu jsou stejné, a proto muzeme pomoci druhé Von Neumanovi formule
konstruovat samosdruzena rozsireni, které budeme znacit H,.

Zacneme nalezenim unitarniho zobrazeni V. Baze nasich prostort, mezi kte-
rymi zobrazuje Vi, jsou tvoreny navzajem komplexné sdruzenymi vektory, maji tak
stejnou normu. Z tohoto faktu a z toho ze Vi ma byt unitarni plyne, ze 30 € R
takové

Vi (e—\ﬁx> — oifpiviz

Pouzijeme nyni vzorec pro defini¢ni obor H, z (6), ktery nam defini¢ni obor tfidy
samosdruzenych rozsiteni takto

D(H,) = {$(x) + Ale™V" — eVir)|y € D(H)}.

Vyuzijme faktu, ze pro tyto funkce plati:

v eivitvi _ ePivitVie —1 _ v2(cos(0)+sin(6)—1)
¥(0) e —1 e@—1 e-i0-1 2(1—cos(0)) :

Oznaéme nyni tuto funkci © a zkoumejme jeji obor hodnot. Upravime tuto funkeci

na tvar © = (—1+ 1ii£;(59()(9) )\% S vyuzitim rozvoje do mocninné rady dostaneme

sin(d) 0+ 0(6°)
1—cos(d) 2 4+ 064

z ¢ehoz plyne

lim © = oo
6—0+
lim © = —c0.
60—0—

Protoze ©(%) = ©(=2%) = 0 a na intervalu (—=", Z) md pouze jednu nespojitost,
je jeji obor hodnot celé R.
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20

V2

sin(0) ) 1

- (71 + 1—cos(@)

Obrazek 2.1: Graf funkce ©

Tim jsme ukézali Ze plati

A

P(H,p) C {¢ € L*(R1)|3¢" jako slaba derivace, 1)(0) = a(0)} := 2(H, ),

kde o € R. Naopak plati 2(H,,) C 2(H*). Mizeme tak libovolnou ¢ € 2(H,,)
napsat jako

¥ =f+eVr g g,
az nasoben{ konstantou, kde f € (E) Musi platit

w0 _ iVimVis _
) s

Dosadime za o = a vyjadiime [ dostaneme tak

it/
ef—1
,¢ — f + efﬂr _ eiGGi\ﬁr‘
7 toho jiz plyne, ze defini¢ni obory tiidy samosdruzenych rozsiteni jsou

PD(H, o) = {1 € L*(R")|3¢"jako slaba derivace, ¥ (0) = a1)(0)}.

Priklad 2. Vezméme samosdruzeny operator, ktery jsme nasli v pfedchozim pii-
kladé a zkoumejme jeho spektrum. Zacneme nalezenim rezolventni mnoziny:

p(Hsa) = {A € CI(Vf € LA(RD)E1¢ € 2(H))(Hoo — MY = )}

Protoze je dany operdtor samosdruzeny, a tim padem je spektrum podmnozina re-
alnych cisel, omezime se na redlna ¢isla. Problém resolventy vede na vyteseni dife-
rencialni rovnice:

" =X = f. (2.2)
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Rozdélime postup na tii ¢asti: A > 0,A < 0, A\ = 0 a vyTesime pomoci variace
konstant.

Uvazujme nejprve kladnd A a ozna¢me btino. A = k% , k¥ € RT. Fundamentalni
systém této rovnice je: {sin(kz), cos(kx)}. Snadno se da presvedcit, ze obecné Feseni
s nenulovou pravou stranou mé tvar:

Y(x) = (A— ¢ [§ f(t)sin (kt)dt) cos(kz) + (B + 1 Jg f(t) cos (kt)dt) sin(kz).

Z podminky ¢ € 2(H,,) plyne: % = "8 = a. Zvolime-li nyn{ f € L*(R™)

takovou, aby f(x)sin(kz) € L'(RT) i f(x)cos(z) € L'(RT). Vidime, %e pro x — oo
plati:

Y(x) ~ (A — ¢ [5°f(t)sin (kt)dt) cos(kx) + ($A + + [5° f(t) cos (kt)dt) sin(kz).

A protoze funkce Kjsin(z) + Kycos(z) € L*(RT) & K; = Ky = 0, zvolime tak
A = [5°f(t) sin (kt)dt. Naddle mus platit:

1%2 Jo° f (&) (asin (kt) + k cos(kt))dt = 0.
Konkrétné pro funkei f(z) = x, gn 5 ziskdme spor:

5

k% Joo f (&) (asin (kt) + k cos(kt))dt = k% [&F(asin (kt) + k cos(kt))dt = k% > 0.

2

w
?T‘:‘ ar‘:l

Proto neni v rezolventni mnoziné zadné kladné .
Nyni se podivejme na A < 0. Ozna¢me \ = —k%, k € R*. V takovém piipadé
vezmeme za fundamentalni systém: {e* e *}. Obecné feseni m4 tvar:

P(z) = (A+ % Jo f(t)e M dt)er* + (B — ¢ [y f(t)eMdt)e .

Opét hleddme pro danou funkei f(z) YeSeni ¢ € L?(RT). Aby toho viibec mohlo byt
dosazeno, musime polozit A = —4 [5° f(t)e"*dt, jinak by méla funkce v nekonecnu
exponencialni chovani. Dosazenim ziskame:

V(@) = (=5 [ f (e Mdt)e + (B — ¢ [ f(t)edt)e .

Také mame znovu podminku %bp(((()))) = ’BB:AA/’{; = «, kterd ndm urcuje konstantu B.
Ta ma po vyjadreni tvar:
_ k=
B = Z5A.

Pro k # —a. V tomto pripadé mame jednoznacné reseni a to je, jak ted ukazeme, v
L*(R™). Rozndsobenim ptevedeme funkci do tvaru:

Y(z) = —2 ([ f(t)eFdt)er + [§ f(t)ekdt)e ) + Be k.
e "% je zajisté v L>(RT) a zbytek miizeme upravit nasledujicim zptisobem:

LU F(R)eFtdt)eh 4 L(J f(Detdt)e™ = & [ f(t)e M Hhndi 4 L [ f (1)t Fodt =
L [se f(t)eHa=tldt.

Dodefinujeme-li f(t) na zaporné ose nulou, poté tento vyraz odpovidd definici kon-
voluce.

Joo f(t)e Fe=tdt = fx el
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Pro tu mame k dispozici Youngovu nerovnost:

(S5 1f * gI*)2 < 1 £llsllgll, -

[5] f je z L*(R) z predpokladu a g = e *#! je v LY(R), takie i f * g je v L*(R).
Navic soucet kvadraticky integrabilnich funkci je opét kvadraticky integrabilni, proto
¢ € L*(R), az na vyjimku k = —a, pro a < 0. ¢" € L*(R") plyne z konstrukece
funkce pomoci rovnice(2.2) a ¢ € L*(R*) z tvrzeni (2). Pro k = —a, o < 0 musi
byt A =0 a 1 ma v nekone¢nu exponencialni chovani.

Uz ndm zbyva pouze piipad A = 0. Fundamentalni systém je {1,z} a obecné
feseni tak:

(x) = Az + B+ x [Sf()dt — [FLf(t)dt.

Pro volbu f L*(R") takovou, ze i zf € L*(R") md asymptotické chovan{ v neko-
necnu:

Y(x) ~ Az + B+ [ f(t)dt — [;7tf(t)dt.
Dosadime-li konkrétné : f(t) = x(0,1), dostaneme asymptotické chovani:
Y(z) ~ (A+ 1z + (B + 1),

které neni kvadraticky integrabilni.
Souhrné mizeme Fict, Ze operdtor H, , ma rezolventni mnozinu:

p(ﬁs,a) = C\([Ov OO) U {_042})7
pro a < 0.
p(]:[s,a> = C\([Ov 00)7

pro 0 < a.
Nasledné tak i spektrum:

pro a <0

pro 0 < a.
Pro zaporné a odpovidd —a? vlastnimu ¢éislu. Z definice vlastniho éisla, —a? €
0p(Hso) < Ker(H + o?I) # {0}, plyne, ze budeme Fesit diferencidlni rovnici

V"= oy,
s okrajovou podminkou ' (0) = a(0) a ¢ € L?>(R*). Obecné fefeni vypada takto:
(x) = Ae™® + Be %,

7 podminky ' (0) = av(0) dostaneme A — B = A+ B = B = 0. Vysledné feseni
je tak 1(x) = Ae®, které je pro a < 0 v L*(R"). To znamend, ze

Ker(H,o + o2I) = Span(e®®).
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2.2 Volna castice na plose s bodovou interakci

UvaZujme volnou kvantovou ¢éstici vazanou na plochu R2. Hilberttiv prostor
stavi této Castice vezmeme

T = LQ(RQ).
Zacneme s Hamiltonianem
o 02 9
H= dy? 9227

s definiénim oborem 2(H) = C5°(R?\{0}). Ten, jak uvidime pozdé&ji, neni samo-
sdruzeny a tak budeme konstruovat samosdruzené rozsireni. Prejdéme do polarnich
soutadnic

y =1 cos(¢p)
z = rsin(9).
L*(R?\{0}) rozlozime nésledujicim zptisobem:
L*(R? dxdy) = L*(R*, rdr) ® L*((0,27), d¢).

Pro L*((0,27),d¢) mdme ortonormalni béazi {\/%eimﬂm € Z}, to ndam dohromady
dava rozklad:

L*(R?, dzdy) = @ L*(R*, rdr) ®{\/%eim¢}.
Prevedenim operdatoru H do poldrnich soufadnic dostaneme:

7 9 19 19
H_8r2+r8r+

r2 9¢%"
w92 ; o o . . . A
Jelikoz (%)ezm¢ = —m?2e"™?. P{isobi na nasem rozlozeném prostoru operator H takto:
7@ 9 10 , m
H = —oo  9r2 r or + r2

2(H) = @, C5°(RY).
Oznacime h,, = —g—; -104 T—; RI, Z(hy) = CP(RT) a transformujeme tento
operator pomoc{ unitdrni transformace V : L*(R*,rdr) — L*(R*,dr),Vf(r) =

Vrf(r) takto:

ho = Vhy V1 = — 25 4 Zlagm?,

r2

Indexy defektu pro hy,, a h,, jsou stejné viz (2.7) . Zkoumejme tedy jaké jsou. Pro
m # 0 ma tento operator tvar Hamiltonianu s kladnym, spojitym potencidlem % <
Vm(r), pro ten z [6] vime, Ze je v podstaté samosdruzeny. Otdzkou tedy zustava
ho = —2 — ﬁ. Hledejme tedy jeho indexy defektu.

— 5
—1/4+m?

——— s definicnim oborem

Tvrzeni 4. Sdruzeni hy ma tvar hj = —59722 +
P(h5) = {v € LR € ACUR)Y, (=" — 7)) € AR, dr)}.

Diikaz. Ukazme tedy zZe tomu tak opravdu je. Z definice:
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— (v € LA(R)|(Fp € LA(RY))(Y € Co(RH))((hoté]) = (pl6))}.
7 toho muzeme vyjadrit

¥ € hg & (3p €% (RY)) (Ve € CE(RY))((—0" — Le]o) = (ple))
<:><apeL2<R+>><<—w”—m>=gvc< ).

1"

Z (1) plyne ze
¥ € by = {¢ € LA(RY,dr)|¢p € ACTR)*Y, (=" — {5%¢) € L2(R*,dr)} = M.
Naopak, vezmeme li 1) € M, poté z (1.1) Vi € C°(R™T)
(fRos) — (—" = 20]8) = Wo(@, 6) — Wee(¥,6) = 0 — 0.

Tim padem Z(h§) = M = {¢ € LA(R*,dr)|y € ACHR)*, (—¢" — 5¢) € L*(RY)}.
O

Tvrzeni 5. Uzavér operatoru hg je dan

T 2
hg = —4, — L

— A
@(h()) - {f € L2(R+,d7‘)|f € ACd(RJr)a (_ - ﬁ) S LQ(R+7dr)v W()(Q, f) =
Wo(g, f) = 0}, kde g, 7 jsou nenulova feseni rovnice (2.3).
Diikaz. JelikoZ je ho symetricky

V€ D(ho) = D(hy') < b € LARY) A (V6 € D(ho”)((v

Koo = (vle)

Z (5) muzeme napsat ¢ = f + ag + bg, kde f € Z(hg). Nésledné tak
we.@(hTo) < ~*(f+ag—|—b§)>—<f;{§w‘f+ag+b§>:O
& ((wlhaf) = (Rwlf) + alvlig) = (hielg)) +o((w|hig) — (hivlg)) = 0
Va,b € R. Prvni zdvorka je rovna nule a pro zbytek pouzijeme (1.1).
(v|h5g) — (hilg) = Wo(¥, 9)
(v|hsg) — (W |a) = Wo($,9).
Celkem tedy ¥ € Z(ho) & ¥ € Z(ho) N {¥|0 = Wo(,7) = Wo(¥, 9)}.

V dalsim kroku Von Neumanovy formule potiebujeme najit feseni rovnice:

~ " 1 .
hig = —g — ;39 = *ig. (2.3)

Pro g € 2(hs).
Nejdifve pro kladné znaménko zavedeme substituci g(r) = /7 f(r), aby ndm
presel vyraz na :

irf(r) + f (r) +rf"(r) = 0. Dalsi substituci r = < dostaneme rovnici:
W (w) + wF'(w) + w?F(w) =0,

kterd vede na takzvané Hankelovi funkce {H}(w), H2(w)}. Reseni ptivodni rovnice
je tedy:
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g(r) = AVrHY(Vir) + By/rHE(Vir). (2.4)

Navic g(r) musi byt kvadraticky integrabilni. Asymptoticky rozvoj pro z — oo pro
tyto funkce vypada podle [4] takto :

Hi(z) = e7/4e(\/2) + O(27%) = rHY(Vir) = Ke /V2+ie/V2 L O(1/r)
H3(2) = em/te™(\[2) + O(x~3) = rH3(Vir) = Ket/V2-#/V2 1 O(1/r).

7 toho zatim miuzeme usoudit, ze B = 0. Jesté musime zkontrolovat kvadratickou
integrabilitu na okoli nuly. Protoze H_} je definovand takto

H} = Jy + 1Yy
a asymptotické rozvoje pro tyto funkce kolem okoli nuly jsou

Yo(z) = 2(In(2/2) +7.) + O(2*) + O
J() =1+ 0(22),

kde 7. je Eulerova konstanta. Dohromady mame aproximaci Hg

njot

(i) = (5 + 2

5 - iiln(Q)) + 2 In(r) + O(r

™

). (2.5)
Dosadime-li do g a pfeznacime-li § = 1 + 22¢ — 211n(2), v = 2! dostaneme

g(r) =yv/rin(r) +(5\/F+O(r%). (2.6)

Ta se dokonce da dodefinovat spojité nulou a je tak na okoli poc¢atku lokalné kvad-
raticky integrabilni. Dohromady mtZeme fict , Ze g(r) € L*(R"), pravé kdyz B = 0.

—— Im(y/rHLMir)
=-=s Im(3 4 20e — Zn(2) + Zn(r))y/r

Obrazek 2.2: porovnani redlné ¢asti g s jejim asymptotickym rozvojem
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T ceee Re(3 4+ 220 — Zigy(2) 4+ Zn(r)) /1

0.1 0.2 03 04 05

Obrazek 2.3: porovnani imagindrni ¢asti g s jejim asymptotickym rozvojem

Nyni vyfesime rovnici s zapornym znaménkem. S uvédoménim si, Ze nas ope-
rator hfy je ¢isté redlny, mizeme obé strany rovnosti komplexné sdruzit a ziskat tak
rovnost:

hiyg = —ig.

Ta ném dava feseni g(r) = /rHg(V/ir). Vzhledem k tomu, ze —g" — g = +ig €
L*(R*,dr) a (1), je g € Z(h) a jsou tedy dimenze vektorovych prostorii fesent
rovnice (2.3) (1,1). Indexy defektu jsou tak opravdu di(H) = >t dy(h,,) = (1,1).

Pozndmbka. Pro funkce z . (ho) je nutné si uvédomit, ze pokud plati Uh,, U~ =
iy, plati i

hy U™ ) = £iU ). (2.7)

Zavérem s nahlédnutim do (2.7) dosadime do Von Neumanovy formule a ziskame
tak samosdruzené rozsireni

P(h3) = {f + a(H(Vir) — "Hy(Vir)|f € 2(ho)}, kde 6 € R
hy(f + a(Hg (Vir) — " Hy(Vir))) = =f" = gz + ia(Hy(Vir) + ¢ Ho(Vir)).

Poskladanim zpét dohromady méame konecény vysledek:

Hyo = hi@®meno hm @ 1.

2.3 Volna castice na plose spojené s kolmici

V této kapitole budeme zkoumat chovani kvantové castice vazané na varietu
slozenou ze dvou casti. Dvoudimenzionalni plochy a poloptimky, ktera vede kolmo
z pocatku. Hilberttv prostor takového modelu je dan néasledujicim zptisobem:

H = L*(R?) @ L*(RT).
Nyni zkonstruujme Hamiltonian volné ¢astice jako:
o, = ﬁoz D F]o,h
kde:
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S defini¢nimi obory:
P(Hoy) = C5°(RT\{0})
P (Hoz) = C°(R\{0}).

Obrazek 2.4: plocha spojend s kolmici

Nahlédneme-li nyni do pfedchozich sekci (2.1) a (2.2), zjistime, ze vétsinu préce jiz
mame za sebou. Zname totiz defektni prostory pro jednotlivé podsystémy a nasledné
i tak jejich indexy defektu.
Samosdruzené rozsiteni Hg celkového operatoru Hy mé tedy tvar:
FI s = K s @E7

kde K je samosdruzené rozsireni operatoru Ky = —j—; DhoRIah= Dmez\ 0y hy @ 1.
Dohromady s predchozimi vysledky mame defektni prostory:

%—(K()) = Span{\/ﬁ(e_‘ﬁx, 0)7 Qﬁ(o, ]:[&(\/;T»}
H_(Ko) = Span{/2(eV,0),2¢/m(0, Hy(Vir))},

kde jsme bazické funkce zvolili tak, aby mély stejnou normu. VSechna unitarni zob-
razeni M : J#, — J#_ jsou reprezentovany unitarnimi maticemi 2 x 2. Oznacime-li

tuto tridu:
M = mi1 Mg '
ma1 Moz
Poté podle Von Neumanovi formule je K sy ddno nasledovné:

D(Ksan) = {1 = [+ (av/2e™V", 02y/THi (Vir)) — (miay/2eV™ +
b2/ THy(Vir), moray/2ei + bmgs2/mHy(Vir))| f € 2(Ko)}
Koot = Kof +i(av/2eV® 02T HY(Vir)) + i(miav/2eVe +
b2y /TH o (Vir), maray/2e1Vi + bmop2y/mHo (Vir)).
To je ale nepraktické pro dalsi vypocty. Podivejme se proto, zda nedosdhneme lepsich
vysledkt pomoci hrani¢ni trojice.



20 Kapitola 2. Vybrané kvantové modely

2.3.1 Hranicni trojice pro K

Pro H; ; vezmeme funkce ¢, ¢ € 7 (H, ¢.1) velmi jednoduse ziskame

(15, 0]0) — (| H510) = [0 ¢ — 06" dr = $(0)¢' (0) — ¥(0)(0).

Hrani¢ni operatory mizeme proto v definici (1.3.1) zvolit takto: Ty = T}(f) = £(0),
I =THf)=f(0),9= C se standardnim skaldrnim soucinem.
Pro funkce ¥, ¢ € Z(h§) obdobné z (1.1) a (2.1) ziskdme

¢) — (¥

Z prvni Von Neumanovy formule dostaneme:

hiso) = Wo(i, ).

(v

Y =[f+ag+bg
O = f+ag+bg

Kde f € (hTo) Dosazenim do Wronskianu a upravenim pomoci linearity a vlastnosti
f, f, g dostaneme:

Wo(f +ag+bg, f +ag+bg) = Wo(f, f) +Wo(bg +ag, ag +bg) = (aa— bb)Wo(g, 9).
Ukazme, Ze opravdu Wy(f, f) = 0. Z rovnosti Wy(f, g) = Wo(f,g) = 0 plyne

lim Re(g)f — Re(g)f =0

r—0+t

lim Im(g)f — Im(g)f = 0.

r—0+t

Dosazenim za g z (2.6), g = 1 ln(r + O( -) a upravenim ziskdme rovnosti

3gfugk+ouﬁ»:o
lim f'(r)(v/7 + O(r3/r)) = 0.

r—0+t

7 téchto dale plyne

lim — =1 =
Jip, 77 = lig V57 =0

A konecné i

Navic Wo(g,9) = 9(0)g'(0) — ¢'(0)g(0) = 2Img(g(0)g'(0)). Dosadime do ¢, ¢ za g
asymptoticky rozvoj.

() = [+ (ay + B7)Vrin (r) + (a7 + 57)Vr + O(r3)
o(r) = f+ (@y +07)vrin(r) + (ay + )/ + O(r2).

Oznacme:

a=ay—+ by
B = ad + bé.
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Obdobné:

Protoze:

Nakonec:

Miizeme proto zvolit I'y” : 2(hy ) — C takto:

30/ + avrin(r) + By + O(r3)) = g
T2(f + ay/rin(r) + 8yr + O(r B

2Img(6v)

[N
~—
~—

I

Kde fe 2 (ﬁio) Vréatime se k puvodnimu netransformovanému hg pomoci ¢ — /.
Tedy

VI =+ ayrin(r) + ByT + 0(r2)), f e D(h).

Mizeme vyjadrit

W) _ o[B80
r—0 In(r) s 71"1—% In(r)

lim ¢ (r) — aln(r) = 8+ lim f(r) + O(r?)

Protoze navic plati lim, o f(r) = 0, dostaneme hledané hrani¢ni operatory I'j; :
2(hy) — C

1 _ 1 _Y(r)
Lo(v) = 2Img(67) 71}_1}(1) In(r)
I'2(y) lim ¢ (r) — aIn(r).

 2mg(5y) 0
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Dohromady pro ¢ = (1,4) , ¢ = (61, ¢s) € (K plati:

(K30]e) — (WK o) = (B ér) — (1 |hgdn) + (Hg1tbn|da) — <w21H01¢2>
1) =

To()T}(91) + To()TH(02) ~ 36T () ~ T3(02)T

(T T <wz>)< Eiﬁ)-(ﬁ%) ) <£§E¢§>

Volime proto celkové hrani¢ni operatory (g, I'1,%) takto:

Po(¥) = (T5(v1), T5(¥2)), T1(¢h) = (I1(¢1), T{(¢2)). Prostor & = C* se stan-
dardnim skaldrnim soucinem. Véta (8) ndm 1ikd, Ze defini¢ni obor K je takového
tvaru

: Lo(f) (/)
2(K,) ={f e *RYPLXRi(I +U) [ -3 ={I-U ! .
() = {7 € PER)S LRI +U) (137)) = (1 -0 ([ )
Kde U je unitarni matice 2 x 2. Pro velkou skupinu matic U jsou tyto hrani¢ni
podminky tvofené promichanim hrani¢nich podminek pro jednotlivé podsystémy.
Vznikly operator tak nelze napsat jako direktni soucet.



Z.aver

Tato prace se zamérila na problematiku samosdruzenych rozsiteni pro symet-
rické, neomezené operatory v kvantové mechanice. Nejdiive jsou zavedeny zakladni
pojmy tykajici se sdruzenych a symetrickych operatorti, které jsou potrebné k Von
Neumanovo postupu konstrukce samosdruzenych rozsiteni.

Nadale se hledaly tridy samosdruzenych rozsiteni Hamiltoniant konkrétnich

systému. Nejprve se jednalo o jednoduchy systém kvantové c¢astice vazané na po-
loptimku. Zde je urceno i spektrum, které pro vSechna rozsiteni obsahuje vSechna
kladna cisla a pro nékterd rozsiteni obsahuje pravé jedno vlastni ¢islo. Déle byla
uvazovana volnda ¢astice na plose s bodovou interakci v pocatku. Zde postup spoci-
val v prevedeni problému do sférickych souradnic a rozlozeni vzniklého systému do
jednorozmeérnych podsystému. Dale pak nalezeni jejich samosdruzenych rozsireni a
poskladani vseho dohromady.
Neumanova formule dala tfidu samosdruzenych rozsiteni generovanou unitarnimi
maticemi 2 x 2. Navic novym pfinosem této prace bylo vyuziti hrani¢ni trojice k
zjednodusenému popisu této tridy rozsireni. Také vyslo, ze popis defini¢niho oboru
vzniklého samosdruzeného rozsiteni je ur¢en michdnim hrani¢nich podminek jednot-
livych podsystémi a nejde tak zapsat jako direktni soucin.

V této praci se podarilo dosdhnout stejnych vysledkt jako ve ¢lanku ,,Quantum
motion on a halfline connected to a plane“ publikovaném P. Exnerem a P. Sebou [2]
a doplnit je o popis pomoci hrani¢nich podminek.

Pro praktické vyuziti vysledkt k popisu skutecnych jevi je potfeba urcit, kterd
konkrétni matice generuje vhodny Hamiltonian (napf. vhodnym experimentem.) Pro
dalsi zkoumani tohoto tématu se nabizi modifikace plochy ve tieti kapitole na kruh,
ktery je na rozdil od nekonecné plochy, k nalezeni ve skutecném svété. Dalsi moznost
je nahradit polopiimku tseckou.
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