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Abstrakt

Tato bakaladfskd prace se zabyva vyuZitim obycejnych diferencidlnich rovnic v dynamice
populaci. Nejprve je pfedstaveno nékolik jmen z historie, které stoji jak za matematickym
aparatem, tak i za vznikem modelovani populaci a studiem populace obecné. Dale je strucné
vysvétleno, co to jsou obycejné diferencialni rovnice a jak se fesi. Hlavni naplini této prace je
podrobnéjsi zkoumani logistické funkce a threshold modelu. Na zavér jsou predstaveny
bifurkace a jejich uplatnéni na vySe zminénych modelech.

Klicova slova

Obycejné diferencidlni rovnice, matematické modelovani populace, logisticka funkce,
threshold model, bifurkace

Abstract

This bachelor thesis deals with application of ordinary differential equations in modeling of
population dynamics. First, there are introduced historical characters, who stand behind the
mathematical theory and behind the evolution of population modeling. Next, there are briefly
explained ordinary differential equations and showed, how to solve them. The main content
of this thesis is detailed analysis of logistics function and threshold model. In the end, there is
introduced bifurcation and its application to mentioned models.

Key words

Ordinary differential equations, mathematical modeling of populations, logistics function,
threshold model, bifurcation
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Uvod

Jak odhalime v prvni kapitole, stejné jako mnoho jinych védnich obord, tak i populaéni
dynamika ma koreny v davné historii. Motivaci mUzeme vidét v ekonomickém uzitku, ale i v
pochopeni samotného fungovani pfirody kolem nds. Populaéni dynamika nebyla hybatelem
vyvoje, nybrz téZila z objevenych poznatk(, mezi které se fadi obycejné diferencialni rovnice.
V kapitole o diferencidlnich rovnicich mimo jiné vysvétlime, co to jsou rovnovazné body a jak
je hledat, coz i nasledné vyuZijeme. Predstavime totiz 2 jednoduché populaéni modely, a
ackoliv jsou popsany pouze jednou diferencialni rovnici, navic 1. fadu, poskytuji vysledky, které
se pfi vhodném pouziti shoduji srealnym vyvojem populace. Budeme zkoumat jejich
matematické vlastnosti, predevsim jejich pribéhy a zavislosti na pocatecnim stavu populace.
Tyto vlastnosti jsou sice ocividné, nebot pomoci vypocetni techniky si snadno mlzeme
vykreslit grafy funkci, my se je vSak pokusime matematicky dokazat. V zavéru se jemné
dotkneme bifurkaci, které ne zcela souvisi se spojitym modelem, pokud se ovSsem zamyslime,
tak ani vyvoj realné populace neni v ¢ase dokonale spojity.



1 Historie

1.1 Fibonacciho posloupnost

Mnoho strfedovékych matematickych objevl v Evropé, jako napfiklad aritmetické
metody vypoctu druhé a tfeti odmocniny, bylo bud’ pfejato z vychodnich kultur anebo na né
tehdejsi myslitelé pftisli z vlastniho Usili, avSak aZz o nékolik stovek let pozdéji, nez tomu bylo
na vychodé. Stejné tomu bylo s posloupnosti zvanou jako Fibonacciho, kdy s touto myslenkou
prisel indicky matematik Pingala asi 2 stoleti pf. Kr. Nicméné Evropé tuto fadu Cisel predstavil
Leonardo z Pisy, od 18. stoleti prezdivany jako Fibonacci, ve své knize Liber Abaci.

Fibonacci se narodil v 2. poloviné 12.stoleti v italské republice Pisa a jako dité cestoval
se svym otcem obchodnikem Stfedomofim. PFi téchto cestdch se sezndmil s arabskymi
Cislicemi a desitkovou soustavou a porovnaval je s jinymi Ciselnymi systémy. AC se to na prvni
pohled nemusi zddat, Fibonacciho posloupnost fesila jednoduchou otazku rlstu populace
kralikQ. Pokud na zacdtku roku mél muzZ jeden pdr kralikd, kolik jich bude mit za rok, jestlize
krdlici po mésici dospéji a kazdy mésic porodi novy pdr, ktery po mésici dospivani zacne téz
rodit? To znamend, Ze ve druhém mésici se narodi 1. par kralik(. Ve tfetim se narodi pouze
jeden par tomu plvodnimu a jeden par dospéje. Ve Ctvrtém mésici uz rodi 2 pary
a narozeny v predchozim meésici dospéje. Tedy v patém mésici rodi 3 pary a 2 pary dospéji.
Timto zplsobem bychom mohli pokracovat dale. Matematicky to mizeme zapsat jako

Ppy1 =P+ Pyy, (1.1)

kde P, je pocet pard mladych i dospélych krdlik(i v mésici n. Mnozstvi para P, je
souctem parl P, v mésici n a nové narozenych v mésici n+1, ale protoze mohou rodit pouze
dospéli kralici, tak pocet nové narozenych je roven poctu P,,_; v mésici n-1. Kdyz Ciselné
dosadime, tak ziskavame1+1=2->1+2=3 -2 + 3 =5 atd.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

o

11 12 13

n
wn

Py 1 1 2 3 5 8 13 21 34 89 144 233

Tab. 1: Fibonacciho fada pro prvnich 13 ¢lend. [1]

Pokud bychom méli odpovédét na plvodni otazku, pak fesenim je 144 parQ na konci
roku. Je dlleZité upozornit na to, Ze model ma s realitou velmi malo spolec¢ného, nebot nebere
zfetel na umrti, porodnost anebo na pohlavi, ktera se narodi. [1], [2], [3]

1.2 Eulertiv exponencialni rtist

Leonhard Euler narozeny v roce 1707 v Basileji, byl Svycarsky védec a matematik. Jeho
védecka drdha zapocala roku 1720, kdy nastoupil na Basilejskou univerzitu, kde ovsem
studoval teologii a hebrejstinu, aby se vydal ve Slépé&jich svého otce, ktery byl kalvinistickym
pastorem. | pfesto ho jednou tydné matematice vyuéoval Johannes Bernoulli, ndsledné se stal
blizkym pritelem Daniela a Nicolause Bernoulliti a diky nim se Euler vydal védeckym smérem.
Publikoval mnoho matematickych dél, kde se zaméroval na problematiku napftiklad
nekonecnych fad, diferencialnich a integralnich poctll, ale mimo to se zabyval i fyzikou a byl
prakopnikem dnesni mechaniky tuhych téles a hydrodynamiky.



V jeho dile Introduction to Analysis of the Infinite (Introductio in analysin infinitorum)
rozebiral Ctyfi otazky populaéniho rlstu. Jedna znich byla: Pokud pocet obyvatel na
konkrétnim uzemi, kde Zilo 100 000 lidi, se kaZdorocné zvétsi o jednu tficetinu, jakd bude
populace za 100 let? VSechny Ctyti otazky resil pFisluSnymi Gpravami rovnice exponencialniho
rastu:

B, = (14 x)"P,, (1.2)

ve které P, je populace vroce n, P, je plvodni pocet obyvatel a x je redlné Cislo, které je
koeficientem rUstu. Tato rovnice vychazi z vypoctu populace P, pro rok n+1:

Ppy1 = (1 +x)B,. (1.3)

Vzhledem k v té dobé neexistujicim vypocCtovym technologiim Euler vyuzival pro reSeni
exponencidlni rovnice logaritmické pocty, které predstavil John Napier. V jeho dalSim dile se
podrobnéji zabyval, jak do rovnice zahrnout porodnost a umrtnost. Pokud zavedeme, Ze B,, je
pocet narozenych v roce n, m je vyrazem pro pomér narozenych ku celkové velikosti populace,
tedy m = B, /P,, a zavedeme koeficient rlstu r = (1 + x) pak Upravami lze ziskat
v demografii nazyvanou Eulerovu rovnici:

_ q1 42 an
1—m(1+?+r—2+--~+r—n).

(1.4)
pricemz g, vyjadfuje pomér narozenych déti, které dosahly alespon jednoho roku Zivota.
Rovnici lze upravit do mnoha tvar(. V pfipadé, Zze r = 1, tj. velikost populace se v ¢ase neméni,
pak tento vztah odpovidal pozorovani, které provedl Edmund Halley v Breslau na konci 17.
stoleti. Na Eulerovu praci navazalo mnoho badatell jako napfiklad Alfred J. Lotka. [1], [4]

1.3 Daniel Bernoulli a ockovani proti spalnickam

Roku 1700 v nizozemském Groningenu se do rodu myslitel( Bernoulliti narodil Daniel,
ktery se dle planu svého otce Johannese |, jenz byl vybornym matematikem, mél stat
obchodnikem. V Basileji, kam se odstéhoval s otcem v péti letech, ziskal medicinsky titul, ale
matematikou se zabyval i nadale, coz dokazuje fakt, Ze vroce 1725 ziskal profesuru na
Petrohradské akademii. Stejné jako Leonhard Euler, se zabyval vicero obory, a tak i on pfinesl|
cenné poznatky napfiklad do mechaniky tekutin.

Roku 1760 se na Akademii véd v PafiZi zacal vénovat nestovicim, respektive Umrtnosti
na né a ochranou ockovanim pro nim, cozZ je pravdépodobné poprvé, kdy se matematicky
model pouziva pro posouzeni praktickych vyhod. Tou hlavni otdzkou bylo, zda ochrana proti
nestovicim je dostatecné vyhodna na to, aby stalo za to podstupovat riziko Umrti na ockovani
samotné. Pro zjednoduseni problému zavedl nékolik predpokladll. A sice Ze lidé, ktefi
onemocni nestovicemi, maji pravdépodobnost Umrti p a pravdépodobnost preziti (1-p),
nezavisle na véku jedince. Dale zaved| koeficient g, ktery urcuje pravdépodobnost infikace pro
kazdého jedince. Poslednim predpokladem je, Ze prodélani nemoci zajistuje jedinci imunitu
do konce jeho Zivota. Umrtnost z jiné pfic¢iny nez onemocnéni nestovicemi je oznac¢ena m.

Stari ¢lovéka oznacime x, S(x) je skupina lidi stejné vékové kategorie, ktefi dosud nebyli
nestovicemi nakazeni, R(x) jsou lidé, ktefi ziskali imunitu. Tedy celkova populace P(x) je rovna



souctu S(x) a R(x). MliZeme napsat rovnice pro ¢asovou zménu poctu neinfikovanych a
imunnich:

ds
0 : 1.5
I qS — m(x)S; (1.5)

dR
== q(1 —p)S — m(x)R. (1.6)

Sectenim téchto rovnice ziskdm vztah pro zménu velikosti celé populace:

dP
- = — 1.7
- pqS — m(x)P. (1.7)

Bernoulli nakonec oc¢kovani vyhodnotil jako vyhodné a doporucil, aby se o¢kovani proti
nestovicim zavedlo. Svij vyzkum ohledné ockovani proved! i Jean le Rond d'Alembert, ktery
Bernoullia kritizoval za jeho préci s daty, nicméné i on se pfiklonil k aplikovani ockovani. [1],
[4], [3]

1.4 Thomas Robert Malthus — zakladatel demografie

Narodil se roku 1766 ve Wescottu nedaleko Londyna jako sedmy potomek Daniela
Malthuse, ktery byl pfitelem Jean-Jacquese Rousseaua. Spolu s matematikou studoval
anglic¢tinu, latinu a fectinu na Jesus College na univerzité v Cambridgi a na vysoké skole
v Haileybury se stal profesorem historie a narodniho hospodarstvi. Roku 1797 se stal
anglikanskym knézem.

Jeho dila nebyla matematického ale spiSe filozofického razu. V jeho nejslavnéjsim dile
An Essay on the Principle of Population popisuje uvéznéni lidstva pomoci 2 zakon(. Tim prvnim
je, jak rychle se mlze lidstvo rozrlstat. Za predpokladu, Ze atraktivnost druhého pohlavi se
nemeéni a je prirozena porodnost (tj. napriklad antikoncepce je vyloucena), tak na jednu Zenu
v primeéru pripada 15 novorozenat, s timto ¢islem souhlasii moderni demografie. Zakon druhy
mluvi o tom, Ze dlouhodoby rist produkce jidla a dalSich zdroja potiebnych k Zivotu bude vidy
mnohem pomalejsi nez rlst populace. Navic pfidal i myslenku konecného mnozstvi energie,
kterou jsou rostliny a zvifata schopné predat ¢lovéku ze slunce v podobé potravy. Zavérem je,
Ze populace béhem nékolika generaci sice mlze prudce vzrist ale dfive nebo pozdéji bude
zasazena valkou, hladomorem, onemocnénim nebo jejich kombinaci. Tyto jevy nazval jako tfi
pozitivni faktory pro umrtnost. Vydal i druhy dil této publikace, ve kterém se danou
problematikou zabyval z pohledu tendenci, odhad( a pravdépodobnosti. V ném jako nejlepsi
formu zpomaleni rlistu populace povazoval pozdéjsi uzavirani manzelskych svazk(, zatimco
antikoncepci, vrazdy narozenych a nenarozenych déti odsuzoval.

V navaznosti na jeho Uvahy podnikl cesty do mnoha evropskych zemi jako napfiklad do
Norska ¢i Svycarska. Mimo cestovani provadél i empirické vyzkumy a napfiklad si viiml, Ze
populace USA se zdvojnasobuje kazdych 25 let béhem 18. stoleti. Jeho knihy sklizely dspéch
jiz v jeho dobé a mezi jeho kritiky se pozdéji fadil Karl Marx. [1], [5], [6]

1.5 Logisticka rovnice Pierre Frangiosa Verhulsta
Pierre Frangios Verhulst byl plivodem z Bruselu a narodil se na zacatku 19. stoleti,
konkrétné 1804. Doktorat z matematiky ziskal ve svych 21 letech na Gentské univerzité a
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pozdéji se stal profesorem matematiky na nové vznikajici univerzité v Bruselu. Verhulst se
inspiroval praci T. R. Malthuse a myslenkami Adolphea Queteleta, jenZ i on navazoval na
Malthuse a hledal analogii mezi ristem populace a objevenymi principy v mechanice. Verhulst
si uvédomil, Ze analogie s mechanikou nedava pfilis smysl a Ze rozristajici se populace bude
nardzet na limity zminéné v kapitole 1.4. a proto by se mohla blizit ustdlenému stavu. Zkusil
tak navrhnout vlastni rovnici pro populaci P(t) v zavislosti na €ase t:

dpP P
il _= 1.8
dt rP (1 K)' ( )

kde r je redlné Cislo a je koeficientem rdstu. Pokud bude populace P(t) mald v porovnani
s parametrem K, ktery mGzZeme oznacit limitni velikosti a jeji dosazeni mozné pouze pokud
t - oo, pak mizeme psat:

dP
T ETP, (1.9)

jejimz reSenim je exponencialni rist:

P(t) = P(0)e™. (1.10)
Lze si v§imnout, Ze ¢im vice se bude P(t) blizit ke K, tim se bude rist zpomalovat. Také plati,
Ze krivka je konvexni pravé kdyZz P(t) < K/2 a naopak konkavnost nastava kdyz P(t) > K /2,
coz lze snadno ovéfit derivaci podle ¢asu a bude i pozdé&ji ukdzano. Verhulst také urcil, jak

odhadnout koeficienty r a K. Plati pro né vztahy:

P,P, + P,P, — 2P,P,

= ; 1.11

1 P12_P0P2 ( )
1_1
P, K

r==In 11| (1.12)
P, K

P, oznacCuje pocatecni stav populace, P; populacev ¢aset =T a P, populaciv ¢ase t = 2T.

Nasledné zkousel porovnavat data o poctech obyvatel z nékolika evropskych zemi
v Useku nékolika let s hodnotami ziskanych z jeho rovnice pfi dosazovani rdznych hodnot
koeficientll a vyslednd kfivka pomérné slusné odpovidala empirickym datlim. Pro Belgii urcil
hodnoty koeficientd r = 2,62 % a K = 6,584 milionli a na zdkladé toho predpovidal
populaci Belgie v roce 1851 na 4,998 mil. a v roce 1900 na 6,064 mil, pficemz realita byla
6,694mil.
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Obr. 1: Logistickad rovnice a data poctu obyvatel v Belgii v letech 1815, 1830 a 1845. [1]

V jednom ze svych dél se vyloZzené vyjadril ke geometrickému rlstu, zdvojnasobovani,
poctu obyvatel ve Spojenych statech americkych, o kterém se zminoval Robert Malthus.
Verhulst tvrdil, Ze hypotéza o geometrickém rlstu muize platit pouze za podminky nékolika
urcitych okolnosti, naptiklad kdyz se osidli prakticky neomezené uUrodné Uzemi vyspélou
civilizaci, jako tomu bylo pfi osidlovani amerického kontinentu prvnimi koloniemi.

Ackoliv s logistickou funkci pFisel jako prvni Verhulst, tak nezavisle na ném ve 20. stoleti
ji objevili i dalsi védci, ktefi ji zkouseli vyuzivat pro odhady ristu populace lidi, zvifat, rostlin
ale i mikroorganismu a az v roce 1922 si Verhulstova dila v§iml Raymond Pearl. [1], [7]

1.6 Isaac Newton

Isaac Newton se narodil roku 1642 rodiné osamostatnénych zemédélch v hrabstvi
Lincoln v Anglii. Jeho otec zemrel dfive, nez se narodil, jeho matka se brzy znovu provdala a
on byl vychovavan nejprve svoji babickou a pak svym strycem Williamem Ayscoughem. Diky
majetku jeho matky v druhém manzelstvi a majetku, ktery zdédil po svém otci, nikdy nemusel
bojovat s nedostatkem penéz. Newton byl nadany jiz jako dité a jeho talentu si poprvé vyrazné
vsiml jeho stryc, diky némuz nasledné studoval na univerzité v Cambridge a roku 1668 ziskal
titul magistra svobodnych uméni. Okrajové se zabyval alchymii a teologii, byl totiz hluboce
véricim.

Jeho genialita slouzila predevsim ve prospéch fyziky a matematiky. Velké mnozstvi
svych poznatk( zapsal do knihy snazvem Matematické principy prirodni filozofie
(Mathematical Principles of Natural Philosophy). On spole¢né s Liebnizem je zakladatelem
matematické discipliny calculus. Newton vymyslel koncept limit, derivaci a integraci.
Diferencialni pocet byl nastroj, kterym mohl resit pohyb jakékoliv spojité se pohybuijici ¢astice,
integradlnim zase feSil vzdalenost, kterou ¢&dastice urazi, pfiéemz jeji rychlost se méni. Pro
studium populaéniho ristu se hodi pravé obycejné diferencidlni rovnice, které diky nému
prvné vyuZzil Euler. Newton ve svém dile Method of Fluxions uvedl 3 typy diferencidlnich rovnic:

d d
cd f(x) nebo také cd

2 = O (113)

dx

dy _
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dy dy
S r— — =Y. 1.1
x16x1+x26x2 y (1.15)

Samoziejmé, Ze on tyto rovnice nezapsal vizualné stejné, ale ¢ast jeho notace se vyuziva

dodnes naptiklad v mechanice pevnych téles, kdy se pro derivovani uzivd tecka nad
proménnou x. [4], [8], [9]

Mult, &t =——ax* faxy—yi| —y - axy :a'::

3_‘: L] 2—% - * . 2! . : -
by x x a & J J 2

makes 3A:x‘ —2axx +a.x':y * o2 j)"-{— ajx *

Obr. 2: Newton(v zpusob prdce a zapisovdni derivaci. [10]
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2 Obycejné diferencialni rovnice
2.1 Strucny uvod

Hrubé feceno, obycejnd diferencialni rovnice je vazba mezi neznamou funkci, jejimi
derivacemi a zpravidla jednou nezdvisle proménnou. Rddem diferencialni rovnice rozumime
nejvyssi rad derivace, kterd se , efektivnim® zplisobem vyskytuje v rovnici. Pravé podle fadu se
rovnice nejcastéji tfidi do skupin. Mezi ty nejdlleZitéjsi patfi rovnice 1., 2. a 4. fadu.
Diferencialni rovnice mohou mit mnoho feseni, dokonce az nekonec¢né mnoho. Abychom
v konkrétnich aplikacich ziskali jednoznacné uréené feSeni, musime doplnit dodatecné
podminky. Témi nejdllezitéjSimi podminkami jsou:

— pocdtecni, které se jinak nazyvaji Cauchyovy, se zadavaji vjednom bodé,
respektive v asovém okamziku;
— okrajové jsou zadany v krajnich bodech intervalu, obsahujicim resSeni.
Ulohu, kterou fedime diferencidlni rovnici s po¢ate¢ni podminkou, oznaujeme jako poédteén,
popt. Cauchyova uloha. Uloha Fe$end diferencialni rovnici a okrajovymi podminkami, je zvana
jako okrajovd uloha. Okrajové podminky se uzivd u diferencidlnich rovnic 2. a vyssiho
fadu. [11]

Definice 2.1.1.
Necht F = F(x,pg, D1, ---,Pn) j€ redind funkce s n + 2 proménnymi, jejiz definicni obor
je D € R™*2 g kterd vzhledem k proménné p,, neni konstantni, tedy plati napfiklad aaTF Z 0.
n

Pak rovnici:

F(x,y,y’,...,y(”)) =0 (2.1)
nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici n Fadu se zavislou proménnou y na nezavislé x. [11]

Definice 2.1.2.

Linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu rozumime rovnici:

y'+y-alx)=gkx), x€], (2.2)

kde ] = (a,8), —o0 < a < B < 4. Funkci a oznacujeme jako koeficient rovnice a funkci g
jako pravou stranu, pficemz a i g je spojité na intervalu J. Pokud g = 0, pak takovou rovnici
oznacujeme jako homogenni, v opaéném pfipadé jako nehomogenni. Reseni y = 0 je Fesenim
kazdé homogenni rovnice, takové FeSeni nazyvame trividini. [11]

Matematické modely, které popisuji dynamické chovani fyzikdlnich ale i jinych
systém(l, casto obsahuji linearni diferencidlni rovnice. My pro modelovani ristu populaci
budeme vyuZivat homogenni diferencialni rovnice 1. fadu, avSak nelinearni. To znamen3, Ze
rovnice mlze obsahovat vice ¢lend s y o rlznych mocnitelich nez jako rovnice (2.2). Definice
2.1.2. se nds tedy plnou mirou netykd, avSak poskytuje dobrou prfedstavu o tom, jak mohou
diferencidlni rovnice vypadat. Navic je zfejmé, Ze i nelinearni homogenni rovnice budou mit
vzdy trividlni feseni.
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2.2 Metoda separace proménnych
Budeme-li mit rovnici typu:

y' =gx)-h(y), [xy]l€GCE,, (2.3)

kde “ oznacuje derivaci podle nezavislé proménné (x), tedy y' se da vyjadrit jako podil dvou
diferencidlt y' = %, muZeme ji feSit metodou separace proménnych pfi splnéni 2 podminek:
e Funkce g(x) musi byt spojita naintervalu J; ¢ R
e Funkce h(y) musi byt spojita a nenulova naintervalu J, ¢ R

Z druhé podminky vyplyva, Ze na celém intervalu h(y) neméni znaménko. Nyni Ize provést
separaci:
dy

F}’) = g(x)dx. (2.4)

Nasledné tuto rovnici integrujeme:
dy J‘
—_—= (x)dx;
TORLEAR

Hy) =G6(x)+C,  (CER). (2.5)

V tuto chvili zbyva pouze nalézt inverzni funkci H_; k funkci H, abychom vyjadfili zavislost
zavislé proménné y na nezavislé x. To znamena:

y=H_1(G(x) + C). (2.6)

Rovnice (2.4) je hledané obecné teseni obycejné diferencidlni rovnice 1.fadu metodou
separace proménnych. [11]

2.3 Stacionarni body diferencidlnich rovnic

Ze zdakladu infinitezimalniho poctu (neboli kalkulu) vime, jaky vyznam maji derivace
funkci. Pokud se ovsem na diferencialni rovnice jako treba (1.8) nebudeme divat jako na
derivaci néjaké funkce a pripustime moznost, Ze je rovnice rovna 0, pak zjistime, Ze se vtomto
bodé nachdzi stacionarni bod, jinak feceno rovnovazny stav. K takovému stavu dfive ¢i pozdéji
dospéji vSechna reSeni dané rovnice.

Definice 2.3.1.
Bod y, je staciondrnim bodem rovnice y' = f(y), pravé kdyZ f (y,) = 0. [12]

Staciondrni feSeni mize byt bud' stabilni nebo nestabilni. Stabilni mizeme chapat ve smyslu,
Ze mala vychylka od tohoto rfeSeni konverguje zpét k danému stacionarnimu bodu, v opaéném
pripadé se jedna o nestabilni feseni, bud tedy konverguje k jinému stacionarnimu bodu, anebo
reSeni ,utika“ do +oo. Tento druh stability se nazyva asymptotickad stabilita. [12], [13]
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Definice 2.3.2.

Necht y, je staciondrnim resenim y' = f(y) a y je rfesenim s pocdtecni podminkou
y(0) = y,. ReSeni y, nazyvéme stabilnim, pokud pro jakékoliv € > 0 existuje takové § > 0,
aby pocatecni feseni y; splfiovalo podminku |y, — yo| < 8 a zdroveri libovolné reseni y(t)
splriovalo |y(t) — yo|l <&, pro vsechna t > 0. Navic, pokud tll_)rg y(t) = yo, pak je y,

asymptoticky stabilni. Pokud tedy y, neni stabilni, Fikame, Ze je nestabilni. [12]

Zda je bod stabilni ¢i nestabilni, snadno urc¢ime uzitim Véty 2.3.3.

Véta 2.3.3.
Je-li yo staciondrnim resenim y' = f(y), tedy f(y,) = 0, a funkce f(y) md spojitou
1. derivaci, pak reseni je stabilni kdyZ f'(y,) < 0 a nestabilni kdyZ f'(y,) > 0. [12], [13]

16



3 Logisticka funkce podrobnéji

3.1 Motivace

Rozvedeme poznatek T.R. Malthuse, Ze populace v USA mezi roky 1790 a 1840 vzrostla
z 3,9 mil. obyvatel na vice nez 17 mil. Z tehdejsich dat vyplyva, Ze populace rostla geometricky,
tedy kazdych 10 let se populace rozrostla v priiméru 1,34krat, respektive dvojnasobné kazdych
25 let. Pokud bychom se pokusili na zakladé téchto dat predikovat velikost populace do
soucasnosti, zjistili bychom, Ze by nyni mélo v USA Zit vice nez 3 mld. lidi, zatimco realné v USA
Zije zhruba 10krat méné obyvatel, tedy 300 mil. Pro modelaci hypotetického stavu jsme vyuZili
exponencialni rovnici (1.2), kde r = (1 + x) ar = 1,34. Na obr. 3 je vidét grafické porovnani
reality s modelem. Je vidét, Ze rlst populace musi byt néjakym zplsobem omezeny. [1], [14]

Verhulstova logistickd rovnice (1.8) dobfe aproximuje rlst populaci, jak uz ve
zmiflovaném pfikladu v Belgii nebo i riist populace ve Svédsku béhem poslednich 4 staleti,
pravé protoZe zohledriuje omezeni rlstu, zaroven je jednoducha a elegantni. Nicméné rovnice
(1.8) je v diferencidlnim stavu a bylo by vhodné najit jeji feseni v jiné formé, idedlné v podobé
vyjadreni velikosti populace P v zavislosti na ¢ase t. [15]

Porovnani vyvoje populace v USA

><109

——— Hypoteticky vyvoj

Historicky vyvoj

0

1800 1850 1900 1950 2000
t [rok]

Obr. 3: Srovndni historického rustu s exponencidlnim modelem.

3.2 Reseni logistické funkce

Prava strana rovnice (1.8) je pouze funkci zavislé proménné P obsahujici konstanty r
(koeficient rlstu) a K (limitni velikost populace), pficemz obé konstanty jsou nenulové. Je
zfejmé, Ze prava strana je spojita a nenulova pravé tehdy, kdyz P # 0 a zaroven P #+ K. Tim
rovnice spliiuje podminky pro pouziti metody separace proménnych.

d—Per(l—E) (1.8)

Po separaci (3.1) je zfejmé, Ze nejsnazsi zpusob integrace levé strany vede pres vyuziti
parcialnich zlomk (3.2).
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dP

= rdt; 3.1
P(1—§) (3.1)

1 11
—p =pt P 3.2
Pa-B T ka-5H (32)

Pak tedy budeme integrovat levou stranu rovnice (3.1) ¢len po ¢lenu:

[t - [+ [ g .

Kazdy ¢len integrujeme zvlast, druhy integrél se fesi vyuZitim substituce t = K — P:
1
deP = In|P| + cy; (3.4)

dP
—K_P=—ln|K—P|+c2; (3.5)

Dosazenim (3.4) a (3.5) do (3.3) konecné ziskavame:

dpP
f_P In|P| — In|K — P| + cs. (3.6)
P(1-7)

Vyuzitim pravidel pro logaritmovani pfi dosazeni do rovnice (3.1), kde jsme pravou stranu také
zintegrovali, ziskame tvar:
In (c

Pro vyjadieni velikosti populace P v zavislosti na ¢ase t je nutné najit inverzni funkci
k logaritmické, coz je exponencialni funkce (3.8). Vydélenim konstantou c ziskame tvar (3.9) a
zavedenim nové konstanty C pfevedeme na jednodussi podobu (3.10):

>=rt. (37)

rt —

(3.8)

c |K—P|

rt_

|K P| (310)
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Pfi vyjadfovani P se nejprve musime vyporadat s absolutni hodnotou:

P
|>0 - Ce”zﬁ; (3.11)

| P
K—P

| P

K—P|<0 S Cert=— (3.12)

Poté uZ jednodu$e vyjadiime zdvislost P(t). Zjistujeme, Ze nds to spolu s podminkou
nenulovosti jmenovatele vede k tomu, Ze logisticka funkce funguje ve dvou rezimech:

CKe™t P
P(t) = ——, > 0; 3.13
® Ce™ +1 |K—P| ( )
CKe™ P
P(t) = —— _ 3.14
®) Ce™ —1’ ‘K—P‘<0 ( )

3.3 Rozbor rezimti logistické funkce

Kazda zdrava populace ma snahu zvysit své pocty, proto budeme brat koeficient ristu
r vétsi nez 0. Kdyby r bylo mensi nez 0, poté by naopak populace vymirala. Velikost populace
P musi byt vidy kladnd a toto budeme predpokladat i ve zbytku celé prace. Pokud nastane
situace P = 0, populace se nema z ¢eho rozrlst. Koeficient K je limitni velikosti populace,
vyjadfuje podminky pro rlst v daném prostredi, a tedy musi byt tézZ kladny. Pokud tedy P a K
jsou vzdy kladné, pak odstranéni absolutni hodnoty v rovnici (3.10) zdavisi na jejich poméru.
Nakonec C je integraéni konstanta a jeji hodnotu uréime z pocateéni podminky.

ProtoZe funkce (3.10) neni definovana pti velikosti populace P = K, pak v tomto bodé
neni definovan ani jeden z rezimU. Z o¢ekdvani, které uvadime pozdéji, by se dalo uvazovat,
Ze oba rezimy se vzdy budou bliZit k hodnoté K ale nikdy ji nedosahnou.

Tvrzeni 3.3.1.
Rezim (3.13) se k hodnoté K bliZi limitné prot — oo. Tzn. funkce md asymptotu v K.

Dukaz.
lim P(6) = I CKe™ Y CKe™ CK K
im = lim ———— = lim = =K.
t—00 t-w Ce™ + 1 Hme”(C+%) (C+0) (3.15)
e
[
Tvrzeni 3.3.2.
Rezim (3.14) se k hodnoté K bliZi limitné prot — oo. Tzn. funkce md asymptotu v K.
Dukaz.
lim P(¢) = 1i CKe™ Y CKe™ CK K
im = lim ——— = lim = =K.
—oo o Ce — 1 toeo 1 C—0 (3.16)
t t e t ert(C — ﬁ) ( )
[
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Ocekavame, Ze populace bude vzdy rlst, bude-li k tomu mit dostatek prostoru. Jeji
pocty by ale mély klesat, pokud svoji velikosti pfesdhne Unosnost prostifedi, navzdory snaze
populace rlst. Oba predpoklady jsou shrnuty a dokdzany ve Tvrzeni 3.3.4. a 3.3.5. Aby byla
funkce na urcitém intervalu rostouci, musi byt i jeji derivace na daném intervalu kladna, pro
klesajici funkci zase zdpornd derivace. Obé tvrzeni nelze snadno dokazat derivovanim funkci
(3.13) a(3.14). Samotna derivace je sice pomérné snadna ale dokazat, Ze je vzdy kladna, popfr.
zaporn3, je slozité. Mlzeme ovsem vyuzit Véty 3.3.3.

Véta 3.3.3.
Je-li f funkci rostouci, pak i jeji inverzni funkce f~1 je rostouci, respektive pro klesajici
funkeci f je i inverzni funkce f~1 klesajici. [16]

Tvrzeni 3.3.4.
Je-li P(ty) < K (viz Tvrzeni 3.3.1.) a zdroveri P(t,) # 0, pak je funkce (3.13) rostouci
na celém defini¢nim oboru t € (ty; ), kde P(t,) je pocdtecni stav populace.

Dikaz. P(t) je vyjadfeno z rovnice (3.8). Inverzi k funkci (3.8) je (3.7). Je zfejmé, Ze
derivaci (3.7) je (1.8). ProtoZe P(t) < K, pak derivace (1.8) je kladna, takze (3.7) je rostouci, a
tedy i jeji inverze (3.8) je rostouci. Proto funkce (3.13) je rostouci.

[ |

Tvrzeni 3.3.5.
Je-li P(ty) > K, pak je funkce (3.14) klesajici na celém definicnim oboru t € (ty; o),
kde P(t,) je pocdtecni stav populace.

Dukaz. Obdobné jako pro Tvrzeni 3.3.4.

Pomoci 2. derivace funkci mizeme zjistit, na kterém intervalu je kfivka konvexni, na

2
kterém konkdvni a kde ma inflexni bod. Kfivka je konvexni, plati-li ZTI: > 0, konkavni kdyz
2

dzp , . sy . MV . dzp
F< 0. Inflexni bod najdeme v misté, kde 2. derivace méni své znaménko a 7= 0.

Z kapitoly 1.5 usuzujeme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.3.6.
Rezim (3.13) md inflexni bod v P = g, pribéh funkce je konvexni pokud P <§ a
konkavni plati-li P > g
Dukaz.
ap_ [, p2\" dP(1 zp) (3.17)
ez | k)~ K )’ '
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.. . , . dp oy .
ReZim (3.13) je rostouci, takze r— > (0 a proto mlzZeme psat pro:

e Inflexni bod

d?p 2 K
dt? 0 ( K 0 2
e Konvexnost
d?p 2 K
— = 1——P) eP<—; (3.19)
dc2 >0 ( K >0 < >
e Konkavnost
d?p 2 K
Z - — —. 3.20
dt2<0=>(1 KP)<0<:>P>2, (3.20)
[ ]

Jinymi slovy jsme zjistili, Ze rychlost rGstu rezimu (3.13) se bude zvySovat na intervalu
P(t) € <P(t0);§) a klesat bude na intervalu P(t) € (g, oo)_

Tvrzeni 2.4.6.
Prubéh reZimu (3.14) je na celém svém definicnim oboru pouze konvexni.

Dikaz. Rezim (3.14) nastava pouze pokud P > K a je klesajici, proto je rZ—I: < 0. Pro
konvexnost plati:

dzp dp 2
—>O<:>r—t(1——P>>O. (3.21)

v , . _ ap . . , v . .
Délenim nerovnice Cinitelem T ktery je zdporny, se méni znaménko nerovnosti a proto
plati:

(1 2P><O P>K (3.22)
—_— {: —_— .
K 2

| kdyZ model nepfipousti dosazeni limitniho stavu K, redlna populace ho dosdhnout
mUzZe, nachazela by se pak vrovnovainém stavu. To by znamenalo, Ze se jeji pocty ani
nezvysuji ani nesnizuji, co se tyce dlouhodobého hlediska. Avsak za urcitych okolnosti pfi
podrobném pozorovani bychom mohli zjistit, Ze diky rdznym vlivim okoli a dynamice
rozmnozovani velikost populace nemusi setrvava na hodnoté K ale mize kolem ni oscilovat.

Jak uZ jsme naznadili, 1. rezZimem logistické funkce mizeme modelovat i situaci, kdy
dlouhodoby trend vyvoje populace je klesajici. V takovém pripadé by jediny rozdil v
koeficientu r, ktery by byl zaporny a mohli bychom ho jmenovat jako koeficient vymirani.
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3.4 Vzorovy priklad

V nazorné ukazce logistické funkce zvolime K = 100 000, pro porovnani vykreslime
v kazdém rezimu 2 krivky, liSici se parametrem r, tedy r; = 0,10 a r, = 0,15. Vidy je nutné
dopoditat integracni konstantu C. Jeji vypocet predvedeme pro 1. rezim pfi pocate¢nim stavu
populace P, = 2000 v ¢ase t = 0 pfi r; = 0,10. Nejdfive z rovnice (3.11) vyjadfime C a poté
jednoduse dosadime Ciselné hodnoty za koeficienty K, r, P,:

= R (3.23)

o 2000
~ e0100(100 000 — 2000)

= 0,0204. (3.24)

Pro zbylé pfipady se konstanta C dopocita stejnym zplsobem s pfislusSnou pocatecni
podminkou a koeficientem.

Na obr. 4a je vykreslen graf 1. rezimu logistické funkce v ¢asovém intervalu
t € (0; 100), ¢as je relativni a je uvadén bez jednotek. Je vidét, Ze funkce se chova tak, jak jsme
uvadéli v kapitole 2.5 a ustaleny stav nastdva pfi pfriblizeni k limitni hodnoté. Stejné tak
obr. 4b ukazuje, Ze rezim 2 je na svém intervalu pouze konvexni a hodnoty neklesnou pod
unosny stav. Intuitivné bychom zfejmé na prvni pohled nehddali, Zze by rychleji rostouci
populace, tzn. vyssi hodnota r, méla rychleji klesat na Unosnou mez. To by se snad dalo
vysvétlit napfiklad tim, Ze rychleji spotfebovava zdroje prostredi. Pro rezim 2 jsme volili
pocatecni stav P, = 198 000, to znamena, Ze v obou pfipadech je rozdil mezi pocatecnim
stavem a maximalnim Gnosnym stavem shodny, tedy |P, — K| = 98 000. Proto je zajimavé si
povSimnout, Ze pribéh reZzimu 2 je mnohem strméjsi, respektive, dosahuje okoli hodnoty K
mnohem dfive neZ rezim 1. Navic, rozdil mezi kfivkami liSicich se v koeficientech r v tomto
rezimu neni tak rozdilny jako v rezimu 1.

«10* Logisticka funkce - Rezim 1 «10° Logisticka funkce - Rezim 2
. . —_ 2 . : . .
. —r=0.10
1.8 ——r=0.15| |
1.6+
= =
o (a8
14¢
—r=0.10|] 12}
—r=0.15
1 L T
80 100 0 20 40 60 80 100
t[-]
a) Omezeny rist populace prostredim. b) SniZeni populace na unosny stav.

Obr. 4: ReZimy logistické funkce.

Pro uplnost na obr. 5 je kfivka rezimu 1, kdy z P, = 2000 pocet populace roste
rychlostir = —0,1, tzn. modelovani vymirani druhu, ve srovnani s exponencidlnim rdstem dle
rovnice (1.10). Je vidét, ze pribéh je témér shodny.
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Obr. 5: Vymirdni populace dle ReZimu 1 a exp. ristu.

3.5 Realny priklad-Kondor kalifornsky

Kondor kalifornsky je nejvétsi ptak Severni Ameriky, ktery byl v 80. letech minulého
stoleti na pokraji vyhynuti, pfedevsim z divodu lovu, otravam a ztraté prirozeného prostredi.
Diky usili biologli a ekologli se podafilo tohoto ZivoCicha rozmnoZit v zajeti a postupné
navracet do volné pfirody. Ackoliv je obnova populace na dobré cesté, udrzitelného stavu se
stdle nepodafrilo dosahnout, proto snahy védcl dale pokracuji a jsou tak pocty tohoto druhu

dobre zmapovany. [17], [18]

Rok
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010

V pfirodé

81

84

96

125
130
147
173
192
204

V zajeti
130
131
132
151
153
151
148
158
166

Celkem
211
215
228
276
283
298
321
350
370

Rok
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019

V pfirodé

217
235
237
228
229
275
289
312
337

100

V zajeti

173
169
169
193
206
170
173
176
181

Tab. 2: Populace Kondora kalifornského. [17]

Celkem
390
404
406
421
435
445
462
488
518

Pro modelovani populace je zapotrebi stanovit koeficienty K a r, hruby odhad jsme
provedli pomoci vztaht (1.11) a (1.12). Jejich stanoveni zaleZi na vybéru dat, ktery je urcen
¢asovym rozestupem T. Pocatecni stav jsme uvaZzovali v roce 2002, pokud T = 4, dalsi dva
potifebné stavy jsme brali v letech 2006 a 2010. Na obr. 6 a 7 je vyobrazen vyvoj populace
v zavislosti na volbé koeficientll K, r. Je ziejmé, Ze vybér dat znacné ovliviiuje hodnoty
koeficientll a tim celkovy vyvoj. V prvnim desetileti model dobre koresponduje s redlnymi
daty, pozdéji se ale zacne lisit vlivem nenadalé kratkodobé zmény ve vyvoji redIné populace,
navicv malych populacich jsou vychylky vidy zfetelnéjsi. Podrobnéjsim zkoumanim a
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porovnavanim by bylo mozné, najit takovou kombinaci koeficient(ll, aby kfivka modelu lepé
popisovala a nasledné i Iépe predikovala vyvoj populace.

Modelovani populace volné Zijici v pfirodé

1400 — : : : , . ' '
Redlny vyvoj
1200 | [——T=4; K=1384; r=0.1279
T=5; K=479; r=0.1555
1000 L T=6; K=249; r=0.2582 |
———T=8; K=370; r=0.1848

800

P(t)

600

400

200

0 1 I I I 1 1 I I I
2005 2010 2015 2020 2025 2030 2035 2040 2045 2050

t [rok]

Obr. 6: Modelovdni populace Kondora kalifornského ve volné prirodé.

Modelovani celkové populace

1200 — : : : : . . , .
Redlny vyvoj
1000 — T=4;K=1161; r=0.0931 B
I T=5; K=1070; r=0.0904 T |
—T=6; K=570; r=0.1310 ,

800 L |[——— T=8; K=575; r=0.1421 : |
= 600 ]
= e B —

400 ]

200 |

0 1 1 I I 1 1 1 I I
2005 2010 2015 2020 2025 2030 2035 2040 2045 2050

t [rok]

Obr. 7: Modelovani celkové populace Kondora kalifornského.

Vymirani kondor( zapocalo jiz koncem 18. stoleti a v té dobé jesté nebylo bézné, aby
se podrobné zkoumaly pocty Zivocichll. Uvedeme aspon, Ze stav populace v poloviné 20.
stoleti byl asi 150 jedincU. [19]
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4 Threshold model
4.1 Biologické pozadi

Pro modelovani pomoci Verhulstovy rovnice plati, Ze k rlistu populace je nutny alespon
1 jedinec schopny rozmnoZovani, nicméné pro nemalou ¢ast organisml je zapotrebi
k rozmnoZeni alesponi 2 jedinc(, navic opa¢ného pohlavi. V takovém pripadé k udrzitelné
natoZ rostouci populaci mnohdy nestaci ani 50 jedincd. Malé populace maji totiz problém
rozsifit své poCty z divodu ztraty genetické variability, z nevyvdienosti pohlavi, klesnuti
natality nebo Ze se jedinci na velkém Uzemi zkratka nepotkaji. Dobym pfikladem je peclivé
zdokumentované prezivani 120 populaci ovce tlustorohé na uzemi USA v severozapadnich
poustnich oblastech. Nékteré z populaci byly studovany az 70 let. Ze studie vyplyva, Ze béhem
50 let zanikly vSechny clovékem nefizené populace s méné nez 50 jedinci. Ale témér vSechny
populace, které mély vice jak 100 jedinc(, takto vymezené obdobi prezily. Dalsim prikladem
mohou byt dlouholetd pozorovani ptacich populaci v narodnim parku na kalifornskych
Channel Islands. Védci zjistili, Ze vice nez 90% Sanci na preZiti doby 80 let maji pouze ty
populace, které byly o velikosti alespori 100 hnizdicich paru. Samoziejmé existuji i pocetné
vyjimky, kdy pro preZiti populace stacilo 10 a méné pard.

Pojmem minimdlni velikost Zivotaschopné populace (minimum viable population—
MVP) rozumime nejmensi moznou izolovanou populaci, kterd s urcitou pravdépodobnosti
prezije vymezenou dobu, navzdory predvidatelnym vlivim jako jsou tfeba prirodni katastrofy.
Casto se tato pravdépodobnost pohybuje v rozmezi 95-99 % a €asovy rdmec byva 100, 500 ¢i
1000 let. Diky detailni analyze Zivotniho prostfedi a demografické studie populace lze
pomérné presné odhadnout MVP pro dany druh v dané oblasti, nicméné ne zfidka kdy se
jedna o finan¢né nakladny proces, ktery trvd mésice az roky. Obecné se odhaduje, Ze ochrana
500-5000 jedincli by méla byt dostacujici pro budouci rlst populace. V pfipadé ovce
tlustorohé bychom mohli fict, Ze minimalni velikost Zivotaschopné populace je 100. [20]

100

N=101avice
80

N = 51-100
6O -

N =15 a ménd
'“)*

Prezivajici populace (%)
T

20 1

b L 1
10 20 30 40 50

Obr. 8: Zavislost mezi pocdtecni velikosti populace (N) a procentem preZivajicich populaci. [20]
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4.2 Reseni threshold modelu

Threshold model (4.1) [21] se velice podoba logistické funkci (1.8). NejvétSim rozdilem
oproti (1.8) je, Ze obsahuje dalsi koeficient a to T, ktery oznacuje pravé minimalni velikost
Zivotaschopné populace. Logicky tedy vyplyva, Zze T musi mit nizsi hodnotu, nez je limitni
velikost populace v daném prostredi.

&= (- (a2)

Pro feSeni rovnice (4.1) opét vyuZijeme metodu separace proménnych, takZe rovnice
musi spliovat podminky uvedené v kapitole 2.1. Opét je vidét, Ze prava strana (4.1) je spojitd
a nenulovd pravé tehdy, plati-li P # 0, P # K a navic P # T. Samoziejmé se predpoklada, Ze
koeficienty 7, K, T jsou nenulové. Tedy, nejdfive proménné separujeme (4.2), levou stranu
rozlozime na parcialni zlomky a nasledné integrujeme ¢len po ¢lenu a po Upravé ziskdvame
(4.3).

dpP "
= rdat;
P\ (P ’ (4.2)
P(1- 7) (T -1)
1 dP 1 P
KT K(K TY) P—K T(T KN)T-pP
_1 4.
(P — K)K(T—K) (4.3)
=In I +cq;

1
PRT(T — P)TT—-K)

Pted rozlozenim na parcialni zlomky jsme ve jmenovateli (4.2) po roznasobeni zavorek vytkli

1 . y . . N
konstantu = kterou jsme prevedli na pravou stranu. Integrace pravé strany je trividlni.
Celkové tedy ziskavame vztah:

1
P — K)K(T-K) rt
In ( ) I = —+C. (4.4)

1 —_ KT
PKT(T — P)T(T—K)

Prakticky na prvni pohled je vidét, Ze zdavislost P(t) nelze explicitné vyjadfit, a proto nema
smysl prevést (4.4) na inverzni funkci.

4.3 Rozbor threshold modelu

Stejné jako u logistické funkce i zde volime koeficient r kladny, abychom fresili
problematiku rostouci populace, a téz P musi mit kladnou hodnotu. V tuto chvili tedy
znaménkova povaha derivace zavisi na vysledku soucinu zavorek, tedy vzajemném poméru
velikosti populace s limitem prostfedi a s MVP.

| pfesto ze P je v (4.4) obsazeno implicitné, mizZeme o feSeni threshold modelu ledasco
zjistit pravé diky rovnici (4.1), ktera je vlastné ¢asovou derivaci funkce, kde P(t) je vyjadifeno
explicitné. Da se fict, Ze tohoto faktu jsme vyuzili i v kapitole o logistické funkci.
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Tvrzeni 4.3.1.
Diferencidlni rovnice (4.1) md stabilni staciondrni rfeseni v bodech P =K a P = 0.
Nestabilni staciondrni feseni v bodé P = T.

Dikaz. Podle Definice 2.3.1. stacionarni body nalezneme, pokud Z—i = 0. Tedy:

o=rp(1-D)(E-1) (45)

z ¢ehoz vyplyvaji stacionarni body:

P =0; (4.6)
1-D-ver-k (4.7)
(1-%)

(;—1)=0<:>P=T. (4.8)

Po Upravé derivace pravé strany (4.5) podle proménné P je:

(rP (1—%) (;—1)>,=%P(2(K+T)—¥—BP). (4.9)

Stabilitu stacionarnich bodu uréime podle Véty 2.3.3., pficemzZ o znaménku bude rozhodovat
zavorka na pravé strané (4.9):

e P=K
2(K+T)—-T—-3K) <0 - stabilni; (4.10)

e P=T
(2(K+T)—K—-3T) >0 - nestabilni; (4.11)

e P=0

r KT 2rP(K +T) rP?
<ﬁP(Z(K+T)—?—3P)):<—KT —T—ﬁ>:

B <2r-0-(K+T) r02> (412)

—r — stabilni.

KT “TTKT
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Prakticky vzato plati f(P) = Z—I; a mlUzZeme tedy vykreslit graf stejné u kazdé jiné funkce. Na

obr. 9 jsou vyznaceny staciondrni body, a pokud v daném bodé je funkce f(P) klesajici, pak je
bod stabilni, coZ je jina interpretace Véty 2.3.3.

Prubéh funkce dP/dt v zavislosti na P

f(y)

Obr. 9: Graf funkce (3.1).

Ze znalosti o stabilité v jednotlivych bodech mizeme odhadovat, jak se bude populace
chovat pfi nenaddlém vykyvu. Pokud by tedy populace byla ve stavu P = K, ktery je stabilni,
a z néjakého dlvodu by skokové klesla ¢i vzrostla, po urcité dobé by se vratila zpét do
pavodniho stavu. Vezmeme-li stav P = T (pfipominame, Ze ve stacionarnim bodé je funkce
konstantni), ktery je stavem nestabilnim, tak nenadaly vzr(ist populace by zapficinil, Ze velikost
populace by po ¢ase dospéla na hodnotu K, protoZe je to nejbliZsi stabilni stacionarni bod
s vys$si hodnotou (K > T). Pokud by stav prudce klesl, tak velikost populace postupné dojde
ke stabilnimu stavu P = 0. Logicky, kladnd vychylka od P = 0 znamena navraceni k pavodni
nulové hodnoté. | kdyz redlna populace zaporna byt nemuize, z matematického hlediska P
mUze nabyvat zdpornych hodnot, proto doplnime, Ze zdpornd vychylka ve stavu P = 0 po ¢ase
vede zpét k tomuto stavu. Z tohoto mlzZeme odhadovat dalsi vlastnosti reSeni (3.4), ktera
vyjadfime a dokdZzeme v nasleduijicich tvrzeni.

Tvrzeni 4.3.2.
Je-li pocdtecni stav Py > K, je prubéh funkce (4.4) klesajici, stejné tak pokud Py, < T.
V pripadé zZe T < Py < K, pak je funkce rostouci.

Dukaz. Obdobné jako v kapitole 2.4, derivaci funkce (4.4) je vztah (4.1). Funkce je
rostouci, pokud Z—i > 0, a klesajici, pokud Z—I; < 0. P je vidy kladné, a proto o kladnosti Ci
zapornosti derivace bude rozhodovat soucin zavorek.
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Tedy:

[ ] PO > K
(1 P°)<0/\<P° 1)>0 dP<0 touct (4.13)
-— —— = — - ; .
K T dt nerostouci,
e Py <T
(1 P°)>0/\(P° 1)<0 dP<0 touct (4.14)
—— —— = — - ; :
K T dt nerostouci,
e T<P <K
P, P, dp
__J - _ - i. 4.15
(1 K)>0/\(T 1)>0 = dt>0 - rostouci ( )
n
Tvrzeni 4.3.3.

Je-li poédtecni stav Py > K, je prubéh funkce (4.4) pouze konvexni. V pfipadé P, < T
nebo T < Py < K je funkce (4.4) na &dsti definicniho oboru konvexni a na ¢dsti konkdvni.

o . , d? L, d? .,
Dikaz. Funkce je konvexni, pokud d—tI: > 0, a konkavni, pokud d—tf < 0. Druhou derivaci

funkce (4.4) je derivace rovnice (4.1):

d’P dP rP KT
—=——(2(K+T —3P——>. (4.16)
dtz dt KT( ( ) P
O konvexnosti ¢i konkdavnosti rozhoduje znaménko Z—I; a vysledek zavorky na pravé strané
rovnice (4.16). Kdy je Z—I; kladné a kdy zaporné, je uvedeno ve Tvrzeni 4.3.2.
e ProP,> K,tzn.Z—I:< 0
2
Pokud by P, = 0, pak ZTI: = 0, ale protoze P, > K a velikost ¢lenu 3P roste
.. v _u KT .- y , .
rychleji, nez se €len — Zmensuje, tak vidy musi platit:

2

KT P .
<2(K +T)—3Py — P_> <0= Tk 0 — konvexni. (4.17)
0

Inflexni body nalezneme, jestlize zavorka ve (4.16) je rovna 0. Upravou ziskdme kvadratickou
rovnici:

—3P?2+2P(K+T)—-KT =0, (4.18)
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ktera vede na fesent:

_K+T+VK?—KT +T? _K+T—VK?—KT +T?

- P, = (4.19)
1 3 ) 2 3

A proto plati:
—3P?2+2(K+T)—KT =(P—P,)(P,—P). (4.20)

Zjevné P; > P,, a proto P; je inflexnim bodem pro T < P, < K a P, inflexnim bodem pro
P, < T, nebot stav P, > K je pouze konvexni a inflexni bod nema.

Po<P, |P,<Py<T|T<P<P,|P <P <K
?—P) - - - +
P, P) + - - -

(P —Py)(P, — P) - + + -

Tab. 3: Znaménkovd orientace zdvorek po dosazeni P za P.

. « oy . . . d S .
Na zakladé posledniho rfadku tab. 3 a znalosti znaménka derivace d—’; pro zbyvajici stavy plati:

e P<T(tn.22<0)

. KT d?p i
KdyiP, < P2;<2(K+ T) — 3P, _P_) <0=—5>0 - konvexni (4.21)
0
; KT d2p o
Kdyi Py > P2:<2(K +T) - 3P _P_) >0=—5<0 - konkivni (4.22)
0
° T<P0<K(tzn.i—1:<0)
; KT d2p ,
Kdyi P, < P1:<2(K+ T) - 3P, _P_) >0=—5>0 - konvexni (4.23)
0
5 KT d*p L,
Kdyz Py > Py, (2(K +T) — 3P, _P_) <0= Iz <0 - konkavni. (4.24)
0
]

Diky dokdzanym vlastnostem mame nyni pomérné sluSnou predstavu o tom, jak
vypada obecné reSeni funkce (4.4). Nékolik (obecné jich je nekone¢né mnoho) reseni je
vykresleno na obr. 10, z néhoz mizeme snadno vycist, co se stane, pokud dojde k nenadalému
vykyvu. V takovém pripadé vyvoj populace nepokracuje po plvodni kfivce, ale pokracuje po
té krivce, na které lezi nova velikost populace po vychyleni pro pfislusny ¢as. Takové chovani
si Ize predstavit, jak pomoci vykreslenych car, tak i vektorového pole, které odpovida pravé
strané rovnice (4.1).

30



s et 7
Obr. 10: Reseni threshold modelu pro riizné pocdteéni stavy. [22]
Pokud bychom chtéli fesit konkrétni tlohu, tak tvar (4.4) je dost neprakticky, nicméné

i snim bychom mohli dojit k reseni. Stacilo by vyjadfit t = f(P), spocitat a zaznamenat

dostatecné mnoizstvi hodnot, coZz s moderni vypocetni technikou neni problém, a tak
naleznout pozadované feseni uUlohy, popft. vykreslit graf.
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5 Bifurkace
5.1 Motivace

Teorie bifurkaci se zabyva moznymi zménami feseni diferencialnich rovnic, které zavisi
na proménnych parametrech. Jinymi slovy studuje chovani dynamického systému pfi rliznych
hodnotach parametr(. Dobry prehled o téchto vlastnostech ndm davaji bifurkacni
diagramy. [23]

Vezme-li logistickou funkci (1.8), ktera je spojita, tak jiz vime, Ze vidy konverguje
k hodnoté K pro t — oo. Pokud ji ovSem diskretizujeme, tzn. feSeni budeme znat pouze
v pravidelnych ¢asovych okamdZicich, zjistime, Ze ne vidy se chova tak, jak bychom ocekavali.
Rovnici (1.8) mUZeme chapat jako zménu populace dP za ¢as dt. Proto pro populaci v ¢ase
n + 1 mdZeme psat:

dP
Pn+1=Pn+E: (5.1)
coz po dosazeni je:
P
P,i1 =B, + PBr (1 - ?> (5.2)

Na obr. 11 je srovnani mezi spojitym a ¢asové diskrétnim modelem a je vidét, Ze se pro
naSe potreby témér shoduji. Jak je zndzornéno na obr. 12, dosazenim rGznych hodnot r, se u
spojitého rezimu méni pouze strmost, ale v pfipadé diskrétniho modelu zjistujeme, Ze od
urcité hodnoty r feSeni nema rovnovaziny stav v bodé P(t = o) = K ale osciluje mezi 2
hodnotami. Navic, pokud budeme dale r zvySovat, feSeni bude pravidelné oscilovat mezi vice
a vice hodnotami, aZ prejde v chovani, kdy periodické opakovani jiz nelze pozorovat, pak
takovy stav oznacujeme jako chaos. [23]

Porovnani spojitého a diskrétniho modelu

x10%
3

——Spojity model -r =0.2

——— Diskrétni model -r = 0.2
Spojity model -r =0.5

—— Diskrétni model -r = 0.5

0 10 20 30 40
t[-]

Obr. 11: Srovndni modelti (3.13) a (5.2) pro P, = 2000 a K = 30 000.
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Zména chovani systému
4 v zavislosti na parametrur
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‘.'/ \_ll \',' \/ \ / \ / \,I \ '1/ \,{f \

vV

= ]
a
———Diskrétni model -r=1.8
Diskrétni model -r= 2.1
Diskrétni model -r = 2.48
——Spojity model - r = 2.48
10 15 20 25 30 35
t[-]
Obr. 12: Pro vysoké hodnoty r se model (5.2) neustdleny v jednom rovnovdzném stavu. (P, = 2000
a K =30000.)

5.2 Zakladni bifurkace

Co to vlastné bifurkace je, zavedeme ne zcela formalni Definici 5.2.1. Z ni vyplyva, Ze
k nalezeni bifurkace je zapotrebi hledat staciondrni body a jejich stability ¢i nestability. Pro
nase potreby se staci zabyvat pouze 1-D bifurkacemi.

Definice 5.2.1.
Je-li ddna rovnice x' = f(x,u), kde x € R"™ a parametr u € R, zdroveri je funkce f

hladkd, pak rovnice ma bifurkaciv bodé (x,, i), jestlize v okoli bodu x, podstatnym zplsobem
zméni chovadni feseni v okamziku u = uy. Podstatnou zménou chovdni rozumime vznik Ci zanik

staciondrniho bodu ¢i zménu stability tohoto bodu. [24]

Obr. 13: Bifurkace ,,sedlo-uzel”. [24]

33



x'=p—x? (5.3)

Vezmeme-li si rovnici (5.3) a poloZime ji rovnou 0, zjistime Ze pro u < 0 nema zadné
stacionarni body, pfi ¢ = 0 vznika jeden stacionarni bod, tedy x = 0, a ten se déli na dva, jeli
splnéna podminka u > 0, pfiCemz jeden je stabilni a druhy nestabilni, coz vychazi z Véty 2.3.3.
Odpovidajici bifurkace této rovnice je nazvana ,sedlo-uzel” a je vyobrazena na obr. 13. Na
dalSich obrazcich jsou znazornény dalsi typy bifurkaci.

Je zvykem stabilni rovnovazné body oznacovat plnou ¢arou a nestabilni pferusovanou
Carou. Dale je Sipkami naznacen pribéh feseni pfi daném u. [24]

Y Y

Obr. 14: , Transkritickd” bifurkace. Napr. x' = ux — x?. [24]

Obr. 15: ,Vidlickovd“ bifurkace. Napf. x' = ux — x3. [24]

5.3 Zavedeni pojmu

Za Ucelem sestrojeni bifurkacnich diagramt musime nejprve zminit nékteré definice a
véty, pomoci kterych nasledné budeme hledat body, ve kterych nastava bifurkace.

Nejprve upfesnime, 7e f2(x,) je mysleno f(f(xo)), takto mlzeme psat f™(x,), pro
n — oo, Ddle v Definici 5.3.1. zavedeme, co je to pevny bod. Graficky se tento bod mizeme
predstavit jako prlsecik pfimky y = x s kfivkou funkce.

Definice 5.3.1.
Bod X je nazvdn pevnym bodem funkce f, pokud plati f (X) = x. [23]
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Co je to asymptoticka stabilita bodu je uréeno Definicemi 5.3.2. a 5.3.3. Pro jednoduché
ovéreni, zda bod je asymptoticky stabilni ¢i nestabilni nam poslouzi Véta 5.3.4.

Definice 5.3.2.

Pevny bod x funkce f je stabilni, pokud pro libovolné € > 0 existuje takové § > 0, kdy
pro vsechna x, splriujici |x, — x| < & plati, Ze iterovdni funkce f(x,) splriuje nerovnici
|f™(xy) — x| < € pro vsechna n = 0. Pevny bod X oznacime nestabilnim, pokud neni
stabilni. [23]

Definice 5.3.3.
Pevny bod X funkce f je asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a navic existuje r > 0
takové, Ze f™(x,) — X, kdyZ n — oo, pro vSechna x, splriujici podminku |x, — x| < r. [23]

Véta 5.3.4.
Necht f je C' zobrazeni. Pevny bod je asymptoticky stabilni, pokud |f'(X)| <1, a
nestabilni, pokud |f'(x)| > 1. [23]

Lze si povSimnout urcité podobnosti mezi Vétou 5.3.4. a Vétou 2.3.3. Nakonec definujeme, kdy
je bod hyperbolicky ¢ nehyperbolicky, viz Definice 5.3.5. Vyplyva tedy, Ze stabilitu
nehyperbolického bodu nelze urdit pomoci Véty 5.3.4., to ovSem neznamena, Ze
nehyperbolicky pevny bod nemuze byt stabilni.

Definice 5.3.5.
Pevny bod x funkce f je oznacen hyperbolickym, pokud |f'(x)| # 1. [23]

Tyto pojmy zkusime predstavit na jednoduchém prikladu zobrazeni dané rovnici (5.4).

Pokud pravou stranu poloZzime rovnou x,,, nalezneme pevny bod x = 0. Pfi hledani stability
zjistujeme, Ze derivace je konstantni a je v zavislosti pouze na parametru a.

Xnt1 = AXp (5.4)

“9____

ol

45" Linge —_ /’I’
a=20

Obr. 16: Stair-step diagram rovnice (5.3) pro a = 2. [23]
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a=-05
Obr. 17: Stair-step diagram rovnice (5.3) pro a = —0.5. [23]

Na obr. 16 je ptipad, kdy pevny bod je nestabilni, to znamen3, Ze hodnoty rostou nade vSechny
meze. Zatimco varianta vyobrazend na obr. 17 ma pevny bod stabilni a hodnoty k nému
postupné konverguji. VSimnéme si, Ze zaporné znaménko derivace zp(lsobi, Ze hodnoty x
stfidavé méni svoje znaménko.

5.4 Logisticka funkce

V této kapitole zkusime podrobnéji popsat chovani logistické funkce (5.2) a ziskat
bifurka¢ni diagram.

Nejprve preskalujeme [23] P a P,,1 Vv rovnici (5.2):

1+r 1+r
Pn+1_)TPn+1; B - " Py. (5.5)

Po dosazeni a zavedeni A = r + 1, tzn. (A > 1), ziskdme rovnici:

P
P,.,=AP (1 — —”). 5.6
n+1 n K ( )
Nyni podle Definice 5.3.1. nalezneme pevné body:

P
pn=;1pn(1—%); (5.7)

P, K
O=Pn(/1—1—)l?)—>Pp1=0;Pp2=K—7- (5.8)

Pomoci Véty 5.3.4. urCime jejich stabilitu, tedy derivujeme podle B,:

(F@,P)) =2—215 (59)
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' 0
(f(APyy) =2— 2 = A = nestabilni (1 > 1); (5.10)

K
AP,)) =24 —21——2 =2 — 2 5 stabilnipro A < 3. (5.11)
P K
Pokud A = 3, pak pevny bod P, je nehyperbolicky, protoZe:
(fB,Pp) =2-3=-1. (5.12)

Da se tedy ocekavat, ze A = 3 je bifurkacni bod.

Dalsi bifurkaéni body bychom ziskali stejnym zplisobem pro funkce f2(A,B,),
3B, ... f™(A, P,), prom — o, eventueln& pomoci vztahu (5.14). Zaokrouhlené hodnoty
prvnich nékolik bifurkaénich bod( jsou:

Postupné tyto hodnoty konverguji pfi A, = 3.5699456. Navic pomér vzdalenosti mezi
jednotlivymi body je vztah (5.14).

-
lim =~ "%"1 _ 46692 .. . (5.14)
kot Ay yq — Ak

Bifurkacni diagram logistické funkce

X 104
12 . ' : ,

10

P(A)

O ! ! ! !
i 1.5 2 2.5

A

Obr. 18: Bifurkacni diagram logistické funkce. (A =r + 1, K = 90 000)
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Bifurkacni diagram je vykreslen na obr. 18 a je na ném dobfie vidét, Zze pro 1 < A < 3 funkce
konverguje k hodnoté K. Pro vysoké hodnoty A nastava chaos.

5.5 Treshold model
V pfipadé threshold modelu (5.15) nelze bifurkaéni body najit tak snadno jako

v pfipadé logistické funkce. Zjistili bychom, Ze pevné body zdavisi na koeficientech K, T a navic
na parametru 7, ktery je navic pod odmocninou, jak ukazuje rovnice (5.16).

Bifurkacni diagram threshold modelu Bifurkacni diagram threshold modelu

4 X 10* (K'=30000; T = 6 000) %10% (K =50 000; T = 5 000)
6l
3
= - 4t
T, <
2l
11
. ; : . 0 . . ‘ ; ;
0.2 0.4 0.6 0.8 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

:
b)ProK = 50000aT =5 000.

i
a)ProK =30000aT = 6 000.

Obr. 19:Porovndni bifurkacnich diagramt pfi Py > T, pro odlisné hodnoty K a T.

dP P /P
f(r,B) = 5= Poa =Ry =rPn<1—E”) (%-1); (5.15)
1
2 __ 2 __ —
K+Ti\/K 2KT + T 4(1 r) (5.16)
Ppi2 = 2 ;

Bifurkacni diagram threshold modelu
(PO<T)

6000

4000

2000

P(r)

-2000
1.5

r

Obr. 20: Bifurkacni diagram threshold modelu pfi P, > T. (K = 30 000, T = 6 000)
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Pro urceni stability pevnych bod( je zapotiebi prvni derivace funkce (5.17). Pokud se
nad ni zamyslime, dojdeme k tomu, Ze i stabilita bude zdavisla na koeficientech K a T. Coz je
vidét pfi porovnani obr. 19a) a obr. 19b). Nicméné jeden pevny bod a nasledné bifurkaéni bod
lze nalézt. Je to P,3 =0 a A3 = 2, ktery se uplatni pokud Py <T. Vtakovém pfipadé se
diagram vétvi jinym zplsobem, viz obr. 20.

K+T 1
f(r,B)' = 2rP, T 3rP,? T (5.17)
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Zaver

Mezi nejduleZitéjsi osobnosti patfi jednoznacné Isaac Newton, nebot je mimo jiné
otcem limit, derivaci a integraci. Diky nému mdame matematické nastroje, tj. obycejné
diferencidlni rovnice, se kterymi mGZeme modelovat vyvoj populaci. Z pohledu dynamiky
problematiku populaci a dokdzal tak pomérné presné urcovat vyvoj populace bez omezeni
prostiedi, coZ je situace v pocatcich populaci. Na Eulerovu praci navdzal Pierre Francios
Verhulst, ktery ve svém modelu Uspésné zohlednil limitaci rlstu vlivem prostredi.

Rozborem Verhulstovi logistické funkce jsme urcili a matematicky dokazali jeji
vlastnosti. Mezi né patfi i to, Ze vidy konverguje k limitni velikosti populace, kterd je dand
prostfedim. Ddle, je-li pocatecni populace vétsi nez limitni velikost, je pribéh funkce pouze
konvexni. V opacném pripadé je pribéh nejprve konvexni a po té konkdavni, kdy inflexni bod
se nachazi v poloviné limitu populace. Pro threshold model jsme ukdazali ty samé vlastnosti
jako u logistické funkce s tim rozdilem, Ze navic mGze fungovat ve 3. rezimu, ktery zohlednuje
fakt, Ze pro rlst populace je zapotrebi vétsi mnozZstvi jedincl, coz v pfipadé nesplnéni této
podminky znamena vymfieni populace, ¢emuz odpovida i chovani modelu.

V posledni ¢asti jsme vysvétlili, co to jsou bifurkace, jak se hledaji a k éemu jsou dobré.
Vykreslili jsme bifurkaéni diagramy pro logistickou funkci i pro threshold model pfi konkrétnich
koeficientech. Je z nich ¢itelné, mezi jakymi hodnotami by po uplynuti dostatecné dlouhé doby
velikost populace oscilovala, pokud by koeficient rastu byl pfilis vysoky. Zatimco v pripadé
logistické rovnice limitni velikost populace hybe s bifurkacnim diagramem ve sméru osy
populace, v ptipadé threshold modelu ma limitni velikost a minimalni velikost populace vliv i
na tvar samotného diagramu.

40



Reference

[1] N. Bacaér, A short history of mathematical population dynamics, Springer, London,
2011.

[2] S. Goonatilake, Toward a Global Science,, Indiana University Press, 1998.

[3] J.D. Murray, Mathematical Biology: |. An Introduction, Third Edition, Springer, New
York, NY, 2002.

[4] E.T.Bell, Men of Mathematics, Simon & Schuster, 1937.

[5] A. Macfarlane, ,,Thomas Malthus and the making of the modern world,” [Online].
Available: https://www.alanmacfarlane.com/TEXTS/Malthus_final.pdf.

[6] Z.Pavlik, ,Thomas Robert Malthus,”“ Demografie, pp. 338-339, Duben 2016.

[7] ,Statistics Belgium,” [Online]. Available: https://statbel.fgov.be/en.

[8] R.S. Westfall, The Life of Isaac Newton, Cambridge University Press, 1993.

[9] V. N. Krishnachandran, ,Differential Equations: A Historical Refresher,” [Online].
Available: https://www.researchgate.net/publication/347125428 Differential _
Equations_A_Historical_Refresher.

[10] I. Newton, The Method of Fluxions, Londyn, 1736.

[11] L. Herrmann, Oby¢ejné diferencialni rovnice-fady, Praha: Ceské vysoké uéeni technické
v Praze, Nakladatelstvi CVUT, 2006.

[12] G. Nagy, ,,Ordinary differential equations,” Mathematics Department, Michigan State
University, 2021.

[13] R. Maf¥ik, ,,Autonomni rovnice a systémy,” Mendelova univerzita v Brné, 2022. [Online].
Available: https://user.mendelu.cz/marik/am/slidy/10/.

[14] ,Statista,” [Online]. Available:
https://www.statista.com/statistics/1067138/population-united-states-historical/.

[15] J. H. Jackson a C. R. MacCluer, Mathematics for Biologists, researchgate.net, 2009.

[16] J. Neustupa, Matematika |, Praha: Ceské vysoké uéeni technické v Praze, 2008.

[17] ,National Park Service,” U.S. Department of the Interior, 21 Prosinec 2021. [Online].
Available: https://www.nps.gov/subjects/condors/understandingcondors.htm.

[18] K. Tomas, ,CT24,“ Ceska Televize, 24 Cervenec 2019. [Online]. Available:
https://ct24.ceskatelevize.cz/veda/2877095-nejvetsi-ptak-severni-ameriky-zvratil-
hrozbu-vymreni-narodilo-se-uz-tisici-mlade.

[19] ,Oregon Zoo,” [Online]. Available:
https://www.oregonzoo.org/discover/animals/california-condor.

[20] R. B. Primack, Biologické principy ochrany pfirody, Praha: Portal, 2001.
[21] M. J. Panik, Stochastic Differential Equations, Wiley, 2017.

[22] K. S. University. [Online]. Available:
https://onlinehw.math.ksu.edu/math340book/chap1/pop.php.

[23] H. K. Jack K. Hale, Dynamics and bifurcation, Springer, 1991.

[24] d. T. Barta, ,mff.cuni.cz,” [Online]. Available:
https://www2 karlin.mff.cuni.cz/~barta/pcODR/Kapitola-Bifurkace/Bifurkace.pdf.

41



