
Pokyny pro vypracování

1. Nastudujte formáty uložení řídkých matic[1].

2. Nastudujte restartovanou Arnoldiho metodu [1] pro výpočet několika vlastních čísel vstupní řídké 

matice.

3. Analyzujte knihovny s implementací restartované Arnoldiho metody, např. [2,3].

4. Navrhněte a implementujte kalkulačku několika vlastních čísel reálných nesymetrických matic. 

Implementujte pro ni rozhraní přes příkazovou řádku, společně s jednoduchým desktopovým 

rozhraním.

5. Výslednou implementaci produktu otestujte.
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své sestře a jej́ımu manželovi a celému zbytku rodiny za jejich podporu po
celou dobu studia.
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ze zákona č. 121/2000 Sb., autorského zákona, ve zněńı pozděǰśıch předpis̊u.
V souladu s ust. § 2373 odst. 2 zákona č. 89/2012 Sb., občanský zákońık, ve
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá návrhem, implementaćı a otestováńım kal-
kulačky několika největš́ıch vlastńıch č́ısel velkých ř́ıdkých nesymetrických
reálných matic. Literárńı rešerše se proto zabývá popisem restartované Arnol-
diho metody. Výpočetńı část implementuje implicitně restartovanou Arnoldiho
metodu. Kalkulačka je implementována v programovaćım jazyce C++. Imple-
mentovaná kalkulačka poskytuje pro své řešeńı rozhrańı přes př́ıkazovou řádku
společně s jednoduchým grafickým uživatelským rozhrańım, které využ́ıvá fra-
mework Qt.

Kĺıčová slova kalkulačka, vlastńı č́ısla, ř́ıdké matice, restartovaná Arnol-
diho metoda, CLI, GUI, C++, Qt
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Abstract

This bachelor’s thesis deals with the design, implementation and testing of a
calculator of a few largest eigenvalues of large sparse nonsymmetric real ma-
trices. It hence deals with the description of the restarted Arnoldi method.
The solver part implements the implicitly restarted Arnoldi method. The
calculator is implemented in the C++ programming language. The imple-
mented calculator provides for its solution a command line interface along
with a simple graphical user interface which uses the framework Qt.

Keywords calculator, eigenvalues, sparse matrices, restarted Arnoldi
method, CLI, GUI, C++, Qt
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Úvod

V informatice, matematice, jaderné fyzice a v mnoha daľśıch oborech nalézaj́ı
své využit́ı matice. Zacházeńı s těmito maticemi je často časově i pamět’ově
náročné. Tato náročnost roste mnohdy i v́ıce než kvadraticky s velikost́ı těchto
matic. Občas se ovšem stane, že má matice vzhledem ke své velikosti nezane-
dbatelný počet nulových prvk̊u. A v takových př́ıpadech nalézaj́ı své využit́ı
takové formáty uložeńı matic a takové metody pracuj́ıćı s takovými formáty,
které tento fakt využ́ıvaj́ı.

Vlastńı č́ısla vypov́ıdaj́ı o některých vlastnostech dané matice. Někdy je
potřeba vypoč́ıtat jen několik vlastńıch č́ısel z určité oblasti spektra ř́ıdké ma-
tice. Např́ıklad pro odhad neǰridš́ıho řezu grafu stač́ı vypoč́ıtat druhé nejmenš́ı
vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice tohoto grafu. A v mnoha daľśıch oblastech se
s prohlubuj́ıćımi se znalostmi a s rostoućım výpočetńım výkonem č́ım dál v́ıce
zač́ınaj́ı objevovat podobné problémy.

Restartovaná Arnoldiho metoda umožňuje aproximovat část spektra
vstupńı matice. Ve své základńı verzi je nejefektivněǰśı pro výpočet aproxi-
maćı několika největš́ıch vlastńıch č́ısel vstupńı ř́ıdké matice.

Tato práce tedy čtenáře seznamuje se základńı verźı restartované Arnoldiho
metody a potom navrhuje a implementuje kalkulačku několika vlastńıch č́ısel
reálných nesymetrických matic s použit́ım této metody. K této kalkulačce pak
navrhuje a implementuje rozhrańı přes př́ıkazovou řádku společně s grafickým
uživatelským rozhrańım.

Práce může být užitečná pro ostatńı studenty ṕı̌śıćı bakalářskou práci
na podobné téma. Nebo pro studenty, kteř́ı by na výsledek této práce chtěli
navázat.

V kapitole ćıl práce je popsán ćıl této práce, společně s d́ılč́ımi ćıli.
V kapitole teoretický základ jsou nejprve definovány potřebné základńı

pojmy. Následně je zde čtenář seznámen se základńımi formáty uložeńı ř́ıdkých
matic. Potom je zde popsána Arnoldiho metoda. V neposledńı řadě je zde
popsané jej́ı restartováńı.
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Úvod

V kapitole knihovny pro práci s maticemi jsou popsány vybrané knihovny,
které poskytuj́ı implementaci maticových operaćı.

V kapitole přehled existuj́ıćıch řešeńı jsou popsány některé knihovny, které
samy také implementuj́ı restartovanou Arnoldiho metodu.

V kapitole analýza požadavk̊u jsou analyzovány funkčńı i nefunkčńı
požadavky na produkt této bakalářské práce.

V kapitole návrh jsou zvoleny algoritmy pro realizaci výpočtu a vybrány
technologie pro implementaci. V této kapitole je pak navržena architektura
aplikace. Také je zde navržen vzhled grafického uživatelského rozhrańı.

V kapitole realizace je popsána dokumentace implementovaného řešeńı a
jeho adresářová struktura. Následně je zde popsána implementace výpočetńı
části, rozhrańı přes př́ıkazovou řádku a grafického uživatelského rozhrańı.

V kapitole testováńı je otestováno splněńı předevš́ım funkčńıch požadavk̊u
na aplikaci. Je zde ověřeno splněńı i nefunkčńıch požadavk̊u.

V kapitole závěr je popsáno, jakým zp̊usobem a do jaké mı́ry byly splněny
ćıle této bakalářské práce. Obsahuje výhled několika možných rozš́ı̌reńı této
práce do budoucna.
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Ćıl práce

Hlavńım ćılem této bakalářské práce je navrhnout a implementovat kalkulačku
několika vlastńıch č́ısel reálných nesymetrických matic a implementovat pro
ni rozhrańı přes př́ıkazovou řádku, společně s jednoduchým desktopovým roz-
hrańım.

Ćılem teoretické části práce je nastudovat restartovanou Arnoldiho me-
todu pro výpočet několika vlastńıch č́ısel vstupńı ř́ıdké matice. Dı́lč́ım ćılem
je zavést potřebné teoretické pojmy. Navazuj́ıćım d́ılč́ım ćılem je nastudovat
formáty uložeńı ř́ıdkých matic. Daľśım d́ılč́ım ćılem je analyzovat knihovny
s implementaćı restartované Arnoldiho metody. V neposledńı řadě je ćılem
analyzovat funkčńı a nefunkčńı požadavky na implementovanou kalkulačku.

Ćılem praktické části práce je navrhnout a implementovat kalkulačku
několika vlastńıch č́ısel reálných nesymetrických matic, zpř́ıstupnit ji přes
př́ıkazovou řádku a přes jednoduché grafické rozhrańı. Dı́lč́ım ćılem je vybrat
vhodné technologie pro implementaci. V neposledńı řadě je ćılem výslednou
implementaci produktu otestovat.
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Kapitola 1
Teoretický základ

V této kapitole jsou zavedeny základńı teoretické pojmy, které se využ́ıvaj́ı
v navazuj́ıćıch kapitolách.

1.1 Základńı pojmy

Následuj́ıćı definice základńıch pojmů čerpá tato práce ze studijńıho textu
ke předmětu Lineárńı algebra [1] na FIT ČVUT, jestliže neńı odkázáno ji-
nam. Jsou zavedeny pro komplexńı č́ısla, aby bylo později možné definovat
plnou podobu Arnoldiho algoritmu. Tyto definice maj́ı př́ımočaré analogie
pro množinu reálných č́ısel, která je podmnožinou množiny komplexńıch č́ısel,
jsou však zmı́něny některé speciálńı př́ıpady.

1.1.1 Matice a vektory

Definice 1.1.1 Necht’ m,n ∈ N, kde N = {1, 2, . . .} je množina přirozených
č́ısel. Uspořádaný soubor mn č́ısel zapsaný do tabulky o m řádćıch a n
sloupćıch se nazývá matice typu m× n. Matice se obvykle znač́ı takto:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


kde aij jsou prvky matice a označuj́ı se také jako Aij. Čı́slu i se ř́ıká řádkový
a č́ıslu j sloupcový index. Množina všech matic typu m×n s komplexńımi
prvky se znač́ı Cm,n. Jako Ai: ∈ C1,n se znač́ı itý řádek matice A:

Ai: =
(
ai1 ai2 · · · ain

)
.
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1. Teoretický základ

Podobně A:j ∈ Cm,1 znač́ı jtý sloupec matice A:

A:j =


a1j

a2j
...

amj

 .

Necht’ dále k, l, o, p ∈ N tak, že 1 ≤ k ≤ l ≤ m a 1 ≤ o ≤ p ≤ n. Potom
Ak:l,o:p ∈ Cl−k+1,p−o+1 znač́ı

Ak:l,o:p =


ak,o ak,o+1 · · · ak,p

ak+1,o ak+1,o+1 · · · ak+1,p
...

... . . . ...
al,o al,o+1 · · · al,p

 .

Jestlǐze k = l, m̊uže se v dolńım indexu namı́sto k :l psát pouze k, tedy Ak,o:p ∈
C1,p−o+1, podobně pro př́ıpad o = p. Pokud k = 1 ∧ l = m, ṕı̌se se obvykle
pouze :, totǐz A:,o:p ∈ Cm,p−o+1, stejně tak když o = 1 ∧ p = n.

Dvě matice se rovnaj́ı, pokud jsou stejného typu a maj́ı shodné všechny
odpov́ıdaj́ıćı prvky.

Definice 1.1.2 Necht’ m ∈ N. Prvky Cm,1 se nazývaj́ı mprvkové vektory a
namı́sto Cm,1 se ṕı̌se pouze Cm. Jako nulový vektor se nazývá vektor z Cm,
jehož všechny prvky jsou nuly, a znač́ı se θ. Prvky množiny C se nazývaj́ı
skaláry.

1.1.2 Matice se speciálńı strukturou

Definice 1.1.3 Necht’ n ∈ N. Každý prvek z Cn,n se nazývá čtvercová ma-
tice.

Definice 1.1.4 Necht’ n ∈ N. Diagonálou čtvercové matice A ∈ Cn,n se
nazývá vektor 

A11
A22

...
Ann

 ∈ Cn

Definice 1.1.5 Necht’ n ∈ N. Diagonálńı matićı typu n × n se nazývá
libovolná čtvercová matice A ∈ Cn,n splňuj́ıćı pro ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}:

i 6= j =⇒ Aij = 0,

tedy všechny prvky mimo diagonálu matice A jsou nulové.
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1.1. Základńı pojmy

Definice 1.1.6 Kroneckerovo delta se definuje předpisem:

δij =
{

1, pokud i = j,

0, jinak

Definice 1.1.7 Necht’ n ∈ N. Jednotková matice typu n × n se definuje
jako čtvercová matice E ∈ Cn,n splňuj́ıćı pro ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}

Eij = δij

Komplexńı jednotková matice je rovna reálné jednotkové matici.

Definice 1.1.8 Necht’ n ∈ N. Trojúhelńıkovou matićı typu n×n se nazývá
libovolná čtvercová matice A ∈ Cn,n splňuj́ıćı pro ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}:

i > j =⇒ Aij = 0,

tedy všechny prvky pod diagonálou matice A jsou nulové.

Následuj́ıćı dvě definice jsou převzaty z knihy [2].

Definice 1.1.9 Necht’ n ∈ N. Hessenbergovou matićı typu n×n se nazývá
libovolná čtvercová matice H ∈ Cn,n splňuj́ıćı pro ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}:

i > j + 1 =⇒ Hij = 0

Definice 1.1.10 Necht’ n ∈ N. Kvazi-trojúhelńıkovou matićı typu n ×
n se nazývá libovolná Hessenbergova matice A ∈ Cn,n splňuj́ıćı nav́ıc pro
∀i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}:

Ai+1,i 6= 0 =⇒ ((i ≥ 2 =⇒ Ai,i−1 = 0) ∧ (i ≤ n− 2 =⇒ Ai+2,i+1 = 0))

1.1.3 Maticové operace

Definice 1.1.11 Necht’ m,n ∈ N, α ∈ C a A ∈ Cm,n je komplexńı matice.
Pak součin č́ısla α s matićı A se definuje jako

αA :=


αA11 αA12 · · · αA1n

αA21 αA22 · · · αA2n
...

... . . . ...
αAm1 αAm2 · · · αAmn


Definice 1.1.12 Necht’ m,n ∈ N, α ∈ C a A,B ∈ Cm,n jsou komplexńı ma-
tice. Součet matic A a B se definuje takto:

A+B :=


A11 +B11 A12 +B12 · · · A1n +B1n

A21 +B21 A22 +B22 · · · A2n +B2n
...

... . . . ...
Am1 +Bm1 Am2 +Bm2 · · · Amn +Bmn
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1. Teoretický základ

Ihned lze pozorovat komutativitu i asociativitu maticového sč́ıtáńı
vyplývaj́ıćı z komutativity a asociativity sč́ıtáńı komplexńıch č́ısel.

Definice 1.1.13 Necht’ m,n, p ∈ N a A ∈ Cm,n,B ∈ Cn,p jsou komplexńı
matice. Součinem matic A a B je matice D ∈ Cm,p, pro kterou pro ∀i ∈
{1, 2, . . . ,m} a pro ∀j ∈ {1, 2, . . . , p} plat́ı

Dij =
n∑

k=1
AikBkj ,

což se znač́ı D = AB.
Vı́cenásobný součin toutéž matićı AA · · ·A se zkráceně znač́ı Ak, kde k

je počet činitel̊u v tomto součinu.

S využit́ım této definice pak lze vyjádřit ijtý prvek součinu D = AB jako
součin itého řádku matice A a jtého sloupce matice B, totiž Dij = Ai:B:j .

Na rozd́ıl od sč́ıtáńı, maticové násobeńı neńı komutativńı, ale pouze aso-
ciativńı. Neutrálńım prvkem v̊uči maticovému součinu je jednotková matice.

Definice 1.1.14 Necht’ m,n ∈ N a A ∈ Cm,n je komplexńı matice. Trans-
pozićı matice A se nazývá matice z Cn,m, jej́ı̌z prvek v jtém řádku a itém
sloupci je roven Aij. Tato matice se znač́ı AT . Tedy

AT =


A11 A21 · · · Am1
A12 A22 · · · Am2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Amn


Definice 1.1.15 Necht’ m,n ∈ N a A ∈ Cm,n je komplexńı matice. Matice
z Cn,m, jej́ı̌z prvek v jtém řádku a itém sloupci je roven Aij, kde z pro z ∈
C představuje komplexně sdružené č́ıslo k č́ıslu z, se nazývá hermitovsky
sdruženou matićı k matici A. Tato matice se pak znač́ı AH . Tedy

AH =


A11 A21 · · · Am1
A12 A22 · · · Am2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Amn


Hermitovsky sdružená matice k reálné matici se rovná jej́ı transpozici.

1.1.4 Matice se speciálńımi vlastnostmi

Definice 1.1.16 Necht’ n ∈ N. Symetrickou matićı se nazývá libovolná
čtvercová matice A ∈ Cn,n splňuj́ıćı

A = AT
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1.1. Základńı pojmy

Definice 1.1.17 Necht’ n ∈ N. Hermitovskou matićı se nazývá libovolná
čtvercová matice A ∈ Cn,n splňuj́ıćı

A = AH

Ihned lze zpozorovat, že reálná matice je hermitovská právě tehdy, když
je symetrická.

Definice 1.1.18 Necht’ n ∈ N, A ∈ Cn,n. Jestlǐze ∃B ∈ Cn,n tak, že plat́ı

AB = E ∧BA = E,

matice A se nazývá regulárńı a matice B se nazývá inverzńı matićı k ma-
tici A. To se znač́ı B = A−1. Jestlǐze A neńı regulárńı, nazývá se matice A
singulárńı.

Lze ukázat, že inverze regulárńı matice je určena jednoznačně a že je možné
ekvivalentně nahradit v předchoźı definici konjunkci disjunkćı, totiž že stač́ı
ověřit pouze jednu rovnost.

Zdrojem následuj́ıćıch dvou definic je kniha [3].

Definice 1.1.19 Necht’ n ∈ N a E ∈ Rn,n je jednotková matice. Ortogonálńı
matićı se nazývá libovolná matice Q ∈ Rn,n splňuj́ıćı

QTQ = E

Definice 1.1.20 Necht’ n ∈ N a E ∈ Cn,n je jednotková matice. Unitárńı
matićı se nazývá libovolná matice Q ∈ Cn,n splňuj́ıćı

QHQ = E

Ihned si lze povšimnout toho, že reálná matice je unitárńı právě tehdy,
když je ortogonálńı.

Je dobré zmı́nit, že inverzńı matice k unitárńı matici existuje a je rovna
jej́ımu hermitovskému sdružeńı.

1.1.5 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Definice 1.1.21 Necht’ A ∈ Cn,n, kde n ∈ N, je čtvercová matice. Komplexńı
č́ıslo λ ∈ C se nazývá vlastńım č́ıslem matice A, právě když existuje ne-
nulový vektor x ∈ Cn splňuj́ıćı

Ax = λx.

Takovýto vektor x se pak nazývá vlastńım vektorem matice A

př́ıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu λ. Množina všech vlastńıch č́ısel matice A
se nazývá spektrem matice A a označuje se σ(A).

Je vhodné poznamenat, že hermitovská matice má reálné spektrum.
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1. Teoretický základ

1.2 Formáty uložeńı ř́ıdkých matic

Tato kapitola čerpá z knihy [2], jestliže neńı uvedeno jinak.
Protože se tato práce primárně zabývá výpočtem několika vlastńıch č́ısel

ř́ıdkých reálných matic, jsou definice a pojmy vztahuj́ıćı se předevš́ım k ř́ıdkým
matićım zavedeny nad reálnými č́ısly.

1.2.1 Definice ř́ıdké matice

Definice 1.2.1 Necht’ m,n ∈ N a A ∈ Rm,n. Počet nenulových prvk̊u matice
A je definován takto:

nnz(A) := #{(i, j) | i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . ,m},Aij 6= 0},

kde #M znamená počet prvk̊u množiny M . Jestlǐze je zřejmé, o jakou matici
se jedná, pak lze použ́ıt značeńı NNZ := nnz(A).

NNZ je zkratkou pro anglické Number of Nonzeros.
Existuje několik r̊uzných definic ř́ıdké matice.
Wilkinson definoval ř́ıdkou matici pragmaticky jako matici, u které se vy-

plat́ı využ́ıt př́ıtomnosti nulových prvk̊u, at’ už pro jejich procentuálńı za-
stoupeńı, nebo pro jejich rozložeńı [4, str. 191]. Tuto definici využ́ıvá i tato
bakalářská práce.

Matice, která neńı ř́ıdká, se potom označuje jako hustá.

1.2.2 COO

Souřadnicový formát, anglicky Coordinate format, je jedńım z nejjednodušš́ıch
formát̊u vnitřńıho uložeńı ř́ıdkých matic. Jeho datová struktura se skládá
z následuj́ıćıch tř́ı poĺı velikosti NNZ:

• AA: neseřazené pole obsahuj́ıćı všechny reálné nenulové prvky matice A

• JR: obecně neseřazené pole přirozených č́ısel představuj́ıćıch č́ısla řádk̊u
patřičných, od začátku pole stejně vzdálených, prvk̊u pole AA

• JC: obecně neseřazené pole přirozených č́ısel představuj́ıćıch č́ısla
sloupc̊u patřičných, od začátku pole stejně vzdálených, prvk̊u pole AA
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1.2. Formáty uložeńı ř́ıdkých matic

Př́ıklad. Matici

A =


1,1 0 0 2,7 0
3,2 0 4,5 0 0
0 0 5,6 0 6,8
0 7,3 0 0 0
0 8,4 0 0 9,9


lze ve formátu COO uložit takto:

AA 6,8 7,3 2,7 1,1 3,2 9,9 5,6 8,4 4,5
JR 3 4 1 1 2 5 3 5 2
JC 5 2 4 1 1 5 3 2 3

To, že jsou tato pole obecně neseřazená, zajǐst’uje rychlé vkládáńı daľśıch
nenulových prvk̊u.

1.2.3 CSR

Formát komprimovaných ř́ıdkých řádk̊u, anglicky Compressed Sparse Row for-
mat, je asi nejběžněǰśım formátem pro uložeńı obecných ř́ıdkých matic. Pro
prováděńı maticových operaćı je většinou vhodněǰśı než souřadnicový formát.

Potřebuje méně úložného mı́sta než souřadnicový formát. Komprimuje
totiž řádkové indexy. Tuto komprimaci z formátu COO si lze představit tak,
že se seřad́ı pole č́ısel řádk̊u JR a také se seřad́ı jednotlivé souvislé části pole
JC př́ıslušej́ıćı stejnému řádku. Alternativně se seřad́ı pole JC a potom se sta-
bilně seřad́ı pole JR, totiž bez prohozeńı shodných prvk̊u. Potom se pole JR
nahrad́ı ukazateli na začátky řádk̊u v poĺıch AA a JC a na konec se připoj́ı
ukazatel na prvńı již neplatnou pozici za těmito poli. Pole JC se přejmenuje
na JA.

Datová struktura tohoto formátu sestává z následuj́ıćıch tř́ı poĺı:

• AA: pole obsahuj́ıćı všechny reálné nenulové prvky matice A, uložené
vzestupně po řádćıch, prvky téhož řádku jsou uložené vzestupně po
sloupćıch. Velikost tohoto pole je NNZ.

• JA: pole přirozených č́ısel představuj́ıćıch č́ısla sloupc̊u patřičných, od
začátku pole stejně vzdálených, prvk̊u pole AA. Tato č́ısla jsou pro každý
řádek zvlášt’ seřazena vzestupně. Velikost tohoto pole je NNZ.

• IA: pole přirozených č́ısel představuj́ıćıch indexy začátk̊u řádk̊u v poĺıch
AA a JA. itý prvek tohoto pole obsahuje index, na kterém v poĺıch
AA a JA zač́ıná itý řádek. (i + 1)ńı prvek pole IA je potom součtem
itého prvku pole IA a počtu nenulových prvk̊u v itém řádku matice A,
na této pozici v poĺıch AA a JA tedy skončil itý řádek a zač́ıná zde
(i+ 1)ńı řádek. Posledńı prvek pole IA je výjimkou, obsahuje totiž č́ıslo
IA[1] + NNZ, totiž prvńı již neplatnou pozici v poĺıch AA a JA. Velikost
tohoto pole je počet řádk̊u matice A + 1.
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1. Teoretický základ

Př́ıklad. Matice

A =


1,1 0 0 2,7 0
3,2 0 4,5 0 0
0 0 5,6 0 6,8
0 7,3 0 0 0
0 8,4 0 0 9,9


se ve formátu CSR ulož́ı takto:

AA 1,1 2,7 3,2 4,5 5,6 6,8 7,3 8,4 9,9
JA 1 4 1 3 3 5 2 2 5
IA 1 3 5 7 8 10

1.2.4 CSC

Formát komprimovaných ř́ıdkých sloupc̊u, anglicky Compressed Sparse Co-
lumn format, je v praxi také často použ́ıván. Je analogíı formátu CSR, od
kterého se lǐśı t́ım, že pro každý prvek ukládá č́ıslo jeho řádku, namı́sto sloupce,
a pole index̊u začátk̊u řádk̊u je nahrazeno polem index̊u začátk̊u sloupc̊u.

1.3 Arnoldiho metoda

Tato sekce, společně se sekćı následuj́ıćı, využ́ıvá nav́ıc pojmy vektorový pro-
stor, podprostor, lineárńı kombinace, lineárńı nezávislost, lineárńı obal 〈 . . .〉,
podobnost matic, skalárńı součin, ortogonalita a ortonormalita vektor̊u, eu-
klidovská norma ‖ · ‖2 ze studijńıho textu [1].

Arnoldiho metoda byla poprvé představena ve článku [5] jako prostředek
redukce husté matice na Hessenbergovu matici. Už zde bylo zmı́něno, že by
tato metoda mohla poskytovat dobré aproximace některých vlastńıch č́ısel, po-
kud by se jej́ı běh zastavil v pr̊uběhu výpočtu, před dokončeńım. Později bylo
zjǐstěno, že taková úprava je dobrým stavebńım kamenem pro aproximováńı
vlastńıch č́ısel velkých ř́ıdkých matic. Tuto metodu ukazuje algoritmus 1. Jeho
zdrojem je kniha [6] a technická zpráva [7]. [2]

Výstupńı matice V, H a vektor f se mohou značit s dolńım indexem m
indikuj́ıćım počet sloupc̊u matic H a V, a tedy i počet iteraćı Arnoldiho algo-
ritmu. [2] V této práci má dolńı index přednost před horńım indexem.

Sloupce matice Vm jsou ortonormálńı báźı Krylovova [2] podprostoru
Km(A,v) = 〈v,Av,A2v, . . . ,Am−1v〉. [2]

Vztah
AVm = VmHm + fme

T
m (1.1)

se pak nazývá Arnoldiho faktorizace matice A velikosti m [6]. Jestliže
se rovnice (1.1) vynásob́ı zleva matićı VH

m, pak je výsledkem vztah

VH
mAVm = Hm, (1.2)
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1.3. Arnoldiho metoda

Algoritmus 1: arnoldi: Arnoldiho metoda
Input: m,n ∈ N,m ≤ n,

A ∈ Cn,n vstupńı matice,
v ∈ Cn, ‖v‖2 = 1 počátečńı vektor

Output: V ∈ Cn,m matice s ortonormálńımi sloupci,
H ∈ Cm,m Hessenbergova matice,
f ∈ Cn vektor ortogonálńı v̊uči sloupc̊um matice V,
tak, že plat́ı AV = VH+ feT

m,
kde em ∈ Rm a eT

m =
(
0 · · · 0 1

)
1 V:,1 ← v

2 f ← AV:,1
3 ortogonalizuj f vzhledem k matici V:,1 a koeficient ortogonalizace

ulož do prvku H1,1
4 for j = 1, 2, . . . ,m− 1 do
5 if ‖f‖2 = 0 then
6 zastav
7 end
8 Hj+1,j ← ‖f‖2
9 V:,j+1 ← f/‖f‖2

10 f ← AV:,j+1
11 ortogonalizuj f vzhledem k matici V:,1:j+1 a koeficienty

ortogonalizace ulož do sloupce H1:j+1,j+1
12 end

nebot’ matice Vm má ortonormálńı sloupce, a tedy VH
mVm = E, kde E ∈

Rm,m je jednotková matice, totiž neutrálńı prvek v̊uči násobeńı, a vektor f je
ortogonálńı ke sloupc̊um matice Vm, a proto se člen fmeT

m vynuluje. [2]
V př́ıpadě m = n jsou Hn i Vn čtvercové matice stejného typu jako matice

A. MaticeVn je pak unitárńı, totižV−1
n = VH

n . Tento fakt společně s platnost́ı
rovnice (1.2) implikuje, že je matice Hn podobná matici A, a tedy má stejná
všechna vlastńı č́ısla. [2]

Ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech, když m < n a algoritmus proběhne standardńım
zp̊usobem, tedy se nezastav́ı na řádku 6, poskytuj́ı vlastńı č́ısla matice Hm

pouhé aproximace vlastńıch č́ısel matice A. [2]
Jestliže se však algoritmus po vyhodnoceńı podmı́nky na řádku 5 zastav́ı

v pr̊uběhu iterace j, pak je všech j vlastńıch č́ısel matice Hj totožných s j
některými vlastńımi č́ısly matice A, totiž se jedná o přesné aproximace. V ta-
kovém př́ıpadě plat́ı rovnost AVj = VjHj . [2]

V praxi se zde tento algoritmus téměř nikdy nezastav́ı, i kv̊uli
nepřesnostem v aritmetice s plovoućı desetinnou čárkou s omezenou
přesnost́ı. [2]

Je d̊uležité dokázat rychle odhadnout přesnost vypočteného vlastńıho č́ısla,
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1. Teoretický základ

a to předevš́ım pro stanoveńı kritéria pro zastaveńı. Necht’ ve faktorizaci (1.1)
λ ∈ C je vlastńı č́ıslo matice Hm a y ∈ Cn je vlastńı vektor matice Hm

př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ, totiž plat́ı Hmy = λy. Pak λ je aproximaćı
vlastńıho č́ısla matice A a u = Vmy je aproximovaný vlastńı vektor matice A
př́ıslušej́ıćı aproximovanému vlastńımu č́ıslu λ. Po vynásobeńı faktorizace (1.1)
vektorem y jsou pak ekvivalentńı následuj́ıćı úpravy:

AVmy = VmHmy + fme
T
my

AVmy = λVmy + fme
T
my

AVmy − λVmy = fme
T
my

Au− λu = fme
T
my

(A− λE)u = fme
T
my.

A proto plat́ı:

‖(A− λE)u‖2 = ‖fmeT
my‖2

‖(A− λE)u‖2 = ‖fm‖2|eT
my|

Pro odhad přesnosti vlastńıho č́ısla λ se proto použ́ıvá absolutńı hodnota po-
sledńıho prvku vlastńıho vektoru matice Hm př́ıslušej́ıćıho tomuto vlastńımu
č́ıslu, tedy absolutńı hodnota posledńıho prvku vektoru y, vynásobená č́ıslem
‖fm‖2, totiž odhad ‖fm‖2|eT

my|. [2]

1.4 Restart Arnoldiho metody

Ukázalo se, že pro výpočet několika největš́ıch vlastńıch č́ısel předchoźı algorit-
mus 1 neńı př́ılǐs vhodný. Ortogonalizace nových vektor̊u je stále těžš́ı a časová
složitost výpočtu vlastńıch č́ısel Hessenbergovy matice je řádově O(m3), kde
m je velikost této matice. I pamět’ová složitost roste rychle, protože je potřeba
ukládat všech m vektor̊u ortonormálńı báze Krylovova podprostoru. Nadto
neńı možné zjistit kolik iteraćı tohoto algoritmu bude nutné provést pro do-
statečně přesnou aproximaci požadovaných vlastńıch č́ısel. Z těchto d̊uvod̊u se
začaly vyv́ıjet techniky restartováńı této metody. [6]

Restartováńı Arnoldiho metody typicky spoč́ıvá v tom, že se sestav́ı Ar-
noldiho faktorizace velikosti m a pak začne nový výpočet stejně velké fakto-
rizace se snahou efektivńıho využit́ı vypočtených informaćı z předchoźı fakto-
rizace. Tento proces se opakuje, dokud neńı dostatečně přesně aproximováno
požadované množstv́ı vlastńıch č́ısel. [7]

1.4.1 Implicitně restartovaná Arnoldiho metoda

Implicitńı restartováńı Arnoldiho metody poskytuje snad nejefektivněǰśı
zp̊usob využit́ı zaj́ımavých informaćı z předchoźı Arnoldiho faktorizace. Re-
start spoč́ıvá v tom, že se vypočtená Arnoldiho faktorizace zkomprimuje do
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1.4. Restart Arnoldiho metody

faktorizace velikosti k, kde k ∈ N je fixńı a představuje požadovaný počet
aproximaćı vlastńıch č́ısel. Při této komprimaci se zachovaj́ı pouze zaj́ımavé
informace týkaj́ıćı se požadovaných vlastńıch č́ısel a nezaj́ımavé se odstrańı,
čehož se doćıĺı implicitńım použit́ım QR algoritmu s posuny. [6]

Na matici Hm z faktorizace (1.1) se aplikuje m − k krok̊u QR algoritmu,
každý z těchto krok̊u s rozd́ılným posunem, který je jedńım z m − k zvo-
lených posun̊u, a necht’ Q ∈ Cm,m je těmto aplikaćım př́ıslušej́ıćı unitárńı
matice. Tato matice se aplikuje implicitně i na zbytek faktorizace. T́ım se
obdrž́ı následuj́ıćı vztah:

AV+
m = V+

mH
+
m + fme

T
mQ,

kde V+
m = VmQ a H+

m = QHHmQ. Matice V+
m si zachovala ortonormalitu

sloupc̊u, nebot’ byla vynásobena unitárńı matićı, a matice H+
m je stále Hes-

senbergovou matićı podobnou matici Hm. Prvńıch k − 1 prvk̊u vektoru eT
mQ

jsou nuly. Proto plat́ı tato Arnoldiho faktorizace matice A velikosti k:

AV+
k = V+

k H
+
k + f+

k e
T
k , (1.3)

kde V+
k = V+

mQ:,1:k, H+
k = (H+

m)1:k,1:k a f+
k = (H+

m)k+1,kvk+1 +Qm,kfm. [6]
Faktorizace (1.3) je identická s faktorizaćı, která by byla výsledkem k

iteraćı standardńı Arnoldiho metody 1 s novým počátečńım vektorem v+ =
w/‖w‖2, kde w = (∏m−k

i=1 (A − µiE))v, zde potom E ∈ Rn,n je jednotková
matice, v je p̊uvodńı počátečńı vektor a µ1, µ2, . . . , µm−k jsou zvolené posuny.
T́ım došlo k implicitńı aplikaci polynomiálńıho filtrováńı stupně m − k na
počátečńı vektor Arnoldiho faktorizace velikosti k, a to bez provedeńı žádného
daľśıho součinu matice A s vektorem. [2]

V praxi se osvědčila volba těchto posun̊u jako m − k vlastńıch č́ısel ma-
tice Hm, které jsou nezaj́ımavé, a totiž se jedná o přesné posuny. Kdyby
ve výpočtech nedocházelo k žádným nepřesnostem, potom by d̊usledkem
této volby bylo, že by spektrum matice H+

k obsahovalo jen a právě k
vlastńıch č́ısel matice Hm, které jsou zaj́ımavé, a nový počátečńı vektor by
byl určitou lineárńı kombinaćı k aktuálně nejlepš́ıch aproximaćı vlastńıch vek-
tor̊u př́ıslušej́ıćıch těmto zaj́ımavým vlastńım č́ısl̊um. [6]

Volba posun̊u pro QR algoritmus je motivována faktem, že když je
počátečńı vektor Arnoldiho metody roven lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u
př́ıslušej́ıćıch požadovaným k vlastńım č́ısl̊um matice A, kde žádný z koe-
ficient̊u této lineárńı kombinace neńı roven nule, potom je po k iteraćıch
Arnoldiho metody vektor fk nulovým vektorem, a tedy se tento algoritmus
výjimečně zastav́ı v pr̊uběhu, a tedy spektrum matice Hk poskytuje přesné
aproximace požadovaných vlastńıch č́ısel. [6]

Zkomprimovaná faktorizace (1.3) se potom může opět rozš́ı̌rit na Arnol-
diho faktorizaci velikosti m upravenou Arnoldiho metodou, která je totožná
s Arnoldiho metodou 1, pouze poč́ıtá s již existuj́ıćı vstupńı Arnoldiho fak-
torizaćı (1.3) a tuto faktorizaci rozš́ı̌ŕı pomoćı zbytkového vektoru f+

k z této
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1. Teoretický základ

faktorizace. Tato metoda je zapsána jako algoritmus 3 v př́ıloze, jehož zdrojem
je kniha [6] a technická zpráva [7].

Implicitně restartovaná Arnoldiho metoda je popsána v algoritmu 2, jeho
zdrojem je kniha [6].

Algoritmus 2: Implicitně restartovaná Arnoldiho metoda
Input: m,n ∈ N,m < n,

k ∈ N požadovaný počet aproximaćı vlastńıch č́ısel,
A ∈ Cn,n vstupńı matice,
v ∈ Cn, ‖v‖2 = 1 počátečńı vektor

Output: p ∈ N, p ≥ k,
λaprox ∈ Cp vektor aproximovaných vlastńıch č́ısel,
V ∈ Cn,m matice s ortonormálńımi sloupci,
H ∈ Cm,m Hessenbergova matice,
f ∈ Cn,
tak, že plat́ı AV = VH+ feT

m,
kde em ∈ Rm a eT

m =
(
0 · · · 0 1

)
1 [Vm, Hm, fm] ← arnoldi(m, n, A, v)
2 while true do
3 spočti σ(Hm)
4 if počet dobrých aproximaćı vlastńıch č́ısel ≥ k then
5 zastav
6 end
7 zvol (m− k)tici posun̊u (µ1, µ2, . . . , µm−k) na základě σ(Hm),

popř́ıpadě na základě nějakých jiných informaćı
8 Q← Em, kde Em ∈ Rm,m je jednotková matice
9 for j = 1, 2, . . . ,m− k do

10 [Qj ,Rj ] ← qr(Hm − µjEm)
11 Hm ← QH

j HmQj

12 Q← QQj

13 end
14 fk ← (Hm)k+1,kvk+1 +Qm,kfm
15 Vk ← VmQ:,1:k
16 Hk ← (Hm)1:k,1:k
17 [Vm,Hm, fm]← modifiedArnoldi(m,n, k,A,Vk,Hk, fk)
18 end

Opakovaná aktualizace počátečńıho vektoru v implicitńım restartem je
navržena tak, aby byl nový počátečńı vektor v́ıce nakloněn ve směru vlastńıch
vektor̊u př́ıslušej́ıćıch požadovaným vlastńım č́ısl̊um a odkloněn od směru
ostatńıch vektor̊u. [6]
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1.4. Restart Arnoldiho metody

1.4.2 Daľśı zp̊usoby restartu

Explicitně restartovaná Arnoldiho metoda
Explicitně restartovaná Arnoldiho metoda provede restartováńı spojené s kom-
preśı faktorizace explicitně, a to tak, že se pro nový běh Arnoldiho metody
zvoĺı za počátečńı vektor aproximace vlastńıho vektoru př́ıslušej́ıćıho prvńımu
ještě nedostatečně přesně aproximovanému vlastńımu č́ıslu. T́ım se v novém
běhu doćıĺı rychlé konvergence tohoto vlastńıho č́ısla, nebot’ zvolený počátečńı
vektor již má směr podobný směru př́ıslušného vlastńıho vektoru. Po zkonver-
gováńı daného vlastńıho č́ısla se toto č́ıslo a k němu př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor
uzamkne a algoritmus se zaměř́ı na výpočet aproximace daľśıho vlastńıho č́ısla,
přičemž muśı nové vektory vznikaj́ıćı při expanzi Arnoldiho faktorizace orto-
gonalizovat i vzhledem k již uzamknutým vektor̊um. Tento př́ıstup však neńı
ideálńı, když je zapotřeb́ı vypoč́ıtat v́ıce vlastńıch č́ısel, protože ostatńı vlastńı
vektory nejsou v novém počátečńım vektoru zahrnuty. [7]

Restart Arnoldiho metody polynomiálńım filtrováńım
Necht’ d, k, n ∈ N, dále bud’ A ∈ Cn,n vstupńı matice, p polynom stupně
d, z0 ∈ Cn lineárńı kombinace aproximaćı vlastńıch vektor̊u, vk+1, z ∈ Cn

vektory. Restart Arnoldiho metody polynomiálńım filtrováńım pak spoč́ıvá
v tom, že se spočte z = p(A)z0 a nový počátečńı vektor se zvoĺı jako
vk+1 = z/‖z‖2. Polynom p muśı být definován tak, aby byl nový počátečńı vek-
tor odkloněn od směru nezaj́ımavých vlastńıch vektor̊u a nakloněn ve směru
zaj́ımavých vlastńıch vektor̊u. Toho lze i pro nehermitovské vstupńı matice
doćılit použit́ım Čebyševových polynomů. [7]

Je však obt́ıžné zvolit lineárńı kombinaci z0 aproximaćı vlastńıch vek-
tor̊u tak, aby byla dosažena stejně rychlá konvergence všech požadovaných
vlastńıch č́ısel, protože neńı snadné reprezentovat celý podprostor jediným
vektorem. Řešeńım tohoto problému může být aplikováńı tohoto filtrováńı ve
všech kroćıch Arnoldiho metody, nikoli pouze v rámci restartu, to jest, na-
hradit matici A matićı p(A). Tato strategie se nejčastěji nazývá polynomiálńı
předurčováńı, anglicky polynomial preconditioning. Nevýhodou restartu Ar-
noldiho metody polynomiálńım filtrováńım je také silný vliv volby parametr̊u
použitého polynomu na efektivitu tohoto algoritmu. [7]

Již popsaný implicitńı restart je implicitńı aplikace polynomiálńıho fil-
trováńı stupně m− k, kde m ∈ N je maximálńı velikost Arnoldiho faktorizace
a k ∈ N je požadovaný počet vlastńıch č́ısel. [7]
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Kapitola 2
Knihovny pro práci s maticemi

V této kapitole jsou popsány knihovny, které implementuj́ı maticové operace
zejména nad hustými maticemi, a které je tak možné použ́ıt jako základ im-
plementované kalkulačky pro výpočet několika vlastńıch č́ısel ř́ıdkých matic.
Podpora operaćı s ř́ıdkými maticemi je v́ıtaným doplňkem, avšak neńı nutná.

2.1 BLAS

BLAS [8], s plným názvem Basic Linear Algebra Subprograms, jsou funkce,
které poskytuj́ı standardńı stavebńı kameny vykonávaj́ıćı základńı operace
s vektory a s maticemi.

Tyto funkce jsou rozděleny na tři úrovně:

• Level 1: Operace typu skalár, vektor a vektor–vektor.

• Level 2: Operace typu matice–vektor.

• Level 3: Operace typu matice–matice.

Pro rozhrańı těchto funkćı existuje mnoho daľśıch implementaćı, které jsou
často optimalizovány pro konkrétńı architekturu poč́ıtače.

Protože jsou tyto funkce výkonné, přenositelné a snadno dostupné, jsou
často už́ıvány ve vývoji vysoce kvalitńıch programů řeš́ıćıch složitěǰśı problémy
lineárńı algebry.

2.2 LAPACK

LAPACK [9], neboli Linear Algebra PACKage, je sadou funkćı, které poskytuj́ı
řešeńı problémů lineárńı algebry, jako je hledáńı řešeńı soustavy lineárńıch rov-
nic, hledáńı vlastńıch č́ısel, či konstrukce maticových rozklad̊u, a to např́ıklad
QR rozkladu, LU rozkladu, nebo Schurova rozkladu.

Pro výpočet na nižš́ı úrovni je často použita funkcionalita BLAS.
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2. Knihovny pro práci s maticemi

Stejně jako pro BLAS, tak i pro LAPACK existuje mnoho specifických
implementaćı. Jednou z nich je ScaLAPACK [10], jež je určená pro paralelńı
výpočet v systémech s distribuovanou pamět́ı a jej́ıž komunikačńı vrstvou je
BLACS [11] a je volně dostupná pod novou BSD licenćı.

2.3 Eigen

Eigen [12] je čistě hlavičková knihovna napsaná v jazyce C++, která poskytuje
řešeńı mnoha problémů z lineárńı algebry a rychlé rozhrańı pro práci s mati-
cemi. Jak již název napov́ıdá, lze tuto knihovnu využ́ıt pro hledáńı vlastńıch
č́ısel. Je však možné spoč́ıtat pouze všechna, a nikoli jen některá, vlastńı č́ısla.

Podporuje práci s hustými maticemi všech rozměr̊u, poč́ınaje malými ma-
ticemi s pevně stanoveným počtem řádk̊u a sloupc̊u, až po libovolně velké
husté matice. Implementuje také tř́ıdu SparseMatrix, jež zajǐst’uje pohodlné
rozhrańı pro práci s ř́ıdkou matićı, kterou ukládá v modifikovaném formátu
Compressed Sparse Row, respektive Compressed Sparse Column, který mezi
jednotlivými řádky, respektive sloupci, nechává pro rychlé vložeńı nového ne-
nulového prvku volná mı́sta, takže daľśı prvek rozd́ılný od nuly lze vložit
v čase asymptoticky lineárně rostoućım s počtem nenulových prvk̊u v daném
řádku, respektive sloupci, nebo dokonce až v asymptoticky konstantńım čase,
jestliže jsou do daného řádku, respektive sloupce, prvky vkládány postupně
s rostoućımi indexy sloupc̊u, respektive řádk̊u. Tuto matici lze ovšem snadno
převést do standardńıho formátu Compressed Sparse Row, či Compressed
Sparse Column.

Hierarchie tř́ıd datového modelu, tedy matic a vektor̊u, je v této knihovně
navržena tak, aby se vyhnulo nutnosti volat virtuálńı funkce v př́ıpadech,
kdy by to znamenalo značnou ztrátu výpočetńı rychlosti. Namı́sto tradičńıho
děděńı, které využ́ıvá virtuálńı funkce, je zde pro dosažeńı polymorfismu imple-
mentován Curiously Recurring Template Pattern, se zkratkou CRTP. V tomto
C++ programovaćım vzoru je rodičovská tř́ıda, např́ıklad MatrixBase, para-
metrizována šablonovým parametrem, a odvozená tř́ıda, např́ıklad Matrix,
děd́ı z této rodičovské tř́ıdy se šablonovým parametrem rovným právě této
odvozené tř́ıdě, tedy v tomto př́ıkladě Matrix děd́ı z MatrixBase<Matrix>.
Metoda rodičovské tř́ıdy pak použ́ıvá pro zavoláńı metody odvozené tř́ıdy sta-
tické přetypováńı své samotné instance, na které byla tato metoda zavolána,
tedy např́ıklad static cast<Derived*>(this)->implementation(); zavolá
z rodičovské tř́ıdy metodu Derived::implementation na této instanci již
s odvozeným typem Derived, kde Derived je jméno daného šablonového pa-
rametru rodičovské tř́ıdy. To umožňuje vyřešit polymorfńı voláńı metod již
v době kompilace. Tomuto polymorfismu se proto ř́ıká statický polymorfis-
mus, na rozd́ıl od běžného dynamického polymorfismu, který řeš́ı polymorfńı
voláńı až v době běhu programu.

Eigen se také, i kv̊uli výkonu, vyhýbá v́ıcenásobnému děděńı.
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2.3. Eigen

Knihovnu lze použ́ıvat se všemi standardńımi datovými typy jazyka C++,
včetně celých či komplexńıch č́ısel, a dokonce i včetně uživatelem definovaných
č́ısel, nebot’ jej́ı implementace využ́ıvá C++ šablon pro poskytnut́ı této gene-
riky nad skaláry.

V současné verzi lze Eigen nastavit tak, aby pro násobeńı a dekompozice
hustých matic použ́ıval implementace jakýchkoli BLAS a LAPACK knihoven,
které jsou kompatibilńı s verźı F77 programovaćıho jazyka Fortran.

Obsahuje také ekosystém nepodporovaných modul̊u, který poskytuje
několik specifických funkćı, jako je např́ıklad načteńı vstupńı matice ze sou-
boru ve formátu MatrixMarket.

Tato knihovna je dostupná volně pod licenćı MPL2.
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Kapitola 3
Přehled existuj́ıćıch řešeńı

V této kapitole jsou popsány některé z nejznáměǰśıch knihoven s implementaćı
restartované Arnoldiho metody.

3.1 ARPACK

ARPACK [6], neboli ARnoldi PACKage, je matematický software napsaný
v jazyce Fortran77. Je navržený pro hledáńı několika vlastńıch č́ısel velkých
matic. Tato vlastńı č́ısla jsou aproximacemi největš́ıch č́ısel ze spektra podle
uživatelem zvoleného zp̊usobu porovnáváńı. Takto je možné hledat vlastńı
č́ısla např́ıklad s největš́ı či nejmenš́ı absolutńı hodnotou a k nim př́ıslušej́ıćı
vlastńı vektory. Pomoćı posunut́ı o σ a následné inverze vstupńı velké matice
lze poč́ıtat vlastńı č́ısla nejbĺıže k posunu σ.

Tato knihovna požaduje po uživateli, aby on sám prováděl operace
se vstupńı velkou matićı. Pro standardńı použit́ı stač́ı často poskytnout pouze
součin vstupńı velké matice s daným vektorem. Knihovna tedy nezáviśı na
formátu uložeńı vstupńı velké matice, protože sama s touto matićı nezacháźı.

Použ́ıvá se zde implicitně restartovaná Arnoldiho metoda. Pro implicitńı
restart se použ́ıvá QR algoritmus s exaktńımi posuny. Ve výchoźım nastaveńı
jsou tyto posuny poč́ıtány knihovnou, ale může je zvolit i uživatel.

Je specializována pro hermitovské a nehermitovské, reálné a komplexńı,
matice. Lze zadat požadovanou přesnost aproximaćı vlastńıch č́ısel.

Existuje i paralelńı verze, a to P ARPACK [13]. Podporované komunikačńı
vrstvy jsou zde BLACS [11] a MPI [14].

Knihovna je dostupná volně pod novou BSD licenćı.

3.2 Spectra

Knihovna se jménem Spectra [15], které je zkratkou pro Sparse Eigen-
value Computation Toolkit as a Redesigned ARPACK, je knihovnou pro
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3. Přehled existuj́ıćıch řešeńı

výpočet vlastńıch č́ısel velkých matic napsanou v jazyce C++. Jak již plný
název napov́ıdá, tato knihovna se inspirovala knihovnou ARPACK popsanou
v sekci 3.1. Na této knihovně nijak nezáviśı, pouze implementuje stěžejńı al-
goritmy popsané v knize [6], zejména implicitně restartovanou Arnoldiho me-
todu, ovšem se zcela jiným rozhrańım.

Jedná se o čistě hlavičkovou knihovnu, jej́ıž jediná závislost je na daľśı čistě
hlavičkové knihovně Eigen, popsané v sekci 2.3, a proto ji lze snadno použ́ıvat
v C++ projektech a kompilátor je schopen poskytnout dobré optimalizace
z této knihovny použ́ıvaných funkcionalit.

Pro výpočet několika vlastńıch č́ısel vstupńı matice je potřeba poskytnout
předevš́ım operaci součinu vstupńı matice s vektorem. Knihovna nab́ıźı několik
tř́ıd implementuj́ıćıch tuto operaci, ale může ji definovat i samotný uživatel,
č́ımž je zajǐstěna volnost výběru formátu uložeńı vstupńı matice.

Tato knihovna neńı paralelizována. Ve většině př́ıpad̊u je rychleǰśı než
knihovna ARPACK popsaná v sekci 3.1.

Jej́ı kód je dostupný volně pod licenćı MPL2, stejně jako touto knihovnou
použ́ıvaný kód knihovny Eigen.

3.3 SLEPc

SLEPc [16], s plným názvem Scalable Library for Eigenvalue Problem Compu-
tations, je matematický software napsaný v jazyce C. Je rozš́ı̌reńım knihovny
PETSc [17], neboli Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation,
o vše potřebné pro hledáńı vlastńıch č́ısel a k nim př́ıslušej́ıćıch vlastńıch
vektor̊u a pro řešeńı několika daľśıch souvisej́ıćıch problémů. Jej́ım největš́ım
zájmem je řešeńı takových problémů s velkými ř́ıdkými maticemi na para-
lelńıch poč́ıtač́ıch. Podporovanou komunikačńı vrstvou je MPI [14].

Nab́ıźı rozhrańı nad jinými známými řešeńımi, např́ıklad nad již zmı́něnou
knihovnou ARPACK i nad jej́ı paralelńı verźı P ARPACK.

Jednotlivé funkce mohou být volány př́ımo ze zdrojového kódu, nebo přes
př́ıkazovou řádku.

Tato knihovna implementuje explicitně restartovanou Arnoldiho metodu.
Uživatel může zvolit, jakým zp̊usobem bude prob́ıhat reortogonalizace.

Ačkoli jazyk C nemá př́ımou podporu pro objektově orientované pro-
gramováńı, tato knihovna využ́ıvá tř́ı základńıch princip̊u objektově ori-
entovaného programováńı, tedy zapouzdřeńı, polymorfismus a dědičnost.
Např́ıklad matice má abstraktńı rozhrańı, které je implementováno několika
realizacemi s rozd́ılnými formáty uložeńı matice.

Knihovna SLEPc je, stejně jako knihovna PETSc, zveřejněna pod zjed-
nodušenou BSD licenćı.
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Kapitola 4
Analýza požadavk̊u

V této části jsou zachyceny požadavky na implementovanou aplikaci. Tyto
požadavky jsou zaměřeny na co nejvěrněǰśı splněńı zadáńı této bakalářské
práce. Jejich vlastńıkem, též stakeholderem, totiž osobou, která danou funk-
cionalitu či vlastnost požaduje, je autor této práce.

4.1 Funkčńı požadavky

FP1 Zadáńı počtu vlastńıch č́ısel

• Uživatel zadá požadovaný počet aproximaćı největš́ıch vlastńıch č́ısel.

FP2 Volba srovnávaćıho kritéria

• Uživatel si bude moci vybrat srovnávaćı kritérium, podle kterého bu-
dou vypočtené aproximace vlastńıch č́ısel vzájemně porovnávána pro
rozlǐseńı zaj́ımavých a nezaj́ımavých aproximaćı. Bude si moci vybrat
z těchto srovnávaćıch kritéríı:

– Největš́ı absolutńı hodnota.

– Nejmenš́ı absolutńı hodnota.

– Největš́ı reálná část.

– Nejmenš́ı reálná část.

FP3 Zadáńı přesnosti aproximaćı

• Uživatel bude moci zadat požadovanou přesnost vypoč́ıtaných vlastńıch
č́ısel.
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4. Analýza požadavk̊u

FP4 Zadáńı maximálńı velikosti Arnoldiho faktorizace

• Uživatel bude moci zadat velikost Arnoldiho faktorizace, při které má
doj́ıt k restartu Arnoldiho metody a t́ım ke kompresi faktorizace.

FP5 Zadáńı maximálńıho počtu restart̊u

• Uživatel bude moci zadat maximálńı počet restart̊u Arnoldiho metody.
Po jeho dosažeńı se výpočet zastav́ı. Bude možné źıskat již zkonvergo-
vaná vlastńı č́ısla.

FP6 Zadáńı maximálńıho počtu iteraćı iterativńı
ortogonalizace

• Kalkulačka umožńı uživateli zadat maximálńı povolený počet iteraćı ite-
rativńı ortogonalizace.

FP7 Zadáńı éty iterativńı ortogonalizace

• Uživatel bude moci zadat č́ıslo η ∈ R, kde 0 ≤ η ≤ 1, rozhoduj́ıćı o tom,
zda se má provést opětovná iterace algoritmu iterativńı ortogonalizace,
použitého pro ortogonalizaci nového vektoru v rámci generováńı orto-
normálńı báze Krylovova podprostoru nad skaláry s omezenou přesnost́ı.
Opětovná iterace algoritmu iterativńı ortogonalizace se provede, jestliže
η · ‖f̃‖2 > ‖f‖2, kde n ∈ N, f̃, f ∈ Rn, f je vektor po posledńı orto-
gonalizaci a f̃ je vektor před posledńı ortogonalizaćı, a zároveň nebude
splněna žádná daľśı ukončuj́ıćı podmı́nka, jako je např́ıklad dosažeńı ma-
ximálńıho povoleného počtu iteraćı. Tuto metodu autor převzal z tech-
nické zprávy [18].

FP8 Načteńı vstupńı matice

• Uživatel zadá název souboru, ze kterého se načte vstupńı ř́ıdká reálná
nesymetrická matice. Tato matice bude v tomto souboru uložena
v souřadnicovém formátu MatrixMarket [19].

FP9 Libovolné načteńı počátečńıho vektoru

• Kalkulačka vygeneruje počátečńı vektor s využit́ım libovolného algo-
ritmu. Uživatel tedy nebude povinen zvolit počátečńı vektor sám.

FP10 Výpočet vlastńıch č́ısel

• Kalkulačka vypoč́ıtá vlastńı č́ısla podle zvolených parametr̊u a
požadavk̊u.
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4.2. Nefunkčńı požadavky

FP11 Zobrazeńı vypočtených vlastńıch č́ısel

• Kalkulačka po dokončeńı výpočtu zobraźı vypočtená vlastńı č́ısla.

FP12 Zobrazeńı statistik

• Uživatel si bude moci po skončeńı výpočtu zobrazit jeho statistiky, a to
délku výpočtu a počet restart̊u, totiž počet iteraćı restartované Arnol-
diho metody.

4.2 Nefunkčńı požadavky

NP1 Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku

• Kalkulačku bude možné použ́ıvat přes př́ıkazovou řádku.

• Typ: Použitelnost.

NP2 Jednoduché desktopové rozhrańı

• Kalkulačku bude možné použ́ıvat přes jednoduché desktopové rozhrańı.

• Typ: Použitelnost.

NP3 Platforma

• Kalkulačka bude dostupná pro platformu Linux.

• Typ: Použitelnost.

NP4 Rychlost výpočetńı části

• Parametry bude možné zvolit tak, aby doba výpočetńıho běhu imple-
mentované kalkulačky nebyla pro sekvenčńı výpočet 5 vlastńıch č́ısel
s největš́ı absolutńı hodnotou s relativńı přesnost́ı 10−10 v́ıce než 10×
větš́ı než doba výpočetńıho běhu knihovny Spectra se stejnými, nebo
podobnými, parametry, na tomtéž, libovolně zvoleném, testovaćım hard-
ware, pro některých 5 r̊uzných libovolně vybraných reálných nesyme-
trických matic typu alespoň 105 × 105, jejichž pr̊uměrný počet nenu-
lových prvk̊u na řádku je nejméně 1,5. Pojem relativńı přesnost zde
označuje absolutńı hodnotu z rozd́ılu vypočtené aproximace vlastńıho
č́ısla a vzorového vlastńıho č́ısla, vydělenou absolutńı hodnotou vzo-
rového vlastńıho č́ısla. Do doby výpočetńıho běhu se nepoč́ıtá doba
nač́ıtáńı matice.

• Typ: Výkon.
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Kapitola 5
Návrh

5.1 Volba algoritmů

Pro výpočet několika největš́ıch vlastńıch č́ısel vstupńı reálné, ř́ıdké a nesy-
metrické matice je zvolena implicitně restartovaná Arnoldiho metoda popsaná
v sekci 1.4.1.

Pro realizaci implicitńıho restartu je použit QR algoritmus s posuny voĺıćı
za posuny vlastńı č́ısla aktuálńı Hessenbergovy matice, která jsou vzhledem
ke zvolenému porovnávaćımu kritériu vyhodnocena jako nezaj́ımavá.

Pro ortogonalizaci vektor̊u v rámci generováńı ortonormálńı báze Krylo-
vova podprostoru Arnoldiho metodou je zvolen algoritmus iterativńı Gram-
Schmidtovy ortogonalizace.

5.2 Technologie

5.2.1 Programovaćı jazyk

5.2.1.1 Výpočetńı část

Je požadována rychlost výpočetńı části požadavkem NP4. Je tedy nutné vy-
brat některou výpočetně nenáročnou knihovnu pro maticové operace, která
poskytuje rozhrańı pro efektivńı práci s velkými vektory a maticemi. Nebo
je zapotřeb́ı výpočetńı část implementovat v programovaćım jazyce, který je
dostatečně časově efektivńı.

Kdyby byla zvolena možnost využ́ıt některé knihovny pro maticové ope-
race, programovaćı jazyk by mohl být téměř libovolný, do jaké mı́ry by
byla vybraná knihovna v těchto jazyćıch př́ıstupná. Velmi by se sńıžila
náročnost implementace základńı verze a bylo by samozřejmost́ı soustředit
se na rozšǐritelnost a celkovou kvalitu kódu. Jestliže by se však ukázalo, že
výsledná implementace neńı dostatečně efektivńı, bylo by těžš́ı pokusit se to
napravit. Proto je výpočetńı část napsána v jazyce C++, který je dostatečně
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5. Návrh

výkonný a zároveň umožňuje objektově orientované programováńı. Byla zvo-
lena jeho aktuálně nejnověǰśı verze, totiž C++20.

5.2.1.2 Uživatelská rozhrańı

V kapitole 4 nejsou kladeny žádné nároky na výkon uživatelských rozhrańı.
Od obou rozhrańı je požadováno pouze malé množstv́ı funkcionalit. Kdyby byl
použit pro libovolné z těchto dvou rozhrańı jiný programovaćı jazyk než pro
výpočetńı část, a přitom by ono rozhrańı př́ımo použ́ıvalo tuto implementova-
nou knihovnu, tak by to samo o sobě přispělo ke větš́ı složitosti implementace
tohoto rozhrańı.

Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku
Z výše uvedených d̊uvod̊u je rozhrańı přes př́ıkazovou řádku napsáno také
v jazyce C++.

Grafické uživatelské rozhrańı
Grafické uživatelské rozhrańı by alternativně mohlo být napsáno v jiném ja-
zyce než předchoźı dvě části, bez př́ımého použit́ı výpočetńı části, a komuniko-
vat s rozhrańım přes př́ıkazovou řádku, přičemž by se data přenášela v nějaké
předem specifikované podobě, např́ıklad ve formátu JSON. Protože však po
desktopovém rozhrańı neńı požadováno mnoho funkcionalit a byl nalezen kva-
litńı C++ framework, jak je popsáno v následuj́ıćı sekci, je i toto rozhrańı pro
jednotnost napsáno v jazyce C++.

5.2.2 Framework grafického uživatelského rozhrańı

Při výběru frameworku grafického uživatelského rozhrańı byly brány v potaz
následuj́ıćı technologie.

5.2.2.1 Qt

Qt [20] je multiplatformńı framework pro tvorbu aplikaćı pro desktop, ve-
stavěných systémů a pro mobil. Je napsaný v jazyce C++. Mezi podporované
platformy patř́ı mimo jiné i Windows, Linux a OS X, Android a iOS. Ne-
jedná se o samostatný programovaćı jazyk. Preprocesor, zvaný Meta-Object
Compiler, se zkratkou MOC, je použit pro rozš́ı̌reńı jazyka C++, mimo jiné
o podporu signál̊u a jim naslouchaj́ıćım slot̊um pro tř́ıdy, jejichž deklarace
obsahuje makro Q OBJECT. MOC ze zdrojových soubor̊u použ́ıvaj́ıćıch Qt vy-
generuje před kompilaćı zdrojové soubory, které jsou v souladu se standardem
C++. Proto lze aplikace využ́ıvaj́ıćı framework Qt zkompilovat tradičńımi
kompilátory jako např́ıklad Clang, GCC a MinGW. Lze jej použ́ıvat i v pro-
gramovaćım jazyku Python.

Qt projekty lze sestavit s pomoćı nástroje CMake [21], ale tento framework
ke svému sestaveńı poskytuje i sv̊uj vlastńı nástroj, a to qmake.
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5.2. Technologie

Qt nab́ıźı také sv̊uj vlastńı Integrated Development Environment, neboli
IDE, zvaný Qt Creator.

Grafická uživatelská rozhrańı lze s frameworkem Qt psát př́ımo v C++
za použit́ı modulu Widgets. Interaktivńı grafický nástroj Qt Designer pak
slouž́ı pro generováńı kódu těchto rozhrańı. Může být použit samostatně, ale
je integrovaný i v nástroji Qt Creator.

K této technologii existuje kvalitńı dokumentace často podpořená př́ıklady
použit́ı.

Framework Qt je možné použ́ıvat primárně pod komerčńı licenćı, ale je
dostupný i pod GPL a LGPL open-source licencemi.

5.2.2.2 wxWidgets

wxWidgets [22] je multiplatformńı knihovna pro tvorbu desktopových apli-
kaćı napsaná v jazyce C++. Jsou podporovány standardńı platformy jako
Windows, Linux a OS X. Tuto technologii je možné využ́ıvat v jazyćıch C++,
C#, Python a v mnoha daľśıch.

Jelikož se jedná o knihovnu, a nikoli o framework, lze projekty použ́ıvaj́ıćı
tuto knihovnu sestavit jednoduše zkompilováńım daného projektu, např́ıklad
pravidly v souboru Makefile. Oficiálńım systémem pro sestavováńı wxWidgets
projekt̊u je však Bakefile, který slouž́ı pro vygenerováńı nativńıho souboru
Makefile pro př́ıslušnou platformu a pro př́ıslušný kompilátor.

Existuje v́ıce open-source Rapid Application Development, neboli RAD,
interaktivńıch grafických nástroj̊u pro tvorbu kód̊u grafických uživatelských
rozhrańı použ́ıvaj́ıćıch knihovnu wxWidgets, např́ıklad designer wxFormBuil-
der, nebo designer wxSmith, který je integrován do open-source IDE s názvem
Code::Blocks.

Tato knihovna má rozměrnou dokumentaci a k ńı zhruba 80 př́ıklad̊u
použit́ı.

Tato knihovna je distribuovaná pod modifikovanou LGPL licenćı, která
vývojář̊um umožňuje nalinkovat jejich aplikaci bud’ staticky, nebo dynamicky,
na wxWidgets, bez povinnosti zpř́ıstupnit zdrojový kód jejich aplikace. T́ım
je umožněno použ́ıvat tuto knihovnu jak v open-source, tak i v komerčńıch,
projektech.

5.2.2.3 Vybraný framework

Autor se rozhodl pro implementaci grafického uživatelského rozhrańı využ́ıt
multiplatformńı C++ framework Qt, protože se jedná o rozsáhlý C++ fra-
mework se širokou uživatelskou komunitou, ke kterému je dostupná obsáhlá, a
přesto snadno pochopitelná, dokumentace s mnoha př́ıklady použit́ı. Autorovi
se zdá dokumentace technologie Qt velmi kvalitńı, kvalitněǰśı než dokumentace
ostatńıch technologíı. Kvalita dokumentace znamenala pro autora při výběru
frameworku mnoho, nebot’ s tvorbou grafických uživatelských rozhrańı neměl
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solver

uihelperscli gui

Use

Use Use

Use Use

Obrázek 5.1: Diagram baĺıčk̊u

velké zkušenosti. Konkrétně je použita verze Qt 5, která je dostupná i pod
open source licenćı LGPL.

5.3 Architektura

5.3.1 Rozděleńı do baĺıčk̊u

Je požadováno rozhrańı přes př́ıkazovou řádku společně s grafickým
uživatelským rozhrańım. Výpočetńı část kalkulačky by neměla být závislá
na uživatelském rozhrańı. Jedná se tedy jistě o samostatný modul, který sám
může být dále dělený. Výpočetńı část je proto samostatnou knihovnou.

Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku i grafické uživatelské rozhrańı pak využ́ıvá
výpočetńı část. Některé funkcionality, nepř́ıtomné ve výpočetńı části, jako
např́ıklad validaci vstupńıch parametr̊u, maj́ı tato rozhrańı společné. Proto je
zde ještě jeden baĺıček s takovými funkcionalitami.

Tato architektura je zobrazena na obrázku 5.1. Baĺıček solver představuje
výpočetńı část, baĺıček uihelpers představuje pomocný baĺıček, baĺıček cli
poskytuje rozhrańı přes př́ıkazovou řádku, baĺıček gui poskytuje grafické
uživatelské rozhrańı.

5.3.2 Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku

Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku je navrženo podle vzoru MVC, což je zkratkou
pro Model–View–Controller. Ćılem tohoto vzoru je oddělit logiku aplikace od
uživatelského rozhrańı. [23]

View se stará o zobrazeńı dat uživateli. Obsahuje tak tř́ıdy staraj́ıćı se
o renderováńı zpráv, v podobě tak zvaných stránek, uživateli. Použit́ı těchto
pomocných tř́ıd usnadňuje otestováńı vrstvy Controller. [23]
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5.4. Vzhled grafického uživatelského rozhrańı

Pro tuto práci jsou potřebné stránky s vypoč́ıtanými vlastńımi č́ısly a se
statistikou výpočtu. Pro zpř́ıjemněńı uživatelské zkušenosti jsou zde nav́ıc tyto
stránky:

• Stránka s instrukcemi pro použit́ı aplikace.

• Stránka shrnuj́ıćı zadané parametry.

• Stránka s informaćı o začátku výpočtu.

• Stránka s informaćı o ukončeńı výpočtu.

Všechny tyto stránky implementuj́ı abstraktńı tř́ıdu CTextPage, která obsa-
huje jedinou metodu, a to metodu Render, která vraćı řetězec znak̊u obsahuj́ıćı
př́ıslušné informace.

View se také stará o čteńı uživatelského vstupu, o jeho validaci a o jeho
převedeńı do konkrétńıch datových typ̊u. Úkolem této vrstvy je též následně
zavolat náležitou funkcionalitu vrstvy Controller. [23]

Controller potom reaguje na uživatelský vstup a podle zadaných
požadavk̊u náležitě modifikuje Model. [23]

Model obsahuje jak datový model, tak i veškerou podnikovou logiku apli-
kace. [23]

Touto logikou je v př́ıpadě této práce předevš́ım výpočet několika
největš́ıch vlastńıch č́ısel vstupńı matice, o jej́ıž načteńı se stará opět tato
vrstva. V této práci je tak vrstvou Model celá výpočetńı část kalkulačky.

5.3.3 Grafické uživatelské rozhrańı

Grafické uživatelské rozhrańı taktéž dodržuje architekturu MVC.

5.4 Vzhled grafického uživatelského rozhrańı

Vzhled grafického uživatelského rozhrańı vycháźı z požadavk̊u analyzovaných
v kapitole 4. Návrh v podobě wireframe je na obrázku 5.2.

Okno kalkulačky je horizontálně rozděleno na tři sloupce:

• Prvńı sloupec je tvořen pouze z textového pole, které obsahuje vypočtená
vlastńı č́ısla a je možné jej posouvat dol̊u či nahoru, pokud je č́ısel tolik,
že je nelze všechny naráz zobrazit v tomto textovém poli.

• Druhý sloupec je určen pro zadáńı požadavk̊u na výpočet vlastńıch
č́ısel. Lze takto zadat počet požadovaných vlastńıch č́ısel, následně ma-
ximálńı velikost Arnoldiho faktorizace, totiž velikost Arnoldiho faktori-
zace, při které má doj́ıt k restartu a t́ım ke kompresi faktorizace, dále
maximálńı počet iteraćı restartované Arnoldiho metody, požadovanou
přesnost vlastńıch č́ısel, maximálńı počet iteraćı iterativńı ortogonalizace
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Obrázek 5.2: Wireframe grafického uživatelského rozhrańı
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5.4. Vzhled grafického uživatelského rozhrańı

společně s étou iterativńı ortogonalizace. V neposledńı řadě je možné vy-
brat srovnávaćı kritérium pro porovnáváńı vlastńıch č́ısel. Posledńı řádek
tohoto sloupce je určen pro zadáńı vstupńı matice. Název souboru lze
vložit ručně do př́ıslušného textového pole, nebo s využit́ım sousedńıho
tlač́ıtka, jehož stisk otevře prohĺıžeč soubor̊u v souborovém systému a
uživatel pak může s jeho pomoćı vybrat konkrétńı soubor se vstupńı
matićı.

• Posledńı sloupec nejprve obsahuje tlač́ıtko pro spuštěńı výpočtu a ve-
dle něj tlač́ıtko pro ukončeńı výpočtu. Poté je zde zobrazena statistika
výpočtu, a to aktuálńı stav výpočtu, počet již provedených iteraćı, doba
nač́ıtáńı a doba běhu výpočtu.
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Kapitola 6
Realizace

V této kapitole je diskutována implementace výpočetńı části a grafického
uživatelského rozhrańı společně s rozhrańım přes př́ıkazovou řádku.

6.1 Dokumentace

Pro generováńı dokumentace je použit nástroj Doxygen [24]. Tento nástroj
použ́ıvá pro vygenerováńı dokumentace objektu formátovaný C++ komentář
umı́stěný v kódu před t́ımto objektem. Takto lze zdokumentovat např́ıklad
tř́ıdy, jejich metody a atributy.

6.2 Struktura projektu

Adresářová struktura je d̊uležitá pro vývojáře, protože mu usnadňuje orien-
taci v kódu aplikace. Proto se autor rozhodl implementaci rozčlenit do hluboké
adresářové struktury, s d̊urazem na logické a intuitivńı rozděleńı tř́ıd do jed-
notlivých adresář̊u.

Část adresářové struktury tohoto projektu lze vidět na stromové
struktuře C.1 v př́ıloze.

6.3 Výpočetńı část

Výpočetńı část je realizována formou čistě hlavičkové knihovny v programo-
vaćım jazyce C++ ve verzi C++20.

6.3.1 Použit́ı knihoven

Pro výpočet vlastńıch č́ısel Hessenbergovy matice H ∈ Rn,n, kde n ∈ N, je
použit algoritmus implementovaný tř́ıdou Eigen::RealSchur z knihovny Ei-
gen, konkrétně ve verzi Eigen 3.3.9, který nalezne reálný Schur̊uv rozklad
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T = QTHQ, kde Q ∈ Rn,n je ortogonálńı matice a T ∈ Rn,n je kvazi-
trojúhelńıková matice podobná matici H. Matice T se pak použije pro zjǐstěńı
spektra matice H a z matice Q se spočtou odhady přesnosti př́ıslušných
vlastńıch č́ısel.

Z knihovny Spectra je použita tř́ıda Spectra::UpperHessenbergQR,
respektive Spectra::DoubleShiftQR, pro provedeńı kroku QR algoritmu
s reálným, respektive komplexńım, posunem, a to v pr̊uběhu QR algo-
ritmu s posuny, který je kĺıčovou část́ı implicitńıho restartu Arnoldiho me-
tody. Ve výchoźım nastaveńı jsou tyto posuny zvoleny exaktně, tedy jako
spočtená vlastńı č́ısla Hessenbergovy matice, která byla na základě zvoleného
srovnávaćıho kritéria vyhodnocena jako nezaj́ımavá.

6.3.2 Generika nad skaláry

Datový model poskytuje generiku nad skaláry s využit́ım C++ šablon pouze
pro vektory, a nikoli pro matice, a tedy ani algoritmus restartované Arnoldiho
metody neposkytuje tuto generiku. Za výchoźı skalár byl zvolen double, tedy
celá výpočetńı část pracuje implicitně s č́ısly s plovoućı desetinnou čárkou
s dvojitou přesnost́ı. Autor plánoval poskytnout generiku nad skaláry, ovšem
až poté, co by se mu podařilo naimplementovat všechny algoritmy, jejichž
implementace je aktuálně delegována na exterńı knihovny.

6.4 Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku

Pro začátek výpočtu se spust́ı kalkulačka se všemi potřebnými parametry.
S kalkulačkou po jej́ım spuštěńı již nelze dále komunikovat, vše totiž běž́ı
pouze na jednom vlákně.

6.5 Grafické uživatelské rozhrańı

Výslednou podobu grafického uživatelského rozhrańı lze vidět na obrázku 6.1.
Jako je výsledné okno vizuálně rozčleněno na tři sloupce spolu souvi-

sej́ıćıch informaćı, totiž prvńı sloupec pro zobrazeńı vypočtených vlastńıch
č́ısel, druhý sloupec pro zadáńı vstupńıch informaćı s požadavky na vlastńı
č́ısla a se specifikaćı vstupńı matice a třet́ı, posledńı, sloupec pro spuštěńı a
zastaveńı výpočtu a pro zobrazeńı statistik, tak je implementované rozhrańı
rozčleněno i v kódu, a to postupně na tř́ıdy CComputedEigenvaluesLayout,
CCalculationInputParametersLayout a CCalculationExecutionLayout,
které všechny děd́ı z QVBoxLayout. Tř́ıda QVBoxLayout je tř́ıdou knihovny
Qt 5, která se stará o svislé rozestaveńı jednotlivých zobrazitelných zař́ızeńı.
Tyto tř́ıdy pak využ́ıvá tř́ıda CRestartedArnoldiDialogView, představuj́ıćı
hlavńı okno aplikace.
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6.5. Grafické uživatelské rozhrańı

Obrázek 6.1: Grafické uživatelské rozhrańı
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6. Realizace

Stisk tlač́ıtka Calculate pak spust́ı v GUI vlákně metodu
CRestartedArnoldiDialogView::ReadInputParametersAndCalculate,
která pro načteńı vstupńıch parametr̊u zavolá metodu
CCalculationInputParametersLayout::ReadInputParameters,
a poté s přečtenými parametry ve struktuře
CRestartedArnoldiInputArguments spust́ı ve výpočetńım vlákně me-
todu CRestartedArnoldiController::ComputeFewEigenvalues, jenž
spočte požadované aproximace vlastńıch č́ısel. Výpočetńı vlákno komunikuje
pr̊uběžně s GUI vláknem zaśıláńım signál̊u. Takto je GUI vlákno informováno
např́ıklad o spuštěńı samotného výpočtu, nebo o změně stavu výpočtu, či
o zkonvergováńı požadovaného počtu vlastńıch č́ısel.
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Kapitola 7
Testováńı

7.1 Testovaćı data

Zhotovená kalkulačka nač́ıtá vstupńı matice ve formátu MatrixMarket [19].
Pro jej́ı otestováńı zvolil autor tyto čtvercové, reálné a nesymetrické matice:

• Z repositáře Matrix Market [19]: tols90, tols4000, cry2500, olm5000 a
af23560.

• Z kolekce ř́ıdkých matic University of Florida [25]: vas stokes 4M,
vas stokes 2M, vas stokes 1M, Freescale1 a ML Geer.

7.2 Referenčńı řešeńı

Pro výpočet referenčńıch vlastńıch č́ısel byla využita knihovna Spectra,
popsaná v kapitole 3.2. Výpočet byl spuštěn nad datovým typem long
double. Testy, které vyžadovaly několik referenčńıch vlastńıch č́ısel matice
A ∈ Rn,n, kde n ∈ N, byly spouštěny s požadovanou přesnost́ı vždy větš́ı než
‖Ava − λava‖2/|λa| pro každou referenčńı vypočtenou aproximaci va ∈ Cn

vlastńıho vektoru matice A př́ıslušej́ıćıho aproximaci vlastńıho č́ısla λa ∈ C
s jednotkovou euklidovskou normou.

7.3 Testovaćı hardware

Testováńı proběhlo na notebooku s následuj́ıćımi parametry:

• Procesor: Intel® Core™ i7-8550U CPU @ 1.80GHz × 8

• RAM: 7.7 GiB

• HDD: SSD 128 GB

• Operačńı systém: Kali GNU/Linux Rolling
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7. Testováńı

7.4 Testováńı splněńı požadavk̊u

V této sekci je otestováno splněńı požadavk̊u kladených na kalkulačku v ka-
pitole 4.

Jestliže neńı uvedeno jinak, všechny záznamy test̊u popisuj́ı testy prove-
dené na rozhrańı přes př́ıkazovou řádku. Na grafickém uživatelském rozhrańı
pak byly provedeny z každé sady test̊u pouze některé testy testuj́ıćı základńı
funkčnost rozhrańı.

Zejména v hlavičkách testovaćıch tabulek jsou použity následuj́ıćı názvy
vstupńıch proměnných:

• d: Vstupńı matice.

• k: Počet požadovaných vlastńıch č́ısel.

• m: Maximálńı velikost Arnoldiho faktorizace.

• M : Maximálńı počet iteraćı restartované Arnoldiho metody.

• τ : Přesnost vlastńıch č́ısel.

• M (o): Maximálńı počet iteraćı iterativńı ortogonalizace.

• η: Éta iterativńı ortogonalizace.

• s: Srovnávaćı kritérium.

A následuj́ıćı názvy výstupńıch proměnných:

• c: Počet vypoč́ıtaných vlastńıch č́ısel.

• e: Maximálńı absolutńı chyba, tedy maximum z absolutńıch hodnot
rozd́ıl̊u vypočtených vlastńıch č́ısel od př́ıslušných referenčńıch vlastńıch
č́ısel, zaokrouhlená na dvě platné č́ıslice.

• ẽ: Maximálńı absolutńı relativńı chyba, tedy maximum z absolutńıch
hodnot rozd́ıl̊u vypočtených vlastńıch č́ısel od př́ıslušných referenčńıch
vlastńıch č́ısel, vydělená absolutńı hodnotou př́ıslušného vlastńıho č́ısla,
zaokrouhlená na dvě platné č́ıslice.

• r: Počet iteraćı restartované Arnoldiho metody.

• t: Délka výpočtu, bez délky konstrukce potřebných struktur.

Srovnávaćı kritéria jsou dále označena takto:

• LM: Největš́ı absolutńı hodnota.

• SM: Nejmenš́ı absolutńı hodnota.

• LR: Největš́ı reálná část.

• SR: Nejmenš́ı reálná část.
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7.4. Testováńı splněńı požadavk̊u

7.4.1 Výchoźı parametry

Každý z následuj́ıćıch test̊u testuj́ıćıch splněńı analyzovaných požadavk̊u byl
proveden, jestliže daný test neuvád́ı jinak, s následuj́ıćımi parametry:

• k, počet požadovaných vlastńıch č́ısel: 3.

• m, maximálńı velikost Arnoldiho faktorizace: 10.

• M , maximálńı počet iteraćı restartované Arnoldiho metody: 106.

• τ , přesnost vlastńıch č́ısel: 10−10.

• M (o), maximálńı počet iteraćı iterativńı ortogonalizace: 3.

• η, éta iterativńı ortogonalizace:
√

2
2 .

• s, srovnávaćı kritérium: LM, totiž největš́ı absolutńı hodnota.

7.4.2 Testováńı funkčńıch požadavk̊u

Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku i grafické uživatelské rozhrańı bylo pro
následuj́ıćı testy zkompilováno s přeṕınačem O3.

Test FP1 Zadáńı počtu vlastńıch č́ısel

Na obou rozhrańıch je možné zadat počet požadovaných vlastńıch č́ısel. Roz-
hrańı přes př́ıkazovou řádku rozpozná nevalidńı vstup a výpočet se spust́ı
jen tehdy, když je č́ıslo správně formátováno, tedy se jedná o přirozené č́ıslo
větš́ı než nula. Grafické uživatelské rozhrańı dokonce ani neumožńı vložit do
vstupńıho pole nevalidńı č́ıslo.

Vstupy a výstupy test̊u jsou zaznamenány v tabulce 7.1.

Tabulka 7.1: Vstup a výstup test̊u FP1

i di ki mi ci ei ẽi

1 cry2500 1 5 1 2,6× 10−8 2,7× 10−12

2 olm5000 5 15 5 2,0× 10−8 7,8× 10−14

3 tols4000 15 40 16 1,9× 10−6 4,0× 10−10

Vždy bylo zobrazeno alespoň tolik vlastńıch č́ısel, kolik bylo požadováno.
Maximálńı absolutńı relativńı chyba vypoč́ıtaných vlastńıch č́ısel je v prvńıch
dvou testech menš́ı než jejich požadovaná přesnost, totiž 10−10, tedy je
výstup těchto test̊u ve shodě s referenčńım řešeńım, přesně podle vstupńıch
požadavk̊u. Maximálńı absolutńı relativńı chyba posledńıho testu je větš́ı, než
jak bylo požadováno, avšak autor tuto nesrovnalost hodnot́ı jako akcepto-
vatelnou, protože se jedná o relativně malý rozd́ıl, totiž rozd́ıl mezi reálnou
přesnost́ı ẽ3 = 4,0× 10−10 a výchoźı požadovanou přesnost́ı 10−10.
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Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP2 Volba srovnávaćıho kritéria

Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku umožňuje zvolit srovnávaćı kritérium zadáńım
př́ıslušného řetězce znak̊u, které si vyhradilo pro identifikaci toho určitého
srovnávaćıho kritéria. Nevalidńı podoba identifikátoru je oznámena uživateli
a výpočet se nespust́ı. Grafické uživatelské rozhrańı pro zadáńı srovnávaćıho
kritéria poskytuje sadu vzájemně výlučných přeṕınač̊u. Výchoźı volbou je
největš́ı absolutńı hodnota a z této sady je vždy vybrána právě jedna možnost.
Obě rozhrańı tak poskytuj́ı výběr z požadovaných čtyř srovnávaćıch kritéríı.

Vstupy a výstupy test̊u tohoto funkčńıho požadavku lze vidět v tabulce 7.2.

Tabulka 7.2: Vstup a výstup test̊u FP2

i di mi si ci ei ẽi

1 af23560 10 LM 4 1,3× 10−9 4,8× 10−12

2 tols90 30 SM 4 1,8× 10−11 1,5× 10−12

3 cry2500 10 LR 3 6,1× 10−9 2,1× 10−9

4 tols4000 10 SR 4 6,3× 10−7 1,3× 10−10

Pro každé srovnávaćı kritérium byl zobrazen nejméně požadovaný počet
př́ıslušných největš́ıch vlastńıch č́ısel, v postačuj́ıćı shodě s referenčńım
řešeńım.

Pro srovnávaćı kritérium SM, které za největš́ı označ́ı č́ısla s nejmenš́ı ab-
solutńı hodnotou, byla nakonec zvolena matice typu pouze 90×90 a maximálńı
velikost Arnoldiho faktorizace zde byla navýšena na 30, protože pro některé
větš́ı matice shledal autor úkol vypoč́ıtat několik vlastńıch č́ısel s nejmenš́ı
absolutńı hodnotou jako př́ılǐs časově náročný. I pro zvolenou matici malých
rozměr̊u trval výpočet déle, než jak by trval výpočet všech vlastńıch č́ısel této
matice s využit́ım knihovny Eigen.

Výpočet několika vlastńıch č́ısel s nejmenš́ı absolutńı hodnotou shledává
autor této bakalářské práce náročný i s použit́ım knihovny Spectra. Z toho au-
tor usuzuje, že použitý algoritmus implicitně restartované Arnoldiho metody
neńı tak výkonný pro výpočet vlastńıch č́ısel s nejmenš́ı absolutńı hodno-
tou, jako pro výpočet vlastńıch č́ısel s největš́ı absolutńı hodnotou, jak je to
zmı́něno i v knize [6], a odmı́tá odpovědnost za tuto pot́ıž.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.
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Test FP3 Zadáńı přesnosti aproximaćı

Požadovanou přesnost aproximaćı vlastńıch č́ısel je možné zadat na obou roz-
hrańıch. Nevalidńı vstup je opět ošetřen.

Splněńı tohoto požadavku je otestováno testy, jejichž vstupy a výstupy
jsou zobrazeny v tabulce 7.3.

Tabulka 7.3: Vstup a výstup test̊u FP3

i di τi ci ei ẽi

1 olm5000 10−3 3 2,7× 102 1,1× 10−3

2 olm5000 10−5 4 5,3× 100 2,1× 10−5

3 olm5000 10−10 3 3,7× 10−8 1,4× 10−13

4 olm5000 10−15 3 1,9× 10−7 7,5× 10−13

5 af23560 10−15 4 1,5× 10−12 5,6× 10−15

Výsledná přesnost vlastńıch č́ısel vypoč́ıtaných v testu 4, která je zazna-
menána hodnotou ẽ4 = 7,5 × 10−13, je nižš́ı, než jak bylo požadováno, autor
práce však stále tuto chybu hodnot́ı jako přijatelnou.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP4 Zadáńı maximálńı velikosti Arnoldiho faktorizace

Obě rozhrańı umožňuj́ı zadat maximálńı velikost Arnoldiho faktorizace a de-
tekuj́ı nevalidńı vstup. To, že zadané č́ıslo je pak skutečně adekvátně použito
jako velikost faktorizace, při které docháźı k restartu, bylo ověřeno pomoćı
ladićıho programu.

Vstupy a výstupy test̊u v tabulce 7.4 ukazuj́ı závislost počtu iteraćı a
délky běhu výpočtu na volbě maximálńı velikosti Arnoldiho faktorizace. Každé
měřeńı proběhlo pouze jednou.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP5 Zadáńı maximálńıho počtu restart̊u

Na obou rozhrańıch lze zadat maximálńı počet restart̊u Arnoldiho metody.
Nevalidńı vstup je opět ošetřen.

Vstupy a výstupy test̊u jsou zaznamenány v tabulce 7.5.
Testy 3 a 4 ukazuj́ı, že jsou po dosažeńı maximálńıho povoleného počtu

restart̊u zobrazena již na požadovanou přesnost zkonvergovaná vlastńı č́ısla, i
když je jejich počet menš́ı než požadovaný počet vlastńıch č́ısel.
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Tabulka 7.4: Vstup a výstup test̊u FP4

i di mi ci ei ẽi ri ti (s)
1 olm5000 7 3 3,8× 10−8 1,5× 10−13 38693 28,2
2 olm5000 10 3 2,8× 10−8 1,1× 10−13 17764 25,2
3 olm5000 13 3 6,0× 10−8 2,4× 10−13 10758 25,3
4 olm5000 17 3 1,9× 10−8 7,4× 10−14 3295 10,7
5 olm5000 20 3 4,0× 10−8 1,6× 10−13 3843 18,3
6 olm5000 30 3 5,3× 10−9 2,1× 10−14 1309 12,2
7 olm5000 40 3 3,9× 10−9 1,5× 10−14 643 11,0
8 olm5000 50 3 2,7× 10−9 1,1× 10−14 501 13,0
9 olm5000 100 3 5,1× 10−9 2,0× 10−14 156 16,2

Tabulka 7.5: Vstup a výstup test̊u FP5

i di Mi ci ei ẽi ri

1 olm5000 1 0 - - 1
2 olm5000 17750 0 - - 17750
3 olm5000 17760 1 9,1× 10−9 3,6× 10−14 17760
4 olm5000 17763 2 9,5× 10−9 3,7× 10−14 17763
5 olm5000 17764 3 3,7× 10−8 1,4× 10−13 17764
6 olm5000 100000 3 3,7× 10−8 1,4× 10−13 17764

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP6 Zadáńı maximálńıho počtu iteraćı iterativńı
ortogonalizace

Maximálńı počet iteraćı iterativńı ortogonalizace lze zadat na obou rozhrańıch,
přičemž je požadována správnost formátu vstupńıho č́ısla.

V tabulce 7.6 lze vidět vstupy a výstupy test̊u.

Tabulka 7.6: Vstup a výstup test̊u FP6

i di mi M
(o)
i ci ei ẽi ri ti (s)

1 olm5000 30 1 4 3,7× 106 1,5× 101 16 0,1
2 olm5000 30 2 3 5,3× 10−9 2,1× 10−14 1309 12,6
3 olm5000 30 3 3 5,3× 10−9 2,1× 10−14 1309 12,7
4 olm5000 30 4 3 5,3× 10−9 2,1× 10−14 1309 12,2

Z testu 1, kde M (o)
1 = 1, lze vypozorovat, že pouze jedna ortogonalizace

nemuśı stačit pro zajǐstěńı dostatečné ortogonality vektor̊u představuj́ıćıch
ortonormálńı bázi Krylovova podprostoru, což může vést až ke zcela špatnému
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řešeńı, jak je to popsáno i v knize [6]. V testu 1 jsou nalezená vlastńı č́ısla
zcela chybná. S využit́ım ladićıho programu a vynásobeńım transponované
matice ortonormálńıch vektor̊u touto matićı zprava se autor přesvědčil o tom,
že je v tomto testu skutečně postupně ztracena ortogonalita těchto vektor̊u.
Dokonce neńı zachována ani jednotková norma prvńıch k1 = 3 vektor̊u, kde
k1 ∈ N je počet požadovaných vlastńıch č́ısel, které jsou implicitně upravovány
při každém restartu.

Daľśı testy s maximálńım počtem iteraćı iterativńı ortogonalizace však již
neselhaly, nebot’ bylo vypočteno správné řešeńı.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP7 Zadáńı éty iterativńı ortogonalizace

Étu iterativńı ortogonalizace je možné zadat na obou rozhrańıch. Výpočet
neńı s nevalidńım č́ıslem spuštěn.

Splněńı tohoto funkčńıho požadavku je otestováno sadou test̊u, jejichž
vstupy a výstupy lze vidět v tabulce 7.7.

Tabulka 7.7: Vstup a výstup test̊u FP7

i di mi ηi ci ei ẽi ri ti (s)
1 olm5000 30 0,0 4 3,7× 106 1,5× 101 16 0,1
2 olm5000 30 0,1 4 3,7× 106 1,5× 101 16 0,1
3 olm5000 30 0,3 4 3,1× 106 1,2× 101 17 0,1
4 olm5000 30 0,4 4 1,5× 106 6,0× 100 12 0,1
5 olm5000 30 0,5 3 5,7× 10−9 2,2× 10−14 1309 13,2
6 olm5000 30 0,7 3 5,3× 10−9 2,1× 10−14 1309 12,4
7 olm5000 30 0,9 3 5,6× 10−9 2,2× 10−14 1309 12,8
8 olm5000 30 1,0 3 6,4× 10−9 2,5× 10−14 1309 13,9

Z těchto test̊u lze vidět že př́ılǐs malá éta iterativńı ortogonalizace může
zapř́ıčinit ztrátu ortogonality a to pak zcela špatné řešeńı, jak je to zmı́něno
již v testu předchoźıho funkčńıho požadavku.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP8 Načteńı vstupńı matice

Načteńı vstupńı reálné ř́ıdké a nesymetrické matice ve validńım souřadnicovém
formátu MatrixMarket je již otestováno předchoźımi funkčńımi testy.

Obě rozhrańı pro načteńı vstupńı matice požaduj́ı název souboru, ze
kterého se má vstupńı matice uložená v souřadnicovém formátu MatrixMarket
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7. Testováńı

pro obecné nesymetrické matice nad reálným tělesem nač́ıst. Nevalidńı vstup
je ošetřen:

• Nepodporované specifikace v MatrixMarket hlavičce jsou detekovány.

• Matice, jej́ıž počet řádk̊u neńı roven jej́ımu počtu sloupc̊u, neńı povolena.

• Nač́ıtáńı selže, jestliže je v souboru jiný počet nenulových prvk̊u, než
jak bylo na začátku oznámeno, nebo jestliže je některé č́ıslo špatně
formátováno, anebo je index nenulového prvku větš́ı, než jaké jsou
rozměry vstupńı matice.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP9 Libovolné načteńı počátečńıho vektoru

Rozhrańı neumožňuj́ı zadat počátečńı vektor, tedy jej kalkulačka zvoĺı sama.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP10 Výpočet vlastńıch č́ısel

Splněńı tohoto požadavku je již otestováno a ověřeno v předchoźıch testech.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP11 Zobrazeńı vypočtených vlastńıch č́ısel

Předchoźı testy využ́ıvaly tuto funkcionalitu a ověřily ji.
Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku vyṕı̌se vypočtená vlastńı č́ısla př́ımo do

konzole a desktopové rozhrańı vypoč́ıtaná vlastńı č́ısla zobraźı v textovém poli
na levé straně okna aplikace.

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

Test FP12 Zobrazeńı statistik

V obou rozhrańıch jsou zobrazeny požadované statistiky, totiž délka výpočtu
a počet iteraćı restartované Arnoldiho metody, jak již zdárně otestovaly
předchoźı testy.
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7.4. Testováńı splněńı požadavk̊u

Závěr
Funkčńı požadavek je splněný.

7.4.3 Testováńı nefunkčńıch požadavk̊u

Test NP1 Rozhrańı přes př́ıkazovou řádku

Všechny testy funkčńıch požadavk̊u byly provedeny primárně na rozhrańı přes
př́ıkazovou řádku.

Závěr
Nefunkčńı požadavek je splněný.

Test NP2 Jednoduché desktopové rozhrańı

Funkčnost byla pomoćı výběru test̊u otestována i na desktopovém rozhrańı.

Závěr
Nefunkčńı požadavek je splněný.

Test NP3 Platforma

Testováńı splněńı funkčńıch požadavk̊u bylo provedeno na platformě Linux,
jak je uvedeno již v kapitole 7.3.

Závěr
Nefunkčńı požadavek je splněný.

Test NP4 Rychlost výpočetńı části

Pro tento test byly obě srovnávané řešeńı zkompilovány s přeṕınačem Ofast.
Autor vybral pro tento test matice vas stokes 4M, vas stokes 2M,

vas stokes 1M, Freescale1 a ML Geer, které splňuj́ı specifikace
požadavku NP4.

Po implementovaném řešeńı s názvem fewEigenvaluesCalculator a po kni-
hovně Spectra bylo požadováno aproximovat 5 vlastńıch č́ısel s přesnost́ı 10−10,
což jsou hodnoty vyplývaj́ıćı př́ımo z popisu požadavku NP4. Za maximálńı
velikost Arnoldiho faktorizace byla zvolena hodnota 15. Pro implementované
řešeńı pak byl dále zadán maximálńı počet iteraćı iterativńı ortogonalizace
roven 3 a éta iterativńı ortogonalizace rovna

√
2

2 .
Proměnné ẽs

i , rs
i a tsi maj́ı stejný význam jako proměnné bez horńıho in-

dexu, pouze označuj́ı hodnoty vztahuj́ıćı se ke knihovně Spectra.
Výsledky test̊u NP4 lze vidět v tabulce 7.8.
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7. Testováńı

Tabulka 7.8: Vstup a výstup test̊u NP4

fewEigenvaluesCalculator Spectra
i di ẽi ri ti (s) ẽs

i rs
i tsi (s)

1 vas stokes 4M 4,3× 10−14 101 407 5,6× 10−14 123 546
2 vas stokes 2M 2,5× 10−14 85 170 3,6× 10−14 80 172
3 vas stokes 1M 2,0× 10−14 64 55,8 2,4× 10−14 74 66,5
4 Freescale1 4,7× 10−15 9 16,2 2,4× 10−15 8 19,0
5 ML Geer 1,5× 10−14 20 45,5 2,3× 10−14 21 43,2

Pro žádnou ze zvolených vstupńıch matic neńı doba výpočetńıho běhu
implementované kalkulačky v́ıce než 10× větš́ı než doba výpočetńıho běhu
knihovny Spectra.

Závěr
Nefunkčńı požadavek je splněný.
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Závěr

Hlavńım ćılem práce bylo vypracovat návrh kalkulačky několika vlastńıch č́ısel
reálných nesymetrických matic a podle návrhu tuto kalkulačku implemento-
vat, společně s rozhrańım přes př́ıkazovou řádku a s jednoduchým deskto-
povým rozhrańım.

Nejdř́ıve byly zavedeny základńı teoretické pojmy. Také byly zmı́něny a
popsány jedny z nejčastěǰśıch formát̊u uložeńı ř́ıdkých matic. S pomoćı těchto
pojmů byla uvedena Arnoldiho metoda a jej́ı restart. Poté byly popsány vy-
brané knihovny pro maticové operace a některé knihovny s implementaćı re-
startované Arnoldiho metody. Následně, v posledńı kapitole teoretické části,
byly analyzovány požadavky na výsledný produkt.

Následně byla kalkulačka navržena, a to tak, aby byly splněny všechny
požadavky, které na ni byly kladeny. Pro výpočet několika největš́ıch vlastńıch
č́ısel vstupńı matice byla zvolena implicitně restartovaná Arnoldiho metoda.
Pro implementaci výpočetńı části, rozhrańı přes př́ıkazovou řádku a grafického
uživatelského rozhrańı byl zvolen programovaćı jazyk C++. Pro realizaci desk-
topového rozhrańı byl po diskuzi vybrán framework Qt. Výpočetńı část byla
navržena jako knihovna, kterou pak využ́ıvá rozhrańı přes př́ıkazovou řádku
společně s grafickým uživatelským rozhrańım. V neposledńı řadě byl navržen
i vzhled grafického uživatelského rozhrańı.

Podle návrhu byl produkt implementován, včetně rozhrańı přes př́ıkazovou
řádku a grafického uživatelského rozhrańı. Dokumentaci produktu lze vygene-
rovat z jeho zdrojového kódu nástrojem Doxygen. Testováńı ukázalo, že byly
splněny všechny analyzované požadavky.

V budoucnosti by bylo možné ve výpočetńı části doimplementovat
předevš́ım krok QR algoritmu s reálným a s komplexńım posunem, či algorit-
mus pro výpočet všech vlastńıch č́ısel reálné Hessenbergovy matice. Bylo by
vhodné zavést generiku nad skaláry i u matic, či přidat podporu pro komplexńı
vstupńı matice. Autor by za zaj́ımavé považoval rozš́ı̌reńı aplikace také o v́ıce
zp̊usob̊u restartu Arnoldiho metody, o v́ıce zp̊usob̊u ortogonalizace, o možnost
aproximace vlastńıch č́ısel jen z určité části spektra, totiž o možnost výpočtu
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Závěr

takových vlastńıch č́ısel vstupńı matice, které jsou nejbĺıže např́ıklad č́ıslu 3,3.
Daľśım rozš́ı̌reńım by mohlo být přidáńı daľśı metody aproximaćı několika
vlastńıch č́ısel vstupńı ř́ıdké matice, třeba i specializované pro symetrické ma-
tice. Dále se nab́ıźı výpočetńı část paralelizovat. Je zde možnost přidat v́ıce
formát̊u vnitřńıho či vněǰśıho uložeńı ř́ıdkých matic, či přidat v́ıce zp̊usob̊u
vizualizace výsledk̊u.
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek

CLI Command Line Interface

COO Coordinate format

CRTP Curiously Recurring Template Pattern

CSC Compressed Sparse Column format

CSR Compressed Sparse Row format

FP Funkčńı požadavek

GUI Graphical User Interface

LM Largest Magnitude

LR Largest Real part

MVC Model–View–Controller

NNZ Number of Nonzeros

NP Nefunkčńı požadavek

SM Smallest Magnitude

SR Smallest Real part
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Př́ıloha B
Upravená Arnoldiho metoda

Algoritmus 3: modifiedArnoldi: Upravená Arnoldiho metoda
Input: m,n, k ∈ N, k < m ≤ n,

A ∈ Cn,n vstupńı matice,
V ∈ Cn,k matice s ortonormálńımi sloupci,
H ∈ Ck,k Hessenbergova matice,
f ∈ Cn vektor ortogonálńı vzhledem k matici V,
tak, že plat́ı AV = VH+ feT

k ,
kde ek ∈ Rk a eT

k =
(
0 · · · 0 1

)
Output: V ∈ Cn,m matice s ortonormálńımi sloupci,

H ∈ Cm,m Hessenbergova matice,
f ∈ Cn vektor ortogonálńı v̊uči sloupc̊um matice V,
tak, že plat́ı AV = VH+ feT

m,
kde em ∈ Rm a eT

m =
(
0 · · · 0 1

)
1 for j = k, k + 1, . . . ,m− 1 do
2 if ‖f‖2 = 0 then
3 zastav
4 end
5 Hj+1,j ← ‖f‖2
6 V:,j+1 ← f/‖f‖2
7 f ← AV:,j+1
8 ortogonalizuj f vzhledem k matici V:,1:j+1 a koeficienty

ortogonalizace ulož do sloupce H1:j+1,j+1
9 end

Zdrojem algoritmu 3 je kniha [6] a technická zpráva [7].
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Př́ıloha C
Struktura projektu
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C. Struktura projektu

impl
Doxyfile.........konfiguračńı soubor pro vygenerováńı dokumentace
Makefile.............................př́ıkazy pro sestaveńı projektu
README.md ...... stručný popis projektu, návod na sestaveńı a použit́ı
src.......................................zdrojové kódy kalkulačky

debug ......................................... funkce pro laděńı
test.............................................adresář s testy
solver...........................................výpočetńı část

arnoldi..........................tř́ıdy pro Arnoldiho metodu
basic ................ tř́ıdy pro základńı Arnoldiho metodu
restarted.......tř́ıdy pro restartovanou Arnoldiho metodu

converter.............tř́ıdy pro převod něčeho na něco jiného
decomposition ............................ maticové rozklady
eigenlibhelpers.pomocné funkce pro práci s knihovnou Eigen
exporter........................tř́ıdy exportuj́ıćı něco někam
loader.............................. tř́ıdy, které něco nač́ıtaj́ı
model.........................................datové modely

matrix...............................datové modely matic
vector.............................datové modely vektor̊u
view........... tř́ıdy usnadňuj́ıćı práci s alokovanou pamět́ı

observer ......................................... posluchači
operator............tř́ıdy s vybranými maticovými operacemi
orthogonalization............................ortogonalizace

basic.....................tř́ıdy pro základńı ortogonalizaci
refined....... tř́ıdy pro pokročileǰśı ortogonalizaci už́ıvaj́ıćı
základńı ortogonalizaci

sorting ..................................... tř́ıdy pro řazeńı
ui..........................................uživatelská rozhrańı

cli ........................... rozhrańı přes př́ıkazovou řádku
CMakeLists.txt ............... instrukce pro sestaveńı CLI
controller..............................vrstva Controller
main.cpp .................... soubor s funkćı main pro CLI
view ......................................... vrstva View

option.....rozpoznáńı a převedeńı vstupńıch parametr̊u
page...........................................stránky

gui..............................grafické uživatelské rozhrańı
CMakeLists.txt............... instrukce pro sestaveńı GUI
controller..............................vrstva Controller
exporter.....................tř́ıdy exportuj́ıćı něco někam
main.cpp....................soubor s funkćı main pro GUI
view ......................................... vrstva View

dialogpart.......... sloupce hlavńıho dialogového okna
observer..posluchači změn hodnot proměnných výpočtu
page...........................................stránky

uihelpers ............ funkcionality společné pro v́ıce rozhrańı

Obrázek C.1: Struktura projektu
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Př́ıloha D
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt .................................. stručný popis obsahu CD
src

impl...................................zdrojové kódy implementace
README.md ... stručný popis projektu, návod na sestaveńı a použit́ı

thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX
text ....................................................... text práce

thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
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